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RESUMEN

El TEOREMA DE DARBOUX PARA FORMAS
SIMPLECTICAS

CHARLES EDGAR LOPEZ VEREAU

DICIEMBRE - 2018

Asesor: Yolanda Santiago Ayala
Titulo obtenido: Licenciado en Matematica

En este trabajo estudiaremos un importante resultado de la Geometria Simpléctica
como es el Teorema de Darboux para formas simplécticas, el cual muestra la rigidez
de estas estructuras en vecindades de subvariedades.

Con este objetivo, primero haremos una revisién del calculo en variedades: cam-
pos de vectores y tensores mas generales, como formas diferenciales, derivada de
Lie y multiplicacion interior, también haremos un estudio detallado de la geometria
simpléctica: espacios simplécticos, variedades simplécticas y estudiaremos rapida-
mente geometria de contacto, para luego estudiar el Teorema de Daboux mediante
el truco de Moser.

PALABRAS CLAVES: Geometria Simplética, Geometria de Contacto, Teorema de
Darboux, Truque de Moser.
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ABSTRACT

THE DARBOUX THEOREM FOR SIMPLECTIC FORMS

CHARLES EDGAR LOPEZ VEREAU

DECEMBER - 2018

Adviser: Yolanda Santiago Ayala

Obtained title: Graduate in Mathematics

In this work, we will study an important result of the Simplectic Geometry as
is the Darboux’s Theorem for simplectic forms, which shows the rigidity of these
structures in neighborhoods of submanifold. With this objective, we will first make
a revision of the calculus in manifolds: vector fields and more general tensors, as dif-
ferential forms, Lie derivative and interior multiplication, we will also did a detailed
study of the simplectic geometry: symplectic spaces, symplectic manifolds, and we
will study contact geometry quickly, to then study Daboux’s Theorem by means of
Moser’s trick.

KEYWORDS: Symplectic Geometry, Contact Geometry, Darboux’s Theorem, Mo-
ser Trick.
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Introduccion

En este trabajo estudiaremos un importante resultado de la Geometria Simplécti-
ca como es el Teorema de Darboux para Formas Simplécticas, el cual fue probado
por primera vez, por Gaston Darboux en el ano 1882. Nosotros veremos la prueba
de este Teorema de una forma ligeramente diferente, usando el truco de Moser.
Espero que este trabajo, ademas de mostrar la importancia del Teorema de Dar-
boux para Formas Simplécticas en la Geometria, pueda dar un herramienta méas
para los estudiantes que estan comenzando el estudio de la geometria simplética y
de contacto. Para poder entender el Teorema de Darboux, tuvimos que hacer un
breve revision a los conceptos bésicos de calculo en variedades, campos de vectores
y tensores mas generales, como formas diferenciales, derivada de Lie y multiplica-
cién interior, integraciéon en variedades, también hicimos un estudio detallado de la
geometria simplética: espacios simpléticos, base simplética, variedades simpléticas,
estudiamos rapidamente algunos conceptos de geometria de contacto, y formas de
contacto, para luego poder entender el Teorema de Darboux. Veremos como el truco
de Moser tiene un papel fundamental en la demostracion de este teorema, este truco
fue presentado por el Doctor Jirgen Kurt Moser, por primera vez en uno de sus
articulos llamado “On the volume elements on a manifold”, en el afio 1965. Desde
ese momento, el truco, o método, fue de gran relevancia en geometria simpléctica.
El Doctor Jiirgen hizo muchas grandes contribuciones a la matematica y recibié el
premio Wold de matematica, en el ano 1995, y el premio Abel, en el ano 2003.
Para una lectura méas amena, recomendamos comenzar por el capitulo 2, y volver a
los preliminares, cuando quiera recordar una definicion o resultado.



Capitulo 1

Preliminares

El objetivo principal de este capitulo es recordar algunos hecho que luego nos
serviran en los capitulos subsecuentes, en la primera seccion del capitulo siguiente
puede ser estudiado sin problema por un lectores con conocimientos en algebra
lineal, pero para el resto del libro es necesario saber sobre variedades diferenciales.
En estos preliminares se vera muy rapido estos hecho, para quien desees estudiar méas
en detalle variedades diferenciales aconsejamos leer el libro [26]. Para una primera
lectura recomendamos comenzar por el Capitulo 2 y volver a los preliminares cuando
fuese necesario.

1.1. Permutaciones

Definicién 1.1 Sea k un entero positivo. Una permutacion del conjunto

A ={1,...,k} es una biyeccion o : A — A. La permutacion ciclica (ay as---a,),
donde los a; son distintos y r < n, es la permutacion o tal que o(a1) = ag, o(az) =
as, ..., o(a,—1) = a,, o(a,) = a1, y o fija todos los otros elementos de A. Una
transposicion es un 2-ciclo, o sea, un ciclo de la forma (ab) que aplica a en b y b
en a, y fija todos los otros elementos de A.

Teorema 1.2 Toda permutacion se escribe como un producto de transposiciones.
Que el niumero de transposiciones sea par o impar depende solamente de la permu-
tacion.

Definicién 1.3 Denotamos por Sy el grupo de todas las permutaciones del conjunto
{1,...,k}. Una permutacion es par o impar, dependiendo si es el producto de un
numero par o impar de transposiciones.

Definicién 1.4 La senal de una permutacion o, denotado por sgn(c) o sgno, es
definido como

{ 1 , o espar
sgno = .
—1 , o es impar.
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Definicién 1.5 Un k-tensor en un espacio vectorial V es una funcion k-multilineal
f:Vx...xV—=R

Definicion 1.6 Un k-tensor es un k-tensor alternado si

f(Votys -, Vo)) = (sgno) f(vr, ..., vg), Yo € Si.

Un k-tensor alternado en V' es también llamado k-covector en V. Denotaremos por
Ar(V) el conjunto de todas las funciones k-lineales alternadas en el espacio vectorial
V' para k entero positivo.

Definicién 1.7 Sea f € Ar(V) y g € Ai(V). Definimos el producto exterior de f
con g como:

1
(fAg) oL, vk) = 1 Y (8910) [ (Vorys- s Vo) 9 (Votirn), - - - Vathsn))-

UESk+l
Proposicién 1.8 Sean f € Ap(V) y g € A(V), entonces f Ag= (—=1)kgA f.

Proposicion 1.9 Sea V' un espacio vectorial real y f, g, h funciones multilineales
alternadas en V' de grado k,l, m respectivamente. Entonces

(fAg)Nh=fN(gNh).

k

Proposicién 1.10 Si ol,--- ,af son funciones lineales en el espacio vectorial V y

vy,...,0, €V, entonces

(a* A AR (v, .. ) = det]ad (v))].

1.2. Variedades
De aqui en adelante, consideraremos apenas variedades de dimension finita.
Definicién 1.11 La funcién r; : R — R definida por
ri(a) = a,

donde a = (a1, ...,aq) € R, es llamada la i-ésima funcién coordenada (candnica)
en R%. Si f: X — R?, entonces denotamos

fi=mriof,

donde f; es llamada la i-ésima funcion componente de f.
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Figura 1.1: Espacio localmente euclidiano M

Definicién 1.12 Un espacio localmente Euclidiano M de dimension d, es un espa-
cio topologico Hausdorff M, para el cual cada punto tiene una vecindad homeomorfa
a un subconjunto abierto del espacio Buclidiano R®. Si ¢ es un homeomorfismo de
un conjunto conezo abierto U C M para un subconjunto abierto de R, ¢ es llama-
do un mapa de coordenadas. Las funciones x; = r; o ¢ son llamadas las funciones
coordenadas. El par (U, ) ( aveces denotado por (U, x1,...,xq) ) es llamado sistema
de coordenadas.

Definicién 1.13 Una estructura diferenciable F de clase C*(1 < k < o0) en
un espacio localmente Fuclidiano M es una coleccion de sistemas de coordenadas
{(Un, @a) : a € A} satisfaciendo:

(a) U U,= M.

acA
(b) ¢a o0 cpgl ¢ C* para todo o, f € A .
(c) F es mazimal en relacion a (b).

Definicién 1.14 Si un espacio X tiene una base numerable para su topologia, en-
tonces decimos que X satisface el sequndo axioma de contabilidad, o que es sequndo
contable.

Definicién 1.15 Una variedad diferencial de clase C* es un par (M, F), donde M
es un espacio localmente Euclidiano d-dimensional sequndo contable junto con una
estructura diferenciable F de clase CF.

Notacién 1.16 Referiremos a variedades diferenciable de clase C*° como varieda-
des diferenciables o simplemente variedades, también usamos la terminologia suave
para indicar diferencial de clase C*°.

Definicién 1.17 Sea U C M abierto. Decimos que f : U — R es funcion C* en
U (feC®) sifop é¢C™ para cada sistema de coordenadas (U, p) en M.

Definicién 1.18 Una aplicacion continua ¥ : M — N se dice diferenciable (de
clase C*) o suave si go W es funcion C* en W~YU) (donde U dominio de g) para
toda funcion g : U C N — R de clase C*°.
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Observaciéon 1.19 La aplicacion continua WV : M — N es C™ si, y solamente si,
poWor t es O para cada aplicacion coordenada T en M y ¢ en N.

Observaciéon 1.20 A aplicacion ¥ : M — N es C* si, y solamente si, para cada
m € M, eziste V,,, vecindad abierta tal que V|y, es C™.

Definicién 1.21 Una aplicacion continua F' : N — M es un difeomorfismo si es
C®, biyectiva con inversa F~1 también C°.

Definicién 1.22 Sean M una variedad diferenciable y m € M. Funciones f y g
definidas en conjuntos abiertos conteniendo m son dichos tener el mismo germen en
m si concuerdan en alguna vecindad de m. Eso introduce una relacion de equivalencia
en las funciones C* en vecindades de m. Las clases de equivalencia son llamadas
de germenes e denotamos el conjunto de germenes em m por E,.

Definicién 1.23 Un vector tangente v en el punto m € M es una derivacion lineal
del dalgebra F,,. Esto es, para todo f,g € F,, y A € R,

a) v(f+Ag) =v(f) + Iv(g).
b) v(fg) = f(m)v(g) + g(m)v(f).

Definicién 1.24 Sea M wuna variedad diferencial, denotamos por T,M el conjunto
de vectores tangente a M en p y el llamamos de espacios tangentes a M en p.

Definicién 1.25 Sean M una variedad y p € M. El espacio cotangente de M en
p, denotado por Ty M, es definido siendo el espacio dual del espacio tangente T),M :

oM = (T,M)" = Hom(T,M,R).
Definicién 1.26 Sea M una variedad C'™ con estructura diferencial F. Definimos:

Fibrado tangente como TM = |J T,M = {(p,u)|p € M,u € T,M}.

peEM
Fibrado cotangente como T*M = |J TyM = {(p,a)lp € M,a € T, M}, donde
peEM
TyM es el dual de T,M .

Definimos sus proyecciones naturales, respectivamente, como:

m :TM—M, =w)=psiveTl,M,
7:T"M — M, 7(r)=psiTel M.

Observacion 1.27 St M es variedad diferenciable de dimension n tendremos que
el fibrado tangente TM vy el fibrado cotangente T*M serdn variedades diferenciables
de dimension 2n.
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oM TM™

M

M
P

Figura 1.2: Fibrado tangente

Definicién 1.28 Sean M, N variedades diferenciables y 1 : M — N una aplicacion
.

(a) ¥ es una inmersion si di,, es inyectiva para cada m € M.
(b) El par (M,%) es una subvariedad de N si 1 es una inmersion inyectiva.

(c) ¥ es un imbedding si v es una inmersion inyectiva que es también un homeo-
morfismo de M y (M).

Definicién 1.29 Sean M wuna variedad de dimension d y ¢ un entero, 1 < ¢ < d.
Una distribucion c-dimensional D en la variedad M es una leccion de un subespacio
c-dimensional D(p) de T,M para cada p en M.

Definicién 1.30 Un campo vectorial o campo de vectores X en una variedad M es
una funcion que atribuye un vector tangente X, € T,M a cada ponto p € M. En
relacion al fibrado tangente, un campo vectorial en M es simplesmente una seccion
del fibrado tangente w: T M — M y el campo vectorial es suave si fuera suave como

una aplicacion de M a T'M. Denotamos el conjunto de todos los campos de vectores
en M por X(M).

Definicién 1.31 Un flujo local en un punto p en un conjunto abierto U de una
variedad M es una funcion C*

F:|—ee[xW —=U,

donde € es un numero real positivo y W es una vecindad de p en U, tal que escribimos
Fi(q) = F(t,q), y tenemos

(1) Fo(q) = q para todo g € W,

(i) Fi(Fs(q)) = Firs(q) siempre que ambos lados son definidos.
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St un flujo local F' es definido en R x M, este es llamado un flujo global.

Definicién 1.32 Un campo vectorial con un flujo global * es llamado un campo
vectorial completo. St F' es un flujo global, entonces para todot € R,

FtOF_t:F_tOFt:FOZidM.

Luego Fy, : M — M es un difeomorfismo. Asi, un flujo global en M es un grupo de
difeomorfismos a un pardmetro de M.

Definicién 1.33 Sea F' : N — M wuna aplicacion C* entre variedades diferencia-
bles. En cada punto p € N, la aplicacion F induce una aplicacion lineal de espacios
tangentes, llamada el diferencial en p,

F,: TpN — TF(p)M

como a sequir: si X, € T,N, entonces F.(X,) es el vector tangente en TpyyM
definido por

(Fu(Xp))f = X,(fo F) € R para f germen en F(p). (1.1)

Como (1.1) es independiente del representante del germen, en la prdctica podemos
wgnorar la distincion entre un germen y una funcion representativa para el germen.

1.3. Formas diferenciales

Definicién 1.34 El espacio vectorial Ay (T,M), usualmente denotado por /\k(T;M),
es el espacio de todos los k-tensores alternados en el espacio tangente T, M.

Definicién 1.35 Un elemento del espacio cotangente T5 M es llamado un covector
en p. Asi, un covector w, (o w|,) en p es un funcional lineal

wp : T,M — R.

Definicién 1.36 Un campo covector, una 1-forma diferenciable, o mas simplemente
una 1-forma en una variedad M, es una aplicacion w que atribuye a cada ponto
p € M un covector w, en p, esto es,

w:M —= T°M

P o Wy

Definicién 1.37 Un campo k-covector en M es una aplicacion w que atribuye a
cada punto p € M un k-covector w, € /\k(T;M) Un campo k-covector es llamado
una k-forma diferencial, una forma diferencial de grado k, o simplemente una k-
forma.

Denotemos por QF(M) el espacio vectorial de k-formas C™ en la variedad M.

Lyea [24] capitulo 3.
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Definicién 1.38 El espacio vectorial Q*(M) de formas diferenciables C* en la
variedad M de dimension n es la suma directa:

(M) = P *(M).
k=0

Definicién 1.39 Una derivada exterior 2 en una variedad diferenciable M es una
aplicacion R-lineal

d: Q (M) — QM)
tal que
(i) dwAT) = (dw) AT+ (=1)%%%w A dr,
(ii) dod =0,

(iii) si f es una funcion C* y X un campo vectorial suave en M, entonces (df )(X) =

Xf.
Definicién 1.40 Una k-forma w en U es cerrada si dw = 0.

Definicién 1.41 Una k-forma w en U es exacta si existe una (k — 1)-forma 7 tal
que w =d1 en U.

Observacién 1.42 Como d* = 0, tenemos que toda forma exacta es cerrada.

Definicién 1.43 Sea M una variedad diferencial de dimension d. Decimos que la
forma diferencial p € Q4(M) es una forma de volumen si p, # 0, Vp € M.

Definicién 1.44 Una curva suave en una variedad M es por definicion una apli-
cacion suave ¢ :|a,b[— M. Usualmente asumimos 0 €]a,b[ y decimos que ¢ es una

curva comenzando en p si c¢(0) = p.

M

2Para a existencia y unicidad de la derivada exterior d, ver [25] capitulo 7, proposiciones 10, 11.
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Definicién 1.45 El vector velocidad ¢ (to) de la curva ¢ en el tiempo ty €)a,b| es
definido como

to

d
C’(to) 1= Cx <E ) S Tc(to)M-

También decimos que c'(t,) es la velocidad de ¢ en el punto c(ty). Las notaciones
alternativas para ' (ty) son

@(t ) i
a0 Y dt

to

Definicién 1.46 Sean M, N wvariedades diferenciables, p : M — N wuna aplica-
cion diferenciable y o una k-forma en el contradominio N. El pullback de o por o,
denotado por ¢*a, es una k-forma en el dominio M de ¢ definida por

(") (P) (V1) -+ (k)p) = (@(P))(@s(V1)p, - - u(VR)p),

donde (v1)p, - .., (), € T,M. El pullback de una 0-forma (funcion) g por ¢ serd la
cOMpPosicion

pg=gog.
Proposicién 1.47 Sea ¢ : M — N una funcion diferenciable.

(i) Para una k-forma o y una l-forma [ en N,
P (aAp) = (¢ a) A ("B).
(ii) Para una k-forma « en N,
" (do) = d(p*).

Proposicién 1.48 Considere la n-forma diferencible en R™ definido por Q2 = dxy A
...Ndzy, donde (x1,...,x,) son coordenadas para R"™. Sea f : R™ — R™ una funcion
diferenciable en R™. Entonces

[1Q = (det(£.) - .

1.4. Derivada de Lie y multiplicacién interior

Definicién 1.49 Para X un campo vectorial suave y w una k-forma suave en la
variedad M, fijado un ponto p € M y considerando ¢y : U — M un flujo de X en
la vecindad U de p, definimos la derivada de Lie Lxw en p € M como

(prw)p — wp d

e i (Weup) —wp —— *
(Lxw), = lim . = lim ; ~ @l (Prw)p-
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Definicién 1.50 Si 5 es un k-covector en un espacio vectorial V y v € V| para
k > 2 la multiplicacion interior o contraccion de 3 con v es el (k — 1)-covector i,
definido por

(1,0)(vay ..., o) = B(v,v9, ... ),  Vo,...,v € V.

Definimos i, = f(v) € R para un 1-covector 5 en V y i,5 = 0 para un 0-covector
B (una constante), en V.

Teorema 1.51 Sea X un campo vectorial suave en la variedad diferenciable M .

i) La derivada de Lie Lx : Q*(M) — Q*~Y(M) es una derivacidn: es una aplicacion
R-lineal y si w € QF(M) y 7 € QY(M), entonces

Lx(W/\T):<£Xw)/\T—|—CU/\(£XT>.

ii) La derivada de Lie Lx conmuta con la derivada exterior d.

iii) (Formula de homotopia de Cartan) Lx = dix + ixd.

Definicién 1.52 Una isotopia es una familia a 1-parametro de difeomorfismos de
una variedad M, ¢, : M — M, tal que po = Id.

Toda isotopia define un campo de vectores tiempo-dependiente X; a través da ecua-
cion
d

E@t = Xt O V¢. (12)

Reciprocamente, si el campo vectorial X fuera completo, entonces (1.2) define una
isotopia ¢, t € R.

Ahora podemos definir la derivada de Lie de una forma diferencial 3 € QF(M) con
respecto a X; como

(oo ;)8 -8
Entonces,
\ e b —eif o d
i (Lx,f) = lim === = — () 5). (1.4)

Lema 1.53 Sean wy, t € [0, 1], una familia suave de k-formas diferenciables en una
variedad M y (¢1)icpoa) una isotopia de M. Definimos un campo vectorial tiempo-
dependiente X; en M por X; o vy = %(pt, (de modo que @, es el flujo de X, ).
Entonces,

d

* * d
%(@twt) = ¢ (%Wt + Etht) .
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Demostracién.-

Para una k-forma tiempo-independiente w tenemos

d *
E(%UO =

@:(thw)'

(de (1.4))

Veamos para una k-forma tiempo-dependiente w;

d OrpWirh — Piwy
= +
g \piwn) = lim h
~ Ym CrppWtth — PropWt T OppWe — Prwr
h—0 h
, Wi+n — Wi Pl W —
= 1 - lfjm /= — =
iy i (22 Jiy
L[ d . PrpWt — Prwy
() gy
Afirmacion:
W — Qrw
(,Ctht) _ hm gpt-f—h t gpt t‘
h—0 h

*
Pyt

(1.6)

De hecho, denotemos ¢, := @45 0 7 ', donde ¢ fijo y h variable temporal, notamos
que ¢y, es el flujo de Y, = X;yp, pues

(Ynoon)(p) =

Por lo tanto, %gbh =Y, 0,y ¢o(p)

es isotopia de Yj.

(Y o (prsn 007 1)) (p)
(Xin o (@ern o9y ))(p)
(Xisn 0 rin) (07 (D)

(

Xs 0908>(§0t (P)]s=t+n

L)

enle v) (es fijo)

d B .
7, (o @ (p) (tes fijo)

d
%%(p)-

s=t+h

= (pro@; )(p) = p, 0 sea, ¢y =

1d, luego oy

Como t é fijo, y h es variable temporal, tenemos que w; no depende de h, podemos

entonces usar (1.3), por lo tanto,

Ly, w; = hm

(¢h+a © ¢h )

Wy — Wy

a
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tomando h = 0 vamos a tener que Yy = Xy 0= X y

. (pa0 by ") w —wy
£tht = clll—I>r[l) ! 0 N

=l T es 6o = id)

a—0
(Prra 09 )iwp — w
— h/m (pt"r(l ()Ot t t
a—0 a '

Aplicando ¢; en ambos lados,

* —1\x *

, P Ptya O P Wy — Py
hm t( a t ) t
a—0 a

* —1\* * *
. (pro(py )o (thra)wt — Pt
= lim
a—0 a
’ t t
= hm Jra—.
a—0 a

90: (‘Ctht) =

Por tltimo, usando (1.6) en (1.5)

d * * d *
%(‘tht) = ¥ (awt) + i (Lx,wr)

d
= QOI (awt + £tht> .

1.5. Integracién en variedades

Teorema 1.54 (Teorema de Stokes) Para toda (n — 1)-forma w con suporte com-
pacto en la variedad orientada n-dimensional M con borde,

/dw:/ w.
M oM

Definicién 1.55 Sea M una variedad diferenciable, el espacio cociente del espacio
vectorial real de p-formas cerradas maodulo el subespacio de las p-formas exactas es
llamado el p-ésimo grupo comoholdgico de Rham de M, i.e.

HP(M.R) — {p-formas cerradas}

{p-formas eractas}

Definicién 1.56 Sea a un p-forma cerrada. Representamos la clase comoholdgica

de Rham por |a].

Observaciéon 1.57 Dos formas cerradas w y w' determinan la misma clase co-
moholdgica si, y solamente si, ellas difieren en una forma exacta:

W =w+dr.
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Teorema 1.58 Sean Q una subvariedad de una variedad M yn € QF(M) una k-
forma cerrada tal que 1|71, = 0 para todo © € Q). Entonces existe una vecindad U
de Q en M y una k — 1-forma B en U tal que n = df y B|r,n = 0 para todo z € Q.



Capitulo 2

Geometria Simpléctica

Este capitulo servira como base para entender el Capitulo 3, donde presentaremos
el truco de Moser y el teorema de Darboux.

2.1. Hechos historicos

El area de Geometria Simpléctica tiene su origen en la Fisica, principalmente
en la mecanica clasica. Recordemos que la Mecanica Clasica se refiere a las tres
principales formulaciones de la mecéanica pre-relativista: la mecanica newtoniana,
mecanica lagrangeana y la mecénica hamiltoniana. Ademas, la mecénica clasica es
la parte de la fisica que analiza el movimiento, las variaciones de energia y las fuerzas
que actian sobre un cuerpo.

Como hemos mencionado la Mecanica Hamiltoniana es una reformulacion de la
mecanica clasica que fue elaborada en 1833 por el matemaético irlandes William Ro-
wan Hamilton. La mecénica hamiltoniana se originé de la mecéanica lagraniana, pero
ella también puede ser formulada sin recurrir a la mecanica lagrangiana, usando es-
pacios simplécticos. Asi, la Geometria Simpléctica es una rama de la Geometria
Diferencial con raices historicas en la formulacién geométrica de la mecanica hamil-
toniana. Sus desenvolvimientos recientes, son fruto de su intima relacién con areas
diversas de la Matematica como topologia, dinamica, geometria compleja y Fisica
Matematica. Para ver en detalle el origen de la geometria simpléctica ver [2].

Ahora estudiaremos en detalle algunos hecho importantes de Geometria Simpléctica.

2.2. Espacio Simpléctico

En esta seccion estudiaremos con detalle los Espacios Simplécticos, mostrando las
propiedades mas importantes y, asi, podremos definir las Variedades Simplécticas.
De aqui en adelantes consideraremos apenas espacios vectoriales de dimension finita.
Para estudiar esta seccion, necesitamos apenas de algebra lineal.

Definicién 2.1 Un espacio vectorial simpléctico (V,w) es un espacio vectorial real
V' previsto de una forma bilineal w : V x V — R, que es

14
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(1) antisimétrica:  w(u,v) = —w(v,u), Yu,v € V,
(ii) no degenerada: w(u,v) =0, Vv € V, entonces u = 0.

La forma w es llamada una forma bilineal simpléctica en V' o, simplemente, forma
simpléctica.

En una primera lectura, se puede confundir algunos de los siguientes resultados
con los de un espacio vectorial con productor interno, pero note que una forma
simpléctica es antisimétrica.

Observacién 2.2 Siempre tenemos,

wlu,u) = —w(u,u) , YueV
2w(u,u) = 0, YueV
w(u,u) = 0, YueV.

Una pregunta que puede surgir es: todo espacio vectorial puede ser un espacio vec-
torial simpléctico? La respuesta a esta pregunta sera vista en la Proposicion 2.22.

Definicién 2.3 Sea (Vi,wy) y (Va,ws) espacios vectoriales simplécticos. Decimos
que una transformacion lineal T : Vi — V4 es simpléctica si T wy = wy, es decir
wo(Tu, Tv) = wy(u,v) para cualquier u,v € Vy. Si Vi y V, tienen una misma dimen-
sion, entonces decimos que T es una simplectomorfismo, y que (Vi,wq) y (Va,ws)
son simplectomorfos.

Observaciéon 2.4 Un simplectomorfismo T es invertible.

Ejemplo 2.5 El espacio vectorial (V,wp), donde V =R?* ywy: V xV — R defi-
nida como wo((u1,usz), (v1,v2)) = U9 — Uavy €s un espacio vectorial simpléctico.
En efecto, pues R? es un espacio vectorial real. Por otro lado wy es lineal y antis-
simétrica, solo resta ver que ella es no degenerada, suponga

wo((ul, UQ), ('Ul, U2)) = 0, v<'U1, 'U2> € RQ
Uy —ugvy = 0, Yu,v9 € R
tomando vy = uy Yy v1 = —Us
uj + uj
Uy = Uy =

(u17u2) = 07

entonces wy es no degenerada, luego (R? wy) es espacio vectorial simpléctico.
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Ejemplo 2.6 Podemos extender el ejemplo anterior tomando V = R?™ y

wo =Y dai A dpy, (2.1)

k=1

donde (q1, ..., qn,P1,---,Pn) Son coordenadas, dqx(z) = zx Yy dpi(z) = Zn1k,
Vke{1,...,n},Vz = (21,...,2,) € R™.

Para verificar que wg es una forma simpléctica basta mostrar que ella es no de-
generada, pues ser antissimétrica es una consecuencia directa de la definicion de

producto exterior de formas.
2n

Tomando ey, - , e, la base candnica de R?*", sea u = Z ae; € R?™ tal que

i=1
wo(u,v) =0 , Yv € R*™. Entonces, en particular, tenemos que wo(u,e;) =0 , Vi =
1,---,2n. Pero,

wolue) = 3 dge Adpi(u.e,)
k=1
N et ((Pa(w) dai(e:)
- ;dt<dpk<u> e )

= Z(@k5(k+n)z‘ — Qg Ori)

k=1
Qi_p, Stt=n+1,...,2n
—Qiyp, S11=1,...,n ’
En cualquier caso, resulta que a; =0, parai=1,---,2n. Es decir, u =0 vy, por lo

tanto, wy es no degenerada.
La forma simpléctica wy también puede ser escrita como wy(-,-) = (Jo-,+), donde
(-,-) es el producto interno Euclidiano candnico de R*" y Jy € R*™*" es la matriz

0 —1I
‘]0_{1 0 }

esta forma es llamada forma simpléctica canonica.

dada en bloques n x n por

Ejemplo 2.7 Sean V wun espacio vectorial real de dimension n, y V* su espacio
dual. Entonces E =V @& V* con la forma bilineal w : E x E — R definida como
w((v, @), (v, ) =d'(v) — a(v') es un espacio vectorial simpléctico.

De hecho, pues E es un espacio vectorial real, w es bilineal y antisimétrica, solo
resta probar que ella es no degenerada, suponga

w<<vvo‘)7(u75)) = 0, V(u,ﬂ) S
Bw) —a(u) = 0, Y(u,B) € E, (2.2)
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tomando f = «

av)—alu) = 0, YueV
alv—u) = 0, YueV,

entonces a = 0, luego en (2.2) tenemos
pv) =0, VB e V™
entonces v = 0. Por lo tanto, (v,a) = (0,0) lo que implica que w es no degenerada.

Definicién 2.8 Sea V' un espacio vectorial complejoyh : VxV — C es un producto
interno Hermitiano, si cumple las siguientes propiedades Yu,v,w € V yVa € C

i) h(u+v,w) = h(u,v) + h(v,w),
ii) h(u,v+w) = h(u,v) + h(u,w),
iii) h(au,v) = ah(u,v),

iv) h(u,av) = ah(u,v),

v) h(u,v) = h(v,u),
vi) h(u,u) >0, Vu # 0.

Ejemplo 2.9 Sean V' un espacio vectorial complejo y h: V x V — C un producto
interior Hermitiano, la 2-forma 2 = I'mh es una forma simpléctica, donde Imh es
la imagen de h.

Ejemplo 2.10 Sean (Vi,wq), (Va,ws2) espacios vectoriales simplécticos, entonces
Vi x Va es un espacio vectorial simpléctico con la forma producto

w((u, ug), (v, v2)) = wy(ug, v1) + waug, va).

Definicién 2.11 Los simplectomorfismos lineales de V' forman un grupo de Lie
denotado por Sp(V,w) y es llamado de grupo lineal simpléctico. En el caso en que
V =R yw=uwy como en (2.1), se usa la notacién Sp(2n) en vez de Sp(R*", wy).

A seguir dedicaremos un tiempo definiendo y presentando algunas propriedades de
ortogonal simpléctico, y de los subespacios Isotrépico, Coisotrépico y Lagrangiano,
pues estos son muy usados na Geometria Simpléctica. Veremos que el subespa-
cio de un espacio vectorial simpléctico no es, necesariamente, un espacio vectorial
simpléctico.

Definicién 2.12 Sea (V,w) un espacio vectorial simpléctico y L C V un subespacio
vectorial. El ortogonal simpléctico de L es el conjunto

LY ={ueV | wuwv)=0, Yoec L}

Es claro que L+ es subespacio vectorial. El subespacio vectorial L es dicho un subes-
pacio
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a) Isotrépico si L C L*.
b) Coisotrépico si L+ C L.
c) Lagrangiano si es isotrdpico y coisotrépico, i.e., L = L*.

d) Simpléctico si w es no degenerada en L, i.e., (L,w) es espacio vectorial
simpléctico.

Ejemplo 2.13 Sean (R? wy) espacio vectorial simpléctico y L = {(\,0) | A € R}
subespacio vectorial de R?, vamos a ver que L es subespacio Lagrangiano. Sabemos
que

Lt ={ueR® | wy(u,v) =0 Yv € L},
sea u = (uy,up) € L+, entonces

0 = wol(ug,uz),v), Yo €L
= WO((UMUQ)’ ()\,0)), VAeR
= —UQ/\, YA eR

entonces uy = 0, luego
L+ = {(w,0), Yu; € R},

asi L = L*, por lo tanto L es subespacio Lagrangiano.

(B%,w) espacio vectorial simpléctico

L = L~ subespacio Lagrangiano

Figura 2.1: Subespacio Lagrangiano L

Proposicion 2.14 En la notacion de la Definicion 2.12 vale que
dim L + dim L' = dim V.

Demostracién.-
Consideremos el espacio dual V* de V' y el anulador

L’ ={0 € V*/L C ker 0}.
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La aplicacion

T:V —= VvV
v — T()=wv,")

es lineal.
Ademas, tiene nicleo trivial, pues se

uekerT y w #

o O O O

luego ker(T') = {0}.

(w no degenerada)

Por lo tanto, T es inyectiva y dim(ker(7")) = 0, para ver que T es sobreyectiva, es

suficiente notar que

dim(V*) = dim(V') = dim(ker(7")) + dim(Im(T")) = dim(Im(T")),

concluimos que T es isomorfismo.
Por otro lado

Lt =T77YL% , onde T7*(L°%) = {v € V/T(v) € L°}.

De hecho,

veE Lt = wlu)=0Vuecl
<~ T(v)(u)=0VYuel
< L Cker(T(v))
— T(v) el
— veT (L.

Por lo tanto, como T(L*) = L% y T es un isomorfismo

dim L+ = dim(7T(L*)) = dimL°
dim L+ = dim L°.

Ademads, tenemos

dimL+dimL’ = dimV.

De hecho, sean {vq,...,0,Vp41,...,0,} una base de V' y {vy,
L, luego {v},...,vi} es una base de L*.
Parai=r+1,...,n, vf(v;) =0 para j =1,...,r, entonces

L Cker(vf) , i=r+1,...,n,

(2.3)

(2.4)

...,u,} una base de
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luego
{0 1,..., 05} é base de L°.
Entonces,

dimL*+dim L’ = dimV*
dimL +dim L’ = dimV.

Por tltimo, de (2.3) y (2.4), tenemos
dim L +dimL* = dimV.
O

Observacién 2.15 Si L es subespacio Lagrangiano de un espacio vectorial simplécti-
co (V,w), de la Proposicidn 2.14 se tiene que dim L = 5 dim V.

Definicién 2.16 St W es un subespacio de un espacio vectorial V' de dimension
finita, entonces la codimension de W en V es dada por:

codim(W) = dim(V) — dim(W).

Proposicién 2.17 Sean (V,w) un espacio vectorial simpléctico y L un subespacio
de V', sigue que:

i) (LY)*t = L.

ii) Si L tiene codimension 1, entonces L es coisotrdpico.
iii) L ® L+ =V si, y solamente si L es simpléctico.

iv) Se L es isotrépico, entonces 2dim L < dim V.

v) L es simpléctico si, y solamente si L+ es simpléctico.
Demostracion.-
i) (LYt = L.
En efecto, por la Proposicién 2.14, tenemos L subespacio de V', entonces
dim L + dim L* = dim V,
como Lt es también un subespacio de V, entonces
dim L* + dim(L*)* = dimV,
luego

dim L = dim(L*)*. (2.5)
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Por otro lado, dado v € L tenemos

w(v,u) =0, Yuec L+
ve (LYt
L (LY)* (2.6)

de (2.5) y (2.6), concluimos que (L*+)*+ = L.

ii) Si L tiene codimension 1, entonces L es coisotrdpico.
En efecto, tenemos

codim(L) = 1
dmV —dimL = 1
dmV -1 = dimL7, (2.7)

ademas, como

dimL +dim L+ = dimV
dimV —1+dim Lt = dimV (de (2.7))
dim L+ = 1.

Sea {u;} la base de L+, probaremos que L+ C (L)t = L. Sea u € L*, entonces
U = A\uq.

Afirmacién: w(u,w) =0 , Yw € L*.

En efecto, dado w € L*, entonces w = auy

w(u,w) = w(Aug,auy) = Aaw(u,uy) =0
wu,w) = 0, Yw e L+,

Entonces u € (L)%, luego L+ C (L*)*+ = L. Por lo tanto, L es coisotropico.

iii) L@ L+ =V <= L es simpléctico.

(=)

Como L & L* es suma directa, tenemos L N L+ = {0}.

Por otro lado, sea u € L, probaremos que, si w(u,v) =0, Vv € L, entonces u = 0.
Tenemos

w(u,v) = 0, YweL
u € L+
weLNL* {0},

entonces u = 0, luego L es simpléctica.
(=)
Probaremos que L N L+={0}.
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(D)Como L y L* son subespacios de V', entonces 0 € LN Lt ie. {0} C LN Lt
(C) Siue LN LY, entonces

vel y uelt
vel y w(uv)=0, YvelL
u = 0 (L es simpléctico)

LnL+ < {0}
Luego, LN Lt = {0}, y como dim L + dim L+ = dim V, tenemos
LoLt=V.

iv) Si L es isotrépico = 2dim L < dim V.
En efecto, como L es isotrépica L C L*, entonces

dimL < dimL*
dimL+dimL < dimL*+dimL
2dimL < dimV.

v)L es simpléctico <= L es simpléctico.
En efecto,

L es simpléctico <= L@ L+ =V (
= L"eL=V ( V' es espacio vectorial)
= Lreo (N =V  (dei)
(

<= L* es simpléctico de iii) y L* es subespacio de V)

O

Lema 2.18 Sean E, F subespacios de V, entonces EX N F+ = (E + F)*.

Demostracién.-

(<)
Sea u € B+ N F*, entonces u € E+ y v € F*, ademds, tenemos
w(u,v) = w(u,vy+vy), VYv=wv1+ve€E+F,
w(u,v1) + w(u,ve) Yvo=v+vy € E+F,
= 0 WEE+F (ueEryucFb),

entonces u € (F + F)*, luego E* NF+ C (E+ F)*.
(2)
Sea u € (E + F)*, tenemos
w(u,v) = w(u,v+0), 0e€FYvekE
=0, WeE (ue(E+F)h)
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luego u € B+, también tenemos

w(u,w) = wu,0+w), 0€EVYweF
=0, YweF (ue(E+F)")

luego u € F*, por lo tanto, u € EX N F*, esto es, (F + F)t C EX N F+. Luego se
tiene que B+ N F+ = (E+ F)*.
O

Proposicion 2.19 Sean (Vi,w;), (Va,ws) espacio vectoriales simplécticos. Un iso-
morfismo lineal @ : Vi — Vs es simpléctomorfismo si y solamente si el grdfico de ¢
es subespacio Lagrangiano en (Vi x Va,wy & (—wsa)).

Proposicién 2.20 Sea Q) variedad diferenciable de dimension n, y sea S C @) sub-
variedad de dimension k. Entonces el fibrado conormal de S

N*S:={(z,§) e T*Q | x € S, € T;Q, tal que |1,5 = 0},
es subvariedad lagrangiana de T*(Q).

Observacion 2.21 N*Q es la seccion nula y N*{x} =T Q.

La siguiente proposicion nos dice que todo espacio vectorial simpléctico es de
dimension par. De esta forma, responde negativamente a la pregunta: todo espacio
vectorial puede ser un espacio vectorial simpléctico? Pues los espacios vectoriales de
dimension impar no pueden ser espacios vectoriales simplécticos.

Proposicién 2.22 Sea (V,w) un espacio vectorial simpléctico no trivial. Entonces
existen n > 1 y una base

{617---7en7f17---7fn}

de V' tal que
w(eiaej) = w(fzvf]) = 07 w(eiafj) = 52]7

para todo 1,5 € {1,...,n}. En particular, dim'V es par.
Una base con estas propiedades es llamada de una base simpléctica de (V,w).

Demostracion.-

Afirmamos que dimV' > 2, pues si dim V' = 1, existe v € V' tal que {v} es base de
V. Tomando e; € V con e; # 0, como w es no degenerada, existe f; € V tal que
w(es, f1) # 0. Como {v} es base de V', entonces existen A y « tales que e; = Av y
f1 = awv, luego w(ey, f1) = daw(v,v) = 0 que es una contradiccion.

Paro el caso dimV = 2, tomemos {ej, f1} base de V, por ser w no degenerada
tenemos w(ey,e1) = 0y w(fi, fi) = 0, ademds, tenemos que w(ey, f1) # 0, pues si
w(ey, f1) = 0, al tomar u € V tenemos u = \ej +afy, entonces w(ey, u) = w(ey, Aej+
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af)) = dw(e, e;)+aw(er, fi) = 0, como u es arbitrario tenemos w(ey,u) =0 , Yu €
V', entonces e; = 0, que es una contradiccién. Entonces w(eq, f1) # 0, podemos
asumir w(ey, f1) = 1, pues si w(ey, f1) = F, donde S es un nimero real, solo tenemos

%,fl) = %w(€17f1> =1

Para dimV = N > 2  probaremos por induccién, asumamos que es valido para

. €1
que definir €} = —, entonces tenemos w(e, f1) = w(

espacios simplécticos de dimension < N, sea e; € V un vector no nulo.

Como w es no degenerada y e; no nulo, existe f; € V tal que w(ey, f1) = 1.

Sea Vi C V el subespacio generado por e; y f;. Claramente (V,w) es simpléctico
(ver Ejemplo 2.24).

Luego, como Vit también es subespacio de V del item v), de la Proposicién 2.17,
tenemos que (Vi w) es simpléctico, entonces del ftem iii), de la Proposicién 2.17,
tenemos V; @ Vit = V.

Entonces

dimV; +dim V" = dimV
2+dimV;- = N
dimV}: = N -2

como dim V- = N —2 < N, de la hipétesis de induccién, tenemos que existe n > 2,
tal que

dmV:t = N—-2=2n-2,
y ademas, existe una base simpléctica

{627 <oy €, f27 ceey fn} de (‘Gl’w)'
Por lo tanto, como
dimV; +dim V" = dimV
24+2n—2 = dimV
2n = dimV,

entonces dim V' es par y {ey, ..., e, f1,..., fu} es una base simpléctica de (V,w).
O

Ejemplo 2.23 Una base para el espacio simpléctico (R*™, w) es
{e1,...,en, f1,..., fn}, donde

er = (1,0,...,0,0,...,0), con 1 en la primera coordenada
e, = (0,0,...,1,0,...,0), con 1 en la n-ésima coordenada
fi = (0,0,...,0,1,...,0), con 1 en la n+1-ésima coordenada

fo = (0,0,...,0,0,...,1), con 1 en la 2n-ésima coordenada



UNMSM. FCM 25

Ejemplo 2.24 Siey,...e, fi1,..., [n s una base simpléctica de (V,w) entonces
a) El generado por ey, f1 es simpléctico.

En efecto, sea Vi el generado por ey, f1 , probaremos que w es no degenerada en V.
Sea uw € Vi tal que w(u,v) =0 , Yv € Vj.

Como u € V7, entonces existen A\, a1 € R tales que u = \e; + aq f1, tenemos

w(u,v) = 0, YweV

w(u, ey + afr) 0, VNaeR , (puesv e V)
w(Arer + a1 fi, der + afy) 0, VA,aeR
Aoy + a) 0, VA\,a € R | (definicion de base simpléctica)
M=a; = 0
u = 0.

Por lo tanto, V| es simpléctica.

b) El generado por ey, ey es isotropico.
En efecto, sea Vy el generado por ey, es, probaremos que Vo C V.
Tenemos

Vit = {ueV/iw(u,v) =0, Vv € Vy}
Vit = {ueV/jw(u,de; +aey) =0, VYA acRL
Sea uy € Vs, entonces existen A, ap € R tales que u; = A\ieq + aqes, luego para todo
v e Vs
w(ur,v) = w(Aier +ages, Aeg + aes)
= 0, (definicion de base simpléctica)

por lo tanto, u; € Vi-, entonces Vo C Vi.
Luego, V5 es isotropico.

c) O generado por ey, ..., ey, f1, f2 es coisotrépico.
En efecto, sea Vi el generado por ey, ..., e, f1, f2, probaremos que Vi- C Vs

Vit = {ueV/iw(u,v) =0, VYve s}
Sea u € Vi-, como u € Vz& C V, tenemos que existen X, € R Vi € {1,...,n}
tales que
u=MNer+...+XNe,+aifi+...+a fn
Ademds, como u € V-, tenemos que
w(u,v) = 0, Yo eV
w(u, Adrer + ... + Apen + aq fi + aafo) 0, Vh,aq,ao e R Vie{l,...,n}
Nog +Xag+ M+ ... +a N, = 0, VN,a,a0 e R Vie{l,...,n}
(AD)*+ (A5)° + ()" + ..+ (a)) = 0
! 0

N _ _
NM=XNy=a,=...=q, = 0,
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luego u = Nyes + ...+ Noe, e, asi, u € Vs, osea, V55 C Vs, por lo tanto, Vs es
cotsotropico.

Note que la siguiente proposicion es solamente otra forma de enunciar a Proposicion
2.22.

Proposicion 2.25 Todo espacio vectorial simpléctico de dimension 2n es simplec-
tomorfo a (R*", wy).

(R?"*, wp) (V,w)

T*w = twg

Figura 2.2: V simplectomorfo a R?"

Demostracién.- Sea (V,w) el espacio vectorial simpléctico de dimension 2n y, en-
tonces por la Proposicién 2.22, posee base simpléctica {u1, ..., upn, v1,...,0,}.
Sea T : R?*" — V, dada por

n n

T(Z) = Z Z;U; + Z Zn4iUi,
i=1 i=1

donde z = (21, - , 29,) € R?".

Afirmacién: T es un simplectomorfismo.

a) T es lineal. En efecto, sean z,w € R*", tenemos

n

T(z+w) = Z(ZZ + w;)u; + Z(znﬂ + Wy i) Vs
i=1 =1

n n n
= E ZiUi + E Zn4iV; + E wiu; + E Wn+iVi
i=1 i=1 i=1

= ;(z) + T(u;).

n

T(A2) = > (Azui+ > (Azag)vi

i=1 i=1
= A (i ZiU; + i ZnJri,Ui)
=1 =1
= M'(2).

b) T es isomorfismo, pues T'(e;) =u; y T(f;) =v; , Vi=1,...,n, donde
{e1,...,€n, f1,---, [n} esla base simpléctica candénica de R**. Luego T es isomorfis-
mo.



UNMSM. FCM 27

c) T*w = wy, pues dados z,w € R?", tenemos que

wo(z,w) = quk/\dpk(z,w)

B u . dar(z)  dgg(w)
B kz:;d t ( dpi(z)  dpy(w) )

()
k=1

Zk4+n Wk4n

n

= Z(kan+k — zn+kwk). (28)
k=1

Por outro lado,

n n n n
w(Tz,Tw) = w(E Zju; + E ZntiV5 g wrug + E Wy k)
1 =1 k=1 k=1

j=

n n
= Z Z(zjwkw(uj, Up) + 2jWn kW (Uj, V) + 2pp 0w (V) uk)
j=1 k=1
+ 2t j Wh ok w (Vf, V) (w es bilinear )
n n
= Z Z(zjwn+k5jk — Zn+ W0 ) (definicién de base simpléctica)
j=1 k=1
n
= D (2Wnts — Zasjwy). (2.9)
=1

De (2.8) y (2.9), w(Tz,Tw) = wy(z,w) , Vz,w € R*", por lo tanto, T*"w = wy y T'
es un simplectomorfismo entre R** y V.
O

Observacién 2.26 La Proposicién 2.25 quiere decir que (R*",wp), a menos de iso-
morfismos, es el unico ejemplo de espacio vectorial simpléctico de dimension 2n.
Esto nos dice que todo espacio vectorial de dimension par tiene forma simpléctica
con el cual es un espacio vectorial simpléctico, esto ultimo no se tiene en variedades.

Definicién 2.27 Sea V' un espacio vectorial real, una estructura complexa en V' es
un endomorfismo lineal J :V — V tal que J*> = —Id. Nos referiremos al par (V,J)
como un espacio vectorial complejo.

Definicién 2.28 Sea (V, Q) espacio vectorial simpléctico. Una estructura compleja
J enV es compatible con ) se para u,v € V,

g(u,v) == Q(u, Jv),

define un producto interno.
Ezplicitamente, las condiciones de compatibilidad (es decir simétrica y positiva de

g) son :
Q(Ju, Jv) = Q(u,v) Yy Qu, Ju) > 0,u # 0.
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Teorema 2.29 Sea (V, ) un espacio vectorial simpléctico. Entonces cada producto
interno G en V' define de forma candnica una estructura compleja J :V — V que
es compatible con 2.

Para la demostracién ver [2] pagina 17. Denotaremos por J(V,€2) el conjunto de
todas las estructuras complejas en V' que son compatibles con 2.

Observacion 2.30 Sea (V,w) espacio vectorial simpléctico no trivial, de la Propo-
sicion 2.22, la matriz de w relativa a la base simpléctica es

wler,er) - wlen,en) wle, fi) -+ wler, fa)

w(emel) w<€n7€n) w<€mf1> w(enafn)

w(fi,er) - wlfien) w(fi, fi) - w(fi, fo)

W(fnier) - wWfnsen) wlfn, i) - wfa, o)

0 0 1 0
_ 0 0 0 - 1
N -1 0 0 - 0

O --- =10 --- 0

-(50)

y dados u,v € V podemos expresar w(u,v) en la forma matricial como w(u,v) =
u'Ju, o también podemos expresar por w(u,v) = (Jou,v), donde Jy = J*, J* denota
la transpuesta de J y {-,) es el producto interno Euclidiano candnico de R*".

Lema 2.31 T € Sp(2n) si, y solamente si T'JoT = Jy, donde T* denota la trans-
puesta de T'.

Demostracién.-
(=) Sea T € Sp(2n), tenemos

wo(u,v) = wo(Tu,Tv) , Yu,v €V (T"wo = wyp)
(Jou,v) = (JoTu,Tv) , Yu,v €V (definicién de wy )
(T"JyTu,v) , Yu,v €V
Jo = T'JT.



UNMSM. FCM 29

(<) Sea (R?",w) espacio simpléctico y T : R*" — R?" transformacién lineal,
tenemos

wo(u,v) = (Jou,v) , Yu,v €V (definicién de wy )
(T'JoTu,v) , Yu,v eV (T'JyT = Jp)
= (JoTu,Tv) , Yu,v €V
= wo(Tu,Tv) , Yu,v €V,

entonces T € Sp(2n).

0

A seguir veremos otra forma de determinar cuando una forma bilineal alternada es
una forma simpléctica.

Lema 2.32 Sea V' un espacio vectorial real de dimension 2n. Una forma bilineal
alternada w en V' es una forma simpléctica si, y solamente si, w* =w A -+ Aw (n
factores) es forma de volumen.

Demostracion.-

(=)

Si w fuera simpléctica, entonces por la Proposicién 2.22 encontramos una base
simpléctica {eq, f1,

.. €n, fn}. De las propriedades de base simpléctica se concluye que

w'(er, fi,- .., en, fn) = nl, luego w™ # 0. De hecho, como {ey, fi,..., e, fn} es base

simpléctica de V', tenemos que {e}, f,...,e’, f} es base de V*. Con esto tenemos
w = Y wlene)ene+ Y wlen A+ Y wlen [N
1<i<j<n 1<i<j<n 1<i<j<n

= Z e; N ff (definicién de base simpléctica)

i=1

luego
U= QoGNS
i=1

= <i6:/\fi*> AR (iej/\f;>

i—1 i=1

= Z eo) N Joy N AN ey N T
oeS(n)

= nl(e]AfiN---Ner Afr).
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Entonces
Ewn<€1,f1, Ce ,en,fn) =
= (QT/\fik/\"'/\6;/\f;)(61’f1,.._’€n,fn)
ei/\ff(ehfl) GTAff(en7fn)
= det : :
e;kz A f;(elafl) e 6:; A f;(ena fn)
g (00 )Y g () i) )
ot e i “\ i) £
= det :
o (SO0 UYL g (50 )
et e e )
1 0
= det| : : (pues €} (e;) = dij, £ (f;) = 6ij)
0 1
= 1.
Por lo tanto, w™ (e, fi1,...,en, fn) = n!
(=)
Para cada j denotemos por S(j) el grupo de las permutaciones de {1,--- j}.

Recapitulando la férmula del producto exterior: si « es k-forma alternada y [ es
[-forma alternada, entonces

aP(ug, ..., ) = Z sinal (o) (Vo(1); - - - Vo)) B(Va(kt1)s - - - Vo (kti))s

donde S(k, 1) denota el subconjunto de S(k+1) de las permutaciones o satisfaciendo
cl)<...<ok)yolk+1)<...<a(k+]1).

Como w es una forma bilineal alternada w en V', solo resta probar que w es no
degenerada. Para eso probaremos la siguiente afirmacion.

Afirmacién: Si w es degenerada, entonces w™ = 0.

De hecho, suponga que existe u; € V' \ {0} tal que

w(uy,v) =0, Yo eV. (2.10)
Completemos u; a una base B = {uy,- - ,ug,} de V.
Probemos por induccién en j que para todo subconjunto B = {wy,...,wq;} C B
con 2j elementos vale que, si u; € B' = w!(wy, ..., ws;) = 0.

Para j = 1, tenemos B’ = {wy, wy}, como uy € B’, sea wy; = ;. Entonces, de (2.10)
sigue que w(uj,wp) =0, Yo € V.
Ahora suponga valido para N < j, probaremos que es véalido para j. Tenemos

wl(wy, ..., wa) = w' Aw! Hwy,. .. wyy)

= Z sinal(o)w(Wy(1), We(2) )W’ ™ (We(z)s - - - s Wa(2s))-
7€8(2,2(j—1))
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Siwy € {wy,...,wy;}, entonces como

{wl, Ce ,U)Qj} = {wg(l), 'LUU(Q)} U {wa(3), e ,'wo(gj)}

tenemos que u; € {Wy1), Wo(2)} 0 U1 € {We(3), - - -, Wo(2j) }- Por la hipdtesis de induc-
cion, 0 w(We(1), We2)) = 0 0 W™ (W), - . ., We2j)) = 0, entonces w (wy, . .., wa;) =
0.

Luego, si cumple w"(uy, ..., us,) = 0.

Por lo tanto, como {us,...,us,} es base de V'y w™(uq,...,us,) = 0, concluimos
que w"(u) = 0, Yu € V, entonces w™ = 0. Demostramos que si w es degenerada,
entonces w™ = 0. El reciproco es w™ # 0, entonces w es no degenerada. Por lo tanto,
w es simpléctica.

O

Lema 2.33 Si T € Sp(2n) entonces det T = 1.

Demostracién.-
Sea wy la forma de volumen en R?" determinada por wy. Entonces, por la definicién
de determinante a través de formas, tenemos que

T wy(v1, ..., V) = (det T)wy (v1, ..., Vo),  (Proposicién 1.48 y T, = T') (2.11)

para todo vy, - - , vy € R?". Pero
T*wg = T*(WO VANRRIVAY (.Uo)
= (T"wo) A--- AN (T"wy) (Proposicion 1.47(ii))
wo A+ Awp (T es simpléctica)
_— (2.12)

Luego de (2.11) y (2.12) tenemos que det 7" = 1.
O

Definicién 2.34 Se llama espectro de T, y lo denotaremos por o(T), al conjunto
de autovalores de T'; 1i.e.

o(T) ={X € R/\ es un autovalor de T'}.

Lema 2.35 Una matriz simpléctica T € Sp(2n) satisface las siguientes propiedades:

i) T y T~ son conjugadas vy, consecuentemente, vale que X € o(T') si, y solamente
si "t eo(T).

ii) Si A, N € o(T)NR, v € ker(T' — X)), v' € ker(T — N1) y AN # 1, entonces
wo(v,v") = 0.
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Demostracion.-
i) Por el Lema 2.31 tenemos

TtJ()T - JO
T = JT'Jit, (2.13)

luego T y T~ son conjugados.
Sabemos que T" y T son siempre conjugados. Entonces existe B tal que

T'= B 'TB. (2.14)
Luego, de (2.13) y (2.14), tenemos
B™'TB = J,T7'J;!
T = BJT'J,'B™!
T = (BJ)T ' (BJy)™*
y, asi Ty T~! son conjugados, y poseen el mismo polinomio caracteristico.
Por lo tanto, sabemos que los autovalores de 1" son las raices de sus polinomio

caracteristico, como Ty T~! poseen el mismo polinomio caracteristico, también
poseen los mismos autovalores, i.e.

Beo(T) <= Bcao(lT). (2.15)

~—

Por dltimo,

Aeo(T) A es autovalor de T'

Tr =Mz

=Nz

Nl =T"1x

A lautovalor de 77!
AMteo(T™h) (de(2.15))
A tea(T).

[

ii) Tenemos A, X' € o(T) N R autovalores, con sus respectivos autovectores v €
ker(T'— M) y v' € ker(T' — N'I), por lo tanto, Tv = Av, Tv' = Xv'. Por tltimo,

wo(v,v") = wo(Tv, Tv") (T € Sp(2n))

wo(Av, \'v")
= M wy(v,v)
(1= 2N )wo(v,0") = 0 (AN #1)
wo(v,v') = 0.
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Corolario 2.36 Si T € Sp(2n), entonces las multiplicidades algebraicas de 1 y de
—1 como (posibles) autovalores de T son pares.

Demostracion.-

Sea A autovalor de 7. Como T es invertible (pues detT = 1 # 0) tenemos que A~*
es autovalor de 7! con la misma multiplicidad de X en T. Ademaés, del Lema 2.35
i), tenemos que si A es autovalor de T, entonces A~! es autovalor de T, por lo tanto,
el numero de autovalores diferentes de £1 es par. Por lo tanto, las multiplicidades
algebraicas de los autovalores diferentes de +1 es par.

Luego, si —1 fuera autovalor, entonces su multiplicidad debe ser par, pues

detT = \I" - .- AP
donde Ay, ..., Ay, so autovalores de Ty ¢y, ..., go sus multiplicidades algebraicas.
Luego, si Ay =1y Ay = —1 tenemos
1 = ()™(=1)2XE-...- A2 (pues Ay A7' € o(T))
1 = (-1)%,

por lo tanto, ¢o es par. Luego las sumas de las multiplicidades algebraicas de los
autovalores diferentes de 1 es un nimero par, digamos 2m. Luego,

G+e+...+q¢ = 2n=dim(Sp(2n))
q1 +2m = 2n
@ = 2(n—m)
y asi ¢, es par.

O

Lema 2.37 Si T € Sp(2n) es simétrica y positiva definida, entonces T° € Sp(2n)
para todo numero real s > 0.

Demostracion.-

Como T es simétrica y positiva, tenemos que todos sus autovalores son positivos i.e.
o(T) C (0,400).

Por el Teorema Espectral existe descomposicion

RQ’I’I fr @|>\EU(T)M>\7

donde M, es el autoespacio del autovalor A. Denote ¢’ = o(T') N (0, 1], y para cada
A € o' escriba

Ey = My + M.

Por Lema 2.35 vale que si A\, u € 0’ , X\ # p, entonces E\, C Ej
De hecho, pues dado v € M), como A\, u € 0’ y X\ # u, tenemos que A - u # 1. Del
Lema 2.35, tenemos

wo(u,w) =0 , Yue M, Ywe M,
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entonces
wo(v,w) =0 , Yw e M,,
luego v € M, esto es, My C M, . También tenemos
wo(v,u) = wo(Tv,Tu), Yue M,
woldv, p 1),  Yu € M,
M two(v,u),  Yu € M,
(1-— )\,u_l)wo(v,u) = 0, YueM,,
entonces v € Mj_l, esto es, M, C M/f_l, luego My C MjﬂMj_l =
E,; (do Lema 2.18).
Por otro lado, sea v € My-1, tenemos
wo(v,u) = wo(Tv,Tu) Yue M, (T € Sp(2n))
= wo(\ lvo,ptu) Yu € M,
A we(v,u)  Yu € My
(1=X"p Nwo(v,u) = 0 Yue M,
(1— () Nwolv,u) = 0 Yu€ M,
wo(v,u) = 0 Yue M1 (Ap#1),

(M + Mya)™ =

entonces v € M, j_l, luego My-» C M /f_l, también tenemos
wo(v,u) = wo(Tv,Tu), Yue M,
wo(A\ M, pu),  Vu € M,
M uwo(v,u),  Yu € M,
(1= XA"wwo(v,u) = 0, VYue M,
wo(v,u) = 0, Yue M, (A#p),
entonces v € M, estoes, My-1 C M-, luego My C le_lﬁMul = (M, + M)t =
Ej (do Lema 2.18).
Por lo tanto, como My C E; y My C Ej, tenemos E\ = My + My C E;.

Del resultado anterior podemos deducir que cada FE) es espacio simpléctico. De
hecho, vamos a probar que
Vu € E) com u # 0,3v € E) tal que wy(u,v) # 0.
Sea u € E\, como w es no degenerada en R?" tenemos que existe v € R?" tal que
wo(u,v) # 0. Ademds, como R* = &|,c,(r)E,, tenemos que v = Z v, con
pea’(T)

v, € E,. Entonces tenemos wy(u,v) # 0y

wolwv) = wolu, 3 v,)

peo’(T)

= Z wO(M? UM)

pea’(T)

= wo(u,v)) (puesu € E)ysi\# pu, entonces Ey C E/f)
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y asi wo(u,vy) # 0, o sea, existe vy € FE) tal que wy(u,v)) # 0, o sea, E\ es
simpléctico.
Obviamente R*" = @ e Ex y A € 0’ \ {1}, entonces Ey = My & My-1.
Por definicion sabemos que T* es aquella que actiia en cada M), por la multiplicacion
por A\ y, consecuentemente, cada E) es T°-invariante.
Los hechos descritos hasta aqui implican que 7 es simpléctico si, y solamente si,
T?|g, es simpléctico en (Ey,wo|g, <k, ), para todo A € o'
Afirmacién 1: T%|g, es simpléctica
De hecho,
a)Si A =1, By = M; & M; = M, ahora sea u,v € My, entonces wy(T*u, T*v) =
wo(u,v), luego T%|g, = T°|p, es simpléctico .
b) Si A € o'\ {1}, tenemos que M) es Lagrangiano, pues si u € M) tenemos
wo(u,v) = wo(Tu,Tv), Yue M, (T € Sp(2n))
wo(Au, \v),  Yu € M,
Nwo(u,v),  Yu € M,
0 = (M =1Dwolu,v), Yue My, (Ned\{1})
0 = wo(u,v), Vuée M,,
entonces u € My, luego My C My, y como dim M, = dim Mj- tenemos que M, =
M-, o sea, M) es Lagrangiano, del mismo modo My-1 es Lagrangiano.
Por 1ltimo tome vectores u,v € Ey = M@ M,-1 y escriba u = ug+u; y v = vg+ v
con ug,vg € My v uy,v; € My-1. Entonces
wo(T?u, Tv) = wo(T*(ug + u1), T*(vo + v1))
wo(T ug + T uy, Tvo + Tv1)
= wo(T?ug, T?vg) + wo(Tug, Tv1)
+wo (T uy, T°vo) + wo(Tur, T%v)
= wo(Aug, N*vg) + wo(Aug, A%v1) 4+ wo (A *ug, Awp)
+wo (A ug, A %y)
= woNup, A7*v1) + wo (A" ug, Nvg) (de My = My, My = M3=,)
A A7 (wo(ug, v1) + wo(ur, vo))
wo (o, v1) + wo(u1, vo)
wo (o, v1) + wo(u, vo) + wo(ug, vo) + wolur, v1)
wo(ug + uy, vy + v1)
= wo(u,v),
por lo tanto, T°%| g, es simpléctico.
Afirmacién 2: T®|g, es simpléctico, entonces T* es simpléctico
De hecho, sean u, v € R**, como R?*" = @ ,¢,» E\ tenemos que u = Z Uy, u, € By,
neo’(T)

you= Z vy, Uy € E), por lo tanto, tenemos
Ao’ (T)
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wo(T?u, T?v) = w

[e=)

Z u,, T Z V)

neo!(T) Aeo’(T)
frd wo Z TS u“ ; Z TSU)\
nea!(T) Aea'(T)

= Z wo(Tu,, Tvy)  (wo es bilineal )
pea’(T), ea’(T)

= Z wo(uu,vy) (T°|g, es simpléctica)
uea’ (T), ec’(T)

= w()(uJ U)?

luego T es simpléctico.
0
Toda matriz M € C™*" puede ser escrita como M = A+ B, con A, B € R™*"™.
La inclusién C™*" — R?"*2" dada por
A -B
A+iB+—>
+1 { B 4 ]
es R-lineal y respeta multiplicacién matricial.
Ademas,

¢
. A -B
(A+iB) IH[B 4 } )

donde (A + iB)* denota la transpuesta conjugada.
De este modo podemos ver GL(n,C) y todos sus subgrupos como subgrupos de

0 —I
GL(2n,R). La matriz iI es mapeada en la matriz [ I 0 } = Jp via esta identifi-
cacion.
Luego,

GL(n,C) ~{T € GL(2n,R)/TJy = JoT'}
Lema 2.38 Tenemos las siguientes igualdades
Sp(2n) N O(2n) = Sp(2n) NGL(n,C) = O(2n) NGL(n,C) = U(n).

Demostracién.-
Sea T una matriz real 2n x 2n, ella satisface lo siguiente:

T e GL(TL, (C) <— TJy=JyT,

T e Sp(2n) <~ TtJ()T = Jo,
TeO@n) < T'T=I
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Notamos que, cualquier dos de estas condiciones implica la tercera, asi queda de-
mostrado las dos primeras igualdades del Lema. Para terminar, demostremos que
Sp(2n) N O(2n) = U(n), el subgrupo Sp(2n) N O(2n) consiste de las matrices

X =Y
T_(Y ¥ >€GL(2n,R),

con
XY =Y'X, XX 4+YY =1,.,.
Pues T' € O(2n), i.e.
IQnXQn = TtT?
L (XY (X -y
2nXx2n  — _Yt Xt Y X
( XX +YY —-X'Y+YiX )

~-Y'X + XY YV +X'X
XY =Y'X, XX +YY = Lyn.

[2n><2n

Esto es precisamente la condicién en U = X + Y para ser unitario. Por lo tanto,
Sp(2n) N O(2n) = U(n).

O

Luego,

Un)={T € GL2n,R)/TJy=J Ty T =T}
Sigue que U(n) C Sp(2n) es subgrupo.

Definicién 2.39 Sean X un espacio topologico y A C X, decimos que A es retrac-
cion por deformacion de X si existe una aplicacion continua F : [0,1] x X — X
satisfaciendo:

i) F(0,z) =z, Vo € X.

ii) F(t,z) =z, Vo € A, Vt €0,1].

iii) F(1,z) € A, Vz € X.

Lema 2.40 U(n) es una retraccion por deformacion de Sp(2n).

Demostracion.-
Para todo T' € GL(2n,R) vale que U = (TT%)~2T € O(2n).
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De hecho, probaremos que U'U = I

U'U = (TTY 2T)(TT") 2T
t

= [

Denotando P = (TTt)%, entonces T' = PU es la descomposicién polar de T'. Se
T € Sp(2n), entonces T* € Sp(2n). Por el Lema 2.37 tenemos

TT" € Sp(2n)
P = (TT")= € Sp(2n)
U= (TT" 2T € Sp(2n)

T = PU € Sp(2n).

En particular U € O(2n) N Sp(2n) = U(n)
Defina
r:[0,1] x Sp(2n) — Sp(2n) (2.16)
(5,T) > 7r(s,T) = P"*U.

El mapa 7 es continuo. Vamos a ver si 7 cumple con las propiedades i), i) y iii) de
la definicién 2.39, tomando s = 0 tenemos

r(0,T)=PU =T , ¥T € Sp(2n)
i,e r(0,-) es identidad en Sp(2n) y asi cumple i), y si T' € U(n)
r(s,T) = P™U
(TTH20 =TT 2T
= (ITY =T (T €U(n))
= ()T

entonces (s, T) =T , VT € U(n) i.e. 7(s,:)|um) es identidad en U(n) Vs € [0,1],
con esto tenemos 7). Por 1ltimo, tomando s = 1 tenemos

r(1,T)=P"'U=U €U(n), VT € Sp(2n)

con esto cumple 7i7). Luego U(n) es una retraccién por deformacién de Sp(2n).
O
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Corolario 2.41 Sp(2n) es conezo.

Demostracion.-

Probaremos que cualquier elemento de Sp(2n) puede ser conectado a la identidad por
un camino continuo que se encuentra en Sp(2n). Entonces, cualquier dos elementos
Ay B de Sp(2n) pueden ser conectados por un camino que va de A para la identidad
y después de la identidad para B.

Sea T € Sp(2n), entonces tenemos que existe una matriz cuadrada C' de orden n
invertible tal que

A=CBC™,

donde B es una matriz triangular superior:

0 )\Qn
Como detT = 1y detT = det B = \;--- Ay, tenemos que \; # 0 para todo
1 <i < 2n. Sea B(t) obtenido multiplicando la parte superior de la diagonal de B
por (1 —¢) para 0 <t < 1ysea A(t) = CB#)C™!, A(0) =T y A(l) = CDC 1,
donde

A1 0
0 )\Zn

Ademas, el det A(t) = A;-+- Ay, = det A = 1 para todo 0 < ¢t < 1. Por lo tanto,
A(t) es un camino que estd en Sp(2n).

Ahora, podemos definir \;(t) que conecta cada A; a 1 en R\ {0} en el intervalo
1 <t <2paracadal <i<2n—1, notamos que \;(1) = \; y \;(2) = 1, y definimos
Aon(t) = (A(t) -+  Ap_1(t)) ™t para 1 <t < 2y Agp(2) = Ay, Tenemos entonces

A (1) 0
Alt)=C ct.
0 Aon (1)

Este es un camino continuo que comienza en CDC~! cuando t = 1 y termina en
CIC™ = I cuando t = 2. Como det A(t) = A ()« ... - Agn_1()A2n(t) = Ai(2) -
e Aot ()N (8) o Agn1(8)) 7 = 1, tenemos que A(t) esta en Sp(2n). Vemos
entonces que toda T' € Sp(2n) puede ser conectada a la identidad por un camino
continuo de Sp(2n). Por lo tanto, Sp(2n) es conexo.

O
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2.3. Variedades Simplécticas

Ahora que sabemos bien lo que son Espacios Simplécticos, estamos listos para es-
tudiar las Variedades Simplécticas. Recuerde que consideraremos apenas variedades
de dimensién finita.

Definicién 2.42 Sea W una variedad difereniable. Una forma simpléctica en W es
una 2-forma diferenciable w € Q*(W) satisfaciendo:

i) w es cerrada, o sea, dw = 0.

ii) w no degenerada, o sea, V& € W tenemos que w|,(u,v) =0 Vv € T,W, entonces
u = 0.

Definicién 2.43 Una variedad simpléctica es un par (W,w) formado por una va-
riedad Wy una forma simpléctica w en W.

Note que en ii) el par (T,W,w|,) es un espacio vectorial simpléctico, para cada
xr € W. Mas aun, como dim W = dim T, W, entonces toda variedad simpléctica es
de dimension par.

Una pregunta natural que puede surgir es: toda variedad de dimension par admite
forma simpléctica? La respuesta a esta pregunta serda dada en el Lema 2.46.

Sigue del Lema 2.32 que toda variedad simpléctica de dimension 2n tiene una forma
de volumen

wn

A=

n!

llamada forma de Liouville. Por lo tanto, toda variedad simpléctica es orientable.

Definicién 2.44 Sea X un espacio topologico. Dada x € X, denotamos por C, la
union de los subconjuntos conexos de X que contienen x. Entonces C, es el mayor
subconjunto conexo de X que contiene x. Diremos que C, es la componente conexa
de X que contiene .

Por la Proposicion 2.22 las componente conexas de una variedad simpléctica
(W,w) tienen dimension par. Si W es 2n-variedad, entonces el Lema 2.32 nos dice
que la 2n-forma w™ es una forma de volumen en W y, por lo tanto, W es orientable.

Lema 2.45 Si (W,w) es una variedad simpléctica cerrada (compacta), entonces

(w] # 0 en H*(W,R).

Demostracion.-
Sea [w] € H*(W,R), como w" € Q?"(IV) es una forma de volumen (del Lema 2.32),

tenemos w™ # 0, luego
/ w" # 0.
w
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Por otro lado, si [w]™ = 0 tenemos que w" es exacta, entonces existe una (n—1)-forma
6 tal que w™ = df. Por el Teorema de Stokes (Teorema 1.54), tenemos

/ w" = / df = / =0 (W no tiene borde),
W w ow

que es una contradiccion, entonces [w]™ # 0.

O

El siguiente Lema nos dice que no toda variedad de dimension par admite forma
simpléctica.

Lema 2.46 Si k > 3, entonces S* no admite forma simpléctica.

Demostracién.-

Como H?*(S*R) = 0, Vk > 3, entonces [w] = 0 en H?*(S* R). Del Lema 2.45,
tenemos que la variedad S* no admite forma simpléctica.

g

Presentaremos algunos ejemplos de variedades simplécticas.

Ejemplo 2.47 Sean la 2-esfera S? C R? y p € S2, definimos la 2-forma w en S?,
como

wp(u,v) = (u X v,p) para todo u,v € T,S>.
El par (5%,w) es una variedad simpléctica. (Figura 2.3).

El Ejemplo 2.47 se tiene pues la 2-esfera es la unica esfera que admite forma
simpléctica.

(8% w)

Figura 2.3: 2-esfera
Ejemplo 2.48 Sean M = {(z,y,2) € R* 2> + y*> = 1} el cilindro y p = (z,y,2) €
M, definimos la 2-forma w en M, como
wy(u,v) = (u, (z,y,0) x v) para todo u,v € T,M.

El par (M,w) es una variedad simpléctica. (Figura 2.4).



UNMSM. FCM 42

(M, w)

Figura 2.4: Cilindro

Ejemplo 2.49 Considere R*" con coordenadas (qi, ..., qn,P1s---,Pn) Y

Wy = Zd%‘ A dp;. Tenemos que (R* wy) es una variedad simpléctica. De hecho,
i=1

pues R?™ es una variedad diferencial y wy es una 2-forma diferencial, en el ejemplo

2.6 mostramos que wy es no degenerada, resta probar que wqy es cerrada, pero

dwy = d(>_ dg Adp;)
=1

= Y d(dg) A dpi+ (=1)*"dg; A d(dp;)
=1

=0 (d* = 0).
Luego (R*, wy) es una variedad simpléctica.

Ejemplo 2.50 Sean (Mj,w;) y (Ms,ws) dos variedades simplécticas. Sea M =
My x My, y considere las proyecciones pry : M — My y pro : M — M,y. Entonces
W = priwy + priwsws es una forma simpléctica en M.

El siguiente ejemplo, es muy importante pues muestra que todo fibrado cotagente
tiene una estructura simpléctica candnica, y por lo tanto cualquier variedad esta
naturalmente asociada a una variedad simpléctica.

Ejemplo 2.51 Sean X una variedad, T*(X) su fibrado cotangente y la proyeccion
natural,

7 T"X—>X , 7(r)=msiTeT,(X).

Sea U C X un abierto con coordenadas (x',... z"). Entonces tenemos 1—formas

dz' € QYU) asociadas y, para cada q € U, el conjunto {dz',,...,dz"|,} es una
base para T; X. Si & € T; X, entonces § = Z&dwi\q, donde & € R son unicamente

i=1
determinados por €. Tenemos, por lo tanto, coordenadas naturales

(zh,... 2" &, ..., &) € R
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en T*U. Podemos considerar las 1—formas dt = 7da' € QYT*U) y definir la
1—forma tautologica auey: y la forma simpléctica canonica Weq, en TU por

n n
Olgut -= E &dxt, Wean = A0gut = E d&; N dxt.
i=1 i=1

Observacion 2.52 FEuxiste una version alternativa de la definicion de ququ que es
independiente de las coordenadas.

Para que (T*X, wean) sea una variedad simpléctica, probaremos la siguiente propo-
sicion.

Proposicion 2.53 Las formas qaut Y Wean 10 dependen de las coordenadas vy, por
lo tanto, estan globalmente definidas en T*X .

Demostracion.-

Como Wean = davyqy:, basta verificar que ayq,: no depende de las coordenadas. Sea
V C X otro abierto previsto de coordenadas (y',...,4"). Tenemos entonces un
sistema de coordenadas naturales (y',...,y" &1, ..., &,) definidas en T*V. Como

; "ozt
dz' = E oy dy’ en UNYV, (2.17)
=1

—~

dyd = 7*dy’, tenemos

i Pl

"L Ot

_ = J

-7 Z oy’ dy
7=1

= mdx’ (de (2.17))

= da'.

Por lo tanto, tenemos
dzi = Xn: O i en T*(U V), (2.18)
= o

Entonces, obtenemos

§ = ) G
=1

_ Zgia;dyj (de (2.17))

i,7=1

- Z deyja
j=1



UNMSM. FCM 44

donde (; = Z@g—; Luego
i=1

n
Qpgut = § 57, dx
=1

" Ozt —
= Z&a;dya (de (2.18))

i,j=1
= D Gy
j=1

Por lo tanto, ay.,: no depende de las coordenadas, entonces we,, no depende de las
coordenadas.
O

Por lo tanto, el fibrado cotangente T* X se torna variedad simpléctica cuando pre-

visto de la forma simpléctica ween = dqut.

Definicién 2.54 Una aplicacion simpléctica ¢ : (W1, w;) — (Wa,ws) entre varieda-
des simplécticas es una aplicacion diferenciable satisfaciendo p*wy = wy. Si ¢ fuera
un difeomorfismo, entonces se dice que ¢ es un simplectomorfismo.

Definicién 2.55 Sea (M,w) variedad simpléctica. Una subvariedad N — M (o,
mas general, una inmersion) es llamada coisotrépica (respectivamente isotropi-
co, lagrangiana, simpléctica) si, para todo x € M, T, N es un subespacio
coisotrépico (respectivamente isotropico, lagrangiano, simpléctico) de (T, M, w,).

Proposicién 2.56 Sean (M, wy) y (Ma,ws) dos variedades simplécticas, y denote-
mos por My la variedad simpléctica (M, —ws). Un difeomorfismo ¢ : My — My es
un simplectomorfismo si y solamente si el grdfico de o,

graf(p) = {(z,p(x)),x € M}

es subvariedad lagrangiana de My x M.
Para la demostracién ver [2] pagina 42.

Definicién 2.57 Sea M una variedad diferenciable. Una estructura casi compleja
en M es un automorfismo J : TM — TM tal que J*> = —Id. En otras palabras,
cada espacio tangente T,M es provisto de una estructura compleja J, de modo que
Jp varia suavemente en p.

Definicién 2.58 Sea (M, w) una variedad simpléctica. Una estructura casi compleja
J en M es compatible con w se, para todo p € M, J, es compatible con w,. Asi, w
e J definen una métrica riemanniana g en M dada por

Gp : TyM x T,M — R
(X,Y) = ¢,(X,Y) == w,(X, J,Y).
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Denotamos por J(M,w) el espacio de las estructuras casi complejas en M que son
compatible con w.

Teorema 2.59 Sea (M,w) una variedad simpléctica. Entonces existen estructuras
casi complejas compatibles con w.

Definicién 2.60 Una variedad casi Kdhler es una variedad simpléctica (M, w) equi-
pada con una estructura casi compleja J compatible con w.

Definicién 2.61 Una estructura casi compleja J en M es integrable si existe un
sistema de coordenadas {(Uy, pa)} en M tal que

d@aOJ:JOOdSOa
donde Jy es la estructura compleja en R?" ~ C".

Definicién 2.62 Una variedad Kdihler es una variedad casi Kdhler (M,w,J) tal
que la estructura casi compleja J es integrable.

2.4. Geometria de Contacto

En esta seccion, presentaremos dos formas de definir una forma de contacto, y
luego mostraremos que estas dos definiciones son equivalentes. La primera definicion
es la siguiente:

Definicién 2.63 Sea M una variedad de dimension 2n + 1, donde n € N U {0}.
Decimos que la 1-forma X\ en M es de contacto si

AN (dN)" nunca se anula. (2.19)

Por definicién, si A es forma de contacto, entonces A A (dA\)™ define una forma de
volumen en M vy, por lo tanto, M debe ser orientable.

Definicién 2.64 FEl campo de Reeb X asociado a la forma de contacto X\ en M es
definida implicitamente por

{ ix,dA =0 (2.20)

ix, A =1
Ahora presentaremos otra definicion de una forma de contacto.

Definicién 2.65 Sea M una variedad. Una 1-forma X se dice de contacto si d\|,
es no degenerada en ker |, Vp € M.

Observacién 2.66 En la definicion 2.65 tenemos una 2-forma d\|, no degenerada
en el espacio vectorial ker A|,, por lo tanto, (ker A|,,d\|,) es un espacio vectorial
simpléctico.
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Recuerde que si V' un espacio vectorial y f una forma bilineal en V', tenemos que
ker f = {u € V|f(u,v) =0,Yv € V}.

Lema 2.67 Sea M una variedad cargada de una 1-forma de contacto X\, en el sen-
tido de la definicion 2.65. Entonces dimker A\ = dim M — 1.

Demostracién.-

Sea p € M. Sabemos que A|, : T,M — R, entonces ImA|, C R. Luego dim I'mA|, <
dimR =1 e, asi, dim ImA|, =1 0 0.

Se dim ImA|, = 0, entonces ImA|, = {0}, esto es, A|,(v) = 0, Yu € T,M, luego
Al, = 0y como p es arbitrario en M tenemos que A = 0. Luego d\ = 0, pero dA|, es
no degenerada en kerl|, que es una contradiccién, por lo tanto, dim ImA|, = 1.
Asi, como

dim ImA|, +dimker |, = dim7,M
1+ dimker A[, = dimM
dimker \[, = dimM — 1.

Como p es arbitrario tenemos dimker A[, = dim M — 1, Vp € M.

Lema 2.68 Sea M wuna variedad que carga una 1-forma de contacto en el sentido
de la definicion 2.65. Entonces dim M es impar.

Demostracion.-

Fijando p € M arbitrariamente, la 1-forma no puede se anular idénticamente en
una vecindad cualquier U de p pues, caso contrario, tendriamos d\|y = 0, por lo
tanto, d\|, es degenerada, lo que es imposible ya que A es de contacto. Luego existe
p' arbitrariamente préximo de p tal que M|, # 0. Suponga que dim 7y M = dim M
es par. Del Lema 2.67, tenemos que dimker\|, = dim7,M — 1, por lo tanto,
dim ker A|,; es impar, que es una contradiccién, pues en la observacién 2.66 vimos
que (ker M|/, dA|,/) es un espacio vectorial simpléctico, o sea, ker A|,y es de dimension
par, luego dim M es impar.

O

Lema 2.69 Sea M una variedad que carga una 1-forma de contacto en el sentido de
la definicion 2.65. Entonces dim(ker d\|,) =1 y T,M = ker \|, @ kerdA|, , Vp € M.

Demostracion.-

Por el Lema 2.68 sabemos que dim M es impar, vamos a suponer que dim M = 2n+1,
donde n € NU {0}. Considere p € M. Del Lema 2.67, tenemos que dimker \|, =
(2n+1) —1=2n.

Por otro lado, recordemos como se definen los nicleos de A|, y dA|,

ker A, = {ueT,M|\,(u)=0}
kerd\, = {ue T,M|d\,(u,v)=0,YveT,M},
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por lo tanto, ker A|, y ker dA|, son subconjuntos de T,,M.

Si ker d\|, = {0}. Entonces d)|, es no degenerada en T,M, luego (T,M,d\|,) es un
espacio vectorial simpléctico, por lo tanto, dim 7, M es par, que es una contradiccion,
pues dim7,M = dim M es impar. Luego kerdA|, # {0} u , asi, dimkerd\|, > 1.
Por otro lado también tenemos que ker |, Nker dA|, = {0}, pues si existe u # 0 tal
que u € ker A|, N ker d\|,, entonces

u € ker |, y u € kerd)|,
u € ker M|, y d\|,(u,v) =0 Yv € T,M
u € ker A, y dA|,(u,v) =0 Vv € ker |, C T, M

y como d\|, es no degenerada en ker A|,, tenemos que u = 0, que es una contradic-
cién. Por lo tanto, ker A|, Nker d\|, = {0} y, asi,

ker A|, @ kerdA|, C T,M. (2.21)
Luego

dim(ker A|,) + dim(kerd\|,) < dim7,M
2n +dim(kerd\|,) < 2n+1
dim(kerd\|,) < 1

Y

pero tenemos dim(ker dA|,) > 1, entonces dim(ker d)|,) = 1. Por tltimo, tenemos
dim(ker A|, @ ker d\|,) = dim(ker A|,) + dim(ker dA|,) = 2n + 1 = dim T,M,(2.22)

por lo tanto, de (2.21) tenemos ker \|, @ ker dA|, = T, M, como p es arbitrario en M
tenemos que dim(kerd\|,) =1y T,M = ker A|, @ kerd)|, , Vp € M.

O

El siguiente lema muestra que las dos definiciones de forma de contacto que presen-
tamos son equivalentes.

Lema 2.70 Las definiciones 2.63 y 2.65 de forma de contacto son equivalentes.

Demostracion.-
Sea dim M = 2n + 1, donde n € NU {0}. Si A satisface la definicién 2.63, tenemos
que

A A (dN)" nunca se anula.

Si (dA|,)™ se anula en el ker A|,, entonces A|, A (dA|,)" se anula en el ker)|,, que es
una contradiccién, pues A A (dA)" nunca se anula, por lo tanto, (dA|,)" no se anula
en ker A|,, y, asi, del Lema 2.32, tenemos que d)|, es forma simpléctica, o sea, d\|, es
no degenerada en ker A|,. Por dltimo, como p es arbitrario, tenemos que A satisface
la definicién 2.65. Reciprocamente, suponga que A satisface la definicién 2.65. Fije
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p € M, como (ker \|,,d\,) es un espacio vectorial simpléctico, escogiendo una base
simpléctica {eq, fi...,en, fn} de (ker A|,, d\|,) tenemos que
dA|p(ei, e5) = dA(fi, f3) = 0, dAlp(es, f3) = b,

paratodosi,j € {1,...,n}. Ademds, sabemos do Lema 2.69 que la dim(ker dA|,) = 1
y T,M = ker A|, @ ker dA|,, entonces existe v € T,M \ ker A|, tal que ker d\|, = Ro,
por lo tanto,

Ap A (dA)" (v, e, fryooosen, fn) = AMp(0)dA|p(er, fi) - .. - dA|p(en, fn) +0...4+0
= Ap(v) #0 (puesv e T,M\ ker A|,),

luego A, A (dA|,)™ nunca se anula y, asi, \ satisface la definicién 2.63.
O

Lema 2.71 Sea M una variedad que carga una 1-forma de contacto \. Entonces
el campo de Reeb X, existe y es unico.

Demostracion.-
Como M|, # 0, Vp € M, tenemos que existe un campo Z tal que A|,(Z,) # 0,

Vp € M. Consideramos ahora W, = % € T,,M y notamos que
Z
)‘|p(Wp) = )‘|p <WPZ)>
p\p
1
Ap(Zp) "7

Por otro lado, como T,M = ker\|, ® d\|, tenemos que W, = Y, + X, donde
Y, € ker A|, y X, € d\|,. Luego
Mp(wp) = >‘|p(Yp+Xp)
= Alp(Yp) + Alp(Xp)
= 0+ A[(Xp) (Y, € ker A[,)
v, asi, A,(X,) = A,(W,) =1, con X,, € kerdX|,.
Para ver que es unico, suponga que existe )N(p € kerd)|, tal que )\|p()~(p) = 1.
Entonces
)‘|p(Xp) = /\|p()~(p) =1
Ap(Xp = X,) = 0,
luego X, — X, € ker \|,,, y como X,,, X, € ker d)\|, tenemos X, — X, € ker d)|,, por
lo tanto, X, — X, € ker d\|,Nker A|, = {0}, o sea, X, = X,. Por dltimo, como p € M
es arbitrario y ix, A, = A[p(X,) = 1y X, € kerd)|, (ix,d\, = d\|,(X,,-) = 0),
tenemos que
ixd\=0
ixA=1,

por lo tanto, X es el campo de Reeb asociado a la forma de contacto A en M.
O
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Ejemplo 2.72 La 1-forma
/\0 =dz + Z l’zdyz,
i=1

donde (1, ..., Tn, Y1, ..., Yn, 2) Son coordenadas en R*"*1 es una forma de contacto
) ) ) ) ) )
en R?"L . De hecho, pues

d\ = d(dz+ Z z;dy;)
i=1
= d(dz) + Z(d% A dy; + x; A d(dy;))

i=1

= Y dax;Ady; (d*=0),
=1

luego
(dXo)" = nl(dzy ANdyy A ... A dxy, A dyy).
Por altimo,
Ao A(dN)" = (dz+ ) widy:) Anl(dey Adyy A A day A dyy)
i=1
= nl(dzNdxy ANdyy A ... Ndz, A dyy),

entonces Ao A (d\g)" nunca se anula y, asi, Ao es una forma de contacto en R*"*1.

Ejemplo 2.73 La 1-forma o = (cosz)dz + (senz)dy donde (x,y, z) son coordena-
das en R3 es una forma de contacto en R3. De hecho

da = (senz)dx A dz — (cosz)dy A dz,
luego
aNda = ((cosz)dx + (senz)dy) A ((senz)dx A dz — (cosz)dy A dz)

= (senz)’*dy A dx A dz — (cosz)*dx A dy A dz
= —drANdyANdz,

entonces o A\ da nunca se anula y, asi, o es una forma de contacto en R3.

Ejemplo 2.74 Sea (z1,y1,...,Tni1,Yns1) coordenadas Cartesianas en R***2. La
n+1

1-forma o = Z(:L'jdyj —y;dx;) es una forma de contacto en la 2n+ 1-esfera S*"*1.
j=1

Ejemplo 2.75 La 1-forma o = (cosr)dz + r(senr)df donde (r,0,z) son coordena-
das cilindricas en R® es una forma de contacto en R3. Para la prueba ver [16].
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Definicién 2.76 Una estructura de contacto en una variedad M es una distribucion
& C TM de codimension 1 localmente definida por formas de contacto. El par (M, &)
es dicho una variedad de contacto.

Observacion 2.77 Si A es forma de contacto en M, entonces
& :=ker A
es estructura de contacto.

Definicién 2.78 Sean (Mi,&;), (Ms, &) variedades de contacto. Decimos que un
difeomorfismo p : M1 — My es un contactomorfismo si &1 = &s.

Un hecho muy importante es que, a partir de una variedad de contacto podemos
construir una variedad simpléctica.

Teorema 2.79 Sea (M,§) una variedad de contacto, entonces M x R con la 2-
forma w = d(e'€) es una variedad simpléctica. Esta construccién es llamada de
simplectizacion de M.



Capitulo 3

El Teorema de Darboux para
Formas Simplécticas

3.1. EIl Truco de Moser

Jiirgen Kurt Moser (Konigsberg 1928 - Schwerzenbach 1999 ) fue un
matematico aleman - estadounidense cuya pesquisa tuvo un efecto profundo en la
matematica, asi como en la astronomia y en la fisica. El hizo contribuciones profun-
das y importantes para una gama extremamente amplia de cuestiones en sistemas
dindmicos y mecanica celeste, ecuaciones diferenciales parciales, andlisis funcional
no lineal, geometria diferencial y compleja y el calculo de variaciones.

Moser nacié en Konigsberg, Alemania en el ano 1928. A los 15 anos fue reclutado
en una fuerza auxiliar militar, lo que lo ayudo a el ne esos momentos dificiles fue el
habito de buscar refugio en la matematica que el desenvolvidé por primera vez en el
cuartel. “Yo me olvide del mundo exterior y pensé en un problema matematico que
invente y intente resolver en mi cabeza”, recordé él. “Eso fue muy reconfortante, los
policias podian gritar conmigo lo que quisiesen.” Después de la guerra, él paso dos
anos terminando la secundaria en el que, mas tarde, se torno la Alemania Oriental.
El huyo para el oeste en 1947 para estudiar en Gottingen.

Una Beca Fulbright permitié que el Dr. Moser pasase un ano en Nueva York. Des-
pués el retornaria brevemente a Gottingen para trabajar como asistente de Siegel,
escribiendo un libro sobre mecanica celeste con su mentor. En septiembre de 1955,
volvié a N.Y.U. y se caso con Gertrude Courant. Dos anos después, el acepto un
cargo en el M.I.T. Convirtiéndose en ciudadano de los EUA en 1959 y, un ano des-
pués, acepto una oferta para retornar al Instituto Courant como profesor. En 1965
publico su articulo “On the volume elements on a manifold”donde él uso el truco
de Moser por primera vez. En 1967, asumié la direccién del Instituto Courant de
Ciencias Matematicas, sirviendo tres anos, y en el ano 1984 fue director del Instituto
de Investigacion de Matematica de la ETH. Se retiro en 1995, afio en que recibi6 el
premio Wolf de matematica. El también servio como presidente de la Unién Interna-
cional de Matematica de 1983 a 1986. El Dr. Moser murié en Schwerzenbach, Suiza

ol
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en el ano 1999.

El truco de Moser fue usado por Moser, como mencionamos en la biografia, en
uno de sus articulos llamado “On the volume elements on a manifold”, publicado en
1965, para probar que en cualquier variedad orientable compacta, cualesquier dos
formas de volumen normalizadas son equivalentemente difeomorficas. Este teorema
serd enunciado a seguir:

Teorema 3.1 Sea M wvariedad compacta, conexa y orientada de dimension n. Sean
To, 1 € Q"(M) formas de volumen tal que

/T(]:/Tl.
M M

Entonces existe un difeomorfismo ¢ : M — M tal que ©* 1 = T19.

Demostracion.-
Definamos la familia de n-formas en M dada por las combinaciones convexas de 71

Y 7o
=1 —t)10 +tr, te0,1],

notando que cada 7 es forma de volumen y dr; = 0 pues, el gradodr =n+1>n =
dim M. La hipotesis de que 7y y 71 tienen la misma integral sobre M asegura que
esas formas son comohomdlogas, o sea, existe 8 € Q" 1(M) tal que 1, = 79+ d3, de

modo que
Tt = (1—t)7'0—|—t7’1
(1—75)7'0+t(7’0+d6)
= 719+ tdpS. (3.1)

Queremos encontrar una isotopia ¢, : M — M, t € [0, 1], tal que ¢y = id y

oy = To, V€ |0,1]. (3.2)
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De esta forma ¢, satisface @i = 7.
La isotopia sera obtenida integrandose un campo de vectores X;, t € M. Para esto,
derivemos (3.2)

d d
0=—(pin) = ¢ <£Xt7—t + j) (del Lema 1.53) (3.3)
dt dt
d
= ¢ilixdn +dix,7+ = (70 +1dB)) (Teorema 1,6 iif) y (3.1))
= QOI (diXtTt + dﬁ) (th = 0)

= @i (dix,m + 7).

Entonces, para poder tener ¢ (d(ix,7; + ()) = 0, debemos encontrar X;, t € [0,1],
satisfaciendo d(ix,7 + 8) = 0, o sea,

ix, 7+ B =0. (3.4)

Como 7; es una forma de volumen, la aplicacién X(M) — Q"1 (M), X — ix7, es
un isomorfismo para cada t. Por lo tanto, para cada t, (3.4) tiene solucién unica.
El flujo de X, define una isotopia ¢; satisfaciendo ;7 = 79, por ultimo, tomando
@ = 1 tenemos el difeomorfismo deseado.

g

El truco de Moser consiste esencialmente en la forma en la cual fue obtenido
el difeomorfismo ¢ en la demostracion del Teorema 3.1. Veremos como este método
serd usado en la demostracién del teorema de Darboux, y asi veremos que el es
pieza fundamental en la demostraciéon de varios resultados de rigidez local. El Truco
de Moser aprovecha las principales caracteristicas de una forma simpléctica para
mostrar la equivalencia de estructuras simplécticas.

3.2. El Teorema de Darboux - Formas Simplécti-
cas

Jean Gaston Darboux (Nimes 1842 - Paris 1917) fue un matematico
Francés que hizo grandes contribuciones a la matematica. El recibi6 su Doctorado
en la Ecole Normal Supérieure (ENS) en 1866 con la tesis titulada “Sur les surfa-
ces orthogonales”, bajo la orientacién de Michel Chasles. Durante sus estudios en
la ENS, el también recibié conferencias en la Universidad Sorbonne y College de
Francia.

El participo en la fundacién de la Ecole Normale Supérieure de Jeunes Filles en
1880, un instituto que tenfa como objetivo la formacion de educadoras. Su primera
directora fue Julie Favre. En 1884, Darboux fue elegido para la Académie des Scien-
ces.

Darboux hizo varias contribuciones importantes a la geometria y al andlisis ma-
tematico. Fue bidgrafo de Henri Poincaré y edito las obras seleccionadas de Joseph
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Fourier. Entre sus alumnos se encuentran Emile Borel, Elie Cartan, Emile Picard,
Gheorghe Titeica y Stanislaw Zaremba. En 1900, fue nombrado secretario perma-
nente de la Academia en su seccién de Matematicas. En 1902, el fue elegido para
la Royal Society, en 1916, recibié la Medalla Sylvester de la Sociedad. En 1908, fue
ponente en el Congreso Internacional de Matematia (ICM) en Roma.

Debido a las grandes contribuciones que Darboux hizo en la matematica varios obje-
tos llevando su nombres, entre los cuales se encuentra: Carta de Darboux, Derivada
de Darboux, integral de Darboux, vector de Darboux y Teorema de Darboux en
Geometria Simpléctica. Nosotros nos estamos centrando en este tltimo.

Ahora enunciaremos el Teorema de Darboux para formas simplécticas, el cual nos
dice que variedades simplécticas no poseen invariantes locales, esto es, localmente
todas ellas son simplectomorfas al espacio simpléctico padrén (R?*, wy). El teorema
de Darboux fue probado por primera vez, en una forma ligeramente diferente, por
Gaston Darboux en 1882, en conexién con su trabajo sobre ecuaciones diferenciales
ordinarias que surgen en la mecanica clasica. Nosotros veremos la prueba de este
teorema usando el truco de Moser.

Teorema 3.2 (Teorema de Darbouz para Formas Simplécticas) Sea (W,w)
una variedad simpléctica de dimension 2n y sea p € W. Considere R*" previsto da
forma simpléctica candnica wy (2.1). Entonces existen vecindades U C W de p,
V C R¥™ de 0 € R* y un simplectomorfismo ¢ : U — V tal que p(p) = 0 y
YWy = w.

(W, w)

Figura 3.1: Simplectomorfismo ¢
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Demostracion.-

Como W es una variedad diferencial y p € W, existe un homeomorfismo ¢ : U; — V,
donde U; C W vecindad de p, V = ¢ (U;) C R*" vecindad 0 € R** y ¢)(p) = 0.
Ademds, como 1 : V — Uy y w € Q*U,), tenemos Q = (¢~ 1)'w € Q*(V)
(Figura 3.2). Por otro lado, como TyV es un espacio vectorial real y €|y es forma

en

(W, w)

Figura 3.2: Amplificacion

bilineal antisimétrica y no degenerada tenemos que (7yV, 2]g) es un espacio vectorial
simpléctico. De la Proposicién 2.25, existe

M : (TyV, Qo) = (R*™,wq), con M(0) =07y Qo = M*wy.
Como TV ~ R?", tenemos
M : (R*™, Q) — (R*", wp), con M(0) =0y Qo = M*wy,

ademds, como M~ : M(V) =V y Q € Q*(V) tenemos ' = (M~1)*Q € Q>(M(V))
(Figura 3.3).

mwan

(W, w)

= (M-1)Q
(M(V). )

24

(1N
]

Figura 3.3: Aplicacién M

Como Q|p = M*wy, tenemos

Q|0(Oé,ﬁ) - M*WO(aaﬁ)v vavBERzn
= wo(Ma, Mp), Ya,B € R*™ (definiciéon de M*)
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cambiando o con M ~'a y B con M '3 tenemos
Q|O(M_laa M_I/B) = WO(OZ, 6) \V/O./,ﬁ € RQn' (35)
Por lo tanto,

Yl9o(u,v) = (MH*Q)|o(u,v), Yu,v € R*™
= Qlar-10)(M 'u, M), Vu,v € R* (definicién de (M~1)*)
= Qo(Mtu, M ), Yu,v € R*"
= wo(u,v), Yu,v € R* (de 3.5),

entonces Q' |p = wp.
Si conseguimos ¥ un simplectomorfismo tal que W(0) = 0y U*wy = ', tendremos

\I/*(,UO = Q/
— (M)

@) (M) Ww = w
(PoMot)'wy = w.

Tomando ¢ = Wo M o1, vamos a tener un simplectomorfismo ¢ tal que p*wy =w y
2(p) = (Wo Mot)(p) = W(M(1(p))) = W(M(0)) = W(0) = 0y el Teorema quedarfa
demostrado. Entonces vamos a mostrar que existe ese simplectomorfismo. Tenemos
dos formas simplécticas wy y €' definidas en una vecindad U = M (V) de 0 € R*"
tales que wolo = o, esto es, (wg — Q')|o = 0.

Por una version del Lema de Poincaré (tomando @ = {0} y n = wo — w en el
Teorema 1.58), existen Uy C U vecindades de 0, y 1-forma p definida en Uy, tales
que (wo — )|y, = di y plo = 0. Sea

Qt = (1 - t)Q, + two
= Q/ + t(tdo — Q/)
= Q' +tdu .t € [0,1]. (3.6)
Ademds, de (wo — )|y, = dp y (wo — Q)]0 = 0, tenemos dulo = 0. Por lo tanto,

podemos disminuir Uy a U; C Uy, si es necesario, de modo que para cada p € Uy,
], sea simpléctica para todo ¢ € [0, 1]. De hecho, para ¢t = 0 tenemos

(Qo]o)" = (Q0)" = (wo)" #0  (pues wy es simpléctica y del Lema 2.32).

Luego, del Lema 2.32, tenemos que €|y es simpléctico. Por otro lado, de la con-
tinuidad de Q; en ¢ y diferenciabilidad de €, existe Uy C Uy tal que (4],)" # 0
Vt € [0,1], Vp € Uy, luego Q; es simpléctico en U; para todo ¢ € [0, 1].

Por otro lado, afirmamos que, para p € U; y para todo t € [0, 1]

Qt|p:TpU1 — T;Z/ll
u = Qp(u, )
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es isomorfimo. De hecho, como €,(u,-) = 0, tenemos que u = 0, pues wy|, es no
degenerada, por lo tanto, Nu(€],) = {0} y, asi, |, es inyectiva. Como dim(T,U;) =
dim(7;U, ), tenemos que 2|, es sobrejectiva, luego €, es isomorfismo.

Entonces, dado —pul, € T;U,, existe un tnico X;|, € T,Uy tal que

Qt'p(thpa’) = _,U|p

ix,Sulp = —plp,
luego como tomamos cualquier p € U;, tenemos
iXtQt = — W, (37)

para todo t € [0,1] en U; y depende suavemente de ¢.
Ahora, note que X;|o = 0,Vt € [0, 1]. De hecho,

ix,o %o = —plo
Q)o(Xtlo,:) = 0 (2 es no degenerada)
Xt’O == O

Por lo tanto, para Us C U, suficientemente pequena, podemos integrar X, hasta
t = 11!y obtener una isotopia p; : Uy — Uy, t € [0,1], satisfaciendo py = id,
dpt = X;op y pt(0) =0 (a partir de (1.2) y de la definicién de isotopia).

Tenemos, entonces

(ipﬁ% = p(%ﬁ
( (Q' +tdp) + Lx, %) (de (3.6))
= (dﬂ + Lx, %)
p; (dp + d(ix, ) +ix,dS)  (Teorema 1.51 iii))
pi (dp 4 d(ix, ) +ix,0)) (€ es simpléctica)

+ Lx, Q) (del Lema 1.53)

t
*
Pt
*
t

Pt d(ﬂ + ZXt Qt)
= pid(p—p) (de (3.7))
= 0.

Por lo tanto, tenemos 4 2P §2 = 0y integrando tenemos
pi§d = ¢, c constante,
tomando t =0

pofly = ¢
idQY = ¢
Q = ¢
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M- R | M

R*" Q= (M1)*Q

T =pm 7 (M(V), )
Ve 4 [U_}] / /‘N

Figura 3.4: Aplicacion p,

entonces p; € = . Ahora, tomando ¢ = 1, tenemos pi€2; = ¥, esto es, pjwy =
con py : Uy — p1(Us) C Uy y p1(0) = 0. Tomando U := (Lo M) (Uy), V := p1(Us)
y ¥ = p; (Figura 3.4), concluimos la demostracion.

O

Del Teorema 3.2, obtenemos el siguiente corolario que nos dice que dos formas
simplécticas en variedades simplécticas de la misma dimension son localmente di-
feomorfas.

Corolario 3.3 Sean (Wy,wq) y (Wa,ws) dos variedades simplécticas de dimension
2n. Dados p1 € W1 y ps € Wy, existen vecindades Vi C Wy de py, Vo C Wy de ps y
un simplectomorfismo ¢ : Vi — V4 satisfaciendo o(p1) = p2 y ¢ wy = wy.

Ahora presentamos un ejemplo del Teorema de Darboux para formas simplécticas.

Ejemplo 3.4 Sean (S* w) una variedad simpléctica definida en el Ejemplo 2.47
tomando la 2-esfera de radio 1 y ¢ = (1,0,0) € S?. Usando el Teorema 3.2, existen
vecindades U C S? de q, V C R? de 0 € R? y un, simplectomorfismo ¢ : U — V tal
que ©(q) =0 y p*wy = w. En este caso p(x,y, z) = (arctan(?), z).

Lyvea [24] capitulo 3.
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