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RESUMEN

PERFECCIONAMIENTO EN EQUILIBRIO DE NASH

EDGAR MARK SANTIANI ACOSTA

NOVIEMBRE — 2005

Orientador: Dr. Ramén Garcia- Cobian J.

Titulo Obtenido: Licenciado en Matematica.

En € presente trabgo se introducen formalmente los conceptos referidos a la Teoria de
Juegos. Para €l caso de juegos de n jugadores, se propone un anaisis que da a conocer la
necesidad de refinar e concepto de Equilibrio de Nash, y por €elo, & objetivo planteado es
obtener d refinamiento més edtricto: € equilibrio regular. La necesidad de td refinamiento
induce a plantear refinamientos previos como son € equilibrio perfecto, propio y esencid,
los cuales son desarrollados, ademés de establecerse | as relaciones existentes entre ellos.

Por otra parte, se presenta un andiss sobre juegos matricides y bimatriciaes.
Adicionamente a ello, se propone un problema de programacion lineal, € cua permite
establecer s un equilibrio es no dominado(consecuentemente perfecto) en estos tipos de

juegos.

PALABRASCLAVES: JUEGO
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ABSTRACT
IMPROVEMENT OF NASH EQUILIBRIA
EDGAR MARK SANTIANI ACOSTA
NOVIEMBRE — 2005

Orientador: Dr. Ramon Garcia- Cobian J.
Titulo Obtenido: Licenciado en Matemética.

In the present study it were introduced formaly some concepts about Game Theory. In
the case of games with n players, it is proposed an analysis that let us to know the necessity
of improve the concept of Nash Equilibrium, and for that, the objective proposed was to
obtain the most stringent refinement: the concept of regular equilibria. The necessity of that
refinement induce to expound previous refinements such as the perfect, proper, and essential
equilibria, which are developed. Even so, it were definid the relation ships among then.

In addition, it is presented an analysis about matrix and bimatrix games. Even
more, it is proposed a linear programming problem, wich let us to stablish if an
equilibriais not dominated (consequently perfect) in these kind games.
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INTRODUCCION

El problema que presentan algunos equilibrios de Nash, en juegos finitos en forma normal,
es que pueden resultar "inestables’ bgjo pequenias perturbaciones en los datos del juego.
Presentamos en este trabgjo varios refinamientos del concepto de equilibrio de Nash, para
este tipo de juegos.

El desarrollo del tema esta dividido en dos partes:

En La PRIMERA PARTE, dividida en 5 capitulos, estudiamos los juegos finitos en forma
norma para, "n" jugadores. En e capitulo 1, proveemos de una introduccion genera d
concepto de juego finito en forma normal asi como del concepto de equilibrio de Nash. En €
capitulo 2. consideramos e concepto de equilibrio perfecto. Este concepto es estable para
algunas peguefias perturbaciones en € equilibrio estratégico. Se muestra que cada juego en
forma normal posee a menos un equilibrio perfecto. También consideramos € concepto de
equilibrio perfectamente estable, € cual es estable bgjo pequeias perturbaciones arbitrarias
en @ equilibrio estratégico. En € capitulo 3, consideramos € concepto de equilibrio propio y
equilibrio débilmente propio, Ambos conceptos son refinamientos del concepto de equilibrio
perfecto. Mostramos también que cada juego en forma normal posee a menos un equilibrio
propio. En & capitulo 4, estudiamos e concepto de equilibrio esencia. Este equilibrio se
mantiene estable bago pequefias modificaciones arbitrarias en los pagos del juego, y
mostramos que cada equilibrio esencial es estrictamente perfecto. En € capitulo 5,
introducimos e concepto de equilibrio regular, @ méas edtricto. de los refinamientos. En
todos estos refinamientos, ademés, se establecen |as relaciones existentes entre ellos.

La SEGUNDA PARTE, esta dividida en dos capitulos, estudiamos Juegos matriciales y
bimatriciales, es decir juegos en forma normal para 2 jugadores. En € capitulo 6,
introducimos la notacién y terminologia que usamos en este tipo de juegos. En € capitulo 7,
estudiamos los equilibrios perfectos en estos juegos, es decir lo estudiado en e segundo
capitulo, pero parai = 2, entre los principales, resultados tenemaos que en un juego matricial
un equilibrio es perfecto s y solo s es no dominado. Ademéas podemos verificar s un
equilibrio de un juego matricia es perfecto resolviendo un problema de, programacion lined.



PRIMERA PARTE

CAPITULO 1

CONCEPTOS BASICOS SOBRE TEORIA DE JUEGOS

Un juego finito n-personal en forma normal es una 2n-upla A =

N

,,..... .0,, Ry ....., R), donde F. es un conjunto finito no vacioy

R; :("n')Fj® 0; paai 1 {1,..n}. El conjunto F, es & conjunto de

j=1
estrategias puras (elecciones) dd jugador i y R esla funcién de pago de
este jugador.

Usuadmente hablaremos de juego en forma normal en vez de un
juego finito en forma normal. Ahora introduciremos la terminologia que
usaremos en adelante:

R denota e conjunto de nimerosredesy 0 ™ esd espacio
euclidiano m-dimensional. Parax,y 1 0 ™, escribimosx £y, S X £V,
paratodoi. ademéas x <y, significax <y; paratodoi. escribimoscomo 0 "
al conjunto detodoslosx | 1 ™ € cual satiface 0 £ x; y denotamos con
0 ™ a conjunto detodoslosx 1 0" parad cua 0<x.

El conjunto de funciones de A a B esdenotado por F(A,B). S f
| F(0 ™m,0"), entonces“y es punto limite de una sucesion {f(x)} ._,” s
usar la abreviacion para“existe una sucesion {x(t)} ;, ta que x(t) converge
a0y f(x,) converge ay cuando t tiende a infinito”.

Si A es un subconjunto de algiin Espacio Euclidiano, 2* denotad
conjunto potenciade A. Sea A y B dos subconjuntos de algun Espacio
Euclidiano, una correspondencia de A aB esun elemento de F(A, 2°). La
correspondenciaF de A aB esllamada superiormente semi-continua s
tiene su gréfico cerrado.

El nimero de elementos de un conjunto finito A es denotado por [A|.
S A esfinitoy fi  F(A, 0 ) entonces: f(A) := § f(a).

SeaA = (0,,.....,0,, Ry, .....,Ry) fijado. Escribiremos:

m:=|F | (nimero de elementos del conjunto F )



m:=am m*:=Qm (1.2)

Denotaremos con j ; a un eemento genérico de F,. Como F, esfinito, sus
elementos son numerables y consecuentemente hablaremos acerca de la k-
ésma estrategia pura. Por tanto més a menudo un elemento genérico de
F., lo denotaremos también por k. Una estrategia mixta “s” del jugador i
es una distribucion probabilistica sobre F, . Denotamos la probabilidad que
asigna “s” alaedtrategia pura k de jugador i por s*y escribimos “S”
para e conjunto de todas las estrategias mixtas de este jugador. De aqui:

S:={s 1 FF,,0)as=1520"kiF} (1.2)

Donde F(F,,0 ) es & conjunto de todas las funcionesdeF,al .S sI S,
entonces C(s;) denota el “soporte” de s, es decir

C(s):={ki F,;s*>0} (1.3

“s” esllamada completamente mixta si C(S) = F,. Laestrategiapurak del

jugador 1 es identificada con la estrategia mixta que asigna probabilidad 1
ak. Nosotros definimos los conjuntos F 'y Spor:

F:ZéFi y S::és, (1.4)

i=1

F (respectivamente S) es @ conjunto de “combinaciones estratégicas
puras (respectivamente mixtas) de A. Un elemento de F (respectivamente
de “S’) es denotado por j (respectivamente “s’). En un juego en forma
normal, los jugadores hacen sus elecciones independientemente de cada
uno de los otros, por lo tanto, la probabilidad, §(j ), deque | = (ki ko,
.....Kp) ocurras s=(sy, S, -....Sy) €sjugado, es dado por:

sG):= O (L5)

El soporte de s, el cual es denotado por C(s), es definido por

C(e):={y ;s )>0 (1.6)



y resulta ser igud a 6C(s) , 'Y sesllamada completamente mixta S

C(9=F . -

S “S’ esjugado, € pago esperado R(s) para e jugador “i” es dada
por:

R©®:=&si)R() ¥ N ()

Sea s=(s, S ... S)I Sy sea sI S. Denotamos s|s a la
combinacion estratégica que resulta de s d reemplazar la edrategia la
estrategia § del jugador i por la estrategia s de este jugador. Asi, Ss esla
combinacion edtratégica (S;, S, ... St Sy Sty eeees ,Sn). Decimos que s es
unarespuesta Optima del jugador i as, S

R(sls)=maxR(sls) (1.8)
El conjunto de todas las “respuestas Optimas puras’ del jugador i as

(i.e. larespuesta Optima de jugador i que estden F.) es denotada por Bi(S),
de aqui:

Bi(s) : ={ki F, ; R(sk) = mex R(sls)} ... (1.8.1)
TEOREMA 1.1

L as siguientes afirmaciones son equivalentes:

I. s esrespuestadptimaas. N )
ii. "K@I(R(s|k)<R(s|l)P §=00 .. (1.10)
ii. C(s)! B(¢ . (1.112)
Prueba.

(Db (i) Sea s respuesta 6ptima a Sy ademés sea un k 1 F, ta que
$1T F,, R(sk) < R(s]) (k es una estrategia pura del jugador “i” ala cua

! Hay un abuso de notacion a denotar R; a este pago esperado pero e contexto ayudara.



la estrategia pura | supera en pago). Debemos probar que s = 0 (la
probabilidad que asigna s ak es cero).

Supongamosque s >0 (H.A)
Definimos:
o , s h=k
Or={ 5“+5, s h=l
5", s htkl

Probaremos que con [, seobtiene parae jugador i un pago mayor que con
s, lo cua contradice lahipétesisde que s esrespuesta Optimaa“s’.

Sea A ={jTF:j,=k} ,A={TF:j, =1} yA:=AEA,(noN
digunta).

Por hipétesis R@EK) <R L (Py)
Por definicion (1.7) tenemos:

R(sk) = AGINORGE) (*)

Donde (gk) es la distribucion probabilistica en la cuad su i-ésma
componente es la edtrategia mixta denotada por k que asigna a k una
probabilidad 1. y acuaquier j, * K, (k) le asgna probabilidad cero.
Asi , laexpresion (*) quedara de la siguiente forma:

aslki)RG) s (**)

iTA

Por ladefinicion (1.5), (**) es expresado como:

o L
a(Os')RG)

jTA =1

lo cud esigua a

é(é’)sﬂji)ép.a(j) ........... (***)

iTA =Lt



Sin embargo a ser k la Fésima componente de (k) y ademas j . = k, pues
J 1 Ag, entoncess' =1, conloque (***) resulta

R(sk) = & (O<IRG),

iTA =1

De manera analoga obtenemos |os siguientes resultados:

R(sD= & (sINGIRG) = &(sINGIRG) = & (O ¢ RG)

iTA; JTA, j=1jti

= 83(0Y)RG), puesg =1

JTA j=1jti

De P; obtenemos:

8(OSHRGE) < AOIHRG) (P2)

iTA j=Lji iTAy j=Ljti

Multiplicando (P2) por s‘(por H.A. 5°>0), obtenemos;

AGIDIRGE) < A(OIHTRE) . e (P3)

iTA iTAy j=1jti

pues en € lado izquierdo de la desigualdad, tenemos que j , variaen Ay,
l.e. ) =k ( i-ésma componente es k), por lo tanto:

8(09HERG)=  AINIRG)
donde (s|s) dgnificaque la estrategia mixta de jugador | ahoraess .
A ambos lados de |a desigualdad (P3) sumamos:

a s18)i)RG)

iTA;

y obtenemos:



asIs)i)RGE)+ A SISNE)IRE) < é(éé,»j)é“ RG)+ & (s15)G)RG)

iTA iTA, iTAy j=1jti iTA,

Como A = AeA; (Unidon digunta), en € lado izquierdo de (P4)
obtenemos:

A 1RO+ AGINNNRI) = AGISHERG)

y ademés por definicion de A,, tenemosquej, =1 S 1 A,

Con lo cual (P4) queda como sigue:

86RO < A (OLHT RO+ AGIDIRG) oo (P5)

jTA 1A, j=Ljti i1 A,

En €l lado derecho de (P5) tenemos:

8 (0T RG)I+AGIDNGIRG)

iTAy j=Ljti iTA

= 4(0¢HT RO+ A(OIHE R()

JT A j=1jti JTA j=1jti

= 3 (04HGE+IHR()

iTAy j=1jti

= &4 (0<¢).0.RG)

iTAy j=1jti
esto Ultimo por ladefinicionde O .

= A O)G)HRG)-

iTA;

Comoj, =191 Ayyporladefinicion deA,s j 1 A,j ;solo puede ser
kol, peros ) =Kk, [0 = 0, entonces tenemos:

= 3 0)G)RG)-

iTA



Por lo tanto (P5) se convierte en:

aslsiRI) < aAE0)iHRG 0 (P6)

iTA iTA

De ladefinicion de [, tenemos:

aGIsHi)Ri) = asO)iHRG)

iTEIA iTFIA
Por tanto sumando esto a ambos lados de la desigualdad (P6), obtenemos:

aIsHEIRGE)+ AGIHE)RGE) <a(&dO))HRG)+ a(d0)G)HRG)

iTA iTFIA iTA iTFIA
e AGIRORE) < aEb)iRG)

e Ri(s|s) < Ri(s| O))

\ 5 no podria ser dptimo, al ser superado (en pago para e jugador i)
por [I;, lo cual contradice la hipotesis auxiliar.

\ s¢=0

(ii) p (i)
Tenemos por hipotesis:” k($I(R(s|k) <R(s|)) b s =0). Debemos probar
ques:j ;1 C(s)entonces) ;1 Bi(9).

Supongamosque: j; | Bi(s)

entonces $j ;1 F,,tal queR(slj,) > Ri(s) ;) (i, superaenpagoaj ;) ....(*)
En efecto: g no fuera asi, no habria ninguna estrategia mixta que supere a
j ., yague estas son combinaciones convexas de las puras,



Supongamos que " j. 1 F,, R(sj.) £ R(s i), entonces para toda
combinacion convexa §” delas j,, setendriaque: R(s|s" ) £ Ri(g)) i), lo
que contradiriaque j; 1 B;i(9)

De (*) y por hipétesis (i) implicaria que:

§=0
lo que contradice que j ;1 C(s).
Vgl Bi(s).
(i) p (i)
Primero veamos que:

Ri(S, S, ...S) = a RGsli)sG) e (1.12)
En efecto:
Por (17), R(s) = as()RG)

I Q— ARG eend 50250 )

= ARGliNsG),

JilF;

lo que muestra la linedlidad de cada argumento s , mas aln, que es una
combinacion convexade los R(s|j ;).

Por hipotesisC(s) 1 By(9). DP s esrespuestadptimaas.
l.e. S la edrategia mixta s es tal que todo elemento de su soporte, j ., €S

respuesta Optima para s en estrategias puras, entonces § es respuesta
optima paras.

En efecto, s hubieraun 571 S, megjor que s , entonces se tendria que:

R,(S'S,) > R,(Slg) .............. (*)



Pero esto exige que haya aguna edtrategiapuraj "1 C(s")/

R(sli;") >R(sli), 1 C5) ... (**)

pues de nos ser asi nos seria posible la desigualdad (*) ya que ambos
miembros de esa desigualdad son combinaciones convexas delas s°(j ;) vy

de las s(j,) respectivamente. Pero la desigualdad (**) contradice la
hipotesis que C(s) 1 Bi(9).

\ 5 esrespuesta Optima paras.

Ejemplo 1: Mostraremos €l caso de un juego con tres jugadores donde cada
uno tiene dos estrategias puras. Seal ={1,2,3}, F,={a b}; F,={c, d},
F 3 ={e, f}, entonces:

F=FXFXF3={) =(@&ce),).=(bce),s=(@cf), +=(bcT),
J 5=(a’dae)1j 6=(b’d!e)!J 7=(a1dsf)1j 8=(b1d!f)}

Por (1.7): Ry(s) = §'.s,5R.( )t §:55R(,) + §.55R( )+ .55 R, 4)
T SSSR(1:) T IS SRG) T TSGR )T 9SSR )

Por (1.12); tenemos :
RA9) = &Rl )sG)

jiTF2

= Ry(S[c) ,(€) + Ry(s|d)s,(d)

= [SR( )+ SR ,) + SR )T 9C8R( )]s +
[§0°SRG ) TSAd SR ) + A8 R )+ 9.d°sR( )]s

Con lo cud queda laigualdad.



A partir del teorema 1.1, s es respuesta Optima del jugador i assy
solo s, s asigna probabilidad positiva solo a las respuestas optimas puras
del jugador i as.

Seas,s | S Decimos que “sesunarespuestaoptimaas’ 9 s es

una respuesta Optima acerca de s para todo i., y denotamos a conjunto de
todas las respuestas Optimas puras a s por B(s), de aqui:

B(S) = 6 BGS (1.13)

Una combinacion estratégicaes un EQUILIBRIO DE NASH de A, s “S’ es
una respuesta optima a s mismo. Se sigue de (1.1), (1.6) y (1.13) que “S’
es un Equilibrio de Nash 9y solo Si:

C 1 BSO (1.14)
Usualmente hablaremos de equilibrio, envez de equilibrio de Nash.

Denotamos a conjunto de equilibrios de A por A(E). Nash muestra que
cada juego finito en forma normal posee a menos un equilibrio.

TEOREMA 1.2: (Teoremade Nash)

Todo juego finito en forma normal posee al menos un equilibrio de Nash en
estrategias mixtas.

Prueba:
Ver [9]
La ecuacion (1.14) muestra que en un equilibrio cada jugador usa solo sus

respuestas optimas. Un refinamiento del concepto de equilibrio de Nash, es
e llamado equilibrio cuasi-estricto.

DEFINICION 1.3

Decimos que una combinacion estratégica es un equilibrio cuas estricto s
satisface:

C(s) = B(9

10



I.e. e conjunto de estrategias Optimas a s esigua que su soporte.

Ejemplo 2: Veamos € sguiente juego:

1 2
1 1
1
1 0
1 0
2
1 0

Las filas representan las elecciones del jugador 1, las columnas las
del jugador 2. En cada celda la entrada superior izquierda es € pago de
jugador 1, mientras que la entrada inferior derecha es € pago del jugador 2.

El conjunto de equilibrioses A(E) = {(s,, 1); si1 S, en efecto:
Debemos probar que C(s) I B(S), * s= (s, 1); donde: C(s) = C(s)x{1} y
B(s) = Bi(9xB,(s) , entonces debemos probar que: C(s;)) | By(s) U
{1}1 Bo(s).

S k1 By(s) entonces:

Ri(SK) 2 Ry(sls)) " s11S
l.e Rl (k,l) 3 Rl(Sl,l) "5 S]_ ) k= 1,2

Ri(sy,l) = s.I'R(1) + sSTR() =9+ =1
Tendriamos que si ki B4(S), entonces:
Rk s 1
\ Bi(s) ={1.2} = F,
\ C(s) 1 By(s)=F,
También: s k 1 B,(S) entonces:
Ra(s1.K) 2 R» (s1,5)); "SI S *)

11



Sk

1
=

Ro(s;,1) = sS.RALY + SIR2Y) = 5§+ =1 ....(1)

Rys1,8) = SR + §SR(12) + SR (2) + S8R (22)
=(d+H)ss = L. (ii)

Reemplazando (i) y (i) en (*):
13 g

\ {1} 1 By(s), masain Bys) ={1}, puess k=2, Ry(5,2) =0
y no satisface (*)

\ C(s)1 B(s), dondes=(s, 1), " s;1 S.

S st 1,2 entonces Bi(s) I C(sy); por lo tanto (s;, 1) es equilibrio
cuas estricto..

S 5=162,tenemos. s;=1 b C(s)) ={1} E By(9)
s1=2p C(s1) ={2} E By(9

S s=1062,(s;,1) noescuas escuas estricto.

DEFINICION 1.4

Definimos un equilibrio estricto como una combinacion estratégica s la
cual eslaunicarespuesta Optima acercade s mismoi.e.

Sea Y:S®® S (correspondencia)
S = Y (9 :={sI S, sesrespuestaoptimaas}

Decimos que sesun equilibrio estrictos Y (s) ={s}

De aqui un equilibrio estricto es un equilibrio cuas edtricto en
estrategias puraspuesparaj | F, C(j )={) }.

12



Sea JFgq, ..., Fy), € conjunto de todos los juegos A = ( Fq,.....F p,
Ry,....,Rn) con espacios de estrategias puras F i,.....F . S A 1 JF 4, .....,
F ), denotamos con r, a vector de pagos del jugador i asociado con sus
estrategias purasi.e.

= (RG) . e (1.15)

iTF

donde ;| R™. Llamaremos a r; € vector pago del jugador ien A. El
vector pago del juego A es €l vector:

r=Qyry. .. IR L (1.16)

Imponiendo un orden fijado en F, obtenemos una correspondencial a1
entre J(F 4, ..., Fn) Yy R™ .

Denotamos con & juego A 1 J(F 4, ....., F ) a cud le corresponde
n R por A(r). Asi JFq, ... , F,) puede verse como un espacio
euclidiano n.m - dimensional, y podemos hablar de distancia euclidiana
d(A, A") entre dos juegos y de medida Lebesgue de un conjunto de juegos.

Sea L una afirmacion acerca de juegos en forma norma. Decimos que L
es verdadero para cas todo juego S para cualquier n N, y cualquier n+
upla de conjuntos finitos no vacios F 4, ....., F ,, tenemos que:

| d{A1 J(Fyq, ..., Fp:L esfdso} =0

l.e. g la clausura de € conjunto de juegos para @ cua L esfaso tiene
medida L esbesgue cero.

Observamosquesi L es verdadero para casi todo juego, entonces
para cualquier nupla F 4, ....., F, & conjuntos de juegos en J (F 4, .....,
Fn), paad cuad L es verdadero contiene un abierto y cas en todas
partes conjunto denso ( y de aqui € subconjunto parae cual L esfalso
€S en ninguna parte denso).

Un juego infinito en forma normal, esuna2n-upla G = (S,, ....., S,,
Ri, ..o , R,) donde S es un conjunto infinito y R; esunafuncion deSaR

i1 N,dondeS: = 69 . SAlo trataremos con juegos infinitos concavos,
i=1

l.e. juegos infinitos que satisfacen las condiciones del teorema que a

continuacion se enuncia, en € cua Rosen prueba la generdizacion del

teorema de existencia de equilibrios de Nash.

13



TEOREMA 1.3 (Teoremade Rosen)

SeaG=(S;, ..., S, Ry, ... , Ry), un juego infinito de n jugadorestal que
las 3 condiciones siguientes son satisfechas paracada il N.

I Si es un conjunto no vacio, compacto y convexo, subconjunto de
algun espacio Euclidiano finito dimensiondl.
il. Lafuncion R; es continua
iii. Parasl Sfijo,lafuncionH: S® R
s —»Ri(g 5) esconcava

Entonces G poses a menos un equilibrio.

Prueba:

14



CAPITULO 2

EQUILIBRIO PERFECTO:

Ejemplo 1. veamos d sguiente juego:

Lo R,
1 0
Ly
1 0
0 0
R, Figura 2.1
0 0

Lafigura 2.1 muestra un juego bi-personal en € que en cada celda la
entrada superior izquierda es € pago dd jugador 1 y la entrada inferior
derechaes e pago del jugador 2. F,={L4, Ry), F, ={L,, Ry}

El juego tiene 2 equilibrios. las combinaciones estratégicas (L4, Ly) y
(Ry, Ry). Sin embargo este ultimo no es creible, a pesar de satisfacer la
condicion de equilibrio de Nash (Ninguno meora su pago cambiando la
edtrategia unilateramente), puesto que reciben un pago inferior que con
(L,, L,); como en la presente monografia estamos trabagjando solo con
juegos NO-COOPERATIVOS, i.e. juegos en € cua no hay posbilidad a
comunicacion 6 compromisos excepto para los cuales explicitamente las
reglas o admiten; entonces no podrian los jugadores acordar jugar (L4, Ly).
O

Es por eso que para obtener soluciones creibles para cada juego el
concepto de equilibrio tiene que ser refinado. Dicho refinamiento sera e
concepto de Equilibrio Perfecto.

Laidea de “perfeccion” esque cada jugador tenga la posibilidad de
equivocarse con pequefias probabilidades, consecuentemente cada
estrategia pura es elegida con probabilidad positiva. Modelamos la idea via
JUEGOS PERTURBADOS, i.e juegos en los cuades cada jugador tiene
permitido usar solo estrategias completamente mixtas.

15



DEFINICION 2.1

Sea A = (F,....F,,R,....,R) un juego npersona en forma normal. Para
Il N, sean h y S(h) definidas por:

hi1 F(F,,A), conh‘“>0 "kT F, y 4h< <1 ..21

S(h):={s! S§; sszh"kir} .. (2.2
esd juego infinitomformanorrir:l;I (Su(hy),......Sy(np), Ry,....Ry).

Veamos que d juego (A, n) satisface las condiciones del teorema 1.3, y asi
tal juego posee d menos un equilibrio de Nash.

I El conjunto S(h;) es no vacio, compacto y convexo, subconjunto
de alguin espacio finito dimensional, en efecto:
Veamos que Si(h) es subespacio de un espacio finito
dimensiond. En efecto:
S(h)1 S1 A™,donde my:=|F,|

V eamos que es no vacio. En efecto:
Dadoh1 F(F,,A)conh*>0,"ki F,y gh‘ <1
k

v 1-3nh>0
Definimos. s 1 F(F,, A) td que
s=hs30 "kiF\{k} ... *)

y s§=1- adn = 0
ki F-{k}
Entonces 3§ = Q45 + ¢
k a1 -

= & + 1 An (por (%))

16



=1

Ademéds como §h* <1 P Jh+h* <1
k

K F-{k}

De(*)y (**)tenemos. s 2 h*, "kl F,
Vsl sh)
Veamosque S(h) escerrado. En efecto:

Sea(s")1 Si(h),ta que:
g®s P ()K ® (K "k F,

De (s")1 S(h),tenemos " ki F;: (s")(K) * hf

p (9K * K
Por lo tanto gk)T Si(h)

\  Si(h) escerrado.

Veamos que S(h) es acotado. En efecto:

N o a
Sea sl S(h) P |[sll=alsl=as =

\  S(h) esacotado

\ S(h) es compacto.

V eamos que es convexo. En efecto:

Seasy s | S(h), entonces:
~

s 3 h

17



s 3 h

Sea al [0,1] p 1-a 3 0.Entonces:

a.s 3 a.n L. *)
(1-a).s* 3 (L-a)n* ... (**)
De () y (**):

a.g + (la).s * ah+ (La)h =R

\a. s+ (la).s 1 S(h)

\ Si(h) esconvexo

i. Lafuncion R; es continua, en efecto:

R:Oshe A
s - R(9= aResliNSG,)

ie R(9=R(si HSG )+ oot R(SIMS (M)
\ Esunacombinacion lined delos S(j ;)

\ Es continua, pues toda lineal es continua en espacios normados

de dimensién finita, definiendo la norma de 6 S(h) como:

i=1

s1 OSM) P 5= (% S)

bolsl] = [ls + ...t ]S4l

o
donde: [Isl| = & 15|
i=1

18



li. Parasi1 Sfijo,lafuncion: H: S(h) ® A
s — R(s|s) escoOncava

En efecto: decimos que una funcion f: X® A s X es convexo y
"xyl X,y al [0,1] entonces:
flax+ (1-a)y) @ af()+(1-a)E)
Tenemos que S(h) es convexo, entonces :
Seansy sil S(h)y at [0, 1]:
H(as + (1-a)si) =
= Ri(s| (as +(1-a)s;)

= & Gli)[as +(L-a)si1G,)

JiTF;

= Rl Hlas +(1-a)si]G {) +.....+
(I-a)Ri(sli ™) [as + (1-a)si [(i )

= aR(g)si)+... FaR(si™)sGn) o+
(-a)Ri(sli 1)siG )+ -t (1-2)Ri(S) M )si( ™)

= alRi(sl )s(i H)+.... +Ri(sli ™ )siG )] +
(L-a)[Ri(sli {)si(G 1)+ ..ot Ri(Sli ™)si(G ™)

= a@R@slilsi) + @-a)dRslils)
= aRi(gs) + (1-a)Ri(slsi)
= aH(s) + (1-a)H(s)

\ H escdncava
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\ (A, n) satisface las condiciones del teorema 1.3, por |o que posee
a manos un equilibrio.

Es claro que en ta equilibrio una edtrategia para la cual no es
respuesta Optima es elegida con una minima probabilidad. Por lo tanto

sesgue de 1.10 d sguiente lema

LEMA 2.2

Una combinacion estratégicas 1 S(h) es un equilibriode (A, n) sy
solo s se satisface la siguiente condicion:

"KI$HR(s|k) <R(s|D}P s =H]"i .. (2.3)

Prueba.

(P)

Sea sun equilibrio de (G h); entonces, de modo equivalente, se tiene que
paratodoi, R, (9s) = max {R, (s|s’;): i de S (h;)}. Luego, s no se
cumplieralatess, deberia haber dgun i y algun k tales que paracierto |, se
tuviese que R; (sk) <R (s) Us* > h*. Pero esto ha de contradecir alo
dicho tres lineas arriba, ya que para eso basta con definir una s*; mediante:

s dhnoesniknil;

si"= ) h; sh=k
s +(s*-h"); sh=l.
(V)
Inspirdndose en las demostraciones deii P iii yiii b 1, del teorema 1.1, se
establece: que paratodoi ytodoj ;de F, si s(j i) > hi(j ;), entonces:
Ri(j) ® Ri(€s) "s1'S
\ il Bi(9.

Desde que s, que ya cumple con 2.3, hade ser tal que " i, s tiene que
ser respuesta 6ptima para s en S(h;).

\ s1 S(n)esunequiliboriode (A, n)
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La asuncion de que puedan ocurrir errores solo con peguefias
probabilidades conduce a Selten a definir “Equilibrio Perfecto”, como un
equilibrio obtenido como & punto limite de una sucesién de equilibrios de
juegos perturbados en los cuaes los errores tienen probabilidad que tiende
a cero. De agui, un equilibrio es perfecto s la estrategia de equilibrio de
cada jugador no solo es respuesta Gptima para las estrategias equilibrios, de
sus oponentes , sino también para algunas débiles perturbaciones de estas
estrategias.

DEFINICION 2.3:

Sea A un juego en forma normal. Un equilibrio sde A es equilibrio perfecto
de A s sespunto limite de unasucesion {(h)},-, con  s(h) 1 E(A, h)

"h,i.es esperfectos existen (st)) ., Y ()., con st)1 E(A, nh(t)
"t 0 ytd que

s= limst) y lmh@) =0

t® ¥ t®¥

Observamos de esta definicion que, para que un equilibrio s de LE‘
sea perfecto, es suficiente que para aguna familia de juegos perturbado (A,
h) con n aproximandose a cero posean equilibrios que tiendan a s
(tomariamos a s como punto limite de la sucesidon constante igua al
equilibrio de dicho juego perturbado), por tanto no es requerimiento que

todo juego perturbado (A, n ) con n aproximandose a cero, posea a tal
equilibrio.
\ El requerimiento de que un equilibrio sea perfecto es un déil

requerimiento y consecuentemente s un equilibrio fala a ser perfecto,
éste es muy inestable.

TEOREMA 24

Cadajuego en forma normal posee ad menos un equilibrio perfecto.

Prueba:
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En efecto, sea {(A, n(t))},, unasucesion de juegos perturbados
parad cua n(t) converge a cero cuando t tiende ainfinito. Desde que cada
(A, n(t) posee d menos un equilibrio s(t), que es un eemento del
conjunto compacto S, se sigue que $s1 S/ s= limst) ($unasub

t® ¥

sucesion de (s(t)) que puede denotarse también por (s(t))) y limh(t) =0;
donde s(t) 1 E(A, n(t)

\ ses equilibrio perfecto.
O

Ejemplo 2 Consideremos una pequefia modificacion a juego de la figura
2.1(gemplo 1), ilustrada a continuacion.

L. R
1 0
L1
1 0
0 0 Figura2.2
Ry
0.1 0

(R1, Ry) era equilibrio en € juego de la figura 2.1, sn embargo , (R, Ry)
yano es equilibrio, por tanto no es equilibrio perfecto. El Unico equilibrio
perfecto es (L4, L»).

Ejemplo 3. Sea e juego de las monedas coincidentes:

Es un juego de dos jugadores. El primer jugador eligecara( C) o sdlo(S)
de una moneda. El segundo jugador sin saber 1o que €igi6 € primero, debe
elegir también entre“C” 0“S’, deta maneraque s logra coincidir con €l
primero su pago esde 1y del primero de —1, s no logra coincidir, su pago
esde -1y dd primero de 1.
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Es claro que no hay equilibrios de Nash en estrategias puras (por gemplo s
los jugadores eligen (C, C), € primer jugador quisiera cambiar su estrategia
a“S’; peroguesi hay uno en mixtas, asaber, € st := ((1/2, 1/2), (1/2,
1/2)), en efecto:

Debemos probar que: C(s* ) 1 B(s¥), i.e. C(s*)1 Bi(s*), parai = 1,2

S i=1 tenemos. C, S1 C(s.*) (acadauno le asgnauna probabilidad de
Y/2debemos probar que C, S By(s*). Esdecir:

Ri(k, s2) * Ri(S1, s2) " s, kK=C, S (1)

Ri(S1 S2) = S'sSR(C.O)#55R (C.9+S S R(SC)+SR(SS)
11

11
=2 (-D+
220723

11 11 _

Ri(C,s) = CngRl(C,C)+CCs§Rl(C,S)

1 1.

\ C satisface ladesigualdad (1),
Analogamente S también lo satisface. De igual manera para e jugador 2.

\ s* esun equilibrio en estrategias mixtas.
Ahorabien, este equilibrio es también perfecto, pues hay una sucesion que
tiende a0, la &U/kii; \n , Y hay una sucesion de equilibrios de los juegos

GJK), lasucesion constante &*fA quetiendea s*.

Que s* seaun equilibrio de Nash parad juego Gk) se ve del hecho de que
en este juego, una respuesta Optima del jugador 1 ala estrategia mixta del
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i Lsq£1/2 :
:']’ 4 ; cualquieraque
i-1sqsl/2

sead vaor dd natura k; y smilarmente para una respuesta 6ptima del
jugador 2 ala estrategia mixta (p, 1-p) del jugador 1. En efecto, en tal caso,
el problemadd jugador 1 esd de

max (-p/2 + p/2 + (1-p)/2 —(1-p)/2) sujeto apl [1/k, 1-1/K], de donde se
sigue lo antedicho.

jugador 2: (g, 1-q) es dada por p*((q, 1-q)) =

[

Ejemplo4: Veamosd siguiente juego:

Ly

R, Figura2.4
10 10

El juego presenta dos equilibrios (L1, L) ¥ (R1, Ry). El equilibrio (Ry, R,)
produce a ambos un pago de 10, sin embargo este no es perfecto, desde
que los errores esperados de cada jugador ocurren con pequeiia
probabilidad, por o que ellos no pueden realmente esperar un pago de 10,
solo obtienen ganancia jugando L. El Unico equilibrio perfecto es (L4, Ly)
aun cuando es superado en pago por (R4, Ry).

DEFINICION 2.5

Sea A = (F,....F.,R....,R) un juego en forma normal y sea
e>0. Una combinacion estratégicas1 Sesun “e-equilibrio perfecto” de A
S este es completamente mixtay satisface;

"KISHR(s|k) <R(s|} P s £e]"i ... (2.4)

Un e- equilibrio perfecto de A no necesariamente es un
equilibrio de A, sin embargo, S e es pequefio, entonces un e- equilibrio se
gproxima a un equilibrio. Un e-equilibrio es otra manera de moddar la
Idea que jugadores racionadles cometan erores (eligen edrategias no
Optimas); solo con pequerias probabilidades (una probabilidad alo sumo
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de e) y por tanto uno espera que un equilibrio sea perfecto s y solo s este
es punto limite de un e-equilibrio perfecto.

TEOREMA 2.6

Sea A = (F,.....F.,R.....R) un juego npersonal en forma normal y sea
sI S. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

. s es un equilibrio perfecto de A.

. S es un punto limite de una sucesion {s(e)}
e-equilibrio perfecto de A, "e y

Ii. s es un punto limite de una sucesion {S(e)} .-, de combinaciones
estratégicas completamente mixtas con la propiedad que s es una
respuesta optima acerca de cada elemento s(e) de la sucesion.

donde s(e) esun

e 0!

Prueba.
) ® ii)

Supongamos que s es un equilibrio perfecto de A. Entonces ${s(h)} con
s(h)1 E(A, n)" h / s = lim sh)

Definimos:
e(h) = malthi" >0

Como s(n)1 E(A,n) " h entonces de (2.3) tenemos:

"KISIAR(s(h) [k) <R (sh) [N} P ‘() =] "

P s‘(h) £ maxhik = eh)

"K[$I{R(sth) [k) <R (st) |1)} P s'(h) £ eh) ] "
Ademas 9 n ) es completamente mixta.
\  §(h)esun eh)- equilibrio perfectode G, " h

\ s=lims(e) donde se) esun equilibrio perfecto " e

25



i ® iii)
Supongamos que s = lim s(e) donde s(e) esun e-equilibrio perfecto.

Como s=lmse U s =Ilms‘(e "K'

De24
"K[$I AR (s(€) [k) <R(s(®) 1)} b s'(6) £ €] "
entonces. O£ s £ e
o - ¢
0

Por lotanto s e es suficientemente pequefio:
" K[$I AR (s(€) |k) < R(s(e) |} P s(€) =0] "

de esto y ademés de (1.10) y (1.11) tenemos:

Cs) 1 B(s®) "i
I.e. § asigna probabilidad positiva solo a conjunto de respuestas éptimas
purasdei acercade se) . "i
I.e. § esrespuesta Optimaacercade se) i
l.e s esrespuesta Optima acercade s(e), S e es suficientemente pequefio.
ii® i)
Seas= lim s(e), donde s(e) escomo en (iii).
Definimos h(e) T A", (“m” como en 1.1) por:

s(e), S ki C(s) paratodoi, k

h*(e) =

e , Otro caso (2.5)
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S kno esta en € soporte de 5 entonces no es respuesta optima de
I acerca de s(e), entonces es degida con minima probabilidad. Entonces
h(e) converge acero cuando e tiende a cero.
Deladefinicion h(e 1 F (F,,A) y ademas:
S k I C(s) entonces. h*(e)= s(e >0 vy
Siki1 C(s) entonces. 0< h*(e) = e < s(e), de donde se obtiene:
ane <L

Para e suficientemente pequefio y s‘(e)® h“(e). Por tanto, € juego
perturbado (G h(e)) esta bien definido y ademés.

Si(h®) ={s@ET S: s(©32 h*(e) "k F},
de donde obtenemos. se)1 S(h(e))
Si dado k cudquieraen F, exiseun Il F, td que:
R(s(® k) <R(s(©ll) "i

entonces k no es optimo frente a s(e), para e suficientemente pequefio
s(e) tiendea s, entonces k no es éptimo frentea s entonces k1 C(s).

\S@ = R(e) i

\ e esunequilibrio de (Gh(e)), pues:
s==lim s(e) donde se)1 E(Gh(e)) Y imh(e) =0

DEFINICION 2.7

Sea un juego en forma norma A = (F,,...,F ..R.....R ) decimos que la
estrategias del jugador i es dominada por la estrategia s; S
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R(SIS)ER(s|§) "si S
$s/ R(s|s) <R(s|s) (2.6)

Paraverificar que s esdominada s por s es suficiente verificar
gue (2.6) es satisfechaparatodoj 1 F ,envezde " sl S.

Decimos que § es estrictamente dominada por s S toda

Inecuacion en 2.6 es estricta y decimos que S es ho dominada, S no existe
S que la domine. Finalmente una combinacion estratégica si S, es llamada
no dominada, s cada componente s de s es no dominada.

Un jugador nunca elegira una estrategia dominada.

Ejemplo 5: Veamos € siguiente juego:

L M R
4 5 6
U
3 1 2
2 8 3
M
1 4 6
3 9 2
D
0 6 8

Para € jugador 1, no existen estrategias dominadas; sin embargo para €
jugador 2. “M es estrictamente dominada por R”, como € jugador 2 es
racional nunca jugara M. El jugador 1 sabe que € jugador 2 es racional, por
lo que sabe que @ nunca jugard M, por lo tanto, Sin consderar esta
estrategia tenemos, para € jugador 1. “U es mgor que M y D”. Luego
como € jugador 2 sabe que € jugador 1 esracional, solo jugara L.

\ El juego queda reducido sdlo a: (U, L)

COROLARIO 2.7

Cada equilibrio perfecto es no dominado.

28



Prueba.
Lo que se quiere demostrar equivale ala siguiente implicacion:
“Si s es un equilibrio dominado, entonces no es perfecto”.

Pero, que sea un equilibrio perfecto equivale (segun (ii) del teorema)
aque hayaunasucesion (s(e))so , tendiente as* y tal que paratodo e, s(e)
sea un e-equilibrio.

Asi, aslimase gue s* sea un equilibrio perfecto dominado, y debe
obtenerse una contradiccion. Para facilitar la escritura, supongase que solo
hay dos jugadores. Sin pérdida de generalidad, sea el caso que s*; es
dominada por otra estrategia s';. Entonces, se tiene que:

(Ru(S*1, S2) ERu(S'1, &), " S u($S2, Ri(S*1, &) <Ru(S'1, ).

Como sin pérdida de generalidad puede suponerse gue todos los
valores de R, son positivos, ha de existir una estrategia pura, k, del primer
jugador, tal que s*; (k) sea positivo y que Ry(k, s) <Ry(h, s,), paracierta
estrategia pura, h, del segundo jugador.

Pero, por lo tanto, para todo e de la sucesion de arriba, ya que s(e) es
un e-equilibrio, ha de tenerse que se)(k) £ e. De aqui se sigue que s*4(k),
sendo € limite de la sucesion (S(€)1)s o, debe ser nulo, lo que contradice lo

dicho tres lineas arriba.
U

DEFINICION 2.8

Sea A = (,,....F,R,...,R) un juego npersona en forma normal. Para
hi AT, seaU. ={hl AT, ;h<h}, sesun equilibrio estrictamente perfecto de
A'S exigedgin h T A" y paracada hi U- dgin sh)i E@Gh) ta que
I}!m0 sh) =s.
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CAPITULO 3

EQUILIBRIO PROPIO

Como se vio en la seccion anterior un equilibrio Nash puede ser poco
creible, por eso refinamos este concepto con € de “Equilibrio Perfecto”.
Sin embargo, puede darse € caso como ya lo vimos, de que este mismo
equilibrio perfecto puede no ser razonable. Para excluir estos equilibrios,
Meyerson en 1978 introdujo un refinamiento a concepto de “perfeccion”:
El “Equilibrio Propio”.

La idea basica del concepto de “propiedad” es que un jugador
comete sus errores, de una manera mas 0 menos racional, es decir
gueremos que | os errores mas costosos ocurran con unamenor probabilidad
que la probabilidad de los errores menos costosos.

Ejemplo3.1 Veamos € siguiente juego:

1 0 -1
L
1 0 2
0 0 0
Ry
0 0 2
-2 -2 -2 Figura3.1
Aq
-1 0 -2

En d juego de la figura 2.1 teniamos solo un equilibrio perfecto y era
(L1,L,). En dicho juego hemos adicionado la edtrategia dominada A
(figura3.1) y ahora obtenemos dos equilibrios perfectos: (L1,L,) y (R1, Ry).
En efecto: s los jugadores acuerdan jugar (R4, R,) y ambos esperan que €
error A ocurra con mayor probabilidad que € eror L, entonces es
verdaderamente Optimo para cada jugador jugar R.
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Sin embargo (R;, R,) no es propio; en efecto, s los jugadores no
esperan gue e error A ocurra con mayor probabilidad que € error L( por
ser A mas “costoso” que L, desde que A es estrictamente dominada por L),
cada jugador tratara de prevenir € error A antes que € error L y asi, A
ocurre con menor probabilidad que L .S verdaderamente € error L ocurre
con mayor probabilidad que A entonces cada jugador preferiria jugar L
antes que & mismo R, por lo tanto (Ry, R,) no es propio.

Ejemplo3.2 Veamos € siguiente juego:
L., M, R

2 1 0
Ly
2 1 0
1 1 1
M,
1 1 1
0 1 1
R1
0 1 1

Este juego muestra que no todo equilibrio muestra el mismo grado de
“robustez”’. En este juego se presentan 5 equilibrios de Nash, y son (L, L»),
(M1,  My), (R1 My), (M1 Ry y (R1Rz). Losequilibrios: (R M), (M1 Ry)
y (R1 R,), no son perfectos; en efecto s puede ocurrir errores cada jugador
preferiria jugar M a R. Los equilibrios (L, Ly) y (My,M,) son ambos
perfectos y propios en efecto: Si ambos acuerdan jugar (M, M), y también
esperan que € error (A4, Ay) ocurra con mayor probabilidad que e error
(L., Ly), entonces para ambos seria éptimo jugar efectivamente M, por 1o
tanto es perfecto. También s esperan (ambos) que € error R ocurra con
menor probabilidad que & error L (por ser R mas*costoso” que L), igual
para ambos es Optimo jugar M, por tanto es propio. Andogamente con

(Ll,LZ)-

S los jugadores tienen € acuerdo de jugar (L4,L,) entonces mientras
ocurran errores con una probabilidad menor que Yxada jugador
permanecera a gusto jugando L. Sin embargo s los jugadores tienen d
acuerdo de jugar (My M), entonces cada jugador permanecera a gusto en
el acuerdo solo s espera que € error R ocurra con una mayor probabilidad
que & eror L Esto nos muestra que d equilibrio (L4,L,) es més
“robusto” que & equilibrio (M, M,), siendo ambos equilibrios propios.
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DEFINICION 3.1

SeaA = (Oy,..... ,On, Ry, ....., Ry) unjuego n-personal en formanormal, sea
a R,.,.ys@ I S Decimosques(d esun a-equilibrio propio de A si es
completamente mixto y satisface:

"K[$IAR(s(® |K) <R(s®|N}P S@©@Ees@i = ... (3.1)

si Sesun equilibrio propio de A , s s es punto limite de una sucesion
(s(e)),, con {g)~ 0 ,dondes(d esun &-equilibrio propio de A.

TEOREMA 3.2.

Si s es un equilibrio propio de A, entonces " e* >0, $agun & -equilibrio
propio de A tal que:

S= lims(e)
Prueba.

En efecto: S s es un equilibrio propio de A, entonces $ (s(e)), -, »ta que

converge hecia s, sea k tal que & @ §. Como s(&) es un g-equilibrio
propio de A, satisface :

K {Res@) 1K) <R@st@) N} P 5+ (@) £ 6. @)
Ps@)Ees@)EES(e) ]

b s'(e)Eer S(e)) i
Por |o tanto (&) es un & -equilibrio propio. Ademés, haciendo
s(&"): = 9&); setiene que

S= lims(e).
e 0
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TEOREMA 3.3

Todo equilibrio propio es perfecto.
Prueba.

S s es un equilibrio propio de A, entonces es punto |imite de una sucesion
<S(e<)>ek_0 , donde s(3,) es un &equilibrio propio, es decir es completamente

mixta y satisface (3.1). Como (&) es completamente mixta satisface
s(@)<1,"I"i,entonces tendriamos:

K R 1K) <Rs@IN}P § @) £ s @)
b s (e)fes(g)<eg

b s <, i
Por |o tanto S(&,) satisface (2.4) y ademés es completamente mixta entonces

s(&)es un §-equilibrio perfecto. Luego s es un equilibrio perfecto.
0

LEMA 34

Si s esun equilibrio propio de un juego en formanormal A;y " &> 0
(3 es un &-equilibrio propio de A, tal que lim s(e) =s. Entonces s esuna

respuesta Optima para de (8, Si & es bastante pequefio € cud esta
tendiendo a cero.
(La prueba de este lema no nos la brinda € autor)

Prueba:

Sea s es un equilibrio propio de A, tal que  Iim s(e) =s ;
entonces.

ims‘e = s, "i"kilF, ... *)
donde s(3 esun e-equilibrio propio.

L uego:
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" K8 ARs@ 10 <REs@ N} P s@Ees@f i,
ycomoa® 0,y s (e)esacotado"i" IT F, , entonces:
dd@ ®0

Luego s‘(§ ® 0, de (*) y por unicidad ddl limite se tiene que:

Por |o tanto:
"K$I AR SO [K) <R((©) |} P s=0 "i e(F%)

Quiere decir que s “I” supera a “k” en pago, entonces “s” le asigna
probabilidad cero, para cada jugador (s; “castigaalas maas’).

De (**), (1.10) y (1.11), setiene que:

C(s)1 Bi(s(a)

Entonces s; asigna probabilidad positiva a conjunto de respuestas
dptimas puras de i paras(, paratodoi.

Por |o tanto s es una respuesta 6ptima acerca de s(3 , paratodo 3 tal
quea ® O.

[

Al inicio de esta seccion, en € gemplo 3.1 mostramos que un
equilibrio perfecto no necesariamente es propio, es decir el concepto de
propiedad es un refinamiento del concepto de “perfeccion’. Lo que
buscamos es refinar e concepto de equilibrio de Nash, de tal manera que
NoS genere un conjunto no vacio de soluciones, para cada juego en forma
normal. Dicho conjunto es justamente € de los equilibrios propios como
mostraremos a continuaci on.



TEOREMA 3.5

Cadajuego en forma normal posee al menos un equilibrio propio.
Prueba.

Sea A =(0,,....,0,, Ry ....., R) unjuego en forma normal. Es
suficiente mostrar que para todo a> 0 bastante pequefio, existe un &
equilibrio propio de A. Sead | (0,1). Para i I N, definimosn; | F(F; R)
por:

e"

h paratodok T F, ... (1)
Ademés, sean h, S(hj) y S(h) como en ladefinicion 2.1. ..(I1)
Paracada i 1 N, definimos la correspondencia F de §(h) a S(n;) por:
Fi(s) =1{s,1 sth):"Ksi/R(s|k)<R(s|)p sk Ees!}  ..(II)

Entonces Fi(s) * @ paa todo si S(h). En efecto, sea si S(h) y

supongamos que:  Ri(sk) < Ri(g]l); dondek, | T F, ..(1V)
definimos
Vi(sK) = [(IT F;R(s|k) <R(s|)}| parak T F,, ..(V)

es € nimero de elementos del conjunto de estrategias puras del Fésimo
jugador que superan en pago asu estrategia purak; vy

sk = ee9] e’ paaki F,, e (V1)

I InF;
Entoncess/>0 "k | F,, y ademés:

és_k — é ( evi(s,k)/ éevi(s,l)) — 1,
k k I

Porlotantos* I S

Por ser e< ltenemos. e"®% > ~.(VII)
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Y ademés g e'“" <m (por ser F, t gentoncesm; * 0)
|

Entonces tendriamos

1 1
Tow > . (VII)
I
evi(s,k) emi
De (VI )y (VII): e < = o (1X)

ae’ m
Reemplazando en (IX), (1) y (VI), tenemos

s > h " kT F

Porlotanto s, 1 Si(h)

Tambiende (1V )y (V): vi(sl) < vi(sk)

Entonces: gtk < gilsh
L uego gtk g egieh L (X)
Dividiendo ( X ) entre: e, yde(Vl)

|
obtendremos: s £ es!

Por |o tanto de la def. (111 ) tenemos:

s, | Fi(s)

También F(s) es cerrado; en efecto:

k k

Sea (s!"),1 F(9)/ s'®s, entonces (s")" ® (s;)

comos"l F(s) "n entonces:

"kiF, tenemos (s")£e(s")

"k
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() (s.)

(s) £e(s)

Entonces:

Por |o tanto: s, I Fis); por lo tanto F(s) es cerrado.

También es acotado por ser subconjunto de S(h) que es acotado por la
definicion (2.1), por o tanto es compacto.

Fi(s) es convexo; en efecto:

Sea s, s, | F(9),y al [0 ;ysupongamosque: Ri(sk) <Ri(gl), ent
por (I11) tenemos:

(s)£e(s,) ® a.s)Eea(s,) (*)
(5) £e (s) ® (La). (5) £e(l-a).(s) (**)
Sumando (*) y (**) obtenemos:
[ a(s)+ (I-a). G e elas)+(1-a)(s)]
Porlotanto: [ a.(s,)+ (1-a). (5))]1 Fi(S)
Por lo tanto Fi(s) es convexo.

La correspondencia F; es superiormente semi continua ( sem C°); en efecto:

Sea  (s)1 S(h) /sses Y (s')! S(h)ta que

", (s") 1 Fi(sh)
s: R [K) <R, |)entonces: (s")£e(s”) ... (X1)
supongamosque (s" ) ® (s,), entonces(s" ¥ ® (s, ), ... (XI1)

de (XI), ( XII') y por ser R, continua (def. 2.1), tenemos que:
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S Ri($: K <R (s [l) entonces (s/) £e(s")

l Lo

Ri(s|k) <Ri(s]l) entonces:  (s,)“ £e(s,)

Porlotanto (s,) 1 Fi(9); luego F(s) es sem C°.

También tenemos por def. 2.1 que € dominio de Fi , S(h) escerradoy por
ser F; sem C° entonces € gréfico de F; es cerrado.

Sea F la n-upla (F,, F,, ...., F,). Entonces F satisface la condicion del
Teoremade Kakutani para Punto Fijo, y por tanto F tiene un punto fijado.
Esdecir $ s1 S(h)ta que s1 F(s),y por (Ill') s esun aequilibrio
propio de A, con lo cual la prueba se completa.

[

Como vimos en € juego de la figura 3.1 € concepto de
“perfeccion” tiene € inconveniente de que ahadiendo estrategias
dominadas se puede agrandar € conjunto de equilibrios perfectos En €
siguiente gemplo vemos como € concepto de propiedad presenta €l
mismo inconveniente.

Ejemplo3.3 Veamosd siguiente juego:

1 2
1 0
1 1 0
1 1| figura3d.3.1
0 0
2 0 0
2 1
1
1 2

38



0 0| figura3.3.2

En este juego intervienen tres jugadores, cada uno con dos estrategias puras
paradegir (“1” y “2”). El jugador 1 dige lafila € jugador 2 la columnay
el jugador 3 la matriz, en cada celda la entrada superior izquierda es € pago
del jugador 1, la entrada del medio es & pago del jugador 2 y la entrada
inferior izquierda es @ pago del tercer jugador.

Si consideramos un juego solo con la matriz de la figura 3.3.1, € jugador 3
estaria restringido solo a su primera estrategia, entonces € Unico equilibrio
perfecto y propio de este juego seria (1,1,1); Sn embargo en € juego
completo es decir, € de las dos matrices alavez, donde € jugador 3 tiene
2 elecciones posibles, la estrategia (1,1,1) no es € Unico equilibrio propio,
también lo es (2,2,1). En efecto, S consideramos que € jugador pueda
cometer € error “2" , entonces seria Optimo para los jugadores 1y 2 seguir
jugando “2”, andlogamente sucede s consideramos que € jugador “1” O
“2" pueda cometer un error.

DEFINICION 3.6

A~

SeaA = (0,,..... ,.0,, Ry, ....., R,) unjuego npersonal en formanormal y
seasl S. Decimos que s es un equilibrio débilmente propio de A, si existe
una sucesion (s(e))_, de combinaciones estratégicas completamente
mixtas con limite s, tal que s es respuesta Optima para de cada elemento de

esta sucesion y ademés satisface:
"K|$IAR(s(® |K) <R(s@|N}P S@©@Ees@i ... (3.2

Este concepto requiere que solo un error considerablemente mas
costoso podria ser elegido con una probabilidad la cua es de menor orden.
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Ejemplo 3.4

1 2 3
2 1 1
1
2 1 1
2 0 3
2
2 1 1
0 0 0
3
1 1 0

El Unico equilibrio propio dd juego es (1,1) desde que € concepto de
propiedad requiere que € jugador 2 dlija su tercera estrategia con una
probabilidad de menor orden que de la segunda estrategia, sabiendo esto €
para € jugador 1 seria 6ptimo elegir su primera edrategia. Supongamos
que ambos jugadores tiene € acuerdo de jugar(2,1), sSn embargo por €
concepto de equilibrio débilmente propio € jugador 2 no tiene que eegir
Su tercera estrategia con una probabilidad mucho menor que su segunda
estrategia desde gque la tercera es solo un poco peor que la segunda (jugador
1 elige su tercera estrategia con una muy pequefia probabilidad), para d
jugador 1 seguiria siendo éptimo elegir 2, asi como parad jugador 2 1o es
la eleccionl.

TEOREMA 3.7

Cada equilibrio propio es débilmente propio y cada equilibrio débilmente
propio es perfecto. El reciproco de ambos enunciados es fal so.

Prueba.

Sea s un equilibrio débilmente propio, s= lim s(e); donde (s(e)) .-, €s

una sucesién de combinaciones estratégicas completamente mixtas tal que
s es la respuesta Optima para cada S(e) de la sucesion; entonces, por el
teorema 2.6-(iii), tenemos que s es un equilibrio perfecto. En € juego del
gemplo 3.1, (R4, R,) esun equilibrio perfecto pero no es propio, pues si
consideramos que € error A pueda ocurrir con una pequefia probabilidad,
entonces seria verdaderamente Optimo para cada uno de los jugadores jugar
L.
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Supongamos que s es un equilibrio propio del juego npersona en forma
normal, A. s = Iim s(€) ... (*) donde s(e) es un e-equilibrio propio , es

decir es completamente mixtay satisface (3.2); de (*) y por la continuidad
de R, setiene:

"K|$fR(s(@)|k) <R(s(®|I)} P s‘(@fes @i ... (3.2

!

R(sIKIER(s|]l) P s £es(e)

Por e lema 3.2 tenemos que s es respuesta Optima para todo elemento de la
sucesion, por lo tanto s es equilibro débilmente propio.

[

Sin embargo no todo equilibrio débilmente propio es necesariamente
propio, como vimos en & gemplo 3.4.

TEOREMA 3.8

Cada equilibrio estrictamente perfecto es débilmente propio.
Prueba.

Supongamos que s es un equilibrio estrictamente perfecto de un juego en
formanorma A =(Os,.....,0,, Ry, ....., Ry). Porladefinicion de
equilibrio estrictamente perfecto $hi RY,, y tal que paracada hi U- $

dgins(n) 1 E(A, n)ta que ims() =s, donde U_={nhl R} h<h}

Para e> 0, definimos h(e) mediante:
-(1) vi(k):={IT F;R(s|k) £R(s|)}|  paail N,kI F, ...(I)

es e numero de edtrategias puras del i-ésimo jugador que no son
superadas en pago por la estrategia purak;

(i) N(e):=e® ... (1)

Primero verifiguemos que h; es como en ladefinicion 2.1 paratodo i.
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En efecto hi F (F,,R) y como e>0entonces h*(e) >0 ki F,,y paa
e suficientemente pequefio tenemos que § h= § €' < 1, con lo que h;
k k

es como en la definicion 2.1

S e es pequefio, h(e) se aoroxima a cero, lo cua implica que
he1 U- , por lo tanto $s(n(e))T E(A, h(e)) ta que lim s(h(e)) ='s.
Por ser s(h(e)) un equilibrio del juego perturbado (A, h(e)) y de (2.3)

tenemos que:
Sidadounk i F, $IT F,ta que

Ri(s(h(e) [k) < R (s(h(e) 1) ()
Entonces shi@) = he i ... (1V)

De(l) y (lll)tenemos.  vi(k) > v(l)

vi(k)

Luego: e < e"" (e espequefio)

MO e eV (V)

Entonces tendriamos. e
De (IV) y (V), y por definicion (11), tenemos:
fh@) = heEe = "W £ e e "V = en(E ... (VI)

Como s(h) 1 S(h(e), y Il F, entonces:
sti(e)® H(e

yademds"i"l, h(e >0 deestoy porladefinicion (1) tenemos que:
s(h(e)) es una combinacion estratégica completamente mixta.

L uego por ser e>0 tenemos.
e.sh@) * e.n(e (VI
De (V1) y (VII) obtenemos:
sSh'@E) £ e shi(E) ... (VII)

es decir s(h(e)) satisface (3.2) y también es completamente mixta.
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Como hI(ir}q 0s(h(e)) =s, entonces hl(irposk () =s“. "i"k, Yy de manera

anaoga que en la demostracion del lema 3.2, obtenemos que s es respuesta
optima para s(h(e)), S e es suficientemente pegquefia. De agui s es un
equilibrio débilmente propio.

TEOREMA 3.9

Cada equilibrio estrictamente perfecto es propio.

Prueba.

Con todos los argumentos de la demostracion anterior tenemos que (111)
implica (VIII), luego gh(e), que es una combinacion estratégica

completamente mixta, es un e-equilibrio propio de G td que
hI(ir}q s(h(e)) =, por tanto s es un equilibrio propio del juego.

DEFINICION 3.10:

Sea A = (O4,..... .0, Ry ....., R) unjuego npersonal en forma normal,
Para h | RY, sea U.como en la definicion 2.2.7. s es un equilibrio

estrictamente propio de G 9 $hi R, y una correspondencia
continuah ® s(h) de U-aStal que sh)T E(Gh) paratodo h'y Igrgg sh) =s.
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CAPITULO 4.

EQUILIBRIO ESENCIAL:

En las secciones previas consideramos refinamientos del concepto de
equilibrio de Nash, basados en la idea de que un equilibrio razonable puede
ser estable cuando se dan ligeras modificaciones en las estrategias del
equilibrio. Ahora consideramos dos refinamientos basados en la idea de
gue un equilibrio razonable deberia ser estable s se producen ligeras
modificaciones en los pagos del juego. Estos son & equilibrio esencia vy €
equilibrio fuertemente estable. Un equilibrio sde G , se dice ser esencid s
cada juego con pagos proximos alos de G, tiene un equilibrio proximo a s.
También tenemos que no todo juego posee un equilibrio esencia como
veremos el sguiente gemplo:

Ejemplo 1. Veamos d siguiente juego:

Ly

R:
1 0 0

El juego presenta dos equilibrios (L;, Ly) ¥ (R1, Ly). Sin embargo ninguno
es esencid. En efecto: Veamos que (L1, L) no es esencid: que € pago
paa d jugador 1, cuando este juega R;, sufra una ligera modificacion
cuando € jugador 2 juega L,: en vez de 1, que sea 1,1, entonces €l jugador
1 tendra e incentivo de desviarse aR; de estamanera(L,, L,) , yano seria
equilibrio. Andogamente sucede con d equilibrio (R4, L,).

DEFINICION 4.1

SeaA = (Oy,..... ,Qn , Ry, ..., Ry) un juego npersonal en forma normal.
Un equilibrio sde A es un equilibrio esencial de A s paracada e >0
exisedgin d >0 tal que paracada A" cond( A, A") < d , existeagun
s1 E(A") cond(s s)< e.



Al ser s, s distribuciones probabilisticas de los n jugadores, pueden verse
como elementos de A™, donde m es como en (1.1), se esta manera S puede
ser vista como m espacio dimensiona y se puede hablar de distancia
euclidianaentre sy s . Por otro lado, explicamos en la primera seccion,
que la distancia entre dos juegos, es solo para aguellos juegos que
pertenezcan a mismo espacio JF 4, ....., F,), € decir que tengan, las
mismas estrategias puras; debido a la correspondencial a1, entre J(F 4,
..... , Fny R™ d juego G le corresponde un vector de pagori R™™ , y d
juego G le corresponde un vector de pagor't R*™ , dondery r” son como
en (1.16), entonces podemos ver a los juegos Gy G° como elementos de
R"™ y ladistancia euclidiana entre ellos como d(G,G") = d(r,r").

Ejemplo 2: Seaun juego para 2 jugadores G= (F,,F,,R,R,) donde |F,|=2
y |F,/= 3. Luego m* = 6, por tanto R, y R, son elementos de A®, y los
vectores de pago r4, I, asociado a cada jugador son elementos también A®,
por tanto  su vector de pago r = (r;, r,) € un elemento de A*.
Andogamente para otro juego G'1 J(F 4, F,), Su vector de pago asociado

r” también es un elemento de A*?, entonces la distancia entre los juegos G,
G’, serdladistanciaeuclidianapara A*.

Ejemplo 3:
Lo M, R,
1 0 0
Ly
1 0 0
0 2 2 Figura4.3.1
M,
0 2 2
0 2 2
R
0 2 2

El juego presenta 5 equilibriosy son (L4, Ly), (My, M), (M4, Ry), (R1, M»)
y (R11 RZ)

Sin embargo, € unico equilibrio esencial del juego ess= (L4, L,),
en efecto: la idea es que a modificar ligeramente los pagos del  juego,
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originando un nuevo juego, este nuevo juego también tenga un equilibrio
muy proximo a del juego origina. Dado un e>0, tal que parajuego G~
,juego que es una ligera modificaciéon de la figura 4.3.1, como que £

muestra en € siguiente cuadro:

+d, 2+d,| 2+d,| Figura4.3.2

Se tiene que d(G,G") = d(r, r') donde r y ' son elementos de A* ,
utilizando la métrica del méximo tenemos que d(r, r') = max|/d|. Sea d>

1£i £18

max|d| , setieneque d(G,G") < d. Parad>% =s=(L 4, L)) | E(G)

también, luegod(s,s)=0< e . Porlotanto " e>0. $d>1/2, ta que para
cadajuego G*, con d(G,G’)<d $s =sI E(G")con d(s,s)<e.Luegos
= (L4, L,) esun equilibrio esencid.

Sin embargo los demés equilibrios no son esenciales, en efecto,
veamos € caso del equilibrio M = (My, M,): Consideremos un juego G’,
gue es una ligera modificacion al juego de lafigura 4.3.1, como se muestra
en lafigura4.3.3 que a continuacién mostramos:
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1 0 0

Le 1 0 0
0 2 2

My 0 2 2
0 2+d/2|2

Ry 0 2 2

Figura4.3.3

Se tiene que para cudquier d>0, d(GG’) < d, Considerando un
e suficientemente pequefio, se tiene que no existe ningun equilibrio s* de
G™ ta que d(M, s) < e, pues @ jugador 1 tiene ahora € incentivo de
desviarse a R. De ahi (M;, M,) no es equilibrio esencia. Andogamente
los demés equilibrios tampoco son esenciales. Sin embargo, tanto M como
R duplican € pago a los jugadores en relaciéon a L; de ahi, s dlostienen €
acuerdo de jugar M 6 R, ninguno tendria incentivo a desviarse. Por tanto un
equilibrio esencid no necesariamente es preferible a uno no esencid,
utilizando la palabora “preferible” en @ sentido que maximice su pago.

TEOREMA 4.2

Cada equilibrio esencial es estrictamente perfecto.

Prueba.

Sea A = (0,,..... .0,, Ry ..., R) unjuego n-personal en forma
normal y asumimos que $ esun equilibrio esencial de A. Sea h = (hy, ....
,hy) tal que 2.1 es satisfecho. Construimos un juego en forma norma G’
cuyos equilibrios inducen equilibrios en (G, n). S h es pequefio, G' estara
proximo a G y por tanto G' tiene un equilibrio proximaa 3 . En este caso
el equilibrio inducido en (G, n) esta proximo tambiéna 5y esto establece
la prueba.

Denotamos convenientemente un elemento genérico de F, por j .
envezde k. S 51 S, entonces escribimos s(j ;) paralaprobabilidad que
adgnas aj, . Denotamos con h(,) alaminima probabilidad de j, end
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juego perturbado (G, h),asi h escomoen (2.1)y (2.2) . Parail Ny sI S,
definimos 1,1 (01) y s*h por:

Ii::é.hi(ji) y s*h = (1-Ii)s+h

Notamos que s*h, puede ser vista como una mezcla de estrategias
mixtas § es eegida con probabilidad (1-1.) y h/l, es elegida con
probabilidad | ,. Donde h /1, estadefinida por:

—f::__(h,1 ...... h™) © %(hiq Db G 1))

gue es una distribucion probabilistica pues todos sus elementos son no

negativos y ademas tenemos que i§ h( ) ::—‘ =1

i j=L

Luego s * h puede verse como la distribucién probabilistica ((1-1,),1,)sobre
e par (s,lih). La interpretacion de s*hes. s las probabilidades de

errores del jugador i estan determinadas por h entonces € jugador i
jugard realmente  s*h cuando intente jugar S. Para sl S, sea s*h
definido por:

(S*h)i = s*h

parail N
y sead juego G =(0,,..... .0, R, ....., R ) definido por:
R(O)=RG*h paaitN,jTF ... (4.2)

Deaqui, R'(j ) esd pago esperado del jugador i s los jugadores intentan
jugar | y cometen errores acordes con n.

Afirmamos que:
R'(s) =R(s*h) paratodoil N, si S ... (4.2)

En efecto:

R(9= &s()RG) por (1.7)
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= & s()R( *h) por (4.1)

J

= asi)a i *hiHRrRE) por (1.7)
= ég‘éso )i *hG()R )

i j %]
= & (" )RE) (*)

= R(s*h) por (1.7)
donde (*) se obtiene del hecho de que paratodo it N

(s*h)(i") = as@)G,*h)@7)  paratodo sT s, j1 F,,

I

En efecto:

s*h =(1-1)5+ (I i)%hi .
Por tanto:

(")) =@ 1)SG) + oFn s e (**)
L uego:

()Y = (1), G7) + )R
Entonces:

85603, ")) = &sE)E1)i(h) +&sG)d)h"

= (1- Ii)és(ii)Ji(J?) + h' é%(ii)
A ! ~ _J \ ' J
s(™) 1
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(1' Ii)S(in) +hn
= (s*h)(i7) por (**)
y del hecho de que los jugadores eligen sus estrategias (y cometen sus

errores) independientemente. Como una consecuencia de (4.2), tenemos
queparatodoil N, si S,j .1 F.:

R'(sliv) = @-1)R(s*h[j) + éhi(iim(s*hui)

lo cua implica que:

R'(sli;) < R'(sliy) § R(s*hlj)<R(s*hlj;) paratodoi,s,j,, |’

Seah® 0, entoncesh ® 0 . Paraj 1 F, tenemos que:
(J *h)i = ji*hirluego
ji*hi = (1_Ii)ji + h
B cuandoh ® 0

0 0

entonces j,*h. ® j,;luego j *h® ) . Estoimplica, desde que R
es continuay por (4.1), que R'(j)® R(j ). Deaqui, y por e hecho de que
edjuegoc 1 J(F 4 ....., F,), S h® 0 ,entonces G' ® G . Por tanto, a ser
s equilibrio esencia de G, G' tiene un equilibrio §' =(9',s),......., g),d
cua seagproximaa s . Al ser ' equilibrio tenemos del teorema 1.1 que:

s R(s'1j,)<R(s'I7), entonces §'(j ;)= 0, paratodo iT A,j i’ 1T F,,
de e cual sigue usando 4.3, que paratodo iT A,j i~ T F,,

s R(s*hlj;) <R(s"*h|j"), entonces R(s'|j ) <R(s'li"), en G,y en é
juego perturbado (Gh) se tendria que:

(gq*h)i(j ) =h( ;)
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Esto implica que <'*h es un equilibrio de (Gh). Desde que s'*h
converge a $ cuando h® 0, nosotros tenemos que § es un equilibrio

estrictamente perfecto de G.
[

Ahora introducimos un refinamiento a concepto de equilibrio esencial,
realizado por Okada y Shindoh , que es & concepto de equilibrio
fuertemente estable.

Recordemos que de (1.15) y (1.16) , nosotros identificamos un juego
Al J(Fq, ... , Fn) conunvectorr = (ry, Iy, ...... , 1)1 A" donde m*

esta dado por (1.1), asi vemosa J (F4, ..., F,) COMO un espacio
euclidiano n.m*- dimensiond.

DEFINICION 4.3

Sea G=(F ..., F.,R,...,R) un juego npersond en forma normal.
Un equilibrio 3 es un equilibrio fuertemente estable de G 9 exigen
vecindades; Ude G en A™™ yV de sen A", tal que:

I [E(G)c V|=1, paratodo GT U,y
. La correspondencias: U ® V definidapor {s(G )} = E(G)¢cV
es continua.

COROLARIO 4.4

Cada equilibrio fuertemente estable es esencial.

Prueba.

Sea s un equilibrio fuertemente estable del juego n-persona en forma
normal G entonces existen vecindades. U de Gy V de std que |[E(G)¢ V|
= 1. Entonces sea e>0, $d>0,td que GiUsS d(GG)<dy sV,s
d(s,9) <e.

Supongamos que d(G,G) < d, entonces Gi U, entonces.
E(G)¢V|=1, luego sstal que s 1 E(G)¢V,luego s1 E(G)y 81V,
entonces d(s,s) <e. Por lo tanto s es equilibrio esencid.

O
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DEFINICION 4.5

SeaA = (0,,.....,.0,, Ry, ....., Ry) unjuego n-persona en formanormal.
Un equilibrio sde G esun equilibrio aislado s existe unavecindad V de s
tal queV CE(G) = {s}.

COROLARIO 4.6

Cada equilibrio fuertemente estable es aidado.

Prueba.

S s es un equilibrio fuertemente estable de G entonces existe una
vecindad : Ude Gen A" yV de sen A", tal que [E(&)¢ V| =1, para
todo GI U, en particular como Gi U tenemos que:

[E(G)¢ V=1, (1)
ahoracomo s V y ademas s es un equilibrio de G tenemos que:
sI E(G)cV, (11
luego de (1) y (II) tenemos que:
V CEG)= {s}.

Por |o tanto s es un equilibrio aidado de G.
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CAPITULO 5

EQUILIBRIO REGULAR

En esta seccidon introducimos € refinamiento mas estricto del
concepto de equilibrio de Nash: el concepto de equilibrio regular.

Sea A =(0,,....,0,, Ry ..., R) unjuego npersona en forma
normal. Parail N , escribimos X,de F(F,A), paradenotar a conjunto de

operacionesde F, a A. Tenemos que S | X;. Un elemento de X, es
denotado como x y x* denota la evaluacion de x; en k. Identificamos X;

con A™, donde m es como en (1.1). X denota € 6 X; y un demento
genérico de X es denotado por x. El conjunto X puede_ser identificado con
A™  donde mestadadapor (1.1). S xT X y x1 X,, entonces

Xlxl’ = (Xln reny Xi-ln )(i’l Xi+la ----- 1Xn)

Delas ecuaciones (1.5) y (1.7) , extendemos R, de Sa X por la
siguiente definicion:

R(X):= &x().R0O) ;

iTF

x(j ) :=C_‘)>¢i S 1 = (Koo k) (5.1)

Notemos que como R; es polinomial, entonces es de clase C*.

TEOREMASG.1

Una combinacién estratégica 9 S es un equilibriode G sy solos se
cumple: S §>0, entonces Ri(sk) = max R(sl) i1 N.kT F,

Prueba.

(P ) Seas1 S unequilibriode G
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® Sesrespuesta optimade s mismo.
® S esrespuestaodptimaas "i

® C(s) 1 Bi(s "i (por teoremal.l)

Dadoki F, .S §>0

® ki C(s) "

® ki Bi(9) "

® Ri(sk) = mex Ri(sl[s?) i
® Ri(sk) = max R(sll) "

(U) Seasi Stalque"iT N, " ki F,
Seakli F,.S kicC(s) p >0
Entonces por hipétesis:.  Ri(s| k) = mex Ri(s| 1)
Entonces Ri(s|k) 2 Ri(s|s") "§1 S
En efecto:
Supongamos que $s”1 S tal que
Ri(s|k) < R(sls)  (**)

Por ser §° combinacion convexa de las j , (estrategias puras del jugador i ),
entonces $j ;" tal que:

Ri(s|s) £ R(sli)  (**%)
Luego de: (**) y (***), tenemos:

Ri(s|k) < R(s|j,) loquesecontradice con (*).



\ Ri(s|k) = maxRi(s| s7) "i
si's

vk Bi(9)
Luego, C(s) 1 Bi(9 i
dedonde s esrespuestaoptimaas.

\  sesunequilibrio de G.

COROLARIO 5.2

Sea 9 A™; sesun equilibrio de G § y s0lo s s es solucion del siguiente
conjunto de ecuaciones:

&kga(xuq- rpgxa(xu)g:o; il NkT F, y (5.2)
AX-1=0 "if N (5.3)
Prueba.

(b ) Seasequilibrio de G.

S §>0, entonces Ri(s| k) = max Ri(s|l) "il N,kT F, (porteo.5.1)
® skgR(SIk)- max R(s||)g=0; il NKIF,
S &= 0 entonces skgR(s|k)- max R(s|l)g =0."il NKIF,

Ademésde (L2): { ¢ = ¥
(U ) Por hipétesis: § s -1=0y ademéds si A™; entoncessl S.

También tenemos de hipotesis:
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SER(s1K)- maxR(s|DF =0; il NI F, ()
S ki1 C(s)

® s >0

® Ri(s| K) = mex Ri(s|l) "il NkT F, (por*)

® Ris|k) = maxRi(s| §7) i

® kK 1 Bi(s) "
\ C(s) 1 Bi(s) "

\ sesequilibriode G
[

En (5.2) y (5.3) tenemos m + n ecuaciones, en m variables; sin
embargo desde que para cada i d menos una ecuacion en (5.2) es
trividlmente cumplida (por € teorema de Nash todo juego tiene d menos
un equilibrio, para cada componente del este equilibrio, 5.2 es trivialmente
satisfecha), realmente tenemos m ecuaciones en m variables. Sin embargo,
el sstema posee la indeseable propiedad de que la aplicacion de la
izquierdade (5.2) y (5.3) no esdiferenciable.

Por tanto, consderamos un sistema de ecuaciones ligeramente
diferentes. Seaj =(k,....,k,)T F fijo, y consideremos € sstema:

X[R(x]k)- R(x]k)] =0 i1 NKTF okt Kk (5.4)
3%-1=0 i1 N (5.5)
TEOREMA 5.3

S sesun equilibriode Gy j T C(s), entonces s es solucion del sistema
(5.4) y (5.5).

Prueba.

Seasesun equilibriode G conj T C(s)
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® ki C) i
® ki B(s) "i

® Ri(s|k) ® R(s|l) "ITF,
Dado ki F_, tal quek: k;, entonces
Ri(s|k) > R(s|k) o  Ris|k)=Ri(s|k)
S R(s|k) > R(s| k) entonces s =0 (por 1.10)
\ [R(sIk- R(slk)] =0 “il NkTF kK
S R(s|k)=Ri(s|k) entoncesR(s|k)-Ri(s|l)=0

\ §[R(sIk-R(s|k) =0 “il NkT F Lkt k

El precio que tenemos que pagar para ganar esta diferenciabilidad en
la aplicacion del lado izquierdo del nuevo sistema, es que no toda solucion
no negativa del sstema es un equilibrio y que no cada equilibrio de G es
solucion del sistema.

SeaF(.] ): A™® A™ lafuncion definidapor (5.4) y (5.5), es decir:

F*(X[1 ) = x[R(xIk)- R(x|k)] =0 “iT NKT F okt k (5.6)
Fv(x|;) = §%x-1=0 il N (5.7)

Sea Js | j ) & Jacobiano (i.e. la matriz de las primeras derivadas
parciades) de F(s|) ) evduadoens, .i.e

Xsly) = B (59
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Si sesun equilibrio de G con j 1 C(s), entonces s es solucion del sistema
(5.6) y (5.7), entonces F(s|j ) =0

DEFINICION 5.4

Un equilibrio sde G es un equilibrio regular s J(s|j ) es no singular para
agunj T C(s). Unequilibrio esirregular s no esregular.

Ejemplo 1. Veamos € siguiente juego:

A, B
0 0
A
0 0
0 1
B:
0 1

El juego presenta dos equilibrios que son (A1, Ay) y (B, B,). Envista de
que & segundo equilibrio supera en pago a primero, éste no es razonable.
Por tanto € equilibrio (B;, B,) es regular, mientras que € equilibrio (A,
A,) no lo es. En efecto:

| ={1,2}. Sea s= (B4, B, =((0,1),(0,1)) = (0,1,0,1), entonces C(s) =
{(B4, By}, en efecto, s por gemplo (B4, Ay) 1 C(s), entonces tendriamos
que A, 1 C(s,), esdecir A,1 C(B,) lo cua se contradice con & hecho que
B, es la edrategia mixta que asigna probabilidad 1 a B,, y por tanto
probabilidad 0 a A,.

Seaj) =(By, B, = ((0,1),(0,1) =(0,2,0,1) 1 C(9).
De ladefinicion (5.6) y (5.7) tenemos que:

F:A“® A*, F=(F™F™ F* F*) donde
FA (x1)) =x* [R(A.%,) - R(B,X)] = x*[- x*], debido &
Rl(Als XZ) = R1(01 1! XzAZ’Xsz)
=x*R(AA)+x*R(AB)=0

0

Rl(Bll XZ) - Rl(or 1’ XzAziszz)

58



=x*R(B.A)+x*R (B.B) =x*

R (X1 )= X+ - 1
R (x15) =X [R(%, A) - R(%,B,)] = X" g x*, debido &

RZ(X11 AZ) = RZ(XlAlixlBl’ 11 O)
= Xx*R (AA)+x*R,(B.A) =0

0
Ra(X1, B2)) = Ra(x,x*, 0, 1)
= x*R (A,B,)+x*R (B,B,) = x
%/_—J ﬁ—J

0

R (X1 ) =2+ - 1

Donde x = (X;, X)) = (x*, x2, x, x)

L uego:
Fo(xli) TR TRM(xi) TR (xli)
x™ > Mx® x;?
F2x]j) TR2(x]j) TR*(x]j) TR™(x]j)
TFx1j) ™ "> Mx® x?
fix 1R (x1i) TR2(xli) TR*(xlj) TE™(xlj)
x™ > Mx® x;?
TR2(x1j) TR2(xli) TR=(xlj) TR™(xlj)
™ "> Mx® x?
- Xsz 0 0o - lei
3 1 1 0 0
"o -xe -x 0
0 O 1 1
= %%

L uego, evaluando € jacobiano en s, tenemos.




Xsh) = J((B.B,)IB.B,))

TF(sli)

X
sex* = 1»>1 =1 1 0

les

Por tanto J(s) ) esnosingular paraj 1 C(S).

\  sesun equilibrio regular de G.

Ahora veamos que (A1, A,) no esun equilibrio regular:
Seas= (A1, Ay). C(s) ={(A, Ay)}. Seaj = (A, Ay 1 C(s)
Rh(x]i ) =x"+x*-1

F> (x]i )= X*[R,(B,%) - Ry(A.x,)] = x*gc:g, debido a

Rl(B]J X2) R(01 11 XQAZ’XZBZ)

= %R (B,A)+x*R(B B) = x

R1(As, %) = Ry(1, 0, x2,x% )
= x*R(AA)+x*R(AB,) =0

R (xl )=+ - 1

R (xli )= x*[R,(x. B,)- R, (X, A)]

RZ(Xll BZ) = RZ( lei’ XlBll 01 1)
= Xipi % (Al‘ ’Bz)_+-)(1Bl Rz(Bl ’Bz) = XlBl
N, R

1

Ra(X1, Az) = Ry(x*,x*, 1, 0)
=x"R (AA)+x*R,(B A) =0

0

Donde X = (X, %) = (x*, X%, x®, x)

L uego:
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1 1 0 O
TFxli) — 0 % 0 X
qIx 0O 0 1 1
0 x2 0 x*
X' 0 x
= 0O 1 1
% 0 X
- 2 1 1 1 0 1— 2 1 2 f—

Ysh) = J(AA)I(AA,))

TGl =
T[X X=s

Por tanto sno es un equilibrio regular de G .
[
A pesar de considerar a equilibrio regular como € mas estricto

refinamiento del concepto de equilibrio de Nash, existen juegos que no
poseen equilibrio regular, como veremos en € siguiente gemplo:

Ejemplo 2. No todos |los juegos poseen equilibrios regulares.

A

B.

1 0 0

Los equilibrios del juego son delaforma: s={(s,A); s11 S }.
El soporte de s estadado por: C(s) = {(A1,Ay), (BL,AY)}; sea) = (A4, A))
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RAExNi ) =X +x* -1
R (xli ) = [R(B, %) - R(AX)] = X7 g

Ri(B1, %)= % R,(B,,A) +X2R,(B,,B,) = X* + x5

1

Ri(AuXo) = % Ry(ALA)+%7 R(A B,) = %°

1 0

Fe(x 1] ) =02 + x4 x8 - 1
Fr2(x1j ) = x'2[R,06,M,) - R,(%, A)]

RZ(XL MZ) - XlAl RZ(A,M2)+X181 Rz(Bl’Mz)

Ro(X1, Ao) = X R, (A, A)+X* R, (B A)

F2 (1] ) = x2[R,(%,B,) - R(%,A)]

RZ(Xlr BZ) = Xfl Rz (Av Bz)"'xlBL Rz(Bl !Bz)

Ro(X1, A2) = x* R, (A, A)+X* R, (B A)

L uego:

TRA(xi)  TRA(x1i)  TRM(xNi)  TR™(xli)  TR™(xli)
> x> % e e
TFE>(x]i) TR (xli) TR*(xli) 9IR*(xlj) TE*(xlj)
x? x?* e ™ e
TFrxli) TRExl) TRExdi ) TRE(xdi)  TRE(xli)
™r x> X" %2 x>
TR (xli) TR"™=(xli) TR"=xli) TE"(xli) I5"(xli)

(i)
X

xn T )& ™ "3
Tre(xli) TR2(xli ) TR=(xli)  TR=(xli)  TF=(x]i)
™ T ) e b e
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Evaluando en s tenemos:

I ) = H(suA) (AuAy) = wk - 0

Por lo tanto: s no es equilibrio regular de G. Andogamente s tomamos €l
otro elemento del soporte de s, es decir (B4, A,).

\  El juego no tiene equilibrios regulares.
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SEGUNDA PARTE

CAPITULO 6

JUEGOS MATRICIALES Y BIMATRICIALES

Un juego en forma norma para 2 personas G = (F,,F,,R,R),también es
llamado juego bimatricial. Usaremos la notacion y terminologia como
usamos para juegos en forma normal para n personas. Asi S denota €
conjunto de estrategias mixtas del jugadorien Gy S=Sx S,. Paras S,
el pago esperado R(s) del jugador i S s es jugado es definido como en
(1.7). Ademés en esta seccion escribimos X; por F(F,,A), (el conjunto de
funcionesde F, a A) y X = XX X,. R; eslaextenadn de S a X como en
(5.1). Note que R es bilinedl. En efecto: sea que X;,y1l Xq, Xl Xo, y para
todoj T F, tenemos.

(axi+ by %)( ) = (aXxi+ byi)': (%)’
= (ax/: +by/*)(x)
= aX/'t. %2+ byt
= a(x,%)[ )+ b(y.,x)[ )

\ Ri(axt by %)= a (axt by )0 ).R( )

iTF

= & [a(.x)0)+b(v.%)0)] R( )

j

a d (%) )RGE) + bA (Mx)()IRG)

iTF iTF
= aRi(X1,Xz) + bRi(y1,X2)

De aqui, S X1 X4, entonces R y X, determinan una funcion lineal de X, a
A, que denotamos por R(X;). De aqui nosotros tenemos que:

(Ri(x))(x2) = Ri(Xy, X2)  parax,l Xo.



Smilamente , R, y X, determinan una funcion lined Ri(x,) de X, a A .
Decimos que R; esfila — regular, si R(x;) t O paratodo %* 0. R es
columna —regular si R(x,) * 0, paratodo % * O, y esregular ( 6 no
singular), S R, es ambos, es decir, es columna-regular y fila-regular.

Seas= (s, $ IS S d jugador 1 conoce que € jugador 2 jugara s,
entonces asigna probabilidad positiva solo a las estrategias puras
pertenecientes a B,(s)y smilarmente se aplica para € jugador 2. Por tanto
S sesjugado, los pagos mas relevantes son los pagos Ri(j ), conj 1 B(9).
Por tanto definimos la srestriccion de G, como € juego:
G =(F:,F;,R,R),donde F*:=B(s)y R° eslarestriccion delamatriz de R,
a F°=FxF;. R° es llamado la srestriccion de la matriz de pago R.
Escribimos X°para denotar a conjunto F(F:,A)y extendemoslaforma
bilined R° de F* a X®:= X>xX5. Un eemento genérico de X° esdenotado
por x*y laextensién de x* a F, esd demento x 1 F(F,,A), definido
Xis(ji)l S.jiTFiS
x0) =
0O, otrocaso

Seansy s, equilibrios del juego bimatricia G, entonces decimos que Sy
S son intercambiables S (s, S) Y (S17,S,) Son también equilibrios de G.
Un conjunto de equilibrios es llamado subconjunto maximal de Nash, si es
un conjunto maximal para la propiedad de que todos sus elementos son
Intercambiables.

TEOREMA 6.1

l. Cada subconjunto maximal de Nash es cerrado y es un poliedro
convexo. (i.e. capsula convexa de un conjunto finito de puntos)

II.  El conjunto de equilibrios de Nash es la union (no necesariamente
digunta) de todos |os subconjuntos maximales de Nash.

l1l. Existen subconjuntos maximales de Nash, sdlo en cantidad finita.

Prueba.

Ver [4]
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COROLARIO 6.2

Un equilibrio s de un juego bimatricial es aidado s y sdlo s {s} es un
subconjunto maximal de Nash.

Prueba.

(® ) Seasun equilibrio aidado de G , entonces $V vecindad de s, tal que
A:= VCE(G = {s}. También tenemos que en € conjunto unitario {s}, su
unico elemento es intercambiable. Veamos que es maximal, en efecto:
Supongamos que $BEA, gue contenga estrictamente a A y que sea ,
subconjunto maximal e Nash. Entonces existe un s, equilibrio de Nash,
tal que s1 By s A. Snembargo, por € teorema 6.1, B es un poliedro
convexo, entonces, todas las combinaciones convexas de sus elementos
pertenecen también a B. Esto se contradice con € hecho que s es aidado.
Luego {s} es subconjunto maximal de Nash.

(- ) Sea{s} un subconjunto maximal de Nash con s no aislado. Entonces

tan cerca de s como se quiera hay otro equilibrio. Pero € conjunto de

equilibrios de Nash es la union de los subconjuntos maximales de Nash:

My,......, My, $hi O . Entonces sin perdida de generalidad, suponemos que
h h

{s} = M. El conjunto [ JM, es cerrado y ademas si (JM,, pero $ un

eqilibrio 5, entre{s} y(JM , (P U).
\  sesadado. O

En juegos bimatriciales podemos asumir que todos los pagos son
positivos. En efecto: sea G = (F,,F,,R,R,) unjuego bimatricial arbitrario,
y sea G~ d juego que resulta por adicionar un monto fijo a todos los pagos
en G, de td manera que en G~ todos son positivos. Entonces las
Situaciones edtratégicas de G” sonlasmismaqueen G, y asi los equilibrios
de ambos juegos son los mismos , luego € andlisis dd juego G, es d
mismo que del juego G’.

Decimos gue un juego es matricial, cuando es un juego bimatricial
(F,,F,,R,R) con R, = -R, (también son llamados juegos de suma cero).
Denotamos d juego matricial en € cua la funcion de pagos del jugador 1
esR por (F,F,,R).
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PROPOSICION 6.3

Paraun juego G = (F,F,,R), todos sus equilibrios son intercambiabl es.
Prueba.

Sean s= (s, ) YyS=(s/, &) dlementosde E(G. Como sy S son
equilibrios entonces s y s;” No son superados en pago por hinguna otra
estrategia manteniendo a su respectiva estrategia del jugador 2 fija, es
decir:

R(si, $) 2 R(s*, ) "si*1S ....()

R(s/, ) ¢ R(s*,s) "s* 1S ...(ll)

Andogamente para € jugador 2 tenemos que:

-R(si, $) 2 -R(S1, &%) " 1S, ® R(s1, %) 3 R(s1, 8) " S* I Sz( )
(I

RS, )3 -R(s., ") "s*1S, ® R(s,%%)3 R(S,s)," S* |( S;
LIV

Delaecuacion (1) , parala estrategia s,”, tenemos:
R(s, $) 2 R(S!,S) ... (V)
Delaecuacion (1V), paralaestrategia s, tenemos:
R(s, )2 R(5,S)) ....... (V1)
De (V) y (VI) tenemos que :
R(s;,s) 2 R(s,,S) ® R(s,S) (VI
Andogamente de las ecuaciones (11) y (111), tenemos :
R(s{,s) ¢ R(s, ) ¢ R(s, S) ... (VII)
De (VII) y (VIII) obtenemos::

R(s, $) = RS/, S) = R(s1, s) = R, &) - (1X)
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Es decir las estrategias (s1,S,) Y (S17,S,) Son respuestas Optimas a s
mismas, y por tanto son también equilibrios de Nash.
O

Luego E(G) es un subconjunto maximal de Nash, y de (IX) todos
sus equilibrios producen € mismo pago para € jugador 1. A este pago le
llamamosd valor del juego G y lo denotamos como V(G).

Definimos los conjuntos:

04(G) ={ s1I Si;; R(sy, 1) 2 V(G), paratodo!| T F,},y (6.1)
Ox(G) ={s, 1 S;; R(k, ;)¢ V(G), paratodo ki F,} (6.2

A los elementos de O(G) los llamamos estrategias Optimasdel jugador i

endjuego G.

PROPOSICION 6.4

El conjunto de todos los equilibrios de G, esigua a & producto cartesiano
de los conjuntos O,(G) y O,(G) es decir:

E(G) = O1(G) X Ox(G)
Prueba.
Sea(sy, ) | E(G); entonces esto equivale a
Sl S,S1 S,y ademas:
R(s1, $) % R(s1, &) "si'1 S

R(s1S) 2 -R(s1, &) "SI S,

s ysolosi
Sl S, 1 S,y ademas:

R(S;, )2 R(S,,S) "Si1S

RSLS)3 R(SLS) "1 S
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s ysolosi
Sl S,S1 S,y ademas:

V(G) 2 R(s,S) "SI S

R(s, )2 Vv(G) "1 §

s ysolosi
Sl S, 1 S,y ademas:

vV(G) 3 R(k,s) "kiF,

R(s,l)2 v(G) "I 1 F,

Sysolos 510:(G) vy S1 OyG)

Por otro lado tenemos que O;(G) es cerrado.

PROPOSICION 6.5

El conjunto O,(G) es cerrado.

Prueba.

Parai = 1, tenemos Oy(G) ={ siI S;; R(sy, ) 3 W(G), paratodo | 1T F,},
probaremos que:

A={s1S; R(sI)<VG) paadgun| T F,}, esabietoen A™.
En efecto:
De la continuidad de la funcion de pago R, definimos las funciones
continuas:

Hj:S]_®A
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sy - Hi(s) =v(G) —R(sy, ), dondeljl F,, " j=1,...,m
Luego € conjunto A queda definido como:

A ={sil S;; Hi(s;) >0, paraalginj de{1, ....., my}}

=U {5 S H(s) >0

= U HY0, ¥ )

=1

Por ser H continua, su imagen inversa lleva abiertos en abiertos, por tanto
A esigua alaunion finita de conjuntos abiertos. Luego A es abierta.

\ O4(G) es cerrada.
Anadogamente O,(G) es cerrada.

Una celda convexa C en A" esta determinado por r puntos 2, k =
1,.....,I ; este es el conjunto:

C={z/z= ér_xkzk , X 30,paak=1, ..., ér‘szl}
k=

k=1 1

Decimos que un conjunto es un poliedro convexo, S es la union
finita de celdas convexas.

L os conjuntos O, (G) son poliedros convexos; en efecto:

Para cadai = 1,2; & conjunto O(G) esta determinado por los m, puntos de

A™j 1] o T F, delasiguiente forma

S s 1 O(G), entonces s es la combinacion convexa de los j, es decir

S = é’{xjj ,dondelasj, 1 F,"i=1,..,m;yademésx =5’ O, sonlas
i=1

probabilidades que s asigna a cada estrategia pura del jugador i, y setiene
que ng: é”{g»:l.

j=1 i=1
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TEOREMA 6.6.

i1 Oy(G)Syslos minR(s,s) = max minR(s's)
; m

s,1S, sl S,

Prueba.

(®)

Supongamos que s; I Oy(G) entonces R(s, 1) 2 V(G) "IT F,, luego para
cualquier s, combinacion convexade los elementos de F ,, setiene que:

R(s,S) 2 (G) "s,1S, ... )

Afirmamos que:

mnR(s,s) 2 mnR(s,s) "s 1S . (11

s,1'S; s1'S;

En efecto, supongamos que $s 1 S/

mn R(s;,s,) < mnR(s,s)

$,1'S; 521 Sz

Luego por la definicion de minimo tenemaos que:

mnRs,s) < RS S) " S S

Y ademés, también por ladefinicion de minimo $s,’1 S, ta que
Risus) < R(s) s) sl S
Entonces. V(G) £ R(s1,S,) < R(s/, S) "SIl S
\ $s,T argminR(s,’,s,)
y por lotanto (s,", s,)1 E(Q,
pero:

V(G)< R(s/, s) (®- ) s OyG)

Por otra parte, €l lado izquierdo de (I1) es una cota superior de los
min R(s",s,), cuando s; variaen todo S;, por tanto:

SzT S,
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mn R(s,,s) 3 max MmN R(S,S,)  ceveeinennnn (1

$,1 S, 1S,
Sesgue

max min R(s,s,) = minR(s,s),
sl

s,1'S, s,1S,

puescon r (s):= mris?R@i’ s) yde(lll) dlaequivdea:
maxr(s)£r(s)
s1S

de donde se obtiene laigualdad.

Andogamente para € jugador 2 se cumple:

S 1 Ox)G)sysdlos maxR(s,s) = mn maxR(s,s)
sl S szl S S

Su prueba es andoga aladd teorema 6.3

De (6.1) y (6.2) se sgue que O4(G) y V(G) pueden ser determinados
resolviendo € problema de programacion lineal (6.3):

Maximizar v
SujetoaR(s;, 1) 2 v paratodo I F,, s S;. (6.3)

O mas precisamente: 5§ | O(G)y v= V(G) Sy s0lo 5 (s, V) esuna
solucién de (6.3). En un juego matricia, tenemos la propiedad que una
estrategia pura es usada por alguna estrategia optima con probabilidad
positiva s y s0lo S esta estrategia es una respuesta Optima a de todas las
estrategias Optimas  de sus oponentes. De aquii.

TEOREMA 6.7

Paraun juego matricial G, setiene que:

o) = N8O L {120t ] 6.4

510, () si10;(0)
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Jc= (B 6.5

4 E() s E(G)

Prueba.

Ver [3].

Denotamos, € conjunto de estrategias puras los cuales estan en € soporte
de algin edrategia equilibrio de jugador i en € juego G, por G(G), ( de
agui C(G) esd conjunto 6.4) y C(G) denotad conjunto C,(G)XC,(G).

Asi como en |los juegos bimatriciales podemos asumir gque todos los pagos
son positivos, en los juegos matriciales, asumiremos que todos |os pagos
del jugador 1 son positivos, y los del jugador 2, consecuentemente,
negativos.
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CAPITULO 7

EQUILIBRIOS PERFECTOS EN JUEGOS
MATRICIALES Y BIMATRICIALES

En la seccidén 2 vimos que un equilibrio perfecto siempre es “nho
dominado”, sin embargo no todo equilibrio “no dominado” era
necesariamente perfecto.

En esta seccion mostraremos que en un juego bimatricia cada

equilibrio “no dominado” es perfecto.

LEMA 7.1:

Sea G=(F,,F,,R,R) unjuego bimatricial y sea s;I S;. Definimos € juego
matricid G(sy) = (F,,F,,R), por

R(k, 1) = Ry(k, ) = Ry(s1, 1)

Entonces s, esno dominado s y solo st V(G(s,)) =0y Cx(G(sy)) = F,

Prueba.

De la definicion de R, observamos que € jugador 1 se garantiza un pago
minimo de O por jugar s; en € juego G (s, , cualquiera que sea la
estrategia elegida por € jugador 2, por lo tanto V(G (s1)) 2 0

L as siguientes afirmaciones son equivaentes: (7.1), (7.2), (7.3) y (7.4)

(s, esdominada por s, en G), paraalgun s, (7.1)

u (Rl (Sl,s ) 3 Rl (SlasQ)l ! SQ! y Rl (51,,32) >Rl (SlasQ)l $S2) $Sl,
(Por definicion de estrategia dominada)

U (Rs, 1) 2 Rus, ), " 1ITF, .,y RS, D>Ru(sul), 8l F,), 88
: (7.2
(Por ser s, combinacion convexa de los elementos de F )
U
Ri(s:, ) -Ry(s, D20, " 1T F,,y Ri(s,1)-Ry(syl) >0,
$i F,,$s
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Ig(sl', D=0 " 1TF,$s,y Rs,1)>0, sl F,, $5 (7.3)
(por definicion de R)
Ahora
s V(G (sy)) =0, tendriamos que:
S S,I Oy(G(sy)) entoncesR(k, s;) £0 " ki F,
luego debeexidirunl’T F,,ta queR(K, 1) £0 " ki F,, (*)
De7.3tenemosque R(s,,1) >0, sl F,, $s/
Luego debe existir unk” ta que R(k', I) >0, $1i F,, (**)
(*) secumple " ki F,, en particular parak’, de aqui y por (**) tenemos:
Rk, D>03 R(k,I)

Sedgueque -R(k’, 1) <-R(k’, "), entonces s',= 0.

Entonces |i C(sy), luegoli | JC(s) = Cx(G(sy)

SZT 0, (G(s))
Por lotanto: C,(G(sy)): F,
Es decir:
S V(G(sy)) = 0, entonces C,(G(sy)) * F, (7.4)
También (7.4) implica (7.3), en efecto:
por su definicion O,(G(s,)) es diferente de vacio, luego $s,'1 O4(G),
entonces.
R(s:' 1) 2 V(G(s)) 20 " Il F,,
ahoranosfalta verificar que $ s, tal que R(s;’,l) > 0.
En efecto: S v(G(s,)) >0, acabala prueba.

S V(G(s) = 0 entonces por hipétesis: C,(G(sy)) t F, , entonces
$IT F,tdquel 1 Cy(G(sy))
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Luegol T [JC(s,)) , entonces $s, | Ox(G(sy)), tal que | 1 C(sy)

s,1 0, (G(s))

De ahi tenemos: R(k, s,) £ 0, " Kk,

L uego tenemos que (7.1) es equivdente a (7.4).

TEOREMA 7.2
Un equilibrio de un juego bimatricia es pefecto s y solo S es no
dominado.

Prueba.

Sea s = (s1, S) un equilibrio de un bimatricid G=(F,,F,,R,R,). Como
vimos en € corolario 2.7, todo equilibrio perfecto es ro dominado, por
tanto solo nos faltaria ver que todo equilibrio no dominado es perfecto.

Supongamos que s es no dominado y sea € juego matricial G (S;) como en
el lema7.1. Como s; es no dominada entonces por ese lema tenemos que
V(G(S)) =0y Cxa(s) ) =F, .Deaqui: s, 1 O:(c(s1)), en efecto:

Por la definiciéon de R tenemos que:
R(si, 1) = Ru(sy, 1) = Ru(s1, ) =0=v(Gc(s)) "ITF,
Entonces por (6.1): s, 1 Oy(c(sy)).

Como Cx(G(S) ) = F, ytambién Cx(c(s) ) =  |JC(s)

sl 0,(G(s)))
Tenemos que $s, T 0,(E(s,)) , completamente mixta (¢,?)
Entonces s, esrespuesta 6ptimade s,” end juego (s,), en efecto:
Supongamos que $S,'1 S, tal que R(sy, $) < R(S1,S))....... *)
Comos; | Oy(G(s)) Yy ST 0,(Gs,)), tenemos que :
R(s, 1) 2 V(c(s)) "ITF, ® R(s;, ;) 2 c(S)) "s, TS, ... (**)

R(k,s) £ V(c(Sy) "kT F, ® R(S;,S) £V(c(S)) "sT S (***)

En (**) tomando € caso particular para s,’y en (***) d caso particular para
S:, y reemplazando ambos en (*) tenemos:
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V(c(s)) £R(s1S) <R, ) £Vc(s)) (®@-)
Luego: "s'T S:
Rs, S )® R(S:,SY) e, (A)

\ S, esrespuestaoptimaas, en G (sy).

Utilizando la definicion de R en (A ) tenemos.
Ri(si 82) —Ru(S1, &) 2 Ru(s1,S2) —Ru(S1, S2) "sT §
Risy &) *  Russ) "sT§
\ S esrespuestadptimadeas,” en G.

Dado e> 0 definimos. sy)e) = (1 - e)s, + eS,, € una edrategia
completamente mixta, en efecto:

Paral T F, tenemos.
sb(e) = (1-e)s, + e.s)’

Desde que s, es edtrategia equilibrio del jugador 2y s°  es completamente

mixtatenemosque s,>0, "IT F,.Deahi que
(1-e)s, >0 "ITF,

e.s,” >0 "ITF,

L uego: s,(e) >0, "ITF,

\  Sy(e) escompletamente mixta
Del hecho que s es repuesta Optima a ', tenemos que §  €s respuesta
optima a s,( e); en efecto:
(1-e)Ri(sy %) 2 (1-e)Rust, <) "sT §

eRi(s,s) 3 eR(s) ) "sT §
Por ser R bilineal y por la definicidn de s,(e) tenemos:.
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\ Ri(s1, Sx(e)) * Ru(s1',So(e)) "sT §
Por lo tanto s, es respuesta Optima a s,(e).

Finalmente tenemos cuando e ® 0.

Se) = (1-e)s + es,

S

Esdecir s,(e) convergeas,, cuando e ® 0.

Andogamente procedemos para € jugador 1 y obtenemos una estrategia
completamente mixta s,(e)l S, que converge as, cuando e ® 0O,ta ques,

esrespuesta optimaas, (e).

Sea s(e) = (si(e), sy(e)), tal que s(e) converge as cuando etiende a cero,
Y S es respuesta Optima a s(e).

Luego por e teorema 2.6-1ii, tenemos que s es un equilibrio perfecto de G.

Este teorema lo utilizamos a momento de verificar que un equilibrio
es peafecto, en un juego bimatricia. Solamente verificamos que ambas
estrategias son no dominadas. Nos limitamos a la estrategia del jugador 1
(paea @ jugador 2 es andlogo). Por e lema 7.1 podemos verificar que €
vaor dd juego matricid G = (F,,F,,R) esta determinado y que Cx(G) =
F ,; ademas sin perdida de generalidad nos restringimos al caso donde R(
1)>0,"j1F.

El vdor dd juego lo determinamos desarrollando € problema de
programacion linea (6.3), para esto es conveniente redizar € siguiente
cambio devariables. x, = s)/v (DesdequeR(j )>0, "j T F, tenemos que
V(G) > 0. Con este cambio de variables € sistema 6.3, quedara , como a
continuacion mostramos:
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Minimizar x,(F,)
Sujeto aR(x, 1) @ 1 paratodo IT F, xT X, x 30 (7.5)

Donde x,(F,) = § x

TEOREMA 7.3

I. S (s, V) resuelve (6.3) entonces s,/v resuelve (7.5); y
ii. S % resuelve (7.5) entonces (x;(F,)) *(x;,1) resuelve (6.3).

Prueba.
(i.)
Supongamos que (Sy, V) resudve (6.3).
Como: X, = % entonces =
o as 1
Luego x(F,) = ax = kv = o e (*)

Por hipdtesis v es @ maximo posible entonces x;(F,) es & minimo
posible.

Por otro lado, por hipétesisR(s;, 1) v "ITF,, 1 S

Delabilinedidad de Ry por ser v > 0 se obtiene:

R(X,1)s 1L ITFE,, si1 S
\/
Por ser v> O entonces 2 s 0
\'
Luego R(X, )31 "ITF,, X1 X.% 3 0

VX resueve 7.5
(ii.)

Supongamos que x; resuelve 7.5
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De(*): x(F,)= 1 como x1(F,) €s minimo entonces v es maximo, y
\'%

ademés v = (x(F,))". Por hipbtesis:

R(x, 1) 3 1 "l F,, X1 X, % 3 0
Comov > O
R(X. v,l) 3 v "I F,, X I X, % 3 0
L uego:
R(s,) 3 v "1 F,, 11 S

COROLARIO 7.4.

IT C, (G s ysolos R(xy, |) =1, paratodo x; que resuelve (7.5)

....... (7.6)

Prueba.

(p)
Seali C, (G b $51 O, (G)/ I 1 C(sy)

P l1 Bys) 1.e R(s,l) 2 R(s,S), " 1 S,
Como v > 0 tenemos: R(% E R(% 'S), " S S,

Entonces: R(x,1)® R(X,S), " 1S,
Enpaticular paras,: R(x, 1) 3 R(X,S), SIS, ......... (**)
Por otrapartecomos, 1 O, (G) entonces:

R(K,s) £ v, " K F,

L uego: R(s ,S) £ vV, "5l S,
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Por ser R bilined,y v>0, setiene
R( Slv s)£1., "s (1escotasuperior)

Luego para e caso particular de s;, tenemos.
R(X, S2)£1, dondex;! X; .ooeeee. (***)

De (**) , (***) y por ser e mé&ximo la menor de las cotas nferiores, se
tiene

R(X,S) £R(x,1) £ 1, (1)
Seax; | X4, € cual resuelve (7.5), entonces:
R(x, ") ® 1paratodo IT F, x1T X,, x 30 (11 )
En particular paral en (1) y de(|) tenemos:
1 £ R(x,1) £ 1,
\ R(x, 1) =1
(u)
Sea R(xq,|) = 1, paratodo x; € cud resuelve ( 7.5)

R(L,)=1, "s1 S,
\'%
Por ser R bilined: R(s,l) =v "s1S
Entonces: R(kl) =v "kT F,

Luego s,=11 OyG),dondeli C(1)

V11 Cy( G)
é

De manera andloga a (7.5) tenemos (7.7) en d cud redizamos € siguiente

cambio de variable: x, = 2
\'
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Minimizar X( F, )
Suetoa Rk X)) £1, "kl F, X I X5, %30 (7.7)

Donde x(F,)=8ax%

Consideremos (7.5) y (7.7) a la vez. Tenemos que % resuelve (7.5) y %
resuelve (7.7) s y sdlo s (X;, %) €S una solucion a siguiente sistema de
Inecuaci ones.

X(FL) =% (F,) =2

R(xy,l)® 1, paratodo | 1 F,

R(k,x,) £1, paratodo k1 F,

X11 Xq, Xo1 Xo, X183 0, %3 0 (7.8)

(7.6) nos conduce a siguiente problema de programacion lineal, en € cua
R(x, F,) = & Rix,I):

”Fg

maximizar R( Xy, F,)

sujeto axy(F,) = %(F ,),

R(xy, 1) 21 paratodo | 1 F,

R(k, X) £ 1 paratodok 1 F,

X11 Xq, Xo1 Xo, X183 0, %3 0 (7.9

TEOREMA 7.5

Sea G =( F,F,,R)unjuego matricial conR( )>0," j T F.Entonces:
i.  v(G)=(x(F,))", donde x, estal que (x;, X,) resuelve (7.9)
. CxG) = F, dy sdlo s d vaor de problema de programacion
lineal (7.9) es m,. ( El nimero de elementosde F ).

Prueba.

(i.) (*) delademostracion del teorema (7.3), completa la prueba.
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(i) ()

Sea C,(G) = F, , tenemos:
1T F, U ITC(O
U R(Xy, ) =1, paratodo x; que resuelva (7.5)

Entonces:. § R(x,l) =1+ 1+....... (M, veces)

mF,
Porlotanto: R(Xy, F,)=m,

( U ) Andogo.

As se puede verificar en un juego bimatricia, S una edrategia para €
jugador 1 es dominada. Analogamente para € jugador 2 y por tanto se
verificas un equilibrio del juego es perfecto.
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