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RESUMEN

Existencia de Soluciones Débiles de un Sistema Eliptico no
Local Semilineal
Willy David Barahona Martinez

04 de Julio de 2018

Asesor : Dr. Eugenio Cabanillas Lapa.

Grado obtenido : Magister en Matematica Aplicada.

En esta tesis, consideramos un sistema eliptico no local semilineal en dominios aco-
tados con una condicién de frontera de Dirichlet homogénea. Mostramos la existencia
y regularidad de soluciones débiles positivas utilizando el método de Galerkin, una
variante bien conocida del Teorema del Punto Fijo de Brouwer, el principio de compa-

racion y un argumento “Bootstrap 7. Ademads se presenta un esquema numérico.

Palabras claves:

Sistemas elipticos no locales semilineales, soluciones débiles, método de Galerkin,

métodos numeéricos.
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ABSTRACT

Existence of Weak Solutions for a Semi-linear Non Local Elliptical
System
Willy David Barahona Martinez

04 July 2018

Adviser : Dr. Eugenio Cabanillas Lapa.
Obtained : Master in Applied Mathematics.

In this thesis, we consider a semi-linear non-local elliptic system in bounded domains
with a homogeneous Dirichlet boundary condition. We show the existence and regu-
larity of positive weak solutions using the Galerkin method, a well-known variant of
Brouwer, Fixed-Point Theorem, the comparison principle and a “Bootstrap ” argu-

ment. In addition, a numerical scheme is presented.

Keywords:

Semilinear nonlocal elliptic systems, weak solutions, the Galerkin method, numeri-

cal methods.
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Introduccion

Las ecuaciones diferenciales parciales son de vital importancia en el modelaje y la
descripcion de fenémenos fisicos en la Dindamica de fluidos, mecédnica de los medios con-
tinuos, teoria de la Relatividad, Quimica, Biologia, etc. Una parte importante de estas
ecuaciones son del tipo eliptico no lineal. La dificultad de obtener estimativas a priori
asi como la falta de una estructura variacional proporcionan un obstaculo natural a
la aplicacién de las principales técnicas utilizadas para hallar soluciones en problemas
elipticos. Esta dificultad es atin mayor si la ecuacion es integro-diferencial, constituyen-
do asi un problema eliptico no local. Estos problemas en general no tienen estructura

variacional, por lo que las técnicas variacionales usuales no son aplicables.

Un gran nimero de fenémenos pueden ser modelados por ecuaciones de la forma
u — Au = f(x,u, Bu)
donde B es un operador no local que, en las aplicaciones puede escribirse en la forma

u = ZE'UJ.Tﬂ.I’
B /Qb()[()]d

En particular, al considerar las soluciones estacionarias de los sistemas parabdlicos
asociados (como modelos para ignicién de un gas comprensible), debemos estudiar un

sistema eliptico no local del tipo

—Au = f(a?,u, Blv)
(1.1)
—Av = g(z,v, Byu)

Un problema relevante consiste en determinar la existencia de soluciones positivas débi-

les de este sistema, asi como su regularidad.

Los sistemas elipticos no locales del tipo (1.1) son importantes porque aparecen en
las Ciencias Aplicadas, por ejemplo como modelos para ignicién de gas comprensible o
fenémenos fisicos donde la temperatura tiene un rol central al desencadenar una reac-

cion.



En efecto, su rango de estudio es desde la Fisica e Ingenieria a la Dindmica de Pobla-
ciones. Estos problemas parabdlicos son de especial interés en teoria de Reaccion —
Difusion.

En este trabajo de tesis estudiaremos el sistema eliptico no local

—Au(r) + )\/va(y) dy = u®(z) +0°(2), z€Q

(P)) —Av(z) + A/Qu‘ﬁ‘%y) dy = u () +(z), z€Q

u(z) > 0,v(z) >0, el
w(z) =v(x) =0, €09 «,pB,7v,0cR"

donde €2 C R™,n > 2 es un dominio acotado bien regular; p,q > 0; A € R™; o, 3,7,
son constantes positivas (R™); basado en el paper de Cabada [5], y que corresponde al
proceso estacionario asociado al Sistema de Reacciéon — Difusion.

ut—Au(x)+)\/va(y)dy—uo‘(a:)+vﬁ(x), x €

vy — Av(z) + A/Quq(y) dy =u(z) +°(x), 2€Q

Los sistemas de dos ecuaciones que incluyen términos no locales han sido recien-
temente considerados, por lo que una explicacién didactica del paper referencial [5]
permitira comprender la metodologia usada por los autores en la resolucién de es-
tos problemas, sirviendo como un sélido peldano de apoyo para el avance matematico

actual en la comunidad cientifica de nuestro pafs.



Preliminares

Comencemos introduciendo las nociones topoldgicas basicas que son indispensable

en el desarrollo de este trabajo.

Definicién 1. Dado un conjunto no vacio X una familia 7 de subconjuntos de X se

dice una topologia en X si, y solo si, satisface cada uno de los siguientes axiomas:
Ty :  El conjunto vacio y X pertenecen a T.

Ty :  La interseccion de cualquier par de miembros de T esta en T.

T3 :  La union arbitraria de miembros de T esta en T.

Si T es una topologia en X, al par (X, T) se le conoce como espacio topoldgico.

Definicién 2. Dados dos espacios topoldgicos (X, 7)y (Y, U) una funcion f : X =Y

se dice continua si, y sélo si, f~Y(U) € 7 para cada U € U.

También es posible definir lo que significa que una funcién f : X — Y es continua

en un punto zy € X, de la siguiente manera:

Definicién 3. Sea X,Y espacios topologicos. Una funcion f: X — Y es continua en
un punto xo € X si para cada vecindad V de f(xg) en Y existe una vecindad U de xq

en X talque f(U) C V.

De estas dos tltimas definiciones se concluye de manera inmediata que una funcion

f X — Y es continua si, y sélo si, f es continua en x para cada x € X.

2.1. Espacios de Banach

Los Espacios de Banach, son objetos de estudio indispensable en el Andlisis Fun-
cional y reciben su nombre en honor a Stefan Banach (1892 — 1945).
Salvo mencién contraria, todos los espacios de este trabajo estan definidos sobre el

campo real.



Definicién 4. Un espacio vectorial V se dice normado si, y sélo si, existe una funcion

|-l : V= R (denominada norma en V) tal que, para todo u,v € V satisface:
(i) (Positividad) ||u|| >0 y ||u|| =0 si, y sdlo si, u = Oy.
(ii) (Cambio de escalar) ||au|| = |af||u]| para cualquier escalar a.

(iii) (Desigualdad triangular) |u + v|| < |Ju|| + ||v|| para todo u,v € V.
Al par (V, ||||) se le denomina Espacio vectorial normado.
Obs: Sien (i) no se exige la segunda parte, la funcién ||.|| se llama seminorma.

Definicién 5. La distancia asociada a una norma || - || es d(z,y)=||x — y||. Se verifica
que efectivamente d es una métrica. La topologia asociada a una norma es la topologia

de espacio métrico inducida por la distancia asociada.

Los limites de sucesiones en espacio normados y de funciones entre espacio normados,
se suponen respecto a la topologia asociada. Por ejemplo, la continuidad de una funcion
f entre dos espacio normados X,Y en un punto a € X se expresa como: Para cada

e > 0 existe un 0 > 0 tal que
|z —all <6 = [f(z) = fla)]l <e.
Si el espacio métrico X es completo, es decir, toda sucesion de Cauchy en X converge

(V([L’V>,/€N C X: lim d(zp,2,) =0 = dreX: lmuz,= a:)

n,m—00 n—o0

decimos que el espacio vectorial normado X es un Espacio de Banach.

Para continuar recordemos que, si X,Y son espacio vectoriales, ambos sobre el
mismo campo, la funcién 7' : X — Y que satisface T'(ax + f2) = oT'(z) + fT(z), para

escalares a, By x,z € X, es llamado operador lineal.

Si X, Y son espacio normados podemos definir la nociéon de un operador lineal acotado,

y como veremos la acotabilidad de un operador es equivalente a su continuidad.

Definicién 6. Sean X,Y dos espacios normados. Un operador lineal T : X — Y es

acotado si existe una constante M > 0 tal que

|Tz||y < M|z||x, paratodo x¢€ X.



SiT : X =Y es un operador lineal acotado, definimos la norma del operador T

mediante

Ty
IT°|| := sup Tl = sup [[Txl; T = sup [[T].

wto ]| lzll<1 lzl=1

Teorema 1. Un operador lineal es acotado si, y solo si, es continuo.

Demostracion. Ver [25]pag.64
El conjunto L(X,Y’) denota el conjunto de todos los operadores lineales que aplican de
X enY,y B(X,Y) el conjunto de todos los operadores en L(X,Y’) que son acotados.

Este ultimo es un espacio de Banach, si Y es un espacio de Banach.

Definicién 7 (Inmersién). Un espacio normado X se dice que estd inmerso en un

espacio normado Y, y se denota X — 'Y, si:
(i) X es subespacio vectorial de Y, y.

(ii) El operador identidad I definido sobre X es continuo, esto es

AC > 0: |z|y < Clz|x, Vo € X.

Una clase importante de espacios de Banach que permite generalizar propiedades
algebraicas y geométricas del espacio Euclideo es el espacio de Hilbert. El nombre
es dado en honor al matematico David Hilbert quien lo utilizd en sus estudios sobre

ecuaciones integrales en 1912.

Definicién 8. Sea X un espacio vectorial sobre K(R6C). Un producto escalar o

producto interno definido en X es una aplicacion (-,-) : X x X — K que verifica:
(i) (Aditiva) (u+ v, w) = (u, w) + (v, w) para todo u,v,w € X.
(i) (Homogénea) (au,v) = alu,v) para todo u,v € X y todo a € K.

(iii) (Hermitica) (u,v) = (v,u) para todo u,v € X.

() (Definida positiva) (u,u) >0 y (u,u) =0 si y solo si u = 0.

Toda aplicacion que verifica (i), (ii) y (iii) se llama forma sesquilineal hermitica.

En este caso X es llamado espacio con producto interno o Pre-Hzilbert.
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Note que todo espacio Pre-Hilbert es normado, con la norma
2]l = v/, )
y por tanto es también métrico, con la distancia

d(z,y) =z —yll = vV{zr —y,v —y)

Desigualdad de Cauchy-Schwarz. Sea V un espacio vectorial con producto in-

terno. Para cualquier u,v € V', se cumple
[(w, 0)| < [l [lo]l.

Ver|[25]|pag.12

De donde es natural, estudiar el caso en que dicho espacio es completo.

Definicién 9. Un espacio de Hilbert es un espacio pre-Hilbert completo con respecto
a la métrica asociada. Por tanto, todo espacio de Hilbert es un espacio de Banach con

la norma inducida por el producto interior.

La nocion de convergencia de sucesiones de nimeros reales nos da la idea de la

generalizacién de la convergencia de sucesiones en un espacio lineal normado.

Definicién 10. Una sucesion (fy),cy €n un espacio normado es convergente a un
elemento f del espacio si, dado € > 0, existe N € N tal que para todo n > N tenemos

|f = full <e. Sif. converge a f escribimos f =1lm f, o f, — f.

Definicién 11. Un espacio normado es llamado completo si toda sucesion de Cauchy
en el espacio es convergente; es decir, si para toda sucesion de Cauchy (fy),cy €n €l

espacio normado, existe f en el espacio tal que, f, — f.

Definicién 12. Una serie (fy), oy en un espacio normado, es llamada convergente a

la suma s, si s estd en el espacio y la sucesion de sumas parciales de la serie converge,

esto es,
n
i=1
o0
En este caso se escribe s = 5 fi- La serie (fy),ey €5 llamada absolutamente conver-
i=1

o0
gente i Z | fill < o0, n— +00
i=1



Proposicion 1. Un espacio normado lineal X es completo si, y solo si, cada serie

absolutamente convergente, es convergente en X.
Demostracion. Ver [24]pag.30

Definicién 13. Sea X un espacio vectorial sobre R; llamamos espacio dual al-

gebrdico de X, que denotamos por, X*, al R espacio vectorial
X" ={2": X > R/z" es lineal y continuo}.

En este espacio disponemos de una norma que se puede expresar de varias formas,

como son

|l*|| = min{K > 0: |z*(z)| < K ||z|| para todo x€ X}

=sup{[z*(z)| : v € X, [|lz]| <1}
para x* € X*.

La completitud de R nos asequra que X™* es un espacio completo. El espacio de Banach
X* recibe el nombre de FEspacio dual topolégico del espacio normado X, para

diferenciarlo del dual algebrdico.

Teorema 2 (Teorema de representaciéon de Riesz). Sea X un espacio de Hilbert
y un funcional lineal z* € X* entonces existe un unico y € X tal que x*(x) = (x,y),

para todo x € X y en este caso ||z*||x+ = ||y|lx-

Demostracion. Ver [15] pag.81

Topologias débil y débil-*

En espacios infinitos dimensionales los conjuntos compactos y sucesiones conver-
gentes son pocos. Como los conjuntos compactos son sumamente importantes en el
Analisis Funcional y sus aplicaciones, no es conveniente en estos espacios, la topologia
inducida por la norma. Por lo que debemos considerar otro tipo de topologias (topo-
logias débiles) de modo que podamos conseguir mas conjuntos compactos y sucesiones
convergentes.

Introducimos ahora la topologia débil en un conjunto dado X, para lo cual necesitamos

8



ver primero algunas nociones generales de la topologia.

Una forma bastante usual es describir las funciones continuas después que tenemos
una topologia en X, pero el procedimiento inverso es quizas mas util. En otras palabras

dada una coleccion de funciones F de un conjunto X a un espacio topologico Y,

., Podemos construir una topologia en X, bajo la cual cada elemento de F sea con-

tinuo?

Si a X se le dota de la topologia discreta entonces cada funciéon de X a Y es con-
tinua, mientras que si a X se le dota de la topologia trivial o indiscreta entonces solo

las funciones constantes son continuas.

En general, requerimos de una situacion intermedia. De hecho, queremos saber si
existe topologia "maés pequenia ” (6 més débil) que haga que cada elemento de F sea

continuo; la respuesta es si, y esta basada en el siguiente

Lema 1 (De sub-bases). Sea X un conjunto dado y S una coleccion de subconjuntos

de X . Entonces, existe “la mds pequena “topologia T en X, que contiene a S. Mds ain,
S'={0; X}uUS

forma una sub-base para 7. En otras palabras los conjuntos de la forma S;NS2N...NS;,

donde S; € S’ para i =1,2,....1 son una base para T.

Consideramos un conjunto de funciones F, de X en un espacio topoldgico Y, to-

memos “la mas pequena "topologia 7 conteniendo los conjuntos
S={f*U): feF, UesabiertoenY}

(esta topologia 7 existe por el Lema).
Debido a que cada elemento de S sera un abierto en la nueva topologia 7, cada ele-
mento de F sera continuo.

La topologia 7 se llama la topologia débil (inducida por F )en X.



Observacion:Para la construccion de topologias débiles, no es necesario tener un es-
pacio(de rango) fijo Y. Podemos darnos una coleccién (fo)aer, con fo : X — Y, (Ya:

espacio topoldgico), y considerar la topologia generada por
S={f1(U,): U,esabiertoenY,, paraa € I}

Teorema 3. Sea X un espacio de Banach, (u,),>1 € X, u € X. La sucesion (u,),>1

converge a u sequn la topologia débil T si y solo si

fluy) = fu),Vf e X'

En este caso denotamos w, — wu, y decimos que (u,) converge débil a u (en X).

Demostracién. Ver [25]pag.266.
Corolario 1. Sea H un espacio de Hilbert. Entonces
u, —=u en H < (u,v)g— (u,v)y, Yv€ H.
Demostracién. Ver [15]pag. 40

Teorema 4 (Teorema de Hanh Banach, 1927). Sea Y un subespacio de un espacio

normado X. St y* € Y* entonces existe x* € X* tal que

lz*|x- =y llv- v 2"°(y) =y (y)VyeY

Esto significa que, todo funcional continuo en un subespacio de X admite una
extension lineal y continua a todo X.

Demostracién. Ver [25|pag.43

Espacios Reflexivos

Si X es un espacio normado, el espacio bidual, también llamado segundo dual de

X, es el espacio de Banach X** := (X*)* = L(X* K), con norma

|l**|| := sup{|z™(z")| : " € Bx+}

=min{K >0: |2 (z")| < K ||z*|]| paratodo z*¢& X}

10



Definicién 14. Sea X un espacio normado y consideremos el operador lineal

J: X — X

r — J(x)

definida por
J(x)(z*) == a"(x), para todo z*€ X",

A J se le llama tnyeccion canodnica del espacio X en su bidual por lo que J identifica

a X con un subespacio de X**, simbolicamente J(X) = X.

Definicién 15. Se dice que, un espacio de Banach es reflexivo, cuando la inyeccion

candnica de X en X** es sobreyectiva, es decir, cuando J(X) = X**.
En este caso J es un isomorfismo isométrico de X sobre X**, podemos escribir

X = X

Medida de Lebesgue en R" y funciones medibles

Definicién 16.

(a) Una coleccion M de subconjuntos de un conjunto X se dice que es una o—dlgebra

en X si M tiene las siguientes propiedades:
(1) X € M.
(ii) Si A € M entonces A® € M.

(111) Si A = U A, ysiA, e M, n=1,2,.. entonces A € M.
n=1

(b) Si M es un o—dlgebra en X, entonces se dice que X es un espacio medible y a

los elementos de M se les llama conjuntos medibles en X.

(c) Se llama medida positiva a una funcion, definida en un o—dlgebra M con
valores en [0,+00] y que es numerablemente aditiva, esto significa que si

{An},en €s una coleccion numerable disjunta de elementos de M, entonces
(Un) - S
n=1 n=1

11



(d) Se llama espacio de medida a un espacio medible en el que, se tiene definida

una medida positiva sobre la o—dlgebra de sus conjuntos medibles.

La contribucién de Henri Lebesgue (1875-1941) mas importante a la matemética fue
la teoria de integracién desarrollada por Lebesgue donde extendié la teoria de Riemann

a una clase mas amplia de funciones.

Definicién 17. Sea (2 C R". Se define la medida exterior de Lebesque de 2 como

m* () = inf Vol(Q,), Q2 C Qn, Qn rectangulos cerrados
(€2) > Vol( 9

n=1 n=1
donde el infimo se toma sobre todas las familias numerables de rectdngulos que cubren

a SQ.

La medida exterior m* es la funcion de conjuntos, definida en P(R™) (conjunto de

partes de R™), la familia de todos los subconjuntos de R™, y con valores en [0, +00].

El siguiente teorema recoge las propiedades mas importantes de la medida exterior

de Lebesgue:

Teorema 5 (Propiedades de la medida exterior). (i) m*(0)) = 0.
(ii) (Monotonia) Si A C B, m*(A) < m*(B).

(i4i) (Subaditividad) Sea {0}, oy una familia numerable de conjuntos; entonces

(iv) (Regularidad)

m*(Q2) = inf {m*(G) : G abierto, Q C G}.

(v) (Invariante por traslaciones) Para todo conjunto Q y todo x € R",
m*(z 4+ Q) = m*(Q).

Demostracién. Ver [19]pag.32
Sin embargo la medida exterior falla, en una propiedad fundamental respecto al volu-
men: no es cierto en general que si A y B son conjuntos disjuntos, se tenga m*(AUB) =

m*(A) + m*(B).

12



Definicién 18. Un conjunto ) se dice Lebesgue medible, que en lo que sigue llama-
remos simplemente medible, si verifica la siguiente propiedad: Para todo E se verifica

la igualdad
m*(E) =m"(ENQ)+m"(E - Q).

Denotaremos por M a la familia de todos los conjuntos de R™ que son medibles. Se
llama medida de Lebesque en R"™ a la restriccion de la medida exterior m* a 9M, esto
es,
m: M — [0, +o0]
A — m(A) =m*(A).

Teorema 6. En cada enunciado suponga que A, B € 9, entonces
1) A e M.
2) AN B € M; y por tanto A — B € M.

3) AUB €M, y si ademds AN B € M tiene medida finita,

m(AU B) =m(A) +m(B) —m(AN B).

Demostracién. Ver [26]pag.10

Definicion 19. Sean 2 C R", Q € My f : Q@ — R. Se dice que f es Lebesgue
medible o simplemente medible si, para todo abierto G de R, la imagen inversa
YUG) :={x € Q: f(x) € G}, es un conjunto medible en R".

Observacién.

1) En primer lugar, Q = f~!(R) debe ser medible. Sélo tiene sentido hablar de

funciones medibles si estan definidas en conjuntos medibles.
2) Son equivalentes:

(a) fes medible.

(b) Para todo conjunto C' C R cerrado, f~(C) € M.

13



(¢) Un conjunto AC R™ es medible si, y sélo si, la funcién caracteristica

1, v€ A
0, ¢ A

Xa:R" — R definida por ya(z):=

es medible.

Teorema 7. Sean Q CR", Qe M y f: Q — R una funcion medible, y g : (1) — R

continua en f(€). Entonces go f es medible.

Demostracién. Ver [26]pag.12

Teorema 8. Sean Q CR", Qe IM y f:Q — R. Son equivalentes:
1) fes medible.
2) Para todo a € R, el conjunto {x € Q: f(x) < a} es medible.
3) Para todo a € R, el conjunto {z € Q: f(x) < a} es medible.
4) Para todo a € R, el conjunto {x € Q: f(x) > a} es medible.
5) Para todo a € R, el conjunto {x € Q: f(x) > a} es medible.
Demostracién. Ver [19]pag.62.

Corolario. Sean  C R", Q € My f, : @ — R funciones medibles. Entonces, si

existen las funciones

g(x) = sup fu(2) jx) = h'n}linf fu(2) k(x) := limsup f,(x)

n

f(x) = it f,(x) z) = lim fu()
son medibles

Proposiciéon 2. Sea 2 C R*, Q € M y sean f,g : @ — R funciones medibles.

Entonces:
s Para cada o € R se tiene que af es medible.
» f4+gyf— g son medibles.

= f-g es medible.
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» Sig(x) #0 para todo x € (Q, f es medible.
g
w |f] es medible.

= Si f es medible y g = f en casi todas partes entonces g también es medible, esto
es, si existe un conjunto E C Q conm(E) =0y f(x) = g(z) para todo x € Q—F,

entonces f es medible si, y solo si, g es medible.

Demostracién. Ver [19]pag.61

Recordemos que el soporte de una funcién f : X — R, denotado por Sop(f), es la
clausura del conjunto {x € X : f(z) # 0}. Asi, el soporte de f es el complemento del
conjunto abierto mas grande donde f se anula.

Denotaremos por Cy(X) al espacio vectorial sobre K de todas las funciones f : X — K
que tiene soporte compacto. Sea 2 un dominio en R"™. Denotaremos por C%(Q) = C(Q)
al conjunto de todas las funciones continuas sobre €2. Y si k es un entero no negativo,

hacemos

CHQ) ={u/u:Q—=R, DwuwecC’Q), 0<la| <k}

CE(Q) := C*(Q) N {u/ sop(u) es compacto sop(u) C Q}
C(Q) = () C™(Q).
m=0
Sobre C'(£2) se define la norma de convergencia uniforme, como

[flloo := sup [f ()],
e
con la cual es un espacio de Banach.

Proposicién 3. Sea (f,), oy una sucesion creciente en Co(S2), que converge puntual-

mente a una funcion f € Co(S2). Entonces (fy),cy converge uniformemente a f.
Demostracién. Ver [26]pag.14

Teorema 9 (Teorema de Lusin). Si f es una funcion medible, f(x) =0 para x ¢ A

donde m(A) < oo y € > 0, entonces existe una funcion g € Co(R™) tal que

sup g(z) < sup f(z) y m({zeR": f(z) #g(2)}) <e.

reR™ reR™
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Demostracion. Ver [20]pag.15

Definicién 20. Sea 2 C R™, Q € M; se llama funcion simple en ) a una funcion
medible s : @ — R que sélo toma un nimero finito de valores, es decir, tal que s(€2) =

{ai1,as,...,ar}. En este caso s puede expresarse de la forma

k
= aixa,(z)
=1

donde A; = s *({a;}) = {x € Q: s(x) = a;} y xa, es la funcidn caracteristica del

conjunto A;.

Para construir la integral, que es nuestro objetivo, necesitamos el siguiente resultado

fundamental, que nos permite aproximar funciones medibles.

Teorema 10. Sean 2 CR", Q e M y f : Q@ — R una funcion medible no negativa.

FExiste una sucesion de funciones simples de 2 en R tales que
1) 0 < s,(2) < spr1(x) para todo x € Q y todo n € N.
2) lim s, (x) = f(x) para todo z € S).

Demostracion. Ver [19]pag.63

Podemos ahora definir la integral de Lebesgue de funciones medibles.

La Integral de Lebesgue

En la teoria de los espacios funcionales hay problemas con la integral de Riemann,
problemas que no permiten llegar a ciertos teoremas indispensables. Los problemas
aparecen cuando tratamos de hacer interactuar a la integral de Riemann con otras
operaciones, especiales como operaciones de limites (por ejemplo, el limite de una
sucesién de funciones integrables puede no ser integrable). Es cuando surge la necesidad
de ampliar nuestro concepto de integral. Los problemas de la integral de Riemann

pueden solucionarse mediante la generalizacion conocida como la integral de Lebesgue.

Deﬁnlclon 21. Sean Q C R™, Q €M y s : Q = R una funcion simple no negativa,

s—ZmXAZ,AﬂA =0, s11#7 yUA =Q.

=1 =1
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Se define la integral de s en ) por

/Qs = gaim(Ai)

con el convenio de que 0 - oo = 0.

En este capitulo no haremos un estudio detallado de la integral de Lebesgue , pero

mencionaremos algunos resultados importantes:

1) La integral es no negativa, y puede ser infinita:

Og/sgoo.
Q

2) Geométricamente en R3 la integral de s es la suma de los voltimenes de los

prismas de base A; y altura a;.

Proposicién 4. Sean 2 CR", Q € M y 51,52 : 2 — R funciones simples no negativas.

Entonces

1) /Q(sl+32):/ﬂsl+/gsg.

2) Para todo o € R, /ozsl:oz/sl.
Q Q

3) Si existe E C Q con m(E) = 0, tal que s1(x) < so(x) para todo v € Q — E,

/Slg/SQ.
Q Q

Finalizamos esta seccion definiendo la integral de Lebesgue para funciones no negativas.

entonces

Demostracién. Ver [20]pag.16

Definicién 22. Sean Q CR", Q € M y f : Q — R una funcion medible, con f(x) >0

para todo x € ). Se define la integral de f en € por

/f;:sup{/s: s funcion simple, 0§s§f}
[¢) Q

Definicién 23. Definimos la parte positiva f y la parte negativa f~ de una funcidn
f por
(@) = max{0, f(2)},  f(2) = mix{0, — f(2)}.

Ast, f = [t — [, donde f™ y [~ son funciones no negativas.
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Podemos ahora definir la integral de Lebesgue para una funciéon f arbitraria.

Definicién 24. Sean Q CR™, Qe My f: Q — R una funcion medible. Se define la

k-l

Una funcién v definida en casi todas partes (ctp) en €2 es llamada localmente inte-

integral de f en € por

grable en ) siempre que u € L'(U) para cada abierto U € €2, en este caso denotaremos

u € L. ().

Observacion. Si las integrales de f™ y f~ son ambas 0o no tiene sentido la expresion

00 — 00. Decimos en este caso que la funcién f no es integrable.

Definicién 25 (Integral en un subconjunto). Sea H C Q C R"™ un conjunto

medible, se define la integral de f en H por

[ f@dr= [ fxu

Teorema 11 (Propiedades bésicas de la integral). Sean f,g : Q@ C R* — R

funciones medibles. Entonces

(a) (Linealidad) Sea ¢ € R,
/Qc(f—kg)(x)dx:c/gf(x)dx—i—c/ﬂg(x)dx.

(b) (Monotonia) Sea f(x) < g(z) para todo x € €2,

/Q f(@)de < /Q 9() da.

(¢) (Monotonia) Si E,F son conjuntos medibles y E C F, entonces

/E f(z)de < /F f(@) da.

/Qf(x)dx S/Q\f|(x)dx.

(e) Si / |f|(z) dz =0, entonces f =0 en casi todas partes.
Q

(d) |f| es integrable y
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Demostracion. Ver [20]|pag.17
Hay una diferencia fundamental de enfoque que existen entre la integral de Riemann
y la de Lebesgue. La de Lebesgue utiliza una aproximacion por funciones constantes
en conjuntos medibles susceptibles de causar dificultades; a diferencia de las integrales

superiores e inferiores, que utilizan simplemente intervalos.

Teorema 12. Sea (fy),cy una sucesion creciente de funciones medibles no negativas

(ampliadas), con lo que f(z) = lim f,(x) es medibles y
n—o0

n—oo

/ f(@)dov = lm [ f,(v)dz (2.1)
E E
para cualquier conjunto medible E C €.

Demostracién. Ver [20]pag.17

El teorema de convergencia monétona suele denominarse lema de Fatou.

Teorema 13 (Convergencia Monétona-Lema de Fatou). Si (f,),cy €5 una su-

cesion de funciones integrables no negativas, entonces

/ liminf f,, de < liminf / fndx.
Q Q

n—oo n—o0

Demostracién. Ver [15]pag.55

Teorema 14 (Convergencia Dominada de Lebesgue). Sea (f,),cy €5 una suce-

sion de funciones integrables. Supongamos que:

i) fo(z) = f(x) c.t.p. en Q.

ii) Eziste una funcion g € L'(Q) tal que, para todo n; |f(x)| < g(x) c.t.p. en Q
entonces,
lim [ fu(z)de = / f(x) da.
Demostracién. Ver [20]pag.18
Teorema 15. Sea f : R™* — [0, +o0] medible. Entonces:
(i) La funcién de la variable y € R*, f(x,-) : y — f(x,y), es medible para casi todo

r e R™.
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(i) La funcion g, definida para casi todo x por g(x) = /f(:r,y) dy es medible.

(111) /gd:v = /f, es decir la integral de f coincide con sus integrales iteradas.

Demostracién. Ver [26]pag. 18
Observacion: La demostracion de este teorema generalmente se reduce al caso en
que f = xg, la funcion caracteristica de un conjunto medible E y se hace uso de los

siguientes hechos:

(a) Siuna funcién f > 0 satisface el teorema de Tonelli, entonces también lo satisface

la funcién c¢f > 0, cualquiera que sea la constante ¢ > 0.

(b) Si (fk)gen €8 una sucesién de funciones no negativas que satisfacen el teorema de

Tonelli, entonces también lo satisface la funcién Z fr-
Teorema 16 (Teorema de Fubini). Sea f : R™* — [0, +0c] integrable. Entonces:

(i) La funcién de la variable y € R, f(xz,-) : y — f(x,y), es integrable para casi

todo v € R™.
(ii) La funcion g, definida para casi todo x por g(x) = /f(x,y) dy es integrable.

fiii) /gdx:/f.

Demostracién. Ver [26]pag.19

2.2. Espacios L"(()

Dado un nimero real p > 1 definimos su conjugado p* mediante la igualdad

1 1

p p*

=1

y observamos que también 1 < p* < oo, asi la relacién entre p y p* es simétrica:

(p*)* = p. Pues bien, para cualquier a,b € R" es conocida la desigualdad de Young

a? b
ab < — + —.
b b

Su demostracién es consecuencia de la convexidad de la funcién exponencial. Esta

desigualdad sin gran dificultad se deduce la desigualdad de Holder para integrales.
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Otra desigualdad que también es de gran utilidad cuando trabajamos con los espacio
LP(Q)) es
(a+b)P <2071 (aP +bP) (2.2)

que se cumple para 1 < p < ooy a,b > 0. Ahora bien, recordando las clasicas desigual-

dades de Holder y Minkowski,

Definicién 26. Si xq,x, ..., Tn, Y1, Y2, ..., Yo SON nUmMeros reales arbitrarios y p, p* son

numeros reales mayores o iguales a 1, conjugados, la siguiente desigualdad es conocida

1/p*
p*) (2.3)

1 1
Desigualdad de Hélder. Sean f € LP(Q) y g € LY(Q2) con —+ - =1;p" =q y

p q

como la destgualdad de Holder

n n 1/p n
S < (z w) (z "
=1 =1 =1

p > 1 entonces
(1) f-ge L.
) [ 1f -9l < 1l ol

Mientras que la destgualdad de Minkowski estd dada por

n n 1/p n 1/p
Dol < (Z Ifcz'lp> + (Z Iyi|p> (2.4)

i=1 i=1
Definicién 27 (El espacio L*(2)). Sea Q2 un subconjunto abierto en R™ no vacio y
1 < p < oo. Denotamos por LP() a la clase de funciones medibles u definidas en €

para la cual
/Q |u(x)|P dz < 0. (2.5)

Los elementos de LP(2) son clases de equivalencia de funciones medibles satisfa-
ciendo (2.5). Dos funciones son equivalentes si ellas son iguales en casi todas partes de

Q. A partir de la desigualdad de Young obtenemos la desigualdad de Hélder.

Teorema 17 (Desigualdad de Holder para integrales). Sea 1 < p < oo y p* el
ezponente conjugado de p. Siu € LP(Q) yv € L (Q) entonces uv € LY(Q) y

/Q|u(:z:)v(a:)] dr < (/Q lu(x)|? dx) N (/Q v (z)|P” d:z:) " .
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Demostracién. Ver [21]pag.8

Ademas a partir de esta desigualdad de Holder; obtenemos la desigualdad de Minkows-

ki:
/Q|u(x)+v(x)|dx§ (/Q |u(x)|pdx>l/p+ (/Q |v(x)|pdx)1/p.

Si u satisface (2.5) y / |u(z)|P dz = 0 en LP(Q) entonces u(x) = 0 en casi todas partes
Q
de Q.

Haciendo uso del teorema 11 puede verificarse que, para cualquier nimero real ¢, cu €
LP(Q2) siu € LP(Q2). Asi, si definimos las operaciones suma y producto por un escalar
en LP(Q) por

(@) =cf(z), v (f+9)x):=[f(x)+g(x)

es conveniente verificar que LP(£2) es un espacio vectorial.

Para verificar que la suma de dos funciones en LP(2), hacemos uso de la desigualdad

(2.2) con la cual tendremos que si u,v € LP(QQ)
u(z) +v(@)P < (Ju(@)] + (@) < 277 (Ju(@) ] + (@) ]). (2.6)

Asi de esta ultima desigualdad, conjuntamente con el teorema 11 se concluye que

u+v € LP(2). De hecho LP(£2) es un espacio normado.

[La norma en LP(Q2)]. El funcional | - ||, definido por:

1/p
lull, = (/ |u<x>\de) Cl<peo
0

es una norma en LP(Q2). En efecto, note que |u(z)| > 0 para todo x € €, asi como

consecuencia del teorema 11 se sigue que

=0 = ([ rar) T

Q
<= |u(x)|? =0, paracasitodo z €
<= |u(x)| =0, paracasitodo z €

<= wu(x) =0, paracasitodo z € Q.

Ademas para cualquier ¢ se tiene

Jeall = ( [ leutoyp o) R ([ 1wt ar) "

22



es decir, [[cull, = |c/||ulp-

Finalmente, en el siguiente teorema se garantiza el cumplimiento de la desigualdad
triangular, con lo que se completa la verificacién de que el funcional definido es una

norma sobre LP(€2).

Teorema 18 (Desigualdad de Minkowski para integrales). Si 1 < p < co,u,v €
LP(Q2), entonces

u+w e L),
lw+vllp < flullp + o]l

Demostracién: Sean u,v € LP(§2), con 1 < p < co. La medibilidad de u + v
es obvia.

La desigualdad es cierta para p =1

ol = ( [ luto) + o(o) a v

:/Q|u(:c)+v(:c)]dx
< / (lu(@)] + [o(2)]) dz

:Z|u(:1:)|d:v—|—/g|v(a:)\da:

= [Jully + [[v[lx
1 1

Sea 1 <p<oo,1<p <oocon—+— =1
p p

Consideremos la funcién w € LP(Q2) tal que w > 0y ||w|,, < 1. Por la desigualdad de

Holder tenemos:
[ lute) + v@w@)de < [ (u@)] + @) wie) ds
Q Q
:/Q|u(:v)|w(:v)d95+/ﬂ|v(:r)|w(:r)dx
< lullp [[wlly + [[ollp [[wlly

= [lullp + [vll,

sup {/ [u(x) +v(z)|w(z)de :w(z) >0 en Q [Jw|y < 1} < Jully + llv]l,-
Q
Por lo tanto

lw +vllp < flullp + [v]l,
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Definicién 28 (Espacios L>(2)). Una funcion u medible en Q es llamada esencial-
mente acotada en Q si existe una constante K > 0 tal que |u(z)| < K c.t.p en Q. La
mayor de las cotas inferiores K es llamada supremo esencial de |u| en Q y se denota

por esssup |u(x)].
z€eQ

Denotamos por L*(Q) el espacio vectorial de todas las funciones u que son esencial-

mente acotadas en ).
El funcional ||ul|, = esssup |u(x)| define una norma en L*>(€2).
e

Teorema 19 (Desigualdad de interpolacidn). Sean 1 < p < ¢ < r < oo tales que
1 0 1-4

—=—+4+ —— para algin 0, 0 < 0 < 1. Siu € LP(Q) N L"(QQ) entonces u € LI() y
q P r

lully < ullp el

Demostracion:
0 1—4 1 1
Sea p,q,r y 0 con la hipétesis. Luego 1 = ;q + % =5 t+t—F
g q(1-10)
Hagamos s = £. Note que s > 1, pues en caso contrario si s < 1, significa que l >1
p
> 1+

fq
0 1—-4 1—-4

por lo que gl + Q > M > 1; lo cual es una contradiccién ya que por
P r r

0 1—40
hipétesis 7 + Q = 1. Por lo tanto s > 1.
P r
De manera analoga se define
. r
s = ——,
q(1 —0)

en cuyo caso podemos verificar que 1 < s < ooy 1 < 5% < o0.

Luego, la desigualdad de Holder nos garantiza que

fufls = / fu(a)|? di
- / ()] [u(z) |09 dx

< ( /Q |u(m)|9Qde)1/s ( /Q ()| -0 dx)l/s* (2.7)

P

Observe que fgs = qu =
q

py (1—460)gs* = (1—0)q = r. Luego al sustituir

(1—0)q
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en (2.7) se tiene

Julld < (/Q |U($)|pd$) (/Q |u(x)|’"dx><1qw
e o]

< lulp? =

bq
P

Por tanto, [|ul|? < [Ju/|9 ||ul|:~°. "

En lo que sigue si © es un conjunto medible, convenimos en escribir
Vol(©) := / ldx
Q

cuando / ldz < 0.
0

Teorema 20 (Un teorema de inmersién para los espacio L?). Sean 1 <p < g <

oo yu € LIUQ), entonces u € LP(Q) y
lully < Vol(©2) ™« [[ull,. (2.8)

Esto es,

LU(Q) — LP(Q). (2.9)

Demostracién. Ver [20]pag.28

Corolario. L*(Q) es un espacio de Hilbert con el producto interno dado por

<%w:%ﬁ@w@mw

Demostracién. Ver [20]pag.31

Aproximaciones por funciones continuas

Lema 2. Sean 1 < p < oo y S la clase de todas las funciones simples reales en €2. S

es denso en LP(S).

Demostracién. Ver [26]pag. 27

Teorema 21. Si 1 < p < 0o entonces Cy(Q2) es denso en LP(€2).
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Demostracion. Ver [25]pag.332
Teorema 22. Sea 1 < p < oo entonces LP(Q2) es separable.

Demostracién. Ver [15|pag.62

La clausura de un conjunto G es denotado por G.

Definicién 29 (Continuamente compacto). Si G C R" es no vacio, diremos que

G € Q si, y sdlo si, G C Q y G es compacto.

Definicién 30. La convolucion de dos funciones u y v sobre R™ es la funcion

(u*xv)(x):= /n u(y)v(z —y)dy = /n u(r —y)v(y)dy, x € R™. (2.10)

La convolucion tiene muchas aplicaciones interesantes y una de ellas es una demos-

tracién de que C§°(2) es denso en LP(92).

La convolucién

Je xu(x) = J-(z —y) u(y) dy, (2.11)

]Rn

definida para una funcién u para la cual (2.11) tenga sentido, es llamada regulariza-

cién de u.

Observacion. J. aproxima a la Delta de Dirac, por lo cual se espera que la convo-

lucién en (2.11) aproxime a w.
El siguiente teorema resume algunas propiedades de Regularizacién.

Teorema 23 (Propiedades de Regularizacién). Sea u una funcién definida en R™

y nula en el exterior de €.

1) Siu e L, (R") entonces J. xu € C®(R").
2) Siu € L} (Q) ySopp(u) € Q, entonces J.xu € C§(Q); sie < dist(Sopp(u), ).
3) Siue LP(Q), para 1 < p < 00, entonces J. xu € LP(§). Ademds

| Jexull, < |lull, y Hm ||J.*u—ul,=0.
e—0T
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4) SiueC(Q) ysiGeEQ entonces lim J. xu(z) = u(zr) uniformemente en G.

e—0t

5) Siu e C(Q) entonces h’m+ Je % u(z) = u(x) uniformemente en €.
e—0

Demostracién. Ver [20]pag.36

Corolario. C§°(f2) es denso en LP(§2), 1 < p < oo.

Demostracién. Ver [26]pag. 30

2.3. Distribuciones

En el resto del trabajo reservamos el simbolo €2 para denotar un conjunto abierto
en el espacio Euclidiano R™ y () se designa, como tradicionalmente, para designar el
conjunto vacio. Un punto de R" se denotard por x = (x1, 3, ..., z,,), donde z; € R para

cada 1 < i <n.

Definicién 31. A la n-upla o = (aq, aa, ..., ) la llamaremos multi-indice si o es

Qn

una n-upla de enteros no negativos. Ademdas, denotaremos por X el monomiox", ..., xom,

de grado |a| = Zaj, la suma de dos multi-indices, o, B es o+ B = (a1 + P1, ag +
j=1
By ..oy 0y + Br). Decimos que B < «a si B < o para todo j = 1,2,...,n. Para denotar

la derivada parcial haremos

o Og* oon
e -
ox'  0xj Oz

D¢ = = D™ . Dy ... D,
conviniendo que D09 = ¢.
Por otra parte, el gradiente de una funcion de valores reales ¢ es denotado por

Do(x) := (D1§(x), Dagp(), ..., Dn(x)).

Sea 2 un dominio en R", una sucesion {¢;},  de funciones en C5°(12) es llamada
convergente en el sentido del espacio D(Q2) a la funcién ¢ € C§°(£2) si satisface las

siguientes propiedades:

(1) Existe K € 2 tal que Sopp(¢; — ¢) C K para cada j.
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(11) lim D%p;(x) = D“¢(z) uniformemente en K para cada multi-indice o.
— 00

Las propiedades de la convergencia de {gbj}jeN definen una topologia 7 localmente
convexa en el espacio vectorial C§°(2). Por lo tanto, C§°(Q2) dotado de esta topologia

se convierte en el espacio vectorial topoldgico llamado D(£2),el espacio de funciones de

prueba, asi D(2) = (C5°(2), 7).

El espacio dual D’'(2) de D(£2) es llamado el espacio de (Schwartz) distribuciones
en (2. Los elementos de este espacio son llamadas distribuciones. Este espacio es
dotado con la topologia débil estrella, asi que una sucesién {7}, }, .y converge a T' €

D'(Q) siT,(¢) — T(¢) para todo ¢ € D(£2). En este caso, se dice que {7}

neN

converge a 1" en el sentido distribucional.

Para S,T,€ D'(Q2) y ¢ € R, entonces se define las operaciones
w (S+T)(p) =S(¢p)+T(¢), para cada ¢ € D(Q).

» (1) (¢) = cT'(¢), para cada ¢ € D(Q).
Ejemplo. Para cada u € L} (). El funcional

T.(¢) := /Qu(:c) o(x)dz, ¢ € D(Q), (2.12)

es una distribucién.

En efecto, sean ¢1,¢02 € D(Q) y f € C

Tu( + Bn) = / w(@) (61 + o) (z) da
- / w(@)(61(x) + Bon(x)) de

:/ ) b1 (z d:z:+6/ ) dz

Tu(¢1) + BTu(@2)-

Por lo tanto se verifica que T, es lineal.

Ademds, si {¢;}._ es una sucesion en D(€2) tal que ¢; — ¢ en el sentido D(L2), existe

jEN
K € Q tal que Sopp(¢; — ¢) C K para cada j y D*¢p; — D¢ uniformemente en K

para cada multi-indice a.
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Dado que K & € se tiene que K es compacto. Si F es la coleccién de subconjuntos

abiertos de Q tal que K C U A, luego existen Ay, As, ..., A, € F de manera que
AeF

KCUA“ ademéas K C K C UA

Luego para cada j > 0 se deduce que

Tu(6y) — Tu()] = / u(a) () de — / u(@)p(x) da

Q

- /ﬂ (u(@);(w) — u(x)(x)) dx

_ /ﬂ u(z) (;(2) — d(x)) do

_ /K u(z) (¢5(x) — d(x)) do

Asi
106 = T@)| < [ fu(o)]| () ~ 9(o) | do
< [ (@)l supl6;a) - o(o)] da
—§2£|¢J I/Iu )| da
<sup|¢] (Z/ u(z |dx)
Por lo tanto |T,(¢;) — Tu()| < Sup|¢J (Z / u(z |dx>, y este tltimo

término del lado derecho tiende a cero, puesto que ¢; — ¢ en el sentido D(€2). Asi T,,

es continua.

Observacién. No todas las distribuciones 7' € D'(€) tienen la forma T, definida en

(2.12) para algtin u € L} (9).

En efecto, sea ¢ : D(2) — C dada por §(¢) = ¢(0), para toda ¢ € D(1Q2).
Si ¢1,¢2 S D(Q) y ﬁ eC

6(¢1 + Boa) = (d1 4 Bd2)(0) = ¢1(0) + B2(0) = 6(¢1) + B (¢2).
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por lo tanto ¢ es lineal.

Ademds, si {¢;},y es una sucesién en D(12) tal que ¢; — ¢ en el sentido D($2), existe
K € Q tal que Sopp(¢; —¢) C K paracada jy lim D%;(x) = D“¢(z) uniformemente
j—o0

en K para cada multi-indice . Por lo tanto
10(¢5) = 0(9)| = [#;(0) = ¢(0)] = 0, cuando  j — o0
En consecuencia, 6 € D'(Q).

Veamos que 0(g) es una distribucién que no satisface (2.12). En efecto, supongamos que

1

loe(£2) de manera que:

d(0) satisface (2.12), entonces existe una funcién u € L

#(0) = /Qu(:c) é(x)dr, paratodo ¢ € D(Q). (2.13)

Consideremos la funcién de prueba definida por:

2
eI i ||z| <a

Pa(T) =
0, si||z|| > a
con a > 0, notemos que
$a(0) =e"1 >0 (2.14)
|fa(@)] < e (2.15)

[ u)éu@yds] < [ fute)] foula)| do

R"

- /| @ 6] do

< / lu(z)] e~ dx
llzll<a

= e_l/ lu(z)| dx.
Izll<a

Si u es localmente integrable entonces h'n% |u(z)| dx = 0 se sigue entonces que
a—
l=ll<a

lim /Q lu(2)| da() dz = 0,

a—0

lo cual contradice nuestra suposicién inicial (2.13)
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Derivada de una distribucion

Definicién 32. Sea Q C R"™ un conjunto abierto y T € D'(QQ) una distribucion. Dado

un multi-indice o definimos la a—ésima derivada de T como
(DT (¢) = (=) T (DY), para todo ¢ € D(S).
Proposicién 5. DT es una distribucion, para toda T € D' ().

Demostracion:

Sea ¢1,¢2 € D(Q) y B € C.

(=)' (D(¢1 + fha))
(~1)*'T(D¢, + BD"y)
(~)![T(D"1) + BT(D"¢)|

= (~D)IT(D%y) + B(—1) I T(D* )
= DT (¢1) + BDT ().

DT (1 + Beo)

Un vez verificada la linealidad, procedemos a comprobar la continuidad, para ello con-
sideremos {¢;} .y una sucesién en D({2) tal que ¢; — ¢ en el sentido D(€2). Entonces
(p; — @) € D(Q), D*(¢p; — ¢) € D(Q) y existe K € Q tal que Sopp(¢; — ¢) C K para
todo j y luego demostrar D*T'(¢;) — DT (¢).

Ejemplo.
1) Si0eQydeD(N) es la distribucién de Dirac entonces, D¢ viene dada por:
D*3(g) = (=1)""D*(0).
2) SiQ =Ry H € L}, () es una funcién escalonada definida por:

H(x) 1, si >0
€Tr) =
0, si x<0.
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Sea ¢ € D(R) con soporte compacto en [—a, a] entonces

(TH)¢ = (—-)"'TH(¢)
=-TH(¢)
(

:_/H
R

= H(z) ¢'(x) dx

r) ¢ (v) dx

_ _/_0 Hiz) &' () de — /Oaﬂ(x) ¢(z) da
_ /0 " H@) ¢ () da

__/Oagb’(x)dx
= —¢(x)|

= —(¢(a) = 6(0))

= ¢(0) = 4(¢).
Por lo tanto (T'H)' es la distribucién de Dirac por lo que (T'H)' es una distribu-
cion.

Definicién 33. Sea Q C R™ un conjunto abierto, u € L}, .(Q) y a un multi-indice. Si

1

1e(2) de tal manera que

ezxiste una funcion v, € L

T,.(¢) = D°Tu(¢) para todo ¢ € D(Q),

entonces v, es llamada la a—ésima derivada distribucional o débil de T,.

2.4. Espacios de Sobolev

Los espacios de Sobolev (que fueron descubiertos en 1930) tiene una gran influencia
sobre el desarrollo de la teoria de las ecuaciones diferenciales, sobre el andlisis, fisica

matematica, geometria diferencial y otros campos de las matematicas.

A continuacién introducimos los espacio de Sobolev de orden entero y establecemos

algunas de sus méas importantes propiedades.
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Definicién 34. Sean Q C R™ un conjunto abierto y 1 < p < 0o. Si m es un entero
no negativo, u € LP(Q) y eziste la derivada distribucional D*u para cualquier o con

0 < |a] < m, tal que
D% € LP(QQ), para todo |a| < m.
Entonces se dice que uw € W™P(Q2).

WmP(Q) es llamado Espacios de Sobolev sobre 2.

En este espacio definimos el funcional

fullmp={ D> [ID%u|n] , si 1<p<oo (2.16)

0<|a|<m

que es una norma. En efecto :

RSA

Es evidente que ||ul|,, > 0, ademads si ||u/|;,, = 0 implica que Z [Dullb | =0,
0<al<m
y en consecuencia || D%ul[b = 0, para todo 0 < [a| < m. En particular para a = 0 se

tiene que

[D*ull}y = 1Dull} = [ull} = 0,

de lo cual se obtiene u = 0.

La homogeneidad del funcional se verifica, dado que la derivada y de la norma satisfacen

dicha propiedad:

hSA

IBullmp = | > ID(Bu)|

0<]al<m

Sl

=| > 18Dl

0<]al<m

B =

=| > 8PPl

0<[a|<m

=16 > IDllp

0<]al<m
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y para finalizar, la desigualdad de Holder, nos garantiza que el funcional satisface la

desigualdad triangular:

3=

lutvllmp=| D ID*w+0)[

0<|r|<m

=

= Y D"+ D]}

0<]al<m

B =
S

IN

Yool | o+ D 1Dl

0<|al<m 0<[a|<m

= [[ellmp + l[0llmp-
Teorema 24. W™P(Q) es un espacio de Banach.
Demostracién. Ver [15]pag.121

Proposicién 6. Sea o un multi-indice, (uy,), S LP(2) yu,vq € LP(2) tal que u,, — u

y D, — v, en LP(Q)). Entonces v, = D%u.

Demostracién: Si u,, — u en LP(2), entonces u,, — u en D’'(§2) y en consecuencia
D*u,, — D%u en D'(Q2). Pero, D*u,, — v, en LP(2) implica D*u,, — v, en D'(Q), asi

que v, = D%u. [ |

Teorema 25. Sean 2 C R"™ un conjunto abierto no vacio, k > 1 un entero y p € [1,00).

Se tiene
(a) WEP(Q) es un espacio reflexivo sip € (1,00).
(b) WkP(Q) es un espacio separable sip € [1,00).

Demostracién. Ver [20]pag.121

Observacién. Los espacios W51(Q) y W5*(Q) no son reflexivos.

Definicién 35. Sea k > 1 un entero y p € [1,00). Definimos W™P(Q) como la clausura

de D(Q) en WkP(Q), es decir,
Wég,p(Q) _ m\\'llm,p.
Cuando p = 2, denotamos HF(Q) = W2 (Q).
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Observacién.

1) Observe que u € WeP(Q) si, y solo si, existe una sucesion {¢,} < D(Q) tal

veN =

que o, — uen WHP(Q), esto es, existe (¢, ) en, tal que D%p, — D% en LP(Q),
para todo 0 < |a| < k.

2) Utilizando la convolucién con una sucesién regularizante, podemos comprobar

que C5(Q) C WEP(Q), para todo k > 1, p € [1, 00).

Teorema 26. Sean k > 1, u € WJP(Q) y p € [1,00). Definimos U como la extension
por 0 de u a R™"\Q, esto es

u(x) si x el
0 si x € R"\Q.

Entonces
1) we Wyt (R,
2) D*u = Do, para todo o con la| <k vy

3) “aHW’“’P(R”) = HaHW’w(Q)-

En general W*P(Q) £ WiP(Q).
Demostracién. Ver [26]pag. 49

Corolario 2. Sea Q un conjunto abierto y acotado de R™. Siu € WyP(Q) entonces

lul,u™, u™ pertenecen a H}(Q) donde

ut(z) = méx{u(z),0}
u™ (z) = méx{—u(z),0} = min{u(x),0}

Ademas

o 6‘;% en {x € Q:u(x) >0}

O 0, en {reQ:u(x) <0}

Ver [15|H
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El Resultado Principal

Consideremos el problema (P,), dado por el sistema eliptico no local:

—Au(r) + )\/va(y) dy = u®(z) +0°(2), z€Q

(P)) —Av(z) + A/Qu"(y) dy = u'(z) +(z), z€Q

u(z) > 0,v(z) >0, el
w(z) =v(x) =0, €09 «,pB,7v0ecR"

donde Q C RY, N > 2 es un dominio acotado bien regular de forntera I' = 0. p, ¢ > 0;

A€ER™; a,3,7,0 € RT (constantes positivas).

Queremos probar la existencia de la solucién débil del problema (Py) y determinar
la regularidad de esta solucién. Por lo que empezamos deduciendo formalmente el con-

cepto de solucién débil de (Py).

Consideremos dos funciones ¢ y v suficientemente regular en €2, y multiplicamos e

integramos sobre 2 en cada ecuacién del problema (Py), asi tenemos que:

/Q(—Au)godx—l—)\/Q {/va(y)dy] gpdx:/guo‘(x)@d:c—l—/vﬁ(x)godx,xEQ,goEHé(Q)

Q

/Q(—Avmdx+A/Q [/QUCI(y) dy} Y de = LUV(x)wdx+/vé(x)¢dx, r € Qe Hi(Q)

Q

Usando el teorema de Green resulta:

/Vquod:r—/%godF—l—/\/ {/ vp(y)dy] godx:/ua(x)wdasjt/vﬁ(z)god@
Q r Ov o L/a Q Q

y

/QVUV@Ddx—/F%wdF%—)\/Q Uguq(y)dy] ¢dx:/9u’y(a:)wdx+/ﬂvﬂ(x)wda:
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Imponiendo @’ =0y w’ = (; se obtiene
r r

/QVquodas+)\/Q [/va(y)dy} godx:/guo‘(a:)godx%—/gvﬁ(x)godx,

/QVUV1/de+/\/Q UQUQ(y) dy} zpdx:/ﬂuv(x)lpdx+/9v5(x)¢dx.

Este sistema de ecuaciones integrodiferenciales, nos permite realizar la siguiente defi-

(3.1)

nicién.
Definicién 36. El par (u,v) € H}(Q) x HY(Q) es solucion débil del problema (Py) si
Vo, € HL(Q) satisface

/QvuwdHA/Q [/va(y) dy] godxz/ﬂu"‘(x)@dx—i—/gvﬁ(x)godx,

VoV dr + A wl(y)dy| Yde = [ W (x)pde+ | v (x)) da.
J fi L] ot [ucpire |

Note que para u,v € H}(Q) todos los elementos en el anterior sistema estan bien
definidos.
Para probar la existencia de la solucién débil de (P, ), primero consideraremos el pro-

blema auxiliar
—Au(r) + )\/ vP(y) dy = u®(z) +v°(z) +¢, €Q
Q

(P). —Av(x) + /\/Quq(y) dy = (z) +°(x), 2€Q para & > 0.

u(z) > 0,v(z) >0, el
ux)=v(r)=0, x€d «,fb,7,dcR"

Teorema 3.1
El problema (Py)., admite una solucién débil (u.,v.) € Hi(Q) x H} (). Ademds u. > 0

y ve > 0.

Demostracion: Probaremos la existencia mediante el Método de Galerkin. La posi-
tividad serd demostrada con un Lema técnico de Comparacion ( Lema 4).

Como Hj(Q) es separable, podemos construir una base Hilbertiana

B = {¢1, 2, ...}

Aqui estamos dotando a H} () de la norma, equivalente a la norma natural de H}(Q)

Jull? = / Va(e)Pde; Vu e HYQ)

37



Sea V,, el subespacio finito dimensional,

Vm - [@1,9027 ,gom] - H&(Q)

dotado con la norma inducida por H} ().

Entonces para u € V,, existe un tnico § = (&1, &, ..., &n) € R™ tal que
m
u= ij j |y como consecuencia ||u||2 = |§|2
j=1

En efecto, se establece un isomorfismo isométrico entre V,,, y R™ (V,,, <> R™) mediante

la correspondencia:

u = ij 2 e 5 = (5175% 7€m)

j=1
por lo que identificaremos u € V,,, con £ € R™.

Observe que
|u’Hé(Q) = |¢|rm.

Probaremos que para cada m, existe (u,v) € V,, X V,, una solucién del sistema (Py ).

/QV(um)Vgoi daH—)\/Q {/Q(v,t)p(y) dy] ©; d:c:/ﬂ(u:;)agoi dx—l—/g(v,fg)ﬁgpi d:v—l—s/ggoidx
/QV(vm)Vgoi dx+)\/Q [/Q(u;;)qdy} gpidm:/g(u;)wi dm+/ﬂ(v;§)54pi de

parai=1,2,....m.

Para probar que el sistema (P;“m)E admite solucién, aplicaremos el teorema del dngu-

lo agudo. En adelante prescindiremos del subindice m, si no hay lugar a confusion.

Consideremos la aplicacion
(F,G): R™xR™ — R™x R"
(F,G) = (F1,Fy, ..., Fp;G1,Ga, ., Gy,
donde

Fi(&,n) :/Qvuwi dx+)\/Q [/Q(W)pdy] ©i dx—/g(uﬂagpi dm—/ﬂ(w)% dax—
—€/ngl-dx

Gi(&,n) = /QVUV% dx+A/Q [/Q(w)qdy] ©i dm—/g(w)m dx—/g(v*)‘sgoidx
(3.2)
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(w,v) € Vi x Vi 5w = 3700 &5 v =30 mjp; con (§,m) € R™ x R™ donde
f = (517§27 7£m) yn= (77177727 777m)

AFIRMACION: (F,G) es una aplicacién continua.

En efecto sea (£,1) € R™ x R™ y (&,1m0) € R™ x R™ tal que

(&,m) — (Go,m0) en R™xR™
Probaremos que para cada i=1,2,....m
i) F(&n) — Fi(S%,m) en R
ii) Gi(&,n) — Gi(&,m0) en R

Bastard probar i). La prueba de ii) similar.

Prueba de (i): Se tiene

Fi(§,m)— 507770 ‘/ (Vu—Vuq V%dx‘ﬂ)‘w/ (Uar)p d?JH/fi%dx’—i—
+‘/ )&= (ug) & sozdxM/ & (vg) @Jg&ﬂlx‘—l—&)/ &i—Eip) %dx‘
’Vu—Vuo2+\A|szyni—ni0]f"]g\ +
=1

+/Q [(u+)a_ (ug)a]m-dx)qt/ﬂ [(Ua_)a(fi_fz‘o)dx]-f—
+/Q [(w)ﬁ_(vg)ﬁ}&%dxh/ﬂ [(Ua')ﬁ(&_éi())dl’}‘f'

—&o

+ée

pidx
Q

&= 60|+ C( D I = miollgl + D 16 = Gol”lel + D 161716 — Gul+
=1 i=1 =1

+ 3 I = oIl + D ol 1€ = ol + 1€ — &ol)
i=1 =1
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< fe-&

+ C(Z i — miol”|€] + Z & — &iol*[€] + Z [Siol“1€ — o[+
i=1 i=1 i=1

+ 3 I = mol kel + 3 ol 1€ = ol +lé — o)
i—1 i=1
tomando limite cuando
§—&& ¥y n—mn

tenemos que

Fi&m) = FSom)| — 0 i =1.2,0m

Es decir cada F;; i=1,2,...,m es continua.

Ahora, para cada i = 1,2, .., m, tenemos:

Fz’(fjn)'fi:/gvuv(fi%) dw‘*')\/Q(UJr)p dy/gfi%dﬂf—/g(U+)a(fi%)dl’—

—[)(v*)ﬁfiwidﬂc—e/g@goidx

(3.3)

Gi(f,n)-mZ/QVUV(m%)d%LA/Q(W)q dy/ﬂm soidw—/g(w)w(m ;) dr—

_/Q (W)E (i i) dx
(3.4)

luego se tiene:

L

((FG)&mi€m) =Y (Rl - &+ Gil&n) - )

=1

(BONEmsEm) =D FlEm) - &+ Gul&m) .

3

1

(
Il

J/

® @)

Explicitemos las expresiones (1) y @:

40



Célculo de (7):
®= Zan Z/vuvw dx+)\2/ ) o [ oo
_Z/Qu ) dr— Z/ Tt i du - az/wdx

/QVuV(Zf;&@>da:+/\/ /(wa)dm—

L7 fer o)
:/QVuVudx—i—)\/ d:z:/uda: / “wdr — / udm—s/gudx

Calculo de @:

@:iGi(Qn) /VUV??(p dx—i—)\Z/ / : 0; da—
—Z/ T (s 1) der — Z/

Por lo tanto

@:/Qwvudwm/ﬂ(u*)qu/gvdx—/Q(w)”’vdx—/g(w)%da:.
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Luego:

(o) Em: (Em) =

= {/QVuVuda:—k/\/Q(er)p d:c/ﬂudx—/ﬂ(u*)audq:—/Q(v*)ﬁudx—e/gudx} +
- Ugvvvvdwm/g(w)qu/udx—/ (u+)%dx—/g(u+)%d4

:/Q\Vu|2dac+/Q|Vv]2dx+>\/ dx/udx—/ u+)audx /Q(er)ﬁudwj—

®
—8/udx+/\/ + qu/vdx—/ u+ Ud:L‘—/ (v+)6vdx
L Q .
@

Que expresaremos simplemente:

®<

()5

(RO En) = [ [FuPdo+ [ [Fofde +)XD-@- @@+ -®-@
(3.5)

Para acotar el miembro derecho de (3.5), procedemos a acotar cada uno de sus términos:

© /Q(U+)p d$/Qde < & [[(u, )P

1 1
Enefecto:Tenemos,0<p<1:>1<p+1<2,%>1:>%>2:>§>5
p
luego
1 1 1 1 1 2 — 2
5<1:>]—9<1<:)—+5:1@1:—+]—9<:>—:1—1—):—p:>q:—
s 2 q 3 q 2 q 2 2 2—p
1 2-
Porlotanto—:—péq:%
q 2 b

(a) Usando la desigualdad de Holder
p 2—p

[y ar<| [0y aal = | [ (710 < ( / <|v|p)zdx)2 ( /1dx)
=0 | [ (o) ae]| = 100 ol

Como H}(Q2) — L*(Q) tenemos

N|=

/Q(er)pdx < 105 0 g

42



entonces
_2
lL@ﬁdeSCHQwamng (3.6)

Por otro lado

0 [utes ([uiae) < [praes ([ ()"

< ul 20 | Q2
entonces
/Udﬂ? S ‘9‘1/2|U‘L2(Q)
Q
Por lo tanto:
| wds < Cal0 2 ul (3.7
Q

De (3.6) y (3.7) tenemos

2
([ryrar) ([ utr) < 0075100 ol lulzn

2 1
< CiG|QI7F 2 ol o) Julay @)

Entonces
(/ﬂ(vﬂpdx) (/Q udm) <C “vH%&(Q) ) ||u||H5(Q) (3.8)
1 1 1 1 D
Comop<l=l<p+l<2—+-=12-=1—-——-=——
p+1 ¢ q p+1 p+1
1 1
D qg p+1

Aplicando la desigualdad de D.Young y para 0 < p < 1

ptl +1
p (ol®) > el 1 P P
||v||H3(m'||u||H5<ms( T ) =T I )

1 ~
< _ - Up+1+ up-i-l < C (vl + llu p+1
<o (llll [ul7) < C (vl + Jlull)

p+1
~ 2 2 -~ 1
<& (Il + IlF) " = Gl ey

Reemplazando en (3.8) tenemos:
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(/Q(v+)pdx) (/Qudx> < C (lol* + [[ul®) o) o [

Donde C; = (2, p) es constante.

Es decir

([oorar) ([ utr) < cuom oo ye 9

© (/Q(W)“udx) < Co|[(u,v)||**t, pues

| [ s < 1tz = 107 Lo e
1
2% 20 T o
= [( [ 1aae) ™) el < Bl ol
Como 0 < a < 1 = 2 > 2« entonces
lullganey < e llullfan @y < Elullfym)

ademas

el oy < Elullm )

entonces

| /Q(maudx‘ < Cllulfyy oy Il ey = Tl o

e « «@ 1
< C(llullyfioy + 10155k ) = Co€,) s 0)I5d oy g
Por lo tanto

| / (u*)ude| < Ca(2, @) 1, ) I5h oy ey (3.10)

® ( /Q (v*)ﬁudx) < Oy ||(u, v)||P+1, ya que:

‘/(m%dx‘ g/yvﬂﬂyuuxg/\mﬂyuux
Q Q Q
5+1 /3+1 7
< v|?) T dx /uﬁﬂdaz
([ ey ae)™ ([ jupsiae)

= 101111 1l o1 < Callvllgs o lull g o) (3.11)
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Considerando 0 < < 1, la desigualdad de D Young y andlogo a lo procedido en (3.8)
para obtener (3.9) y (3.11) tenemos

( /Q (w)ﬂudx) < G592, B) 101, 0) | by o (3.12)

@ /Qudx A

1/2 1/2 1
/udx < / lu| 1dx < / lul.1dz < </ |ul 2dx> . </ 1 2dq;) = [lull p2(q) 12
Q Q Q Q Q

< Cu() [Jull 12 () < Ca(Q) [[ull g3 ) < Ca(2) ( lull® + HUHQ)
Luego:
|tz < @ )Ly (3.13)

(5) (/Q('zﬁ)qu) (/Q vd:v) < Cs |[(u,v) |7, ya que

(/{2(u+)qd$) (/Q vd:z:) < 1Q|7a.|Q)z. |ul 72y - [0]2(q) PUbs H}(Q) — L*(Q)

Entonces:
(/Q(qu)qu) (/Q vdx) < C5(9) Hu“?{é(m : HUHH(%(Q) (3.14)

Considerando, 0 < ¢ < 1 y andlogo a lo hecho para obtener (3.9) y (3.11) obtenemos

que:

</Q<u+)qdm) (/Q vdx) < C5(2.0) () Iy 0y (3.15)

® ( / <u+)wdx) < Cy ||(u, )"+, en efecto:
Q

(/Q(W)Vvdx) = (/Q(UJF)'Yd;[;) (/quda:) < 19177 lullZagy - ol 22y

< Co(Q)- Nlullzaigy - 0l 2@y < Co() lull g g - 101l 2 )
pués H}(Q) < L?(Q), asi

([wyode) < @) Ity Il (3.16)
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Considerando, 0 < 7 < 1 y andlogo a lo realizado para obtener (3.9) , (3.11), (3.15) y
(3.16) obtenemos que:

( /Q<u*>”vdw) < Co(0 ) 1w ) 3 0y e (3.17)
©) (/Q(v-‘r)ﬁvdx) < Cy ||(u, )|+, pues

5
([yode) < 0l loliag Il < GO Il (319
Considerando, 0 < 6 < 1 y andlogo a lo realizado para obtener (3.10) y de (3.18)

obtenemos que:
( /Q (ﬁ)%m) < C7(,6) || (u, v)\|5+1 . (3.19)

Retornando a (3.5) y de acuerdo a lo obtenido en (3.9), (3.10), (3.12), (3.13), (3.15),
(3.17) y (3.19), tomando constantes C;,7 = 1,2, ..., 7 adecuadas tenemos:

(o) 2> ullFrs oy + 1ol + AC I 0) [y erraey = Co 12t 0) 57t ) —
= Cs 0w, )ty = ECa Il gy + ACs (s 0y crryoy =
= Co 11w, )1} ey = C7 1) 1o o)
Haciendo | (u, v)| = |, 0) | sy(@yempy = 7> 05 I 0)| = (€ m)]

2 1 a+1 1
() 2l @) + MO )P+ Co ll(u, 0) | = Oyl (u, 0) I —

— 004 ||ull g3 0 + ACs [1(a, 0) 17 = Ci 1 (w013 ey ema ) —

— C7|[(u, U)HHl(Q)le(Q)
Entonces para A < 0 obtenemos

(o)) > 2 COPT 4 CoArtT — CoyrP T — Cgr? T — Core ™ — Cor®™ — eCyr. (3.20)

Luego

2 ai a2 as ay as Qg
()2 (-~ s s e i) SO
rl-p  pl=¢  p1=f  pl-v  pl-a pl-
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Asi para o; €]0,1[, a; € R Vi=1,2,...,6 tenemos

6
<'7 '>ZT2 (1_2 Tlaia,> —5047“

=1

Hacemos
a; .
pr) =2 i €011

AFIRMACION: Sir > 0 entonces lim p(r) =0

r—+00
En efecto:
Ve > 0;3M. > 0/r > M., = |p(r)| <&’
Luego
—e'<plr)y<e’.
Sir Z MEI

I+e'<l—p(r)<l—e',r> M.,

(3.21)

Tomando 0 < g5 < 1, donde ag = 1 — g entonces, para r = M., + 1 = ry tenemos

1—p(r) >
Por lo tanto para
po >max{l,ro} vy r< M. +2
se cumple
(-, ) >71%(1—eg) — eCyr = pa(ag) — eCyr > pi(ap) — eC4 M,/
Selecionando € > 0 tal que
pa(ag) —eCyM.r >0

entonces

2
/)0(040)
—— >e>0
CM., ~ ¢

De modo que para

p.q, o, B,7,6 €01, Fr. >0

que no depende de m, tal que

((F,G)(&m)5 (&m)) > 0,5t (w, v)[| = [(§,m)] = 7e
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Luego por el teorema del Angulo Agudo. Ver A.4

Existe
(S0,m0)  tal que  [(&o,mo)| <
con
(£, G) (&0, m0) = (0,0)
Entonces:
(U, Um) € Vi XV,
tal que

H(Umavm)HH(}(Q)ng(Q) = |(&0,m0)| < 7e

De donde obtenemos

2 2
Te 2 ”(umvvm)”Hé(Q)xH&(Q) = \/HumHHol(Q) + va”Hg(Q) 2 Hum”Hg(Q)

2 2
e > (|t o) 3y = /Nt 3y + Iom g oy = o g
Lo que implica:
ity < 7
HvsmHHOI(Q) <7
entonces
Uern — U, en H}(Q)
Vern  — e, en Hg(Q)
Pasaje al limite:

Fijando ko <m, ¢, € Vi, C H} (), asi tenemos que:

/Vunggodx—i-/\/(vEfn)pdx/ godx—/(uejl)agpda:—/(vgjl)ﬁgodx—sf wdr =0
Q Q Q Q Q Q

/ Ve Vibdz + A / (us)dx / Ydw — / (uz ) "hdx — / (v )o9pdr = 0

Q Q Q 0

! (3.24)

Para pasar al limite cuando m — +o0, en (3.24), verifiquemos las siguientes conver-

gencias:

(i) /VusmV¢d$—>/VuEV<pdx
Q 0
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Por definicién de convergencia débil;
Uerm = e = [uem) = f(ue), Vf € H'(Q)

donde
f:H&(Q) — R

ue —  flue) = (ue; )y :/QVUEV(,OCZJ}

como f es lineal y continua por la desigualdad de Cauchy-Schwarz, tenemos

U — U = / Ve, Vodr — / Vu.Vpdx
Q Q

(ii) /\/Q(va,:)pd:x/ggpdx—) )\/Q(v:)pd:v/ggodar

Como

1
Ve, — Uz en  Hy(Q

de las inmersiones compactas de Sobolev (ver A.11)
Ve — v, en  LY(Q); g € [1,2"
Luego existe una subsucesién para todo g € [1,2* = %[ talque
Ve () — ve(z)  ctp en
|Vem ()] < B(x), ctp en Q, Vm, h e LiQ) (3.25)
ademas como

ul  (2) = max{uc, (2); 0} = ter () 5 v 0 (x) = maz{ve,(2); 0} = vepn(x)

tenemos que

(vFn)P(z) = (vH)P(x), ctp en

y por (3.25)
(0P (@)] < @ < Joen(@)P < () ctp en ©

€

donde h € L7(Q). Como L4(Q) C L'(Q2) y por el Teorema de la Convergencia Dominada

)\/(vg;)pdx/ pdx — )\/(vj)pdx/ odx
Q Q 0 Q

49



(iii) /(uerfl)awda: — /(uj)%pdx.
Q Q
Como
Uey, — Uz €N H&(Q
de las inmersiones compactas de Sobolev
Uen —ue en  LI(Q); g € [1,27].
ademds existe al menos una subsucesién para todo g € [1,2*[ talque
Uom(2) = 10(x)  clpen Qy

|uem(z)] < h(x), ctp en Q, Vm, he LiQ).
Asi mismo
(udm(z))"(x) = (uf (2))%(z), ctp en Q

Para h € L7(Q) y por(3.25)tenemos

[ m ()0 (2)] < Julm(@)|*|o(@)] < Juem()|*e(2)] < h*(@)lp(@)| ctp en O

Si demostramos que h®.p € L*(€), luego usamos el Teorema de la Convergencia Do-

minada de Lebesgue obtenemos lo deseado.

En efecto, para esto tomamos

pell2[ / p> (@)

como 1 <p < 2% entonces%—k%(:)q:,i

p—a’
luego

h|® dxg(/ haidx)”.</ %dx>7: %o ol 5
[ ietelas < ([ g 1o Aoy 91, .
Asi tenemos que

P>p—«

3

por lo tanto p estd bien definido, y por las inmersiones continuas de Sobolev

Pl ry < o0y |¢|L%(Q) <00
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se muestra que

h*.o € LY(Q).

(v) [ () e > [ @) oda

Como

Ve — Vs €N HO1 (Q
de las inmersiones compactas de Sobolev
Ve —v. en  LI(Q); g € [1,2".
Ademas existe una subsucesién de (ve,,) que denotamos con (vep,), tal que
Ve () — ve(z)  ctp en

ademas
vem(@)| <B(), ctp en Q Vm, he LI(Q)
asi mismo
(v m (@) p(x) = (v (2))%0(x), cip en Q
y por (3.25)

|(vF m(2))p(@)] < [0Fm (@) |(@)] < [ven(@)Plo(2)] < WP (2)|p(z)] ctp en Q

donde h € L(Q).

Siguiendo los pasos de la convergencia iii) tenemos que h”.p € L'(Q) y usando el

Teorema de la Convergencia Dominada de Lebesgue obtenemos lo deseado.

(v) / Ve, Vibdr — / Vo Vdz.
) Q
Por la definicién de convergencia débil
Ve — Ve = §(Verm) — g(v.), Vg € H ()

donde
g:Hy}(Q) — R

v — g(0) = (00 sy = / V. Vide

o1



como g es lineal y continua por la desigualdad de Cauchy-Schwarz, tenemos

Ve — Vs = / Ve Vibdr — / Vo .Vidz
0 0

(vi) A /Q (1 )ida /Q od — \ /Q (uH)dz /Q d.

Como

Uen — Uz en  Hy ()
de las inmersiones compactas de Sobolev
Uern —u. en LP(Q); p e [1,2°
Luego existe una subsucesion talque
Uem () = us(x)  ctp en Q
|uem ()| < h(x), ctp en Q, Vm, he LP(Q)

ademés como

Ut (2) = max{uc,y, (2); 0} = uem () 5 ul (z) = maz{u.(z); 0} = u.(z)

tenemos que

(ut)(z) = (uh)¥(z), ctp en Q

L)

y por (3.25)
|(tte)"(@)] < Jtteg (2)]* < Juem (@)]” < h¥(x)  ctp en Q

donde h € LP(Q2). Como LP(Q) C L'(Q) y por el Teorema de la Convergencia Dominada

)\/(ua;)qu/ pdx — )\/(u:)qd:v/ pdx.
Q Q Q Q

(i) [ ustyide [ (s,

Como

1
Uy — U en  Hy(Q
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de las inmersiones compactas de Sobolev
Uen —ue en  LP(Q); D € [1,2".

ademas existe una subsucesion talque

Uem () = us(x) ctpen 2

ademas

[uer ()| < W(z), ctp en Q, Vm, he LP(Q)

asi mismo

(ulm(@))0(x) = (ud ()¢ (2),
y por (3.25) tenemos

ctp en

| ()0 (@)] < Julm (@) [0(2)] < [ttem(@)|*|0(2)] < b ()] @(x)] ctp en Q

donde h € LP(Q).

Como en la convergencia iii) basta probar que h?.¢ € L'(Q).
En efecto, tomamos

IN
e [1:2*] tal q >
g€ [1;2"] talque g7 N+2(7)

como 1 < 7q < 2* entonces

[
‘Q.

=
i<

|
)

luego

9=

Q|2

S~

"= HhHZﬁ(Q)"@‘L%(

[ gl < ([ bm?az)

Asi tenemos que

(

q
Sd )
|77 dw o

qz=

L]

-7

por lo tanto § estd bien definido, y por las inmersiones continuas de Sobolev

< 00

h q < q
IRl Q) <0y |¢|L%(Q)

se muestra que
R .p € L'(Q).
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(viii) /Q(vs:g)‘sapdx — /Q(’U;r)é(pdilf.

Como

1
Ve, — Uz en  Hy(Q

de las inmersiones compactas de Sobolev
Ve — 0. en  LI(Q); g € [1,2°]
ademas existe una subsucesion talque
Vem () = ve(z)  ctp en

y
Vem(2)] < h(x), ctp en Q. Vm, he L1Q)

asi mismo

(VT m(@) (@) = (v (2)°p(x), ctp en Q

(v (@) 0(@)] < [F (@) |0(@)] < Jvem (@) lo(2)] < B (2)|p()]  ctp en Q

donde h € L7(Q).

Siguiendo los pasos de la convergencia iii) tenemos que h.¢ € L'(Q2) y usando el

Teorema de la Convergencia Dominada de Lebesgue obtenemos lo deseado.

De las anteriores convergencias se obtiene

/VUEV@dm—i—)\/ pdx/godx—/ )Ypdr — /(j)ﬁgpd:v—e/godas:O
Q Q
/ Vo Vipdr + A / )dx / Ydx — / Vepdr — / (v)’9dr =0
Q Q
para todo ¢, € Vi, C U;ozol V. Luego, por densidad y continuidad se obtiene
/VuEVgodx+)\/ pdx/godx—/ )*pdr — /( j)fj(pdx—e/godxzo
Q Q
/ V- Vipdr + )x/ qu/ dx — / Vpdr — /(vj)‘slpdx =0
Q Q

o4
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para todo ¢, € |, V,,= H}(Q).Esdecir(u.,v.) es una solucién débil de (Py)..

Ahora probaremos la positividad de u, y v..

En efecto tenemos
—Au(z) = u¥(x) + vl (x) + e — )\/ V(y)dy > ul(x), =z €.
Q

us(z) >0, x €. (3.27)

us(r) =0, x €.

ve(z) >0, z €. (3.28)

ve(z) =0, x €N

En particular

us(z) >0, ze€l (3.29)

us(z) =0, x €.
—Av.(z) >0 (z), x €
ve(x) >0, x€. (3.30)

ve(x) =0, =z €.

Sabemos que existe la solucién y es tnica de los problemas dados a continuacion

—Au(z) = u*(z), x € Q. — Av(z) =v°(z). 2 € Q
u(z) >0, z € Q. v(z) >0,z € (3.31)
u(x) =0, z € 0. v(z) =0, z € N,

Sean u, > 0 la tnica solucién del problema (a —r) dado a izquierda de (3.31) y vs > 0

la tnica solucién del problema (6 — r) dado a derecha de (3.31).

La existencia y unicidad de las soluciones de cada una de las ecuaciones de (3.31)
estan garantizadas por los resultados obtenidos para 0 < a <1y 0 < < 1.
Observaciéon. En lo que sigue se usa resultados de comparacion debido a Ambrosetti,

Brezis y Cerami ; ver [18].
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Lema 3. Supongamos que f(t) es una funcién continua tal que t='f(t) es decreciente

parat > 0. Siv yw satisfacen:
—Av(z) < f(v(z)) ; €
v(x) >0 ; z€Q (3.32)

ulx) =0 ; x €

Yy
—Aw(@) > fuw(z) ; ve0
w(x) >0 ; ze€l (3.33)
w(x) =0 ; x €N
entonces,
w(x) >v(x) Yo e
Demostracion. Ver [18] Lema (3.3) de Ambrosetti-Brezis-Cerami. O

Tomando una funcién f(t) =t*, 0<a <1 tal que

es decreciente; para(3.29)y(3.30) tenemos:

—Auc(x) > f(ue(x)), z € Q. — Aug(z) < flug(x)).x € Q
us(x) >0, z € Q. ua(z) >0, z € Q. (3.34)
u-(x) =0, x € 05 uq(z) =0, x € 0N.

Entonces por el lema 4 concluimos

us(x) > ug(x) >0, z e (3.35)
asf mismo
—Av(z) > fu(z)), z € Q. — Aws(z) < flug(z)). 2 € Q
ve(z) > 0, z € Q. vs(z) >0, T € Q. (3.36)
us(x) =0, z € 0N. vs(z) =0, x € 00.
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Nuevamente por el lema 4 deducimos que

ve(z) > vs(z) >0, z €l (3.37)

Esto concluye la prueba del teorema 3.1.1
El siguiente teorema es el resultado principal de este trabajo.

Teorema 3.2. Sean «, 3,7, €]0,1[, p,¢g > 0, y A < 0. Existe una tnica solucién
débil (u,v) de (Py). Ademds u,v >0y

v € (o?m) N 0@) x <C2(Q) N c@)

Demostracion:
Realizaremos esta demostracién, tomando limite cuando ¢ — 07 en (P)).; para esto
nos apoyamos en el teorema (3.1).
Bastara considerar ¢, = %, v =1,2,... y tomando ¢ = u., y ¥ = v, en (3.16),

sumando ambos resultados y después de algunos calculos obtenemos

I (ue, v)[1? < C(Il(uews)llp“ + {1 (e, v) [ | (utey v 1P+ (e, we) [+

(3.38)
Hl e, v) 1971 4 [ (e, 0)[7H + H(UE,UE)HM)-
Ahora, como 0 <p+1l,a+ 1,6+ 1,7+ 1,¢g+ 1,0 +1 < 2, resulta
[(ue,v)|| < C (3.39)

independiente de .
En consecuencia, existe (u,v) € Hi(Q2) x Hi(Q) talque

(e, ve) = (u,v), en HY () x Hy(Q)

Luego razonando como en la demostracion del pasaje al limite en el teorema 3.1,

obtenemos que (u,v) € Hg () x Hg(Q) satisface

/Vquod:C+)\/vpd:c/gpdx:/ua@dx+/vﬁg0dz+€/gpdx
Q Q Q Q Q Q

/ VoVids + A / uldx / Yz = / wpdr + / vorpda

Q ) Q Q Q
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para todo ¢, € Hy(Q).

Lo que prueba la existencia de la solucién débil de (Py).

Aplicando nuevamente el Lema 4, razonando similarmente como en la demostracion
del teorema (3.1), obtenemos

u>0,yv>0

Para probar la regularidad usaremos reiteradamente el teorema ADN dado en A.15,(Agmon-
Douglis-Niremberg)y el teorema A.16 (Schauder), a este procedimiento se le denomina

argumento “Bootstrap”, consideramos

Q
i) = §(u(o). v(a)) =7 () + 07(2) = [ ) dy
Se tiene asi el sistema
— Au = f(z) r € 0 (3.40)
— Av =g(x) r € (3.41)
Sea r €]1;2* — 1], 0 €]1;2* — 1|. Luego
Fl <er(lul + 1)+ ene>o0 (3.42)
G@)| < s(Jul’ + o) + e enes >0, (3.43)

En consecuencia ]/”\ € LQT(Q) y g€ L%(Q), y por la regularidad de los problemas

elipticos (Teorema ADN), se tiene que
we WS (Q) y ve W27 (Q) (3.44)

Analicemos la regularidad de u, la regularidad de v es similar.

Si, 27 > %, entonces
W25 (Q) < L5(Q), Ve € [1; +o00]
Ahora, fijando € > Nr > 1, resulta en particular
W25 (Q) < LY(Q)
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en consecuencia v € L#(2). Similarmente, encontramos v € L*(2).

Luego de (3.42), resulta que f € L7 (). Aplicando nuevamente (ADN) obtenemos
ue W (Q) — CY(Q)

De (3.42), repitiendo el andlisis anterior, resulta f € C(Q) y por el teorema de Schauder
u € C°(Q) N C2(). Similar calculo permite obtener v € C°(2) N C?(Q).

Asi el teorema 3.2 estd completamente demostrado.ll
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Implementacion del Método Numérico

Consideremos el problema unidimensional

1
—u”+)\/ wP(y)dy = f, en 10,1]
0

u(0) = u(l) = 0.

(4.1)

con f € L*0,1).
Se trata de hallar u € H}(Q) tal que

P [ @@ [ [ e [ sedn voe o

A fin de construir la aproximacién por elementos finitos, subdividimos Q = [0;1] en N
subintertvalos [z;;x;11], ¢ =0,1,2,..., N — 1; por los puntos z; = ih, i = 0,1, ..., N,
donde h =+, N > 2.

Es conveniente expresar nuestra aproximaciéon como una combinacion lineal de las

funciones base elemento finito

oilz) = (1—yx_xi|) . =12, N—1.
h +

resulta que ¢; € Hi(Q), Sop(pi) = [zi—1; i), 1 = 0,1,2, .., N — 1.y que {@;} " es

linealmente independiente. Por tanto

Vh - [¢17S027 "'7S0N—1] g H&(Q)

y dim(V,) = N — 1.

La aproximacién de elemento finito de (P) es: hallar u;, € V}, tal que

1 1 1 1
) [w@a@daa( [ dew)( [ a@e) = [ fowd. vaen
como uy € Vj,, es obvio que
N-1
up(x) = Z aipi(z)
i=1

que sustituida en (P,) obtenemos el problema equivalente.
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Hallar o = (g, ag, ..., an_1)" € RV~ tal que

1 N—-1

(P i S @ ([ Cap@rwa)( [ awa) = [ s

para j =0,1,2,.... N — 1.
Haciendo

1 N-1

ajz:/olsé() 3(x) dIJr)\(/ Zaz% )(/Olcpj(:c)dx>

1
F— / F@)ps(x)de: j=0,1,2,.., N — 1.
0

podemos escribir (F},)" como el sistema matricial
(*) AU=F (4.2)

donde A = [aji|1j<n-1, F = (F1,Fs, ..., Fy_1)". Resolviendo el sistema (4.2) sustitui-

mos los valores oy, as, ..., any_1 en la expresion

N-1
= Z aipi(x)
i=1

y asi obtenemos uy,.

Observacion. En la practica los aj; y Fj son calculados aproximadamente usando

reglas de integracion numeérica.
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Conclusiones y/o Sugerencias

1. Se concluye que el Método de Galerkin es de gran aplicabilidad para resolver pro-
blemas no locales, en particular para encontrar soluciones débiles para sistemas
no lineales, como el estudiado en este trabajo. Es evidente que la metodologia
empleada puede aplicarse a otro tipo de ecuaciones diferenciales parciales y/o
ordinarias, o ecuaciones integrodiferenciales, con diferente condicion de frontera.

Por ejemplo
—M(/ uidx)um +g(z,u)ulb =0. ; en |0; 1]
0

M(/Quida;)ux(l) (1)

puede resolverse con la técnica empleada aqui, pero esto se escapa de nuestro

objetivo.

2. Se pueden estudiar diversos casos relacionados con nuestro sistema (Pj). Por
ejemplo cuando el operador laplaciano A es cambiado por el p-laplaciano A,
para 1 < p < +00, o cuando hay condiciones de frontera no homogéneas.
También se puede investigar (Py) en el contexto de los espacios de Sobolev con

exponente variable. Asi mismo se puede investigar la unicidad de la solucién.

3. Nuestro trabajo también mostr6 una estrecha relacién con otros métodos de apro-

ximacién numeérica, los elementos finitos.

4. Como cualquier otro método matematico, el método de Galerkin también, tiene
sus limitaciones. En nuestro caso aplicar el método se torna muy dificil(sino es

inaplicable) cuando A > 0.
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Id Apéndice de Resultados Utilizados

En este apéndice enunciaremos los principales resultados utilizados durante las de-

mostraciones en este trabajo.

Teorema (A.1)(Lax-Milgram) Sea H un espacio de Hilbert y a : H x H — R

una forma bilineal verificando:

(i) a(-,-) es continua, esto es, existe M > 0 tal que

|a(u, )| < M|lu[lol}, ¥V u,ve H;

(1) a(-,-) es coercivo, osea, existe a > 0 tal que

alu,u) > allul|®*, ¥ ue H,;

Sea T : H — R un funcional lineal continuo, existe un tnico v € H satisfaciendo:
a(u,v) =T(v), V ve H.

Demostracién: ~ Ver [11] pag.89

Teorema (A.2)(Principio del Maximo Fuerte) Sea {2 C R™ un abierto acotado
yu € C(Q)NC%N) tal que Au < 0 (Au > 0) en Q y suponga que existe un punto
y € Q tal que u(y) = supu (i(glgf u) Entonces, u es constante.

09

Demostracién: ~ Ver [14] pag.15

Teorema (A.3)(Principio del Maximo Débil) Sea Q2 C R" un abierto acotado y
u € C(Q)NC%NQ) tal que Au <0 (Au > 0) en Q. Entonces

supu = sup u <infu = infu> .
Q a0 Q o0

Demostracién: ~ Ver [14] pag.15

63



Teorema (A.4) (Del Angulo Agudo.)Sea F': R™ — R™ una funcién continua.
Si existe R > 0 tal que (F(x),2) > 0, ¥|z|gn = R, entonces existe 7o € B(0, R) tal
que F(zg) =0.

Demostracién: ~ Ver [16] [5]

Teorema (A.5)(Desigualdad de Poincaré) Sea ) un abierto acotado de R". En-

tonces, existe una constante C' = C(€2, p) > 0 tal que

1
||u||Lp(Q)§C(/|Vu\pdx) , Y ueWyP(Q), 1<p<oo.
Q

Demostracién: ~ Ver [20] pag.183

Teorema (A.6) Sea E un espacio de Banach reflexivo y (z,,), . una sucesién acotada

en L. Entonces existe una subsucesion (‘%nj)nveNg(xn)nEN con
J

T, —x en I.
J

Demostraciéon: ~ Ver [11] pag.50.

Teorema (A.7) Sea (f,),cy Una sucesion en LP(Q2) y f € LP(Q) tal que

[ fn = fllzr(@) — 0. Entonces existe una subsucesion (fy, ), enC(fa) ey tal que:
(i) fo, — f(x) c.t.p en €.
(1) | fn,(z)] < h(z) c.t.p en 2, para todo k, con h € LP(Q).
Demostracién: ~ Ver [11] pag.58.
Teorema (A.8) Sea L un operador Eliptico estricto en 2 con a” € C%1(Q), b, ' €

L®(Q). Si 00 € C*2 y existe ¢ € WE22(Q) con u — ¢ € Wy?(Q). Entonces u €
Wk+2,2(Q) y:

lullweszaioy < € (Ilullzzge + I Fllweraaiy + llplweszae) ).
Demostracién: ~ Ver [14] pag.177.
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Teorema (A.9) Seanm > 1y 1 <p < oco. Entonces:

1 m 1 1 m
i) Si-— T so0, wreQ) c L), - =~ - "
() si - " @) c L), s =1 "
. 1 m
(7i) Si PR =0, W™P(Q) C L), para q € [p, o0).
1
(i) 8~ % <0, Wm(Q) ¢ L®(9).

Demostracién: ~ Ver [12] pag.79

Teorema (A.10)(Teorema de Inmersién continua de Sobolev) Sea {2 un domi-

nio regular en R”, m > 0y 1 < p < oo. Entonces, para cualquier 7 > 0 las inmersiones

de abajo son continuas:

(i) Sim < g, Witmp(Q) < WH(Q), p < p <

w>&m:gJWmew%wwamqugm.

(i4i) Sim > g, WiHme(Q) — CI(Q).
(iv) Sim—1< L m, Witmr(Q) — C7(Q), 0 <a <m — L
p p
donde denotamos por C’é(Q) al espacio de Banach de funciones u : Q — R de clase C7

tales que u y todas sus derivadas de orden j son acotadas con la norma:

[l ) = micsup | D7u(z)

lol<j ze
Asf mismo, C**(R"), 0 < A <1, es el espacio de Banach de las funciones u € C§(R")
tales que u y todas sus derivadas de orden k son Holder continuas (Holderiana) con

exponente A (A—Hélder continuas), esto es:

< 0Q.

, | D%u(x) — Du(y)|
maxsup By
|| <K TH#Yy ‘:U - y‘

La norma de C**(R") es dada por

D~ — D«
zix sup | D%u(x)| + méx sup |D*u(x) u(y)
@ e

u kA m -
[ulle (R™) la|<; la|<k gy |z —y|*

Demostracién: ~ Ver [13] pag.102

65



Teorema (A.11)(Teorema de Inmersién Compacta de Rellich-Kondrachov)
Sea () un dominio acotado con frontera regular en R", 7 >0, m >0y 1 < p < oo.

Entonces para cualquier 7 > 0, las inmersiones de abajo son compactas:

(i) Sim < 2, Witmp(Q) < Wi(Q), p < p <
b
(i) Sim = g, Witme(Q) < Wia(Q), p < g < oo.

(ii) Sim > 2
P

WItmP(Q) < WH(Q), 1< g < ooy WHHM™P(Q) < CF0(Q); WITmP(Q) — C9(Q).

(i) Sim—1< 2 <m, Witms(Q) < CI#(Q), 0 < < m — .
P p

Demostracién: ~ Ver [13] pag.103

Teorema (A.12) Sea H un espacio de Banach (uy), . C H. Entonces:

Siu, — uen H, entonces |ju|| < liminf ||u,||. Demostracién: ~ Ver [11] pag.50

Teorema (A.13) Sea X un espacio de Banach uniformemente convexo. Para toda

sucesion (uy),nC X, con

U, ~u en X

lim sup | < [Jul].

Se sigue que

U, - u en X.

Demostracién: ~ Ver [11] pag.52

Teorema (A.14)(Teorema de la Divergencia) Sea {2 un dominio acotado cuya
frontera 9 es una Hiperficie de clase C! y v es el vector unitario normal a 9. Para

cualquier funcién F : Q — R", F € C(2) N C*(Q) tenemos que:

/didex:/ (F,v)dS.
Q o0

Demostracién: ~ Ver [22] pag.17
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Teorema (A.15)(Agmon-Douglis-Nirenberg.) Sea 0 < o < 1y  un abierto

acotado de clase C*%(£2). Supongamos que los coeficientes de
0 0 0

aij,b; y ¢ pertenecen a C**(Q) y que A es el limite superior de sus normas en este
espacio.

Sea f € C%(Q) y g € C*>*(Q). Sea u € C°(Q) N C*(Q) una funcién talque
Lu=f ; en

u=g ; sobrel’ =00
entonces u € C%*(Q) con la estimativa

lilcse < € (1 leon@ + I9lcao@)

donde C solo depende de a;, A y €.
Demostracién: ~ Ver [23]pag.103

Teorema (A.16)(Schauder.) Sea0 < a < 1y Q un abierto acotado de R", de clase
C**(Q) y el operador

0
Lu:za—xi(ai —|—Zb]%u+cx u(w))
2¥)

cona;; €C(Q), 1<i,j<n beC(QR"),b=(b),yceC(Q),c(zx),Vre,

I\ > 0; Zaw 2)6€; > MEPE Vr € Q,V6 € R

Si feC™(Q)yge 02’0‘(5), el problema

Lu=f ; en§

u=g ; sobrel’ =00

admite una tnica solucién (débil) u € C°(2) N C%().
Demostracién: — Ver [23] Pag. 104
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Observacién.

1) Sea u € WP(Q) dada. En general, u € LP(R"™), pero u ¢ W1P(R").
2) Siy € CJ (), entonces uyy € WHP(Q) con
Di(uv) = ¢ Dju+ u Dy,

para todo 1 <7 < n. Ademas, Q/L—\Q//J pertenece a W1P(R") y se satisface

Di(uvy) =v Diu+uDyp, 1<i<n.

3) Sean E;, i = 1,2,...,m espacios de Banach, con normas |.|, respectivamente.

Entonces

es un espacio de Banach, con la norma

€]s = ( > l&

1<i<m

2E> ; §= (61,82, &m) EE

En particular £ = H}(Q) x H} () es un espacio de Hilbert y

2
|(u,v)|p = (’uﬁlé(Q) + "U@Ig(g)>

Teorema (A.17)(Stampacchia.) Sea G : R — R una funcién Lipschitz continua
tal que G(0) = 0. Para 1 < p < 400, si Q es acotado y u € W, (), entonces tenemos
G ou € WyP(Q) Demostracién. Ver [25]Pag. 154
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