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Resumen

Existencia de soluciones débiles para una clase de sistemas elipticos

semilineales

Marlén Yvan Tineo Condena

Diciembre, 2017

Asesor :  Dr. Eugenio Cabanillas Lapa

Grado Obtenido : Magister en Matematica Pura

En este trabajo se hard una exposicién detallada sobre el articulo publicado por G.A.
Afrouzi, M. Mirzapour y N.B. Zographopoulos [4], cuyo objetivo es probar la existencia de

soluciones débiles para una clase de sistemas elipticos semilineales potenciales de la forma

- div(a(z)Vu) = AF,(z,u,v) en )
- div(b(z)Vv) = AFy(z,u,v) en ()
u=v=0 sobre 02

donde el dominio €2 es un dominio acotado en RY (N > 2), de frontera bien regular, los pesos
a(x), b(x) son pesos medibles no negativas sobre Q, (Fy, F},) = VF representa el gradiente
de F en las variables (u,v) € R? y A es un pardmetro positivo.

El problema de existencia de soluciones débiles para el sistema serd abordado mediante las
herramientas de la teoria de puntos criticos de funcionales definidas en espacios de Banach,
como el Teorema del paso de la montana y el Principio del minimo.

Palabras claves: Ecuacion eliptica degenerada, sistema eliptico semilineal, Teorema del paso

de la montana.



Abstract

Existence of weak solutions for a class of semilinear elliptic systems

Marlén Yvan Tineo Condena

December, 2017

Adviser :  Dr. Eugenio Cabanillas Lapa

Obtained Degree : Master in Pure Matematics

In this work a detailed exposition will be made about the article published by G.A.
Afrouzi, M. Mirzapour and N.B. Zographopoulos [4], whose objective is to prove the existence

of weak solutions to a class of semilinear potential elliptic systems of the form

- div(a(z)Vu) = AF,(z,u,v)  in Q
- div(b(z)Vv) = AFy(z,u,v)  in Q
u=v=0 on Jf2

where the domain © is a bounded domain in RY (N > 2), regular border, the weights a(z),
b(x) are measurable nonnegative weights on 2, (Fy, F,) = VF stands for the gradient of F'
in the variables (u,v) € R? and \ is a positive parameter.

The problem of existence of weak solutions will be developed using the tools of the theory of
critical points defined on Banach spaces, using the Mountain Pass Theorem and the minimum
Principle.

Keywords: Degenerate elliptic equations, semilinear potential elliptic system, mountain pass

Theorem.

VI



Indice general

Introduccidn . . . . . . Lo 1
1. Preliminares 5
1.1. Espacios de Banach y la Teorfa de Distribuciones . . . . . .. ... ... ... 5
1.2. La integral de Lebesgue y los espacios LP(2) . . . . . ... ... ... .... 11
1.3. Los espacios de Sobolev W™P(2) . . . . . .. .. ... 15
1.4. Las funciones peso y los espacios de Sobolev con peso . . . . .. .. .. ... 18

1.5. Inmersiones de Sobolev con peso y la equivalencia de normas en los espacios

de Sobolev con peso WEP(Qsa) y WoP(ua) . . . . . .o o 24

1.6. Resultados del cdlculo variacional . . . . . . ... ... ... ... .. ..... 27

2. Definiciéon y condiciones del problema 36
2.1. Una clase de sistemas elipticos semilineales . . . . . . . .. .. ... ... .. 36
2.2. Condiciones sobre el problema y definicién de solucién débil . . . . . . . . .. 36

3. Teoremas de existencia de soluciones débiles para una clase de sistemas
elipticos semilineales 54

3.1. Teoremas de existencia de soluciones débiles para el sistema eliptico semilineal

(2.1) « o 54

3.2. Demostracion de los Teoremas 33 y 34 . . . . . . . .. .. .. 54
3.2.1. Prueba del Teorema 33 . . .. . ... ... ... .. ... ... .... 54

3.2.2. Prueba del Teorema 34 . . . . . . . ... .. ... ... 59

4. Ejemplos de aplicacion y observaciones complementarias 66

4.1. Un ejemplo de un sistema eliptico semilineal potencial dentro de esta clase de
problemas . . . . . ... 66
4.2. Observaciones sobre la aplicacién del Principio del Minimo para probar la

existencia de soluciones débiles de una clase de sistemas elipticos semilineales 68

VII



INDICE GENERAL VIII

4.3. Observaciones sobre la aplicacion del Teorema del paso de la montana para
probar la existencia de soluciones débiles de una clase de sistemas elipticos

semilineales . . . . . . L 70

Bibliografia 71



Introduccion

El presente trabajo de tesis es una explicacién didactica del articulo publicado por G.A.
Afrouzi, M. Mirzapour y N.B. Zographopoulos [4], el cual serd expuesta en detalle. En este
trabajo estudiamos la existencia de soluciones débiles para una clase de sistemas elipticos
semilineales. Esta clase de sistemas modela varios fenémenos fisicos relacionados con el equi-
librio de medios continuos (ver [16]). Aparece en las ecuaciones acopladas de Schrodinger, el
cual modela ciertos fenémenos fisicos relacionados con la interaccion de los componentes de
un gas a temperaturas muy bajas y en los efectos de la Optica no lineal (ver [8], [11], [22]).
Por ello, el estudio de esta clase de sistemas es de gran importancia en la Matemaética, Fisica,
Ingenieria, Climatologia,...etc.

En el desarrollo de la tesis se ilustra una aplicacién del Principio del minimo y el Teorema del
paso de la montana para probar la existencia de soluciones débiles para una clase de sistemas

elipticos semilineales potenciales de la forma:

—div(a(z)Vu) = A\Fy(z,u,v) en 2
—div(b(z)Vv) = AFy(z,u,v) en (1)
u=v=0 sobre 0

donde © es un dominio acotado de RY, de frontera bien regular , N > 2, los pesos a(z), b(z)
son funciones medibles no negativos sobre Q, (F,, F},) = VF representa el gradiente de F' en
las variables (u,v) € R? y A es un pardametro positivo.

Actualmente, muchos autores han estudiado la existencia de soluciones débiles no triviales
para tales problemas elipticos (ver [7], [9], [10],[14], [18], [32], [34]), en los fenémenos fisicos
relacionados al equilibrio de medios continuos, en [16, pp. 79], por Dautray y Lions. Caldiroli

y Musina en [10] investigaron un problema eliptico degenerado variacional de la forma:
- div(a(x)Vu) = f(x,u) xen
u=0 xen N

Ellos permiten al peso a(z) anularse en algin lugar o ser no acotada y prueban algunos

resultados de existencia usando una aproximacion variacional basado en el Lema del paso



de la montana. Zographopoulos [33] estudié una clase de sistemas elipticos semilineales de

potencial degenerada de la forma:

- div(a(z)Vu) = Ap(z) |u] " o] w, zen Q
- div(b(x) Vo) = Ap() [u] o] o, zen

u=v=0 z sobre 0f)

donde A > 0, 7,0 > 0y p(z) puede cambiar de signo. El probd, la existencia de al menos una
solucion débil para el sistema, bajo adecuadas hipétesis sobre el dato.

Para la elaboracién del presente trabajo se adicionaron las proposiciones 7, 8, 9 y 10 como
parte del estudio de los espacios de Sobolev con peso, los cuales juegan un rol muy importante
para el desarrollo de la tesis, ya que sobre estos espacios se prueba la existencia de soluciones
débiles del problema (1). Enunciamos y probamos la Proposicién 11 necesaria para poder
definir el concepto de solucién débil del problema (1) y detallamos la prueba de los teoremas
de existencia 33 y 34. Ademdas como una aplicacién, incluimos un ejemplo de tales sistemas
verificando las condiciones dadas en el problema.

En el Capitulo 1, se enuncian y demuestran algunos resultados del andlisis funcional y el
calculo variacional, como el Teorema del paso de la montana y el Principio del minimo que
seran utilizados para probar la existencia de soluciones débiles del sistema (1).

Hacemos un estudio de una clase de funciones peso, de los espacios con peso LP(Q,w),
WhP(Q;w), WoP (Q;w) y damos algunos ejemplos de funciones peso. En particular estu-
diamos algunas inmersiones entre los espacios de Sobolev con peso W1P(Q;a) y los espacios
de Sobolev usual. Finalmente mostramos la equivalencia entre las normas definidas en los
espacios de sobolev conpeso WP(Q;a) y Wa (; a).

En el Capitulo 2, se presenta el problema que consiste en probar la existencia de soluciones

débiles del sistema (1), donde suponemos que, los pesos a,b € LlLOC(Q), satisfacen

A= b e LYN), s e <]§oo> ([1,00).

Con s definimos
5. — 2s o _ N2, N2s

, = > 2.
s+17°% N-23 N(s+1)—2s

Suponemos que F es un C! - Funcional sobre 2 x R x R — R, satisfaciendo las siguientes

condiciones:

(F1) Existen constantes positivas ¢, co tal que :
|[Fi(a b, )] < erft]]s)H
|[Fs(,t,5)] < et s

2



5—0—1:1

para todo (¢, s) € R?, en casi todo punto x € 2y algunos 7, > 1 tales que %‘1—1— :

yy+1l<p<2i d+1<qg<2.
(F2) Existen constantes positivas ¢, a y 8, con 2 < «, f < 2% tal que
|F(x,t,5)] < c(1+ [t +s|”)
para todo x € Qy (t,s) € R2.
(F3) Existen R > 0,6 y 6 con % < 0,0 <1 tal que
0< F(x,t,5) <0 tFy(x,t,s)+ 0 sFy(x,t,5)
para todo x € Qy |t],|s| > R
(F4) Existen @ > 2, 8> 2y e > 0 tal que
F (@t )] < (|t +1s]")
para todox € Qy [t| <€, |s| <e

En esta parte empleamos los espacios de Sobolev con peso W12(Q;a), que se estudiaran en

el Capitulo 1. Primero definimos sobre el espacio de funciones de prueba D(), el funcional
Jull2 = | ata) [Vu@) o vu € C2(@),
Q

probamos que es una norma. Luego como D(Q) € W12(Q;a), podemos definir Wy(€2; a)
como la clausura de D(Q2) con respecto a esta norma ||-||,, que ademas es equivalente a la

norma de W2(Q, a),de esto tenemos:
WL2(0;a) == Co) 1o ¢ Wh2(9; q).

Ademss, como W12(Q;a) es un espacio completo y Wa ’Q(Q;a) es un subespacio cerrado,
entonces Wo1 ’Q(Q; a) es completo. También se probard que esta norma proviene de un producto
interno en este espacio, por tanto We ’2(9; a) es un espacio de Hilbert. Procediendo en forma
ansloga obtenemos el espacio de Hilbert Wo'2(Q; b).

Finalmente se define el espacio de Hilbert
W =Wh(Q;a) x WH2(Q;b).

A continuacién enunciamos el concepto de solucién débil del sistema (1)
Definicién : Decimos que (u,v) € W es una solucién débil del sistema (1) si y solo si

satisface

/Q(a(:c)Vquo + b(x)VoVi)dx = )\/Q[Fu(:v,u,’u)w + Fy(x, u,v))dx,V(p, 1) € W.



Definimos el funcional correspondiente al problema (1)

1

S (u,v) = 3 /Q(a(x) \Vul? 4 b(z) |Vo|*)dz — )\/QF(x,u,v) (2)

probamos que tal funcional )y (u,v) estd bien definida y es de clase C! en W. Asf, las solu-
ciones débiles de (1) son exactamente los puntos criticos de Iy (u, v).

En el Capitulo 3, enunciamos y probamos los teoremas de existencia de soluciones débiles
del sistema eliptico semilineal:

El primer Teorema de existencia es una aplicacién del Principio del minimo, que permi-
tird probar la existencia de al menos una solucién débil del sistema (1) y es dada por:
Teorema 33. Suponga que la condicién (F}) es satisfecha. Entonces existe una constante
A > 0 tal que para todo 0 < X < A, el sistema (1) tiene una solucién débil.

Este teorema serd demostrado mediante los siguientes lemas:

Lema 1. El funcional ) dado por (2) es débilmente semicontinuo inferiormente en W.
Lema 2. El funcional ) dado por (2) es coerciva y acotada inferiormente en W.
Exponemos en forma detallada los calculos en la prueba del Lema 1 y Lema 2.

El segundo Teorema de Existencia es una aplicacién del Teorema del paso de la mon-
tana, que permitird probar la existencia de otra solucién débil no trivial del sistema (1) y es
enunciada a continuacion:

Teorema 34. En adicién al primer Teorema de existencia, suponga que las condiciones
(F1) — (Fy) son satisfechas. Entonces el problema (1) tiene una solucién débil no trivial.
Este teorema serda demostrado mediante los siguientes lemas:

Lema 3. El funcional ) dado por (2) satisface la condicién de Palais-Smale en W.

Lema 4. Bajo las hip6tesis (F'1) — (F4) el funcional ¥ dado por (2) satisface:
(i) Existen p,o > 0 tal que ||(u,v)|| 5z = p implica I(u,v) > o > 0.
(ii) Existe (uo,v,) € W con ||(uo, vo)|l > p tal que F(u,, v,) < 0.

Exponemos en forma detallada los célculos en la prueba del Lema 3 y Lema 4.

En el Capitulo 4, damos algunos ejemplos de tales problemas y realizamos dos observaciones
complementarias sobre el trabajo:

En la Seccién 4.1, tratamos un ejemplo de tales sistemas de ecuaciones para una elecciéon de
los pesos a(z), b(x) y del C'— funcional F(z,u,v).

En la Seccién 4.2, hacemos un comentario sobre el Principio del minimo y su aplicacién a
nuestro problema.

En la Seccién 4.3, hacemos un comentario sobre el Teorema del paso de la montafia y su

aplicacién a nuestro problema.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se presentan los espacios funcionales, operadores, asi como algunos re-
sultados de la Teoria de la medida, el Anélisis Funcional y el Calculo de Variaciones, tales
como la desigualdad de Hélder, la desigualdad de Sobolev, la desigualdad de Poincaré , el
Teorema de Eberlein-Shmulyan, la derivada de Fréchet, entre otros. En esta primera parte
trataremos con mayor detalle el Teorema del paso de la montana , el Principio del minimo y

a los espacios de Sobolev con peso.

1.1. Espacios de Banach y la Teoria de Distribuciones

Dado © un conjunto abierto de RV,

Definicién 1 Se define C5°(R2), el espacio de las funciones infinitamente derivables con so-

porte compacto en Q.

Denotamos por

a _ aay QN
D =901 ... 9o

a la derivada de orden |a| donde o = (a1, ag, a3, ...,ay) € NV y |a| = E;Vﬂ aj.

Cuando o = (0,0,0, ...,0) se define D% := u para u € C3°(2).

Definicién 2 En el espacio C°(Q2) se define una topologia dada a través de la siguiente
nocién de convergencia. Diremos que una sucesion de funciones ¢, € C5°(S2) converge para

¢ si verifica las siguientes condiciones:
(i) El soporte de ¢y, estd contenido en un compacto fijo K de Q.
(ii) Para todo o = (a1, v, a3, ..., an) € NV, se wverifica

D%¢p, — D%¢ uniformemente sobre K.



El espacio C5°(Q2) dotado de esta convergencia definida anteriormente, serd denominado es-

pacio de funciones de prueba y serd denotado como D(2).

Definicién 3 Una aplicacion T : D(Q2) — R, es una distribucion sobre Q, si T es una
aplicacion lineal y continua en D(QY). Esto es, si ¢, —> ¢ en D(Q) entonces T'(¢yn) — T(¢)
en R.

Definiciéon 4 Sean X, Y espacios vectoriales normados y T : X — Y una aplicacion lineal,

diremos que T es continua en un vector v € X, si dado € > 0, existe 6 > 0 tal que
|Tu —Tvlly <e€, siempre que |ju— vy <.
Diremos que T es continua en X, si T es continua en cada vector de X.

Definicion 5 Sea T una aplicacion lineal definida sobre X. Diremos que T es acotada sobre

X, si existe una constante positiva C tal que
1T < Clull, Yu € X.
Teorema 1 SiT: X — Y es una aplicacion lineal. Son equivalentes:
(i) T es continua en X.
(i) T es continua en un punto de X.

(iii) T es acotado en X.

Demostracién.- Probaremos que (ii) implica (ii7). Sea T continua en v, luego para € = 1

existe & > 0 tal que
|Tu — Tv||y <1 siempre que |[u— vy <.
Haciendo z = u — v, se tiene
|Tz|ly <1 siempre que |z|y <.

Ahora sea w un vector no nulo de X, entonces

ow
Hw”X

Por otro lado, existe una constante C' = 3 > 0, tal que [|[Tw|| < C [lw| ,Vw € X.

||7~UHX

|, =75

Ju
ol = | M

Ahora probaremos que (iii) implica (7). De la hipdtesis tenemos
|Tu —Tv|ly <Cllu—vlyx,Vu,veX

luego bastara tomar § = &.

(7) implica (7i) es inmediato de la definicién.



]

Definicion 6 Sean X, Y espacios normados. El espacio vectorial formado por las aplicacio-
nes lineales y continuas de X en'Y es denotada por L(X,Y); este es un espacio normado
con la norma

1Al L x vy = inf{C = 0/[|Az]y < Cllz|x, Vo € X},

para A € L(X,Y). Ademds se verifica | Az|y < [|Alpx vy lzllx, Vo € X.

Observacion 1 Las definiciones equivalentes de norma de un operador lineal son:

| Az|ly

(1) Al Lx vy = $UPasto Top,”

(ir) 1Al Lx,y) = supjzy<1 [l Az|y -
(i) | All(x,yy = sup|j|=1 [[Az]ly -

Demostracion .-

[| Az|| | Az|| [ Az|| ol
Como sup, ||$HXY > ||$||XY ,Va # 0 entonces [|Az[ly < (sup,g HlexY) ||| . Esto implica,
| Az,
sup > [|A] :
a0 [1]lx )
Reciprocamente, sea C' > 0 tal que C > H@gﬁ)‘(y,Vx # 0, entonces C' > sup, ”@ﬁly. Esto
implica
A — inf{C >0/ |Az|ly < C Vo e X} > sup 1A%y
Al (x vy = inf{C = 0/ || Az[ly < Cllz[[x, Vo € X} > sup :
x#0 ”$HX
Asi queda probado (i). Para probar (ii), tomemos ||z|| < 1. Luego
Ax Ax
H HY > H ||Y > HA:EHY?
w20 l2lx — llllx
implica
[ Al
r > sup || Az]y .
w20 1Zlx 7 jal<t
y : [Azlly _
Reciprocamente, si x # 0, entonces W‘XY = HA(ﬁ)HY < supjy <1 [[4ylly - Por tanto
| Az
Al < up
z#£0 [/l x lyll<1

Este resultado, junto con la transitividad de la igualdad y la parte (i), implican (ii).

La demostracién de (iii) es andloga a (ii).



Definicion 7 Sea X un espacio normado; llamamos espacio dual de X a
X' ={f: X —R: f es lineal y acotado } .
El espacio X' serd siempre completo por serlo el cuerpo de escalares de X .

Definicion 8 Sea 2 un conjunto abierto no vacio de R™.

(a) Si K C 2 es un compacto, entonces Dk denota el conjunto de todas las f € C*(Q)

cuyo soporte esta contenido en K.

(b) Para todo compacto K C Q, 1k denota la topologia de espacio de Fréchet asociado
a Dg (es decir, la topologia Tk es inducida por una métrica invariante y completa,

ademds Dy es localmente convezo).

(c) B esla coleccon de todos los conjuntos W C C*(Q2) que son convexos (tW +(1—t)W C
W para 0 <t < 1)y equilibrados (tW C W para |t| < 1) tales que D N W € T para

todo compacto K C €.

(d) T es la coleccion de todas las uniones de conjuntos de la forma ¢+ W donde ¢ € D(Q)
ywep

Teorema 2 Se cumplen las siguientes:

(a) T es una topologia en D(S2), y 5 es una base local de T.

(b) D(Q2) dotado de la topologia T es un espacio vectorial topoldgico localmente convezxo.
Demostracién.- Ver [25] pdgina 143.
Teorema 3 Se cumplen las siguientes:

(a) Un conjunto convexo y equilibrado I' de D(Q2) es abierto si y solamente si ' € 3.

(b) La topologia T de todo Dy C D(Q2) coincide con la topologia de subespacio que Dy
hereda de D(Q), conformada por todas las Dx NV, con V € 7.

(c) Si E es un subconjunto acotado de D(Q2) entonces para un cierto K C , se tiene
E C D(K) y ademas existe una sucesion de nimeros My < oo tal que toda ¢ € E

verifica las desigualdades:

|9l y < My donde N =0,1,2,3, ...

(d) D(Q) tiene la propiedad de Heine-borel.



(e) Si{p;} es una sucesion de Cauchy en D(Q) entonces {¢;} C Dk para un cierto com-
pacto K C Q y

m ||¢; — @5l y =0 para N =0,1,2,3, ...

—00

/L’]

(f) Si¢p; — 0 en la topologia de D(Q2) entonces existe un compacto K C € que contiene a
todos los soportes de todas las ¢; y para todos los multi-indices « la sucesion D*¢; — 0

uniformemente.

(9) Toda sucesion de Cauchy en D(SQ) es convergente.
Demostracién.- Ver [25] pagina 144.

Teorema 4 Sea T una aplicacion lineal de D(Q2) en un espacio localmente convexo Y. En-

tonces, cada uno de las cuatro propiedades siguientes implica las otras tres:
(a) T es continua.
(b) T es acotada.
(c) si pi — 0 en D(S2) entonces Tep; —» 0 en Y.
(d) Las restricciones de T a cada Dg C D(2) son continuas.

Demostracién.- Ver [25] pagina 145.

Corolario 1 Todo operador diferencial D es una aplicacion lineal continua de D(Q) en

D(Q).
Demostracién.- Ver [25] pagina 145.

Definicién 9 Sea X un espacio normado, llamamos bidual de X y lo denotamos por X" al

espacio dual de X', esto es, al espacio (X') dotado con la norma
Hw"” = sup{‘x"(aj’)} e XA H:L"H < 1} , para x’ € X".

Veamos algunos elementos distinguidos del bidual. Nétese que para cada x € X, podemos

definir la aplicacién
Jx(z) : X' — K dada por Jx(z)(f) = f(z), Vf € X',
que es, claramente lineal, y puesto que,

[Tx (@) (N = 1f @) < Ifll=ll, ¥Vf € X,

9



es también continua. Asf pues Jx(z) € X”.

Podemos ahora considerar la aplicacién inyectiva x — Jx(z) de X en X”. Dicha aplicacién,
recibe el nombre de inyeccién candnica de X en su bidual X”, es claramente lineal, y por
tanto continua ya que, para cada x € X, se tiene que ||Jx (z)|| < ||z

Una propiedad importante del operador Jx es
[Tx (@)I| = [l=]| -

Esto es, Jx es una isometria, lo que significa que la inyeccién canodnica es siempre inyectiva.
Diremos que un espacio normado X es reflexivo si la inyeccién canénica Jx : X — X es

sobreyectiva.

Definicién 10 Sea E un espacio de Banach y E’ su espacio dual correspondiente. La topo-
logia débil en E se define como la topologia menos fina (Topologia inicial) que hace continuas
todas las aplicaciones lineales f € E'. Es decir que se trata de la topologia engendrada por la
familia

N = {f_l(U) : f € E' yU abierto de R}

que no es otra cosa que la topologia formada por abiertos que se obtienen al considerar

U N rwo (1.1)

arbitraria finita
donde U es un abierto de R y f € E'. Esta topologia la denotaremos por o(E, E'). Asi se

cumple la siguiente inclusion:
Topologia débil:=o(E,E') C Topologia Juerte:=T

Notacién.- Sea x,, € F, denotamos por x, — x a la convergencia de z,, a x en la topologia
débil o(E, E’), ademés para la convergencia en la topologfa inducida por la norma denotamos

Tn — x, llamada también convergencia fuerte.

Proposicién 1 Sea (z,) una sucesion en el espacio de Banach E.Se verifica:
(i) xn — x siy solo si f(x,) — f(x) Vf € E.
(ii) Si xn,, — x en |||, entonces x, — x.
(iii) Si xp, — x, entonces ||x,|| estd acotada y ||z|| < liminf ||z,||.
(v) Sixp —xysif, — [ fuertemente en E', entonces (fpn,xn) — (f,z).

Demostracién.- Ver [5] pagina 36.
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Proposicién 2 Sean X , Y espacios normados y A € L(X,Y). Sea {z,} una sucesion en

X, six, — x entonces Ax, — Ax.

Demostracién.- Sea {z,} que converge débilmente a = en X. Probaremos que Ax,, — Ax.

Para todo ¢ € Y/, se tiene que 3y’ o A € X’ y por tanto, por la Proposicién 1, se tiene
<y/7 A$n>ygy =y (Az,) = ¢ 0 A(z) = <y/ o A, x”>X',X — <y/ o4, x>X’,X - <y/’ A$>Y’,Y
Le. (i, Azn)y, y — (Y, Az)y, ., VY €Y.
Por lo tanto, Az, converge débilmente a Azx.

0

Definicién 11 (Inmersién continua) Sean X e Y dos espacios normados con normas
Il x v ll-lly respectivamente, y supongamos que X C Y. Decimos que X estd inmerso conti-

nuamente en Y y que denotaremos por X — Y si existe una constante ¢ > 0 tal que
|lully < cllully para todo u € X.

Definicién 12 (Inmersién compacta) Sean X e Y dos espacios normados con normas
Illx v I|lly respectivamente, y supongamos que X C Y. Decimos que X — Y es una

mmersion compacta si:
(i) X esta inmerso continuamente en'Y .

(i) La aplicacion inclusion de X en'Y es un operador compacto, es decir,

para todo conjunto A acotado en X, el conjunto i(A) es un compacto en'Y,
o equivalentemente, por un resultado del Andlisis Funcional, ( Teorema 8.1-3 en[19])

cada sucesion acotada (xy)nen en X posee una subsucesion (Tn, )ken convergente en'Y .

1.2. La integral de Lebesgue y los espacios L?(2)

Dado 1 < p < oo definimos:

Definicion 13

1/p
(@) = {f medible / ||| o = ( /Q |f<x>|pdx> <oo}

espacio vectorial de las funciones medibles cuya potencia p es integrable dotado de la norma

1/p
s = { [ @pas}
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Definicion 14

LP

10c(§2) :={f medible / fo € LP(Q2),Vp € C;°(2)}
espacio de las funciones localmente integrables.

1

loc

Para u,v € L; (), decimos que v es la a— derivada débil de u si para todo ¢ € C°(Q) se

tiene

/uD%pdmz(—l)'“'/wpdw.
Q Q

Teorema 5 (Lema de Fatou) Sea A C R™ medible y sea f, una sucesion de funciones

medibles no negativas. Entonces

n—-ao0 n—aoo

/h’minf frndx <limin /fndx
A A
Demostracién.- Ver [26] pagina 258.

Teorema 6 (Teorema de convergencia dominada) Sea A C RN medible y sea f, una
sucesion de funciones medibles convergiendo puntualmente a un limite f sobre A ( fn(x) —
f(x) para todo x € A). Si existe una funcion g € LY (A) tal que |f, ()| < g(x) para cada n y

todo x € A, entonces
lfim fnda:—/( lim f,)dz.

Demostracién.- Ver [26] pagina 258.

Teorema 7 Sea Q C RY abierto y sea uj, una sucesion en LP(Q), p € [1,4+00] una sucesion
tal que up, — w en LP(Q) cuando k — oo. Entonces existe una subsucesion (uyj); y una

funcion v € LP(Q) tal que
(a) upj(x) — u(zx) en c.t.p. de Q, cuando j — oo.
(b) |ukj(x)| < v(x) para todo j, en c.t.p. de Q.
Demostracién.- Ver [5] pagina 58.
Proposicion 3 Si1 <p<ooya>0,b>0, entonces
(a+b)P < 2P~ (aP +bP). (1.2)

Demostracion.-

Si a = 0, entonces se verifica de inmediato (1.2). Si a > 0 podemos escribir (1.2) en la forma
(1+z)P <2071 (1 +aP) (1.3)
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donde 0 < z = 2. La funcién f(z) = giizfg satisface

f(O)=1= lim f(z)y f(z) >1si0<2z < o0.

T—>00

De esto, f(x) tiene su maximo para x > 0 en su tinico punto critico, = 1. Como f(1) = 2P~ 1,

obtenemos (1.3) por la definicién de maximo. Esto demuestra (1.2).

Proposiciéon 4 Son vdlidas las siguientes desigualdades:
(D1) Sean a; (i =1,...,m) nimeros positivos,entonces la funcion

R: (0,00) — R
D = R(p)={>21 ] e

es decreciente, es decir ¢ < p implica R(p) < R(q).

De esto obtenemos, si1 <p <2 ya,b>0 entonces (a® 4 b*)1/? < (aP 4 bP)/P,
(D2) Si2 < pya,b>0, entonces (aP + W) < (a® + b>)P/2.

(D3) Como la funcién
V: (0,00) — R

s = Vi(s):i=— \s\p/2

es conveza para p/2 < 1 entonces (L|a|? + 1[b|?)P/2 > LjalP + LibJP.
Demostracién.- Ver [23] pdgina 10,11, 12.

Teorema 8 (Desigualdad de Hdélder y Young) Para a;b>0 vy % + % =1 se cumple:

al b
a-b< —+ —.
p q
Demostracién.-

La funcién f(t) = (%) + (%) — t, para t > 0, tiene su valor minimo cero, y este minimo

-4 A .
es alcanzado en t = 1. Haciendo ¢ = ab », obtenemos, para nimeros no negativos a,b la

Desigualdad de Holder y Young

a? b
ab S — + K]
q
valiendo la igualdad solo si a? = b9, esto es, %p + % =aP {1% + %} =aP =11

13



Teorema 9 (Desigualdad de Hélder) Sil < p < oo, u € LP(Q?) y v € LI(Q), entonces
u-ve L (Q)y
| luta)ota)lde < ful, ol

donde 1/p+1/q=1.

Demostracion.-

Si [lul|, = 0 o [lv]|, = 0, entonces u(z)v(x) = 0 en casi todo punto de £ por tanto es cierta la

desigualdad de Hélder. En el otro caso haciendo a = 2@y — M

[l

en la desigualdad de

p 1vllq

Holder y Young, y pasando a integrar sobre €2 obtenemos la desigualdad de Holder, donde la

igualdad ocurre si y solo si |u(x)[P y |v(x)|? son proporcionales en casi todo punto de €.

0

Teorema 10 (Desigualdad de Hdolder Generalizado) Seanp; > 1 para todoi =1,2,...m

tales que > ", ]% =1.

Siw; € LPi() entonces
m
w=w-wy... wy € LYQ) y wlp <[] lwill i -
i=1

Demostracion.-

Para la prueba haremos uso de la siguiente desigualdad generalizada de Holder

m m 1
Hai < Z —ay
i=1 =1 Pi

donde a; > 0 para cada i = 1,...,m. Esta desigualdad se prueba facilmente ya que ¢ —

—In(t) es convexa por tanto de

_1n(z —al" < — (Z Aln(aﬁ”)) , deducimos que

i=1 Pi im1 Pi
ln(H a;) = Zln(ai) = Z o In(a;") < ln(z ;ai .
i=1 i=1 i=1 4" i=1 1

Tomando la funcién exponencial a cada miembro de la desigualdad, conseguimos la desigual-

dad. Retornando a la prueba, tomemos

S 1ol
{fQ Jws (a)[P da:}l/pi

Aplicando la desigualdad generalizada de Hdélder e integrando sobre 2 sigue el resultado.
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1.3. Los espacios de Sobolev W™(Q)

Dado © C RY, m un entero positivo y p € [1, 00].
Definicion 15 Definimos el espacio de Sobolev
WmP(Q) ={f e LP(Q) : Df € LP(Q) Yo con |a| < m},

donde las derivadas se entienden en el sentido débil.

Claramente W™P(Q) es un espacio vectorial al cual se le dota de la siguiente norma.

1/p

Hf”Wmm(Q) = Z "Daf||]£p )

la<m

para cada f € WP(Q).

Observacién 2 El espacio de Sobolev W™P((2) dotado de la norma ||-|[yym.»(q) €s un espacio

de Banach (ver [2] ). El caso p =2 juega un rol especial. Estos espacios son denotados por
H™(Q) = W™2(Q)

y tienen un producto interno natural dado por

(Fa)e = 3 [ D250

laj<m

para f,g € H™(Q).

Definicién 16 Se define H}(Q)) como la adherencia de D(Q) en H*(Q), es decir, H(Q) :=
1
Dy,

Definicién 17 Si F : Q € RY — RN es un campo vectorial diferenciable de clase C(£)

entonces se define el campo escalar divergencia

OF;
8$Z’ '

N
div(F)=VeF=>"
=1

Ademds, si f: Q C RN — R es de clase C2, entonces se define el laplaciano de f como la

divergencia del campo vectorial gradiente V f, esto es,
N
. 0% f

Teorema 11 (Teorema del valor medio) Sean Q C RP un subconjunto abierto y la fun-
cion f : Q — R. Suponga que ) contiene a los puntos a, b y al segmento de linea S que los
une y que [ es diferenciable en todos los puntos de este segmento. Entonces, existe un punto

c en S tal que

f() = fla) = Vf(c)e (b—a)
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Demostracién.- Ver [6] pagina 398.

Teorema 12 (Férmula de Green) Sea 2 C RY abierto, acotado y suave. Sea u € C?(9)

yv € CHQ). Entonces

ou

/ v(Au)dr = —uvdo — / Vu e Vudz
Q oq Ov Q

donde v = v(x) es la normal saliendo de 0S) en x, %(CC) = Vu(z)ev(z) y o es la medida de

superficie en Of).

Demostracion.-

Utilizaremos el Teorema de la divergencia

/Q div(F) = /8 EN)

Primero, por un resultado de la diferenciaciéon tenemos
div(vVu) = V o (vVu) = Vv @ Vu + vV2u = vAu + VuVu

Ahora aplicamos el Teorema de la divergencia al campo de vectores F' = vVu.

/Qdiv(vVu) = /89 (vVu,v)

/ (vAu + Vu e Vv)dr = / @vda
Q a0 OV

ou

/ v(Au)dx = —uvdo — / Vu e Vudz
Q o0 Ov Q

donde v es el vector unitario normal saliendo de la superficie 92 que limita al volumen € y

veVu= g—z es la derivada de w normal a 9f).

O

Teorema 13 (Férmula de Green para funciones de H(Q)) Sea Q C RY abierto, aco-

tado y suave. Para todo u,v € HL(Q) se tiene

U v dx = / Ou vdx para todoi=1,...,.N
o Oz o Or;

Demostracion.-
La demostracién se basa en la férmula de Green para funciones de D(2) y la densidad de D(2)
en H}(Q). Por la densidad de D(£2) en H} (), existen dos sucesiones {uy,}oo; y {vn oo, de

D(€) que convergen respectivamente a u y v en la norma de H'(Q), por tanto , Vi = 1,..., N

ouy, . ou

en L*(Q),
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Ovy, . ov

Aplicando la férmula de Green clésica a las funciones de D(f2),

en L*(Q)

0 0
/ unﬁd:c = — ﬂvnalx +/ UpUnpv;do para cada n € N
o Ox; o Oz; 09

Como estas funciones son de soporte compacto, la integral sobre la frontera es nula, y pasando

al limite concluimos la prueba.

Teorema 14 (Desigualdad de Sobolev) Se satisface la inclusion

HNOQ) CL(O) si1<s<
0 () C L*(Q) si Ss<S v o

y dicha inclusion es continua.
Ademds, en H(Q) la norma de HY(Q) es equivalente a la norma definida, para v € H}(S2)

por

1/2
el s = 190l 2y = ( / rwdm) .

Mejor aiin para todo v € HL(Q) vale la desiguladad de Poincaré

1
/uzdarg / |Vu|?dz,
Q A1 Jo

donde A1 es el menor autovalor del operador de laplace —A.
Demostracién.- Ver [5] paginas 168,173 y 174.

Teorema 15 (Desigualdad de Poincaré) Sea 2 C R"™ conjunto abierto y acotado. En-

tonces existe una constante positiva C = C (£, p) tal que

HU”Lp(Q) <c HVUHLP(Q)

Para todo u € Wy (Q) (1 <p < o0).
Demostracién.- Ver [21] pdgina 70

Observacién 3 (Consecuencias de la desigualdad de Poincaré) Se deduce:

(a) En particular la expresion |[Vul|;, es una norma en WaP (), equivalente a la norma

[l

(b) En HX(Y) la expresion [, VuVu es un producto interno que induce la norma ||Vul| 2

equivalente a la norma ||u| 1.
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Teorema 16 (Rellich-Kondrachov) Se satisface la inyeccion

2N
HY(Q) C L¥(Q), si 1, ——
N € L), sise L)

y dicha inclusion es compacta.

Demostracién.- Ver [5] paginas 169 a 173.

1.4. Las funciones peso y los espacios de Sobolev con peso

Iniciamos esta seccién con el estudio de las funciones peso.

Definicién 18 Sea Q C RY subconjunto abierto. Denotamos con A(Q) al conjunto de fun-

ciones peso y la definimos como:
AQ) :={w: Q2 — R /w es medible, w es finito yw >0 en c.t.p. de Q}.

Definicién 19 Sea w un peso y Q C RY abierto. Para 1 < p < oo definimos LP(2,w) como

el espacio de funciones medibles u definidas sobre §2 tales que

lullniay = ( [ o)P(ora) ? e (1.4

Ademds (1.4) define una norma sobre este espacio. Para w = 1 obtenemos el espacio de
Lebesgue usual LP(S2).

En estos espacios, la aplicacion
vU: LP(Quw) — LP(Q)
es un isomorfismo isométrico con inversa dada por

vl LP(Q) — LP(Qw)
f = fewYP

En efecto,
f=g-w/PelPQ)e=g=f -w /P eclP(Qu)

implica

= ”g”LP(Q,w) :

HfHLp(Q) = Hg : wl/pHLp(Q)

Teorema 17 El espacio LP(S2, w) equipado con la norma ||| 1p(q .y €s un espacio de Banach.

Demostracién.- Ver [15], Teorema III. 6.6.
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Definicién 20 Sea 1 < p < 0o y Q C RY. definimos la clase de funciones de peso B,(f) a
las funciones de peso w € A(Q) que satisface la condicion:

1

wiT € Lio(Q)

Teorema 18 Sea 1 < p < oo , Q C RN un subconjunto abierto , w € B,(Q) y Q C Q un

conjunto compacto. Entonces la siguiente inmersion es continua
LP(Q,w) — LYQ). (1.5)

Demostracion.-

La prueba solo requiere de la desigualdad de Hélder. Sea u € LP(2,w) entonces
/ |u(z)| de = / lu(z)| w'/Pw™Pdg
Q Q
p—1

—1 P
< Nl ( /Q wp-l(x)dm)

< CHUHLP(Q,w)

con c¢ independiente de u.

Corolario 2 Sea 1 < p < oo, Q C RN un subconjunto abierto y w € By(SY). Entonces
LP(9,0) € Lie(9). (1.6)

Ademds, usando la identificacion usual de una distribucién reqular de D'(2) con una funcion

de L} .(Q) concluimos que
LP(Q,w) C L},.(Q) C D'(Q). (1.7)

Por todo esto, para funciones u € LP(Q,w) con w € B,(Q), la derivada distribucional D®u

de u tiene sentido.

Demostracién.-

La prueba de (1.6) es inmediato puesto que si u € LP(Q,w) entonces para cada @ C
compacto el Teorema 18 implica v € LY(Q) por tanto u € L} (). Para la prueba de
(1.7) consideramos la aplicacién lineal, inyectiva y continua de L} () sobre el espacio de
distribuciones D’(2), que nos permite identificar una funcién de L} _(€2) con una districucién

regular, de esto y de (1.6) obtenemos el resultado.
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Observacién 4 Sea w € By(Q) , ¢ € C° (= D(Q)) y sea v € (N,)V un multi-indice fijado.
Entonces la formula

L,(u) = /QUDqudm,u € LP(Quw), (1.8)

define un funcional lineal continuo L, sobre LP(Q),w). En efecto, si denotamos QQ = supp¢p

entonces, Q = Q C Q y la desigualdad de Holder implica

1L ()] < / (@) /P [ D] VPda
QO

p—1

p

_p_ =1
< lullncae ( [ 1par o7 (a)de |
p—1

—1 P
< il -marg 076 ([ w75 (eir) T
—1
donde la ultima integral es finita ya que wr=1 € LlLOC(Q), entonces

|Ly(w)] < ¢ ull o) -

Definicién 21 Sea 1 < p < oo y Q C RY. Sean T'y el conjunto de multi-indices a € NV de
longitud 1 yT'y = {0}UT'y con 6 = (0,0, ...,0). Denotemos porw = {wqs / wa € A(Q), para todo o € Ty}

una familia de pesos y definamos el espacio de Sobolev con peso w,
WP (Q,w) = {u € LP(Qwp) N L1(Q) / D € LP(Qwa) N LE,(Q),Ya €1} (1.9)

donde D%u representan distribuciones requlares. La expresion
1/p 1/p

oo = | X 100, | = |5 [ 10%Fwda) . 0

a€cl'y a€l's

es una norma sobre el espacio WP(Q,w).
Si las funciones de peso w, € By(§2) para 1 < p entonces
LP(Q,wa) C L},.(Q) € D'(Q)

por tanto en (1.9) podemos reemplazar D%u € LP(;w,) N LY (Q) por D € LP(Q;wq).

Ademas considerando la familia de pesos w como una (N + 1)-upla

w={we,w1,...,wN}
la norma (1.10) puede ser expresado en la forma

N
lullwre@w) = (/ [u(@)]” wo(z)dz + Z/
Q — Ja

ou
oz, (z)

» 1/p
wi(a:)da:> . (1.11)
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Teorema 19 Sea w, € B,(Q) para todo a € Ty. entonces WHP(Q,w) es un espacio de

Banach equipado con la norma (1.10)

Demostracién.-

Sea (uy,) una sucesién de Cauchy en WP (), w) entonces D% es una sucesién de Cauchy en
LP(Q;w,) para cada a € 'y y por el Teorema 17 existen funciones u, € LP(2;w,) tales que
U = limy, 00 D%y, en LP(Q; wy,).

Para a € I'y fijado y ¢ € C3°(§2) consideremos el funcional L, de (1.8). Este es un funcional

lineal continuo sobre LP(2;wy), consecuentemente,
Lo (upn) — Lo(ug) cuando n — oo.
De la misma forma, Ly define un funcional lineal continuo sobre LP(); w, ), consecuentemente,
Lyg(D%uy) — Lg(uq) cuando n — oo.

Por la definicién de la derivada distribucional con |a| = 1 tenemos L (uy) = —Lo(D%uy,) y

por un proceso de limite esta formula proporciona
Lo(ug) = —Lg(uq).
Esta relacién vale para cada ¢ € C5°(Q2) y por tanto, u, es la derivada distribucional de wy
Ue = D%uy.
Ya que D%y € LP(2;wg), tenemos ug € WP(Q;w) y

Hun - u9”ip(g;w) = Z ”Daun - DQUHHIEP(Q;UJQ)
a€cl'y

= > D% — tallf ) — O
a€cly

para n —> oo. De aquf la sucesién de Cauchy (u,) converge a ug en WhP(;w), esto es,

WP (Q;w) es completo.
]

Las condiciones impuestas en el Teorema 19 pueden debilitarse, omitiendo la hipdtesis wg €

B,(2).

Teorema 20 Sea p > 1, wy € B,(Q) para todo o € I'1, wy € A(Q). entonces WHP(Q,w) es

un espacio de Banach equipado con la norma (1.10)
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Demostracién.- Ver [20].

En varias aplicaciones, en particular, para la investigacién del problema de Dirichlet para
ecuaciones diferenciales parciales elipticas, necesitamos de los espacios Wat (©; a) definidos
como la clausura de C5°(£2) con respecto a la norma (1.10). Para poder introducir este espacio
es necesaria la inclusion

C>(Q) ¢ WhP(Q;w) (1.12)

el cual es satisfecha si

Wa € L},.(Q) para todo a € I's. (1.13)
Por esto, es posible introducir la siguiente definicién:
Definicién 22 Sea 1 < p < 0o , Q@ € RN, I'y Ty y la familia de funciones de peso w tal
como en la Definicion 21. Sea wy € Bp(§Y) para o € Ty y we € LE, (Q) para todo o € Ty,

Entonces definimos

WP (@ w) = O (%), (1.14)

donde la clausura es tomada con respecto a la norma (1.10).
Proposicién 5 La inclusion (1.12) es satisfecha si y solo si (1.13) es wvdlido.

Demostracién.-

Si la condicién (1.13) vale entonces evidentemente (1.12) es satisfecha. Reciprocamente, su-
pongamos que (1.12) vale. Luego, probaremos que: si & € I's y @ C € es un conjunto
compacto, entonces existe una funcién ¢ € C°(Q) tal que D¢(z) = 1 para € Q. En
efecto, consideremos ¢ = ¢,¢1 con ¢, € C5°() tal que ¢, = 1 sobre Q y ¢1(x) = x;, esto es,
»€CP(Q)y D¥@(x) =1 para x € Q. Luego, de esta identidad y de (1.12) conseguimos

Og/wadx:/ |D*¢|P wadx
Q Q
g/ | D¢ wadx
Q

< [[¢llw < o0

consecuentemente w, € L1 ().
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Resumiendo, considere 1 < p < 0o y suponga que las funciones de peso w,, satisfacen,

Wit € L}, (), |o <1, (1.15)

entonces, W1P(;w) es un espacio de Banach uniformemente convexo (ver [17]).

Si adicionalmente suponemos que
Wa € Lio(9), la] <1, (1.16)
entonces C°(Q) C WP(Q;w), y podemos introducir el espacio
W, P(Q;w) (1.17)

como la clausura de C5°(2) con respecto a la norma dada en (1.10)

Algunos ejemplos de funciones peso son dadas por:

(i) Seala funcién w(z) = 2241, definida sobre # € Q = (—1; 1), conjunto abierto y acotado.
Esta funcién es claramente una funcion peso, puesto que es finito, medible y positiva. La

-1
continuidad de la funcién implica w(z) € L} _(Q) y también w21 = 1= € L1 (Q),

z2+1
es decir, w(x) € B2(Q).

(ii) Sea la funcién wy(x,y,2) = 1 + 22, definida sobre  C R3, subconjunto abierto y
acotado. Esta funcién es claramente una funcién peso, puesto que es finito, medible y
positiva. La continuidad de la funcién implica wi (z,y, 2) € L} .(Q) y también w1 =
|1+x2|_1 € Lt .(Q), es decir, wi(z,y,2) € Ba(Q). Aun més w;® € LY(f), donde
s € <%,oo> N [%,oo>.

(iif) Sea la funcién w(x) = ell*l, definida sobre Q@ ¢ RY, subconjunto abierto y acotado. Esta
funcién es claramente una funcién peso, con w(x) € L1 (Q) y también w™* € L1(Q),

donde s € <%,oo> N [ﬁ,oo>.

(iv) Sea la funcién w(z) = (||z| — 7)~!, definida sobre € Q = B,.(0) € R¥, subconjunto
abierto y acotado. Esta funcién es claramente una funcién peso, con w(z) € L} (Q)y

w™* € L1(Q), donde s € (§,00) N [p%l,oo>.

En [13] podemos encontrar otros ejemplos de funciones peso. Hasta aqui hemos considera-
do por simplicidad el caso de espacios de orden 1. Sin embargo nuestro estudio puede ser

extendido a espacios de orden k > 1.
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Definicién 23 Sea k € N, 1 < p < 00 y S una familia de funciones de peso en B,(Q2) .
Denotamos por WEP(Q, S) al conjunto de todas las funciones f € LP(Q,w,) para el cual las
derwadas débiles D f € LP(Q,wq) para todo |a] < k.

El espacio de Sobolev con peso WHP(Q, S) es un espacio vectorial lineal y normado con

la norma
1/p

lweres = | S /Q D F1P wonde

|| <k
En estos espacios, la aplicacion
d: Whkr(Q,w) — WhP(Q)
u = u-w'/?

es un isomorfismo isométrico con inversa dada por

Ol WhkP(Q) — WHEP(Q,w)
v = v-w /P
Observaciéon 5 Inclusiones de Sobolev para espacios con Peso
A continuacion establecemos inclusiones de Sobolev para espacios con peso entre los espacios
WhEP(Q,w) y LI(Q,w'P) con funcidn de peso w. Estos resultados se utilizan para controlar
los teoremas de existencia. Su buena definicion es consecuencia del isomorfismo ®, que per-
mite bajar al espacio de Sobolev W*P(Q) y hacer uso de las inclusiones de Sobolev sin peso
WHhP(Q) — L1(Q), ¥ q € [p,p*] para luego nuevamente usar el isomorfismo isométrico ® con

el fin de volver a los espacios con peso. Enunciamos de modo explicito, la inclusion

WhP(Q,w) = LY(Q,w?P) sip < ¢ < p* = , ykp< N

Np
N —kp
y el siguiente diagrama es conmutativo:

WhP(Qw) <5 LI(Q,wi/P)
o 1 @1

i

whr(Q) b L)

1.5. Inmersiones de Sobolev con peso y la equivalencia de
normas en los espacios de Sobolev con peso W!'?(Q;a) y
W, P(;a)
Aqui complementaremos los resultados vistos en la seccién anterior a través de las si-
guientes observaciones:
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Observacién 6 Consideremos ahora el espacio de Sobolev con peso WP (Q;w) con una es-

pecial eleccion de la familia w:
wo =1, wi(z) =wse(x) = ... = wy = a(x).

En este caso, usamos para el espacio WP (Q;w) la notacion especial WP(Q; a). Este espacio

es normado por

wamm:(émmwM+Awmmwmmfm. (1.13)

Supongamos que la funcion de peso a(x) satisface:

a1 e L}, (), (1.19)
a € L, (Q), (1.20)

y la condicion
a= e LYQ) (1.21)

con un cierto s > 0 el cual serd especificado después.

Introducimos el parametro ps por

_ _Ds
Ps = s 11 <p.
Afirmacién 1: WHP(Q;a) — WPs(Q)
En efecto, usando la desigualdad de Holder con el pardmetro r = % = pl; obtenemos:
a Ps 8 Ps ps s
/ YN da :/ e
ou |P 5 FE=)
< </ adw) </ a_sdx>
, ou Ps
<c
0| Ly (030

Y considerando, 0 un dominio acotado vemos que una funcién u € WYHP(Q;a) también

pertenece al espacio sin peso Wwlps (Q), esto es,
/
HUHWLPs(Q) <c Huuwl,p(g;a)

para ps < p.
Afirmacién 2: W'P(Q;a) — L"(Q) donde 1 < r < pt = ]\],V_p;g = N(sjizl)ifps para ps <

N(s+1).

En efecto, usando el resultado anterior WP(Q;a) — WhPs(Q) y la inmersion de Sobolev

usual W1Ps(Q) — L7 () obtenemos el resultado.
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Afirmacién 3: La inmersion WHP(§2; a) < L7(Q) es compacta para 1 < r < pi.
En efecto, usando el resultado de la Afirmacion 1 WIP(Q;a) — WhPs(Q) y la inmersion

compacta de Sobolev usual W'Ps(Q) < L7 () obtenemos el resultado.

O
Ahora observe que pi > p si s > %, y consecuentemente,
1 C N
WHP(Q;a) — LP(Q) para s > —. (1.22)
p
Afirmamos que (1.22) vale si
N 1
a*e LYQ) con s e (,oo) N [,oo) 1.23
) . — (1.23)

ya que, para estar de acuerdo con la Definicion 20, debemos suponer también que s > ﬁ.

Observacién 7 Consideremos el espacio WYP(Q;a) y su subespacio Wol’p(Q;a) con  un
dominio acotado. Las inmersiones derivadas para WYP(Q; a), también valen para Wol’p(Q; a).
Para pt > p tenemos, en virtud de la inmersion de Sobolev usual( Teorema Sobolev-Gagliardo-

Niremberg) WoP* (Q) < LP5, que:

(o)’ <o (fworar’

<o ([ Qut@) + 1Vute) )i

Pps

La siguiente desigualdad en Wol’q(Q)

/ lulfdx < c/ |Vul?dz (Desigualdad de Friedrichs) (1.24)
Q Q

N0S Proporciona para ¢ = Ps

([autr+ \Vu(x)|p5)da;)pls <a( [ vur dw)

procediendo como en la Afirmacion 1, mostramos que:

(/Q [Vu(z)|P d:c) " [/Q Vu(z)P a% a5 dx] P
[(/Q |VU($)|pa(x)d:c>z;s </Q G_S(fv)dx> sL] s

1

B </Q [Vu(z)” a(:c)dx>; (/Q a—S(x)dx) s

mmediatamente consequimos la desigualdad de Friedrichs con peso

IN

IN

/Q ()P da < c4 /Q V(@) a(z)dz. (1.25)
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Finalmente obtenemos la expresion

g = ( [ 190 alo)io) " (1.26)

que es una norma sobre el espacio Wol’p(Q; a) equivalente con la norma (1.18).

1.6. Resultados del calculo variacional

Continuamos con algunas definiciones y teoremas del calculo variacional.

Definicién 24 (Derivada de Fréchet) Sean (X; || y), (Y;|-|ly) espacios de Banach, U
un conjunto abierto en X. Una aplicacion f : U —— Y es diferenciable seqin Fréchet o

F-diferenciable en x € U si existe un operador lineal Ay € L(X;Y) tal que

e+ h) = fle) — Achlly

lim =0.
h—0 17l x
Fquivalentemente

IRl x
Luego se define la aplicacion derivada de Fréchet de fen U
/'t UcX — L(X3Y)
v fa) = A,
Definicién 25 (Derivada de Gateaux) Sean (X;|-||y), (Y;]|-]ly) espacios de Banach y

U un conjunto abierto en X. Una aplicacion f : U — Y es diferenciable segin Gateauz o

G-diferenciable en el punto x € U si existe un operador lineal B, € L(X;Y') tal que

f(x +tv) — f(x)
t

lim
t—0

— B,v

=0, V/wve X
Y

Luego se define la aplicacion derivada de Gateaux en x, que denotaremos D f(x) = B, donde
Df(z): X +— Y
v — Df(z)v=(Df(z),v)

En particular la aplicacion derivada de Gateaux de fen U

Df: UcX — L(X3Y)

x — Df(z) =B,
Observacion 8 De la definicion anterior, decimos que f es Gateauz diferenciable en x € U
si la aplicacion
L1
Df(x)h = lim - {f(z+ th) — f(2)}

existe para todo h € X y Df(x) € L(X,Y).
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Definicién 26 Sea U C X abierto y f : U — R. Si la derivada seqiin Fréchet f': U — X’

es continua, diremos que f € C*(U).

Teorema 21 Sea f : U —— R con derivada de Gateaux continua en U. Entonces f es
diferenciable segiun Fréchet en U y las derivadas segun Fréchet y Gateaux coinciden. De esto

resulta que f € C1(U).

Demostracién.- Ver [31], Proposicién 4.8, pagina 137.

Teorema 22 Si f es derivable segin Fréchet en x entonces f es continua en x.
Demostracién.- Ver [31], Proposicién 4.8, pagina 137.

Teorema 23 Sean (X,| | ) e (Y,]||y) dos espacios normados, U C X un subconjunto
abierto no vacio y f : U — Y una aplicacién. Si f es Fréchet diferenciable en u € U,

entonces f es Gateaux diferenciable en u y las derivadas de Gateaux y Fréchet coinciden.

Demostracién.- Supongamos que f es Fréchet diferenciable en u € U; luego por definicién

tenemos:

o I+ ) = (@) = P @)Eh)ly
=0 Ith| x

=0 paratodo h e X\ {0}.

t—0

lim |t1| £+ th) — F(u) — F/(u)(th)], =0 para todo h € X\ {0}
%1’_1}8 % {f(u+th) — f(u) — f'(u)(th)} =0 para todo h € X \ {0}. (1.27)
Como f’(u) es lineal, del resultado anterior tenemos
lim % (Fu+th) — f(u)} = f'(wh para todo h € X \ {0} (1.28)
Por otra parte, como f/(u)0x = Oy concluimos que
%1’_13(1) % {f(u+th) — f(u)} = f'(u)h para todo h € X
Por lo tanto f es Gateaux diferenciable en wy D f(u)h = f’(u)h paratodo h € X.

O

Definiciéon 27 Sean X, Y espacios de Banach, f : UXxV C X xY — R. Seav, € V fijado,
luego f(-,v,) es una funcion cuya derivada segin Gateauzr (o Fréchet) en u, € U,si existe,
es llamada la derivada parcial segin Gateaux (o Fréchet) de f en (uo,v,), con respecto a la

primera variable y que serd denotada por Dy, f(ue, Vo) 0 (fu(to,o)). Similarmente se define
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la derivada parcial con respecto a la seqgunda variable D, f (o, Vo) (0 fu(to,vo)).

Ademds, si D f(uo,v,) existe, entonces también existen Dy, f(to, Vo) , Dy f(to, Vo) Y
D f (o, vo)(hy k) = Dy f(to,Vo)h + Dy f(to, vo)k

Teorema 24 (Fréchet-Gateaux) Sif es Fréchet diferenciable en (u,,v,), entonces las de-

rivadas parciales fu(to, Vo), fo(to, Vo) existen y

<f/(u07'Uo)a (h7k>> = <fu(uo;vo)a h> + <fv<U07Uo)a k>7 (hv k) €EX XY

consecuentemente

f(uo + th, Uo) - f(UOa Vo

(Fulttor v0). ) = lim ) () (1, 0))

= (f'(to,v,)(0,k))

donde f' es la deriada de Fréchet (o Gateauz), en particular derivada de Gateaux gracias al
teorema anterior.

Reciprocamente, si fu,(to, Vo) Y fu(Uo, Vo) exzisten en una vecindad de (uy,v,) y Son continuas

en (uq,v,) entonces f es Fréchet diferenciable en (uq,v,) y
<f/(um Vo), (h, k)> = (fu(to; Vo), h) + (fu(to, Vo), k)
Demostracién.- Ver [3], proposicién 5.3.15, pagina 231.

Teorema 25 (Regla de la cadena) Dados X,Y,Z espacios de Banach, f : U(z) C X —
Y, (z,y) fijo donde y = f(z) yg:V(y) €Y +— Z con f(U(x)) € V(y), donde U(x) y
V(y) son vecindades de x e y respectivamente. Se define la composicion go f : U(zx) — Z.
Supongamos que f'(x) y ¢'(f(x)) existen como F-derivadas. Entonces

a) La funcion composicion H = g o f es F-diferenciable en x y se tiene que

Demostracién.- Ver [31], Proposicién 4.10, pdgina 138.

Definicion 28 Dado X un espacio de Hilbert y un funcional J : X — R. Decimos que
J es débilmente semicontinua inferior en u, si y solo si J es semicontinua inferior en u,

constderando X con su topologia débil. Es decir:

J(uo) < liminf J(uy) siempre que uy, — uo.
n—-=o0
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Definicion 29 Un funcional J : X — R sobre un espacio de Banach X, es llamado coerciva

si, para cada sucesion (ug)keny C X,
lug|| — +o0 implica J(uy) — +o0.

Teorema 26 Sea E espacio de Banach reflexivo. Las normas en E son funcionales débil-

mente semicontinuas inferiormente.

Demostracion.-

Sea up, C E tal que up — u en F, esto es,
lim <f7uk> = <f7u> ) vf € E'
k—>0o0

Por otro lado del Teorema de Han Banach se consigue (ux)r>1 acotada en E luego

[y =1 Y ()| = Tim | ()
la propiedad de norma de un funcional lineal implica

— I < Fl < |f|w liminf ,

()| = 1 | (fyus) | < 1]l < |l Yoo ]

esto es,
Finalmente tomando supremo sobre todo f con |f|; = 1, se tiene
sup | (f,u) | < lUminf |ug|p
|f‘E’:1 k— o0
De este modo conseguimos el resultado
< lim inf .
[ulp < Uminf |ug|p

O

Teorema 27 Sean E, F espacios de Banach. SiT € L(E, F) es un operador lineal compacto

y st up, — u en E entonces Tu,, — Tu fuertemente en F.
Demostracién.- Ver [19] pagina 410.
Proposicién 6 Todo espacio de Hilbert H es uniformemente convexo, y por tanto reflexivo.

Demostracién.- Ver [5] pagina 79.
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Teorema 28 (Espacios uniformementes convexos) Sea E un espacio de Banach y uni-

formemente convexo, (x,) una sucesion en E tal que z,, — x en E y
lm sup [z, || < =]

entonces x, — x fuertemente.

Demostracién.- Ver [5] pagina 52.

Teorema 29 (Teorema de Eberlein-Shmulyan) Sea E un espacio de Banach. Se satis-
face:
E es reflexivo < Toda sucesion acotada, posee una subsucesion débilmente convergente a un

elemento de E.
Demostracién.- Ver [30], pagina 141.

Teorema 30 Sea X wun espacio topoldgico compacto y J : X — R un funcional semi-

continuo inferiormente. Entonces J es acotado inferiormente y existe un u, € X tal que

J(up) = infrex J(x).

Demostracién.-
Por la semicontinuidad inferior de .J tenemos que J~!(—n, c0) es abierto para cada n.Tomemos

el siguiente cubrimiento abierto de X,
oo
x=JJ -
n=1
Luego siendo X compacto, podemos extraer un subcubrimiento finito

X = U J Y (—n, o0) para algiun n, € N,

de aqui J(u) > —n, para todo u € X, asi que J es acotada inferiormente.
Ahora sea —00 < ¢ = Infyex J(z) y supongamos por contradiccién que ¢ < J(u) para todo

u € X. Entonces

U c—l——oo)

y ademads, por la compacidad de X, existe un k € N tal que ¢ + % < J(u) para todo u € X,
de aqui tomando el infimo, tenemos ¢ + % < ¢, el cual es un absurdo.

Por tanto el infimo debe ser alcanzado en algin u, € X.
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Teorema 31 (Principio del Minimo) Sea E un espacio de Hilbert (o mas general, con-

sidere un espacio de Banach reflexivo) y supongamos que un funcional J : E — R, verifica:
(M1) J es débilmente semicontinuo inferiormente.
(M2) J es coercivo (esto es, J(u) — 400 cuando ||ul| — 00),

entonces

Jes acotado inferiormente y existe u, € E tal que J(u,) = in}fE J(z).
re

Demostracion.-

Por la hipétesis (M2) de coercitividad, podemos elegir R > 0 tal que J(u) > J(0) para todo

u € E con R < ||lu||. Ya que la bola cerrada de radio R y centro 0, Br(0) es compacto en la

topologia débil y por (M1), J : Br(0) — R es semicontinua inferiormente en la topologia

débil, luego el Teorema 30 implica la existencia de u, € Br(0) tal que J(u,) = inf, 5@ J(z),
de aqui J(u,) = infycp J(x) por la eleccién de R y en particular J es acotado inferiormente

sobre E.

Ejemplos sobre la aplicacién del Principio del Minimo, se puede encontrar en [12].

Observaciéon 9 Sea E un espacio de Banach reflexivo y J : E — R un funcional coercivo
y débilmente semicontinuo inferiormente. Entonces se concluye en particular que J es un

funcional acotado inferiormente sobre E.

Definicién 30 (Condicién de Palais-Smale) Sean E un espacio de Banach real y J €
CY(E,R). Se dice que J satisface la condicién de Palais-Smale (en adelante lo considera-
remos condicion (PS)), si cualquier sucesion {un,},._, en E tal que {J(un)} es acotada y

lmy, 00 J' (um) = 0, admite una subsucesion convergente.

Definicién 31 Sean E un espacio de Banach y J : E — R un funcional de clase C*(E,R)
sobre E. Se dice que uw € E es un punto critico de J si J'(u) =0, es decir, si J'(u)p =0

para todo p € E.

Observacion 10 Sea E un espacio de Banach. Si u, es un punto de minimo para un fun-
cional J : E—— R y J es diferenciable en u,, entonces u, es un punto critico de J.

En efecto, si u, es un punto de minimo, para h € E, existe un 0 > 0 tal que,

J(uo) < J(uo +th), para todo |t| < 6.
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Como J es F— diferenciable en u, entonces J es G— diferenciable en u,, por tanto conse-

quimos

0< Ifm % (T (o + th) — J(uo)} = DJ(ug)h = lim % {J (o + th) — J(uo)} < 0.

t—0+ t—0—

De esto DJ(u,)h = 0, por tanto la derivada de Fréchet es cero en u, y asi es punto critico.

Definicién 32 Un nimero ¢ es llamado valor critico de J si J(u) = ¢ para algin punto
critico u € E, (esto es K. # ¢). El conjunto de todos los puntos criticos en el nivel ¢ , se
define por

Ke={ueE /J(u)=cJ (u)=0}.

También definimos

As={ueFE /J(u) <s}.

A continuacién encunciamos una version del Lema de deformacién con el fin de probar el
Teorema del paso de la montana.
Lema de deformacién : Sea E un espacio de Banach Real. Suponga que J € C'(E,R) y

satisface la condicién (PS). Si ¢ no es un valor critico de J entonces dado cualquier € > 0,

existen 6 > 0 € (0,¢) y n € C([0,1] x E, E) tales que :
(LDO) n(0,u) = u para todo u € E.
(LD1) n(1,u) =wusi J(u) ¢ [c—€;c+ €.
(LD2) n(1, Acts) C Acs.

Demostracién.- Ver [28].

Teorema 32 (Teorema del paso de la montana) Sea E un espacio de Banach real y sea
J € CY(E,R), un operador que satisface la condicién (PS). Suponga que J(0) = 0 y que se
satisfacen:

(PM1) Existen constantes positivas p y o tales que J’&BP(O) >o0.

(PM2) Eziste un w € E — B,(0) tal que J(w) < 0.

Entonces J posee un valor critico ¢ > o. Ademds ¢ puede ser caracterizado como :
c=1inf mix J(u) (1.29)

g€l ueg([0,1])

donde I' = {g € C([0,1],E)/g(0) =0,9(1) = w}.
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Demostracion.-

Iniciamos la prueba con la existencia de ¢ dada por (1.29) tal que 0 < ¢ < oco. Como para
cada g € I', méxy,eq((o,1)) (u) existe porque J o g es una funcién escalar continua definida en
el compacto [0,1]. Luego ¢ < oo es un nimero finito. Ademsds, si g € I', la funcién ||g(t)| 5
es continua sobre [0, 1], pues es la composicién de funciones continuas. Como ||g(0)||; =0y
lgW)||z = llwllg v llwllz > p > 0 (por hipétesis (PM2)), el Teorema del valor intermedio
garantiza la existencia de un t, € (0,1) tal que ||g(to)|| 5z = p. Es decir, g(t,) € 0B,(0). Por

tanto, de (PM1) conseguimos:
mazyeg(o,1)J (w) > J(g(to)) > o

Como g € I es arbitraria, tomamos el infimo a la anterior desigualdad, obteniendo ¢ > o.
Ahora razonando por el absurdo, suponga que c no es valor critico de J. Sea ¢ = § entonces
por el Lema de deformacion, existe un § € (0,€¢) y una funcién n € C([0,1] x E, F) que
satisface (LDO0), (LD1) y (LD2). Por (1.29) y la definicién de infimo, existe g € T" tal que
c< ue%l(%)},(l]) J(u) < c+0. (1.30)
Definamos h(t) := n(1,g(t)), para todo t € [0, 1]. Como 7(1,-) € C(E,E) y g es continua en
[0, 1], la funcién compuesta h = n(1,-) o g € C([0,1], E). Como g(0) = 0, también J(g(0)) =
J(0) =0< g <c—e¢, (pues o < c). Luego por (LD1) se sigue que J(g(0)) =0 ¢ [c — €,c + €]
implica h(0) = n(1,0) = 0.
De manera similar Como g(1) = w, también de (PM2) J(g(1)) = J(w) < 0 luego por (LD1),
J(g(1)) = J(w) ¢ [c — €,¢+ €] implica h(1) = n(1,w) = w. De estos resultados h € T y por
definicién de infimo en (1.29)

c< max J(u).
u€h([0,1])

Por (1.30)
9([0,1]) ={g(t) e E / t € (0,1}, J(g(t)) < c+d} C{u € E / J(u) < c+ 0} = Acys
luego por (LD2) se tiene
h([0,1]) = n(1,3([0,1])) C n(1, Acts) C Ac—s-
Esto es h([0,1]) C A._s implica J(h(t)) < ¢ — § para todo ¢ € [0,1] por tanto
uGIfILl(E[iO),(H) J(u) <ec—-d<e.

Esto es absurdo. Luego ¢ es un valor critico de J.
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Observacién 11 En el Teorema del paso de la montana tenemos z € E tal que J'(z) = 0
y J(z) = ¢ > o, donde se observa que ¢ > o, puesto que cada camino g conectando 0 a w
tendrd que cruzar la esfera {u / ||u|| = p}, ya que w permanece fuera de la bola de centro O
y radio p. Sobre esta esfera el valor de J es al menos o, de aqui el mdzimo valor de J(g(t))

para cualquier g es al menos o y ast ¢ > o. Ademds el punto critico z # 0 y z # w.

Observacion 12 En el cdlculo variacional se desarrollan los métodos variacionales para
resolver ecuaciones de la forma

F(u) =0 (1.31)

en un espacio de Hilbert E, para esto se tomard un funcional
J:E—R
tal que su derivada de Fréchet sea J' = F | es decir
(J'(u),v) = (F(u),v), para cada u,v € E. (1.32)

Entonces las soluciones de la ecuacion F(u) = 0 serdn los puntos criticos de J.
Algunos ejemplos sobre la aplicacion del Teorema del paso de la montana, se puede encontrar

en [24] ,[8] y una generalizacion del mismo en [29)].

35



Capitulo 2

Definicion y condiciones del

problema

En este capitulo presentamos el problema, damos las condiciones sobre los datos e intro-

ducimos la definicién de solucién débil del problema.

2.1. Una clase de sistemas elipticos semilineales

En este trabajo abordamos una clase de sistemas elipticos semilineales de la forma:

—div(a(x)Vu) = AFy(z,u,v) en
—div(b(z)Vv) = A\Fy(x, u,v) en () (2.1)
u=wv =0 sobre 02

donde © es un dominio acotado de RY con N > 2 y de frontera bien regular. Los pesos
a(z), b(z) son funciones medibles no negativos sobre Q, F un funcional de clase C' donde
(Fy, F,) = VF representa el gradiente de I en las variables (u,v) € R? y A es un pardmetro

positivo.

2.2. Condiciones sobre el problema y definicién de solucién
débil

En este trabajo, consideramos el sistema (2.1) y probamos bajo adecuadas condiciones de
no linealidad sobre F,, y F,, usando el Principio del Minimo (ver [27] pdgina 4 Teorema 2) y

el Teorema del paso de la montana de A. Ambroseti y Rabinowitz (ver [1] ), que el sistema
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(2.1) tiene al menos dos soluciones débiles no triviales.

Asumimos en este trabajo que los pesos a,b € L}:OC(Q), satisfacen

a0 € LNQ), s € <];r,oo> ﬂ [1,00) . (2.2)

Con los nuiimeros s definimos:

2s « N2 N2s

2" = = > 2.
s+17 7% N-2¢ N(s+1)—2s

2, =
Proposicién 7 Dados los pesos a,b € L} (Q) satisfaciendo (2.2), entonces los funcionales

Jul2 = /Q o) |Vul? de, Yu € C(Q) y

o2 = / b(z) [Vl de, Yo € C2(9).
Q

. . . , 1,2 1,2
son normas que provienen de un producto interno. Ademdas los espacios W, (Q,a) y Wy" (2, b)
definidos como la clausura de C5°(€2) con respecto estas normas respectivamente son espacios

de Hilbert.

Demostracién.-

Demostraremos que ||-||, ¥ |||, son normas y que provienen de un producto interno, para ello
bastard realizar la prueba para ||-||,. Primero veamos la buena definicién de esta norma:
Como todo operador diferencial D es una aplicacién lineal continua de D(Q2) en D(Q),

tenemos que si u € C5°(€2) entonces gt € C5°(Q2), con sopp(ax ) C sopp(u) por tanto

sopp(|Vul?) C sopp(u) (2.3)

Usando (2.3) tenemos

||u|y§:/Q a(z) |Vul? dz < mazzer |Vul? / z)dz < oo,

donde K = sopp(|Vul?), a € L} () yu € CZ(). Asi

|l, estd bien definida. Andloga-
mente se prueba que |[|-||, estd bien definida.
Ahora probemos que ||-||, es una norma:
i) ull? = [ a( z) [Vul? dz > 0 ya que a(z) > 0y [Vul|* > 0.
(ii) |ul|?> = 0 implica u = 0 en c. t. p. de Q.

En efecto, para p = 2 la desigualdad de Friedrichs con peso, es dada por:

lullZ2() = /Q Ju(e)[* dz < 64/Qa(w) Vu(@)[* dz = e |lull,

ver la ecuacién (1.25) de la Observacién 7 en el Capitulo 1. Si |lul|, = 0, la desigualdad

anterior implica ||u|]%2(9) =0, luego u =0 en c.t.p. de Q.
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(iii) HauH fQ |onu\ = a? fQ \Vu| dr = o? ||u||

1/2 1/2
(iv) lu+ ||, = UQ )|V (u+v)|? dx} [fﬂa\vm +an|Vv|2+2an\Vu||Vv@
Luego por la desigualdad de Holder

[ alul[Veldo = [ a2 Va2 Vel do < ful, ol
Q Q
de lo anterior
2 9 1/2
ool < [l + ol + 2l o] =l + ol

Asf ||-||, es una norma. De la misma forma se prueba que |[|-||, es una norma.
Veamos ahora para u € Wo*(Q,a), esto es, si u € C2(Q )H la. entonces 3 (pn) C CF(Q) tal
que @, — u luego definimos

lull, = lim_lleall,

La buena definicién se verifica debido a la equivalencia de las normas |||, ¥ [|-lyy1.2(q,q) €n
C2(Q) € WE(,a) € WH(0, a),

esto es,
c1 llenllwrzqa) < llenlly < c2 llenllpizg.a) -

De esto y los resultados anteriores, se verifica las condiciones de la norma para ||-||,.
Se demuestra de manera similar que estas normas ||-||, , ||-||, provienen de un producto interno

(,+)q 5 (--), respectivamente, definidos por

(fr.g1), = / a(2)V f1 o Vgrda, Vfi, 1 € C° y
(9]

(Favg2)y = [ D)V 2o Vgndo, Voo € O
Q
Ademas W,}’Z(Q, a)y Wol’z(Q, b) son espacios Hilbert.En efecto, para probar que Wol’z(ﬂ, a)
es un espacio de Hilbert, recordemos que por definicién

Wh2(Q,a) .= C2(Q) c WH(Q,a).

Ahora como W12(€; a) es un espacio completo y Wa ’2(9; a) es un subespacio cerrado, enton-
ces Wo2(€%;a) es completo. También se tiene que esta norma ||-|| o, broviene de un producto
interno en este espacio, por tanto I/VO1 ’2(9; a) es un espacio de Hilbert. Procediendo en forma

andloga obtenemos el espacio de Hilbert Wo ’2(Q; b).
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Ahora definimos:

W= Wh(Q,a) x WH3(Q,b).
Es claro que W es un espacio de Hilbert bajo la norma :
1(w, )l = llully + lloll,

y con producto escalar:

(fi9) = /Q(a(x)VﬁVgl +0(x)V foVgo) VI = (f1, f2),9 = (91,92) €W

esto es, debido a que el producto cartesiano de espacios de Hilbert es un espacio de Hilbert.
Entonces W es un espacio uniformemente convexo ya que en W se cumple la identidad del

paralelogramo por ser un espacio de Hilbert (ver Proposicién 6).

Proposicién 8 Tenemos la inmersion continua

2s
s+1

W — (W1’2°‘ (Q))2 para 2, =

Demostracion.-
Probaremos que:

W2(Q,a) — W2 (Q),

es decir

ullwrzs ) < K lull, para todo u € wWh(Q,a).

Partimos de la igualdad

2 2 2
el 120y = lal%, + [V,

y por la desigualdad de Poincaré

lull 20 < eI Vull 2, Vu € Wy

Luego
2 2
lal% 1y < G+ 1) [Vl
equivalentemente

lullypren @) < (K 4+ 1)V% ||V o,

Y. 1/24 2s/(s+1) (s1)/2s
— (K +1) IVl
Q

(s+1)/2s
(K1) [ / s/ (5+1) g5/ (s+D) Wups/(sﬂ)} _
Q
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De la desigualdad de Holder obtenemos:

]l ypriz, < (K4 1)H2 [Ha—s/(sﬂ)’ }(s+1)/2s

a8/ (s+D) Wu,Qs/(sH) H

Ls+1

— (K + 1)V UQ a_s] 1/2s Vgayvuﬁ] 1/2

- k Hu”a )

L(s+1)/s

y asi queda probado el resultado.

Anélogamente se prueba que Wy2(€2,b) < W25 (Q) es decir

[v]lw2s () < k]|, para todo v e W2(Q,0).

Entonces
[[(w, V) lyr.2s sowrze = [lullprze + [0l
< c([full, + [Jv[l,)
= c||(u,v)|ly
es decir

2t 0) .20 prizs < () gy para todo (u,v) € W

Proposicion 9 Se tiene la inmersion de Sobolev
W (L% (Q))%

Demostracion.-

La prueba sigue del diagrama
. 2
W (W ()" < (1%(Q))
y de la inmersién continua,(ver [23] Corolario 4.8.2 pagina 104)
p < N, WHP(Q) < LI(Q) donde oot
¢ p N
Proposiciéon 10 Tenemos la inmersion compacta

W — L"(Q) x LY(Q) donde 1 < r,t < 2.
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Demostracion.-

La prueba sigue del Diagrama
W s (Wh2 () < (L7(Q) x LY(Q)) para 1 <1t < 2

y de la inmersién compacta, (ver [23] Teorema 4.8.2 pagina 104)

1

1
p<N, WhP(Q) — LI(Q) V1 < g < p* donde — = = — ¥
p

D=

O

Retornando a las condiciones del problema. Suponga que F(z,t,s) es un C'—funcional

sobre 2 x R x R — R satisface :

(F1) Existen constantes positivas ¢, c2 tal que :
|Fe(,t,8)] < ealt]]s]"F

|[Fo(,t,9)] < ealt]*]s]

para todo (t,s) € R?, casi todo punto x €  y algunos 7,6 > 1 tales que 774;1 4L — 1

q
yY+1<p<250+1<q<2Z.

(F2) Existen constantes positivas ¢y 2 < a, 8 < 2% tal que
|F(x,t,9)] < e(1+[H* + 5|7

para todo x € Q y |t|,|s| € [0, 00)

(F3) Existen R > 0,6 y 6 con i <0,0 < % tal que
0< F(x,t,s) < OtFy(x,t,8) + 0 sFy(x,t, )

para todo x € Qy [t],|s| > R

(F4) Existe @ > 2, 3> 27y e > 0 tal que
F(,t, )] < (|t +1s)")
para todo x € Qy [t],|s| < e

Ahora enunciaremos el concepto de solucién débil para el sistema (2.1).

Del sistema eliptico semilineal (2.1), consideremos

—div(aVu) = A\F,(z,u,v) en Q con u =0 en 0N.
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De las propiedades de la divergencia se consigue
—div(a(z)Vu) = —V e (aVu) (2.4)
y multiplicamos por ¢ a la igualdad (2.4). Luego integrando sobre {2 tenemos

—/ div(a(x)Vu)pdr = —/[Vo (aVu)|pdz.
Q Q

Aplicando el Teorema de Green al término de la derecha, en la igualdad anterior

—/[VO(aVu)]godx Z/[a(x)(Vu)]Vgoda;.
Q

Q

Entonces
—/div(aVu)godwz/aVchpd:r.
Q Q

De manera similar obtenemos que

—/div(va)wdx:/vavwdx.
Q Q

Luego
/ aVuVpdr = /\/ Fy(z,u,v)pdx y
Q Q

/mvw:;:: )\/ Fy(x,u,v)de,
Q

Q

entonces sumando los resultados anteriores

/(aVquo + bVoVy)der = )\/ [Fu(z,u,v)p + Fy(z,u,v)yldr Y(p, ) € W (2.5)
Q Q

Definicién 33 Decimos que (u,v) € W es una solucion débil del sistema (2.1) si y solo si

satisface (2.5), esto es:

/Q(a(x)Vquo + b(x)VoVi)dx = )\/Q[Fu(x,u,v)go + Fy(x,u,v))dz,V(p, 1) € W.

Asi, hallar soluciones débiles del problema (2.1) consiste en hallar las soluciones de la ecua-

cion integral (2.5).

Definimos el funcional correspondiente asociado al problema (2.1) como:

Sy (u, v) = ;/Q(a(:c)|Vu|2+b(a:)|VU|2)dx—)\/QF(m,u, v). (2.6)

A continuacién probaremos que este funcional 3y (u,v) es de clase C! en W y mas adelante

probaremos que las soluciones débiles de (2.1) son exactamente los puntos criticos de Iy (u, v).

Proposicién 11 El funcional Sy dado por (2.6) estd bien definida y es de clase C* en W.
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Demostracion.-
Primero probaremos que el funcional estd bien definido. Se verifica que los dos primeros

términos del Funcional son normas bien definidas
1 2 2
(u0) = llll+ 1ol =2 [ P, (27)

Por los céalculos realizados en la prueba del Lema 2, tenemos

0+1

1
/ F(z,u,v)dr < vt c/ a(z) |Vul® dz + c/ b(z) Vo] de < oco.
Q p Q Q

Asi, 3, estd bien definida. Ahora probaremos que el funcional ), es de clase C'! y lo haremos
en dos partes:

Parte (I) : El funcional 3, es Fréchet diferenciable.

Parte (II): La Derivada de Fréchet de S es Continua.

Iniciamos la prueba de la Parte I: &) es Fréchet diferenciable con derivada

(Sh(u,v), (@, 9)) = /(a(az)Vquo + b(x)VoVi)de — /\/ [Fu(z,u,v)p — Fy(x,u,v)Y]de.
Q Q
(2.8)
Para probar esto procederemos probando que J,(u,v) y Jy(u,v) estdn bien definidas, existen
y son continuas para luego aplicar el Teorema 24 y concluir que &) (u,v) es F-diferenciable.

Para (¢,1) € W se definen:

(Ju(u,v);gp):/Qa(x)Vquodac—)\/QFU(:U,u,v)gpdm

(Jy(u,v); 1) :/Qb(a:)VdeJda:—)\/QFv(m,u, v)dr

Afirmacién (I-a): Jy(u,v) y Jy(u,v) estdn bien definidas.

De la desigualdad de Hélder
/a(aj)|Vu| |V<p|d:1;:/a1/2(x)|Vua1/2|Vg0]dx
Q Q
S/a(x)|Vu2da?/a]Vg0|2da:,
Q Q

donde la ultima expresién de la desigualdad es finita, debido a que la norma ||-||, esta bien

definida. Ahora como F'(z,u,v) verifica la condicién (F'1):

|Fu(, u,0)] < erlul (o] ],

Luego la desigualdad de Holder Generalizada y la inmersion de Sobolev Wa ’Q(Q, a) — L"(9),

para 2 < r < 2% implican que

|U‘6+1‘

#’1 ||SOHLP €s ﬁnitov

1B uoyeldn < er [ ol ol do < [lul"] 5
Q Q L
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p _q .
donde |u|” € L7; [v]®t! € L5+ y |¢| € LP. Por tanto, de estos resultados conseguimos

[{(Ju(u,v); @) </Q a(x) |Vul |V<p\da?+>\/ w(T,u,v)pdr < 00

es decir |(Jy(u,v); )| estd bien definido.
Procediendo en forma andloga, se prueba que |(J,(u,v); )| estd bien definida.
Afirmacién (I-b): J,(u,v) , Jy(u,v) existen en Wa*(Q,a) , Wa(Q,b) respectivamente y

son dadas por

(T, 0); ) = Tim Sa(u+ tw,v) — Sx(u,v)

lim . para todo w € W2?(Q, a)

Cx " e
(11, 0); ) = lim AU 0 F 1) = S
t—0 t

.v) para todo w € W22(Q,b),

esto es, la definicién de derivada parcial de Fréchet (o Gateaux).

(Ju(u,v); w)
o _ Cx

— lim Sa(u + tw,v) — Ix(u,v)

t—0 t
_ i 1/2 [ a|V(u+ tw)|?* — 1/2 [ a \Vul|? dz — A Jo F(z,u+tw,v)de + X [, F(x,u,v)dz
~ 50 t
— lim 1/2 [ al|V(u + tw)|* — |VulHdz S lim JolF(x,u+tw,v) — F(x,u,v)]dx'

t—0 t t—0 t

Asi, basta verificar la igualdad

2 2 B
t=0 Q t t—0 Jq t

:/a(:c)Vqudx—)\/Fu(:v,u,v)dx.
Q Q

Este resultado se conseguird mediante las afirmaciones (J1) y (J2) enunciadas a continuacién:

Afirmacién (J1): I(u) =1/2 [, a( ) |Vu|? dz es Gateaux diferenciable con derivada

<I’(u),w>:/ga(:p)Vqudx

Primero veamos que para u = 0 (u = constante) en WOI’Q(Q, a) y todo w € WOI’Q(Q, a),

1(0 + tw) — 1(0)

(I'(0),w) = lim

t—0 t
)|V (¢t
— 1/21im Joa@) V()
t—0 t
2 v 2
=1/21lim £ ool (W)l dx
t—0 t

=1/2 h’mt/ a|Vw* = 0.
t—0 Q
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Por tanto I es G-diferenciable en el origen.

Ahora sea u # 0 no constante en Wa ’2(9, a) definimos la composicién I = @ o P donde
P: WiQ,a) — L2(Q) y  Q: L2(Q) — R
w —  a'/?|Vuw| v — 1/2fﬂ\v|2dx
De esta forma para probar que I = ) o P es Gateaux diferenciable bastard probar que Q es
F-diferenciable y que P es G-diferenciable en Wo ’2((2, a) para utilizar el teorema 25.
Afirmaciéon: Q es F-diferenciable; para esto se probard que @Q es G-diferenciable y Q' es
continua para aplicar el Teorema 21.
Q es G-diferenciable, en efecto Sea u,v € L*(Q) y t € [0,1]
h: [0,1] — R
t o 1/2|u+ to]?
donde h es continua en [0,¢] con ¢ € (0,1), ademas diferenciable.

Por el Teorema del valor medio, existe 0 € (0,1) con té € (0,¢) tal que
h(t) — h(0) = W (t5)(t — 0).
Con esto conseguimos
1/2u+ to]* = 1/2 |ul® = [Ju + t6v]| - sign(u + t6v) - v](t — 0) = [(u + tév)v]t (2.9)

entonces

‘h“’)\ = fu+ t60] o] < (ful + o] o] (2.10)

Luego utilizando la desigualdad de Hélder obtenemos que (|u| + |v|)|v| € LY(Q)

J

Ahora, de (2.10) , (2.11) y el Teorema 6, (Teorema de convergencia dominada)

lim de — / lim de
t—0 Jo t o t—0 t

h(t) — h(0)

dx < /Q(Iul + [v]) ol dz < [lul + [olll 2 [0l 22 - (2.11)

Luego Q es G-diferenciable, puesto que

(0 () iy QL0 F 1) = Q)

t—0 t
_i 1/2 [ lu+ tv|*dz — 1/2 [, |u|*dzx
= t
1
~ 1fm [/ 1/2(ju + tof2 = [ul?)]
t—0 t Q
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por (2.9 ) se obtiene

1
=lim — [ t[|lu+ tév|sign(u + tév)v] dz
t—0 ¢ Q

= lim/ [|u + tév|sign(u + tév)v] dx
t—=0 Jo

nuevamente por el Teorema 6

:/ |u]5ign(u)vdx:/uvda:.
Q Q

Asi existe Q' segtin Gateaux, mas atn
Q: L*Q) — [L2)] =LIL*Q)

u = Q(u)
tal que

(Q'(u);v) = / uvdr.

Q
Q' es continua en L?(Q), en efecto, considere a(t) = t continua de R en R. Asf para u € L?
se tiene a(u) = u € L?(2) entonces el operador
T: L* +— L2
u — olu)=u

es continuo en L?(2). En efecto, sean (uy,) C L? y u € L? tal que u, — u en L?(12), luego por
Teorema 7, existe una subsucesién (ug,) C L?(2) y H € L*(Q) tal que ug, — u en c. t. p. de
Qy |ugn(z)] < H(x) en c. t. p. de Q y todo kn > 1 entonces k — oo implica |u(x)| < H(z)

en casi todo punto , luego de la continuidad de o tenemos a(ug,(x)) — a(u(z)) en casi todo

punto de 2. Ademas
|a(urn(2)) — a(u(z))] < loupn(@))] = e(u(z))] < [H(x)] + |H(z)| = 2[H(z)]

entonces

| (upn (7)) — a(u(@))? < 4|H (2)]?
y por el teorema 6 de la convergencia dominada con (uy,,) subsucesién convergente en L?((2)
otk () = Tttgn) = a(u(z)) = T(w) en L) (2.12)

Luego del inicio (u;) € L?*(Q) con u € L%(Q) es tal que uy — u en L2,
Suponga que T' no es continua en u, luego existe € > 0 tal que |T'(ug) — T'(u)|;2 > € para

todo k € N, esto contradice (2.12) y por tanto la existencia de (ugy,). Asi T es continuo.
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ara probar que es continuo, tomemos u; — u en yve uego
P b ! i L? L?1
‘ <Q,(Uk>§v> - <Q/( ‘ = ’/ upvdr — / uvd|

]/ u, — w)vdx|
§/ lug — ul|v|dz
Q

< lue = ull g2 Jvll 22

= 1T (ur) = T(w)ll 2 0]l 2

y como T es continua uy — u en L*(Q) implica ||T(ug) — T'(u)|| 2 — 0, esto es,
(Q'(ur);v) — (Q'(w);v) | = 0.

Asi Q' es continua en L?. Ahora como @ es G-diferenciable y Q’continua entonces por el
Teorema 21, obtenemos que @ es Fréchet diferenciable.
P Wol’2(Q, a) — L%*(Q) es G-diferenciable, en efecto, suponga que u es una funcién no

constante en Wy 2(£, a) por tanto no nula de Wy(2, a), luego

P(u+ hv) — P(u) 1/21|Vu+ hVo| — [Vl
= a7 ]
h h
h[|Vu + hVo| + |Vul]
12 2VuVu + h|Vol|? |
|Vu + hVu| + |Vu|

de donde puntualmente

P(u+ hv) — P(u ) Y2 VuVu

Ii 2.13
B0 h V| (2.13)
De otro lado de la desigualdad triangular
Vu+ hVo| — |Vu| |Vu + hVv — Vu|
|‘ = | < = |V| (2.14)
h |h
y por la desigualdad de Cauchy Schwartz
|Vu+ hVo| — |[Vu|  VuVwu |Vu+ hVo| — |Vu| VUVU
| - | < |+l =2Vl
h |Vul h
Luego, elevando al cuadrado
2
1/2 |VU + th’ — ]Vu‘ _1/2 VuVu <4 2 215
{a \ - | —a Y | S a|Vu|*. (2.15)
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Como a|Vv|2 € L! pues v € Wo*(2, a), luego de las ecuaciones (2.13) y (2.15), aplicamos el

Teorema de convergencia dominada

i [ [P = P@) 1 Vuvel
h—0 Jq h |VU‘
:/ lim a1/2 ]V(u * h)VU| — |VU‘| 1/2 vuvv dz
=0.
De esta forma
P(u+ h’t;l) — P(u) _ a1/2v’$Z|U en L? cuando h — 0

y asi, (P'(u),v) = a'/? v&v‘” Es decir, P es G-diferenciable para todo v € Wa2 (£, a).

Ahora como @ es F-diferenciable y P es G-diferenciable entonces I = Qo P es G-diferenciable

para todo u € W01’2(Q, a), mas ain por la regla de la cadena

(I'(w);w) = (Q'(P(w)); P'(u)w)
_ ' Py ‘al/QVqu
(@Pwya Y
_/a1/2|vu"a1/2Vqu
Q

|Vl
= / aVuVw.
9

De este modo I(u) = Q o P(u) = 1/2 [, a|Vu|* es G-diferenciable con derivada
(I'(u);w) = / aVuVw para todo w,v € W}?(Q, a),
Q

asi queda probado la afirmacién(J1).

Afirmacién (J2): Alim,_,o ZEtte) F@un) _ \ ¢ B (2 u,0)wds.

Probemos que

F t —F
lim (z,u+tw, ) (x’u’wdx:/Fu(:n,u,v)w.
t—0 t Q

Sabemos que F,, es continua y

F(x,u+t,v) — F(x,u,v)

F.(z,u,v) = lim

para (u,v) € R?.
t—0

RN+2

Ahora, sean u,v,w en Wg(Q,a) en particular (z,u(z),v(z)) € y como t — 0 en

particular tw — 0, reemplazando tenemos

F(z,u(z) + tw(z),v(z)) — F(z,u(x),v(x))

en c.t.p. ¢ € Q)




Definimos L(t) = F(z,u(z) + tw(z),v(x)) — F(x,u(x),v(z)) para todo t € [0,6], tenemos L
continua en [0, d] y derivable en (0, d) por hipétesis.

Luego aplicando el Teorema del valor medio para derivadas, existe & € R tal que
L(t) — L(0) = L'(&)(t — 0) para 0 < |&| < [¢], (2.16)
donde
L'(t) = Fu(x,u(z) + tw(x),v(x)) - w()

luego por la condicién de diferenciabilidad de F'y de (2.16) obtenemos

F(z,u(z) + tw(z),v(x)) — F(z,u(x),v(x))
t

= |Fu(z, u(z) + §uw(z), v(2))||lw(z)]

de donde por los cdlculos realizados en la prueba del Lema 1 obtenemos

F(z,u(x) + tw(z),v(z)) — F(z,u(x),v(x))

: < erlu(z) + (@) o) w ()|

es integrable. Ahora podemos aplicar el Teorema de convergencia Dominada :

/ Fou(a u(z), v(z) Yw(z)da = %g% F(x,u(z) + tw(x), U(f)) — F(z,u(z),v(zx))
Q Q

dz.

Asi, de las afirmaciones (J1) y (J2) tenemos

tw)|? — 2 F t —F
o) = g2 [ ATV, [ P t0) = Flo)
t—0 Q t Q t
= / a(x)VuVwdr — )\/ Fy(z,u,v)wdz para todo w € W12(Q, a).
Q Q
Afirmacién (I-c): El funcional J, = G + AA es continuo.

Se define
/
G: WrQa) — (W(}’2(Q,a)) y  Gu): W(Qa) — R

u — G(u) ® — (G(u); )

donde (G(u);p) = / aVuVpdz para todo u, o € WH2(Q, a).
Q

De la desigualdad de Hélder

/ A 2Vua 2V < / o Vul? / ol Vl? < oo,
Q Q Q

esto es, G estd bien definida.
Sea (ug) en Wa2 (€, a) tal que ur, — u en Wa(€2, a), luego por la definicién de la norma del
funcional

”G(’U,k) — G(U)HH'I’Q Qa) — sup ’ ((;(Uk), Q0> — <G(U), Q0> |
o ( k) )
lpl=1peW,*(2,0)

= sup / aVupVe —aVuVpdr
lel=11/Q

= sup / a[Vuy — V(p]V(p’
lel=1 1/
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y de la desigualdad de Hdlder

< sup| / AV, — Vu? / o[V 2,
9] Q

Esto es

1G(ur) = G(W)llyy12(g 0y < ‘Slllpl(IIUk =g llella)-
(p:

Ahora si uy — u en W,o*(Q,a) entonces |juy — ul|, = 0 y por tanto

|G ur) = G(W)|yr2(q0y — O-

liwz2

Asf G es continua en Wy (9, a).
Ahora probemos la continuidad del funcional
1,2 1,2 ! 1,2
A WHR(Qa) — (Wo’ (Q,a)) y  Aw): W06 — R

u —  A(u) ¢ — (A(u);p)

para ello fijamos v € Wq ’Q(Q, a) y definimos
(A(u); @) = / Fy(x,u,v)p para todo u, o € W} 2(Q,a).
Q

Sea la sucesion (uy)x C Wo'2(2, a) tal que ux — u en Wo'2(€2, a). La inmersion Wy (€2, a) <
L™(Q), para 1 < r < 2%, nos permite asumir que existe una subsucesién (ug,) y una funcién
h € L™(9) tal que:

(i) ugn, —> u en L"(2) cuando kn — oo.

(ii) ugn(x) — u(z) casi siempre en € cuando kn — oo.

(iil) |ugn(z)| < h(x) casi siempre en Q y para todo kn € N.

De la definicién del operador A y la desigualdad de Holder, para 1 < ' = r/(r—1), obtenemos

| {(A(ug) — Alu); ) | = I/Q[Fu(a:,uk,v)w — Fu(z,u,v)pldz|
S/Q]Fu(x,uk,v) — Fu(z,u,v)||¢|dz

< (/ |Fu(z, ug, v) — Fy(z,u, U)\’”/)l/’”/dx(/ o) di.
@ Q

Aplicaremos la condicién (F'1) y el Teorema de convergencia dominada para probar que

/

lim /|Fu(x,uk,v)—Fu(aj,u,v)|r — 0. (%)
k—o0 J

Como F es de clase C! entonces F, es continua, por tanto

Fu(z,upn(z),v(x)) — Fy(z,u(z),v(x)) — 0 en c.t.p. de Q.
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Luego de la condicién (F1), |Fy(2, ugn, v)| < c1|urn||v[°T! y por la desigualdad de Holder

generalizada, conseguimos

| o, gy v) = Fula,u,0)[" < (lugn| 710" er| + ul |0 er])”

< e(|B]" o[V er |7+ Jul o0 ey [7) € 2HQ).
Entonces por el Teorema de convergencia dominada,

lim (|Fu(@, tgn, v) — Fy(z,u,v)])" dz = 0.

kn—so0 Jo

En realidad hemos probado que, para cada sucesiéon convergente ur — u, existe una subsu-
cesion (ugn)nen tal que [o(|Fu(@, tpn, v) — Fu(2,u,v)])" dz — 0.
Con este resultado probemos (x) por el absurdo. Sea (ug)ren € Wo'2(Q,a) < L () una

./ !
sucesién convergente, entonces uy — u en L™ () y suponga que para € > 0,

/(\Fu(:c,uk,v) — Fy(z,u,v)))" dz > e,
Q

entonces de (ug)gen 1o es posible extraer ninguna subsucesion (ugy,)neny C (uk)ren tal que
Jo(|Fu(z, ug, v) — Fy(x,u, v))" dz — 0, lo que contradice el resultado anterior.

De esta manera, si k — oo, entonces

[ (Alue) = AW ) | < ([ 1Pl ,0) = Fulasu, o)) da( [ Jo)rda — 0.

Luego, si kK — oo,

JACur) — Al gray = sup{| (Alwr) — A(w)i9)| / o € W(Sa) , gl =1} =0

y asi A es continua en VVO1 ’Q(Q, a). De estos resultados tenemos que J,, es continua para todo
pE We ’2(9, a) ya que G y A son continuas. De la misma forma se prueba que J, es continua.
Luego de las afirmaciones (I-a), (I-b), (I-c) y del Teorema 24 tenemos que J,, y J,, existen y
son continuas, implican que Sy (u, v) es F-diferenciable en Wa (€, a) x Wa'2(2,b).

Mejor ain para (¢,v) € W(}’2(Q,a) x Wa(,b),

(S (w, 0)(2,9)) = (Julu,v); @) + (Jo(u,v); ).

Parte II: Probemos ahora que &) (u,v) es continua en W y con esto concluimos que

S (u,v) € CHW). Sabemos que

g W o= W y  Sh(w,v): W o—

(u,v) — S\(u,v) (ev) — (Sh(u,v); (0,9))
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donde () (u, v); (0, ) = (Ju(u, v); ) + (Jo(u,v),) para todo (¢,¢) € W.
Sea (ug;vg) C W tal que (ug;vr) — (u,v) en Wy (p,%) € W entonces

(S (e, vi); (0, 90)) — (S (u, 0); (9, 9))

|fQ a(z)Vup Ve + b(x) Vo, Viplde — )\fQ (z, up, vg) e + Fy(z, ug, vp)]de  —
(Jola(@)VuVe + b(z)VoVylde — X [o[Fu(z, u,v)e + Fy(z,u,v)]d) |
< Jo a(@)|[Vug — Vul| Vel + [ b(x) |V, — Vo||Vi|da +
Mo | Fule s t) — Ful, o) ol + A fy 1P, ) — Fo(, ) e

El primer término se identifica con

(Gﬁuw;w%¢»==KXU%@>=léaVuV¢dr

que es continua como se mostro en la afirmacién(I-c), de la misma forma el segundo término

<¢wwm%¢»=@wmmzlfvmwm

es continua.

El tercer término lo definimos como

<MWM%W=A&wwWW+AE@WWMW%WHW%MWWWQ%

el cual también es continua. En efecto, sea (ug,vr) — (u,v) en W entonces

(Al o) = Al 0)300) = [ (Fular ) = Fulo e )de + [ (P ) = Fulo, )

Q
§/ | Fu(x, ug, vg) —Fu(x,u,v)|<pdx+/ |Fy(z, ug, vg) — Fy(z,u,v)||[1|d.
Q Q

Por condicién F es de clase C', luego Fy(x,u,v) + F,(x,u,v) es continua en c.t.p. de
entonces

lim |Fy(z,ug,vg) — Fyu(z,u,v)| =0 en c. t. p. de Q,
k—o0

lim |F,(x, uk, vi) — Fy(z,u,v)| =0 en c. t. p. de Q.
k—o00

Ademas, la condicién (F'1) y la desigualdad de Hélder generalizada, implican
B, s 08) = Fulie, 1, 0)[” < gl ol D er 7l ol O e[ € 11(9),
[Fo(ar, s 08) = Folir, o) < Jusl” O lea]” + [l D[] 4 fer | € £1(9).
Finalmente, por el Teorema de convergencia dominada,

lim / |Fy (2, ug, o) — Fy(2,u,0)|" do = 0 en L'(Q)

k—o0 J

lim / |Fy(, ug, i) — Fyl(a,u,v)|" dz =0 en L'(Q)

k—o0 J
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cuando uy — u en Wo?(Q,a) — L™ (Q) y vy — v en Wo2(Q,b) — L™ ().
De la inmersién W, (€, a) < L"(Q) para 1 < r < 2*, conseguimos |¢|, |¢)| € L™(€) y por la
desigualdad de Holder,

| (Aluk, vi) — A(u, v); (0,9)) |

< o lFu(,up, vp) — Fu(z,u,v)l|lde + [o |Fy(z, ug, vi) — Fy(@,u,v)||¢|dz

< Pul, ur, vie) = Fule, w, o) g 1@l e + 1 Fo (2 un, vi) = Fo (@, w, 0)l| g ) 191 o -
Por tanto, si k — oo,

| (A(ug, vg) — A(u,v); (@, ) lwr — 0.

Asi, A es continua para todo (u,v) € W = Wy2(€,a) x Wa*(Q,b). De estos resultados

S’ (u, v) es continua en Wy podemos concluir que el funcional I es de clase Clen W.
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Capitulo 3

Teoremas de existencia de
soluciones débiles para una clase de

sistemas elipticos semilineales

En este capitulo estudiaremos la existencia de soluciones débiles para el sistema (2.1).

3.1. Teoremas de existencia de soluciones débiles para el sis-

tema eliptico semilineal (2.1)

Teorema 33 Suponga que la condicion (Fy) es satisfecha. Entonces existe una constante

A > 0 tal que para todo 0 < X\ < A, el sistema (2.1) tiene una solucion débil.

Teorema 34 En adicion suponga que las condiciones (Fy) — (Fy) son satisfechas. Entonces
el problema (2.1) tiene al menos una solucion débil no trivial.

3.2. Demostracion de los Teoremas 33 y 34

Probaremos los teoremas de existencia 33 y 34, en el primero haremos uso del Principio

del Minimo y en el segundo el Teorema del paso de la montana.

3.2.1. Prueba del Teorema 33

En esta subseccién, aplicamos el Principio del Minimo (Teorema 31) para la demostracién
de nuestro primer resultado de existencia de soluciones débiles, el cual se realizara mediante

los siguientes lemas:
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Lema 1 El funcional Sy dado por (2.6) es débilmente semicontinuo inferiormente en W.

Demostracion.-
Probaremos que

lm inf Sy (tm; vm) > Sa(u, v)
m—r00

para toda sucesion {(um, vm)} C W tal que {(um,vm)} — (u,v).

Sea {(um, vm)} una sucesién que converge débilmente a (u,v) en W entonces la convergencia
débil implica que (||(wm,vm)lly),, estd acotado.

Como las normas en un espacio de Banach son débilmente semicontinuas inferiormente; en-

tonces para las normas en los espacios W, 2(Q,a) y Wa(Q,b) se cumple:
. 2 2
timinf [ 2 > ]

, . 2 2
gmlggHUme > ol
de donde:
.. 2 2 2 2
Lim inf{[[um||3 + loml5] = [ull} + [lo]]

esto es

m—r00

h’minf/[a(:v)|Vum|2—|—b(:c)\va|2]dac > /[a(x) IVul? + b(z) |Vo|*|de. (3.1)
Q Q
Ahora probemos que

lim F(z, U, vy)dx = / F(z,u,v)dzx (3.2)

por el Teorema del valor medio (con x fijo), para cada m existe

(u + 01 (U, — 1), v + b2 (v, — v)) en el segmento [(u, v); (um, vm)] tal que

/[F(x,um,vm) — F(z,u,v)|dx
Q

/Q[VF(CU? U+ 1 (tm — ); v + O2m (v — ) ((Um; vm) — (u,v))]dx

esto es

/[F(x,um,vm) — F(z,u,v)|dx
Q

< / | Fy (25 u 4 01 (U — w); 0 + Oop (U, — )| |t — | dz+
Q

/ |Fo (3 + 1t — 10); 0+ Ooun (00 — )] [0 — 0]
Q

entonces por la condicién (F'1)
<er [ Jut (i = 0 fo+ B0 = o) i — ] dot
Q

55



C2/ 4+ Ot (1t — W) [T [0+ O (v — )| [t — 0] dz
Q

tomemos

wy = [+ O (U, — u)]” € L%;
wa = [V + Oy (U — )T € LFHT;

w3 = |y, —u| € LP;

donde %—i— 5%1 —i—% = 1, entonces aplicando la desigualdad de Holder Generalizada obtenemos:

[0+ Oom (U — u)]5+1‘

o1 [ wrwseads < e [+ 8l — )l 5 P

L

analogamente para el segundo término

02/ wiwhwidr < co |[[u+ O1m (un — u)]VHHL% H[v + O2m (Vm — v)]é‘ L4 [t — ull g -
Q

De estos resultados obtenemos:

/ [F(x, U, vm) — F(z,u,v)]dx
Q

< 1 ||u A+ Orm (i — )| [0+ B2 (v — 0|55 [[ttm — |
ea [ 4 G (um — w)|[ T4 [0 + B2 (v — ) |50 [[om — 0|l 14 - (3.3)

Puestoque 2 <vy+1<p<2fy2<d+1<q< 2} entonces la inmersién
W — LP(Q) x LY(Q) es compacta.

Ahora, la convergencia débil {(um;vm)} — (u;v) en W implica la convergencia fuerte

{(um,vm)} — (u,v) en LP(Q2) x L1(2). Luego
lum — ul o < K ||(wm;vm) — (@, v) ||y o implica u,, — v en LP
lvm — vl pa < E2 ||(um;vm) — (w,v)||;py e implica vy, — v en LY
y también
101 (wm — )l p < llum — ullpp implica [Gim] [ (um — W)l e < llum —ull

por tanto |61, < 1y de la misma forma |65 ,,] < 1.

De lo anterior se tiene que :
[t 4 O1m (um — w)l[ o < fJull Lo + 1O1m] [um — ull L < M

v + B2 (Vi — U)HLq < HUHLQ + [O2m] [|[vm — 7)HLq < Moy,
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esto es, ([|u+ Orm(Uum — u)||1p),, ¥ ([[v+ 02 (v — V)| 14),, estdn acotados.

Por tanto de (3.3) obtenemos:
/Q [F (5t vm) — F(@,u,0)] de < ex MY My™ g — ull o + e2M7 M3 [|og — 0] 4

El cual converge a cero cuando m — 00, esto prueba (3.2).

Ahora de (3.1) tenemos:
/(a |Vul?> +b|Vo|*)de < lim mf/ {a V|2 4 b |Von|?| de
O m—ro0 Q

de (3.2)
—)\/ F(z;u;v)dr = lim —)\/ F(z;upm; vm)dx
Q Q

m—>r00
conseguimos

1/2/(a]Vu2+b\Vv]2)dx—)\/ F(z;u;v)dx
Q Q

< liminf

m—>»00 2 m—->00

2 2
Vi, b[Vum imi
/[a’ | [Vom| ]dx—l—hmlnf[_)‘/F(l'?umwm)dx]
0 Q

< h’minf[l/Q/ [ | V| + b | Vo, [2de — )\/ F (25 Um; v )dx]
Se concluye que

S (u, v) < Hminf Sy (um; vm),
m—r00

es decir, &), es débilmente semicontinua inferiormente en W.

Lema 2 El funcional Iy dado por (2.6) es coerciva y acotada inferiormente en W.

Demostracion.-
Probaremos que ), es acotada inferiormente, esto es, existe M € R tal que Sy (u,v) > My

que es coerciva, esto es,
Sa(u,v) — 400 cuando ||(u,v)|y — +oo.
Para cada z fijado, (u,v) € R? tenemos
u v
F(z,u,v) = / Fy(z,t,v)dt + / Fy(x,0,s)ds + F(x,0,0)
0 0
y por (F1) :

u

P, u,0)] < / \Fya,t,v)|de + / IFy(,0, 5)|ds
0 0

< chful ol
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luego

P, u,v)] < cylul* o],
Asi, por (F1), existe un 3 > 0 tal que para todo (u,v) € R? y casi todo = € Q tenemos
|F(z;u;0)] < eglu[7H \v[‘”l .

De esto y la desigualdad de Hélder y Young para A = |u|”™ y B = |v|5+1 con p/ = % ;

¢’ = 517 obtenemos:

1 o+1
/F(:c,u,v)da? < 03/ w1 o de < es [’H—/ lulP” + oxl |v|q} .

Luego de las inmersiones
Wh(Q,a) — LP y WEA(Q,b) — LY

se deduce

z) |[Vo|? dz

donde ¢ = mazx {sc3; s'c3}. Luego
; g

1 0+1
—)\/F(x,u,v) > Al / a(@) Va2 dz — 322 [ (@) Vol da
Q p Q q Q

sumandole 1/2 [fQ ) | Vu)? dz + Jo bz ) |[Vol? dx] obtenemos

+1

+1 )
S (1, 0) > (1/2 = A=) [lul|? + (1/2 = AeZ2=) [Jo]|?

buscamos valores adecuados para A resolviendo simultaneamente

1
1/2—)\cfy >0y

1/2 = Xe H—1>0
q

de donde A < 5 26 51) +1) yA< g5 20611 Ahora tomando

5+1)

A = min p : q
- 2c(y+1) 2¢(6+1)

conseguimos:

1)
wu,v)z(m—xw ) lull? + (1/2 — Ac ZH o2 >0, VO<A<A
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Para probar la coercividad tomemos

A1 = min {1/2— 74_1} y
p

0<A<A

1
A2 = min {1/2—)\ H},
0<A<A q

por tanto:

2 2 . 2 2
Sa(u, 0) = At flully + Az flvlly = min {As; Ao} ([full + llvlly)

ahora usando la desigualdad (1.1) de la Proposicién 3, obtenemos
N L. 2
Sa(u,v) 2 5 min {A; Az} (Jlully + o)

lo que implica Sy(u,v) — +oo siempre que ||(u;v)|y, = |ull, + [|v]l, — oo. Asi Iy es

coerciva y en particular es acotada inferiormente.
O

Retornando a la demostracién del Teorema 33, de los lemas (1) y (2), conseguimos mediante
el Principio del Minimo, demostrar que el funcional &) alcanza su minimo en W. Asi el

sistema (2.1) admite al menos una solucién débil.

3.2.2. Prueba del Teorema 34

En esta subseccién, aplicaremos el teorema del paso de la montana (Teorema 32) para
la demostracién de nuestro segundo resultado de existencia de soluciones débiles, el cual se

realizard mediante los siguientes lemas:
Lema 3 El funcional Iy dado por (2.6) satisface la condicion de Palais-Smale en W.

Demostracién.-

Sea {(um;vm)} C W una sucesién de Palais-Smale (PS) para el funcional ) , esto es
Sa(Um;vm) es acotada en Ry ) (um; vm) — 0 en W’ si m — oo.

Probaremos que {(um;vn)} admite una subsucesién convergente en W.

Como ) (um;vm) es acotado, tenemos que
3 cq > 0 tal que |3 (tm;vm)| < ¢4 para cualquier m € N (3.4)

Luego como limy,—o0 S (um; vm) = 0 en W’ entonces

Para €] = % existe my tal que <%’/\(um,vm) HE& ;”>‘ < 1 para m > my
Para €y = 1 existe my tal que ‘<%’)\(um,vm) Hg §”>‘ < 1/2 para m > mo
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Para e3 = % existe mg tal que ’<%’/\(um;vm); Hgfgg”‘ < 1/3 para m > ms

1

n

(&m)

Para €, = - existe m,, tal que ‘<S’>\(um;vm); m>‘ < 1/n param > m,,

de donde m; < my < mg <...< m, por tanto

Y, . . (&n) >‘ . o . A n
|<”k(“’”n’”m")’ iem /| = S, [t om); (9:9))] < en

(py)ew

Esto es, existe una sucesién estrictamente decreciente {e,,}7° con

Iim ¢, =0,
m—r00

tal que para cada m y (§,n) € W se tiene

(S (tms vm); (&) < em 1E )] - (3.5)
Como S es coerciva y por la relacién (3.4) tenemos:
c4 2 | (tm; um)| = @ [[um]|?

ca > [0 (Vm; vm)| > a1 [[om]®

y esto implica, ||(tm;vm)|l = ||umll, + [[omlly, < (ca/a)? + (ca/a) /2. Asi obtenemos, que la

1/2 eg acotada en W.

sucesion || (wm; vm)|| < 2(ca/)
Dado que W es un espacio de Hilbert, de la Proposicion 6, W es uniformemente convexo y
por tanto reflexivo, luego por el Teorema de Eberlein-Shmulyan, la sucesién {(u,,; v, )} posee

una subsucesién débilmente convergente {(umk;vmk)} tal que
(Umy; Vmy ) = (u,v) en W.
Ademi4s debido a que
P:Wh2(Q,a) x Wh3(Q,b) — WL2(Q, a) dado por P(u,v) = u,

es una aplicacién lineal y continua, la Proposicién 2 implica {u,, } — u en Wi (Q,a).

De manera similar se tiene que {v,,, } — v en W,*(Q,b).

En lo que sigue denotaremos la subsucesién hallada por {(um,; vy, )} con el fin de no recargar
la notacién. Ahora, debido a la inmersién compacta W < LP(Q) x LI(€2) y al Teorema 27,

la subsucesion {(um,; vm)} converge fuertemente en LP(2) x L2(€2), esto es,

[ (w3 vm) = (w, )|l o) x Lag) — 0 cuando k — oo
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Tomando (&;7) = (um —u;0) en la derivada de Fréchet (2.8) obtenemos

(Sh\(umivm); (&:m) = [q aVun VEda+ [ bV, Vndz—X [o Fu(2, tm, vm)§dz—X [o Fy(@, ty, U)ndz

esto es,
<%’>\(um;vm);(§;n)> :/aVumV£d:U—)\/ Fu(z, tpm, vy)Edx
Q Q

y por (3.5) obtenemos

< em llum —ul,  (3.6)

/Qa(:x)VumV(um —u)dz — A /Q Fu(x, tm, ) (U, — w)dx

Usando la condicién (F1)
/ Fu(x, tm, vm) [t — ul dz < 01/ o [0m 2T |t — | da
Q Q
y luego por la desigualdad de Holder para

0+1

w1 = |um|” € P17, wy = ot € LTy |up — u| € LP

conseguimos:

/ Fy (@, s vp) |t — ul dx < 1 Juml| T loml 78 wm = ull o (3.7)
Q

sigue de |a| — |b| < |a — b| < € y las relaciones (3.6) y (3.7) que:

/Q a(2) Vi V (U — u)da

< ‘)\/ Fo(z, tm, vm) (U — w)dx| + € ||tm — ul|
Q

o+1 |

< e fluml[ T lomllZa™ llum = ll Lo + €m l[um = ull,

por tanto, como {(um;vy,)} converge fuertemente en LP(£2) x L4(Q2), también
[(tm =)l o0y < [1(my; vmy,) — (U’U)HLP(Q)XLQ(Q) — 0
y siendo ||u,, — ul|, acotada obtenemos:

lim a(x)VumV (tumy — u)dr = 0. (3.8)

m—00 Q

, . 21 . 1,2 .
Ademas por la convergencia débil u,, — u en (Wo’ ) conseguimos

mh—n>10c> ; a(x)VuV (up, —u)dz = 0. (3.9)
Para demostrar (3.9) definimos la aplicacién lineal y continua (G;w) = [, a(z)VuVw.

Es lineal, puesto que, (G; kw1 + we) = k (G;w1) + (G5 w3)
La continuidad resulta de la desigualdad de Holder:

| a@)VuTudel < | a2@)(Tula!/* (@) Vulds < [ul, full,
Q
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entonces
(Giw)
Gl pay = sup [ <
l[wll, €Wa () a

/
Por tanto, como G € (Wol ’2) , la convergencia débil implica

lim [ a(x)VuV(up —u)de] = lim_ (G; (upn —u)) | = 0.

m——>00 O m—r0o0

Retornando a la prueba del lema, restamos las integrales en (3.8) y (3.9)

/ a(x)(Vup, — Vu) o (Vuy, — Vu)de = / a(x)[ Vi, @ Vi, —2Vu e Vu,, + Vu e Vu)|dz
Q Q

y de la desigualdad
| at@VunVude < [ @02 Valde < funll Jul,
conseguimos
/Qa(fﬂ)(vum — Vu) o (Vuy, = Va)dz > [[un |5 = 2 [lunll, [lul, + [ull;
entonces haciendo que m — oo como en (3.8) y (3.9) obtenemos

0= lim a(x)(Vty, — Vu) o (Vu,, — Vu)dz > 1£>n (lumll, — HuHa)2 > 0.

m——>00 Q

Del Teorema del Sandwich tenemos

, 2
i (ol = ) =0,

esto implica lim,, o0 (||uml|, — ||ull,) = 0 pues de suponer lo contrario :
, 2 § ,
it (el — ) = i (all, — el )l (], — ) > 0

que es una contradiccién. Por tanto ||up||, — ||ul|,-
Ahora como W, *(; a) es uniformemente convexo y desde que t,, — A ||t o — |lull,, en-
tonces en aplicacion del Teorema 28 resulta u, — u en W, ’Q(Q; a). Similarmente obtenemos

1,2 . . .
Um — v en Wy (Q;b). Asi (um, vrm) admite una subsucesion convergente en W.
U

El Lema 3 nos dice que el funcional &) satisface la condicién de Palais-Smale (condicién
de compacidad). Ahora verificaremos que el funcional < tiene la geometria del Teorema del

paso de la montana.

Lema 4 Bajo las hipotesis (F1) — (F4) el funcional Sy dado por (2.6) satisface:
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(1) Ezisten p,o > 0 tal que ||(u,v)| g = p implica I(u,v) > o > 0.
(i1) Eziste (uo,v,) € W tal que ||(to, o)l > p v (o, vo) < 0.

Demostracion.-

Primero probamos (i).

De (F2) y (F4) obtenemos |F(z,u,v)| < c(ju|® + |v|® + |u|® + ]v|B) para todo z € Q y
(u,v) € R? donde 2 < o; &; 8; B < 2%.

Esto se debe a que para 2 < a; @; 3; 3 < 2¢ se tiene

c [\u\a + ‘U‘B} si|ul;jv] <eyx € Q esto es por (F4)
|F(z,u,v)| <

9

c [1 + |u|* + |U|B:| si |ul;|v| > ey x € Q esto es por (F2)

de donde para € > 1 [0 € < 1] podemos conseguir:

c|lul®+ ]v\ﬁ + Ju|® + MB para |ul;[v| < ey z €
|F(z,u,v)| < 5 ) 3
e [[ul® + ol + |ul* + o] para [ul;fo] > ey 2 € Q

Asi,
IF(@,u,0)] < e [Juf® + ol + Jul + [o]7]

Ahora, por las inmersiones de Sobolev
WE2(Q,a) = LP(Q) y WL (Q,b) — LI(Q) para 2 < p;q < 2%
tenemos ||ul|7o < c|lully v Hv”ﬁﬁ <c ||va , v de estos resultados sigue
[ Fuwyde < cllulls + ol + [l + o)
Esto nos permite acotar inferiormente el funcional <,
(e, 0) > 1/2(([ull? + [[0l1F) = elulls + olly + lul + [lo])). (3.10)

Por otro lado tenemos, que para |jul, < 1, ||v||, < 1 y tomando p = min {Oz;ﬁ;d;B} de

(3.10) y las desigualdades enunciadas en las proposiciones 3 y 4 conseguimos

2 2 & 3
Sa(u,0) > 1/2([ul2 + [[ollp) = cCllulld + [olly + lulg + o))
>

2 2
2(lullz + vl

1/2( )~
1/2(llully + l[olly) = e(llully + o]} + llullf + Io]1)
1/2( ) = 2¢([lullg + llvlly)

) _

2 2 2 2
> 1/2(||ully + [l0]15) — 2e(lully + ol5)?"

= (lullg + lloll;)1/2 = 2e(fullz + [loll) =272 > 0
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siempre que 1/2 — 2¢(||ul|? + ||v]|})?~27/2 > 0. Esto implica

p—2
2

1 2 2
1 > Uledla + vlly)

luego

2 2
== > (lullz +[lvlly) =

(el + Illl,)*
(4c)p—2

N

obtenemos de este modo

V2 1

1 >||(u;v)||W: T =P
4c)p=2 (4c)r—2
Asi, tomando p = —L— > 0 y ¢ tenemos que
(4c)P—2
Sa(u,0) = 0 > 0 para. ull, + o, = (3.11)

Esto concluye la prueba de (i).

Ahora probaremos (ii). Como la funcién F es de clase C! efectuamos la siguiente derivacién

d / / / /
aF(x; t0u; 1%0) = QuF, (2; t0u; % v) 91 + 0" F, (a5 t0u; 17 0)t? 1

luego por la condicién (F3) existe R >0y 1/2% < 0,6 < 1/2 tal que

d / / — /
— F(x;t%;t% v) > S F(2;t%;t%0) > 0V € Q y |t%ul]; [t v] > R.

dt

~+ | =

Multiplicamos por % para conseguir una derivada exacta

1d / 1 /
g%F(m;tgu;tG v) — t—2F(x, t%u;t%v) > 0

esto es,
d

]. 0 9/
_ . . > 0.
g [tF(:c,t ust v)] >0

Ahora integrando en [t,,t] con t, fijado tal que [tlul; [t! v| > R

bd 1 0
— | =F(z;s°u; 8" v)| ds >0
¢, ds s

y por el segundo Teorema fundamental del calculo, obtenemos

1 / 1 /
EF(x;teu; t%v) — t—F(x7 t0u;t%v) > 0

o

Es decir existe k(z,u,v) = %F(x;tgu;tg,v) > 0 tal que

F(z;t%u: 1% 0) > tK (z,u,v). (3.12)
De (3.12) obtenemos:

/ 1 / /
S (tu; 1% 0) = §(t29\|u||z+t29 HUH?)—)\/ F(z;t%u;t% v)da
Q
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1 /
< S 2+ £ ol m/ K (,u,v)dz,

esto es,

! ]_ /
a5 #0) < 5 (2 Jull2 + 27 o) —A/ K(x,u,v)da]
Q

ya que 20 y 20’ < 1 entonces 20 — 1 y 26’ — 1 < 0 por lo tanto

1 y
lim [5(1&29*1 ul2 4 t2 =1 o)) / K(z,u,v)dx] = /K z,u,v)dr <0

t—00

lim ¢t = +o0.
t— 00

De estos resultados concluimos que
S (tu;t?v) — —o00 cuando t — +oc.

Para —M < 0 existe un ¢ tal que ¢t > t5; implica Sy (t%u;t%v) < —M < 0.

Asi existen una constante t; tal que A(tjowu; t%v) < 0, es decir, existe
_ 40 T x .
U = tau, v, = th,v tal que Sy (uo;v,) < 0

y por (3.11)

(o vo)lly > p para [luoll? = €37 ullz: llvolly = 37 [0l

/ 1 / /
(s o) = (68 1l +37 Jol) = A [ Plasthustfio)ds <o
O

Retornando a la prueba del Teorema 34, el funcional &), satisface las hipotesis del Teorema,
del paso de la montana, por tanto tiene un punto critico no cero y el punto critico no cero de

I es precisamente la solucién débil no trivial del problema (2.1).
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Capitulo 4

Ejemplos de aplicacion y

observaciones complementarias

4.1. Un ejemplo de un sistema eliptico semilineal potencial

dentro de esta clase de problemas

Consideremos el siguiente ejemplo de un sistema eliptico semilineal potencial :
3
Sea N =3, ,s¢€ <2;oo> y1,2<2,<2,2<2f <6.
Con una eleccién particular de los pesos (funciones medibles no negativos sobre )
a(x7 y? Z) = 1 + x27
b(a,y,2) = 1+y°
y el funcional
F((z,y,2),u,v) = u>? - v*°.
Obtenemos el siguiente sistema:
- div(|1 + 2% Vu(z,y, 2)) = 2,2 - ub? - 0?5, (2,y,2) en
- div(|1 + y2| Vo(x,y,2)) =2,5-u??- 05, (2,9,2) en Q (4.1)
u=v=0 sobre 02

donde € es un dominio acotado en R3, de frontera bien regular,

(27 2U1’2 : U275; 2> 5U2’2 ’ U175) = (Fu((.’L‘, Y, Z),U,U); Fv((%@h Z)7U>U)) = VF((J:’ Y, Z),U,U)

representa el gradiente de F((x,v,2),u,v) = u?? - v?® en las variables (u,v) € R2.

Se probara la existencia de almenos una solucién débil para el sistema, bajo adecuadas hipéte-

sis sobre el dato:
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F: QX[O,OO)X[O7OQ> v R
(($7y7 Z),U,’U) = F((ZU,y,Z),U, U) = U272 . U2’5

es un C'— funcional que satisface :
(F1) Existen constantes positivas ¢; = 2,2, ¢ = 2,5 tal que :

|Ful(z,y, 2),u,0)| < exlul o>

|FU(($7 Y, 2)7 u, ’U)‘ < 02|u]2’2]v|1’5

Y(u,v) € R?, en casi todo punto de Q y algtin v = 1,2 > 1, § = 1,5 > 1 tales que

%+%:1y1,2+1<p<2§§6, 1,54+ 1 < g < 2% < 6; podemos tomar

p= q2;22'?5 y hacer ¢ =4y p =5, 86.

(F2) Existen constantes positivas ¢ = 1}8, a=2,2-1,8=3,9y 8 =2,25-2,25 = 5,0625,

con 2 < a, B < 2% tal que
[F (2,9, 2),u,0)] < e(1+ [u]® + [v]”)

para todo (z,y,2) € Qy u, v en R.

( Para este resultado se utiliz6 la desigualdad de Young: u??v?° < %uQ’M + %1}2’53 con

L ++ =1paraA=18y B=2,25).
(F3) Existen R=1/2>0,6=0,3280y ¢/ =0,2127 con 1/6 < % < 0,0 < 1ital que
0< F(z,u,v) <0 uF,(z,u,v) + 0'vF,(z,u,v)

para todo x € Qy |u|, [v| > R.
(Esto resulta del Teorema del valor medio: u??v*® = uF,(x,ru,rv) + vF(z,ru,rv) =

2,2r3TF(z,u,v) + 2, 5r>7F(z,u,v) < 0,3280u - Fy,(x,u,v) + 0,2127v - F,(z,u,v)).
(F4) Existe c=1/1,8, @=13,96>2, 3 =5,0625> 2y ¢ = 1/2 > 0 tal que
(@, u,0)| < efful™ + o])
para todo x € Qy |u| < ¢, Jv| <e.

El sistema eliptico semilineal, mostrado satisface las condiciones enunciadas y esta dentro de
la clase de sistemas elipticos semilineales tratados en el capitulo 3, por tanto concluimos que

en aplicacion a los teoremas de existencia de soluciones, que existe soluciéon débil no trivial
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al problema (4.1).

Como segundo ejemplo consideremos:
3 .
Sea N=3, ,s€ Ol v1,2<2,<2,2<27 <6.
Con una eleccién particular de los pesos (funciones medibles no negativos sobre §2)
a(z,y,z) = [1+ |=[] 7,

b(x,y,2) =1+ |y]~"

y el funcional

F((z,y,2),u,v) = 1/2u® - v
Obtenemos el siguiente sistema:

- div(]1+ o] [ V(s g, 2) = ul 0%, (2,3,2) en O
- dlv(\l+\y||_1Vv(x,y,z)) :3/2‘11’2'1}27 (.T,y,Z) en (42)
u=v=0 sobre 0f2

donde 2 es un dominio acotado en R3, de frontera bien regular,
(u' - 0%3/2-u? - v?) = (Ful(2,9, 2), u,v); Fy((x, y, 2),u,v)) = VF((x,y, 2),u,v)

representa el gradiente de F((z,y, 2),u,v) = 1/2u?-v3 en las variables (u,v) € R?. De manera
analoga se verifica que el sistema esta dentro de esta clase de problemas y por tanto podemos

afirmar que existe solucién débil no trivial del problema (4.2).

4.2. Observaciones sobre la aplicacion del Principio del Mini-
mo para probar la existencia de soluciones débiles de una

clase de sistemas elipticos semilineales

En un problema de minimizacién para el caso de dimensién finita, se plantea lo siguiente:
Suponga que J : 2 C R” — R es una funcién acotada inferiormente y o = inf,cq J(z).

Para resolver el problema de hallar un x €  tal que J(z) = o seguimos los pasos:

(i) Construimos una sucesién minimizante, esto es, una sucesién

tal lim J =a.
{zr}pen tal que Jm () = «
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(ii) Probamos que existe un ¢ > 0 verificando ||zx|| < ¢ para todo k € N. Entonces por el

Teorema de Bolzano-Weierstrass se obtiene que existe una subsucesién convergente.

(iii) Si J es una funcién continua, obtenemos:
J(x,) = lim J(z) = .
k—o0
Pero bastard suponer la semicontinuidad inferior de J, es decir,

xp — T, implica liminf J(x) > J(z,).
k—o0

Asi, la idea fundamental para el Principio del Minimo es la extension del Teorema de Weiers-
trass a funciones definidas en espacios de dimensién infinita.

Sea J : W — R un funcional definido en un espacio de funciones W dotado de
cierta nocion de convergencia para la que W es compacto y J es semicontinuo
inferiormente. entonces existe un minimo de J en W.

Del planteamiento anterior, notamos que, se requieren de hipotesis para que J sea acotada
inferiormente, para que la sucesién minimizante sea acotada y para poder pasar al limite.
En el problema abordado en este trabajo, planteamos un funcional J : W —— R definido
sobre un espacio de dimensién infinita, para el cual la idea descrita es generalizada por:
Sea W un espacio de Banach reflexivo y sea J : W —— R un funcional, en general
no lineal. Supongamos que J esta acotado inferiormente. Necesitamos sucesiones
convergentes, o bien, acotadas mas algin argumento de compacidad, y alguna
propiedad de semicontinuidad inferior en la topologia adecuada que permita rea-
lizar el minimo.

Para superar esta dificultad se toma W espacio de Banach reflexivo dotado con la toplogia
débil para que todo acotado sea relativamente compacto (no con la topologia fuerte porque
con esta topologia son muy pocos los compactos). Para poder pasar al limite supondremos
que J es débilmente semicontinuo inferiormente (semicontinuo inferiormente en la topologia
débil). También supondremos que J es coercivo para que sea acotado inferiormente y toda
sucesiéon minimizante sea acotada.

El Principio del Minimo generaliza esta idea y nos permite resolver el problema de la exis-
tencia de soluciones para esta clase de sistemas elipticos semilineales, necesitando para esto
ademds de la condicién (F'1) sobre la funcién F', que el funcional ) sea diferenciable en
W'y recordar que un punto (ui,v1) € W de minimo es un punto critico de ), esto es
) (u1,v1) = 0. Pero el Principio del Minimo no garantiza que esta solucién sea no trivial.

Adicionando el resultado del Lema 4(ii), existe (ug,vg) € W tal que |[[(uo,vo)|ly > p ¥
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S (up, vp) < 0 para 0 < A < A, podemos concluir que (u1,v1) es una solucién débil no trivial

del problema (2.1).

4.3. Observaciones sobre la aplicaciéon del Teorema del paso
de la montana para probar la existencia de soluciones

débiles de una clase de sistemas elipticos semilineales

El Teorema del Paso de la Montafia fue publicado en 1973 por Antonio Ambrosetti y
Paul Rabinowitz [1], forma parte de la teorfa de puntos criticos de funcionales definidos en
espacios de Banach y se sitia dentro de los resultados minimax. Su nombre se debe a la
siguiente interpretacion geométrica:

Si v = 0 es un lugar rodeado de un anillo de montanas y v = w es un lugar fuera, y J
representa la cumbre o altura en cada punto, entonces una persona busca aquel camino de
u=0au=w, a través de las montaiias en el cual la subida es menor. Aqui cada g([0, 1])
representa un camino, entonces si existiera uno de estos caminos con altura minima, tal altura
minima seria c.
Con la aplicacion de este Teorema logramos probar la existencia de al menos una solucién
no trivial para esta clase de sistemas elipticos semilineales, necesitando para esto que se
verifiquen las condiciones (F'1) a (F'4), condiciones sobre la no linealidades de F, y F,.
Ademds podemos observar que la existencia de este nivel minimax (o valor critico) ¢ :
c=1inf max (u,v)>0>0
g€l (u,v)€g([0,1])
donde
I'={g € C([0,1],W)/g(0) = (0,0), g(1) = (uo,v0)},

implica la existencia de un punto critico (uz,v2) € W, el cual serd la segunda solucién débil

no trivial del problema (2.1).
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