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RESUMEN

Se presenta una variante del método de Puntos interiores para resolver un
programa matematico lineal, el Método de Escalado Afin, relevando su

aspecto geométrico y presentando aplicaciones
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ABSTRACT

A variant of the method of interior points is presented to solve a linear
mathematical program that is related scaling method, relieving its geometric
aspect and submitting an application
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CAPITULO 1 INTRODUCCION

1.1 Situacién problematica

Desde que apareciera el método simplex, que permitié resolver un Programa
Matematico Lineal (PML); muchos matematicos han contribuido a su
crecimiento, ya sea al desarrollar la teoria matematica o disefiando
programas computacionales, cada vez mas eficientes o experimentando con

nuevos algoritmos alternativos; como los métodos de “Puntos Interiores”

Con el método simplex se obtiene una solucion oOptima, a través de los
puntos extremos del dominio admisible del programa. En la practica este
método sigue funcionando bien; incluso para programas de gran tamafo. Sin
embargo la cantidad de iteraciones necesarias para llegar a la solucion
optima (complejidad computacional), puede crecer tedricamente en forma

exponencial.
Segun (Castro, 2002)

“El primer Método de Puntos Interiores, de gran trascendencia teérica es el debido
a L. G. Khachiyan en 1979. Este autor, recopila una serie de trabajos e ideas de
los autores rusos Shor, Yudin y Nemirovskii sobre un método, que resuelve un
programa matematico no lineal, generando una sucesién de elipsoides, él hizo
extensivo el método para un programa matematico lineal, resultando un método,
que se le reconoce como “método de los elipsoides”, cuya principal ventaja tedrica
sobre el métodos simplex radica en que resuelve programa; con menor
complejidad computacional (complejidad polindbmica); Sin embargo las
implementaciones practicas, han demostrado su desventaja respecto al método
simplex ya que, por un lado, el nimero de iteraciones que requiere para llegar al
optimo es muy grande y, por otro, el trabajo que implica cada una de ellas es
mucho mas costoso que el requerido por el método simplex, pues no se pueden

aplicar las técnicas de matrices dispersas tan caracteristicas de las

implementaciones en ordenador de este Ultimo”.

Actualmente existen diversos textos que describen los algoritmos de puntos

interiores. Unos dan mayor énfasis al rigor matematico — demostrativo; como



Tsuchiya(1995) Otros bastante introductorio, pero descuidando el aspecto
intuitivo — geométrico; como Vanderbei (1996)

N. Karmarkar (1984) desarroll6 un algoritmo de puntos interiores, que busca
la solucién éptima; a través de los puntos del dominio admisible, que no
estan en su frontera, construyendo simplejos en vez de elipsoides con una

complejidad computacional polinomial.

Otra variante del método de puntos interiores es el escalado afin, el cual
utiliza una estrategia de construir hiper esferas de centro unitario y radio
uno. Este algoritmo es eficaz para programas lineales extremadamente

grandes.

Estas investigaciones, fueron realizadas por matematicos de los paises
desarrollados; digase: Estados Unidos de América o Europa. En el contexto
Latinoamericano, sélo se investigan estos temas en paises como Brasil o
Argentina, se cita el trabajo de Mobnica L. Ingratta, en su tesis
“Implementacion del Metodo Primal-Dual para Programacion Lineal”
(Ingratta, 1996):

“En este trabajo se describe la implementacién de un algoritmo para resolver

el problema de programacioén lineal:

(P) min ¢ x: s. a: {xeR™ Ax= b,x>0}, donde A es matriz de m filas y n
columnasyn>m

En el Peru se cita el trabajo sobre Puntos Interiores, desarrollado por (Inés
Gambini 1999),

En el Per(; hay pocas investigaciones sobre este meétodo; si se hacen
aplicaciones de la P. M. L., en el ambito empresarial, pero no se utiliza
algoritmos  alternativos de puntos interiores, muchas veces por
desconocimiento por parte de los profesionales que se dedican a aplicar la
PML.

En este tema, las Universidades del Peru se enfocan principalmente a la
ensefianza del método simplex, con literatura en espafol sobre puntos

interiores se podria ampliar el capital humano que maneje el tema de puntos



interiores, el cual estd probado, que tiene una complejidad computacional

menor.

En el capitulo 2 se presenta el marco teodrico que incluye el problema de

programacion lineal y los métodos de puntos interiores.

En el capitulo 3 se presenta el método de Escalado Afin, la manera como
elige el punto inicial (el que debe ser interior al dominio admisible del
programa), también la forma de seleccionar la direccion del nuevo de mejora

del programa. Se presentan algunos ejemplos de la forma de busqueda.

1.2 Formulacion del problema

No existe un analisis y difusion adecuada del método de Escalado Afin;
variante del método de “Puntos Interiores”, para la solucién de un programa

matematico lineal.

1.3 Justificacion de la Investigacion

En los textos de formacion universitaria mas conocidos como el de Hillier,
Taha y Winston hay de dos a tres paginas dedicadas al método de puntos
interiores considerando solo el de Karmakar, mas no el MAE.

Segun (mokhtar & bazaraa, 2010)

El texto de Bazaraa, si bien es cierto, contiene mas informacién, tampoco

presenta el MAE.

El MAE presenta una visién intuitiva — geométrica, la cual facilita el
acercamiento a la tematica por parte de docentes y estudiantes (Castro,
2002)

Otra ventaja es que el MAE tiene una menor complejidad computacional que
el simplex y que el de Karmakar lo cual facilitara la implementacion.



1.4 Objetivos de la Investigacion
1.4.1 Objetivo General

e Difundir una de las alternativas, del método de Punto
Interior (MAE), para la solucién de un P. M. L.

1.4.2 Objetivos Especificos
e Describir el método de escalado afin

e Comparar la eficiencia del método de escalado afin con
la del método simplex



CAPITULO 2 MARCO TEORICO

2.1

2.2

Antecedentes del Problema

El método del escalado afin, fue el primero de los algoritmos
denominados de punto interior para resolver un programa matematico
lineal, fue presentado por el matematico ruso Dikin en 1967; pero no
fue conocido en occidente; sino en la década de los 80; debido a que
su fortaleza mayor, era resolver un programa matematico lineal en

tiempo polinomial; llamo la atencion de muchos estudiosos.

Habiendo aportado en el estudio de su convergencia, entre otros:
Vanderbei(1986), Tsuchiya(1995) y (Monteiro)

Segun Pool David (2011, p. 612), define:

“Valores Singulares de una Matriz: Para cualquier matriz Ade m x n, la
matriz ATA de n x n es simétrica y en consecuencia puede ser
diagonalizable ortogonalmente, por el teorema espectral. No solo todos
los eigenvalores de ATA son reales, todos son no negativos. Para
demostrar esto, sea A un eigenvalor de ATA con su correspondiente

eigenvalor unitario v. Entonces
0 < ||Av||? = (Av). (Av) = (Av)TAv = vTATAV
vIAV = A(v.v) = A|v||? = A

Por tanto tiene sentido sacar raices cuadradas (positivas) de dichos

eigenvalores”.

Bases Teoricas

2.2.1 La Programacion Lineal y el método de Simplex

Notacién: A lo largo del presente trabajo se utilizara la siguiente

notacién:

Se denotara con letra minuscula el nombre del y con mayuscula el

nombre de la matriz



X1 X11 X12 X1n

Xn Xnn Xnn

Esta notacion en general no es estandar en matematicas; pero ha
logrado aceptacion en la comunidad, dedicada a los métodos de

puntos interiores

Con xi se denotara el i-ésimo componente del vector
Con x’ se denotara el vector éptimo

Con letras griegas se denotaran los escalares

Con xk se denotara la soluciéon que se tiene en la k-ésima iteracion del

algoritmo

Con la letra e se denotara al vector cuyas componentes son unos;
e=(111..1)"

2.2.1.1 Forma Estandar de un Programa Matematico Lineal
Definicion

Se dice que un programa matematico lineal, al que denotaremos con

p-m.l. esta en la forma Estandar, si presenta la forma:

P: Minimizarc, x,+c, X, + . +¢C, X

n n
Sujetoa @, X+ @, X, +@;; X, + . .+ a,, X, = b,
A, X+ A, Xo+ 8y, X+ ..+ @, X, =b,

am1x1+am2x2+am3x3+ .+ a
X,20, X,>0, X320, X >0

Aquic, X, +C, X, + . . . -+ C, X, es la funcion objetivo (o
funcion de criterio), que debe minimizarse.

Las constantes ¢,, ¢,,. . . .C, que son conocidas, son los
coeficientes de costo y X,, X,, .. X,son las variables de decision ( o

niveles de actividad), que deben determinarse.



Laecuacion a,X,+a,X, + @, X, + . .+ a, X, =b,,i=1,2,.. m,
denota la i-ésima restriccion.

Las constantes a;, i=1,2,.. m,j=1,2 .. n, seles llama

coeficientes tecnoldgicos, los que forman una matriz de restricciones A

n

El vector columna|b, |, cuya i-ésima componente es b,, se le

denomina vector del lado derecho (o0 RHS), representa los

requerimientos minimos que deben satisfacerse.

Las condiciones x,20, X,20, x,>0, ..,X,20,son las restricciones
de no negatividad.

El programa P, puede reescribirse en notacién matricial, como:
P:Minimizar f(x)= c'x
Sujeto a Ax=Db
x20

Siendo X = (X,,X,,X,,.. X, ) 'un vector columna y ¢ = (c,,C,,C,,..C,) un

vector fila.

2.2.1.2 Dominio admisible deun P. M. L.

Definicion Al conjunto que forman las restricciones del programa;

esto es {XGR“ZAX: b,xzo} se le denomina: “Dominio admisible

del programa” o “Region factible del programa”



De acuerdo a lo definido anteriormente; resolver el P.M.L.quiere decir
encontrar un punto, entre todos los puntos del Dominio admisible del

programa tal que haga minimo el valor de f(x)

2.2.1.3 Rango de una matriz

Definicibn Sea la matriz Ade m filas y n columnas con m<n, se

llama rango de la matriz Ay se le denotara con r(A)al niumero maximo

de columnas linealmente independientes (l.i.).
Ejemplo 2.2.1.1

Sean las matrices:

11020 12 000
A=|0 2 1 30 yB=|2 4000
03011 0 0 3 2 1
Aqui se tiene que r(A)= 3 = m, es decir posee tres columnas Li. y

r(B) = 2; es decir posee s6lo dos columnas l.i.

2.2.1.4 Matriz de rango completo

Definicibn  Sea la matriz Ade m filas y n columnas con m<n, se
dice que A es de rango completo ( y se escribe r(A) = m), si posee

no mas de m columnas L.i.
Si se asume que la matriz A tiene rango completo; entonces se puede
considerar la particion de la matriz A por columnas: A= [B,N], donde

la sub matriz B, tiene sus columnas l.i.

De esta manera la sub matriz B, ser4 una base de R™ y por tanto

invertible. Entonces la sub matriz N de m x (n - m); se podra obtener
como combinacién de las columnas de B



a,, a;, ag a, | a,, . a,
a21 a22 a23 a2m l a2m+1 ) a2n
A=[B,N] = a31 a32 a33 b a3m l a3m+1 a3n
I
_am1 am2 am3 amm l amm+1 amn_
~ N I
B N
Ejemplo 2.2.1.2
Tédmese las matrices del Ejemplo 2.2.2.1
110 2 0 12 000
0 3011 0 03 2 1

La matriz A es de rango completo, r(A)= 3 y la matriz Bno lo es, ya

que el numero de columnas l.i. que es 2, es menor que m = 3.

2.2.1.5 Solucion basica factible no degenerada (S. b. f. n. d.)

Considérese el P.M.L.

Min f(x)=c'x

Sujeto a XeS

Siendo el conjunto poliédricoS={x € R" /. Ax =b, x >0}

Se dice que el vector x es una solucién factible no degenerada de P; si
este vector posee mcomponentes estrictamente positivas y el resto de

componentes nulas. Esto es

X= (X4, X5, X550 Xpns Xpn1s Xima2so-

X)) = (X,,X,,X5,. X,,,0,0,,..0) !, con X; >0
s ] =1,2.. m
Consideremos nuevamente el programaP :

Asumase ademas que la matriz A es de rango completo y sea el

vector X € R", una solucién basica factible del programa



Luego por la definicién 1.4

Se podré escribir x € R", como:

2
Xp
X=X, =|:x :|,S|endoXB= X |20y Xy=1| x; (20
N

Entonces A x = b, x > 0 puede escribirse como [B,N] KB} =b (1)
N

De (1),setieneB xg+ N xy= b

Si Xg tiene todas sus componentes estrictamente positivas, esto es

Se dira que Xges una solucion pasica factible no degenerada

2.2.1.6 Dualidad

Para cada Programa Matematico Lineal P; existe otro programa
Matematico lineal Q que le corresponde; al primero llamaremos Primal y

al otro Q ; simplemente el Dual.

La solucién 6ptima (si es que la posee), de este nuevo programa lineal Q

, posee algunas propiedades importantes, tales como:

i) Se puede utilizar para obtener la solucion del programa primal, cuando

este posee pocas variables y muchas restricciones

ii) Se puede utilizar, para hacer interpretaciones econémicas, acerca de los parametros,

tales como by ¢, etc.

Considérese la forma Estandar del programa lineal: “P*“ al que

llamaremos “Primal’:

10



Primal
P:Min f(x)=c'x
Sujetoa Ax =b
x>0
les una matriz de m*n, ¢ es un vectorde R", b es un vector columna de

R™ y X es el vector de variables pertenecientea R"

Entonces el programa lineal dual, al que llamaremos Q, se define como:

Q: Max gw)=b'w

Sujetoa wA! <t

Siendo w e R™, el vector de variables duales.

2.2.1.7 Dualidad débil
Teorema

Si x y w, son dos soluciones factibles de los programas P y Q
respectivamente. Entonces el valor de la funcion objetivo del programa
P; nunca supera el valor de la funcién objetivo, del programa Q . Es

decir:

Demostracion

Sean x e w dos soluciones factibles de P y @ respectivamente.
Luego AX =by w A'< ¢!

También w'AX = w'b (1)

Y porser x>0, eneldual setiene w' Ax<clx (2)

De (1) y (2), se concluye que = W'b< c' X,

2.2.1.8 Dualidad fuerte

11



TEOREMA

Si el programa primal P, tiene un punto O6ptimo (minimizador) X*;

entonces el programa dual Q, también tiene un punto Optimo

(maximizador) w yademas ¢' X =b' w |

Demostracion

Supongamos que B es la matriz basica; asociada a la iteracién Simplex

Optima de P.
Definamos  w® = ¢l 8" ... (1)
Luego wlaA = cl@") A

wlA -c=clB A-c:

Haciendo Z = ¢ (8™ ) A por ser B Optimo de P, se cumple que

0

w A-c=2-c¢x0
Por tanto w0 es solucion factible de @ ; yaque wl A<c
También wl b=gw®= cI®" b por (1)
Luego wlb =gw®) = cl 8" b=fx)=min f(x)
otambién  gw®) = min f(x) (2)

Es decir: w° (Llamado “Multiplicadores de Lagrange”), es 6ptimo de P
0

Faltara probar que w"™ ; es también 6ptimo del dual

En efecto, se debe probar que: g(wo) = max g(w)
Por el Teorema anterior g(w) < f(x).

De donde se tiene que max g(w) < min f(x) = g(w°)
Por tanto: g(wo) = max g(w)

Concluyendo que g(wo) = f(x*)

2.2.1.9 Holgura complementaria débil

12



Teorema

Si el programa P tiene solucion oOptima y se halla en el punto
(minimizador), X*; entonces el programa dual correspondiente Q,
también tiene una solucion éptima, en el punto (maximizador) w .
Entonces si x es el vector dual asociado a Q y zeR", 220, es el

vector de holguras duales, se verifica que:

* *

z x =0

Siendo del vector zeR", z>0

Demostracion

Escribase el programa dual @ en la forma estandar, adicionando el vector

de holguras duales z
R: Max Y 0= bt y

Sa Aty+z =ct

zZ >0

Si x es el vector dual asociado al programa R; es decir
Setendra (Aly+z)x =ctx
De donde se tiene Aly x +z x = ¢t x, 6

Alyx -ctx =-2zX (1)

Pero ambos programas tienen solucién éptima: X para Py (y ) para R

* *

Luego en (1), se tiene At (y") X -ctx =-z x (2)
Pero en el programa P: A X = b, al reemplazar en (2):

(y)'b -etx =-z x

Luego por el Teorema 2.2.1.8: ¢t x = (y')'b

*

Concluyendoque 0=(y)'b - ct X =-z x

13



z; x;= 0 para j=1,2,..,n

Observacion. . Las variables W y z, se denominan multiplicadores de

Lagrange

2.2.1.10 Lectura de las variables duales en el tablero simplex

El siguiente programa, sera resuelto con el método simplex:

Maximizar Z 83X, +2X, +5 X4
3 x4 +2x5 <460
X, +4Xx, <420
X=0

Adicionando las variables de holgura: x, para la primera restriccion, x;
para la segunda y x, para la tercera restriccion
Maximizarz 3 Xy +2X, +5Xx3 +0x, +0x5; +0Xxg

S.a. X, +2X, + X3 +1x, +0x5 +0xg =430
3 %, +2Xx; +0x, +1Xx5 +0xg =460
Xy +4x, +0x, +0x5 +1xg =420

X>0

Se tiene el programa escrito en la forma estandar, a continuaciéon se

escriba en formato de tablero simplex

2| * X, X4 X4 X5 Xs | RHs
Z |11 -3 2 5 0 0 0 0
xg o] 1 2 1 0 0 0 430
xs o] 3 0 2 0 ) 0 420
x¢ o] 1 4 0 0 0 ) | 460

. X, X, X4 X, X5 Xg RHS
Zz [ = 0 0 1 2 0__| 1350
x, o] -4 ) 0 1 -§ o | 100
xg |o| 3 0 ) 0 1 o | 230
xg |o] 2 0 0 -2 1 ) | 2

El valor éptimo del programa es z = $1 350

14



L P e
La solucion basica factible y optima es xB=[x2, X5, xs] =
[100, 230, 20]t y es ademas es no degenerada, ya que Xg >

[0, 0, of
La solucién no basica es x;=[x;, X, X;T=[0, 0, of

* * *t
También los Multiplicadores de Lagrange son: [y1, Vs, st =
[1, 2, of

El programa dual sera

T: Min v b
Sujeto a y A<c

y >0
Esto es

Minimizar Z 430, + 460y, +420 y,

St Y4 + 3y, + y; =23
2y, + 4y, 22 y=20
Y4 + 2y, >5

2.2.1.11 Derivada direccional

Son los costos reducidos asociados. Es la proyeccion del gradiente de la
funcion objetivo, sobre el eje de la variable correspondiente.

En el presente tablero. La derivada direccional de x, es el costo reducido
z,-c,= 4

2.2.1.12 Variables duales.

Se nombra asi, a los Costo Reducidos de las variables de holgura y las
variables artificiales

En el tablero simplex 6ptimo se lee bajo las variables de holgura

Z |1|2z,-c;=4| 0 0 |vy;=1|y,=2|yy=0| 1350

15



2.2.1.13 Gap dual.(Intervalo de dualidad)

Sean los programas Primal P y su correspondiente dual D

P :Min f(x) = c' x
S.a.
Ax =b
x>0

D :Max g(y) =b'y
S.a.
Aly <c'

Al estandarizar el dual, se tiene:

D :Max g(y) =b'y
S.a.
Aly+z=c'
z>0

El gap dual sera

c'x- by = (Aly+z)x-b'y = y'Ax+ z'x-b'y= b'y+ z' x-bly =
PRIES
j=1

La diferencia entre el valor de la funcion objetivo del programa primal

c'x y la funcion objetivo del programa dual, se irda haciendo mas
pequena, en la medida que el programa se acerque al valor 6ptimo; esto
es la brecha (gap dual), se ira acercando al valor cero

2.2.1.14 Condiciones de Karush Khun Tucker (KKT), para un
P.M.L. con restricciones de desigualdad

Considérese el P.M.L: en forma Candnica:

Min f(x) = cx
S.a.
Ax >

16



Si y es el vector de variables duales, asociado al presente programa,
luego el dual correspondiente sera:

Max f(y) =b'y
S.a.
yA<c
y=>0

Escribiendo este ultimo programa en la forma estandar:
Max f(y) =b'y
S.a.
Aly+z=c
y,z2>0

Las condiciones de KKT, plantean lo siguiente:

Si x ,w  son soluciones éptimas del primal y del dual respectivamente,

se cumple que:

v

Ax > b, x>0
Ay +z =¢c, y >0,z >0,
y(AX -b)=0, zXx =0

2.2.1.15 El lagrangiano de un PNL, y el teorema de Karush Khun
Tucker

Teorema. Considérese el siguiente programa convexo no lineal

Min  f(x)

Sa. g,(x)<0
g,(x)<0
9n(0)<0

Con xeCcR"
El lagrangiano L(X, A) de un programa convexo, es la funcién

definida por

L(x, A)=1f(x)+ ixi g;(x)

17



ParaxeCy A>0

Notese que el lagrangiano L(x, A), es una funcibon de m + n

variables, siendo m el numero de restricciones de desigualdad y n es
el numero de variables incluidas en la funcién objetivo y funciones de

restricciéon

También notese que si (P) es un programa convexo super consistente,
tal que su optimo f(x )= MP es finito, entonces existe un vector de
sensibilidad A" eR" , Se verifica que

MP = int {L(xA)} (%)
2.2.1.16 Forma Punto de Silla del teorema KKT

Teorema Supdngase que el programaP, es convexo super
consistente. Entonces el punto x e C, es una solucién de P, siy sélo

si existe un A" e R, tal que:
a.A >0

b.L(x , A)<L(Xx , A)<L(Xx, A) para todo xeC y para todo
A>0

c.A, gi{x)=0,parai=1,2,-,m

Demostracion
(=)

i.Se probara primeramente en (b)que L(x , A )<L(X, A) y (c)
A gi(x)=0,parai=1,2,--,m

Si x es una solucién del programa(P), entonces x €C, g(x')<0 y

f(x')=MP, debido a (*1), existe A" >0, en R", se tendra
f(x') = inf(L(x,1")
Luego

18



L(x A7) =f(x )+ > A gi(x )= im::(L(x,x*)) = f(x), paratodo x" eC
i=1 xe
En particular si x =X, se tendra
Lx , AD)=f(X")+> A g(x)=f(x) ... (1)
i=1

Por otro como A,>0 y g,(x’)<0se concluye que A >0, parai=1, 2,

., m
f(x*)zf(x')+ix; g(x)=LXx , 1) ...(2)

De (1) y (2), se concluye que

f(x')>f(x") +2x; g(x)=f(x); lo que quiere decir que
ik, g,(x ) =0; de donde se tiene A;g;(x ) =0, para i=1,2,---,m

Por otro lado

f(x)=LXx , A)= )i(m;(L(x,x*))sL(x , A),paratodo x €C

Setiene L(x , A)<L(Xx, A)

Ademas A >0y g,(x)<0,parai=1,2,--,m
f)2 f(x)+ > A gi(x) =L(x A7)
i=1
Se sabe que

L(x ,A")=f(x )+ix; g(x )= )i(m;(L(x,?f)) = f(x")
i=1 <

Altomarx =x eC , se tiene que
f(X)2L(x A7) =f(x")+ D A gi(x) 2 im::(L(x,x*)) = f(x')
i=1 xe

De donde se tiene
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f(x*)ZL(x*,x*)=f(x*)+ix;* g,(x") > )i(m::(L(x,x*)) = f(x)
i=1 €

f(X) 2 f(x7)+ D A gi(x) 2 f(x)
i=1
Restando de cada miembrof(x’), se obtiene
0>>'A g(x)20= DA gi(x)=0
i=1 i=1

Siy sélo siA;g(x') =0, paratodo i=1,2,---,m
Luego

f(x')=L(x",A")= inf(L(x,A")); concluyendo que

xeC
L(x ,A")<L(x ,A"),paratodo xeC

ii. Seguidamente en (b)que L(x ",A )<L(x ,A")

Lix" 2)=106)+ 3 4] 900) ¥

L(x",A )=f(x*)+§;ki g,(x")

Al restar L(x ", A")-L(x A )= f(x*)+§;ki* gi(x’) - (f(x*)afi:ixi gi(x*)J
Lx " 27+ Lo A )= 3 40 600 - 2 (x)

m
Pero > 'A; gi(x') =0
i=1
La relacién anterior se vuelve
* * * m *
L(x A7 )-L(x A )=- DA gi(x)
i=1

Al tomar en cuenta que g(x')<0; se tendrd que g,;(x’)<0, para todo

i=1,2,--,m
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Estoes g,(x')<0, g,(x)<0,. .. ,9g,(x)<0
Y también A>0, se tendraque A ,>20, A,20,. . ., A

m

Al multiplicar A,g,(x)<0, A,9,(Xx)<0 ... ,A,.9,(x)<0
m * m *

De donde se obtiene que D A; gi(x')<0 = -> A, g,(x)>0
i=1 i=1

Concluyendo que

* * * m *
L(x " A7)-L(x ,A)= =>4 gi(x)20
i=1

Es decir
L(x ,A )<L(x",A)

Lo que completa la prueba
(<)
Supéngase que x €eC y A" >0 en R™; satisfacen (b), para todo x
eC ytodoA =0 en R™
Para un idado, talque 1<i <m, sea
A ={x; sij#i

oA +1 sij=i

*

O también 0 <A = (A, Ay, oo, Ay A +1, A, . . .+ AL)
Luego A” =(A)>0 y (b), implica que de la relacion L(x ",A )<
L(x",A"); se tenga
0>L(x ,AM)-L(x",A")=g,x)
Esto prueba que x'es factible para el programa(P); mas aun (b)

implica que
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f(x')=L(x ,0)<L(x ,A")=1f(x")+ ix; g;(x")
i=1

Pero A" >0, g,(x)<0, parai=1,2,---,m

Asiquel; g;(x’)<0;paratodo i=1,2,--,m

m
Lo que implica queri* g;(x')<0; sumando f(x) a cada lado se
i=1

tiene:
F00)+ 3 () < 10C);
Concluyendo que
)= 1)+ 341 (x) = L )

Y asique A;g,(x)=0,parai=1,2,---,m

Si se aplica (b)y se utiliza el hecho respecto al infimo de una funcién

sobre un conjunto:

(i).SiA =B, entonces )i(reig{h(x)} < inf {h(x)}
(ii).Si h(x) <k(x), para todo x € A, entonces

inf {h(x)} < inf {k(x)}

yeA xeA

En esta relacién se puede apreciar que
f(x)=L(x",A")= inf{L(x"A"):xeC|
< inf{L(x,A"):xeC,g4(X)<0,,g,(X) <0}
m *
= inf {f(x)+z>»i gi(x):xec,g1<x)so,---,gm<x)s0}
i=1

< inf{f(x):x €C,g{(X) < 0,-,g m(X) <0} =MP
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Se concluye que el punto x es factible para el programa (P), tal que

f(x')=MP, esto es X" es una solucién del programa (P)

Un punto (x ,A") tal que x'eC, A =0y que satisface la

desigualdad:
(@) L(x ,A)<L(x ,A")<L(x,A"),paratodo xeCy A>0

Se le nombra como "un punto de silla”, para el lagrangiano del

programa (P); condicion (c); esto es

(c) Ag(x')=0, parai=1,2,---,m

A esta relacion, se le nombra como: “Condicibn de holgura

complementaria”

El Teorema de Karush Khun Tucker, afirma que si el programa (P)es

superconsistente y convexo; entonces X € C es una solucién para (P),

siy sélo si existe un A20 en R™ tal que L(X »A) g5 un punto silla

del Langrangiano del Programa (P) (P) y es tal que se satisface la

condicién de holgura complementaria A;g;(x") =0

Si (x ,A")es un punto de silla del Langrangiano de cualquier programa

convexo (P), luego, se verifica que:
i. MPes finito y x " es una solucién de (P)
ii. Se satisface la condicion de holgura complementaria:

Ag,(x)=0,parai=1,2,--,m g

Si se imponen las condiciones que la funcién objetivo y las funciones
de restriccion, tiene primeras derivadas parciales y son continuas en

(P); entonces se tendra la siguiente version del teorema de KKT
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2.2.1.17 Forma de Gradiente del teorema KKT
Teorema

Supdngase que el programa P, es convexo super consistente, tal que

la funcibn objetivo. f(x) y las funciones de restriccion
g4(x)<0,---,g(x) <0 son continuas, con derivadas parciales de orden

uno, bajo el conjunto C, para del programa (P) y un punto interior de C
Entonces X" es solucién de (P); siy sélo si existe A" e R", tal que
1. A 20,parai=1,2,--,m

2.7, g,{x)=0,parai=1,2,---,m
3. VE(x')+ > A Vgy(x)=0
i=1

Demostracion
(=)
Si x “es una solucién de (P), entonces existe A" e R™, que satisface

(1) v (2), para los cuales es punto de silla del lagrangiano de (P); pero

entonces
L(x ,A)<L(x ,A")<L(x,A"),paratodo x eC.
Asi x " es un minimo global de h(x)= L(x ,A") sobre C

Puesto que X~ es un punto interior de C, que tiene primeras derivadas

parciales continuas sobre C se sigue que Vh(x')=0;esto es la

condicion (3) se mantiene g
(<)

Reciprocamente supoéngase que X eC y A eR™, satisfacen la

condicién (1) , (2) y (3)

Si x es cualquier punto factible para (P), entonces
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f(x )= f(x )+Z7\.; gi(x);

2 [f(<)+VE(X). (x-X) |+ ix; [9i(x )+ V(X)) (x-X) ]

i=1

Debido a que xfzo, g,x)<0, para i=1,2,---,m y porque f(x ),

g,(x ), para i=1,2,---,m son funciones convexas, se sigue que
* m * * »* m * * *
f(x )= [f(x )+ > A gi(x )}[Vf(x )+ > A, Vgi(x )}.(x-x )
i=1 i=1

f(x )>f(x)
Debido a (2) y (3)

Asi x " es un minimo global para f(x ),sobre el dominio admisible de

P m

2.2.1.18 El lagrangiano, para restricciones de igualdad
Considérese el programa no lineal convexo

min f(x)
S.a.

PL= gi(x)=0 i=1,"'!m

con xeCcR"

El Langrangiano L(x,A)=f(x)+ > Ag(x), para xeC, A>0
L=1

Teorema

Dado x'eC y el programa convexo PL, se cumple que X  es una

solucién de PL ; si existe A, R, para i=1,---,n tal que
i. A, >0, para i=1,---,n

ii. ,g,(x)=0,A, >0, para i=1,---,n
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iii. VL(',4)=0,1 >0, para i=1,--,n

Ejemplo 2.2.1.3

Considere el programa

P: MinZ=1(x,,x,)= x$-2x1+x§+1
Sujeto a g,(X,,X, )= X +X,<0
g, (X;,X)=  x2-4<0
Resolucién

Noétese que es un programa superconsistente, convexo . Ademas las
funciones f(x ), 9,(X;,X,) y@,(X;,X,); posee primeras derivas

parciales continuas (condiciones del presente teorema y se puede
aplicar el Teorema de KKT

Para hallar la solucién x "= (x;,X,) para el programa P; debe existir
A= (x] ,x; ), tal que
1.4;20y A,>0
) Ay04(X,,X,)=0
Aod, (Xy,X,)=0
3. VI (X, , Xy )+ A,V (X, Xy ) + A5V, (X, ,X, ) =0
De donde se obtiene el sistema
Aq (x1 +X, ):0
1| (x2) - 4]=0

2X; -2 +2X, + Ay +2A,X; =0

2X2 +7L1 =0
X, X, My Ay g 9, f
0 0 0 0 -4
(1/2) (1/2)

26




El sistema, formado por las ecuaciones (1) , (2) y (3), tiene por

soluciones

X;=1, x,=0, A,=0, A,=0 es no factible
LI B S T ST factiol

x1=5, X2 ='§, 1= y 2 = eS aCt' e

1(1/2,12) =1

Lo que significa que el presente tiene solucidn unica

Ejemplo 2.2.1.4

Para el programa

min f(x,,X,) = (X, -5)" +(x, - 5)’ X, 20
St X, > X0
x? —x, <6

X, +3x, <12

Verificar si el punto (3,3), es factible

Resolucion
g,(X, ,X,) =X -X, -6 g,(X, ,X,) =X, +3x,-12
gs(x1 ,X2)=-X1 g4(x1 ,X2)=-X2
X, ,X,)=X? -x, —6 2 6 1
g1( 1 2) 1 2 Vg1 — X, — , V92 =
g.(x, ,X,) =X, +3x,-12 -1 -1 3
X, ,X,)==X -1 0
950X, +X,) ! Vgsz[ J=V94:( J
g4(X1 !xz):'xz 0 -1
2(x.-5 -
{28 v 2069 ) gy (-4
3 2(x, - 5) -4
3,3)=0,90.(3,3)=-3 6 1
9,3,3)=0, 9,3 ,3) vg =8 vg, -
g2(3 !3):0 94(3 ’3):_3 -1 3
-1 0
7L1g1(3 53) =0, Vgs :( Oj, Vg, :(_1]
X30,:(3 ,3)=-3%,
1,9,(3 ,3)=0 g,(3 ,3)=-31,
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2.2.2 Método de puntos interiores
2.2.2.1 Presentacion

Esta familia de métodos para resolver problemas de Programacion
Lineal se basa en la aplicacion de métodos que originalmente se

utilizaron para resolver problemas de Programacion No lineal

A diferencia del método Simplex, que busca la solucién por los puntos
extremos del dominio admisible del programa; moviéndose de un punto
extremo a otro, los Métodos de Puntos Interiores, se mueven por la

parte interior del dominio admisible del programa.

Grafica n? 1: Comparacion de trayectorias de busqueda

X X
1 1 :
4  Trayectoria de busqueda 4  Trayrctoria de busqueda
metodo simplex metodo de puntos interiores
0
se parte de x? y se llega al Se parte de x” y se llegaal
optimo x* optimo X

Dominic admisible x?

X! (a) : (b)

Fuente propia

¢,Cdmo buscan la solucién, los métodos de Puntos Interiores?

Estos métodos basan su estrategia de busqueda, para la solucion de
un P. M. L., en tres pauta principales:

i. Hallar un solucién inicial en el dominio admisible del programa

ii. Definir una direccibn de movimiento, tal que manteniendo la
factibilidad del programa, se mueva a lo largo de ella; se avance
hacia un nuevo punto, que mejore el valor actual del
programa(Z)

iii. Detencién de la busqueda. Esto es cuantas veces se debe
realizar la operacién descrita en (ii) y ¢Coémo saber que se ha

llegado al valor 6ptimo del programa?
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2.3

No obstante estas son las tres cuestiones principales, que debe superar
cualquier algoritmo de optimizacion. La manera de llevarlas adelante,

hacen la diferencia entre esta familia de algoritmos y el Método Simplex

2.2.2.2 Clasificacion de los métodos de puntos interiores
i) Método de Escalado afin

ii) Método basado en Transformaciones proyectivas

iii) Método de Path — following

iv) Método de Reduccion de potencial

En el siguiente capitulo se abordara el método de Escalado Afin.
Marco Conceptual

2.3.1 Tipos de matrices
Teorema del rango
Si A es una matriz de m filas y n columnas; luego:
Rango(A) +nulidad(A) =n

Demostracion
SeaR, la forma escalonada reducida por renglones de la matriz A y
supbngase querango(A) =r. Luego R posee r pivotes, de modo que
existen r variables pivotes y n-r variables libres en la solucién de
Ax =0. Puesto quenulidad(A) =n-r, se tiene

Rango(A) +nulidad(A) =r +(n-r) = n

2.3.2 Complementos ortogonales

Grafica n? 2: El sub espacio W y su complemento ortogonal

Rn

siveR"yveW

1 SveW!
wW Por tanto
w Figura 2.1 a. (W 1 )J_ =W

A
Fuente propia
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Definiciéon
Sea W un subespecie de R", se dice que un vector ven R" es
ortogonal a W ; si v es ortogonal a todo vector en W

Al conjunto de vectores que son ortogonales a W, se les llama

complemento ortogonalde W y se denota W *; esto es
W= {v enR™v*w=0 para todo w en W}

Ejemplo 2.3.1

a
SeaW=<a|:aeR
a
WJ_

w

Hallese el complemento ortogonal de ** *esto es halle

Resolucion

Una base para W es W={(1’ 1, 1)} luego

1
we_ (x, y, z):i(x, y, z)L|1
1
1
= (x, y, z):(x, y, z)[1]=0
1
= {(x, ¥, z):x+y+z=0}
= {x, v, -x-2)}
= {(x, y, =x-2z):x,y eR}
= {x(1,0,-1)+ y(0,1,-1):x,y R}
W= {(1!05'1)5(0!1"1)}
Ejemplo 2.3.2

Sea W ={xeR®:x,—2x, =0|
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Grafican? 3

Hiperplano x4 -2x2 =0

Hallese W *

Resolucidén
Primero se hallara una base para W

En efecto

w. {xeR®:x, -2x, =0}

= (X, 2X,, Xy:X,,X,eR}

{a(1,0,0)+ b(0,2,1):a,b eR}

La base buscada es

B = {(1505 0)5 (05251)}
W= {(x1,x2,x3):(x1,x2,x3)J_(1,0,0),(x1,x2,x3)J_(0,2,1)}
= {(X,Xp,X5) 1 (X4, Xp,X3)-(1,0,0)' =0, (X;,X,,X5).(0,2,1) =0}

(x1, Xg 5 x3):x1=0, 2x2+x3=0}

{x2(0, 1, '2):X2€R}
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W= {(0, 1, -2)}
Ejemplo 2.3.3

Grafica n ° 4: Recta I, perpendicular al plano W

w se lee "W perp ™

F=wtyw =t

Fuente propia

Si W es un plano que pasa por el origen en R3y | es la recta que pasa
por el origen perpendicular a W (esto es, paralela al vector normal a
W), entonces todo vector v en | es ortogonal a todo vector w en W.

Portantoal= W+

Méas aun W, consiste de aquellos vectores w que son ortogonales a

=1t

todo v en I; por tanto también se tiene W

En el presente ejemplo, se evidencia que el complemento ortogonal de
un subespacio es otro subespacio.

También el complemento del complemento de un subespacio; es el
subespacio original

2.3.3 Proyecciones ortogonales

Teorema

(Matriz de proyeccion ortogonal sobre el subespacio del rango de una

matriz)
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Sea vun vector de R" y sea W un subespacio de R", cuya base la

integran los vectores {a1 ,as ,a5 ,...,ar}. Si A es la matriz cuyas

columnas son los vectoresa;. Entonces la proyeccion ortogonal de v

sobre A:

proyyw V = 7L1a1+ 7»232+...+Xkak

-
Siendo los coeficientesA;, las entradas de (ATA) AT.v

Demostracion

Grafican° 5

z
Ww-—
LY
V- PO v
X PO
w
Proyeccion del vector v

Primeramente el vector proyy Vv
pertenece a W; por lo que se
puede escribir como combinacion
lineal de los vectores de la base
de W eso es:

proyyw V = K1a1+7»232+

...+}\.kak= AT)\.
XERK, por

Siendo lo que

V —proyyy V es ortogonal

A cada miembro de Wy por lo tanto a cada miembro a;de su base,

esto es
(v—proyy V) L a;

<V—Al,al‘>=0,

ai<v—A x>:o,

Paratodoj=1,2,..,k

paratodoj=1,2,..,k

paratodoi=1,2,..,k

A T<v —A x> =0 = ATv-ATA2; de donde se concluye que

A=(ATA) AT, v

Siendo la matriz (ATA) de orden k, simétrica, invertible con

rango(ATA)= k
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La matriz (ATA) TATse denomina: matriz de proyeccién ortogonal,

sobre el subespacio

2.3.4 Complemento ortogonal
Teorema
Si Aes una matriz de m filas y n columnas; luego el complemento

ortogonal del espacio renglén de A, es el espacio nulo de A

Grafican° 6

W

w Figura 2.5

Complemento ortogonal del vector u

Demostracion
Si ues un vector de R" luego uestard en (renglon(A))*, siy solo si
ues ortogonal a todo renglén de A .Pero esto sera cierto si y sélo si
Au =0, lo cual equivale a que uesta en Null(A) g
También como null(A)={u:Au=0, ueR"}y Null(A) es un sub
espacio de R"; se verifica que

R" =Null(A) ® Renglon(A)

Observacion-1

| Grafica n ° 7: Del complemento ortogonal |
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Considérese un vector
deR", luego d=u+v,
d/ con ueNull(A) vy

Vv erenglon(A).
~ +y
./” ;Qué forma tienen los

v erenglon(A) ?

X

| Fuente propia |

Que v pertenezca al sub espacio generado por los vectores renglones
de la matriz

A es equivalente a decir que v=gen(a',a?,--,a™)

Donde a' denota el i-ésimo renglén de la matriz A

Luego existenreales y, , ¥, ,. . . , ¥, tales que

v=ya' +y,a’+y,a’+-+y,a"

V=Y,(ay41,815, 843, 584p) + Ya(@n1,80, 8pg,-+,85,) +.
ym(am1’am2’am3""=amn)

V=Y, Vi@ s Velga s Vilun )+ (@0Y2:8Y55 853Y0, 585, Y0) + - - -
. +(am1ym’am2ym’amsym""’amnym)

V=(Y a4+ Yo @ + Y385, Yn@pq s
Yi@io + Yo @55 + Y3835, Yo s

YmAm1+Ym Ao+ Y am3""=ymamn)

A Ay . Anq| | V4
Qi A - Ano | | Y2
_ At
V=la;; a3 . agz||Ys |[=AY

mn_| ym_

Equivalentemente v e Im(A')
De donde todo d € R", se puede escribir como

d=u+Aly

Ejemplo 2.3.4
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2 -1 3
Paralamatriz A=| 4 -2 6 | Determinar:;

6 3 -9
a.Una base para Col(A), su dimension
b. Im(A)y una base: BIm(A) , para el sub espacio de las imagenes de A, su
dimension
C. Im(AT) y una base: BIm(AT) para el sub espacio de las imagenes de AT
d. Null(A) y una base: BNuII(A)’ para el sub espacio nulo de A: Null(A), su

nulidad

e. ¢Qué relacion guardan los elementos de Null(A) con los de Im(AT) ?

Resolucion

a.Obténgase la matriz escalonada reducida

2 1 3 2 1 3 2 13 2 13
4 2 6/~-/0 0 0/~/0 0 O|I=>R=|0 0 0>
6 3 -9/ |6 3 9| |0 0 O 0 00O
-1
r3 =20 41, y I, =-2,,luego Bgyya) = 1| -2 |, su dimension es 1
3

b. Im(A) = Rec(A) = {v eR®: Ax=v, paraalgunax e ]R3}

2 1 31 v, 2 131 v,
4 261 v,|~|100 01 v,-2v,|>
6 3 9 1 v, 0 0 0 I vy+3v,
v, — 2v,=0 6 vV, = 2V,
s + 3v,=0 v, =- 3V,
v, 1
ImA)=<veR®:v,=2v,,v,=-3v,:|2v, |=| 2|0, acR|y
-3v, -3
-1
BIm(A)= -2
3
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Observe que BCoI(A): -2 =B|m(A)= -2
3 3
C.
2 4 -6
AT=(1 -2 3
3 6 -9

Im(AT) = Rec(AT) = {v cR®:ATy=v, paraalgunay e ]R3}

2 4 -6 1 v, 0 0 01 v,+2v,
-1 -2 3 1 v,|~|-1 -2 3 1 v, |=
3 6 9 1 v, 0 0 0 I vy;+3v,
{v1 + 2v, =0 5 {v1 =-2v,
V, =- 3V2

-2v, -2
ImAT)={veR®:| v, |=| 1|0, aeR
-3v, -3
-2
'z - Ty
También BIm(AT) = ‘:I3 y p(A)=1

d.
Null(A) = {x < R® : Ax=0]

2 131021310
4 2 6 10[~/0 0 01 0|={x,=2x,+3x,
6 3 910 |[00010
X, 1 0
Null(A) = {x € R® :x, =2X, +3X; :| 2X, +3X; |=| 2 |o.+| 3 |B, a,BeR
X, 0 1
1) (0
BNuII(A)= 21|, 3|}, sunulidad 2
0)(1
e.
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1)(0 -2
2 , 3 y BIm(AT) =
0)(1 -3

BNuII(A) =

Se observa que son ortogonales g

2.3.5 Descomposicion ortogonal
Teorema

Sea Auna matriz de m filas, n columnas, siendo m<n vy
rango(A) =m. Entonces si de R", se puede escribir como d=u+v,
con ueNull(A) y verenglon(A).Entonces la matriz de proyeccion

ortogonal sobre el espacio nulo de es
-1
P=|n-A‘(AA‘) A

Demostracion

Como ueNull(A), Au=0, ueR"
También como v eIm(A), v = Aly, por la Observacion-1
De la relaciéon d=u+V; se tiene u=d-v=d-A'y

Multiplicando ambos miembros de u=d- A'y, por la matriz A, resulta

-1

0=Au=A(d-Ay)=Ad-AATy, y=(AA') Ad
También de u=d- A'y al reemplazar el valor de y, se obtiene

u=d-A'(AA')"Ad = (l,,- A (AA) A)d

Por lo tanto P = (I o A(AAY) A) -

2.3.6 Propiedades de la matriz P
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Del Teorema 2.3.5, setiecnequed =u + v ,conueNullA)y v €
Im(AY)

-1
La matrizP =1 ,- Al (A At) A, posee las siguientes propiedades

i. Pd: Es la proyeccion ortogonal sobre el espacio nulo de la matriz A:
N(A)

ii.Pd=0;AP=0
iii. P'= P ( p es simétrica)
iv. P2=P (P es idempotente)

v. ¢ Qué significa que Pd =0 ?

Demostracion

-1
i.En efecto como Pd= (In- Al (AAt) Ajd =u por Teorema 2.3.5
Luego Pd e Null(A) g
ii. APd= A(l, —AT(AAT)'A)d

= Al,d-AAT(AAT) 'Ad

Ad- AAT(AAT) TAd

Ad-Ad=0

iii. P! = (1,-AT(ATA)'A)T
P! =1 -(AT(ATA)7'A)T
Pt =In —:(ATA)_1A):|T(AT)T

Pt -1, - 'AT(ATA)-1)T}TA

Pt =1, -[AT(ATA))"|A
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P =1, —AT(AAT)TA =P

P! =P

iv. P2 =PP=[In —A%AA‘y*A}Dn —A%AA‘y4A]
=1, —AY{(AAYHTA- AlAAY TALAYN (AAYH) A
=1, —AY{(AAYHTA- Al (AAHY TA+ATL(AAYH A
=1, —AY{(AAYH TA- AlAAYHY TA+ATL(AAYH 1A
=1, -AY(AAYHTA=P
P2-P

v. Si Pd = 0; quiere decir que la proyeccion ortogonal del vector d,
sobre el subespacio nulo de A; es el punto (0, 0, .. 0); lo equivale a
decir que d es ortogonal al subespacio nulo de A; es decir d esta en el
complemento ortogonal al subespacio nulo de A; que es el subespacio
de las filas de A; esto es; existe y tal que d = Aly

Ejemplo 2.3.5

Sea W un subespacio en R3, con ecuacion x,-x, +2x, =0 y sea d =
1 2 3

1
0
1
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Grafica n*g: Hiperplang xq -Kp + 23 =0

Figura 2.7

X4 X4
En este caso W =1{|x, [:[1, -1, 2]/ x, |[=0;,siendo A=[1, -1, 2]
x3 x3

a. Hallar una base para W y para W+
b. Hallar la matriz de proyeccion ortogonal P sobre W y Qsobre W+

c. Hallar la proyecciones ortogonales de dsobre W y sobre W *

Resolucion

a. Hallese primero W, que es el espacio nulo de la matriz A(W =
Nuli(A))

X, 1 0
W = IxeR¥:x,=x%,+2x,:[ X, +2%, |=|1 la+|2|B, a,BecR
X, 0 1
1)(0
Siendo una base para W : By, =4|1,| 2 |, la que se denotara con
0o/\1

us)

I
O =
- N O
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1 1
Por tanto W *= (Null(A)) "= Im(A')= gen{| -1|}=B . =:|-1
2 2

Sea P la matriz de proyeccién ortogonal sobre W, cuya base es

0
2
1

vs)
|]
O = -

-1

1 IR IR
Luego P=B(BtB) Bt-[1 2 { }1 2 {0 , J
0 1 0 1

10 2
B FTR OE
o jlel2 2]lo21]7l6) , Jllo 21

5 1 -2

P=(lj 5

®/l2 2 2

Y la matriz Qde proyeccion ortogonal sobre W™, cuya base es

1
d=| -1
2

Luego por ser C un vector unitario; se tendra que

-1 (1, -1, 2) 1 1 2
Qo dd L2 (a1 2
d]® 6 6/l 5 o 4

2.3.7 Relacion entre el Rango de la matriz A y Rango de A'A

Teorema

Sea Auna matriz de m filas, n columnas, luego rango(A'A)

=rango(A)
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Demostracion
Puesto la matriz AtA es de orden n, tiene el mismo numero de

columnas que A; por el TEOREMA 2.1, se tiene que

rango(A) +nulidad(A) =n = rango(A! A) + Nulidad(A' A)
Por tanto para demostrar que rango(A) =rango(A'A); bastara
demostrar que Nulidad(A) = Nulidad(A'A), sera asi al establecer que

la dimension de los espacios de A y Alson iguales

Asi: sea Xe Null(A); luego Ax=0, de donde se tiene

(AtAx) = A'0 =0, lo que quiere decir que X e Null(AtA)
Reciprocamente: Sea X e NuII(AtA), luego (AtA)x =0, de donde se
tiene que x* (AtA)x =x'0=0; pero x‘(AtA)x = x'A'Ax = (Ax)' (Ax)

= 0y en consecuencia Ax =0; es decir X € Null(A)

Corolario 2.3.1
La matriz A'A de orden n es invertible
Demostracion

Por tener la matriz A'A rango n; esta matriz es basica y por tanto

existe (AtA) -1

Corolario 2.3.2
La matriz A'A de orden n es simétrica
Demostracion

La matriz A'A sera simétrica si es igual a su transpuesta

En efecto la transpuesta de A'A es (AtA)t (A‘)t(At) =A'A
2.3.8 Elipsoide
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Grafica n ° 9: Transformacion de esfera en elipse

Elipsoide

y Esfera

Fuente propia

2.3.9 Bola cerrada

Definicion Una bola cerrada B(c,r), de centro ceR" yradio r, esel

conjunto:

B(c,r):{XGR" :(x —c)t(x —c)Srz}

Ejemplo 2.3.6 De una bola en R 2

Grafica n ° 9: Circunferencia de centroc y
radior =1

Fuente propia

Una Bola de centro c =0y radio r=1es B(0,r) = {x eR":x'x < rz}

2.3.10 Transformacion esfera en elipsoide

Definicién-1. Un elipsoide es la imagen de una bola unitaria, bajo una
transformacion afin lineal invertible, es decir un elipsoide E, centrada
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en el origen, es la imagen L(B(0,1)), de la bola unitaria bajo una

transformacioén lineal invertible L :R" — R".

Se puede escribir la definicién anterior de forma mas explicita como

Grafica n* 10: Transformacion de bola unitaria en elipse

B L(B)

L(B(0, 1)) >

Fuente propia

L(B(,1))= {y=Lx:xeB(0,1)}

- y:Ly B0, 1)
-
-
-
C el
= {yoyly<a)

- |

L(B(0,1)) = {y vty <1 }

<

o- Ly < 1}

<

: L'1yH < 1}

o

<

<

:y‘(LL‘)'1ys 1}; Q=LL

Definicidon — 2. En general, un elipsoide con centro en cualquier punto

c eR"es sblo la traslacion ¢ +E, de algun elipsoide E, con centro en 0

¢; Qué se puede decir acerca de la matriz Q =LL"asociada a una elipse
E?
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Se responderan estas interrogantes, mediante las propiedades

siguientes

2.3.11 Propiedades de la matriz Q
Propiedad - 1

nxn

Para una matriz simétrica QeR"*", las siguientes condiciones son

equivalentes

i.Q=LL" paraalgin Le R"*"
ii. Todos los auto valores de Q son no negativos

Se dira que Q es semidefinidaPositiva, Si y sblo si se verifican

cualquiera de las dos condiciones anteriores
Demostracion
1 =2)

nxn

Considérese que Q= LLT para algin Le R

Supoéngase que A es un auto valor de Q, con auto vector x = 0; esto es
Qx = Ax . Entonces se tiene:
T
thHz —Ax T x = x ox'3 x @ X'LLx= (LTX) (LTX):
2
I =0
Relacion que demuestraque LreR y A >0 g
2 =)
Si Q es simétrica, entonces todos sus auto valores son reales y por

hipétesis A >0, parai=1,2,...,n

Se cumple que para auto valores distintos, sus auto vectores son
ortogonales

Si A es un auto valor de multiplicidad k, entonces existen k auto

vectores asociados a A, que seran l.i.
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Como Q posee n auto valores; entonces existen n auto vectores
linealmente independientes, con los cuales se puede formar una base

ortonormal para R "
Luego sea Q la matriz cuyos auto valores A,, A,, . . , A, Yy Sus
respectivos auto vectores asociados v,, v,, . . , v, orto normales,

luego se puede obtener una matriz diagonal D

A, 0 0 0 O
02 0 0 0

D= ; .
0O 0 0 A, O
0 0 0 0 A,
Y la matriz P
P= [v1 v, vn]
También
A 0 O 0 0
0 A, O 0 0
D1/2 —
0 0 0 A, 0
0 0 A

Debido a lo cual se tiene QP=PD yporser P'=P1y D”?D"= D
Entonces
Q=PDP!

Q =PD"”D"”P'

Tomando L= PD" y L'= D"?P! seobtendraque Q =LL' g

Propiedad - 2
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nxn

Para cualquier matriz simétrica Qe R , las siguientes condiciones

son equivalentes
i. Q=LL" para alguna matriz L No singular
ii. Todo auto valor de Q es Estrictamente postivos

Demostracion
1 =2)
Por ser Q=LL", es simétrica y por tanto diagonalizable, esto es existe

la matriz P, tal que P'QP=D

Y como Q es no singular, luego todo auto valores A, los que son

elementos de la matriz D, deben ser reales y distintos de cero; es decir

A#0parai=1,2,...,n

Luego utilizando la condicion de que A;>0, se concluye que A >0,
parai=1,2,...,n

2 =)

Si Q posee todos sus auto valores positivos y por ser Quna matriz

simétrica; se verifica que Q es diagonalizable; esto es P'QP=D.

Entonces D posee inversa, lo que implica que Q también es invertible;

es decir Q es no singular.

Se dice que la matriz Q es definida positiva; si y sélo si las condiciones

anteriores se mantiene

De lo expuesto anteriormente; es claro que un elipsoide puede ser
representado equivalentemente, en términos de una matriz Q definida

positiva.

Ahora se puede dar otra definicion equivalente a la definicion 2.4

nxn
Definicion. Si QeR es una matriz definida positiva. Entonces el

n
elipsoide, asociado con Q de centro CER" gg
E(c, Q3 {c+y: y'aly 51} = {y: (v-¢)T@(y-c) 31}
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Observacion

2
i. La bola esténdarB(O’r), es el elipsoide E(0,r° 1)

Mas generalmente un elipsoide axial

En efecto
rr 0 0 0 O
0rro 0
E| O, . .
0 0 0r* o0
0 0 0 0 r?
Donde
10000
01000
Q=|I‘2= . r2
00010
0 00 O 1
rr 0 0 0 O r 000 O)r OO0 OO
0 r? o0 o/[|0r 0O0O0|lO 0 00O
Q=Ir’=| . . =| . .
0 00Cr*oO0 0 0O0OTFK O||OO0O0TO
0O 00 O r (OOOOTY OOODO
E0,1)) = {(0+y):y‘Q"ys 1}
-1
= {y:yt(rzl) y<1}
= {y:lz(ytly)s 1}
r
Lot 2
= {y.y ysr }
2
= {y:pfse?
E(0,1) = {y:|y|]< r} =B,

ii. Sera necesario recordar que el volumen de la imagen de un

conjunto AcR" es
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Vol( I( A |det L| Vol(A )
Siendo I{ A , la imagen del conjunto A, a traves de la transformacién
lineal L
Con este resultado se deduce que el volumen de un elipsoide E(c,Q) ,
estara dado por la relacion

vol (Ec.Q) ) = |det L| vol(B(0,r)) = ,/|det(Q)| vol(B(0,r))

De esta manera se ha relacionado el volumen de cualquier elipsoide;

con el volumen de una bola unitaria de dimensién n

2.3.12 Descomposicion de valor singular(Burden, J. Douglas Faires,
2002)

Toda matriz simétrica A puede factorizarse como A = PDP!, donde P

es una matriz ortogonal y D es una matriz diagonal, que muestra los

eigenvalores de la matriz A

Si A no es simétrica es posible factorizar una matriz cuadrada como A
= PDP !, donde D es como antes; pero P es simplemente una matriz

no singular

En general toda matrizA tiene una factorizacion de la forma A =

PDQ!, siendo P y Q'ortogonales y D es una matriz diagonal

2.3.13 Valores singulares de una matriz
Para cualquier matriz A de R™*", la matriz A'A es:

i. Deorden n

ii. Es simétrica y por ende puede diagonalizarse ortogonalmente,

siendo sus eigenvalores reales no negativos

Los valores de A son no negativos
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En efecto A un autovalor de A'A y v su correspondiente autovector
unitario, luego

0<|Av|%=(Av)(Av)=(Av) (Av)=v'AtAv=v'Av= A(viv)=Afv|?
= A,yaque |v|*=1

Concluyendo que 0<|Av|2 =2, y diciendo que es posible obtener las
raices cuadradas de los eigenvalores

mxn
R

Definicion Si A es una matriz de , Sus valores singulares, son

las raices cuadradas de los eigenvalores de A'Ay se denotan

mediante ®1, ®2, .., %n Se conviene en ordenarlos de mayor a menor,
estoes ®12%22 %32 2 On
Ejemplo 2.3.6

Halle los valores singulares de

00
A=0 2
3 0
Resolucion
9 0
A'A =
0 4
Tiene eigenvalores X\, = 9 y X,= 4. Por tanto

los valores singularesde Ason o, =3,y o0,=2

2.3.14 Interpretacion geométrica de los valores singulares

¢, Qué son geométricamente, los valores singulares de una matriz

AcR™"?

Para dar respuesta a esta pregunta: Consideremos los eigenvectores

de la matrizA'A, puesto que A'A es simétrica, existe una base orto

normal para R" , que consiste de los eigenvectores de A'A. Sea
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[Vi» Voo . . v, |una base de A'A, tal que corresponda a los

eigenvalores de A'A, ordenados de forma que A, 24,2 A, 2, ..,

2,>0,.

A partir de los calculos hechos anteriormente, se tiene:

De &; =|Av,|?, esto es:

o=\, =[av]
Ejemplo 2.3.6

11
Halle los valores singulares de la matriz A={1 0
0 1

Resolucion
110 11 2 1
AV\={1 0 1} 1o ={1 2}
01

Tiene eigenvalores A, =3 y A, =1. Por tanto los valores singulares de

A son:

G1=\E=\Ey 02:\E=ﬁ:1

Los eigenvectores asociados de A'A son

2 1][x, 1 0]|x, -1 1][ x,
Paradi =311 2)lx, 730 1)[x, |71 -1)x
L2 2 2

1
Su eigenvector es }

X IR B I I

-1
Su eigenvector es [ J

o
o

Se puede observar que los eigenvectores son ortogonales

Normalizandolos se tiene
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Para A, =3: Su eigenvector ortonormal correspondiente v, =

1/42
ke

‘-1/@}
RA:

Por tanto una base ortonormal de R?, para A'A es [v,,v,]| =

{Vﬁ -Vﬂ

Para A, =1: Su eigenvector ortonormal correspondiente v, =

12 142
1 1
Siendo Av,=|1 0 E;ﬁ}[z/ﬁ 142, 1/%]:
0 1
v =8 = =,
1 1
También Av,=|1 0
0 1

12 o
L/ﬁ}["’ N2, V2] [Avy| =i by =, =1

Es decir los valores singulares de la matriz A:

La longitud del vector Av,: [Av,[ =3 =z, =c, y

La longitud del vector Av,:[Av,|=v1=/r, =c, =1

En el presente ejemplo, este resultado puede tener la siguiente

interpretacién:
Si x se encuentra sobre la circunferencia unitaria en R2. Esto es

||x|| =1, luego

|AX|*= (Ax).(Ax)= (Ax)t (Ax)=x'A'Ax =

2 1||x
= [x1 x2] L 2} Lj: 2x 24 2x, x, +2x>

Relacién que se reconoce como forma cuadratica
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Los valores maximo y minimo de esta forma cuadratica, sujeta a la

condicion | x | =1, son a, =3y &, =1 respectivamente y se presentan

en los correspondientes eigenvectores de A'A, esto es cuando X = v1 =

1/\2 S -1/\2
vz’ T e

Yaque |Av,[*= v'A‘Av = A

respectivamente

i
Parai=1:setiene que o,= [Av,|=3 y para o,= |Av,|=1, son los
valores maximo y minimo de las longitudes || Ax |, conforme x recorre

la circunferencia de radio uno en R?

La transformacién lineal correspondiente a la matriz A, mapea R?

sobre el plano en R?, esto es
1

Ax=|1

0

Con ecuacion x,-x,-x,=0

De modo que o, y o, son las longitudes de la mitad de los ejes

mayor y menor de esta elipse

2.3.15 Descomposicion de valor singular de la matriz A

Teorema

Sea Auna matriz de m filas y n columnas; con valores singulares o,
2 06,2,..,0,>0,y 6,,=0, 5,,=0,.., o,=0. Entonces

existe una matriz ortogonal U de orden m, una matriz ortogonal V de

orden n y una matriz Z de m filas y n columnas; de la forma:
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r n-r 0 o,

Z_D Ol r ,conD=| . . . . . (1)
|0 0|m-r 0 0 0o, O

o
o
o

o
o
o
o
Q

Tal que

A= UZV t
Las columnas de U se llaman vectores singulares izquierdos de A y
las columnas de V se llaman vectores singulares derechos de A.

Las matrices U y V no estan determinadas exclusivamente por la

matrizA; sino que Z debe contener los valores singulares de A,

como en la ecuacién (1)
Demostracidén

Se requiere demostrar que una matrizA, de m filas y n columnas,

puede factorizarse como

A = Uz A
Siendo U una matriz ortogonal de ordenm, V es una matriz de orden
n

Si los valores singulares de la matriz A, diferentes de cero son ¢, 26,

2 0,2,..,06,>0,
Y o,,=0,0,.,,=0,.., 0,=0, Entonces Z , tendra la forma
r n-r
Z_D ol r ..(1
10 0|m-r
Siendo

o
Q
N
o
o
o




¢ En el presente caso cual es D?

Para construir la matriz ortogonal V, en primer lugar se debe hallar una

base de ortonormal de R": [v,, v,, . . v, |, elque consiste

de eigenvectores de la matriz simétrica de orden n: A'A
Luego

V=[v1, Vo, . . vn]
Es una matriz ortogonal de orden n

Para la matriz ortogonal U, nétese que [Av1, Av,, . . Avn]

, €S un conjunto ortogonal de vectores de R™. Veamos esto:
Supdéngase que v, es el eigenvector de A'A, correspondiente al
eigenvalor 2, , luego para i# j se tiene que

t
(Avi) (Avj)= = vi‘AtAvj = vi‘Xj v =M, (vit.vj) =0
Dado que los eigenvectores v, son ortogonales

Téngase en cuenta que los valores singulares, satisfacen la relacidén

o, = |Av,| y que los primeros r, son diferentes de cero. Por tanto se

puede normalizar Av,, Av,,.., Av, , al establecer
1 ,
u=—-Av, parai=1,2,...,r
Ci
Esto garantza que [u,, u,, . . u ]es un conjunto

ortonormal de vectoresde R™.
Pero si ocurre que r < m; no serd una base para R™

En este caso se extiende el conjunto [u1, u,, . .o, ]a una

base de ortonormal [u,, u,, . . wu,]de R™(utiizando el

proceso de Gram Schmidt)
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Entonces se establece

U=[u1, u,, . . um]

Lo que resta por demostrar es que esto funciona; es decir se necesita

verificar que con U, Z y V, como se han descrito, se tiene que

A= UZVt , dado que V *= V ! esto equivale a demostrar que

AV =U>
Se sabe que Av; =o,u; parai=1,2,...,r
YHAviH=ci=0parai=r+1,...,n,portanto
Av,=0 parai=r+1,..,n
Por tanto AV=Alv,, v,, . . V]
=[Av1, Av,, . . Avn]
=[Av1, Av,, Av, 0 0]
= [ OqU;, OolUy,.e.  GpU, 0.
= [u,, Uy
s, 0 0 0 | O]
0 b 0 0 I O
. .
0 0 0 c | O
P
|0 0 0 0 | 0]

Como se queria
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2.3.16 Factorizacion de una matriz A

Definicién. Una factorizacién de la matriz A, realizada como en el,
Teorema 2.6.3.1, se llama descomposicién de valor singular (DVS), de
A.

Las columnas de U, se llaman vectores singulares izquierdos de Ay
las columnas de V, se llaman vectores singulares derechos de A. Las

matrices U y V no estan determinadas exclusivamente por A, sino que

Z debe contener los valores singulares de A, como en la ecuacién
(1)
Ejemplo 2.3.7

Halle la descomposicién de valor singular A = UZVt para la matriz

1 1
A=l1 0
0 1
Resolucion
110 11 11 2 1
A‘A=L 0 1}1 o|=1|1 0{1 2}
0o 1 o 1

Tiene eigenvalores A, =3 y A, =1. Por tanto los eigenvectores de A
son

1 -1
Para A, =3: {J y para A, =1: {J

Al normalizarlos se obtiene v, ={

1/«/5} J v _{-WE

= Observe que
2] " ° 1/«/5}

son ortogonales

Siendo V=E§ﬁ ://://_f} una base ortonormal, también
Vt{vﬁ wz}
BEN R
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Siendo los valores singulares de A

117 ¢ 2/\2
Av,=|1 0 1/“/5} 142 |= o, =|Av,| =3
o 1)) 1y

] 0
-1/@}
Av,=|1 0 = -1/\V2| = o, =]|Av,]=1
MR v

J3 o
Portanto =| 0 1
0 0

Finalmente se hallara U

1 2/J2| |2/\6
u = Av, =-L[1/2 |=|1/¥6 y u, = Av, =
O J3 1/«/5 1/\/6 O,
; 0 0
/2 |=|-1/\2
i 2] | 1/\2

Se necesita extender [u1 u2] a una base orto normal de R?, para lo

cual al utilizar el método de Gram Schmidt, se hara agregando

e, =[0, 0, 1]', para obtener

-1/43
u;=| 13, [u, u, e,] estosforman unabase de R

143

2/\6 o -3
De este modo U= |16 -1/v¥2 1/{3
16 12 13

Siendo la DVS
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1 1] (26 0 -1VB|[y3 o
a<l1 ol-lyE Uz VB o 1 {‘/ﬁ ‘/ﬂ
0 1] [1/J6 142 13| 0 0 N2 12

2.3.17 La forma producto externo de la DVS

Teorema

Sea Auna matriz de m filas y n columnas; con valores singulares o,

20,2 6,2, .., 06,>0,y ¢,,=0, 5,,=0, .., 0,=0. Sean
Ug, Uy, . u, vectores singulares izquierdos y sean
Vi, V, . . v, vectores singulares derechos de la matrizA,

que corresponden a dichos valores singulares, entonces:

- T T T
A= o,u V] +o,WV; + ... c,U,V;

Observacion

Si A una matriz simétrica positiva definida; estos dos ultimos teoremas,

se reducen a resultados harto conocidos.

La DVS de una matriz A, contiene mucha informacién acerca de ella,

como lo destaca el siguiente teorema.

2.3.18 Valores singulares no nulos

Teorema

Sea A= UZVt , una descomposicién de valor singular(DVS)de una

matriz Ade m filas y n columna, sean también o,, 6, , .., o, todos

los valores singulares distintos de cero de la matriz A. Entonces, se

verifican las siguientes relaciones:

i. [u1, u, . . U r] es una base ortonormal, para el col(A)
ii. [u, , Uy . . m] es una base ortonormal, para el null(A")
iii.[v,, v, . . v,]esunabase ortonormal, para el fila(A)
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iv.[v,, v, . . v,]esunabase ortonormal, para el null(A)

Demostracion

i. rango(A) =rango(U> V')

=rango(D>_V"')
=rango(}_ )=r
ii. Se sabe que [u,, u, . . ur] es un conjunto ortonormal, por
lo que es L.i.
Debido a que ui=—1Avi, parai=1,2,..,r cada u,esta en el
(o)

i
espacio columna de A y también

r =rango(A) = dim(col(A))

Por lo que [u,, u, . . ur], es una base ortonormal para
col(A)

iii.Dado que [u, u, . . u,|es una base ortonormal para
R™y [u, u, . . u,] esunabase para col(A), por (ii.) se
tiene que [um, Ur,o . . Un ] es una base ortonormal, para el

complemento ortogonal de €ol(A). Pero (col(A))* = null(A')
iv.Dado que

Av,,=Av,,=..=Av, =0

n

v v, ] es un conjunto ortonormal,

r+1? r+2

El conjunto [v

contenido en el espacio nulo de A
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Por tanto [v,,,, v v, | es un conjunto de vectores

r+1? r+2

l.i., con n-r vectores en null(A). Pero dim(null(A))=n-r, (por el

teorema del rango), del modo que

[vm, Vo - .V, ] es una base ortonormal, para null(A)

v. La propiedad, se obtiene a partir de la (iv)

La DVS ofrece una comprension geométrica acerca del efecto de las

transformaciones matriciales. Asi por ejemplo se tiene que una matriz

de m filas y n columnas, transforma la esfera unitaria de R" en una

elipsoide de R™

2.3.19 Imagen de la esfera unitaria A

Teorema

Sea A una matrizde R™", con rango(A) =r. Entonces la imagen de
la esfera unitaria en R", bajo la transformacién matricial que mapea x

a Ax es:
i.La superficie de un elipsoide en R™, si r=n
ii. Un elipsoide solido en R™, si r<n

Demostracion

Sea A= UZVt una descomposicién de valor singular de la matriz A

una matriz de R™", sean los vectores singulares izquierdos
U, Uy . . u,Yderechos

Ve, V, o . . v ,respectivamente, puesto que rango(A)=r, los

valores singulares de la matriz A, Por el Teorema2.6.3; satisfacen

6,20,2 6,2,..,06,>0,y06,,=0,0,,=0,..,0,=0.
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Sea x = un vector unitario de R", puesto que V es una matriz

X

n

ortogonal, también lo es V'y en consecuencia V'xsera un vector

unitario
Ahora
v! viXx
t t
v V. X
\) tX =| 2|x=| 2
Vol Lvex]
De modo que
ty \? ty\?
(ViX) o +(vix) =1

Por la forma de producto exterior de la DVS, se tiene que
— T T T
A= o,u V] +o,WV; + ... o,U,V;

Por tanto

AX= o,U,V/X + C,U,V;X + ... O,U, VX
= (o,viX)u, + we (ovix)u,
=y,u+ -« +YyUu,
Siendo el escalar y,=o,v;x
i.Si r=n, entonces se debe tener n<m vy
Ax=y u + .. +Yy,u

n

Y4

Y2

Siendo y = , luego |Ax| =|Uy| =y]|. ya que Ues ortogonal
Yn
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. +[V_n]2=(v;x)2+. L a(vixf =1

On

Lo que demuestra que los vectores Ax, forman la superficie de un

elipsoide en R™

ii.Si r<n,a unica diferencia en los pasos anteriores es que la

ecuacioén se convierte en
2 2
h + ... + y—n =<1
01 Gn

Pues faltan algunos términos, esta desigualdad corresponde a un

elipsoide solido de R™
Ejemplo 2.3.8

Halle la descomposicién de valor singular A = UZVt para la matriz

1110
A=
{0101}

Resolucion
10 1110
1 1 12 1 1
Al = y A'A =
10 1110
0 1 010 1

Hallese los valores caracteristicos de A'A

5+.5 5-\5

Ellos son A = 2 =3.618 ,XZ=T=1.382 ,A;=0yA,=0

Siendo sus eigenvectores asociados:
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4472 -.4472

-.2764 -.7236
Para A,: v, = 4472 | para A ,: V, = 4475
-.7236 -.2764

Completando la base ortogonal se tiene primeramente v, al resolver el

sistema homogéneo
1
-2
[v,,V,,0], resultando v, =
2

Luego se halla v, al resolver el sistema homogéneo

1

[v,,V,,V,,0], resultando v, = )

0

Al normalizarlos se obtiene A son

S
10 - -
4472 -.4472 2/\/_ 1/\2
-.2764 -.7236 / J10 0
v, = , V, = , Vy = y V, =
4472 -.4472 y -1/\2
-.7236 -.2764 2*/1_0 0
o

Los valores singulares de la matriz A son o,=,A, = 1.902 vy

0'2=\#/E=1.176
0'3=\/7\.—3=0 y o'4=\jz=0
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[ 4472 -.4472 %ﬁ %E
-.2764 -7236 -2
Siendo V = / \/ﬁ

4472 -.4472 %/1_0 y B

- 7236 -.2764

7236 -2764 5

.4472 -2764 .4472 -.7236 |
-4472 -7236 -.4472 -.2764

DA I AT I AT AT
e ° Jg °

Z _ 1902 0 0 O
0O 1176 0 O

También
324907 -1.376
=lAv1= = yu2=lAv2= =
o, -.525739 o, -.851
Asi U= 325 -1.376
-.526 -.851

Finalmente se tiene

111 0]
- Uy v
{0101_ )2

325 -1.376/[1902 O0 O O
|-.526 -.851] 0 1.176 0 0}
[.4472 -2764 .4472 -.7236
-4472 -7236 -.4472 -.2764

VAT AT RN TV
e ° Ve °

Luego por el Teorema 2.4.3

Se tiene que Rango (A) =r =2 < n = 4, la ecuacién de la elipse es:

66



2 2 2 2
[LJ (v_J (v1j+(vz]=v$+v§
S1) , \%) <1¢g \1.902 1.176) 3618 1.382 <1
Ejemplo 2.3.9

Describa la imagen de la esfera R3, bajo la accidn de la matriz
110
A=
0 01

En primer lugar el rango de la matriz A es r(A) =2

Resolucion

Los eigenvalores de A'A son

A =2,A,=1Yy A, =0, siendo sus correspondientes eigenvectores:
1 2 3

1 0 -1
Parax,=2:|1|, A, =1:{0| yparar; =0:| 1
0 1 0

Ellos son ortogonales, al normalizarlos se obtiene

132 0 -1/\2
v1=1/\/§,v2=0 y Vg = 1/\/5
0 1 0

Los valores singulares de A son o, = \/5 oy = «ﬁ y o3 = \/6

1¥2 0 -1/42
Luego V=(1/v2 0 12|y > {f : g}
0o 1 0

Finalmente se hallara U
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1 0 10
u1=iAv1= yu2=iAv2= ,as U=
o, 0 o, 1 0o 1

Por tanto el producto buscado es

1v2 142 0
11 0] [10]|V2 00 N2 1Nz ¢
A=001=01010V=0 0 1|=UdV
-1/\2 1J2 0
Ya que r(A) =2<n= 3, se aplica la segunda parte del Teorema 2.6.4;

la imagen de la esfera unitaria satisface la desigualdad

2 2 2
Y1 Yo Yi .2
L+ | =] ==L+ <1
(Jij (ﬁj 2 "V
En relacion con los ejes coordenados y,,y, en ]Rz( correspondientes

a los vectores izquierdos u,, u,), dado que u,=e, y u,=e,, la

imagen es como se muestra a continuacion

Grafica n® 11:Aplicacion de los valores singulares

X

Elipse

Fuente propia
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En general se puede describir el efecto de una matriz unitaria A

mxn?

sobre la esfera unitaria en R", en términos del efecto de cada factor en

suDVS: A=uxV', de derecha a izquierda

La matriz V'que ortogonal, mapea la esfera unitaria en si misma

La matriz ¥ que es de mxn, hace dos cosas, las entradas diagonales
6,,1=0,0,,,=0,.., c,=0; colapsan n—r de las dimensiones de la
esfera unitaria; lo que deja una esfera unitaria de R", en la que las
entradas diagonales distintas de cero o,, 6,,.., G,

devienen en una elipse, lo que hace que la matriz ortogonal U, alinee
los ejes de este elipsoide con los vectores ortogonales u,, u,,.., u,

en R™
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CAPITULO 3 METODO DE ESCALADO AFIN

Descripcion del método: hipotesis, teoremas

Algoritmo:

Pasos

1 generar un punto interior

2 Obtener una direccidén de busqueda y determinar la longitud del paso tal

que se produzca una mejora

3 Hallar el siguiente punto

4 Verificar si se cumple o no el criterio de parada sino repetir desde el paso 2

3.1

Caracteristicas del método

Este método se caracteriza por su sencillez, entre todos los métodos de
puntos interiores, exhibe un alto rendimiento, aunque el programa sea

de gran dimensién

Originalmente fue propuesto en el afno 1967 por Dikin; pero occidente
no le prestd atencién y fue después de 20 anos redescubierto y
presentado en 1986, por Barnes y Vanderbei; pero esta vez como una
simplificacion del algoritmo de Karmakar.

El programa que se quiere resolver es
P:Minz-c"x
st Ax=b, x>0

Siendo Auna matriz de mfilas y n columnas, con n > m y A de

rango completo

Al conjunto Ax = b, x20, se le llama dominio admisible del programa
P.

La aplicacién del presente algoritmo, exige que se tenga un punto inicial
x>0, x°e R": que pertenezca al interior del dominio admisible del

programa; el que garantizara que:

Ax°=b,x">0
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Ejemplo 3.1

eSeael P.M.L.P,

MinZ  -8x, +10x,
St 4x, +4X,
3X, +6X,
x2

>

36

48

3

Seguidamente se tiene la grafica del dominio admisible

Grafica n 212: Dominio admisible del programa P

Fuente propia
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En la presente grafica
los puntos de frontera,
del conjunto solucién,
vienen dados por las
ecuaciones asociadas
a las restricciones del
programa original. El
punto x°= (4, 4 )
estda en el interior del
conjunto solucién
(dominio admisible del

programa)



Grafica n? 13: Curvas de nivel de la f.o. del programa P

Funcion objetivo f(x) = - 8x4 +. 10xp

-2 0 2 4 6 8 10

Fuente propia

Al adicionar las variables de holgura x,, X,, a la primera y segunda

restriccion respectivamente y sustraer la variable de exceso x, a la

tercera restriccion, se obtiene el programa

correspondiente

P, MinZ -8x, +10x,

St 4x, +4Xx, + X,
3X, +6X, + X,
X, - X
x>0

estandarizado

36
w

3

Para el presente programa se tiene que el punto x°=(.5,.5,4,2.5, 1)

pertenece al interior de su dominio admisible y cada una de sus

componentes son estrictamente positivas.

Esto es
-8(.5) +10(.5) +4 = 5
3(.5) +6(5) .25 = 2
4(5) +4(5) +1 = 5
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3.2

El procedimiento basico, seguido por este método, empieza la
0
busqueda del valor éptimo del programa, a partir del punto inicial X

k
para continuar generando una sucesién de puntos {x }

Esto es; partiendo de x°, se avanza hacia x', luego a x*y asi hasta

que se verifique alguna condicion que indique que el valor actual x*es

solucion éptima del programa

Cada nuevo punto generado, se obtendra a partir del anterior mediante

el procedimiento iterativo:
X=X+ a¥A XK. a*>0 (3.1)

Siendo:

i. A x el vector direccién de movimiento

ii. a. *la longitud de paso, indica cuanto se aleja de x*, a lo largo

de la direccion hallada

El presente esquema de busqueda es muy utilizado por los métodos de

optimizacién.

En consecuencia se estara interesado en dos cuestiones centrales:
i. ¢;, Como obtener la nueva direccion de movimiento A x*?

ii. ; Como determinar la longitud de paso a.* ?

La primera de ellas tiene gran importancia y cubrira el resto del
contenido del tema y la determinacion de la longitud de paso, es casi

inmediato; una vez que se ha obtenido la direccion de movimiento

Presentacion del programa y supuestos necesarios

Se quiere resolver el Programa Matematico Lineal (P.M.L.)

P: Min f(x) = c 'x

Sujeto.a Xe S
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Siendo:

i. S= {x eR™Ax=b,x>0 }, un conjunto de R ", no vacio, convexo,

al cual se denomina: dominio admisible o region de factibilidad del

p-m.l.

ii. El hiperplano, f(x) = ¢'x, se denomina funcién objetivo (f. 0.), con
ccR"

La matriz A debe ser de valores reales, con m filas y ncolumnas,
m< n y de rango completo: Véase definicién 1.3.2.

Se van a considerar las siguientes hipotesis sobre el programa P

Hipotesis 1: La solucién del programa P debe ser factible no

degenerada. Véase definicion 1.4.1y 1.4.2

Hipotesis 2: El dominio admisible(o conjunto solucién) deP, debe ser

un politopo acotado.

El programa dual asociado a P ; al que llamaremos D es

D: Max g(y)=bly

Sujeto.a Aly<c

Siendo el vector de variables duales y € R™
Hipotesis 3: El programa dual D , debe tener solucién factible no
degenerada.

Al escribir el presente programa D en la forma estandar, mediante la

adicion del vector de holguras duales ze R", se obtiene el programa

, Rt
Max g(y)=b'y
Sujeto.a Aly+z=c¢

z>0
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3.3

El programa dual debe tener soluciéon Optima no degenerada

Obtencidn de la direccion de mejora y su factibilidad
La direccién de movimiento Ax¥, debe verificar en cada iteracién, dos
condiciones:

i. Debe preservar la factibilidad del nuevo punto (direccion

admisible)

ii. Debe no empeorar el valor actual de la funcion objetivo

Supdngase que se esta en el punto interior y admisible x*; se quiere

que el siguiente punto x**'sea también admisible. Por el momento se

centrara la atencién en las restricciones de igualdad Ax = b, las

restricciones x 2 0 : luego el nuevo punto x**! debe garantizar que
AxX“" =b

Se sabe por (3.1 ), que x**' = x*+ a* A x* y que si x*es admisible,

satisface la relacion A x* = b

Por tanto de la condicion de factibilidad A x**' = b, se tiene que

Ax' =b

A(x*+ a*Ax*) Ax*+ Aa“Ax*=b

Ax“+ a¥AAX¥=D

b+a“AAXx¥=b

De donde se desprende que oA A x*= 0 y por ser a*>0, se

concluye que la direccién de mejora debe verificar:

AAx*=0 (3.1.1)
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Es decir el nuevo punto x**'sera factible a condicién que la nueva

direccién de movimiento pertenezca al espacio nulo de A,

Por el Teorema 2.4, se tiene que

P=1,-AT(AAT)"A

Siendol , : una matriz unitaria de orden n

(3.2)

Es la matriz de proyeccion ortogonal, sobre el espacio nulo de la matriz

A . Es decir para cualquier vector deR"; la proyeccién ortogonal del

vector d, sobre el espacio nulo de la matriz A; sera el vector Pd:

donde PdeNull(A)

Ejemplo 3.2
Considérese el programa lineal P ,

Min f(x) = -1x, -15Xx, -2Xx,
St X, + X, +2 X,
x,20 x,20 x,20

)

Gréfica n ? 14: Representacion del dominio admisible del programa P2

:“[-U,ﬂ;;l_-_s_!h__

15"

i
i

e v
e

%" Dominio admisible

'
e '
TRy 1
- it

064"

Hiperplano xq + xg + 2x5 =3

76



Fuente propia

Null(A) = {x e R® ZAX:O}:{XER3 DX, + X, +2X, =0}

X4 1 0
Null(A) = - X, =l 0 |la+| 1 |B,a,BeRy,
Xy +X, -1/2 -1/2
2
1 0
BNuII(A)= 0 |1
-1/2) | -1/2

También en el presente caso se tiene que A= (1,1,2) , m=1, n=3 y

c'=(-1,-1.5,-2)"
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0
El programa toma su mejor valor de punto extremo en X =| 3 |, siendo

0
0
el valor 6ptimo del programa f(x') =cx =(-1,-15,-2) |3 | = -4.5
0
0.50
Al tomar en el dominio admisible del programa, el punto x° = |2.00 |,
0.25

se tiene que en este punto el valor del programa es ¢ x %= (-1,-1.5,-2)

0.50
2.00 |=-4.0
0.25
-0.5
Témese un punto cualquiera en deR?3; por ejemplo d =|-1.0 |; se
0.0

tiene que la proyeccidn ortogonal sobre el espacio nulo de la matriz A,
Pd=d- AT(AAT)"Ad.

Esto es
-0.5) (1 N’ -0.5 -0.5) (-1/3 -1/6
Pd =| -15|-|1][[(1,1,2)|1 (1,1,2)| 15 || =| -1.5 |-[ 13 | = | -7/6
00) |2 2 0.0 0.0) (-13 4/6
1/6 -2

Asi considerando a =1, el nuevo punto serd x' = x%°+ Pd.
a.; x ! estara en el dominio admisible del programa?

b.;En el punto x'el nuevo valor del programa ¢ x ', sera mejor que

en el anterior ¢ x°?

Respuesta
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a.Ser4 factible si el punto verificaque x>0y Ax'=b

Y2 SCANBZP
Enefecto: x' = x%+ Pd = |2 | +|-76|=|1%,| 20

A 4/6 1,
Y2

Ax'=(1,1,2)| 19, |=
M2

admisible del programa

b. En este punto el valor del programa sera:

Y2

c x'=(-1,-15,-2)| 19, |~ -3.417

e

4+10+22 _
12

3.x' Estd en el dominio

Grafica n? 16: Proyeccion ortogonal del vector d, sobre Null(A)

f0R48)

Hiperplano xq # xg + 2x3 =3

e

Fuente propia

Este dltimo resultado hace notar; que al elegir cualquier valor para d;
ha llevado a que en el nuevo punto x'; el valor del programa empeore (
¢ x'>cx?); a pesar que x' estd en el dominio admisible del

programa. Este hecho sugiere la necesidad de caracterizar la direccidén

de mejora "d", del valor del programa
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3.4 Criterio para seleccionar la direccion de mejora

Si se considera la funcién objetivo del programa como minimizacién; en

el nuevo punto del programa x **', deberia ocurrir que

k+1

cx*1 < ¢cxk

Esto significa que; si x¥*'= x* + a Ax , considerando a > 0. De la

relacién anterior se deberd cumplir ¢ (x¥ + a Ax)< cx* |6

oaCAXx <0

Esta ultima relacion recibe el nombre de “condicion de descenso” y el

vector A x, recibird el nombre de "direccion de mejora"
Ahora; considérese la siguiente direccion
Ax=-Pc (3.3)
que es la proyeccién ortogonal (del negativo del gradiente de la funcion
objetivo), sobre el espacio nulo de A.
Se probara que esta eleccion, es una direccion de mejora del programa

En efecto:

c'Ax= -c'Pc, de donde se tiene c'Ax= -c'P2c, por ser P

idempotente

Luego c¢'Ax = -c'P'Pc = -(Pc)'Pc =-|(Pc)| ?<0

Concluyendo que la condicién de descenso es c'Ax <0

Por tanto ¢! Ax <0 y cumple la condicién de descenso

Ejemplo 3.3
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Considérese el programa lineal P ,, del (Del Ejemplo 3.2); pero utilicemos

1.0
como direccion de movimiento d =-c¢' =| 1.5 [,(el negativo del
2.0

gradiente de la funcién objetivo del programa)

La proyeccién ortogonal de d, sobre el espacio nulo de A, sera Pd

-1

1.0) (1 1 1.0 1.0) [ 13/12 -112
Pd=|15-[1[|(1,1,2)1 (1,1,2)[1.5 || = | 1.5 |-| 13/12 |= | 512
20) (2 2 2.0 2.0) | 26/12 -2/12

1/6 13/2

Luego el punto x' = x°+ Pd, considerando nuevamente a =1
a. ¢ Estara en el dominio admisible del programa?
b. ;El nuevo valor del programa es?

c. ;,Qué relacién guarda el valor del presente programa, con el hallado,

-112
cuando se tomé como direccién de mejora Pd =| -5/12 |?
0.0

Respuesta

a. Sera factible si el punto verificaque x>0y Ax'=b

JA 112 (%4,

Enefecto: x' = x%+ Pd=|2 | + | 512 |=|29,| >0

A -2/12 1,

%
12
Ax'=(1,1,2 29/, =w=3 - x' esta en el dominio admisible

1 12
M2

del programa.
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b. En este punto el valor del programa serd ¢ x' = (-1,-1.5,-2)

%2
29/ |~ -4.208

M
12
c. Al elegir el vector d=-c, como el negativo del gradiente la funcién
objetivo; se obtiene un mejor valor del programa; que el obtenido al

-0.5
elegir d =| -1.5
0.0

Figura n 2 17: Proyeccion ortogonal del vector - ¢

(0, 0, 1.5)

(3,0,0)7

Hiperplano xj + Xg * 2xa =3

Fuente propia
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Grafica n ¢ 18:Representacion de las curvas de nivel y direccion de mejora

Curvas de nivel

1' _

Fuente propia

En consecuencia si se toma como direccion de movimiento -c¢ € R",

siempre se tendra que su proyeccidon ortogonal -Pc, sobre el espacio

nulo de A ; sera una direccion factible del programa por lo que APc= 0 (
¢, Qué pasaria si para la direccién de busqueda Ax= P c; se verifica
que |Pc|?=07
Veamos:
Si  Pc la proyeccion ortogonal sobre Null(A) es nula (Pc = 0); por (2.3.4
) significa que existe y e R™, tal que

c'=Aly

Esto es, los coeficientes de la funcién objetivo del programa original: ¢,
se han logrado expresar como combinacion lineal de los vectores del
subespacio de las filas de la matriz A o ¢' esta en el complemento
ortogonal del subespacio nulo de A, o el estimador de las holguras
duales z; se ha vuelto nulo

Si se considera un punto factible x cualquiera del programa, se tendra

quec'x =y'AXx
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3.5

Pero por la condicion de x: A x= b, setieneque y'Ax=y'b
Dedonde setienequec'x =y'Ax=y'byc'x=y'b

Esta relacion ¢' x= y' b, significa que tanto X como y' son 6ptimos

de los programas P y D respectivamente

Eleccion de la direccion de mejoramiento

Grafica n2 19: Representacion de la direccion de mejora

Fuente propia

Si se quiere seleccionar la mejor de las direcciones Ax, que sea factible
y que mejore el valor actual del programa, a partir del punto x*, se
plantea el siguiente programa:

R : Min f(x) = c(x* + Ax)

S.a. A(x¥ +Ax)=Db (3.4)

Jax|? = p?

La segunda restriccion indica que:
a. Ax debe tener una longitud p, valor que se ajustara

convenientemente, para conseguir que el nuevo punto x¥ + Ax 2 0 y

pertenezca al dominio admisible del programa
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b. El nuevo valor del programa f(x*), (3.4) sea acotado

Notese que en este programa se quiere hallar el minimo valor de f(x), en
el dominio admisible, que forman el hiperplano A (x¥ + Ax) = b y la

hiperesfera de radio p centradaen x*, |Ax|?= p?

El presente programa puede ser resuelto, utilizando los multiplicadores

de Lagrange

L(AX,y,A) = c(x¥ + Ax)- yT(A(x*¥ + AX)-b) + A (AX" Ax - p?)
Donde: Los vectores y T y A son multiplicadores de Lagrange, asociado
al primer y segundo conjunto de restricciones respectivamente

Derivando L, con respecto a AXx, y Yy A e igualando a cero en cada

caso

0 T
—L(AX,y,A) =c¢- A+2AAx=0
AX (Ax,y, ) y A+

a%L(Ax,y,k): Ax*¥+Ax)-b = 0

0 T 2
—L(AX,y,A)= AX' AX - = 0
Py (Ax,y,7) p
62
L(AX,y,A)=2A
OAX? (A%, Y, 1)

En la segunda ecuacién como A x¥ =b = A Ax=0

De la primera ecuacion ¢ = y T A - 2 A AX
Al Multiplicar por la matriz A ambos miembros se obtiene

Ac=AATy-2)\AAx;peroporser A Ax=0, resulta
Ac=AATy

Y por ser la matriz A de rango completo, se tendra

y=(AAYT Ac (3.5)
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De larelacién ¢c- y'A + 2A Ax = 0,setiene 2A Ax=-c + y'A - ¢
+Aty

Reemplazando (3.2), en esta ultima relacion, se tendra

2AAx =-c+ A'(AAY' Acd

2L Ax =-(I1,- A' (AA')" A) c =- Pc, de donde

AX =—L Pc
2\
Elevando ambos miembros al cuadrado p? = |Ax||? = 4;2 |Pc||?
La relacion p2= —_ [Pe|2 =12 = —_[Pc|? = A=—|Pc]|
4).2 4p® 2p
De esta ultima relaciébn y Ax =— 1 P c, se obtiene
2, [Pel)
2p
o
ax =-—P _pec (3.6)
[Pe]

Por otro lado
a 2
IN'G

L(AX,y,A) = 2A >0

Lo que significa que 7&=2L||Pc|| > 0, por lo que la expresion (3.6),
p

proporciona el valor minimo del programa

Esto justifica el signo positivo para A en la funcion lagrangiana. Si se

hubiera utilizado el signo menos; la solucién hallada hubiera en direccidén

2
contraria a ((3.6)), luego se habria obtenido

A L(AX,y,A)=-2A,lo

que indicaria que el punto es de maximo

Esta es la direccion; (-Pc) a la que llamaremos el “negativo del

gradiente proyectado”, que garantiza el maximo descenso, a partir de un
punto determinado; manteniendo la factibilidad del siguiente. Esta
direccién coincide con la utilizada en el método del gradiente proyectado,

para programacion no lineal.
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3.6 Etapas del escalado afin

El gradiente proyectado ofrece una buena direccion, en el sentido que
entre todas las direcciones factibles, es la que proporciona la maxima
disminucion del valor del programa P, por unidad de longitud de paso

Sin embargo segun la relacién (3.1), que rige el proceso iterativo de
busqueda del presente método; si se halla cerca de las caras del dominio
admisible del programa; la longitud de paso o seria pequeia ( de no ser
asi, violaria las restricciones de no negatividad de las variables). Lo que
significa que no siempre es suficiente, tener una buena direccion de
descenso; sino es necesario estar en el centro del dominio admisible del
programa; esto es alejado de los hiperplanos x = 0. Lo que obliga a tener

oa=>0

Esta situacion se aprecia en el siguiente grafico

Grafica n 2 20: Movimiento en la direccion del gradiente
proyectado

Fuente propia

1

Siendo el movimiento desde el punto x' resulta pequefo comparado

con el movimiento desde el punto x>

El método de Escalado afin resuelve el problema de no estar en el centro
del dominio admisible del programa, por medio de un procedimiento de

tres etapas: a, b y c;las que se repiten en cada iteracién del algoritmo
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a. Escalar el problema de forma tal que el punto actual se encuentre

alejado de los hiperplanos generadores del dominio admisible; esto es el

k

punto de busqueda x*se transformara en x¥, en el nuevo conjunto

solucién formada por las variables x

b. Obtener la direccién del gradiente proyectado en el nuevo dominio

admisible; el que simbolizaremos con Ax

c. Trasladar la direccién obtenida Ax al problema original, deshaciendo
el traslado previo. A partir de Axse obtendra la direccion Ax en el
espacio original

¢ Eleccion del tipo de escalado a utilizar?

Si por ejemplo se utilizara un escalado que multiplicara todas las
componentes x:‘, i=1,2,. . . ,n, poruna misma constante; no seria
de utilidad; porque se mantendria la distancia relativa de cada una de las
variables, respecto de los hiperplanos generadores del dominio admisible
del programa

La estrategia seguida por el presente método, consiste en transformar

cada componente x!‘, i=1,2,. . . ,n,del dominio admisible original en

X :‘ =1, en el nuevo dominio admisible; garantizandose de esta forma el

alejamiento de los hiperplanos generadores del dominio admisible del

programa y esto se consigue mediante la relacion

Grafica n 2 21 Centro del d. a. programa escalado

- $ .
1 Xf=—L, x{i=1,2...,n
X;
1)-e %% [1 Siendo x {: El punto actual de la iteracién
! 1
1' > X4 Este cambio se deshace mediante la relacion:
Fuente propia
X, = XKxK,i=1,2, n
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Si se denota por X*la matriz diagonal que tiene por componentes los

k
términos del punto actual X; ; esto es

(x¥ 0
k
0 x,

(= =)
o O
o O

0 0 0 0 x¥
Es posible escribir las relaciones anteriores en forma matricial:

x = (X k)“x}

X = X kx (3.7)

Notese que este escalado esta bien definido, ya que el movimiento

siempre ocurrira por el interior del dominio admisible, con lo que se

asegura queXx; >0

Lo que implica que X ¥ sera una matriz no singular y definida positiva

Apreciemos seguidamente. ¢,cdmo se realizan en cada iteracién, las tres

etapas; (a), (b) y (¢), descritas anteriormente?:

3.7.1 Aplicacion de las etapas.
Considérese el programa matematico lineal
Q Min f(x) = ¢ x

S.a. Ax=b,

x>0

Etapa a : Escalamiento del programa P, mediante las relaciones (3.7)
ycon x¥>0
Py—>Py:Min f(x) = ¢’ X"x
S.a. AX¥x =b
Xkx >0

Sien el programa P, , se toma:
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c=X*c y A=AXK (3.8)

Se obtendra el programa P, :

P, P, Min f(X) = cx
S.a. Ax=b
x 20

Notese que en Ultimo paso las restricciones X¥x 20, se han

transformado en x 2>=0. Ambos conjuntos de restricciones son
equivalentes, debido a que el punto actual de iteracién x K tiene todas
sus componentes positivas

Supéngase que en la busqueda se arriba al punto x¥; que esta en el
interior del dominio admisible del programa P ,:
Este se transformara en el punto xK= e= (1,1,. . . , 1), cuya

posicién es el centro del dominio admisible del programa I51

Grafica n 2 22: Aplicacion de la transformacion Afin

ey g o ‘—:;7‘5_‘_
Programa original Programa escalado

Ax = (x¥)Ax

Fuente propia

e ademas que este tipo de escalado, transforma también las curvas de
nivel de la funcion objetivo, a lo largo del dominio admisible del
programa

Etapa b : Obtencion de A x
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En el dominio admisible de variables x, la direccién de descenso A x,
serd la del gradiente proyectado, la que se obtiene mediante la relacion (

3.8). Pero ahora se trabajara con el programa:
P,: Min f(X)= cX
S.a. Ax =b
x 20

Teniendo en cuenta que X Kes una matriz diagonal, obténgase A x :
Ax=-Pc

_ -[In—At(AAt)1A }c

= -[ 1= (AX€) ((AX<(AX)') TAXS | X4c

= -[ 1= (AX€)' (AXCXFAY)TAXS [ X*c

= [ 1= (AX€)' (A(X€)?AT)TAXS [X*C

= [ X< = (AX)(AX)?AYTAXX Je

= [ X = (AX) (AP A TAX) e

= [ X< XEATAXOPAY) TAXS)? e

Ax= - X<[1-A(AXPAYTAX) e (3.9)

Etapa c :Regreso al programa original P: x — X

En el problema escalado el movimiento (sin tener en cuenta la longitud

de paso) se realiza asi

x¥* 1o x* i Ax

Deshaciendo el cambio de variable: Multiplicando la relaciéon anterior por
X k

X x*k Xk Ax

x
=
b
=
T
I

x¥T o xk i XK Ax

En consecuencia el movimiento A xrealizado en el programa original,

seria X¥ A x

Reemplazando A x de la relacién (3.9), se obtiene:
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Ax=X¥KAX (3.10)

AX= -x"[x"[ln-A*(A(xK)zA‘)"A(xK)z]c]

AX= - (XK )2 |:In_ At(A(XK)ZAt )-1 A(xK)Z]c

Si se hace D =(X¥)?2; se tendra
Ax=-D[l,-AADA")"AD|c= -D[c-A'(ADA")"ADc|
Ax=-D[c-AADA")"ADc]

Haciendo y=(ADA") " A D c; se obtendra

Ax=-D (c - A'y) Tomando z = (c-A‘y), resulta
Ax=-Dz (8.11)

Adviértase que para obtener A X, se debe factorizar la matriz ADA'=
A (X k) 2 A t

Las variables D, y, z, quedan definidas como sigue:

D = (X*)?2
El estimador de las variables duales y=AT (ADAT)"'ADc vy

z=c-AT
y

En el método Simplex por ser la matriz A de rango completo;

a. Se puede hacer una particibn con sus columnas en A = [B,N],

siendo B una matriz basica de orden m, asi también se descompone

t t
c
X= KB} haciendo una particion equivalente x*= [ ':] y cl= [ B]
N XN

y asumiendo la ausencia de degeneracién, se demostrara que el
estimador de variables duales y=A'(ADAY'ADec, verifica la
siguiente condicion

lim y = c:(B)™
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El que equivale al vector de variables duales obtenido en el método
simplex. En efecto

y=(ADAT)"ADc=(AX"2A"H)TAX"2¢c

en(d oo leml% a2

y = (BX2B'+NX2NY"(BX2c, +N'X2c,)

y=

Por lo expuesto en la observacién previa, se tiene que B X3 BT es no
singular, tomando limite:

Jimy=" limy=(BX2B“NX;N")"(BXZc, +N'X}c,)

XN—>

limy= (BX2B")" (BXic,) = (BY)'(X5)"B"BX;cg =
(B)"(X2)" X2 cq
limy= (B')"(X3)"X2¢c,= (B')"c,

Xxy—>0

XIJTOV = cB B k

Observaciones previas 3.1

a. ¢Cual es el rango de (A (X¥)?)?

Respuesta.La matriz X*es una matriz diagonal de orden n,

X% =n, cuyas componentes son estrictamente positivas( es no
degenerada); también lo sera (X*)?2

Luego por propiedades del producto de matrices, se tiene que:
r(A(Xk))=Minimo{r(A),r(X")} =Minimo{m ,n} =m. Por tanto
(A (X*¥)) es una matriz de rango completo y también lo sera la matriz
(A (X2

b. ¢Lamatriz (ADAY = (A(X*2A"Y; es no singular?

Respuesta. Por hipoétesis1: La matriz Aes de rango completo,
r(A)=m y por definicion1.3.2. A= [B,N], Bgenera todo R™ vy las

columnas de la sub matriz N, se pueden generar como combinacion
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lineal de las columnas de B. Asi; el sub espacio generado por las
columnas de la matriz A ; es el mismo que el generado por B
Con razonamiento similar, se concluye que el sub espacio generado

por la matriz A' es el mismo que el generado por B'*

Luego se concluye que r(A (X*)2AY= r(B(X")°B") g

Pero. ¢Existe (B(X*)2B") 1?2

Respuesta:

(B(X*)?) es un matrizde mxn, con m < n:

Luego r(B (X¥)?)= Ml’nimo{r(B),r(X ")2} =Minimo{m ,n} =m
Es decir la matriz B(X¥)? es de rango completo

Ahora se multiplicara la matriz (B (X*)?) por la sub matrizde A': B*,

la que es invertible y por propiedades del producto de matrices; que

dice: “El resultado de multiplicar una matriz por una matriz invertible, es
una matriz invertible”, se concluye que existe (B(X*)2BY)™; y por lo
expuesto anteriormente se concluye que también existira
(AX*AD 'y

En la figura 3.10.1 y 3.10.2 , se aprecia la direccién A x, obtenida en el

programa original

La direccidn del gradiente proyectado obtenida en (3.10). ¢ Es factible y

de no empeoramiento del valor actual del programa P ?. Es decir
a.;AAx=0?y

b. ¢c'Ax A<0?

Respuesta
a. Veamos si es factible
¢Ax=D (I, - AA(ADAY T AD)c es factible?

AAx= AD (I, - A" (ADAY A D)c
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3.7

-(AD1,-ADAT(ADAY'AD)c
-(AD I, -(ADAYADAY'AD)c
(AD I, -AD)c
_(AD-AD)c =0
W AAX=0g
Se sabe que Ax= - (X*)P ¢
Donde P es la matriz de proyeccién ortogonal sobre Acon Ay €& como
en 3.8.
Luego se tiene que
c'Ax=-ct (X" P¢
=c'(XHP X" e (3.11.1)
=c'(XHP'P(X"e¢c Por ser P : simétrica e l[dempotente

=-c' (X PTP (X" ¢ =-(PX*c)' (PX*c) = -

(ﬁX"c)H 2

De donde se concluye que el nuevo valor del programa en el peor de

los casos, queda como estd; esto es

C'AX = —H(ﬁx"c)u 220

Continuidad de la funcién
Teorema
Si el programa Ptiene solucion no degenerada y la matriz de
restricciones A es de rango completo; entonces A(X¥)2AT es una
matriz no singular y los términos y, z definidos en (3.11), son una
funcion continua de x*
Demostracion

Pues todas las entradas son funciones continuas .
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3.8

En cada iteracion del algoritmo, las tres etapas se realizan

implicitamente y s6lo se calcula la direccion A x, segun la relacion 3.10.

Esta sera la direccion a utilizar en el proceso iterativo, expuesto en 3.1

Obtencion de la longitud de paso

En cada iteracion el objetivo es moverse desde x ¥, en la direccion de A

X ;(como en el método Simplex a lo largo de d) tanto como sea posible;
sin violar las condiciones de no negatividad de las variables; esto es

debe garantizarse en cada iteracioén que:

x¥*1_xkKiaAXx =20

Como a >0 y las componentes A x; 2 0 no pueden conducir a que X;

= 0. Luego se debe estar preocupado solo por las componentes que

sean negativas A X; <0

También como el tamafno maximo del paso; el que se denotard como a

: se obtendra mediante la relacion.

X, ' (3.12)

_ x K
o = minimo s ———:Ax. <0
i A
Nétese que con esta definicién de a, la componente i-ésima de x**';

o . . X
siendo i el indice de la componente, asociada al minimo R con
X

1

Ax;< 0 se anularia; mas aun x¥*1: dejaria de ser interior y

consecuentemente la matriz x **" seria singular.

Para evitar la ocurrencia de esta situacion, se debe reducir la longitud el
paso, mediante la siguiente operacién
k

— , . X;
= == - < .
a=pa pmlnilmo{ Ax AX; 0} (3.13)
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Siendo 0.95 = p = 0.9995

Esta forma de elegir el tamano de la longitud de paso a; es llamado

“Método de escalado de paso largo”.

Considérese el programa R,

Minf(x): - 3x, - 4x,

St -8X, + 10X, <
3X, + 6X, >
4X, + 4X, <
X, 20 X, 20

Resolviendo graficamente, se tiene:

Grafica n ¢ 23: Dominio admisible y punto inicial de busqueda x

\

La solucién
Dominio admisible X del programa original o
© pliaiete Yalaitrinieiiaieieiniaiel oieieiinieietiniel dnieieiieialaiiet ety fali il il Optlma Se
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N b ; ' E E 10
04}--- x“”1;--}-»---5--\-----}-—--\--\-{- @ X2 12
D \ - i :
030 ...(u.125,u.35|11\....\;.........;..\.
LN N N RN f
" -
SN Y |
T | : \\
: | ’ e i
0 02 04 0.6 0.8 1 12 14
Curvas de hivel Fuente propia
Escribiendo R ; en forma estandar:
Minf(x)= -2x, - 2X, +0X; +0X, +0X,
St -8X, +10X, +1X, +0X, +0X; = @
3X, + 6X, +0X, -1X,  +0X, = 2
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4 X, + 4X, +0x; +0Xx, +1X; = 3
X, 20 x,20 x320 x,20 x;20

Siendo
-8 10 1 0 O -4 5
A={3 6 0 -1 0/|,c'=| 0|,b=|2
4 4 0 0 1 0 5
L 0_

En este ejemplo se tomara como punto inicial

x“= [0.5, 0.5, 4.0, 2.5 1.0]t, el que es interior y factible al

programa R ,
En este punto el valor del programa es ¢x “=-3.5
Obténgase Ax =-Dz,con z=(c'-A'y) ey= (ADA‘)_1 ADc'

Haciendo las operaciones correspondientes, utilizando las relaciones
(3.9), (3.10) y (3.11)

050 0 0
0 0.50 0

D=(X")2_ o o 400 0 o0 |-=
0 250 0
| o 0 1.00]

[025 0 0 0o P

0 025 0 0

0 0 1600 0 O

0 0 625 0

| o 0 0 1.00

_ 2

2 0

-8 10 1 0 O} o0 0
AD=|3 6 0 -1 0 0 0 16.00 O 0
4 4 0 0 1 0 0

0 0
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—2.00000 2.50000 16.00000 0.00000 0.00000
AD= | 0.75000 1.50000 0.00000 -6.25000 0.00000
1.00000 1.00000 0.00000 0.00000 1.00000

—2.00000 2.50000 16.00000 0.00000 0.00000
ADA' = | 0.75000 1.50000 0.00000 -6.25000 0.00000
1.00000 1.00000 0.00000 0.00000 1.00000

-8 3 4]

4
1 00
0
1

21.00000 1.00000 0.50000
ADA' = | 1.00000 12.50000 1.75000
0.50000 1.75000 1.50000

ADA' Es una matriz de rango completo (m), ya que A lo es. También
la matriz X"posee no menos de m componentes positivas; luego la

matriz ADA'es invertible
0.01969 -0.01621 0.01184

-1
[ADA'] "= | -0.01621 0.13100 -0.1274
0.01184 -0.1274  0.23588

-3
—2.00000 2.50000 16.00000 0.00000 0.00000||-4
ADc' = | 0.75000 1.50000 0.00000 -6.25000 0.00000|| O|=
1.00000 1.00000 0.00000 0.00000 1.00000(| O
L 0_
-4.0000
-8.2500
-7.0000

0.01969 - 0.01621 0.01184 |[-4.0000
y=(ADAt)_1ADc‘= ~0.01621 0.13100 -0.1274 ||-8.2500 | =
0.01184 -0.1274  0.23588 | |-7.0000
-0.02786
-0.12412
-0.64747
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Tambiénb 'y = - 3.62489 ; luego la brecha dual sera:

(brecha dual)*| |-3.5 +3.62489
1+‘c Txk‘ - 1+|-3.5|

=0.02775, lo que significa que x “=

[0.5, 0.5, 4.0, 25 1.0]t , aln no es 6ptimo; luego se continuara

iterando.
(-8 3 4] [-2.73935 ]
10 6 4([-0.02786] |-3.61318
Aly=|1 0 0[|-0.12412|=|-0.02786
0 -1 0[[-0.64747 0.12412
(0 0 1 -0.64747 |
[-37] [-2.73935| [-0.26065 |
-4 |-3.61318 - 0.38682
z=c'-Aly=| 0[-|-0.02786 |=| 0.02786
0| | 0.12412 -0.12412
| 0] |-0.64747 | | 0.64747
[0.25 0 0 T2[-0.26065]
0 0.25 0 o0 - 0.38682
Ax=-Dz=-| 0 0 16.00 0 0 0.02786
0 0 625 0 -0.12412
| 0 0 1.00| | 0.64747
0.06516 |
0.09671
AX = -0.44576
0.77572
-0.64747 |

_ 0
Al utilizar la relacién (3.12): a=min {—Z'—x :AX, <0 }
i f

— , { 4.0 1.0 }
oa=min{-, - =

> 7_0.44576°  —0.64747
{8.97344 , 1.54447 } = 1.54447

Y tomando p =0.95, se tendra a.= po. = 1.46725

De esta forma se obtiene el nuevo punto x
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[0.50 ] 0.06516 | [0.50975 |
0.50 0.09671 0.70150
x'=x% oA X =|4.00|+1.46725 | -0.44576 | = | 2.06301
2.50 0.77572 3.73825
1.00 | | -0.64747 | | 0.15500
0.59561 |
0.64189
x 1= |3.34596
3.63817
| 0.05000 |

El nuevo valor de la funcion objetivo sera la funcion

cx '=-4.3544 < cx *=-3.5

Al seguir iterando, se obtiene b'y =-4.52982; luego la brecha dual sera:

(brecha dual)| |- 4.3544 + 4.52982]
1+lcTx¥| = 14[-4.3544]

=0.015682, lo que significa que

x “= [0.59561, 0.64189, 3.34596, 3.63817 0.050]t , aln no es

Optimo; luego se continuara iterando.

El presente método trata de avanzar, tanto como se pueda, en la
direccion de movimiento calculado; es por este motivo que se le llama

“Método de Escalado Afin de Paso Largo”

El método de Escalado Afin de “Paso corto”, como el de “Paso Largo”,

utiliza el cambio de variable x=(X")“x, presentada anteriormente;
obteniendo el siguiente problema, en el espacio de variables x
, ' T
PMin Z=c X
X

(3.14)
S.a. Ax=b,x >0

El punto x>0, correspondiente al programa original P,; se transforma

ene'=(1,1,.., 1)t
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Considérese seguidamente la esfera B(x ,p)

B(x.p) = {Xx: Hx—e” <Sp,Ax=b} (3.15)

Dado que e pertenece al interior del dominio admisible de P1, se tiene

que la esfera B(x,p), estara también en el dominio admisible del

programa P1, cuando p < 1

El conjunto de puntos B(x ,p), puede ser transformado al espacio de

las variables originales x, deshaciendo el escalado mediante las

relaciones (3.7) (3.8)
B(X,p) = {X: H(x")'1x-eH <p,AX(X%)"" Ax=b}

={xX: H(X")"x—e” <p,Ax=b}

={x:H(x")"x—(xk)"ka <p,Ax = b}
={X:I:(Xk)-1(x—xk)]tI:(Xk)-1(x—xk)]Sp, Ax = b} (3.16)
= {X:(x=x'X) T X)(x-x*)<p,Ax =b}
={X:(x—xk)t|:(Xk) (Xk)t]'1(x—xk)s p,Ax =b} =E(X,p)

Esta dltima expresidn representa la interseccion de la elipse centrada en

x ¥, asociada a la matriz Q@ = (X¥)(X¥)!, con el dominio admisible

Ax =Db

Es facil notar que la esfera B(X,p), en el espacio X, se ha convertido

en un elipsoide E(x*,p=1), en el en el espacio original x, debido a la

matriz de escalado (X*)™*
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También como B(x ,p=1), estaba incluido en el dominio admisible del
programa P1, se verifica que el elipsoide E(X*,p=1), queda también
incluido en el dominio admisible de P,, condicion esta que la garantiza

el siguiente Teorema:

Teorema 3.8.1

El conjunto de puntos definido por el elipsoide E(x*,p) = B(x, p),

pertenecen al dominio admisible del programa P,, si p<1, es decir
Bx,p<1)c{xX:Ax=b, x>0}
Y si p <1, estos puntos son interiores

Demostracion

Se sabe por definicion, que todos los puntos x de: E(x*,p), satisfacen

A x = b; se debe ver que también x =0
Se sabe que si X € B(x,p), entonces H(X k) -1 x—eH <p
Pero para cualquieru: u; < ||u| , se tiene

X
-1
X;

< H(X")'1 x—eH <p £1
Si se multiplica la relacion anterior por x|, se puede escribir como
sigue:
k k k
X x| s px*sx
De la que se obtienen el resultado buscado: x; = 0

Si p < 1; las relaciones anteriores, se verifican como desigualdades

estrictas, teniéndose x'i‘ > 0 y por tanto interior.

La siguiente gréafica, muestra la relacion entre la esfera y la elipse.
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Grafica n° 24: Relacion entre dominios admisibles de ambos programas

Programa original( x) Programa escalado(X)

X,

X,

Fuente propia

Por otro lado existe otra manera de elegir el tamafno de la longitud de
paso a«, que fue deducido en la seccion (3.4). La unica diferencia es

que el proceso, debe ser aplicado al programa P,, de dominio
admisible en x. El proceso se basa en lo siguiente:

Como En sus respectivos espacios para p = 1, se observa como el
elipsoide es factible para el programa P,, (tal como se demostrd en el

Teorema 5.1, es decir todos los puntos del elipsoide estan en el dominio

admisible del programa P, ; el método iterativo de escalado afin, itera

sustituyendo la restriccion x = 0, por la de pertenencia a dicho

elipsoide, de la siguiente manera:

En el problema escalado, envés del elipsoide considera una esfera;

planteando el siguiente programa de minimizacion, para obtener AX
Min ch
AX
St A(x+ AX)=b (3.17)
ax]* = p?

Adviértase el dominio admisible de este problema, coincide con la

frontera de la esfera B(x ,p), dado que x*= e
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Si se considera p < 1, esta region factible, estd ademas contenida en el

dominio admisible del programa P,, como se ha expuesto

anteriormente

La segunda restriccién del programa, se ha podido haber escrito como

|AX||? s p?, logrando de esta manera como dominio admisible del

programa (3.17) la esfera de centro x y radio de longitud p; B(x,p).

Sin embargo el minimo del programa se hallara en los puntos de
frontera, puesto que la funcién objetivo es lineal; razén por lo que la

segunda restriccidn, se formula en forma de igualdad.

En el presente programa se estd buscando la direccionAx, la que

proporciona la méaxima disminucién de la funcién objetivo, alrededor del

punto x“= e

Se puede apreciar que este equivale al programa (3.4) y se sabe por

(3.6), que su solucion viene dada por

©

AX = - P ¢

ﬁc‘

Entonces el programa (3.17), se podria haber formulado en el espacio de

variables X ; deshaciendo asi el escalado y obteniendo:
Min ¢’ (x¥+ A X)
X

k —_—
St A(x"+AX)=Db (3.18)

H(Xk)-1A XHZ — p2
El dominio admisible corresponde ahora a la frontera del elipsoide

B(x,p) = E(x*,p)

Y se sabe por el teorema anterior que para p < 1, este elipsoide esta
contenido en el dominio admisible del programa original (P;) y que esta

en su interior si p <1

105



3.9

Asi la soluciébn del programa (3.18), se obtiene a partir de (3.17);

deshaciendo el escalado:

Ax=x Ak =P _X¥P¢
‘Pc

Luego, el nuevo punto sera:

Condicion de parada

Se trata de establecer un criterio, para determinar si el punto actual x ¥,

se encuentra lo suficientemente cerca al éptimo x , para la cual se
utilizara el teorema de la dualidad fuerte

Si es posible obtener una estimacién de la solucién dual y, asociada a

x¥: entonces sera posible detener el proceso iterativo cuando la

brecha dual, sea menor que un valor de tolerancia €, que pertenece a

un intervalo [10 10 “3]

La condicidn para detener la busqueda sera la siguiente:

‘(brecha dual)k‘ _ ‘c Tx*~b Ty‘ <

1+‘chk‘ B 1+‘chk‘ =< (3.19)

En la expresion se relativiza la brecha dual, agregando 1 al
denominador, para evitar problemas de precision, cuando el valor éptimo
del programa, esté cercaa 0

Por otro lado se utilizara el teorema de la holgura complementaria débil,
para obtener un estimador apropiado de la variable dual y

Se sabe que las holguras duales verifican z = ¢- ATy, con 220y que
en el optimo del programa primal y el dual ocurre x;z;=0,parai=1, 2,

., n
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Dejando a parte la condicién de no negatividad x 2 0, es posible estimar
y , mediante la solucién del siguiente programa
win 2 [x* 2’
S.a. z=c-A'y
El cual puede ser resuelto introduciendo la funcion lagrangiana:

L(z,y,u) = %HX" sz— u'(z-c-ATy)

Donde ueR", son los multiplicadores de lagrange. Al derivar L con
respecto a z, y, u e igualar estas derivadas a cero se obtiene las

condiciones que debe satisfacer el punto solucién

X“¥z-u _o
Au =0
z-c+ATy =0

Al multiplicar ambos miembros de la primera relacion por A, se

obtiene:
A (X*)2z = Au;pero Au =0; debido a la segunda relacion, luego A
(Xk)2z=0
Al multiplicar la tercera restriccién por A (X k)2 se obtiene:
0=AX )Y z-AX"Pc+AX* )2 ATy =
0-A(X*)Pc+AX*)? ATy
6 0=-A(X*)Pc+AX*)? ATyo
AX*Pc=AX*)? ATy
De donde: resulta
y - (A (XY2AT) A (X%c  (3:20)

Esta relacién produce la estimacion de y
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Anédlogamente z= ¢ - ATy, es el vector que corresponderd a la

estimacién de las holguras duales.

Utilizando la notacion D = (X¥)2, realizada anteriormente, la

estimacién de y, se puede escribir como:
y = (ADAT)"ADc

Esta ultima relacion coincide con el vector y definido en (3.11), que

interviene para calcular la direccidn de movimiento Ax, lo que significa
que no sera necesario hacer otra operacion, para obtener este

estimador.

También se debe notar y valorar que la expresion (3.20), coincide con el
vector de multiplicadores; de los programas de Minimizacion(3.4), (3.17

) y (3.18), los que proporcionaban la direccién de movimiento hacia cada

Xk

Luego la sucesion de estimaciones duales; no es mas que la sucesion
de multiplicadores, de las ecuaciones A x = bde estos programas.

Bajo la hipbtesis que el programa es no degenerado y las,
observaciones previas 3.1 — b, garantizan que A (X*¥)> ATes no
singular, lo que significa que el calculo de los estimadores duales vy,

esta bien definido

Si el programa fuese degenerado la matriz A (X*)?> AT seria casi no

singular y si la solucién éptima x~ fuera degenerada la busqueda se

complicaria a medida que se continte iterando

Bajo esta situacion se puede utilizar un criterio, que consiste en detener
la busqueda, cuando la mejora relativa de la funcién sea pequena; esto
es:

‘C Tx k_ c Tx k+1

3 s€ (3.21)

1+‘ch
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3.10 Obtencion de una solucion factible inicial

Ya se sabe como iterar y cuando parar; pero se ha supuesto que se
parte de un punto inicial interior y factible x%. No es trivial hallar tal
punto para el programa (P,), luego seguidamente se presentara una
técnica, el que se denominada técnica de la M grande para superar
esta dificultad; la que equivale a la técnica del mismo nombre en el
método simplex.

Considérese un punto x°> 0 cualquiera por ejemplo e=(1,1,.. .,
1)T. Este punto elegido aleatoriamente, es probable que sea no

admisible para el programa (P,), esto es no verifique Ax°= b;

entonces se puede obtener su vector de infactibilidades r e R™:
r=b-Ax°

Si se utiliza Me R, M > 0y relativamente grande, definase el siguiente

programa alternativo a (P,)

X
M)!'n [c T M] X,
T
S.a. I:A s I‘:I X | =b (3.22)

Este programa tiene una variable mas que el programa (P,); gracias a

esta condicidn, es posible obtener un punto factible e interior de modo

muy sencillo, esto es
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(3.23)

Debido a que x° es un punto interior, también lo es x° . Y al utilizar la
X 0

definicion del vector r, se comprueba que [A ,r] = Ax% r=

Ax°+(b-Ax% =b

Lo que prueba que x°, esta en el dominio admisible del programa (3.22

)

Luego se tendra que esperar que en el éptimo del programa (3.22),

*

n+1’

debe verificarse x por ser Mgrande

Cuando no ocurra asi, se concluirad que el programa original (P,); es no

factible, ya que no se ha podido volver cero la componente x, .,

asociada al vector de imbatibilidades r

Limitaciones de la técnica M

1.Se debe elegir un valor adecuado para M, que no sea ni muy

pequefo ni muy grande.

Si fuera demasiada grande, se podria volver inestable el proceso
iterativo de blusqueda y si fuera muy pequena; se penalizaria poco la
variable asociada al vector de infactibilidades r, lo que implicaria

obtener soluciones X ,,,, #0; sin que el programa sea infactible

En la cultura sobre esta tematica, se han propuesto técnicas de
adaptacion de M, a medida que avanza la basqueda del 6ptimo
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2.El vector rintroducido en la matriz de restricciones de (3.19); por lo
general ser4 densa; lo que provoca que la matriz AD AT sea también

densa.

La factorizacién de A D ATen cada iteracion, desde un punto de visto
computacional; es el paso mas costoso a realizar. El hecho que esta
matriz sea densa incrementa ostensiblemente el tiempo de ejecucién, en

especial en los programas de gran dimension.

Destaca entre sus ventajas, la que proporciona el valor 6ptimo del
programa, al solucionar un programa unico, en lugar de realizarlo en dos

fases.
3.10.1 Convergencia del algoritmo de escalado afin

El andlisis de la convergencia del presente algoritmo, es mas complejo

que el de otros métodos de punto interior.

Lo que se expondra en este trabajo, es la convergencia, para el caso
donde tanto el programa primal, como el dual son no degenerados .

En primer término se demostrara que si la sucesiéon de puntos x* y (
y*¥ , z¥) convergen y lo hacen hacia los puntos 6ptimos de los

programas (P) y (D) respectivamente. Los puntos yk y z%son

precisamente las variables duales definidas en (3.11), a las cuales por
conveniencia, se les han anadido el superindices correspondiente a la

iteracion k

Teorema 3.10.1
Dado un Programa Matematico Lineal al que llamaremos (P), con

dominio admisible acotado y su correspondiente dual (D). Si la sucesion

de puntos x* , y* y z¥ generado por el método de Escalado afin,
converge hacia los puntos X , y y z . Entonces el punto X es
6ptimo para el programa (P) y el par (y , z ) es 6ptimo para el

programa (D)
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Demostracion

Consideremos dos puntos en la sucesion x* y x**!, que pertenecen al

dominio admisible del programa (P ).

Luego A (x*-x¥*"y = A x*-Ax**'=0

Utilizando este resultado y las definiciones de x¥ en (3.11), Ax en (
3.13) y el proceso iterativo (3.1), la disminucion del costo que se obtiene

al pasarde x¥ a x**', puede escribirse como:

Acosto=c'(x¥-xK+*")=ct(xk-xk+1)- (y*) A (xk-

x*+1)
= (e —AlYH) (xFx ) = @9 (xoxk)
= (2% (-p&A x")
=-p&(z")‘Axk=-pa(z")‘(-Dz") (3.24)
= po((2'9'X)%2%) =p o (21 '(x ") (x*)2¥)
- pa(x24)" (X'z*)=pa(x'z")

A costo = p &H(x"z")u2

Pero como se definié o en (3.12) y AX en (3.10), se tiene

QI
]
3
=
-
1
B>
x
IA
o
N’

1 (3.25)
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Ahora acotando o.:

Si se utiliza la propiedad que para cualquier vector u : u; < |u [, luego
se cumple:

1
x*2*|

— 1

o =— kok ok 2
miax{ Xz, z; 20} ‘

Al sustituir esta ultima expresion en (3.25), se obtiene:

szk 2

[x*2"|

Acosto= p o = [X*2*|*2 p = p[x*2"|

Ahora como la sucesién de costos ¢ x¥es decreciente y acotada

inferiormente, por ser el dominio admisible de (P) acotado, entonces la

sucesion es convergente y se verifica que:

Lim Acosto= Lim ¢! (x*-x**)= ¢! (x*-x¥) = ¢'(0)
k—> o k—> o

Al combinar las Ultimas relaciones, se obtiene:

Lim p[Xx*z¥| =0 = Lim x{z{=0,parai=1,2,

(3.26)
., N
Como las sucesiones {x¥} y {z¥} convergen hacia x'y z
respectivamente, se tiene que:
X, z,=0,parai=1,2,. .. ,n (3.27)

También por ser { x ¥} del dominio admisible de (P), se tiene:

Ax =b (3.28)

Seguidamente se demostrara que z =0
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Procediendo por el absurdo. Supdngase que existe aun zi*< 0; luego

existe un indice k, tal que para K> k, se cumple que z !‘ <0.

Si se escribe el proceso iterativo generador de la sucesion {x"} y se

toma su i-ésima componente, como:

x:(+1=

k ky2 ,, k
X;- o (Xy) z;

k+1

Al considerar K > k, se concluird que x¥*' > x¥ >0 ,(pues a >0, xK

> 0y la suposicién que z; <0)
Por tanto X, z, < 0, lo que contradice la relacién (3.11.4). Concluyendo
que:

cT (xk_xk+1)= T (xk_xk+1)_ (yk)T A(xk_xk+1)
z 20 (3.29)

Como z'=c - ATy . Por(3.6.5), por las condiciones (3.26), (3.27) y
(3.28) y el teorema de la holgura complementaria; se concluye que X 'y

el par (y ,z"), son soluciones éptimas de los programas (P) y (D)

respectivamente.

El resultado anterior supone que las sucesiones {x*}, {y*1y {z¥} son
convergentes.
El siguiente teorema demuestra que si se verifica la hipétesis 2 y la

hipétesis 3, de no degeneracién de los programas primal y dual; las
presentes sucesiones son, de hecho, convergentes.

Teorema 3.10.2
Si los programas (P) y (D) son no degenerados con y el dominio
admisible del programa (P) es acotado, entonces para todo p < 1, las
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sucesiones {x*} e {y¥}, que genera el método del Escalado afin, son

convergentes

Demostracion

Se dividira la demostracion en tres partes:
En la parte 1: Se demostrara que la sucesién { x K1es acotada

En la parte 2: Que cualquier subsucesion de {x*} converge hacia una

solucion basica factible

En la parte 3: Que la solucién basica factible a la cual converge cualquier

subsucesion de {x ¥} es Unica.
Queda garantizada asi que la sucesion {x*! (y a su vez también la
sucesion {y* ! es convergente

1.-Dado que el programa (P) tiene un dominio admisible que es
acotado y al igual que su correspondiente dual (D) son no
degenerados, tiene un Unico punto donde el programa toma su solucion

Optima
Sea x tal solucién éptima de (P)

Consideremos el siguiente programa

(Q) S.a. Ax=Db

Es facil notar que el dominio admisible es acotado, puesto que es un
subconjunto del dominio admisible del programa P . Este programa tiene

un valor éptimo finito y x " es tnico.
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Por otro lado si se desplaza el hiperplano ¢' x ) paralelo asi mismo para

obtener ¢! x° es decir existe k e R, talque ¢'x +k =c'x".Si x°

es la solucién inicial, generada por el algoritmo del escalado afin, esto

implica que el siguiente programa:

También tiene un valor 6ptimo acotado.

Por tanto, el conjunto de puntos S = {x : Ax =b, c"x¥ < ¢Tx?,

X 2 0} es acotado; pues ScF y F es acotado (de no ser asi M)e(ix

n
X ; , seria no acotado)
j=1

Por otro lado se recordara que la sucesion {x"}, generada por el
algoritmo del Escalado afin, resulta en una sucesion {c "x"}

decreciente. Por lo tanto pertenece al conjunto S. Luego se concluye

que la sucesion {x "} es acotada, ya que S es acotado.

Luego por ser {x* }una sucesion acotada y utilizando un resultado del

andlisis matematico (Teorema de Bolzano Weierstrass), se puede
0 . .7 k i

concluir que existe una subsucesion {x !} que converge a un punto

limite x

A continuacién se demostrara que este punto limite, es una solucion

bésica factible. En efecto. Consideremos la solucion del programa (P):
B={ X, X5, Xs5,. ., X,:X;>0 },porser(P), nodegenerado,
se tiene que k2 m. El teorema de existencia de soluciones factibles

para un PML, afirma que si existe una solucién éptima factible para el
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programa (P); existira también una solucién basica factible y éptima (

s.b.f.0.),x"

Sea Bla matriz basica asociada a x . Con esta base se elegira la

variable x,; asociada a B.

~ ~

Por tanto se puede seleccionar X = {X,, X,, X5,. . , X,:X;>0 }
del subconjunto B ; de forma que las columnas {a, a,, a;,. . , any},

de la matriz A, asociadas a estas variables, sean linealmente
independientes; lo que haria que la solucion ademas de ser factible y no
degenerada, sea basica

Sea B={a, a,, a;,. . , a,,}, lamatriz basica asociada y cB={

Cg, Cg,s - - » Cpg, }eI vector de coeficientes de la funcion objetivo

1

asociados a las variables basicas factibles

Por otro lado, por definicién se tiene: z¥= ¢ - AT y* y por la relacion (
3.26), del Teorema 3.9.3, se cumple que

k. k.
Limx,!(c, -aly ))=0,parai=1,2,3,. . , m

] >

k. .= .
Las componentes de x ' convergen hacia x; ,parai=1,2,3,. . ,
1 |

m, y son positivas porque B;es un indice basico; es decir es un

miembro de {B,,B,,....Byn}=1g

k.
Luego se concluye que ¢, - By !debe converger hacia 0, para

garantizar (3.26)

k.
De aqui debido a que Bes no singular se deduce que y !converge

hacia ¢, B™
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k.
Por lo tanto se concluye que todas las componentes ¢, - aly !,

convergen hacia ¢ a{B™c,, valor que coincide con el costo

reducido asociado a la componente x B, €Xp

La no degeneracion del programa dual (D), garantiza que el costo
reducido ¢, - a; B'c,# 0, paratoda x, ¢ X 5( que no es variable
bésica).

Entonces para las variables no basicas se tiene que el costo reducido

c, - a;B™c,, convergen a un valor diferente de cero. Por lo que

i
utilizando una vez mas (3.25), se tiene que ii = 0, Por lo tanto las
componentes Xz = {X;, X,, Xgz,. . , X} seran estrictamente
positivas; garantizando de esta forma que el punto limite X sea una

s.b.f. Ademas x = x ", por la forma como fue elegida x

Se ha demostrado que la sucesién {x*} tiene un punto limite x y que

éste es una s.b. f.o0. del programa (P).
Seguidamente se demostrara que este punto limite es Unico

Témese el real >0, de tal forma que cualquier componente de una

s.b. f.sea mayor que &

Este valor siempre existira ya que la soluciéon del programa (P) es no
degenerada y cada una de sus componentes son estrictamente

positivas.

Sea e = §/3, dado que cualquier punto limite es {x*} es una s.b.f.
existe un k , tal que para cualquier k 2 K, [x*-% | < ¢

Procediendo por el absurdo:

Supdngase que existieran dos soluciones diferentes X y X vy tales que

para k 2 K:
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k+1_ g

Hx"—i H Sey Hx X H < e 3.30

Considérese ahora que (X = 0); esto es la variable x; no es basica
pero es basica en X ( X; 2 §). Al sustituir ii = 0 en la primera relacion
de (3.30) y utilizando el hecho que u; < |u;| < |u], para cualquier vector

u; se tiene que:

k
X; < € 3.31
De forma similar al sustituir X, 2”8 en la segunda relacién de (3.30), se
obtiene:

‘X!‘”—)‘ii‘ <Se=>-e< X:(”—)A(-Se = X:(+1 2X. -€

Pero de X, 2"5, se tiene que X, - € 23 - €; de donde se tiene que

x{*1'2 278 - € =2¢, por ser € = /3, se tiene:
xi*122e 3.32

Al utilizar la ecuacion del esquema iterativo (3.1), la definicion de Ax en

(3.11) y la expresién de longitud de paso maximo (3.25), se obtiene

XK1= X, +pa(- (x{)?zF) =

1

k k o k

=x.(1- x.z.)
! P méx{x!‘z:‘,v x}‘zo} v

1
k+1 k
X. =X.(1-
P méx{x!‘z!‘,v x!‘zO}

k 5k
i i xizi)

3.33

Al utilizar un argumento similar al utilizado al final del Teorema 3.3, se
puede afirmar que :

X :‘ 2 0 (lo que posibilita asegurar que x; = 0)

De la relacion (3.33), la suposicién que p < 1y utilizando (3.31) y (3.32

), se obtiene finalmente:
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k+1 k k k+1
XiPsx; (1+p)< 2x; s2esx;"

Lo que es una contradiccién. Concluyendo que el punto limite x es Gnico

y que la sucesién { x k }, converge a él.

Como ha quedado demostrado anteriormente, la sucesion {y*}

converge también a ¢ ; B™'; la solucién dual asociada a x .
Observacion 3.10.2

Si p<2/3y el valor del programa es acotado, las sucesiones {x*}y {

y k } generadas por el presente algoritmo, convergen.
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CAPITULO 4: METODOLOGIA

4.1 Tipo y Diseino de Investigacion

La investigacién es descriptiva, se presentan los métodos simplex y
escalado afin para mostrar las ventajas del método de escalado afin
frente al simplex.

Se compara el tiempo de ejecucion del algoritmo del MAE con el del

Simplex

Presentar una aplicacion: un caso para dominio admisible acotado con

solucién éptima no degenerada y solucién dual éptima unica.

La que sera expuesta en varias partes, la primera de ellas, empieza,
comparando el método de Escalado Afin de paso corto, que fue la
propuesta original de Dikin en 1967, para seguidamente presentar la
manera como se elige la direccidon de mejora; avanzando luego con la
nueva soluciéon del programa, para finalmente arribar a través de
diversas iteraciones a la solucion éptima del programa. Insistiendo en
los detalles de la busqueda, ya que el trabajo como su nombre lo indica

es difusion del Mae
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CAPITULO 5: RESULTADOS Y DISCUSION

Primero se presenta un caso en que se aplica el escalado afin de paso
corto (creado por Dikin en 1967), en el segundo caso se aplica el de
paso largo (que fue una mejora al de Dikin introducida por Vanderbeit
en 1986), en el tercer caso se desarrolla el procedimiento para mejorar
el valor actual del programa utilizando la direccion de busqueda
(también atribuido a Vanderbeit), hasta llegar a la soluciéon optima,
utilizando el MAE.

Finalmente se compar6 el tiempo de ejecucién del MAE con el método
simplex.

5.1. Aplicacion del método escalado afin
Caso -1
Tédmese nuevamente el programa R

Se seguiran las etapasa, b yc:

Etapa a: Escalamiento del programa mediante las relaciones (3.7) y

(3.8)
[0.125]
0.350
Témese x* =|2.500 |en el interior del dominio admisible del programa R,
0.475
3.100

Grafica n 2 24: Curvas de nivel y punto interior, factible
e inicial
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es

cx@ =

Fuente propia

Al aplicar la ecuacién (3.8): ¢'=X%c y A=AX?, setendra x®

(0125 0 0 0
-8 10 1 0 O0]| o 0350 o 0

A=AX?=3 6 0 -1 0 0 0 250 O
4 4 0 0 1 0 0 0 0475
0 0 0 0

-1 3.50 2.50 0 0
A= [0375 210 0 -0475 O
050 140 O 0 3.10

[0.125 0 0 0 0 |[-3] [-0.375]

0 0350 0 0 o [|-4| |-1.400
c'=X%=1| o 0 250 O 0 0|=| 0.00
0 0 0 0475 O 0 0.00

o 0 0 o 310]| 0] | 0.00 |

De esta manera el programa escalado R ,sera

Minf(x) -0375X1 -14X2 + O0Xz3 + O0Xs + O0Xs

St -1X1 +3.5X2 +25X3 + 0Xs + 0Xs
0.375X1 +21X2 + 0 X3 -0475Xa + 0Xs

05X1 +14X2 + 0 X3 + 0Xs +3.1Xs

X120 x220 x3=20 x420 x520
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La siguiente grafica muestra el dominio admisible del programa escalado

Grafica n 2 25: Dominio admisible del programa escalado

Fuente propia

Etapa b: Utilizando la relaciones (3.9), , (3.10) y (3.11)se obtendra el

vector gradiente proyectado; que da la direccibn de movimiento AXx

(para mejorar el valor actual del programa):
KAt t k t\" t
En efecto Ax = -X¥(c' - Aly) =-X¥(z), con y=(ADA ) ADc

Haciendo las operaciones correspondientes
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[0.125 0 0 0 0
0 0350 0 0 0
D=(X")2= 0 0 250 0 0| =
0 0 0 0475 0
| o 0 0 0 3.10]
[0.01563 0 0 0 0 |
0 012250 0 0 0
0 0 6.2500 0 0
0 0 0 022563 0
| o 0 0 0 9.6100 |
[0.01563 0 0 0 0 |
-8 10 1 0 O 0 012250 0 0 0
AD=|3 6 0 -10 0 0 6.2500 0 0
4 4 0 0 1 0 0 0 022563 0
| o 0 0 0 9.6100 |

—0.125000 1.22500 6.25000 0.00000 0.00000
0.04688 0.73500 0.00000 -0.22563 0.00000
0.06250 0.49000 0.00000 0.00000 9.61000

AD

-0.125000 1.22500 6.25000 0.00000 0.00000
ADA' = | 0.04688 0.73500 0.00000 -0.22563 0.00000
0.06250 0.49000 0.00000 0.00000 9.61000

o
- O O ~ h

19.50000 6.975000 4.40000
ADA' = | 6.97500 4.77625 3.12750
4.40000 3.12750 11.82000

ADA' Es una matriz de rango completo (m), ya que A lo es. También
la matriz X"posee no menos de m componentes positivas; luego la

matriz ADA'es invertible
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] 0.107398 —-0.15804 0.00184
[ADA‘] = | —-0.15804  0.4858 -0.06971
0.00184 -0.06971 0.10236

Por otro lado

-3

-0.125000 1.22500 6.25000 0.00000 0.00000|-4

ADc' = | 0.04688 0.73500 0.00000 -0.22563 0.00000 (| O

0.06250 0.49000 0.00000 0.00000 9.61000(|( O

L 0_
-4.52500
-3.08063
-2.14750

1 0.107398 —0.15804 0.00184 ][-4.52500
y=(ADA‘) ADc' = | -0.15804  0.4858 —0.06971||-3.08063
0.00184 —0.06971 0.10236 | |-2.14750

-0.00305
=|-0.63176
-0.01339
[-8 3 4] [-1.92440]
10 6 4/([-0.00305] |-3.87466
Aly=|1 0 0/|-0.63176 | =|-0.00305
0 -1 0([-0.01339 0.63176
|0 0 1] -0.01339 |
[-37] [-1.92440] [-1.07560 |
4| |-3.87466 | |-0.12534
z=c'-Aly=| 0]-/-0.00305 | =| 0.00305
0| | 0.63176 -0.63176
| 0] [-0.01339 | | 0.01339]
[0.125 0 0 0 0 T°[-1.07560 ]
0 0.350 0 0 0 -0.12534
Ax=-XX@2) =| o 0 25 0 0 0.00305
0 0 0 0.475 0 -0.63176
| o 0 0 0 3.0 | 0.01339]
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[ 0.13445 ]
0.04387
AX =|-0.00764
0.30009
| -0.04150 |

De esta manera la direccibn de mejoramiento en el nuevo dominio

admisible del programa R ;; sera:

1] [ 0.13445] [1.13445]
1| |0.04387 1.04387
x'=x%+Ax =|1/|+|-0.00764 | =| 0.99236
1| | 0.30009 1.30009

1] [-0.04150 | |0.95850

La siguiente grafica muestra la direccion AX, en que mejorara el valor

actual del programa cx

Grafica n ¢ 26: Direccidon de mejora en el programa escalado

Direccion de mejora del programa escalado

Curvas de nivel

Fuente propia
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Pero en este dominio admisible, s6lo se esta interesado en obtener el
gradiente proyectado AX; que permitira ir mejorando el valor del

programa.

En consecuencia se ejecutar la etapa C del algoritmo ; esto hallar xk*!

Etapa C: vuelta al programa original ()"( - x)

(0125 0 0 0 0 [ 0.13445 |
0 035 O 0 0 0.04387
Ax=XKAx=| o 0 250 0 0 -0.00764
0 0 0 0475 0 0.30009

| o 0 0 0 3.10] [-0.04150 |

[ 0.01681 ]
0.01535

AX =|-0.01909
0.14254

| -0.12864 |

[0.125] [ 0.01681 ] [0.50975 |
0.350 0.01535 0.70150
X' = x* +Ax =|2.500 | +|-0.01909 | = 2.06301
0.475 0.14254 3.73825
3.100| |-0.12864 | |0.15500 |

La siguiente gréfica, presenta la direccion de mejora AX
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Grafica n ° 27: Direccion de mejora 292 iteracion

0.9
0.8
0.7
0.6---
0.5
04
0.3F
0.2

0.1

Direccion de mejoramiento

Fuente propia

Caso-2

Considérese nuevamente el programa R 4

Minf(x): - 3x, - 4x,

St -8X, + 10X,
3X, + 6X,
4x, + 4Xx,
X,>0 X, 20

SERe
s 2
< b5

Estandarizando y escalandolo, se tiene el programa R ;:

Min f(x) -0.375X1 -14X2 + 0 Xs
St 1X1 +3.5X2  +2.5Xs
0.375X1 +2.1X2 + 0 X3

05 X1 +14X2 + 0 X3

x1>0 X2>0 X3>0

129

+ 0Xsa + O0Xs

+ 0Xa
-.0.475X4
+ 0Xa
X42>0

+ 0Xs =
+ 0Xs =
+3.1Xs =
X5>0

Lne
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Se sabe que con este escalado el punto x*en el programa original,
queda transformadox"_ e'=(1,. . . ,1) , en el nuevo espacio, que es

una esfera.

De acuerdo a (3.17), el programa escalado R ,, toma laforma R,

Esto es
Minf(x) -0.375X1 -1.4X: + 0 X3 + 0 Xa + 0Xs
St 1X1  +3.5X2 +2.5X3 + 0Xa + OXs = 5
0.375X1  +2.1X2 + 0 Xs -0.475Xs + 0Xs = 2
0.5 X1 +1.4X2 + 0 Xs + 0 X34 +3.1 X5 = 95
(x1-1)2 +(X2-1)2 +(x3-1)> +(x4-1) +(x5-1)% = 1
x1>0 x22>0 x32>0 X420 x5>0

Se verificara que el dominio admisible es efectivamente una esfera de

centro e yradior =1

De las restricciones: primeras, segunda Yy tercera, se tiene

respectivamente
5+ X1-3.5x2 0.375x1 +2.1x2-2 5-0.5x1-0.5x2
Xs=—————, Xa= Y Xs=
25 0.475 3.1

Al sustituir estas variables en la cuarta restriccion:

(x1=12 +(x2-1° +(x3-1)> +(xa-1)* +(x5-1)* =1, ( que es una

hiperesfera)

Se tiene
(x1-1)2 4 (X2 -1)? +(5+X12j53.5X2 )4 ( 0.375)8.;-725.1 X2 -2 1) s
(5—0.5X1-0.5 X2 1) =1

3.1

Ejecutando operaciones simplificadoras, se obtiene la ecuacion de la
elipse
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1.80928 x 2+22.70966 x >+6.00629 X , X ,- 9.62486x , - 51.42561x ,
+29.52523 =0, que es parte constituyente del programa escalado que y

que representa la interseccion de la hiperesfera con los hiperplanos en el
dominio admisible x del programa escalado, que se llamara R5; y que
se reescribe como:

Minf(x)= -0.375x:1 -14x2 + O0Xxs +0Xsa +0xs
S.a.

1.81x 7+ 22.71x 5+ 6.01X ; X o 9.63X - 51.43 + 29.53 = 0 - 51.42561X ,
+29.52523 =0,

1.81x 54 22.71X 2+ 6.01X | X ,-9.63% | - 5142561 ,+20.52523 = 0

x120 x220 x3>0 x420 x50

Seguidamente se tiene la gréfica del dominio admisible del programa R 4

sobre RR?

Grafica n 2 28: Proyeccion de la intercepcion, sobre el plano x1, x2

Proyeccion de la esfera de radio r = 1, que contiene al
programa escalado sobre el espacio (x1, x2)
1.81 %7422 71 y*-9 62 x-51.4256 y+6 x y+29.525 = (
- :
1.2}------ ;’__-'!‘___1: ------------- P g A A -
: ~ :
115}---- Y S EEE R PR ELEL | EL b NEs e RnTE AR -
[ RO PN S .- N J
L Y : N
105}----- v s RO s -
- - e S m — = geeeeeeeeeeeeees 4enmee- T -
= N (1.1) \
095 f---mmmme B Rl sECEEECEE SETS -
A% L ]
0.9f----mmmommme- e e -
0.85 \t\ ------------------------------ "—
DB f--mmmmmmmm e oy *.- ----------------- -_/ ------- -
' gy
- SRS e i e -
07 i L i
0 0.5 1 15 2
X

Fuente propia
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En R3, la grafica de la interseccion de la hiperesfera con los hiperplanos

en el dominio admisible x del programa escalado, es la siguiente:

Grafica n 2 29: Proyeccion de la intercepcion, sobre el plano xi1, x2

—

Interseccion de la esfera unitaria, con los hiperplanos, restrictivos
del programa escalado

R T T

Fuente propia

También se tiene el elipsoide en el dominio admisible del programa R,:

X = X*x
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Grafica n 2 30: Centro de la elipse del programa original

Elipse que tiene como centro la solucio
inicial

0.44

-

0.42

0.28

0.26
0

Fuente propia

También se tiene el elipsoide en el dominio admisible del programa R ,:
x = X*x

Lo que garantiza que dicho punto sea interior, es que p < 1

En la relacion (3.11.1)se mostré como obtener X* P &

Esta forma de elegir AX, para obtener

Es llamado "Meétodo Iterativo de Escalado Afin de Paso Corto"

En el "Esquema de Paso Corto' se puede apreciar que no se calcula a,

p

debido a que la longitud de paso viene dada por la relacién Hfr
c

, la que

conduce hasta la frontera del elipsoide, el término p desempefa un papel

similar al mismo término del algoritmo de paso largo; acorta el paso
realizado, alejandose de la frontera del elipsoide y en el de paso largo de
alguna cara de dominio admisible, definida por x20
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Los elipsoides se adaptan segun el escalado a la forma del dominio

admisible

Obviamente si en ves de permanecer en la frontera del elipsoide, se
continda el avance, hasta alcanzar alguna cara definida por x2 0, tal y
como se realiza en el algoritmo de paso largo; disminuira el valor del

programa

Caso-3
e Toémese nuevamente el P.M.L. del Ejemplo 3.4
Se esta ahora en condicidén de poder exponer las etapas del algoritmo

Considérese nuevamente el programa R 4

Minf(x): - 3x, - 4x,
St -8X, + 10X, < @
3X, + 6X, > T
4X, + 4X, <
X, >0 X, 20

Y su forma estandar correspondiente:

Considérese el programa R 4

Minf(x): - 3x, - 4x,
St -8X, + 10X, < 5
3X, + 6X, > 2 @
4x, + 4X, < 5
X, =20 X, >0
Y du forma estandar correspondiente:
Minf(x)= -2x, - 2Xx, +0x; +0x, +0x,
St -8x, +10x, +1x, +0x, +0x, = 5 @
3x, + 6x, +0x, -1x, +0x, = 2
4x, +4x, +0x, +0x, +1x, = 5

X, 20 x,20 x320 x,20 x;20
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Completamiento de la resolucién, con el método

Se seguiran las etapasa, b yc:

Para el punto inicial k=0. x “= (0.125,0.35,2.5,0.475,3.1) ', que

pertenece al interior de su dominio admisible, se tiene ¢x°® = -1.775.

Témese p=0.95 .

En la primera iteracién del algoritmo, se tiene y= (ADA') 'ADc' =

-0.00305
-0.63176
-0.01339
-0.00305
Asi b'y=[5 ,2, 5]|-0.63176 | =-1.34573
-0.01339

Obteniéndose como

c'x° —b'y| |-1.775-(-1.34573)| 0.429273 _

G brecha) dual = -
ap (brecha) dua 1+‘ctxo‘ 1+|—1.775| 2.775

0.15469

Lo que significa que x *=x ®alin no es 6ptimo, se hallara seguidamente

x1

Se tiene que x'=x’+a AX

Como a =22.89332

[0.125] [ 0.01681 7] [0.50975]
0.350 0.01535 0.70150
x1=x% a A x=[2500|+22.89332|-0.01909 | = | 2.06301
0.475 0.14254 3.73825
3.100 | -0.12864 | | 0.15500 |
[0.50975
0.70150
Con el nuevo punto x ' ={2.06301 |, se tendra la siguiente iteracion
3.73825
0.15500
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Segunda lteracion

[0.50975 0 0 0 0 |
0 070150 0 0 0
X'=| o 0 206301 0 0
0 0 0 373825 0

o0 0 0 0  0.15500 ]

Al aplicar la ecuacion (3.8): ¢'=X% y A=AX?, setendra

-8 10 1 0 O
A=AX"=[{3 6 0 -1 0
4 4 0 0 1
[0.59561 0 0 0 0 |
0 0.64189 0 0 0
0 0 3.34596 0 0
0 0 0 3.63817 0
|0 0 0 0 0.05000 |
-4.07801 7.01499 2.06301 0 0 |
A=| 152925 4.20900 0 -3.73825 0
2.03900 2.80600 0 0 0.15500 |
[0.59561 0 0 0 o |[-3]
0 0.64189 0 0 0 -4
c'=X% = 0 0 3.34596 0 0
0 0 0 3.63817 0
|0 0 0 0 0.05000 | [ 0 |
De esta manera el nuevo programa escalado R 4, sera
Minf(x)= -1.52925X; -2.80600X2  + 0 X3 + 0X4
St 407801 X1 +7.01499X2  +2.06301 X3 +  0Xa
1.52925X1  +4.20900 X2 + 0 X3 -3.73825Xa4
2.03900X1  +2.80600X2  + 0 X3 + 0X4
(X1-1)? +(X2-1) +(X3-1 #(xa-1)?
x1=>0 x2=>0 X3=>0 Xs=>0
+ 0Xs
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+ O0Xs = 5

+ O0Xs = 1

+0.15500X5 = 2

+(X5-1)2 = 1
X5 >0

Se verificara una vez mas, que el dominio admisible es efectivamente una

esfera de centro e yradior =1

De las restricciones: primeras, segunda y tercera, se tiene
respectivamente

5—4.078x: +7.015X> 1.529 X1+ 4.21%2 — 2
X3 = ; Xa = y
2.063 3.738
<. _ 5-2.039x: ~2.806x
= 0.155

Al sustituir estas variables en la cuarta restriccion

(x1=12 +(x2=-1° +(x3-1)°> +(Xa-1)* + (x5 -1)* =1, ( que es una

hiperesfera)

Se tiene

5-4.078x1 +7.015x- )
2.063
1.529 x1+4.21x2 -2 5-2.039x1—2.806x2

—1)? -1)? =1
( 3.738 y 0.155 )

(x1=1)% + (x2-1)% +( 1)? +

Ejecutando operaciones simplificadoras, se nuevo programa escalado R 5

Minf(x)= . 1,52925x: - 2.806 X + 0 X3 +0xs +0Xs

S.a.

178.1254 x +341.55639 x 2+ 463.76822 X , X ,- 820.01822 x ,
-1146.88099 X ,+ 982.44961=0

Xx12>20 x2>0 x3>20 x3>0 x5>0

Seguidamente se tiene la gréfica del dominio admisible de este programa

2
en R
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Grafica n 2 31: Proyeccion de la intercepcion, sobre
el plano x1, x2

Interseccion de la esfera unitaria, con los
hiperplanos, restrictivos del programa escalado

1.25 Y r T r T f

Fuente propia

En Rs, la grafica de la interseccion de la hiperesfera con los hiperplanos

en el dominio admisible x del programa escalado, es la siguiente:
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Grafica n 232: Proyeccion de la intercepcion sobre el plano x1, x2 y
X3

Interseccion de la esfera unitaria, con los
hiperplanos, restrictivos del proarama escalado

———
Fuente propia

También se tiene el elipsoide en el dominio admisible del programa R,:

X=XkX

Grafica n @ 33: Elipse cuyo centro es el avance en la 2da
iteracion

Elipse que tiene como centro la
Nueva solucion

0.75

0.74

0.65

0.6

055 i i ¥ i i i

Fuente propia
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Cuadro n ¢ 1: Contiene todas las iteraciones, que conducen al éptimo

La siguiente grafica muestra la secuencia de puntos

VARIABLES

ITERACIONES X, X, X3 X4 X5

0 0.12500 | 0.35000 | 2.50000 | 0.47500 | 3.10000

1 0.50975 | 0.70150 | 2.06301 | 5.73825 | 0.15500

2 0.41724 | 0.83126 | 0.02527 | 4.23930 | 0.00599

3 0.41767 | 0.83226 | 0.01873 | 4.24655 | 0.00030

4 0.41669 | 0.83326 | 0.00094 | 4.24960 | 0.00023
Fuente propia

F.O. Gap

-1.775000 | 0.15469

-4.33525 | 0.04136

-4.54859 | 0.000627

-4.57.677 | 0.00117

-4.58203 | 0.00023

algoritmo de escalado afin, para llegar a la solucion éptima
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Grafica n 234: Contiene la secuencia de puntos XX, obtenidos al
resolver el programa

Grafica de la secuencia de puntos xk
0_99!)_!9!‘_@9%?!'__EQ_S_Q!‘_’_?!_E"_'__l?_fQQ_r_@_'_‘??________I___________I
; e x” | § Restricciones |
AN @ e < |

- AN T (@) ax+ 6x, 227

o5 AN KNG (3) a1+ o, <6

05 ; 5 __________ X >

0
0 0.2 04 0.6 0.8 1

Fuente propia

5.2. Analisis, interpretacién y discusién de resultados

Como se ha podido apreciar, mediante las ilustraciones que se han
desarrollado, el MAE ha funcionado sin perturbaciones, debido a que
se han seguido escrupulosamente los pasos que este indica; sin
embargo se debe remarcar los peligros de su estabilidad vy
convergencia, cuando una o mas componentes del vector solucion, se
acerca a el o (los) hiperplanos, que forman la frontera del dominio
admisible

También se observa que un criterio de parada, puede ser, cuando el
vector de coeficientes ¢, de la funcién objetivo del programa original, se
ha vuelto ortogonal al subespacio nulo de la matriz A, de coeficientes
del programa; esto es; existen escalares no negativos, contenidos en el
vector y, que combinados con los vectores filas de la matriz A;

expresan el vector ¢
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5.3. Comparacion de resultados

Se debe decir que por ser el caso resuelto ( caso 3:pagina 134); de
pocas variables y pocas restricciones; el tiempo de ejecucion es
bastante pequefo; sin embargo en el libro de Vanderbei; se comenta,
La buena estabilidad del MAE y su mejor eficiencia computacional que

el método Simplex.

CONCLUSIONES RECOMENDACIONES

1.4.1 Objetivo General

e Analizar y difundir el Se ha presentado la forma, como
método de escalado funciona el método de Escalado, los
afin, variante del método | supuestos que demanda, su

de puntos interiores convergencia
1.4.2 Objetivos Especificos

e Describir el método de Se ha presentado la forma como
escalado afin funciona el método, ilustrado cada

L uma de sus etapas
e Comparar la eficiencia

del método de escalado | Se presenta la comparacién de la
afin con la del método eficiéncia computacional com rl
simplex método Simplex

Se presenta uma  aplicacion
completa del método. Caso 3:

pagina 134
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Anexos
1.
Grafica - 28
%PROGRAMA (MATLAB).Grafica la ecuacion formada por la
interseccion de la esfera y los hiperplanos, en el espacio
escalado
clear all; clc;
hL=ezplot('1.81*x"2+22.71*y"2-9.62*x-~
51.4256*y+6*x*y+29.525")
set(hL,'Color','b’,'LineStyle’,'--','linewidth’,5);
grid on
axis([0 2 0.7 1.25])

2.

Grafica - 29

clear all;clc;j=0;
coefxc=1.81;coefyc=22.71;coefxy=6;coefx=-9.625;coefy=-
51.4256;indep=29.525;

x(1) =.125; x(2) =.35;x(3) =2.5;x(4) =.475;x(5) =3.1;
a1=0.125;a2=0.35;a3=2.5;a4=.475;a5=3.1

for i=1:5;xk(i,i) =x(i);end

for i=1:90000

x=2"rand;y=2*rand;
z=coefxc*x.A2+coefyc*y.A2+coefx*x+coefy*y+coefxy*x*y+inde
P;

if abs(z) <=0.02

i=i+1;C(1,))=x;C(2,))=y;
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C(3,j)=(5+8"a1*x-10*a2*y)/a3;C(4,j)=(3*al1*x+6*a2*y-
2)/a4;C(5,j)=(5-4*a1*x-4*a2*y)/ab5;

end

end

D=xk*C;

plot(D(1,:),D(2,:),' *b",'linewidth’,3)

grid on

3.

Grafica — 30

clear all;clc;j=0;
coefxc=178.125;coefyc=341.5564;coefxy=463.768;coefx=-
820.018;coefy=-1146.881;indep=982.4496;

x(1) =.50975; x(2) =.7015;x(3) =2.063;x(4) =3.7383;x(5) =.155;
a1=0.50975;a2=0.7015;a3=2.063;a4=3.7383;a5=.155

for i=1:5;xk(i,i) =x(i);end

for i=1:900000

x=2*rand;y=2*rand;
z=coefxc*x.A2+coefyc*y.A2+coefx*x+coefy*y+coefxy*x*y+inde
P;

if abs(z) <=0.02

i=i+1;C(1,))=x;C(2,))=y;
C(3,j)=(5+8*a1*x-10*a2"y)/a3;C(4,j)=(3*al1*x+6*a2"y-
2)/a4;C(5,j)=(5-4*a1*x-4*a2*y)/ab5;

end

end

D=xk*C;

plot(D(1,:),D(2,:),' *b",'linewidth’,3)

grid on
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4.

Grafica — 31

clear all;clc;j=0;
coefxc=178.125;coefyc=341.5564;coefxy=463.768;coefx=-
820.018;coefy=-1146.881;indep=982.4496;

x(1) =.50975; x(2) =.7015;x(3) =2.063;x(4) =3.7383;x(5) =.155;
a1=0.50975;a2=0.7015;a3=2.063;a4=3.7383;a5=.155

for i=1:5;xk(i,i) =x(i);end

for i=1:900000

x=2*rand;y=2*rand;
z=coefxc*x.A2+coefyc*y.A2+coefx*x+coefy*y+coefxy*x*y+inde
P;

if abs(z) <=0.02

i=i+1;C(1,))=x;C(2,))=y;
C(3,j)=(5+8"a1*x-10*a2*y)/a3;C(4,j)=(3*al1*x+6*a2*y-
2)/a4;C(5,j)=(5-4*a1*x-4*a2*y)/a5;

end

end

plot(C(1,:),C(2,:),’ *b','linewidth’,3)

grid on
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5.

Grafica — 32

clear all;clc;j=0;
coefxc=178.125;coefyc=341.5564;coefxy=463.768;coefx=-
820.018;coefy=-1146.881;indep=982.4496;

x(1) =.50975; x(2) =.7015;x(3) =2.063;x(4) =3.7383;x(5) =.155;
a1=0.50975;a2=0.7015;a3=2.063;a4=3.7383;a5=.155

for i=1:5;xk(i,i) =x(i);end

for i=1:900000

x=2*rand;y=2*rand;
z=coefxc*x.A2+coefyc*y.A2+coefx*x+coefy*y+coefxy*x*y+inde
P;

if abs(z) <=0.02

i=i+1;C(1,))=x;C(2,j)=y;
C(3,j)=(5+8*a1*x-10*a2"y)/a3;C(4,j)=(3*al1*x+6*a2"y-
2)/a4;C(5,j)=(5-4*a1*x-4*a2*y)/a5;

end

end

plot(C(1,:),C(2,:),' *b",'linewidth’,3)

grid on

6.

Grafica - 33

clear all;clc;j=0;
coefxc=178.125;coefyc=341.5564;coefxy=463.768;coefx=-
820.018;coefy=-1146.881;indep=982.4496;

x(1) =.50975; x(2) =.7015;x(3) =2.063;x(4) =3.7383;x(5) =.155;
a1=0.50975;a2=0.7015;a3=2.063;a4=3.7383;a5=.155
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for i=1:5;xk(i,i) =x(i);end

for i=1:900000

x=2*rand;y=2*rand;
z=coefxc*x.A2+coefyc*y.A2+coefx*x+coefy*y+coefxy*x*y+inde
P;

if abs(z) <=0.02

i=i+1;C(1,))=x;C(2,))=y;
C(3,j)=(5+8"a1*x-10*a2*y)/a3;C(4,j)=(3*al1*x+6*a2*y-
2)/a4;C(5,j)=(5-4*a1*x-4*a2*y)/a5;

end

end

D=xk*C;

plot(D(1,:),D(2,:),’ *b','linewidth’,3)

grid on

7. Este programa resuelve, el programa 3, pagina 134
clear all;clc;
c=[-3-4000];A=[-810100;360-10;4400 1];b=[52
5];At=A’;

sol=zeros(5,7); xk=[ .125;.35;2.5;.475;3.1];

%anillo final subindice ii

for ii=1:5;xkf=xk’;

for 11=1:5;sol(ii,|l)=xkf(ll);end;sol(ii,6)=c*xk;fo=c*xk;

for i=1:5;XK(i,i)=xk(i);end
D=XK*XK;AD=A*D;ADAt=AD*At;ADc=AD*c';ADAtinv=inv(ADA
t);

y=ADAtinv*ADc;z=c'-At*y;ga=b"y;

Deltax=-
D*z;Deltasomb=inv(XK)*Deltax;coc=Deltax;coc=Deltax;
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%muy bien

%Determinacion de longitud de paso
j=0;for i=1:5;

if Deltax(i)<0
j=j+1;coc(j)=-xk(i)/Deltax(i);

end

end

min=100;for i=1:j;

if coc(i)<min

min =coc(i);

end

end
alfa=.95*min;Alfadelta=alfa*Deltax;
gap=abs(ga-fo)/(1+abs(fo));sol(ii,7)=gap;
xk =xk+Alfadelta;

end

sol
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