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RESUMEN

Estabilidad Lineal del Sistema de Timoshenko

Félix Gregorio Pariona Vilca
Abril, 2015

Asesor . Dra. Maria N. Zegarra Garay.
Titulo Obtenido : Magister en Matematicas.

En el presente trabajo, se estudia el problema de la estabilidad lineal para un sistema
de Timoshenko. Este problema consiste en mostrar que el tipo de un semigrupo es igual
a la cota superior del espectro asociado. Esta propiedad no se verifica en general para
todo semigrupo, como es de conocimiento en las bibliografias especializadas. Esta es una
propiedad que siempre es valida en espacios de dimension finita. En dimensién infinita, el
problema en general es un problema abierto. Esto es, se desconocen las propiedades que
debe satisfacer un semigrupo para que la estabilidad lineal se verifique. En este trabajo
se demuestra que esta propiedad es valida para el sistema de Timoshenko con disipacion
friccional, independientemente de las condiciones de frontera en las que el sistema esté

subordinado. Este resultado, generaliza el resultado de Racke y Rivera.
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Semigrupos.

Espacios de Sobolev.
Problema de Cauchy.
Estabilidad Polinomial.
Estabilidad Lineal.
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ABSTRACT

Linear stability to Timoshenko system

Pariona, Felix
December, 2014

Adviser . Dra. Maria Zegarra Garay.
Obtained Title : Master in Mathematics.

In this thesis we stude the linear stability of the Timoshenko system. This problem
consist in to show that the type of the semigroup is equals to the upper bound of the
spectrum of the infinitesimal generator. This property is not true in general as was
showed by Pazy and in differents international papers. This property is always valid in
finite dimensional spaces. In infinite dimensional spaces this problem is open. That is to
say it is not known the necessary and sufficient condition that a semigroup must verify in
order to get the linear staibility. In this thesis we will show that the linear stability holds
to Timoshenko system with fricctional dissipation, no matter the boundary condition the

system verifies. This result improve the result obtained by Racke and Rivera.

Keywords:

Semigroups.
Sobolev Spaces.
Cauchy Problem.
Polinomial Stability.
Linear Stability.
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Capitulo 1

Introduccion

En el presente trabajo se estudia las propiedades estabilizadoras del modelo de Vigas
de Timoshenko. Este modelo es muy importante porque sustituye al modelo de Vigas
de Euler Bernoulli, el cual es un modelo de vigas de cuarto orden. Ademads de la clara
dificultad de ser de cuarto orden, la velocidad de propagacion de las ondas dispersivas son
infinitas, constituyendo esto, una deficiencia en el modelo.

Esto es claro, pues en la ecuacion lineal de Schrodinger
Ut — OUggge = 0

la parte real o la parte imaginaria verifica la ecuacién de placas de Euler-Bernoulli, por
lo tanto la ecuaciéon de Euler-Bernoulli tiene velocidad de dispersién infinita.

Si bien es cierto este resultado posteriormente encontré asidero véalido en la mecanica
cuantica. Esta ecuacién de placas de Euler-Bernoulli también no se encuadraba en la clasi-
ficacion de las ecuaciones diferenciales parciales, esto es, no es parabdlica, hiperbdlica ni
eliptica, por estas caracteristicas del modelo, el ingeniero ucraniano Stephen Timoshenko
(1878) buscando encontrar un modelo coherente con la fisica de cuerpos eldsticos present6
una opcién para el modelo de Euler-Bernoulli consistente en un sistema de segundo orden
en el cual, ya las oscilaciones se caracterizan por no ser tan rapidas, esto es, la velocidad
de propagacion de ondas no es infinita. También con este resultado se hizo viable un
tratamiento numérico pues disminuyéndose a un sistema de segundo orden ya se permitia
realizar aproximaciones adecuadas. En resumen, el modelo de Timoshenko es un modelo

hiperbdlico cuyas propiedades describen de mejor forma las oscilaciones de una viga.



El modelo de Timoshenko a ser estudiado es el siguiente:

prow = k(x + ). = 0, (1.1)
ptht - b¢xm + k(@x + w) + dwt =0

El sistema de Timoshenko como estudiado en las referencias [2] y [29]. Las condiciones

de frontera para t > 0 son dadas por

@(Ovt) = @(Iﬁt) = %(Qt) = %(Lat) =0. (13)

Adicionalmente se tiene las condiciones iniciales,

QD(,O) = %o 7§0t('70) = ¥1, 77Z)(70) = 1/}07 wt(70> - 77Z)1 en (07L) (14>

Se considera pq, po, k, d y b constantes positivas.

1.1 Modelo de Timoshenko

El sistema de Timoshenko esta formado por el siguiente conjunto de ecuaciones diferen-

ciales parciales que modelan el movimiento de la viga:

pApy = Sy + Iy

donde S y M representan la tension de corte y el momento flector, los cuales son descritos
por las siguientes relaciones de tension-estiramiento para el comportamiento elastico de

la viga

M = EIy,
S = kAG(ps — 1) (1.6)



Flexion de una viga simplemente apoyada

Tension de corte en una viga vertical

Tension de corte en una viga horizontal

Elemento somerido a cortante.



La variables ¢ y 1 representan los desplazamientos tranversales y desviacién angular
respectivamente. Ademds, p denota la densidad de masa del material que compone la viga,
E el médulo de elasticidad, G el médulo de corte, A es el area de la seccién transversal e [
es el momento de inercia de la seccion transversal de la viga. Se asume una viga uniforme

y todas las constantes anteriores positivas.

Acoplando las ecuaciones (1.5)—(1.6) para una viga de longitud L, el modelo de Timo-

shenko para (z,t) €0, L] x ]0, oo| puede ser escrito como

prow — k(e +¥)s = B
p2¢tt - bq/}a:w + /{(SO.Z‘ + ¢) - F2 (17)

donde p; = pA, po = pl, Kk = k'GA, b= FEI y k' es el factor de correccién de corte.

Diversos trabajos han estudiado la estabilidad del sistema de Timoshenko. Tal es el
caso de Raposo et al., [23] quienes usaron condiciones de frontera de tipo Dirichlet para
demostrar que existe decaimiento de tipo exponencial para la solucién del sistema (1.7)
con dos amortiguamientos débiles o disipaciones friccionales en dos de las componentes

del movimiento de la viga:

prow — k(e + )+ = 0
ptht - bqu]:c:r: + I{(QOI + @ZJ) + wt =0

Soufyane y Wehbe [28] mostraron la estabilidad uniforme del sistema (1.7), usando
condiciones de frontera de tipo Dirichlet y una tnica retroalimentacion localmente dis-

tribuida, especificamente, ellos consideraron el modelo

prow — K(pz + 1), = 0
prtt - wa:r + K(pr + w) + hwt =0

donde h es una funcién continua y positiva que satisface

0<hy<h(z), Y€ lag,a] C][0,L]



De manera similar, Alabau [1] consider6 el sistema

p1@w — K(e + 1) = 0

donde a(;) es el término de amortiguamiento y « es una funcion real no lineal y mondtona
creciente. Se usé condiciones de frontera de tipo Neumann para demostrar que el sistema
(1.8) es exponencialmente estable sélo si, las velocidades de propagacién de las ondas del
modelo son las mismas. Ademas, se usé condiciones de frontera de tipo Dirichlet para es-
tablecer que el sistema es polinomialmente estable cuando las velocidades de propagacion
son diferentes.

Trabajos similares fueron realizados por Messaoudi y Mustafa [19]. Kim y Renardy
8] estabilizaron el sistema (1.7) ejerciendo control sobre la frontera, al igual que Bassam

et al., [3] lo logré de manera indirecta.

Ammar-Khodja et al. [2], estudiaron el modelo de Timoshenko con memoria descrito

por el sistema

prpy — K(px + 1) = 0

donde la convolucién usual de funciones

t
g * Uy, t) = /g(t — $)Wpe(x, 8)ds
0
representa el efecto memoria de la funcién real g de clase C?. Ellos usaron técnicas
multiplicativas para demostrar que el sistema es uniformemente estable si y sélo si las
velocidades de propagacién son las mismas.
Ferndndez Sare y Mufloz Rivera [16] consideraron el modelo con memoria dado por el

sistema de ecuaciones

prow — k(ee+ ) = 0

o

Py — bibyy + /g(s)@bm(x,t —s)ds+k(p+v¢) = 0 (1.10)
0



y las siguientes hipotesis para el nicleo de g
9(t) > 0; Jko, ki ko > 01 —kog(t) < g'(t) < —kig(t); 19" ()] < kag(t), V£ > 0

Ellos demostraron que la disipacion producida por el término que genera el efecto
memoria es muy fuerte, y que por ende la solucién de (1.10) va exponencialmente hacia
cero si y so6lo si las velocidades de propagacion de las ondas son iguales. Mostraron
ademas que el sistema es polinomialmente estable si estas velocidades difieren. Por su
parte, Messaoudi y Said-Houari [11] estudiaron el sistema (1.10) con las condiciones de

frontera

(p(o,t) = 90(1’75) = ¢(O’t) = ¢(17t) =0,t>0

3

y para una constante positiva ko y 1 < p < 3,

consideraron las siguientes hipotesis para

g,
g(t) >0 y g'(t) < —kog"(t)

De esta forma, Messaoudi y Said-Houari mostraron que si

po_p
K b

entonces la energia asociada al sistema (1.10) decae exponencialmente si p = 1 y polino-

mialmente si p > 1.

Por otra parte, la temperatura también ha jugado un papel importante en la esta-
bilizacién de modelos evolutivos. Munoz Rivera y Racke [17] consideraron el siguiente

sistema de Timoshenko no lineal

P1Ptt — 0—(90:107 w)x =0
P?ﬁt - kex:r + 7¢tm =0

donde 6 es un mecanismo disipativo cuyo efecto amortiguador se debe a la conduccién del
calor presente en la ecuaciéon del angulo de rotacién. Ellos probaron que bajo la igualdad

de las velocidades de propagacion, el sistema (1.11) es exponencialmente estable. A su

6



vez, Messaoudi, Said-Houari y Mustafa [18, 12|, complementaron el trabajo realizado en
[15] y establecieron diferentes tipos de decaimiento para el sistema de Timoshenko con

termoelasticidad del III tipo, a saber:

prpw — k(ps + ), = 0
patby — bae + K(pr + ) + B0, = 0 (1.12)
p3‘9tt - (Semc + 7¢ttm - ketxm = 0

Grobbelaar [7] estudié un modelo hibrido eldstico consistente en una viga de Ti-
moshenko y una carga ubicada en el extremo libre de la viga. Dicha carga se conoce
comunmente como Tip Body la que consiste en un cuerpo rigido relleno parcialmente con
algiin material granular que genera una disipaciéon mecanica de la energia. De este modo,

el sistema estudiado por Grobbelaar es el siguiente

P11 — K(Pe + ) = 0
p2wtt - waz + 5(901 + w) = 0 (113>

con las condiciones de Dirichlet en el extremo izquierdo de la viga (z = 0) y con las

siguientes condiciones de contorno en el extremo derecho

mcptt(LJ)"‘/fO(Pt(Lvt)+H(§0x(L>t)+¢(L7t)) =0
Ltbu(L,t) + kb (L, t) + b (L, 1) = 0 (1.14)

donde (1.14) representa las ecuaciones del movimiento del tip gobernadas por las Leyes
de Newton. Ademds, m e I, representan la masa y el momento de inercia del Tip,
respectivamente, kg y k1 denotan los coeficientes de amortiguamiento en cada una de las
componentes del movimiento de la viga.

De este modo, Grobbelaar prueba que el sistema (1.13)—(1.14) es uniformemente es-
table cuando la fuerza de control que actia sobre el sistema es aplicada en el punto de
contacto entre el Tip y la viga. Sin embargo, en dicho trabajo se obtiene que la esta-
bilizacion alcanzada es débil y esta sujeta a los datos de frontera iniciales en el extremo

libre de la viga.



De manera similar, Zietsman [30] consideré un sistema hibrido con tip y utilizé el
método de elementos finitos para mostrar que el amortiguamiento ubicado en la frontera

no es suficiente para lograr la estabilizacién exponencial.

1.2 La Energia del Sistema

La energia asociada al sistema (1.1) y (1.2) es dada por

1 L
B() =5 [ orle + palthf + blis + 0P + o da (1.15)
0

A seguir verifiquemos esto.
Considerando el multiplicador de primer orden, ¢, ¥ en (1.1) y (1.2) respectivamente

e integrando sobre [0, L], esto es,

L L
/ ,01<Ptt<Ptd$—/ k(ps + ) pprde = 0
0 0

L L L L
tt td - baca: td k T td dt td =0
/Opzwwx/0¢wx+/o (s0+¢)¢m+/0 yibyde

luego integrando por partes adecuadamente,

1d [
2dt J,

L
palin P — (b JE + /0 b sbmed + /0

L
prlouPdi — [k(pe + )ik + / k(s + O)pmda = 0
0

1d L L

L
2dt k(sox+w)z/»tda:+/ |ty Pdz = 0
2dt J, O

sumando estas dos expresiones y de las condiciones de frontera se tiene

d1 [* ’
pn 5/ (o1l + ol + Kl (pr + ¥)|* + blepe[*]dx = —/ dlvn|*dx
0 0

J

=E(t)

Portanto,

d

L
_ 2
CB(1) = —d / ? de



Sid = 0 entonces (1.1) y (1.2) es un sistema hiperbélico para el cual la energia se conserva y
por lo tanto permanece constante, esto es debido a la ausencia de un mecanismo disipativo.
En efecto,

d

Bl =0 = EB(t) = B().

Por otra parte, Soufyane [29] demostré para las condiciones de frontera: ¢ = ¢ = 0y
cuando d = d(z) > 0, que el sistema es exponencialmente estable si y solamente si, es

valida la siguiente identidad,
pr_ P2
E b
Esto es, las velocidades de propagacién asociadas a las ecuaciones (1.1) y (1.2), respecti-

(1.16)

vamente, son iguales.
Un tipo mas débil de disipacion es dada cuando la hipotesis de disipacién friccional
es cambiada por un mecanismo de memoria del material. Matematicamente esto significa

cambiar el término fricional di; por la convolucién

t
/g(t - S)dﬁ‘az(& :L‘)dS
0
Para nucleos g del tipo exponencial, la solucién del correspondiente modelo de Timoshenko
decae exponencialmente si y solo si, las velocidades de propagacion son iguales, esto es,
si y solo si se verifica (1.16).

Adicionalmente a la caracterizacién del decaimiento exponencial, se mostrara que
cuando no existe decaimiento exponencial, esto es cuando (1.16) no es vélido, el co-
rrespondiente semigrupo no es exponencialmente estable, se mostrard que la solucion
decae polinomialmente.

Esto significa que la disipacion a pesar de estar actuando en una de las ecuaciones es
fuerte lo suficiente para que la solucién decaiga polinomialmente para cero como 1/t.

Se usaran métodos espectrales para mostrar la caracterizacién del decaimiento expo-
nencial, encuanto que para mostrar el decaimiento polinomial, se usard el método de la
energia.

En cuanto a la distribucién del trabajo, este ha sido dividido en 7 capitulos, los

primeros constan de la teoria necesaria que se aplicara en el decorrer del mismo, en el



capitulo 3 se estudia la existencia y unicidad del modelo, usando la teoria de semigrupos
(teorema 3.1.2) en el contexto de los espacios de Sobolev.

En el capitulo 4 se hace un estudio de la disipacion total usando el método de la
energia y un estudio de la disipacién parcial por el método de semigrupos y se concluye
que el sistema de Timoshenko estudiado es exponencialmente estable si y solamente si las
velocidades de propagacién son iguales.

En el capitulo 5, se hace un estudio del decaimiento de la energia llegando a mostrar
estabilidad de tipo polinomial.

En el capitulo 6, se estudia la estabilidad lineal del sistema de Timoshenko usando
el Teorema de Renardy 6.0.2 llegando a mostrar que el tipo del semigrupo es igual a la
cota superior del espectro (Principio de Estabilidad Lineal). Finalmente en el capitulo 7

se mencionan las conclusiones del trabajo.

10



Capitulo 2

Preliminares

En este capitulo se presentaran resultados que seran de utilidad para demostrar la
existencia y unicidad del problema de estabilidad de materiales parcialmente viscosos en
estudio, por el método de la teoria de semigrupos asociado al sistema planteado. En este

capitulo E denotara un espacio de Banach.

2.1 Semigrupos

Definicién 2.1.1. Sea L (E) un dlgebra de operadores lineales acotados de E. Decimos

que S : RT — L (E) es un semigrupo de operadores lineales acotados de E si :

(1) S(0) =1, donde I es el operador identidad de E

(i) S(s)oS(t)=S(s+t) Vt;s € R
Se dice que el semigrupo S es de clase Cy si ademds cumple,

(i13) lim S(t)z =z ;Vex € E

t—0t

Esto es, el semigrupo es continuo en ¢t = 0. Usando esto se verifica que el semigrupo
debe ser continuo en toda la semirrecta R*.

En efecto

Seatye Rtz e I

hlﬂ%h S(to+h)x= hlf& S (to) S (h)x =S (tp) lim S (h)x =S (ty) x

h—0t
Es decir,
t— S (t)w e C([0;+00), E)

11



Definicién 2.1.2.

oS-z d
Az = t1_1>%1+ — = ES(t)x\tzo, Vr e D(A)
D(A) = {:Jc Sy h%ﬁ w, existe en E}
t—

donde A define el generador infinitesimal del semigrupo S (¢). De la definicién anterior se

puede reescribir el dominio del operador como

D(A)={xe€FE |/ Az € E}
algunas veces se denotard a S (t) por e,
En resumen, dado un semigrupo es simple encontrar su generador, es suficiente evaluar

el limite de la definicién de generador infinitesimal. El problema inverso es mas complicado

y se resuelve usando el teorema de Hille-Yosida, que se estudiara mas adelante.

Definicién 2.1.3. Un semigrupo S (t) de operadores lineales es acotado, si (i) ||S (t)|| <

M, ¥t >0 St M =1, decimos que S (t) es un semigrupo de contracciones.

t es uniformemente continuo si, y sélo si, A es acotado.

Teorema 2.1.1. Un semigrupo e*
Demostracién:  Ver [17] en las referencias bibliograficas. N

Teorema 2.1.2. Sea A el generador infinitesimal de un semigrupo de operadores entonces

A conmuta con S, esto es, siw € D (A) entonces
Stiwe D(A), S{t)Aw=AS(t)w,Vt e R".
Demostracién:  Ver [17] en las referencias bibliograficas. |

Definicién 2.1.4. Sea H un espacio de Hilbert. Un operador lineal A : H — H es
disipativo si
Re (Aw,w) <0, VYwe D(A).

Teorema 2.1.3. Si H es un espacio de Hilbert y A : H — H operador disipativo; entonces

(A = A) x| > M[z]|, YA >0,Vze D(A).

Demostracién:  Ver [17] en las referencias bibliogréficas. N
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2.2 Teorema de Lummer Phillips

Antes de enunciar el teorema de Lummer Phillips, se consideran las siguientes definiciones.

Definicién 2.2.1. Sea X un espacio de Hilbert y T : D(T) C X — X un operador

lineal; no necesariamente acotado en X, el conjunto resolvente p (T) de T se define como
p(T):={XxeC / (M —T) es invertible y (A — T)~' es un operador acotado en X}

El operador lineal acotado R(\;T) := (\[ —T) " con X € p(T), se llama Resolvente de
T.

Se define también
o(T)=C \p(T) se llama Espectro de T

Observacion 2.2.1. Todo operador T acotado o no, conmuta con su operador resolvente.

Demostracion:

AN =T)7! (/\] YA\ —T)7"
AM-=T)"'"T— M =T)MN=T)""
MM -T)" =N -T)N -T)"

T\ -T)"

=M -=T)"'" N =W\ -T)""\=T)
=M =T)"" (M= (\[=T))
=M -T)"'T

’ﬂ

Teorema 2.2.1. Sea X un espacio de Banach y A: D (A) C X — X un operador lineal,
D (A) un subespacio de X y S(t) el semigrupo generado por A. Entonces:

}LIH(I)—fH_h s)xds =S (t)x , Vr e X
fo s)axds € D (A) , Yz € D(A)
(¢) Yz € D(A), tenemos

StyzreD(A) y AS{H)x=S((t)Az=—=S(t)z
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(d) Va € D(A), tenemos
S(t)a— S (s)a = /:AS(h)xdh _ /:S(h)Axdh
(e) Va € X, tenemos
/OtS(h)xdh eDMA) y SHr—=-— A/OtS(h):cdh

Demostracién:  Ver [24] en las referencias bibliograficas. N

Teorema 2.2.2. Sea H un espacio de Hilbert y A un generador infinitesimal del semigrupo

S (t) = e, Entonces S (t) es de contracciones si, y solo si A es disipativo.

Demostracién:
(=)

Supongamos que S (t) es un semigrupo de contracciones, entonces [|.S (t)|| < 1.

(S () w,w) < [|(S () w,w)ll < IS O l[w]|* < [Jw]

es decir
(S () w,w) — w|* <0
Ademas
(S (t)w - wvw)H = (S (t) wuw)H - (waw)H
= (S(t)w,w)y — |Jwllz <0
(S(t)w—w,w), <0.
Entonces

Por lo tanto A es disipativo.
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(<)
Sea U =S (t)w; we D(A)

Por el Teorema 2.2.3, tenemos

U=AS(t)w, U(0)=w

entonces U, = AU
{ U0)=w
pero (U;,U) = (AU, U).
Ademas
% (U (1)U () =2 (U, (1) U (1))
1d 2
57 U@ = (U, U) = (AU, U)

Como A es disipativo, entonces (AU, U) < 0.
Luego p
—lU@®|*<0
Lo @P <

[ =10 @ -wor <o

lT @I < U (0"
15 (#) wi| < Jwl]
sup [|S'(t)wll < sup [[w]| , Vw € D(A)

[[w][=1 [[w][=1

15 @ gy < 1.

Luego S (t) es de contracciones. [

Teorema 2.2.3. Sea A un generador infinitesimal del semigrupo S (t) de clase Cy. En-

tonces A es cerrado y D (A) = X.

Demostracién:  Ver [16] en las referencias bibliogréficas. |
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Observacion 2.2.2. Un operador A es generador infinitesimal de solamente un semi-
grupo.
Demostracion:

Supongamos A es generador infinitesimal de S (t) y Ss () semigrupos ambos de clase
Cy. Definimos para todo = € D(A):

o(s) = S1(t — s)S2(s)x para s <t

Derivando,

%is) = =S1(t — 5)ASs(s)x + Si(t — 5)ASa(s)x =0

Esto es, ¢(s) es constante Vs > 0 luego ¢(t) = ¢(0), entonces Sy(t)z = Si(t)x , en D(A) .

Por la densidad D (A) = X, concluimos:
Sg = Sl en X. [ |

Lema 2.2.1. En las condiciones del teorema Hille-Yosida se cumple lo siguiente,

lim AR(\;A)w=w, YweX

A—00

Demostracién: Seaw € D (A) y R(\A) = (M — A)~!
M —-—A)RNA) =1
Entonces

R(MA)Aw=AR(NA)w—w
AR (A A)w —wl| = [|[R (X A) Aw]|
<[ R A)|| [ Aw]
< 1 ll4w]

Por la cerradura de A, entonces existe lim ||Aw||.
A—00

Tomando limite

lim [[AR(MA)w —w| =0
A—00
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Observacion 2.2.3. Sea Ay := AR (X A) A, las llamadas aproximaciones de Yosida;

(A)) es una sucesion de operadores continuos y ademds Ay — A.

Ay=AR()\A)A
=NR(\A) =M

como R (X, A) es continuo, entonces Ay es continuo.

Teorema 2.2.4. (Hille- Yosida) Sea X un espacio de Hilbert y A un operador lineal no

limitado es generador infinitesimal de un semigrupo Cy de contracciones, si y solo si

(1) A es denso en X y A cerrado.

(it) El conjunto resolvente p (A) de A contiene a RT y para todo X\ > 0, se cumple

1
M —-A)7 <<
Jor - a7 < |
Demostracién:  Ver [17] Teorema 2.7.2. |

Adems3s

|Ayw — Awl| = ||\RAw — Aw||

Por el lema 2.2.1, tenemos

lim Ayw = Aw, VYw € D (A)

A—00

Por hipétesis, D (A) = X, entonces

lim Ayw = Aw, Ywe X

A—00

luego, existe una sucesion de operadores continuos A, que aproximan a A no continuo.

Teorema 2.2.5. (Teorema de Lummer Phillips) Sea X un espacio de Banach o Hilbert

y A un operador lineal con D (A) = X. Entonces,

(1) Si A es disipativo y existe un Ao > 0 tal que Im (Mgl — A) = X, entonces A es

generador infinitesimal de un semigrupo Cy de contracciones.
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(1) Si A es el generador infinitesimal de un semigrupo Cy de contracciones sobre X,

entonces Im (A — A) = X para todo X > 0 y A disipativo.

Demostracién: Sea A = {\ € R" / Im (A — A) = X} probaremos que A es abierto
y cerrado.

En efecto

e A es un conjunto abierto

Sea A € A, como A es disipativo, entonces (A — A) es inyectiva pues,
II(AL — A)x|| > A|z||, A es disipativo

r =0, luego (A — A) es inyectiva.
Por definicién de A, (A — A) es sobreyectiva.

Luego
(M — A) es biyeccién.

Entonces

(M — A)™" es lineal y continuo
pues todo operador disipativo es cerrado, entonces A es cerrado.

Pero

p(A)={reC/ M -A)" LX)}
Como A C p(A),e>0,B.(\) Cp(A)
entonces B, (A) NRT C A.

Luego A es abierto relativo en R*.

e A es un conjunto cerrado.

Sea A un punto de acumulacién de A, entonces I\, € A/A, — A
Mostraremos que A € A . Sea y € X, entonces Jz,, € D(A) tal que

Ay — Axy =y (*)
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Como A es disipativo:
1yl = Az = Azpull = Ay [l

entonces
1
ol < = llgll < €
"

e Veamos que (x,),>1 es de Cauchy.

De (%)

ATy — Az =y, Vi
A, — Ar, =y

Entonces

Ay — Az = Mz, — Az, =y
Ay = Az, + Nz, — Az,
Como A es disipativo:
Mz, =zl < [N (20 —2) = Az, — 2,)
= ||\ — Az — Az, + Az |
= ||\ — Az, — Nz, + Az, — Az, + Az, ||

= [lzu[| [Ax = A
=CA\ = M|

Como A, es convergente, entonces (A,) es de Cauchy y también A, es limitado.

Entonces

[z =) =0

Por lo tanto, (x,) es de Cauchy.

e Veamos que \z — Ax =y

Tenemos A, — A cuando 4 — oo, x, — x , para algin x.
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Ademas

lim Az, = lim (\,z, —y) = Az —y

U—>00 HU—>00
entonces

At —y =z, donde z = lim Az,
U—00

como A es cerrado, entonces z = Ax

Ar —y = Ax
esto es

NM—-A)zx=y
Pero (A — A) es sobreyectiva, entonces A € A.

Entonces

{todos sus puntos de acumulacién} C A

A es cerrado relativo a RT, i.e., ANRT es cerrado.
Luego A =R*

Como A es disipativo, se cumple: |[Ax — Azx| > ||zl
pero y = (A — A) z, entonces z = (A — A) " y.

entonces

lyll = A [[(AT = A4) " ]|

tomando sup tenemos:
lyll<1

IO =47 <

> =

Luego
R(NA) e L(X)

En las hipétesis de Hille-Yosida, se tiene que A es generador infinitesimal de un

semigrupo de clase C de contracciones.
|

Proposicao 2.2.1. Sea S : X — X un operador lineal y continuo con inversa continua.

Sea B € L(z) tal que ||B]|| < ﬁ Entonces S + B es lineal, continuo e inversible.
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Teorema 2.2.6. Sea X wun espacio de Banach y A un operador lineal (no acotado),
disipativo y con dominio denso en X. Si0 € p(A) entonces A es el generador infinitesimal

de un semigrupo Cy de contracciones .

Demostracién:  Ver [17] Teorema 2.12.3. |

Definicién 2.2.2. Sea A um operador definido sobre un espacio de Hilbert H.
A:D(A)cH — H
Diremos que A* es el operador adjunto de A si
(Au,v) = (u, A*v), Yu € D(A)

donde
DA ={ve H;, Jwe H; (Au,v) = (u,w)}

Definicién 2.2.3. Diremos que um operador es normal si este operador conmuta con su

adjunto.

Teorema 2.2.7. Todo operador normal es generador infinitesimal de um semigrupo de

contracciones

2.3 Autovalores de A y T(t)

En los espacios de dimension finita es siempre valido
e?Wt = 5(T(t)) (2.1)

Contrariamente en los espacios de dimension infinita esto no se verifica y en general sélo

tenemos
"Wt o(T(1)) (2.2)

valido para todo espacio de Banach.

Lema 2.3.1. Sea A el generador infinitesimal de un semigrupo Cy denotado por
T(t) = e, entonces la desigualdad (2.2) es vdlida.
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Demostracion:  Denotemos por
t
By(t)z :/ AT (5)z ds.
0
Note que

d t t
pm / AT () ds = T(t)x + )x/ AT (s)z ds
0 0

— Tt + ABy(t)a. (2.3)

Por otro lado, para
t
By(t)x = / T (t— 8)x ds
0

derivando en relacién a t para z € D(A) y usando las propiedades de semigrupos tenemos

d t

t
— | MT(t—s)xds = eMo+ / eMT(t — s) Az ds

t
= eMa+ A/ eMT(t — s)x ds
0

= Mo+ A/t MIT(s)x ds
= eMx 4 ABi(t)x (2.4)
de las identidades (2.3) y (2.4), se tiene
T(t)x + ABx(t)x = eMa + ABy(t)x.

luego
(M — A)By(t)x = Mz — T(t).

Finalmente, si e’ € o(T'(t)), encontramos
(e — T ()Y (M — A)Ba(t)z = a.
Como estos operadores conmutan, se tiene que A € g(A), esto es,
MeoT(t) = Aeol4)

o equivalentemente
ANea(A) = eMeo(T(t))

de donde se sigue el resultado. |
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2.4 Espectro y Resolvente

Recordemos algunos conceptos

Definicién 2.4.1. Sea S un operador definido sobre un espacio de Banach X. Denotemos

por p(S), al conjunto resolvente de S definido como
p(S)={XeC; A\ —-9)"eL(X)}.

Denotemos por o(S) el espectro de S, definido como el complemento de p(S) respecto a
C, esto es, o(S) = C\ p(9).

Lema 2.4.1. Sea S un operador de X, entonces p(S) es un conjunto abierto y por lo

tanto el espectro de S, o(S) es un conjunto cerrado en C.

Demostracién:  Sea A € p(S), mostraremos que existe una vecindad de A de la forma
Vi) =1z llz = Al < ¢},
tal que V.(A) C p(S). En efecto, sea € > 0 tal que
e < (A =9)7

tomemos z = A+w € C, com ||w|| < €. De la Proposicién 2.2.1, concluimos que z € p(S),

por lo tanto V.(A) C p(S) lo que completa la demostracién. |

Definicién 2.4.2. Un elemento A\ pertenece al espectro o(S) si una de las siguientes

propiedades se verifica

o [l operador A\I — S no es inyectivo.

e FEl operador \I — S es inyectivo mas no es sobre.

Este ltimo caso puede ser descompuesto en dos casos, dependiendo de las propiedades de
la imagem del operador. FEsto es, cuando la imagen es densa o no. Con estas considera-

ciones, podemos denotar y definir lo siguiente,
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cq4(S) = {AeC; (M —S) no es inyectivo}
o.(S) = {AeC; (M — 9)es inyectivo, no es sobre, mas la imagen es densa en X}

o.(S) = {AeC; (M — S)es inyectivo mas la imagen no es densa} .

El conjunto o4 es llamado de Espectro Discreto, el conjunto o. es chamado de Espectro
Continuo y finalmente o, es llamado de Espectro Residual. Claramente estos tres sub-
conjuntos del espectro de S son disjuntos y su unidn es igual a o(S). Muchos autores

acostumbran llamar de Espectro Continuo a la union de .U o,.

Lema 2.4.2. Sea S un operador continuo, entonces el espectro de S es un conjunto

cerrado y limitado, esto es, un conjunto compacto. Mds precisamente
a(S5) C Bys)(0) = {z € C; |lz[| < [|S]]} -
Demostraciéon:  Tomemos un elemento A\ € C, supongamos

S
I ETR I

De esta forma concluimos que (Al — S) es inversible y con inversa continua. Por lo tanto
A € p(S), esto es,
A e G A= IS} € p(S)

lo que implica
o(S) c{reC; A <[5}

Definicién 2.4.3. Sea T un operador en un espacio de Banach. Llamaremos de Cota

Superior del FEspectro de T', al valor
wo(T) =sup{Re \; A€ o(T)}.

Definicién 2.4.4. Diremos que R,(T) es el radio espectral del operador T' si este es el
radio del menor circulo complejo, centrado en el origen, que contiene todos los elementos

del espectro de T
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A seguir mostraremos la férmula de Gelfand para el radio espectral.

Lema 2.4.3. Sea T un operador lineal y continuo. Denotemos por R,(T) el radio espectral
de T entonces se verifica
R,(T) = lim ||T*||*/*.
k—o00

Demostraciéon:  Del Lema 2.4.2 sabemos
R, (T) < [T
Por otro lado, si A € o(T), entonces Al € o(T"), pues
NI =T =M -T)I+T+T*+---+T")
de donde concluimos que si X' — T" tuviese inversa entonces
(I+T+T*+---+T"HNT -TH!

seria la inversa de (Al — T), note que estos operadores conmutam entre si. Lo que
contradice el hecho de A € o(T).

Aplicando el Lema 2.4.2 al operador T, encontramos
R,(T)' <|T'| = R.(T)<|T'|"
tomando limite infimo, encontramos
Ro(T) < lim inf | TY1M" (2.5)

Por otro lado, sea € > 0 es simple verificar que |T|| + € € o(T). Por lo tanto, podemos
escribir

(I —pT) ' =T+ pT + p@?T? o+ ™ T™

para todo p < 1/||T||.
Recordemos también que el resolvente es una funcién holomorfa sobre el conjunto
{z € C; ||z]| <1/R,(T)}. Por lo tanto, su serie de Taylor es convergente en este conjunto.

Como esta serie es uniformemente convergente tenemos
7" ™ =0,
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por lo tanto existe una constante K tal que

m ., m m 1
" < K = T < e K
[l
1
- HTmHI/m < Kl/m
gl

tomando limite cuando m — oo, encontramos

1
limsup || 77| < i Vpe{zeC |lz] < 1/R,(T)}

m—yoo iy
lo que implica

lim sup || 7™(|Y™ < R, (T).

m—r0o0

De (2.5), encontramos
R,(T) < lilminf |71V < limsup ||[T™|Y™ < R,(T).
—00 m—»00

de donde se sigue el resultado. |

El Problema de Cauchy

Sea X un espacio de Banach y sea A el generador infinitesimal de un semigrupo en X.

A

Entonces el correspondiente semigrupo S(t) = e* es un semigrupo fuertemente continuo

sobre el espacio de fase X, esto quiere decir que

lim S(t)UO = Ug
t—0+

Para up € X. Esto es, el semigrupo S es continuo en cero. Por las propiedades de

semigrupos sabemos que si es continuo en cero, entonces la funcién

es continua en R. Portanto, si definimos u como



tendremos que u es una funcién continua. Esto es,
u € C(0,00; X)

Por otro lado, si tomamos uy € D(A), es simple verificar que
S(t)ug € D(A)

pues de la definiciéon tenemos que

B x —
D(A) = {x € X; lim Sthe -z existe en X}
h—0+ h
' s
Y Up — Up
A = i, S
por lo tanto como ug € D(A), entonces
lim w existe en X,
h—0+ h

de donde sigue

h—0+ h h—0+ h
_ . [S(h) uo — uo)
= SO T

Por lo tanto

. S(t—Fh)UO—S(t)Uo_
hlir& h = S(t)Auy. (2.6)

de la definicion de derivada, la identidad anterior implica que

d

Como el semigrupo conmuta con su generador, concluimos que la relacién anterior puede

ser escrita como 4
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Como u(t) = S(t)ug verificamos que u satisface

De lo discutido anteriormente, se concluye que si vy € D(A) entonces S(t)uy también
pertenece al D(A), lo que quiere decir que la funcién es diferenciable, por lo tanto se
puede afirmar

S(t)ug € C'([0, +00) ; X)
pues el limite converge en X. Finalmente cuando uy € D(A) se tiene
S(t)uo € C([0,400) ; D(A)).

Definicién 2.4.5. Se dice que el problema (PC) es auténomo, si A es un operador

independiente de t.
Definicién 2.4.6. Se dice que u es solucion (cldsica) de (PCY) si u verifica
u € C([0,4+00); D (A)) NC* ([0, +00) ; X)
y satisface (PCY).
Con estas consideraciones, se tiene el resultado a seguir.

Teorema 2.4.1. Si uy € X, entonces el problema de Cauchy (PCY) posee una tnica

solucion debil, que es llamada de mild solution, verificando
u € C([0,4+00) ; X)
y ademds satisface

lu@)[x = [1S@)uollx < Clluollx

Siug € D(A), entonces el problema de Cauchy (PCY) posee una tinica solucion fuerte del

problema verificando
u € C([0,+00) ; D(A))N € C([0, +00) ; X)
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y ademdas satisface
[u() [l peay + [lue(®)[[x < [15(E) Auollx < Clluollpa).

Demostracién:  Ver [17]. |

2.5 Estabilidad Exponencial

En esta seccion estableceremos las condiciones necesarias y suficientes para que un semi-

grupo de clase Cy sea exponencialmente estable.

Definicién 2.5.1. Sea A el generador infinitesimal de un semigrupo Cy, se dice que el
semigrupo es Exponencialmente Estable si existe una constante o positiva y una constante
M >1 tal que

|e¥|| < Me™, vt >0.

Teorema 2.5.1. (Priiss). Sea S (t) = e un semigrupo Cy de contracciones definido en

un espacio de Hilbert. Entonces S (t) es exponencialmente estable si, y sélo si
iR = {if; feR}Cp(A)
Ty o [ (81 = A) 7| < o0

Demostracién:  Ver [12]. |

2.6 Estabilidad Polinomial

Los primeros autores en demostrar la estabilidad polinonial de semigrupos Cj de contrac-
ciones fueron Liu - Rao y Priiss, los que mostraron condiciones suficientes sobre el operador
resolvente para obtener decaimiento polinomial para el correspondiente semigrupo. Estos

resultados se enuncian a seguir

Teorema 2.6.1 (Liu - Rao). Sea A generador infinitesimal de un semigrupo Cy uniforme-

mente acotado donde iR C o(A), X € R y « real positivo. Supongamos que

1, _
Sl - <c
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Entonces para todo k € N, existe una constante Cy que satisface

n k/a
@l < 6 (M2) o,

Teorema 2.6.2 (Priiss). . Sea A generador infinitesimal de un semigrupo Cy uniforme-

mente limitado donde iR C o(A) y « real positivo. Entonces

|GAN — A)TTA™| <O, VAER = Ve>0,3C. >0 |THA > < CT
Reciprocamente,
IT(t) A < % = Ve>0,3C.>0 ||[(M—-A)1TA>¢<C, VReA>0
Demostracién:  Ver [17]. |

Estos resultados tienen una deficiencia. En el teorema de Liu-Rao la presencia del In
en el numerador retarda el decaimiento polinomial. Ya que el resultado de Priiss introduce
un € > 0 en los operadores de A, lo que también retarda el decaimiento polinomial. Estas
deficiencias fueron superadas en un resultado reciente (2009) de Borichev-Tomilov, [4], en
el que, inclusive, los autores establecen una condicién necesaria y suficiente para obtener

decaimiento polinomial del correspondiente semigrupo.

Teorema 2.6.3. (Borichev-Tomilov). Sea S(t) un semigrupo Cy de contracciones gene-
rado por A y definido sobre el espacio de fase X de Hilbert, tal que iR C p(A) y a positivo.
Entonces

. B . B C
[GA — A) ™) SCIAY VAER < [|S(HA  |pay <

Demostracién:  Ver [5]. |
Esto es, si el operador resolvente esta limitado por un polinomio de grado « real

positivo entonces el decaimiento polinomial del semigrupo es de la forma ¢t~/
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Capitulo 3

Existencia y Unicidad

3.1 Existencia del Semigrupo

Para demostrar tanto la existencia de soluciones asi como las propiedades asintdticas del
modelo se usara la teoria de semigrupos. Para tal se redefine el modelo inicial como un
sistema de primer orden en el tiempo. Esto es, reescribiendo el problema de valor inicial
(1.1)—(1.4) denotando

V= (907 Pt wa zﬂt),

donde la tilde es usada para definir el operador transpuesto. De esta forma se tiene que

V formalmente verifica

V,= AV, V() =V, (3.1)

donde
% = (@07 P1, ¢0; ¢1),

y A es el operador diferencial asociado al sistema (1.1)—(1.4), dado por

0 I 0 0
k k
—9* 0 —0, 0
A — 1010 0 Plo / (3.2)
k b k dI
P2 P2 P2 P2
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Se introduce, a partir de la energia, el espacio de fase denotado por

H = H0,L) x L*(0, L) x H(0,L) x L2(0, L)

donde
L2(0,1) =
HN0,1) =

Se define la norma como

!
{UGL2OZ /vdx:O},
0

L
{UEH10l vdx:O},

S—

VIE =

1(V2, Va, Vs, V)|l

pLlVallze + bl Vaallze + Kl Vie + VallZe + pallVallz:

Observe que con esta definicion el espacio H es un espacio de Hilbert. Para definir

completamente el operador A necesitamos definir su dominio. Formalmente el dominio

de un operador es definido como el conjunto sobre el cual el operador esta bien definido

sobre el espacio de fase;

Note que

equivalentemente

esto es,
D(A)={V e H, AVeH}.
0 1 0 0
ﬁaﬁ 0 ﬁax 0
P1 P1
0 0 0 1
k b k dl
——0, 0 [=0?——I ——
P2 P2 P2 P2
Pt
AV E(pr + w>l‘
: b k v dy
— e — (pr + ¢) - —
P2 P2 P2
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Por lo tanto, el dominio de A es definido a partir de (3.2), con las definiciones previas de

los subespacios en cuestién, como siendo,

D(A) = {V=(WV,Vp,V5,Vy) € H : V; € H*0,L), Vo € Hy(0,L), Vs € H*(0,L),
Vaa € HY(0,L), Vie H'(0,L)}

A seguir se mostrard que el operador A definido anteriormente es el generador in-
finitesimal de un semigrupo de contracciones. Para esto se empleara el Teorema de
Lumer-Phillips, que establece que todo operador cerrado, disipativo con dominio denso
en el espacio de fase es generador infinitesimal si el 0 pertenece al resolvente del operador.

El primer paso sera demostrar que el operador A es disipativo, esto es,

L
(AV,V) = —/ d|Vy|* dx <0, VV € D(A). (3.5)
0

Lema 3.1.1. Con las notaciones anteriores, el operador A es disipativo, esto es, verifica

la relacion (3.5) anterior.

Demostracion: El vector V' se define como

En estas condiciones se tiene

k
_ 1
AV = Vi
b k d
2 P2

P2
Recordando que el espacio de fase es dado por
H:= H}(0,L) x L*(0, L) x H}(0, L) x L*(0, L)

donde su primera y tercera componente son los espacios Hg (0, L), encuanto que la segunda

y cuarta componentes son los espacios L?(0, L). Por lo tanto en el producto de las primeras
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y terceras componentes serd el producto interno definido en H}(0, L), encuanto que el
producto de las segundas y cuartas componentes sera el producto interno definido en

L?(0,L). Llevando en consideracién esto se obtiene,

Va
k Vi
(e +Va), v
_ 1

b k d
D Ve — (Vi + Vi) — =V, Va

2 P2 2

equivalentemente

(AV, V) k(Vou + Vi) (Vig + Vs) + E(Vig 4+ V3), Vo + bV, Vs, do +

L
0
Usando integracién por partes se obtiene (3.5).

Teorema 3.1.1. Con las notaciones anteriores, el operador A es el generador infinitesi-

mal de un semigrupo de contracciones.

Demostracion: En virtud del Teorema 2.2.6 bastarda mostrar que el 0 pertenece al

conjunto resolvente de A. Recordando que el conjunto resolvente se define como
={\eC; M -A)'eL(H)}

donde L(H) es el conjunto de las aplicaciones lineales y continuas definidas sobre H. Por
lo tanto, demostrar que 0 € p(A) es equivalente a mostrar que A tiene inversa continua

en H. Para esto bastard demostrar que para todo F' € H el problema
AV = F

posee una tunica soluciéon. En efecto, si el problema anterior posse una tnica solucion,

entonces A es inyectiva y sobreyectiva, por lo tanto A es un operador biyectivo.
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En términos de las componentes de A se tiene

Voo = B
k
_(‘/i,x+‘/é)x = F2
P1
Vi = F
b k d
P2 P2 P2

Observe que V5 y Vj estan dadas explicitamente en términos de los datos F} y F3, de esta

forma el sistema anterior es dado por

Vo = F
k(‘/l,;r + VS)I - plFQ
b‘/i’:,xx - k(‘/i,x + VE’)) - ,02F4 + dFS

Luego, el problema se reduce a demostrar que el sistema anterior posee existencia y

unicidad. Para esto se usara el Teorema de Representacion de Riesz para espacios de

Hilbert.
Considere el espacio
H := H;(0,L) x Hy(0,L)

con la siguiente norma
IVIG = bllVaellze + &[IVie + Val[Ze.

Claramente esta norma esta inducida por el siguiente producto interno

L
(VW) = / Wi oWsa + k(Vig + Vi) (Wi + Ws) da
0

(8) e ()

Note ahora que el operador

donde

L
T(W) = —/0 p1F2W1 + (p2F4 + ng)Wg dx
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Claramente esta es una forma lineal continua sobre H, pues

L
T = / D EsWs + (paFs + pad )W di
0

L
< PlF2W1 ’/ paFy + dF3)Ws dx
1/2 L 1/2
< ( ym? da;) (/ P dx)
0
1/2 L 1/2
+ ( ’p2F4 + ng‘Q dSC) (/ ’Wg‘z dl’)
0
1/2 L 1/2
1/2 1/2
1/2 1/2
< C'< (Wi, + Wy — Ws|? dm) +C( W3l d:c)
1/2 1/2 1/2
< c( Wi + W2 dx) +c(/ T2 da:) +c(/ Wyl dx)
1/2 1/2
< C </ W1 . + Wsl? dx) +C (/ |W37$|2 dm)
0 0
< Gi[W]lx

Por el Teorema de la Representacion de Riesz sigue que existe V' € H tal que
(VW) =T (W)

De esta forma, haciendo W3 = 0 se tiene

L L
(‘/, W)H = / k(‘/l,x + ‘/3)W17x dr = T(W) = —/ p1F2W1 dx
0 0

de donde sigue

L L
/ k(Vip + Va)Wi, do = —/ prFaWy dz VWi € Hy(0, L)
0 0

usando integracién por partes
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L L
/ k(Vig + V) Wi do = / p1FoWi dv vV Wy € Hy(0, L)
0 0
Por lo tanto,
L
/ k(Vig+Wa)e + ;o] Wi do =0 YW, € Hy(0,L)
0

luego
k(‘/lm + ‘/3)1 - plFQ

De esta forma V] verifica la ecuacién (3.7).

Analogamente, en particular haciendo W; = 0, se tiene
L L
VW= [ 0VoaWas + h(Ves 4 Vi)W do = = [ (paFi + dE)Wy da
0 0
repitiendo los mismos argumentos se obtiene
L
/ (V3 00 — k(Vige + V3) — (poFy + dF3)| W3 de =0 vV Ws € Hy(0, L)
0

usando el Lema de Du Bois Raymond se tiene
Vs e — k(Vig + V3) = (paFy + dF3)

quedando verificada la ecuacién (3.8). Por lo tanto existe una tnica solucién del pro-
blema.
Por otro lado, multiplicando la ecuacién (3.7) y (3.8) por V; y V3 respectivamente y

sumando los productos resultantes se obtiene

L L
_ / K[Via + Vil + bV |? do = / o FyVi + (poFs + dFy)Vs da
0 0

Usando la desigualdad de Cauchy Schwarz sigue que existe una constante positiva C' tal

que
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L L
/ KVia + Va2 + b Vaa? do < 0/ B2+ B2 + |Fuf? da
0 0

de donde

L
HW&SC/IBFHRFHHFM
0

como A es inversible

AV=F = V=A'F
sustituyendo en la desigualdad anterior se tiene

L
JAFIE <C [ IBP4IRE 4 AP do
0

de donde sigue que A~! es continua. Por lo tanto 0 € g(A). Con lo que se deduce que

A es el generador infinitesimal de un semigrupo Cj de contracciones y se le denota como
S(t) = {e"} 0.

Teorema 3.1.2. Sea
(0, 1, %0, ¥1) € Hy(0,L) N H?(0, L) x Hy(0,L) x Hj(0,L) x Hy(0, L)
Entonces existe una tinica solucion del sistema de Timoshenko (1.1)-(1.4) satisfaciendo
p € C(0,T; Hy(0,L) N H*(0,L)) N C*(0,T; Hy(0, L))
¢ e C(0,T; H3(0,L)) N C*(0,T; Hy(0, L))

Demostracién:

El sistema (1.1)-(1.4) es equivalente a
VAV, V() =V (3.9)

donde V = (¢, 0¥, 0) v Vo = (@o,1,%0,%1) por el teorema anterior el operador
A es el generador infinitesimal de un semigrupo de contracciones, con lo que se obtiene el

resultado; ver [21].
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Capitulo 4

Decaimiento Exponencial: Método
de la Energia

4.1 Disipacién Total

Se dice que el sistema de Timoshenko tiene disipacién total cuando los mecanismos disi-

pativos actian en todas sus ecuaciones. Por ejemplo, el siguiente sistema dado por

prow — k(e + ), +dipy = 0, (4.1)
Pty — by + k(g + ) +dopy = 0, (4.2)

donde d; y dy son positivos; es totalmente disipativo.

Unido a las siguientes condiciones de frontera para t > 0
0(0,t) = p(L,t) = 1,(0,t) = ¥, (L,t) = 0. (4.3)

y a las condiciones iniciales dadas por

QD(QZ,O) = 900(x>7 th(xﬂ[)) = 901<x)7 ¢($70) = %(@a wt(x70) = w1($)

La disipacion total del sistema es debido a la disipacién en la primera ecuacién dada por
el término d;p; y en la segunda ecuacion dada por el término dyi);.

Note que la energia en este caso es la misma que aquella definida en (1.15),

1 L
E®) = [ ool + pltul + Hla + 0 + il do (44
0
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Multiplicando la ecuacién (4.1) por ¢; v la ecuacién (4.2) por 1, integrando sobre [0, L]

y sumando los resultados se encuentra

d L L
EE(t) = —d1/ e do — dQ/ [, |? d (4.5)
0 0

Si dy = dy = 0 entonces (4.1), (4.2) es un sistema hiperbdlico para el cual la energia

se conserva y por lo tanto permance constante. En efecto

d
ZE() =0 = B(t)=E©).

Cuando la disipaciéon es total el sistema siempre decae exponencialmente para cero. Se
mostrara esto usando el método de la energia.
Este método consiste en construir un funcional, que se denotara por £ que es equiva-

lente a la energia, esto es,
coE(t) < L(t) < E(t)

que verifica la desigualdad
—L(t) < —yL(t

Usando una desigualdad de tipo Gronwall se obtiene
L(t) < L(0)e .
Como L es equivalente a la energia sigue que

E(t) < LE0)e.
Co

El primer paso para construir £(t) esl introducir el siguiente funcional

L 1 L
J(t) = / P1PP: + pﬂﬂl/)t dr + 5/ d1|g0|2 + d2|¢|2 dx.
0 0

El siguiente Lema juega un papel importante en la demostracién del decaimiento expo-

nencial.
Lema 4.1.1. Sean los datos iniciales
(¢0, 01, %0, 1) € HE(0, L) N H?*(0,L) x HZ(0,L) x Hy(0,L) N H?*(0,L) x H3(0, L)
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entonces se verifica que el funcional J satisface
/()] < CE(t)
para algun C' > 0.

Demostracion: Note que

L 1 L
IO1= | [ ppart prtido+ 5 [l + o do
0

0

usando la desigualdad de Cauchy Schwarz se obtiene

[T < cllellzalleellze + clllllvellze + clelzz + cllvlz

usando la desigualdad de Poincaré se obtiene

[ T(0)] < cllwollzllgellze + clvallllvellze + clleallz: + cllvallz:

de donde se sigue

|J(1)] < cllall7z + cllesl|7z + cllball? + |97
finalmente
T < cllpalliz + clledllze + cllvball® + [[¢]l72
< cllps + ¥ —Pll7z + clleellZe + cllvall® + (¢l 72
< cllpa +Pll72 + cllvllie + clledze + cllval® + ¢z

usando la desigualdad de Poincaré nuevamente se obtiene

[T(O)] < cllpa + Y72 + clleelze + ellvall* + lvellz:
de donde sigue el resultado.
Lema 4.1.2. Sean los datos iniciales
(00, 1,90, 1) € Hy(0, L) N H*(0, L) x Hy(0, L) x Hy(0, L) N H*(0, L) x Hy(0, L)

entonces se verifica

d

L L
GO = [ e+l do— [l + ks + 0f do
0 0
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Demostracién: Multiplicando la ecuacién (4.1) por ¢ y la ecuacién (4.2) por ¢ e inte-

grando sobre [0, L] y sumando los resultados se encuentra

d L L L
— | prpps + popipy dz = /pl\sot|2+pzlwt|2dx—/ blvs|” + klos + ¥|? do
0 0

dt J,

d1 [* d1 [*

—— = | dilolPdr — —= | dol]?d
dtQ/O 1|o|” dx /0 2[Y|” d

de donde sigue

d

L L
GO = [ e+l do— [+ bl + 0f do
0 0

De esta forma se obtiene el decaimiento exponencial.

Teorema 4.1.1. Para datos iniciales verificando
(0, 1, %0, 1) € Hy(0,L) N H?(0,L) x Hy(0,L) x Hy(0,L) N H*(0,L) x Hy(0,L)
existe una constante positiva c tal que
E(t) <cE0)e ™, t>0.
Demostracién: Definiendo el funcional
L(t)=NE(t)+ J(t)
usando el Lema 4.1.1 | sigue que para N suficientemente grande
(N — O)E(t) < L(t) < (N + C)E(t)
tomando N > (' sigue que existen constantes positivas ¢y y ¢; tales que
coE(t) < L(t) < 1 E(t). (4.6)
Por otro lado, derivando este funcional se obtiene

d d d
ZL(t) = N E(t) +— J (1)
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Usando la identidad (4.5) y el Lema 4.1.2 se obtiene

d

L L L
GLW) = ~Nd [ ol do-Na [ 1 des [ ol + gl da
0 0 0

L
—/ b l? + klpw + |2 da

0

L L
— (Ndi - p1) / i do — (Ndy — po) / ? de
0 0
L
- / bupul? + klpw + |2 da
0

Tomando N grande, existe una constante positiva Ny tal que

d L L L
GE@O <Ny [l do— Ny [ fudo— [ b+ b, + o da
0 0 0

de donde se sigue

L et < —cup

usando la desigualdad (4.6) se encuentra

(1) < L)

donde v > 0, luego
L(t) < L(0)e

usando nuevamente la desigualdad (4.6) se encuentra
coE(t) < L) < LO)e " < E(0)e

De donde sigue el resultado.

4.2 Disipacién Parcial

El modelo con disipacién parcial es mucho mas complejo. Esto es debido a que la disi-
pacién estd actuando solamente en la ecuacién (1.2). El problema consiste en encontrar

condiciones sobre los coeficientes de tal forma que el efecto disipativo sobre la ecuacion
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(1.2) haga efectiva también la ecuacién (1.1). En otras palabras se quiere que el meca-
nismo disipativo de 1; sea efectivo sobre la ecuaciéon en ¢ Se mostrara que esto solo serd
posible cuando las velocidades de propagacion de estas dos ecuaciones sean iguales. Caso
contrario no existird decaimiento exponencial.

En este capitulo caracterizara el decaimiento exponencial del sistema de Timoshenko
com disipacién parcial. Para esto se usaran los Teoremas de Priiss.

El principal resultado de este capitulo es mostrar que la energia total asociada al
sistema (1.1)—(1.4), dada por

L

B() = 5 [[(pudt + pus? + 002+ by + 0 (8, ) (47)

0

decae exponencialmente para cero si y solamente si las velocidades de propagacién son

iguales. Esto es, la relaciéon dada en (1.16)

es valida.

Observacion 4.2.1. Para mostrar el decaimiento exponencial en el caso de las condi-

ctones de Neumann, es necesario tener una desiqualdad de Poincaré para 1) del tipo

L L
/0 W[ de < e, / o da

para esto es necesario tomar una clase de datos iniciales verificando

L L
0 0

Note que en este caso la solucion Y verifica

L
/ Y(z,t)de =0, Vt>0
0

en efecto, integrando la ecuacion (1.2) se encuentra

L L L
pQ/ ¢ttdx+k/ @/)dx—i-d/ Yy dr =0
0 0 0
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denotando por B
o) = [ o
se obtiene
pag”(t) + kg(t) + dg'(t) = 0
con las condiciones iniciales

L L
9(0):/0 o du, g'(O)Z/O Yy dx.

——— S———
=90 =01

Claramente es un problema de valor inicial que posee una unica solucion. Si los datos

iniciales tienen media nula, entonces g(t) = 0 para todo t.

4.3 Condicién Suficiente: Método de Semigrupo

En esta seccién demostrara que el sistema parcialmente disipativo es exponencialmente es-
table si las velocidades de propagacion son iguales. Esto es, el efecto de ser las velocidades
de propagacién iguales es una condicion suficiente para estabilizar exponencialmente la
solucion del sistema. En la siguiente seccién se demostrara que esta condiciéon también es
necesaria. A diferencia de la seccién anterior, se usara el Teorema 2.5.1 de Priss.

Con este objetivo, se consideran los datos iniciales con media nula. Esto es, datos

iniciales verificando (4.8). Por lo tanto se consideran los siguientes espacios,

L*0,L) = {f € L*(0,L); /OL f(z) dov = o}

de forma analoga

HY0,L) = H'(0,) N L2(0, L)

H(0, L) = H2(0, L) N L*(0, L)

Note que

L L
/\f\?d:cs(:p/ o2 de, Vf e HI(0,L)
0 0
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por lo tanto el espacio de fase que consideraremos es dado por
H, = Hj(0,L) x L*(0, L) x H}(0,L) x L2(0, L).
En estas condiciones tenemos el siguiente resultado
Teorema 4.3.1. Sea
(120, 1. Yo, 1) € Hy(0, L) x L*(0, L) x H,(0,L) x L(0, L).

Entonces si la relacion (1.16) es vdlida, existen constantes positivas C' y k > 0 independien-

tes de los datos iniciales tales que

E(t) < CE(0)e " t>0

Demostracién: Para demostrar el resultado se usard el teorema [9, Theorem 1.3.2])
que caracteriza el decaimiento exponencial de semigrupos de contracciones. Para esto se

mostrara que se verifican las siguientes condiciones.

iR C 0(A) (4.9)

|(Gwl — AP <O, YweR. (4.10)

para esto se usara la ecuacion resolvente
(itwl — A)V =F
tomando el producto interno en H se obtiene
((lwl = AV, V)g = (F,V)u

de donde sigue que
iw|[ V% = (AV, V) = (F,V)u (4.11)

Recordando que el operador A es dissipativo (6.14) se obtiene
L
AVV)y = —d [ o ds
0
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sustituyendo en (4.11) sigue que
L
VI +d [P do = (8.V)
0
luego, tomando la parte real
L
d/ W2 do = Re (F,V)u
0
De esta forma existe una constante positiva tal que

L
/O WP da < CIFllallV s

Escribiendo la ecuacién resolvente en términos de sus componentes, considerando

V = (vh o2 o3 vt) ) e

iwv' —v* = f (4.12)
iwv? — a(vl, +03) = f2 (4.13)
iwe® —vt = 3 (4.14)
d
iwvt — Bud, + (vl + %)+ —vt = (4.15)
P2
donde ;
ai=—, fi=—, yi=— (416>
01 02 02
multiplicando (4.15) por v® se obtiene, usando (4.14),
L L L L L ;
—/\v4|2d:c—|—ﬁ/|U§|2dx+’y/vi$d:c+’y/\v3|2d:c+/—v4$d:c
0 0 0 0 5 2
L
= / o3 4 vt f3da (4.17)
0

denotando por w la solucién de

—Wyy = Ug, w(0) =w(L) =0,



esto es,
x

w(r) = —/v3(y)dy+%/Lv3(y)dy

1
Q
—

<
w
S~—
—~

8
N~—

0

Multiplicando (4.13) por w se obtiene

L L L L
a/viwxdx:a/|wx|2dx+/v2 <G(U§)+G(f§)> dm+/f2wdx.
0 0 0 0

Observando

L L

lo— . _ _ [ 173
/vxwx dr = /vgcv dz
0 0

se concluye de (4.17) y (4.18)

L

L L L
—Q2/|v4|2d:v+b/|vi|dx—k /|wx|2dx—/|1)3|2dx
0 0 0
L

0

L L
—QI/UQ(G(U;1> + G(f3))dx — gl/fQde—l—/dvllﬁdx
0 0 0

L L
= 0 / fA3de + oo / vt f3da.
0 0

Como

L L
/|wg&|2 dr < /|v3|2dx
0 0

se obtiene

L L L
b / WPdr < o / wiPdz + Re / 010* (G + CUD) + o1 f*w
0 0

0

—dv*vd + oo fA03 + gw‘*ﬁdz} .
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Multiplicando (4.15) por v} 4 v3 se obtiene

W

St~

L
vivlde + iw / viv3de + 3 / V3 (vl, + vd)dx
0

L L L
y / 0! & o Pde + / Aol + %) dr — / PO+ Pde,
0 0 0
y usando (4.13),
L L L
zw/v v4dx+zw/v4$da:—iﬁoé /v v2dx 5/ 3 f2dx
0 0 0

de (4.12), (4.14) se obtiene

L

L L
L
i / oildr = — / VB0 + i / P Tlde + / R
0
0 0

Luego, usando la hipdtesis (1.16), y de (4.14) se sigue que

L L L
iw(l—ﬁ/a)/vgﬁdx—i— /v + v 2dx+/dv4(vi+v3)da:
0 0 0

L L
—/|U4|2dx—/v4ﬁdx+§/v3f_§
0 0 0
L L L
—iw/v?’f_:}dx—/ﬁf$+f3f_§dx—/f4mdx =0
0

0 0

(4.20)

Finalmente, multiplicando (4.13) por v! y el conjugado de (4.12) por v?, se obtiene

L

/|v2\2dx—a/ v: +v?) /f2 ldx — / v? flda.

0
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tomando la parte real de
Ny - (4.19) + Ny - (4.20) + N3 - (4.21) (4.22)
se encuentra para numeros grandes Ny > Ny > N3 > 1.
VI < CIIFIIE,

donde C' es una constante positiva independiente de w (y V'), esto demuestra (4.10) y por
lo tanto el Teorema 4.3.1. O

4.4 Falta de Estabilidad Exponencial

En esta seccién se probara que la condicion (1.16) es también necesaria para el decaimiento

exponencial. Para tal se usard nuevamente la caracterizacién dada por (4.9), (4.10) .

Teorema 4.4.1. Sea
oo
k b

entonces el sistema dado por (1.1)-(1.4) no es exponencialmente estable.

Demostracion: De acuerdo con el Teorema de Priiss es suficiente demostrar que existe

una sucesién de nimeros reales (), C R tal que lim |\,| = co y sucesiones de funciones
n—oo
(Vi)n € D(A), (F,), C H tales que (i\,I — A)V,, = F, sea limitada y que

lim (|V,||g = oc.
n—oo

Escojamos F' = F, tal que

F: (07 f2707 f4),7
donde
f3(z) = sin n_zx = sin(dAz),
f4(x) = cos ? = cos(dAz),
y

1 Vanm
Va' L -



Entonces se obtiene
|Fullf = L

y las soluciones V' = (v!,v? v3 v) de (iA] — A)V = F verifican

it —0? =
iv? — a(v;x + vi) = %
ix? —vt = f2

. d
it = Bz, + (v +07) + 0t = S
eliminando v?, v* se obtiene v!, v3:

21 1 3 _ g2
-\ —av,, —av, = f°,

d
—A20% — Bl + (vl 4+ 0%) +i— P = fL
2

P
luego se puede suponer que la solucién es de la forma

v!(x) = Asin(0Az), v3(z) = Bcos(d\r)
Resolviendo (4.27), (4.28) para A = A(\), B = B(\), se obtiene
(@d® — 1)N2A + adA\B =1,

(862 — 1)A2B + v0AA + vB + id\B = 1.

tomando ad? = 1, se concluye de (4.30),

11
B=—— -
Va A
y por lo tanto de (4.31),
1 1 d. 1 1
A=——=+-— —i—)= — —1)—.
a1

o1

4.23
4.24
4.25

4.26

o~ o~ o~~~
~—  ~— ~—  ~—

(4.27)

(4.28)

(4.29)

(4.30)

(4.31)

(4.32)

(4.33)



Luego se tiene

oz) = (3%+%WE—%§—%wmwaoam&@,

]

2 — (2 liac_l_i o — sin(0Aw
V@) = (=5 (VA +5) = L8/ - D) sin(6ra),

A
s 11
vi(x) = NGB cos(d\x),
viz) = L cos(dAT).

Va

Recordando que 'y 3 estdan dados en (4.16). Note que

L L. i 1, d, i
| W e = Fi5+ v+ D) = Z(/a - DP
L
2

i 1 d L1
— —+ —(iVa+ )P+ =|=(8/a — 1PN
=5 7( J! ﬂ%/ )|

v

se encuentra que
L
1mnmmznm/|ﬂ%mzm
A—00 A—00 0
Lo que completa la prueba. 0

En conclusién, se puede afirmar que en el caso parcialmente disipativo, el sistema de
Timoshenko es exponencialmente estable si y solamente si las velocidades de propagacion

son iguales. Esto es,

Teorema 4.4.2. El Sistema de Timoshenko, parcialmente disipativo es exponencialmente

estable si y solo si las velocidades de propagacion son iguales.
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Capitulo 5

Decaimiento Polinomial

5.1 Decaimiento Uniforme

Un punto importante para desarrollar este capitulo es entender bien el tipo de decaimiento
por analizar. Es importante observar que el modelo que se esta estudiando es un modelo
lineal. Se denota por S(t) el semigrupo generado por el operador A, definido en el espacio

de fase H. Esto es, S(t) = ety

S(it):H—H

Lema 5.1.1. Sea S(t) un semigrupo definido sobre el espacio de fase H, tal que

15 (to)wllx <1

para algin ty € R, entonces S(t) decae exponencialmente para zero.

Demostracion: En efecto, sea o como sigue

a = [|S(t)[lcex) <1,

por el algoritmo de la division, todo ntimero t puede ser escrito en la forma

t=miyg+r

donde m e Ny 0 <r < ty,. Como S es un operador continuo, existe M > 0, tal que
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1S()]cex) < M, Vit e |0t

Sea t € R, , usando las propiedades de semigrupos se tiene

1Sl ey = 1S(mto + 7r)|lcx) = [1S(mto)S(r)lcix) = 15(ta)™S(r) || cx)-

de donde

1Sl x) < MIS(to)z(x) = Ma™.

recordando la definicién de m, se sigue que

ISl ey < Mal="/to = Mo~/ o7
S=M1

donde v = 1/ty. Recordando que
o) = eYn(@) — e_’B, 5>0

pues a < 1, se tiene entonces

IS®) ey < Mie™™.

Lo que significa que S decae exponencialmente.

Corolario 5.1.1. Sea S un semigrupo que decae polinomialmente, entonces S(t) decae

exponencialmente.

Demostracion: Por hipdtesis, se tiene

im ISl e =0 = F R [IS(t)lex) <1

aplicando el Lema 5.1.1, se concluye que S(t) es exponencialmente estable.

El corolario anterior dice que todo semigrupo que decae para cero, debe decaer expo-
nencialmente. Esto es porque el decaimiento polinomial es dado en la norma uniforme

del espacio L(X). En este capitulo se estudiard el decaimiento polinomial en normas de
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espacios L(D(A%), X), con a # 0. Esto es, los resultados de decaimiento serén de la

forma

C
IS@wllx < —llwlpeas

Este decaimiento no es uniforme y por lo tanto esto no implica el decaimiento expo-

nencial.

5.2 Decaimiento de la Energia

Se denota por

E(t) = E(t,¢,¢) = Ex(t)
la energia definida en (4.7), y

Es(t) == E(t, o1, 1)

la energia de segundo orden. El principal resultado de este capitulo esta resumido en

el siguiente teorema.

Teorema 5.2.1. Sean los datos iniciales en el dominio del operador

(@07 ©1, ¢07 wl)/ S D(A)

Entonces la energia de primer orden verifica

E(t) < C(Ey(0) + E1(0)t™h Wt >0

para C > 0.

Demostracién:

Derivando la energia y usando el sistema de Timoshenko se tiene

9 Eu(t) = —d / lde, S E(r) = ~d / [Yulda (5.1
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por otro lado,

L L

L L L

d

o oo dr = gg/|¢t|2d:v+b/¢mwdx — k:/(% + ) pdx — d/wt@bd:v. (5.2)
0 0 0

0 0

Sea w la solucién del siguiente problema

—Wey = Yy, w(0) =w(L) =0,

derivando,

L L

L L

d

pr orpw dr = —k/go@/}x d:1:+l<:/|wg,,|2 dx+gl/<ptwt dx. (5.3)
0 0 0

0

Sumando las expresiones (5.2) y (5.3),

L L

L L

d d

A [+ oo+ §otis b < oo [1kar—b [10aPis + o0 [ punas,
0 0

(.

0 0

=F (t)

por lo tanto, usando (5.1), para N; > 0

L L L
d
0 0 0

Ademas,
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L L
d

dt
0
L

d
+02 — / Yo dr —

0
L

S /|s0x+¢|d:v— /m%w)

0

Yy pe dx + 09 / |80t‘2d37

~ o\h

Yo o / Vo d — / Vupn dz + 05 / i .
0 0

Notando que

L p L L
/ﬂ’x%t dr = E /%g@t —Yppdr p — /1/%9035 dz
0 0 0

se concluye que el funcional

L
b
T L
0

satisface

d b
EFQ(t) = (ﬂ—@)/ﬁbtt%cdx_ /|90$+¢| dx

—d (O d .| “dx.
O/z/z(so + 1) x+@20/|¢| T

Para Ny > 0, sea

F3(t) := No(N1E(t) + Fi(t)) + Fa(t).

Entonces (5.4) y (5.6) implican

57

L
o100 + ) da = b/wmw —k/|sox+w|2dx— /wtmw)d:c
0

(5.5)



L g—(mmm—@—(@+§))ﬂmwx

L

kL?
(Mﬁ———)/ﬁhhﬂ+gm&/ awda
bo1 2
__Q2 wtt%dw— - \%W! da:— o |90:r’ dr.

Ademas,

L L

— / ¢ pdx :_Ql/‘@t|dx+k/|90z+w‘dx_k/90z+¢wdm

0

3kL?
/mwﬂ%/Wﬁwwﬁ-/WAw+ /wam

Combinando (5.7) y (5.8),

L

d

% Fg(t)—%/¢t<ﬂd$ < - (NQ(Nd—Q2)— (Qz+ —)) /|¢t| dz
0

L
19 kL2 bo
(- ———/WAM+Mg/mmw-—~wQ/w%m
16 =2 k
k L
—§/\sox+wl2dx— /\sox! dw——/!m dz.
0

Como

L

. L
b k
<% _Q2> /Qﬂtt@x dz| < Cl/wtlt’2 dx+3—2/|<px|2dx
] 0

0

o8

(5.7)

(5.8)



L L L
01Ny /Sﬁtwtdl‘ < f—é/|¢t|2dx+clN22/|¢t|2d$
0 0 0

Para una constante c¢; > 0 se concluye,

L -
E Fs( —% orpdr p < — | No(Nd — 09) — (92+—+01N2} /| Uy Pdw
0 - 0
kL2 k ’
19
~[mo- 55| [k L [1en vPas
0 0
. L L L
39 /|90x’2d37_ f_é /|90t’2dl’+01/wtt| dz
0 0

Para N, y N suficientemente grandes los coeficientes entre las llaves se vuelven posi-
tivos y por lo tanto

L

d 01

L
A m0-2 [edrt <o [P - a8 (59
0

0

para una constante cy > 0.

Finalmente, se introduce el funcional L definido como

L
L) = ME(0) + () - 2 [ i
0

Entonces (5.1) y (5.9) implica

d
GUO 2 ~(ad =) [ foufde - B0
C1
< —cF (1) para N; > 7

Por lo tanto
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/ Ey(r)dr < L (L(0) - L(1)).

Para N; suficientemente grande se obtiene

Eng, Cy > 0Vt Z 0: Cg(El(t) + Eg(t)) S L(t) S C4(E1(t) —+ Eg(t))
se obtiene para t > 0

t

/ Eu(r)dr < 2 (E1(0) + B(0)

Note que

SUE(0) < Fa()

integrando

Ei(t) < %(El(m + By(0))t.

De donde sigue el resultado.
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Capitulo 6

Estabilidad Lineal de Semigrupos C
para Perturbaciones Continuas de
Operadores Normales

Un estudio inicial bésico sobre la estabilidad del sistema 3y’ = Ay de ecuaciones dife-
renciales ordinarias con coeficientes constantes es determinado por los autovalores de la
matriz A. Cuando se pasa a considerar espacios de dimensién infinita, este estudio pasa
a ser mas complejo. Dentro de un contexto abstracto, lo apropiado es considerar el

semigrupo de operadores lineales Cjy definido sobre un espacio de Banach.

Definicién 6.0.1. Sea et un semigrupo Cy y A su generador infinitesimal asociado. Se

define el Tipo de un Semigrupo como
T At
wo = th_}roé In|le”™]|/t (6.1)

y la Cota Superior del Espectro como

ro = Sup{ReX : A € 6(A)} (6.2)

donde o(A) denota el Espectro de A. Se dice que el Principio de Estabilidad Lineal se
verifica si wg = 7.

El principio de estabilidad lineal es importante porque establece un criterio practico
para evaluar la estabilidad de un problema de evolucion. En la mayoria de los casos esto

no puede hacerse solo con criterios analiticos, ya que se requieren célculos numeéricos.
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Si se llega a obtener el tipo de un semigrupo a partir de su definicion, el resultado seria
directo, portanto formidable, pero esto en la practica no se cumple, por la dificultad que
encierra este calculo, por tal motivo se halla el tipo de un semigrupo usando el espectro
del operador respectivo.

Existen contraejemplos que demuestran que el principio de estabilidad lineal no se
cumple para todo semigrupo Cy. Por otro lado, esta propiedad se verifica para una
amplia clase de semigrupos, por ejemplo semigrupos analiticos y compactos. Estas clases,
sin embargo, no cubren las aplicaciones a las ecuaciones diferenciales hiperbédlicas. En el
presente trabajo, se establece un resultado que es aplicable a las ecuaciones diferenciales
parciales hiperbdlicas en espacios de dimesién uno. El siguiente resultado debido a Priiss
[22] serd el que se usard , en este se demuestra que si A es un generador infinitesimal de

un semigrupo Cy en un espacio de Hilbert, siempre se cumple lo siguiente

wo = inf{p € R: max||(A—y—iX) || < 00, Vy = 1} (6.3)

Para mostrar el Principio de Estabilidad Lineal, es suficiente probar la limitacién del
resolvente sobre toda la recta: Re\ = v, donde v > ry. Resultados anteriores sobre las
implicancias de la limitacién del resolvente se pueden encontrar también en Slemrod [26].

A seguir se establece el siguiente resultado.

Teorema 6.0.2. (M. Renardy) Sea H un espacio de Hilbert, y sea A = Ag+DB el generador
infinitesimal de un semigrupo Cy de operadores en H. Asuma que Ay es normal y B

acotado y existe un numero M > 0 y un entero n tal que se cumple lo siguiente

1. Si A € 0(Ay) y [N > M — 1, entonces A es un autovalor aislado de multiciplidad
finita.

2. Si |z| > M, entonces el nimero de autovalores de Ay en el disco unitario centrado
en z (considerando las multiplicidades) no excede a n.

Entonces se cumple el Principio de Estabilidad Lineal.

Observacion 6.0.1. La primera hipotesis quiere decir que fuera de una bola, todos los

elementos del espectro deben ser autovalores de multiplicidad finita.
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La seqgunda hipotesis significa que existe un numero R > 0, de tal forma para cualquier
bola de radio R existen a lo mds n autovalores del espectro que estan fuera de la misma

bola de la hipotesis,

A

_(Re.
.

V

Interpretacion Gréfica de las Hipdtesis

Demostracion:

Sea v > ro. De acuerdo a un resultado de Priiss, es suficiente mostrar que el resolvente
de A es uniformemente acotado sobre la recta ReA = ~. Claramente existe una cota
uniforme sobre todo segmento compacto de la recta, luego es suficiente considerar el caso
|A| > M+ K, donde K es escogido suficientemente grande. Se denota el siguiente conjunto
como

F={AeC:Red=~,|\>M+ K}.

Considere ahora la ecuacién

Ao — Au+ Bu=h (6.4)

para A € I'. Sea P la proyeccién ortogonal sobre el espacio generado por todos los

autovectores de Ag los cuales estdn situados en un disco de radio K centrado en A y sea
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@ =1— P (donde P y Q efectivamente dependen de \). Considere
PU:,I', Qu:ya Ph’:fa Qh:g

luego reescribiendo (6.4)

Apx — Az + PBx + PBy = f (6.5)
Aoy — My +QBy+QBx =g (6.6)

Si K es escogido suficientemente grande, se puede resolver la segunda ecuacién para

y. Insertando el resultado a la primera ecuacién se obtiene

Apx — A\ + PBx + PB(Ag — A+ QBQ) 'QBx = f — PB(Ay — A+ QBQ) g (6.7)

De lo supuesto antes, el operador en el lado izquierdo de (6.7) es inversible para todo
A € I'. Ademas el rango de P tiene una cota uniforme. Se puede dividir I' en un niimero

finito de subconjuntos I'; tal que el rango de P sea i para A € I';. Sea A € I'; se define

Oa(n) = det[Ag = A= p+P(AN)BP(X) = P(\)B(Ag— A= u+Q(N)BQ(N) ' Q(\)B]. (6.8)

Consecuentemente se puede pensar que el lado derecho de la igualdad anterior es como
una matriz i X ¢ relativa a la base ortonormal dada por los autovectores de Ay. Suponiendo
ox(p) es diferente de cero para A € I'; y p suficientemente pequetio, esto es, |u| < e. La
prueba acaba si se consigue mostrar que |¢,(0)| es acotado inferiormente para A € I'y,
desde que una cota inferior sobre el determinante da una cota superior sobre la norma de
la matriz inversa. Por esto se supone que ¢,,(0) — 0 cuando n — oo. Las funciones ¢,
son analiticas y uniformemente acotadas en el disco |u| < e. Luego se puede extraer una
subsucesion que converge uniformemente a una funcién ¢ en el disco || < €¢/2. Como
¢(0) = 0 y ninguna de las funciones ¢, tienen raices préximas al cero luego el argumento
principal implica que ¢ es idénticamente cero. Si K es escogido suficientemente grande y

0 es suficientemente pequeno entonces las funciones ¢, estan definidas sobre el conjunto

Ss={pn€eC:Repu>0, —0<Impu<d}
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y estas son uniformemente acotadas para A € I'; y u esta en cualquier subconjunto
compacto de Ss. Finalmente se concluye que ¢, (u) — 0 para cada p € Ss. Pero esto

claramente no es el caso para p grande, lo que viene a ser una contradiccién. r

6.1 Estabilidad Lineal del Sistema de Timoshenko

En esta seccién se probara que el sistema de Timoshenko posee la propiedad de la estabili-
dad lineal. Esto es, el tipo del semigrupo debe ser igual a la cota superior del espectro. La
idea es descomponer el operador A definido en la seccién anterior como una perturbacion
continua de un operador normal.

El modelo de Timoshenko a estudiar es el siguiente:

p1ow — k(pe +0)s +alz)py = 0 (6.9)
pathir — by + k(py + ) + d(z)y = O. (6.10)

Las condiciones de frontera a considerar son
o(t,0) = p(t, L) = 1,(t,0) = ¥ (t, L) = 0. (6.11)
Adicionalmente se considera las siguientes condiciones iniciales.

©(0,+) = @0, ©:(0,+) =1, ¥(0,) = o, ¥:(0,) =11 en (0, L). (6.12)

donde a(z),b(z) son funciones continuas y positivas, esto es a(z) > a > 0y b(x) >

b > 0 En este caso el generador infinitesimal del semigrupo es dado por

0 I 0 0
k I k
L a2 —at "o, 0
A= plo ,%1 plo 7 (613)
k b k —dl
P2 P2 P2 P2

Como fue visto en el capitulo anterior se puede demostrar que el operador A definido
anteriormente es el generador infinitesimal de um semigrupo de contracciones. En efecto,

note que si
a(x) > 0, d(z) > 0
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es simple verificar que el operador A es disipativo, i.e.:

L L
(AV,V) = —/ alVo|* do — / d|Vy* dv <0, VYV € D(A). (6.14)
0 0
Por lo tanto se tiene el siguiente resultado,

Teorema 6.1.1. Con las notaciones anteriores, el operador A es el generador infinitesi-

mal de un semigrupo de contracciones.

La demostracion es idéntica a aquella hecha en el primer capitulo, por lo tanto no se
repetira.
Nuestro objetivo es mostrar que el operador A puede ser descompuesto en la siguiente

forma

A=A+ B

donde B es un operador continuo y Aq es un operador normal satisfaciendo las hipdtesis
del Teorema de Renardy 6.0.2.
El operador A es dado por

(6.15)

|
Q
N
o O O M~
=y
&
S ~N O O

y B es dado por

B= o (6.16)

0 0 0 =«

AV = 1 : (6.17)



Es simple verificar que su adjunto es dado por

. Pt
_(9096 + w>ft
ALV = — 1 y (6.18)

b k
— ez — — (P2 + )
P2 P2
Claramente este operador conmuta con Ay, luego se cumple el siguiente Lema.
Lema 6.1.1. El operador Ay es normal.
Lema 6.1.2. El operador B es un operador continuo.

Demostracion: De la definiciéon del operador B se tiene

0 0 0 0 0
—al % —aVs
BV = ! P1 ’ ’ Vs — P1
0 0 0 0 Vs 0
—dI —d
0o o o % Vi Va
P2 P2

de donde sigue

) La2 ) Ld2 )
BvIE = [ LiwlPdes [ Sl da
0o P1 0o P2

L

< / VaP? + |Vaf? de
0

L

< cl/ Va2 + palVal? + Vi + Val? + b|Via|? da
0

< 01||V||31-

Por lo tanto B es un operador continuo.
Finalmente para obtener todas las hipdtesis del Teorema de Renardy es suficiente
verificar la condicién 2 del Teorema. Para esto se tiene que calcular el espectro de Aj.

Los siguientes Lemas son importantes para este calculo

Lema 6.1.3. El espectro del operador Aq estd formado exclusivamente por sus autova-

lores.
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Demostracion: Note que Ay es um operador normal, que verifica

Re (A V,V) <0

por lo tanto Ay es un generador infinitesimal de semigrupos de contracciones. Es

simple verificar que 0 € o(Ap) por lo tanto Ay es un operador tal que

./40 : D(A()) CH — H.

es una biyeccién con inversa continua. Esto es

AL H = D(A).

Claramente para todo conjunto limitado de H las imagenes por el operador A;"' son
limi- tadas en D(Ap). Note que D(Ap) es um subespacio compacto de H. Portanto, Aj*
es un operador que lleva conjuntos limitados de ‘H en conjuntos relativamente compactos
de H. Estoes, Ay ! es un operador compacto de H. Luego el espectro de Ay ! esta formado
por los autovalores de A", que es un conjunto numerable, con A = 0 el tinico punto de

acumulacion. De esta forma se concluye que el espectro de Aj esta formado por

o(Ay) = {)\ € C; A'  es un autovalor de Agl}

Lema 6.1.4. El espectro del operador Ay es dado por

—[(kpa + bpr)0% + kpy] + \/ [(kpa + bp1)62 + kpi]2 — dp pobke!
2p1p2

O'(A()) =< AE (C; )\2 =

donde 0; := (jm)/L

Demostraciéon: Por el Lema anterior el espectro del operador Ay esta formado por el

conjunto de sus autovalores. Esto es los valores A € C que verifican

AW = AW, (6.19)

Recordando que

68



)

k
AW = P1 v (6.20)
b k

P2

donde
W= (p,®, ¢, D).

Por lo tanto la ecuacién (6.19) puede ser reescrita de la forma

Ap—P = 0
PIA® — K(pe +1) = 0
XNp—T = 0

P2V — by + K(pe + ) = 0

eliminando las variables ® y ¥, se obtiene

Pl)\290 - H(pr + ¢)cc =0
P2 — by + K0y +9) = 0.

Este sistema puede ser reescrito como

PN P — Kpgw = Ky
P2f\2¢ - bw;m + /‘ﬂﬁ + KPPy = 0.

de donde se tiene

Pl)\Q%O — RPzx = ’id]az (621)
Pz/\2?/1x - bwrxx + ’ﬂ/}m + R@xz = 0. (622)

Sustituyendo 1, en la ecuacién (6.22) y reduciendo términos semejantes se obtiene la

siguiente ecuacion de cuarto orden.
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bkVazae — [(kp2 + bp1) N pre + (p202 + E)p1A2p = 0, (6.23)

En el caso de condiciones de Dirichlet-Neumann se obtiene las siguientes condiciones de

frontera.
©(0) = o(L) = ¢42(0) = @ga(L) = 0. (6.24)

De las ecuaciones (6.23) y (6.24), se concluye que existe una base ortonormal y completa

de autovectores del operador Ag, dados por

pi(r) = \/%Sin(ejfﬁ)

donde 6; := (jm)/L. Sustituyendo ¢ por ¢,(x) en (6.23), se obtiene
2
(pr1p2A* + [(kpa2 + bp1)67 + kpi]\* + bk6;) \/;sin(ejx) =0.
De esta forma se define el polinomio,

P(X,0;) = prpaX* + [(kpa + bp1)03 + kpi] A\ + bk},

Por lo tanto A; es un autovalor de Ay si
P()\, 0]) =0.

esto es
prpoAt + [(kpa + bp1)0; + kpi]\* + bk} = 0.

Observe que esta es una ecuacion bicuadratica y puede ser resuelta de la siguiente forma

—[(kps + bp1)02 + kp] £ \/ [(kpa + bp1)62 + kp]? — 4p1 pobko?
2p1p2

A2 =

De donde sigue la demostracion.
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Lema 6.1.5. Los autovalores del operador Ay son simples y verifican

A~ cjv/—1, Vj>N.
Demostracién: Cada autovalor de \; estd asociado al autovector
@;(z) = sin(f;z),

por lo tanto todo autovalor es simple. Finalmente se mostrara la hipotesis 2 del Teorema

de Renardy. De hecho, cada \; verifica

—[(kpa + bp1)62 + kpi] + \/ [(kpa + bp1)62 + kpr]2 — dp1 pobke?
2p1p2

2\ =

J

recordando que

ST

9]' :j

se encuentra

P bou) % + 5] & \[[(kpa + bp1) 3 + 2412 — dpu pabh s
3= 2p1p2

Tomando 7 > N, con N grande se obtiene

32 2 ~[(kp2 +bp1) 5] £ \/[(kpz +bp1) ]2 — 4p1 bk
s 2p1p2

J

De donde sigue que

[(kps + bp1) 5] £ \/[(k’m — bpy) 22

PV 2
! / 2p1p2
7'('2 ’7'I'2
ol + b)) & (e — o) 2
2p1p2
~ —cj

De donde sigue el resultado.

Finalmente estando en condiciones de mostrar el resultado principal de este trabajo,

se tiene el siguiente teorema
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Teorema 6.1.2. El semigrupo asociado al sistema de Timoshenko, verifica la propiedad
de la Estabilidad Lineal.

Recordando la descomposicién

A=A, + B

Por los lemas anteriores se concluye B es un operador continuo y Ay es un operador
normal cuyos autovalores son simples y aislados. Para verificar que la segunda hipdtesis
del Teorema de Renardy se cumple, tomando R = N + 1. Luego fuera de la bola B(0, R)

todos los autovalores satisfacen

A= cjv—1.

Por lo tanto, toda bola de radio Ry = ¢/2, contiene a lo més un autovalor de Ay. Luego
todas las hipotesis del Teorema de Renardy se verifican, lo que significa que el semigrupo

asociado al sistema de Timoshenko verifica la propiedad de Estabilidad Lineal.
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Capitulo 7

Conclusiones y Recomendaciones

Demostrar que un semigrupo posea la propiedad de la estabilidad lineal es equivalente a
caracterizar el tipo del semigrupo de una forma tal que sea posible su célculo numérico.
Este problema tiene muchas aplicaciones, sobre todo en el estudio del problema llamado de
diseno 6ptimo o en inglés optimal design. Este problema consiste en encontrar la posicion
donde deben ser inseridos los mecanismos disipativos para que la correspondiente tasa de
decaimiento sea la mejor posible.

Una aplicacion importante de este resultado para la ecuaciéon de ondas, fue demostrar
que la conjetura de la constante es falsa. La conjetura de la constante fue formulada de
la siguiente forma:

La mejor tasa que se puede obtener en la ecuacion de ondas es cuando la ecuacion es
de coeficientes constantes

P. Freitas [6] demostré que esta conjetura es falsa. Su método fue basado en la
propiedad de estabilidad lineal probada para la ecuacion de ondas. Esto nos abre las
puertas para el estudio de la misma conjetura para otros modelos. Por ejemplo para
nuestro caso.

La mejor tasa de decaimiento del sistema de Timoshenko se obtiene cuando los coefi-
cientes son constantes

Este es un asunto que se desarrollara posteriormente.

Finalmente, se debe observar que el teorema de Renardy caracteriza la estabilidad
lineal en operadores que son perturbaciones continuas de operadores normales, es valido
esencialmente para sistemas de ecuaciones diferenciales parciales unidimensionales. Queda

en abierto el problema de extender este resultado para ecuaciones diferenciales de dimen-
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siones mayores que uno.

En resumen, se ha encontrado una condiciéon general que caracteriza el tipo del semi-
grupo como siendo igual a la cota superior del espectro, esto es, la propiedad de estabilidad
lineal es valida. Esto permite inclusive calcular numéricamente el tipo del semigrupo, asi

como responder a preguntas de disenio 6ptimo y de la conjetura de la constante.
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