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IV ÍNDICE GENERAL

4.3. La ecuación de Landau - Lifshitz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
4.4. Método de análisis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
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Los parámetros de ajuste se indican en la tabla 5.4. . . . . . . . . . . . . . . . . 54

A.1. Representación de un sistema de coordenadas esféricas en el que se muestran los
vectores unitarios r̂i, θ̂i y φ̂i en función de los vectoers unitarios î, ĵ, k̂. . . . . . . 62
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Resumen

En el presente trabajo se hace un estudio teórico de la resonancia ferromagnética en un tipo es-
pecial de multicapa magnética llamada “válvula de espı́n”. Dicha válvula de espı́n consiste de
dos capas ferromagnéticas separadas por un espaciador no magnético que en conjunto se en-
cuentran sobre un substrato antiferromagnético. Respecto a la válvula de espı́n es bien sabido
que el espesor del espaciador no magnético juega un rol clave en el comportamiento electrónico
y magnético de esta multicapa, la cual, en ausencia de un campo externo, da lugar a la existen-
cia de un acoplamiento entre las magnetizaciones de las capas ferromagnéticas. Para estudiar
este acoplamiento magnético se hace uso de la ecuación de Landau-Lifshitz ya que ésta descri-
be muy bien la dinámica de la magnetización y su evolución temporal, donde la frecuencia de
precesión de la magnetización está determinada por el campo interno local Heff . Este campo
proviene de distintas fuentes tales como: anisotropı́as de forma, magnetocristalina, de superficie
y campo externo. Por ende, siguiendo el modelo de Smit y Beljers [Smit 55], se puede utilizar la
energı́a libre total del sistema para obtener el campo efectivo interno Heff y resolver la ecuación
de Landau-Lifshitz para pequeñas osilaciones de la magnetización. Como resultado, se obtie-
ne la relación de dispersión en la que se encuentra implı́cita la dependencia entre la frecuencia
de resonancia y el campo externo; que está en buen acuerdo con lo publicado en la literatura
[Layadi 05],[Zhang 94]. Por otro lado, si se mantiene fija la frecuencia de resonancia f , se obtie-
ne el campo de resonancia en función de su orientación dentro del plano de las capas, las cuales
se encuentran también en buen acuerdo con lo publicado [Azevedo 05].

Además cabe resaltar que estos resultados teóricos se han utilizado para el estudio del siste-
ma IrMn/Co/Ru(t)/FeNi [Alayo 11], para distintos espesores t de la capa no magnética, identi-
ficándose tres tipos de acoplamiento de intercambio intercapa o fuerza de acoplamiento J . Para
t = 200 Å se observa una simetrı́a en la dependencia angular del campo de resonancia indi-
cando que no existe un acoplamiento entre las capas magnéticas debido al gran espesor de la
capa espaciadora. Para t = 32 Å se observa un acoplamiento antiferromagnético; es decir, las
magnetizaciones se encuentran alineadas antiparalelamente en el cual hay una gran contribución
del acoplamiento bicuadrático. Finalmente, para t = 24 Å se observa un acoplamiento paralelo
o ferromagnético de las magnetizaciones.
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Capı́tulo 1

Introducción

La época en que vivimos, llamada “el siglo de la información”, se caracteriza principalmente por
los avances acelerados que experimentan la ciencia y la tecnologı́a. Estos avances han ocasio-
nado un gran impacto en la sociedad, cambiando la manera en que vivimos y en gran medida
haciéndonos dependientes de las nuevas tecnologı́as emergentes. De igual manera, los conoci-
mientos obtenidos han expandido nuestro entendimiento de cómo funciona el universo medible,
desde el mundo cuántico hasta el vasto cosmos. Por ello resulta claro señalar que en estos tiem-
pos existe mucha información disponible acerca de todo lo que nos rodea, información que se ha
obtenido gracias al producto de la investigación realizada ya desde tiempos antiguos. La búsque-
da de la verdad acerca de lo que observamos; es decir, la búsqueda del conocimiento sobre el
mecanismo subyacente detrás de los fenómenos observables ha sido, en mi opinion, el motor que
ha impulsado la investigación y que ha llevado a la ciencia a alcanzar esta etapa de madurez. Por
ende, resulta inevitable reflexionar acerca de cómo al hombre, desde sus inicios, le preocupó la
manera de cómo almacenar la información que iba adquiriendo, producto de su conocimiento
acerca de su entorno. Empezó tal vez dibujando sucesos en las paredes de las cuevas, como una
manera de recordar y compartir su experiencia vivida a sus generaciones. Ya con la aparición de
la escritura, el descubrimiento del papiro y luego la invención del papel, el hombre pudo trans-
mitir y almacenar información de modo sencillo y rápido. Paralelamente, la matemática ocupaba
gran parte de su mente en su quehacer diario. Ası́, el hombre se vió en la necesidad de inventar
máquinas, desde el ábaco hasta las actuales supercomputadoras, capaces de ayudarle a realizar
operaciones básicas de manera rápida y de acuerdo a sus necesidades.

En los primeros desarrollos de las computadoras, los datos, que consistı́an en bits de infor-
mación, eran almacenados en una matriz de núcleos magnéticos formados por pequeños toroides
magnéticos en los cuales se almacenaba un bit, cada bit “0” o “1” estaba representado por la
dirección de magnetización de dicho toroide. Los componentes principales, en aquella época, de
los circuitos electrónicos eran resistores, inductores, capacitores y los tubos de vacı́o; un ejem-
plo de ello lo encontramos en la famosa computadora ENIAC, la cual consistı́a de alrededor de
17000 tubos de vacı́o. Luego, con la invención de los transistores bipolares y su posterior desa-
rrollo en los Laboratorios Bell (Bell Telephone Laboratories) en 1947/48 [Allan 01], dirigido por
Murray Hill, la tecnologı́a de las computadoras experimentó un cambio muy acelerado y con ello
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también un dispositivo muy importante de esta máquina, que es su memoria de almacenamiento
interna. En esta etapa cabe mencionar que los estudios acerca de las propiedades electrónicas de
los materiales permitió clasificar a los materiales en metales, aislantes y semiconductores; sobre
estos últimos se basó la invención de los circuitos integrados hechos independientemente por
Kilby y Noyce en 1958, tal como lo indica Arns [Arns 98]. Con ello empezó la gran carrera de
la industria de los semiconductores cuyo impacto lo vemos hasta el dı́a de hoy. No obstante, a
medida que pasa el tiempo los circuitos integrados se hacen cada vez más pequeños. Además,
sabemos que dicha tendencia de disminuir el tamaño de los dispositivos no seguirá para siem-
pre debido al lı́mite microscópico de los materiales. Por lo tanto, para mantener dicha taza de
desarrollo se requiere de investigación e innovación lo cual significa incursionar en el estudio del
mundo nanoscópico y buscar nuevos mecanismos intrı́nsicos o extrı́nsicos que sirvan como base
en la construcción de nuevos dispositivos tecnológicos. Esto debido al hecho que al disminuir
el tamaño de los materiales resulta que sus propiedades fı́sicas, comparadas con las de su con-
traparte macroscópica, cambian drásticamente, abriendo las puertas de un mundo inimaginable
de posibilidades en el que estas nuevas propiedades fı́sicas puedan ser utilizadas en el diseño y
en la construcción de novedosos dispositivos nanoscópicos; las cuales pueden ser tan cruciales
como cambiar el desarrollo socio-económico de un paı́s entero. Las tecnologı́as ampliamente
usadas para celdas de memorias de las computadoras, basadas en transistores, son las memorias
de acceso aleatorio estáticas (SRAM), memorias de acceso aleatorio dinámicas (DRAM) y las
memorias Flash. Sin embargo, este último tipo de memorias son volátiles; es decir, necesitan ser
alimentadas con corriente para mantener su estado de memoria. Además, sólo se puede escribir
o leer cierto número de veces luego de los cuales estos sistemas son inservibles.

El siguiente paso en el desarrollo de las memorias de computadora fue el descubrimiento
en 1986, por Peter Grünberg y su grupo [Grünberg 86], acerca de la existencia de un acople
magnético entre multicapas de Fe que se encontraban separadas por capas no magnéticas de
Au o Cr. Este acoplamiento llegó a llamarse acoplamiento antiferromagnético debido a que las
magnetizaciones de las capas de Fe se encontraban alineadas antiparalelamente unas con otras.
Dos años después de este reporte, en 1988, mediciones de la magnetorresistencia en multicapas
de Fe/Cr llevados acabo por Baibich et al. [Baibich 88] y Binasch, et al. [Binash 89] indicaban
una disminución muy grande en la resistencia al aplicar un campo externo a estas multicapas,
que en algunos casos llegaba hasta a un 80 %. Debido a esta alta resistencia, a este efecto se le
llamó Magnetorresistencia Gigante, término acuñado por Baibich. Por otro lado, Stuart Parkin,
pionero en la tecnologı́a de memorias de almacenamiento, junto con su grupo de IBM, publicó
un trabajo en 1990 [Parkin 90] en el cual reportaba por primera vez la existencia de una oscila-
ción de la magnetorresistencia gigante al variar el espesor de las capas no magnéticas; es decir,
la orientación relativa de las magnetizaciones de las capas ferromagnéticas dependen, de forma
oscilatoria, del espesor de las capas no magnéticas. Estos tres descubrimientos marcaron un hito
en el campo de la electrónica convencional y de la ciencia en general. Ası́, se abrió la puerta hacia
nuevas fronteras tanto en los aspectos fundamentales como tecnológicos y al descubrimiento de
nuevos fenómenos magneto-espı́n-eléctricos, estableciéndose nuevas perspectivas tecnológicas
que propiciaron el nacimiento de una nueva ciencia. Este nueva ciencia o campo de investigación
fue llamada “espintrónica ”, ya que en ella se manipula, en lugar de la carga, el espı́n del electrón
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para la fabricación de dispositivos.

El efecto de la magnetorresistencia gigante (GMR) consiste en la gran disminición de la
resistencia al aplicar un campo externo a multicapas ferromagnéticas separadas por capas espa-
ciadores no magnéticas, esta alta resistencia se debe a la orientación antiparalela de las magne-
tizaciones de las capas ferromagnéticas en ausencia de campo. El efecto GMR pronto atrajo la
atención tecnológica para su aplicación al diseño de sensores magnéticos y nació la idea de cons-
truir una memoria de acceso aleatorio magnética (MRAMs, por sus siglas en inglés) universal
[Smith 96], [Wolf 01]. Dieny y sus colaboradores [Dieny 91], en 1991, fueron los primeros en
proponer el sistema de “válvula de espı́n” para la fabricación de sensores magnéticos cuya prime-
ra aplicación fue las cabeceras lectoras de los discos duros [Tsang 94] que entraron al mercado
desde 1997 a través de IBM [Belleson 98]. Las válvulas de espı́n consisten de cuatro capas fun-
cionales: dos capas ferromagnéticas separadas por una capa no magnética en la que una de ellas
se encuentra en contacto con una capa antiferromagnética. Esta estructura da lugar a dos fenóme-
nos muy importantes: el acoplamiento entre las capas ferromagnéticas llamado “acoplamiento de
intercambio intercapa” y el acople entre la capa ferromagnética y la capa antiferromagnética lla-
mado “Exchange bias”, este último se manifiesta en el corrimiento de la curva de histéresis.
Estos dos fenómenos han sido muy bien estudiados desde su descubrimiento pero hoy en dı́a
aún no hay una teorı́a que explique, de forma general, todas las observaciones experimentales
realizadas. En la actualidad existen diversas técnicas experimentales que permiten caracterizar y
estudiar las válvulas de espı́n y sistemas multicapas magnéticas relacionadas; alguna de ellas son:
Surface Magneto-Optic Kerr Effect (SMOKE) [Bader 99], Magnetic Force Microscope (MFM),
Neutron diffraction [Squires 97], X-ray Magnetic Circular Dichroism (XMCD), Ferromagnetic
Resonance (FMR) junto con el FMR force microscopy (FMRFM) [Zhang 94]. No obstante la
resonancia ferromagnética (FMR) ha demostrado ser, desde hace 50 años, un técnica que provee
información cuantitativa y confiable de los materiales ferromagnéticos como son: el factor de
Landé en los sólidos, anisotropı́as magnéticas, acoplamiento de intercambio intercapa y cantida-
des relacionadas [Lindner 03]. En el presente trabajo se hará uso de la resonancia ferromagnética
para el estudio teórico de la válvula de espı́n, ya que este sistema es de interés actualmente por su
gran potencial tecnológico para ser usados en la siguiente generación de memorias no volálites
de alta densidad y chips con alta estabilidad térmica [Ikeda 10]. Además, se emplearán méto-
dos bien establecidos [Smit 55] para obtener la relación de dispersión y ası́ analizar el sistema
IrMn/Co/Ru(t)/NiFe y comparar los resultados teóricos con medidas experimentales facilitadas.

La presente tesis se divide en cinco capı́tulos. En el primer capı́tulo se resumen ciertos hechos
históricos relevantes que conllevaron al desarrollo de la válvula de espı́n. Luego, en el capı́tulo
dos, se describe brevemente la estructura y magneto-transporte de la válvula de espı́n junto a
dos técnicas experimentales: el magnetron sputtering, que sirve para muchos fines relacionados
con la pulverización de superficies y deposición de pelı́culas delgadas; y la resonancia ferro-
magnética, que sirve para el estudio de las propiedades magnéticas de multicapas relacionadas.
En el capı́tulo tres se discute de forma general las diversas interacciones que ocurren dentro de
la válvula de espı́n, entre ellas el acoplamiento de intercambio intercapa, el exchange bias y al-
gunas fuentes que originan la anisotropı́a magnética. Con esta base teórica, el capı́tulo cuatro
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se enfoca en el planteo del modelo para la densidad de energı́a libre y el uso del método em-
pleado para obtener la relación de dispersión donde se considera la ecuación de Landau-Lifshitz
para la dinámica de la magnetización. En el capı́tulo cinco se discuten los resultados obtenidos y
se comparan con experimentos en el sistema IrMn/Co/Ru(t)/NiFe. Finalmente, se presentan las
conclusiones de este trabajo y las perspectivas de posibles trabajos futuros.



Capı́tulo 2

Las válvulas de espı́n: formación y técnica
de estudio

En este capı́tulo se presentará una breve descripción de la estructura de la válvula de espı́n ası́
como la fenomenologı́a de su magneto-transporte. Asimismo, se describirá el mecanimsmo de
deposición de un magnetron sputtering y se discutirá la técnica de resonancia ferromagnética po-
niendo énfasis en la ecuaciń de Landau-Lifshitz la cual describe la dinámica de la magnetización
en la válvula de espı́n.

2.1. La válvula de espı́n
Una válvula de espı́n es un tipo especial de multicapa magnética que consiste de dos capas
ferromagnéticas, FM1 y FM2, separadas por una capa espaciadora no magnética, NM, en la que
una de ellas está en contacto atómico con una capa antiferromagnética, AFM, como se indica en
la figura 2.1. En este sistema se presentan dos fenómenos muy importantes tanto por su aplicación
en el ámbito tecnológico como por su entendimiento de su fı́sica fundamental:

1. Uno de dichos fenómenos es el acoplamiento magnético entre las capas FM1 y FM2 que
depende, en gran medida, del espesor del espaciador NM. A la capa FM1 se le llama capa
libre ya que frente a un campo externo su magnetización es libre de rotar.

2. El otro fenómeno es el intercambio de sesgo o “Exchange bias” que resulta de la inter-
acción entre la capa ferromagnética FM2 y la capa antiferromagnética AFM. Lo cual fija
la magnetización de la capa FM2 hacia una dirección preferencial que está determinada
por la anisotropı́a unidireccional generada en la interface FM2/AFM. En este esquema la
capa fija es la capa FM2 debido a que su magnetización va a estar fijada por el material
antiferromagnético.

La combinación de estos dos fenómenos lo hacen perfecto para usarlo como un sensor de
campos magnéticos débiles, como es el caso de las cabeceras lectoras de los discos duros pre-
sentes en la computadoras modernas de hoy en dı́a, ası́ como también en celdas de memoria de
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las futuras computadoras o como chips con alta estabilidad térmica [Ikeda 10]. Para ello tiene
que hacerse estudios del rol que juega el espaciador NM, teniendo en cuenta su espesor y el tipo
de material, en las propiedades magnetoeléctricas de la válvula de espı́n tal que nos permitan
seleccionar, de entre una serie de materiales, los materiales óptimos de acuerdo a las propiedades
requeridas.

FM1 (libre)

FM2 (fijada)

Espaciador

AFM

Figura 2.1: Diagrama esquemático de la estructura de una válvula de espı́n

2.1.1. Fenomenologı́a del magneto-transporte en la válvula de espı́n
El término “válvula de espı́n ” se refiere al efecto de válvula que tiene este sistema al paso de

una corriente polarizada; es decir,

2.2. La técnica de pulverización catódica (sputtering)
Con relación a las pelı́culas delgadas, hoy en dı́a existen diversas tecnologı́as de deposición

[Mahan 00] debido quizás a la gran diversidad de fenómenos que se dan en este tipo de siste-
mas; por ello una sola técnica parece no ser suficiente para realizar los estudios adecuados de
sus propiedades fı́sicas. Por lo que manipular con un mayor control y precisión los procesos de
deposición, crecimiento y estudio de la microestructura de pelı́culas delgadas se ha convertido en
una carrera cientı́fica a nivel mundial. Debido a esto encontramos tecnologı́as emergentes para
la deposición y recubrimiento de pelı́culas delgadas sobre substratos o superficies, tales como:
deposición de polı́mero al vacı́o (VPD del inglés vacuum polymer deposition), deposición de
lámina atómica (ALD del inglés atomic layer deposition), etc. [Peter 10]; y diversas tecnologı́a
convencionales tales como: la deposición fı́sica de vapor (PVD del inglés Physical vapor deposi-
tion), deposición quı́mica de vapor (CVD del inglés Chemical vapor deposition), deposición por
arco catódico (CAD del inglés Cathodic arc deposition), implantación iónica (Ion Plating) entre
otros, cuya aplicación lo vemos en tecnologı́as relacionadas con semiconductores, ingenierı́a so-
lar, aplicaciones médicas que involucran recubrimientos resistentes al desgaste para implantes y
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prótesis, construcción de superredes, nanoláminas, nanocompuestos y mucho más [Hwan 08].
Los procesos de deposición fı́sica de vapor (PVD) tienen que ver con un método particular de
depositar pelı́culas delgadas sobre una o varias superficies por condensación de una forma vapo-
rizada de un material sólido. Un ejemplo aplicativo de ello serı́a la válvula de espı́n ya que ésta
consiste de cuatro capas o pelı́culas delgadas.

Uno de los procesos PVD muy popular en la investigación cientı́fica y en la industria es la deposi-
ción por sputtering debido a su sencillez, rapidez y eficiencia, la cual se explicará a continuación.

Por “Sputtering” entendemos aquel proceso por el cual se extraen átomos de la superficie de
un material mediante el bombardeo de partı́culas energéticas ionizadas, este bombardeo resulta
en un vapor debido a procesos puramente fı́sicos [Peter 10]. Básicamente se puede entender que
dicha extracción de átomos del material del blanco se logra por intercambio de momento que
se da entre los iones que impactan y los átomos de la superficie [Westwood 03]. Hoy en dı́a
la técnica de Sputtering es usada para muchos fines como por ejemplo en la erosión de una
superficie, la limpieza de una superficie y la deposición de pelı́culas delgadas.
Existen varios sistemas de sputtering para la deposición de pelı́culas delgadas, donde el más
simple es el sputtering de corriente continua DC, que consiste de dos electrodos planos: un
cátodo sobre el cual se encuentra el blanco (material cuyos átomos se desea depositar) y de un
ánodo sobre el cual se encuentra el substrato (en el que se va a depositar los átomos extraı́dos
del blanco), ver figura 2.2. Estos electrodos se encuentran bajo una diferencia de potencial que
podrı́a ser DC (si el blanco es un conductor) o radio frecuencia RF (si el blanco es un dieléctrico
o aislante) como se indica en la figura 2.2, todo este sistema se encuentra en una cámara de alto
vacı́o usualmente menor que 3mTorr. Además, se utilizan átomos de argón ionizados Ar+ para
el bombardeo del blanco durante el cual se generan electrones libres que a la vez ionizan los
átomos de Ar y estos son acelerados al blanco generando ası́ un vapor que luego es depositado
sobre el substrato.

Este proceso de sputtering y deposición es relativamente rápido; sin embargo, debido a la
generación de electrones libres y por ende la creación de cierto plasma se originan corrientes
contaminantes y sobrecalentamiento en el substrato lo cual no lo hace muy eficiente. Ante ello
aparece una nueva alternativa que soluciona estos problemas al aplicarse un campo magnético
sobre el cátodo llamándose a la nueva técnica sputtering magnetrón.

2.2.1. La técnica de magnetron sputtering
Luego de su descubrimiento por Penning en 1935 [Penning 35], el sputtering magnetrón

desde 1970 a llegado a ser una de las técnicas muy populares tanto en la industria como en la
investigación cientı́fica debido a su sencillez y rapidez de deposición, eso lo podemos corroborrar
revisando la cantidad de publicaciones hechas con sputtering magnetrón en comparación al uso
de otras técnicas de deposición. Existen dos tipos de sputtering magnetrón ampliamente usados:
el tipo cilı́ndrico y el tipo planar. La figura 2.3 muestra un magnetrón tipo planar, en ella se
puede observar que cierto arreglo de imanes en el cátodo genera un campo magético cercano
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Ar+

Substrato

Gas inerte

Formación de 
la película

Ar+ e-

e-

Ar

Fuente DC

Blanco
(Cátodo)

Formación de
plasma

Cámara de
alto vacío

Figura 2.2: Diagrama esquemático de un sistema de Sputtering DC.

al blanco, éste campo magnético es muy importante ya que llega a confinar a los electrones
libres, que resultan de la colisión entre los iones de Ar+ y los átomos de la superficie, siguiendo
un movimiento helicoidal alrededor de las lı́neas de campo regidas de acuerdo a la fuerza de
Lorentz [Peter 10]:

~F = q( ~E + ~v × ~B), (2.1)

donde q es la carga del electrón, ~E es el campo eléctrico generado debido a la diferencia
de potencial entre los electrodos, ~v la velocidad del electrón y ~B el campo magnético cerca del
cátodo, por lo que los electrones son mantenidos cerca del cátodo reduciendo de esa manera el
impacto de electrones sobre el substrato haciendo que la tasa de deposición se incremente y sea
más limpia.

Por otro lado, es importante señalar que para tener un mayor control de lo que se quiere
depositar se debe conocer una serie de fenómenos los cuales involucran la fı́sica de superficies,
fı́sica de plasmas, fı́sica de colisiones, entre otros; además del manejo de muchos parametros que
están presentes durante el proceso de deposición; debido a eso, las simulaciones computaciona-
les [Depla 08], hechas con códigos de Monte Carlo, MC, o dinámica molecular, MD, resultan
ser muy importantes ya que permiten determinar parámetros precisos para ser usados pertinen-
temente en los procesos de deposición, ya que no se puede obrar a prueba y error debido a los
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SubstratoSubstrato

Cátodo del Cátodo del sputtering magnetrónsputtering magnetrón

Átomos eyectados
del blanco
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Líneas de
Campo
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+
Ion
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Figura 2.3: Diagrama operacional de un magnetron sputtering

grandes costos de los materiales y al tiempo.

2.3. Resonancia Ferromagnética

Una técnica, entre otras tantas, que nos permite caracterizar un material magnético es la reso-
nancia ferromagnética (FMR del inglés ferromagnetic resonance) conocida por ser una técnica
experimental muy potente y que generalmente se aplica al estudio de las propiedades magnéticas
de cristales sólidos (bulk) y de pelı́culas delgadas ferromagnéticas [Farle 98], a través del estudio
de las ondas de espines y de la dinámica del espı́n del electrón. La gran utilidad de ésta técni-
ca empezó a ser evidente desde hace más de 50 años atrás [Ament 55],[Walker 57], [Kittel 58]
luego del descubrimiento de este tipo de resonancia hecho por Griffiths [Griffiths 46] en 1946,
aunque ya V. K. Arkad’yev [Arkad 12] habı́a observado la absorción de radiación UHF por ma-
teriales ferromagnéticos en 1911. Vale la pena indicar que muchos otros métodos experimentales
únicamente permiten una medida relativa de la interacción ya que la energı́a asociada con la
absorción de microondas permanece en el rango µK. La resonancia ferromagnética FMR es la
técnica más apropiada para investigar las propiedades termodinámicas del estado fundamental y,
además, ha demostrado que puede producir valores absolutos de cantidades fı́sicas básicas tales
como: energı́a anisotrópica magnética, el tensor g en los sólidos, temperatura de Curie, momento
magnético total y, para el caso de sistemas multicapa como la válvula de espı́n, provee una me-
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dida cuantitativa del acoplamiento magnético entre las capas ferromagnéticas.

El arreglo experimental de muchos espectrómetros de resonancia ferromagnética se muestra en
la Fig. 2.4 (tomado de la Ref. [Liu 06]), en el cual se puede observar básicamente: el campo ex-
terno DC ~H generado por los imanes, la muestra que para nuestro caso serı́a una válvula de espı́n
y el campo de radiofrecuencia ~hrf generado en una fuente de microondas con el cual ocurrirá
la resonancia. Una explicación detallada acerca de cómo ocurre la resonancia ferromagnética lo
da C. Kittel en [Kittel 93], que a grandes razgos se puede entender como sigue: desde un punto
de vista cuántico, al aplicar un campo externo ~H a una muestra, los niveles del sistema cuanti-
zado de momento electrónico son divididos por el efecto Zeeman, por lo que si hacemos incidir
una radiación electromagnética cuya energı́a sea igual a la energı́a de transición entre dichos
niveles cuantizados, entonces ocurrirá una absorción resonante tal como se puede apreciar en la
Fig. 2.4(b); pero desde un punto de vista clásico, al aplicar un campo externo ~H los momen-
tos magnéticos de los átomos empiezan a precesar alrededor de cierto campo interno efectivo
~Heff con cierta frecuencia llamada frecuencia de Larmor ωL = γHeff y si se hace incidir una
radiación electromagnética cuya frecuencia de oscilación f sea igual a la frecuancia de Larmor,
entonces ocurrirá la resonancia. La teorı́a para la FMR ha sido desarrollado dentro de un marco

Imanes

Cavidad

microonda

Muestra

HH

M

Guía de ondas

hrf

(a)

E

H
eff

H res

hf =gB H res

−1
2 g B H

1
2 g B H

0

hf

(b)

Figura 2.4: (a) Diagrama esquemático de un espectrómetro de resonancia ferromagnética donde
~hrf representa al campo de radiofrecuencia. (b) Absorción resonante magnética para el espı́n del
electrón, donde h es la constante de Planck y f es la frecuencia de la radiación de microonda



2.3 Resonancia Ferromagnética 11

clásico y mecánico cuántico, pero debido a que un gran número de espines toman parte en un ex-
perimento de resonancia, del orden de 1010−1014, ambas descripciones resultan ser equivalentes.
Por tanto, es posible describir el fenónemo de resonancia aplicando una ecuación de movimiento
macroscópico, para el comportamiento de la magnetización, el cual fue derivado primero por
Landau y Lifshitz [Landau 65].

d ~M
dt

= −γ ~M × ( ~Heff + ~H + ~hrf ) (2.2)

La expresión sobre el lado derecho de la ecuación es el torque actuando sobre la magnetiza-
ción ~M el cual ha sido separado en partes provenientes del campo externo ( ~H), el campo interno
( ~Heff ) y el campo de alta frecuencia~hrf , siendo γ = gµB/~ la razón giromagnética. La ecuación
para la magnetización puede resolverse por distintos métodos, uno de los cuales es el método de
Smit y Beljers [Smit 55], quienes lo idearon para estudiar la absorción resonante ferromagnética
en un cristal de BaFe12O19, donde demostraron que la ecuación de movimiento para la magneti-
zación puede ser expresada en términos de la densidad de energı́a libre total E en lugar del campo
efectivo total, este es el método que se seguirá en el presente trabajo, para ello el siguiente capı́tu-
lo trata acerca de la energı́a libre total como la suma, principalmente, de dos contribuciones, la
anisotropı́a magnética y la interacción de intercambio.
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Capı́tulo 3

Breve revisión sobre las interacciones
magnéticas

El magnetismo, uno de los fenómenos fı́sicos más antiguos, fascinantes y misteriosos de la
ciencia [Michael 00], ha llegado a ser en nuestros dı́as un campo de investigación muy acti-
vo dentro de la comunidad cientı́fica debido tal vez al descubrimiento de que los sistemas na-
noscópicos, como la válvula de espı́n, presentan propiedades totalmente distintas y únicas al de
sus contrapartes macroscópicas o bulk. En este capı́tulo se presentará una visión panorámica so-
bre las interacciones magnéticas que tienen lugar en una válvula de espı́n y con ello las energı́as
magnéticas provenientes de diferentes fuentes tales como la energı́a de: Zeeman, la anisotropı́a
magnética, el acoplamiento de intercambio intercapa y el intercambio de sesgo (exchange bias),
que se tomarán en cuenta en el establecimiento del modelo para la energı́a libre total para la
resolución de la ecuación de magnetización de Landau-Lifshitz.

3.1. Energı́a de Zeeman
Hay un concepto fundamental el cual viene a ser la base para empezar el estudio del magnetis-

mo en los materiales y se trata del momento magnético. Si consideramos un momento magnético
dentro de un campo externo, la energı́a potencial magnética producto de la interacción viene dada
por

E = −µ0~µ · ~H. (3.1)

Ahora bien, si tomamos en cuenta un material finito el cual presenta muchos momentos magnéti-
cos entonces el vector de magnetización viene a ser el momento magnético resultante por unidad
de volumen ~M =

∑
V ~µ/V , para un campo en general variable la energı́a de Zeeman por unidad

de volumen, en una muestra finita, vendrı́a expresada por

EZeeman = −µ0 ~M · ~H, (3.2)

la cual viene a ser la densidad de energı́a potencial de un cuerpo magnetizado ~M en un campo
magnético externo ~H .
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3.2. Anisotropı́a magnética
Se dice que las propiedades magnéticas de una sustancia o cuerpo presentan anisotropı́a cuan-

do estas propiedades dependen de los ángulos entre un campo aplicado y ciertas direcciones pre-
ferenciales determinadas ya sea por la estructura cristalina, por la forma externa del material, el
estrés en el material o segregación atómica, etc.[Guimarães 09]. Estas direcciones preferenciales
o, llamadas también, direcciones fáciles de magnetización son direcciones estables en los cuales
la energı́a alcanza un mı́nimo y si el vector de magnetización rota hacia otra dirección entonces
esta energı́a se incrementa por lo que a este fenómeno se le llama energı́a anisotrópica magnética
[Gurevich 96]. Las dos fuentes principales de la anisotropı́a magnética son la interacción dipolar
magnética y la interacción espı́n - órbita [Johnson 96]. Al primero se le denomina anisotropı́a de
forma y al segundo anisotropı́a magnetocristalina, a continuación se discutirá cada una de ellas.

3.2.1. Anisotropı́a de forma
Entre las importantes fuentes de anisotropı́a magnética en pelı́culas delgadas se encuentra la

interacción dipolar magnética de largo alcance, la cual detecta los lı́mites externos de la muestra,
es decir, dicha anisotropı́a depende de la forma externa de la muestra estudiada, esto debido a
que al aplicar un campo externo a una muestra finita, como con el caso eléctrico, ésta se polariza
magnéticamente y por lo tanto aparece un campo llamado campo desmagnetizante ~Hdemag pro-
ducido por ~M [Jackson 98] tal como se ilustra en la figura 3.1. La energı́a de una muestra dada

H

H demag
M

Figura 3.1: En este gráfico se muestra ilustrativamente la aparición de un campo desmagnetizante
~Hdemag como consecuencia de una distribución de dipolos magnéticos en los bordes de la muestra
elipsoidal debido al campo externo ~H

asociada a su propio campo desmagnetizante viene dada por

Edemag = −
µ0

2

∫
~M. ~HdemagdV . (3.3)

Despreciando la naturaleza discreta de la materia, los efectos de forma de la interacción dipolar
en una muestra de forma general llegan a ser muy complicados; sin embargo, para muestras con
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simetrı́a elipsoidal el cálculo es relativamente fácil y puede ser descrito, vı́a el campo desmag-
netizante anisotrópico dado por ~Hdemag = −Nd ~M . Donde Nd es el tensor desmagnetizante, que
depende de los parámetros del elipsoide, cuyos valores para ciertos casos simples se muestran
en la tabla 3.1. Para el caso de una pelı́cula delgada Nd = 1, para una dirección perpendicular al

Tabla 3.1: Algunos valores para el factor desmagnetizante Nd (SI), tomado de [Guimarães 09]
.

Forma Dirección Nd

Plana (forma de pelı́cula) ⊥ 1
plana ‖ 0
Cilindro(l/d = 1) ‖ 0.27
Cilindro(l/d = 5) ‖ 0.04
Cilindro largo ‖ 0
Esfera 1/3

plano de la pelı́cula, por tanto la densidad de energı́a magnetostática o energı́a de forma es

Edemag =
1
2

µ0M2
s cos2θ (3.4)

siendo Ms la magnetización de saturación y θ el ángulo que subtiene el vector de magnetización
con el eje normal a la pelı́cula, como se puede observar en la figura 3.2. A partir de ésta, se puede
deducir que para θ = 900 la energı́a toma un mı́nimo (véase la figura 3.2b) por ende el hecho
de que la pelı́cula tenga forma planar favorece un alineamiento, de la magnetización, paralelo al
plano de la pelı́cula.

3.2.2. Anisotropı́a magnetocristalina
La otra contribución a la energı́a anisotrópica magnética es la anisotropı́a magnetocristalina

que tiene que ver con la dependencia de la magnetización con los ejes cristalográficos del ma-
terial. El origen microscópico de la anisotropı́a magnetocristalina es la interacción espı́n-órbita
tal como se dijo al inicio de la sección. En principio, también la interacción de intercambio y
la interacción dipolar podrı́an contribuir a la anisotropı́a magnetocristalina, sin embargo, la in-
teracción de intercambio es isotrópica y no depende de los ejes cristalográficos por lo que no
puede contribuir a la energı́a. Por otro lado se observa que el orden de magnitud de la interacción
dipolar para cristales cúbicos y cristales de baja simetrı́a estructual es despreciable comparado
a su valor real, consecuentemente, la interacción espı́n-órbita es el principal responsable de la
anisotropı́a magnetocristalina en cristales de Fe, Ni y Co [Johnson 96].

La interacción espı́n-órbita puede ser calculada desde primeros principios, sin embargo debido a
la dificultad de realizar estos cálculos se opta por otra alternativa más sencilla y no menos eficaz.
Este método consiste en usar expresiones fenomenológicas donde, con ayuda del experimento,
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

M
n

Película delgada

(a) (b)

Figura 3.2: (a) Representación esquemática de una pelı́cula delgada donde n̂ es la normal al
plano, ~M es el vector magnetización y (b) la curva de energı́a en función de θ (véase la ec. 3.4).

se obtienen parámetros que se usan en los cálculos. En el caso de la energı́a magnetocristali-
na, dicha expresión fenomenológica es una expansión en series de potencia de la dirección de la
magnetización que toma en cuenta la simetrı́a cristalina del material, obteniendo del experimento
los coeficientes para dicha expansión [Getzlaff 08], que en forma general vienen dados por

E = E0 +
∑

i

biαi +
∑

ij

bijαiαj +
∑

ijk

bijkαiαjαk +
∑

ijkl

bijklαiαjαkαl + O(α5). (3.5)

La expresión fenomenológica convencional para la densidad de energı́a magnetocristalina con
una dirección uniaxial, como es el caso para estructuras cristalinas hcp (véase la Fig. 3.3a) y
tetragonales, viene dada por

Ean(θ, φ) = K1sen2θ + K2sen4θ + K3sen4θcos4φ + ... (3.6)

donde K1, K2 y K3 son las constantes anisotrópicas y la dirección de la magnetización es-
pontánea ~M relativa al eje fácil está dada por los ángulos polar θ y azimutal φ, siendo la dirección
[0001] el de fácil magnetización (eje uniaxial, véase la Fig. 3.3a). Sin embargo, se ha demostrado
por experiencia que son suficientes las constantes K1 y K2 para producir un buen acuerdo entre
el experimento y los cálculos [Getzlaff 08]. Además, cabe mencionar que en el presente trabajo
solo fue necesario considerar el primer término de la Ec. 3.6 para lograr un buen acuerdo con los
datos experimentales, por lo que la energı́a magnetocristalina se redujo a

Ean = K1sen2θ. (3.7)

Si K1 es positivo, esta energı́a magnetocristalina (Ean) toma un mı́nimo cuando sinθ = 0, eso
ocurre cuando la magnetización apunta en la dirección [0001] ya sea con θ = 00 o θ = 1800

como se puede apreciar en las curvas de nivel de energı́a mostrada en la Fig. 3.3b.
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Figura 3.3: (a) Representación de la celda unitaria de una estructura hcp con el eje fácil a lo largo
de la dirección [0001] y (b) superficie de energı́a magnetocristalina para K1 > 0 en el que se
observa claramente la simetrı́a uniaxial

3.3. Acoplamiento de intercambio intercapa
Un fenómeno muy interesante ocurre cuando dos capas ferromagéticas se encuentran sepa-

radas por una capa espaciadora no magnética como se muestra ilustrativamente en la figura 3.4.

M
2

M
1



FMFM

FMFM

Figura 3.4: Representación esquemática del acople magnético que existe entre dos capas ferro-
magnéticas (FM) separadas por una capa NM que se manifiesta en una orientación relativa, dada
por el ángulo β, entre las magnetizaciones.

Las primeras observaciones [Baibich 88],[Binash 89] indicaban que en ausencia de un campo
magnético externo una medida de la magnetorresistencia resultaba mucho mayor en comparación
a una medida realizada en presencia de un campo externo, era tan grande la diferencia en compa-
ración a la magnetorresistencia ya conocida que se le llegó a llamar magnetorresistencia gigante.
Este fenómeno se adjudicó al hecho que las capas ferromagnéticas se encontraban acopladas
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magnéticamente a través del espaciador no magnético, al inicio se pensó que este acoplamiento
solo hacı́a que las magnetización se alı́nien entre sı́ de forma paralela o antiparalela como se
muestra ilustrativamente en la figura 3.5, llamándose a este tipo de acoplamiento acoplamiento
bilineal, dependiente del espesor del espaciador no magnético de forma oscilatoria [Parkin 90].
Sin embargo, luego se descubrió en ciertas tricapas de Fe/Cr/Fe [Grünberg 91] que era necesario
añadir otro tipo de acoplamiento no colineal para lograr un buen acuerdo entre el experimen-
to y la teorı́a, a este tipo de acoplamiento se le llamó acoplamiento bicuadrático en el que las
magnetizaciones tendı́an a alinearse de forma perpendicular. Estos dos tipos de acoplamiento se
discutirá a continuación.

3.3.1. Acoplamiento bilineal

Se denomina acoplamiento bilineal a la configuración en el que las magnetizaciones de la
capa libre FM1 y la capa fijada FM2 se encuentran paralelas o antiparalelas tal como se indica
en la figura 3.5. Históricamente, luego del descubrimiento del acoplamiento antiferromagnético
hecho en 1986 [Grünberg 86], se teorizó que este tipo de acoplamiento se debı́a a una interacción
de tipo Heisenberg, esta asumpción produjo buenos acuerdos entre los resultados teóricos y los
datos experimentales, por lo que la energı́a del acoplamiento de intercambio intercapa por unidad
de área (Einter) entre dos capas ferromagnéticas FM1-FM2 y que está en funció del espesor de
la capa NM (tNM ), quedó expresada de modo fenomenológico [Grünberg 91] como

Einter = −Jblcosβ, (3.8)

donde Jbl es conocido como la constante -factor o fuerza- de acoplamiento bilineal y cosβ =
~M1· ~M2

| ~M1· ~M2
, siendo β la orientación relativa entre las magnetizaciones de las dos capas ferromagnéti-

cas (véase la fig. 3.5). Desde un punto de vista teórico existen varios modelos que intentan

Acoplamiento bilineal

Ferromagnético Antiferromagnético

FM

FM

NM

Figura 3.5: Representación esquemática de un acoplamiento bilineal en el que las magnetizacio-
nes se alinean de forma paralela (acople ferromagnético) o antiparalela (acople antiferromagnéti-
co)

explicar el efecto del acoplamiento de intercambio intercapa, estos son: el modelo de RKKY
[Bruno 91], el del confinamiento cuántico [Edward 91], del electón libre [Cullen 92] y de la
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interfaz de reflexión [Bruno 93], [Bruno 95] los cuales concuerdan, en cierta medida, en la na-
turaleza y periodo oscilatorio de este tipo de acoplamiento. Sin embargo, a continuación solo se
discutiá el modelo de RKKY y del confinamiento cuántico debido a sus usos extensos y buen
acuerdo con los experimentos.

Modelo del acoplamiento RKKY

El modelo teórico original de Ruderman y Kittel [Ruderman 54], el cual trata sobre la inter-
acción entre espines nucleares de átomos vecinos vı́a los electrones de conducción, fue exten-
dida por Kasuya [Kasuya 56] y Yosida [Yosida 57] para explicar la interacción entre momentos
magnéticos localizados, que no interactúan directamente y que están inmersas en una matriz no
magnética, a través de los electrones de conducción de dicha matriz quienes actúan como me-
diadores para la existencia del acoplamiento entre dichos momentos magnéticos; este tipo de
interacción pronto fue llamada interacción RKKY cuya caracterı́stica era su naturaleza oscila-
toria que decaı́a de la forma 1/D3, donde D es la distancia entre los momentos magnéticos.
Luego, con el descubrimiento del acoplamiento antiferromagnético en multicapas de metales de
transición [Grünberg 86] y en heteroestructuras tierras-raras/Y [Majkrzak 86] junto con el des-
cubrimiento de la naturaleza oscilatoria de este tipo de acoplamiento [Parkin 90], se pensó que
la interacción de intercambio intercapa y la interacción RKKY tenı́an un mecanismo en común
debido a sus naturalezas oscilatorias. Esta observación trajo consigo una serie de investigaciones
teóricas al respecto; fue Yafet [Yafet 87] el primero en extender el modelo de RKKY al estudio
del acoplamiento de intercambio intercapa. En su modelo, Yafet consideró a las magnetizacio-
nes de las capas ferromagnéticas FM como momentos magnéticos localizados, inmersas en una
matriz no magnética, donde las magnetizaciones interactún vı́a los electrones de conducción de
los espaciadores no magnéticos, lo cual trajo como resultado que el acoplamiento, en el lı́mite
de tNM → ∞, tome la forma de un decaimiento tipo 1/t2

NM como se muestra en la siguiente
ecuación:

Jbl ∝
sin(2kF tNM)

t2
NM

, (3.9)

donde kF es el vector de onda de Fermi y tNM el espesor de la capa nomagnética NM. Este tipo
de comportamiento oscilatorio se puede observar en la figura 3.6, en donde se puede apreciar que,
dependiendo del espesor, la fuerza de acoplamiento Jbl pasa de tomar valores negativos (acople
antiferromagnético) a positivos (acople ferromagnético) de manera oscilatoria.

Sin embargo, el modelo RKKY no permitió dar una descripción cuantitativa de la amplitud
y de la fase de las oscilaciones del factor -o fuerza- de acoplamiento Jbl por lo que aparecieron
nuevos modelos con mecanismos un poco diferentes como es el caso de la pared o confinamiento
cuántico que se discutirá a continuación.

Modelo de la pared cuántica

Este modelo fue propuesto por Edwards et. al. [Edward 91], que aparentemente tenı́a un me-
canismo diferente al del modelo RKKY, ellos atribuyeron el efecto del acoplamiento como una
consecuencia del confinamiento dependiente del espı́n de los electrones en una pared cuántica
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Figura 3.6: Comportamiento oscilatorio del acoplamiento de intercambio intercapa bilineal en el
sistema de válvula de espı́n Si/Ru(150 Å)/IrMn(150 Å)/Co(50 Å)/Ru(tRu)/Py(50 Å)/Ru(50 Å)
(Tomado de [Alayo 09]).

producida por la capa espaciadora no magnética. Sabemos que las funciones de onda pueden
ser transmitidos o reflejados en una interface FM/NM, ya que la capa NM actúa como una ba-
rrera de potencial, dependiente del grado de coincidencia de las bandas del electrón en el nivel
de Fermi. Si consideramos el caso más simple en el que una onda unidimensional se propaga
con perfecta coincidencia de la banda de espı́n mayoritaria de la capa FM y de la capa NM,
además de considerar una larga separación de intercambio de la capa FM, las consecuencias de
estas suposiciones es un confinamiento total de la banda de espı́n minoritario dentro de la capa
espaciadora NM. Luego de hacer un cálculo de J(tNM) y comparando la diferencia de energı́a
entre el alineamiento paralelo y antiparalelo, resulta que el modelo de la pared cuántica produce
resultados similares al modelo RKKY, mostrándose notable que la taza de decaimiento de Jbl
es proporcionala 1/t2

NM . Vale la pena mencionar que Bruno [Bruno 93] planteó un cuadro uni-
ficado acerca de los dos modelos, tratando el acoplamiento de intercambio intercapa como una
interferencia de funciones de onda viajando en diferentes direcciones. El mostró que mientras
el modelo RKKY es el caso extremo de reflexión débil en los contornos, el modelo de la pared
cuántica, del total confinamiento, es el lı́mite de la reflexión fuerte.

Para información más detallada de este tipo de acoplamiento bilineal; el artı́culo de Stiles [Stiles 99]
realiza una comparación entre la teoı́a y la parte experimental mientra que para una revisión com-
pleta los siguientes textos sirven para dicho propósito [Bland 94], [Kübler 00], [Bruno 02].

3.3.2. Acoplamiento bicuadrático

De los dos distintos estados de alineación (paralela o antiparalela) de las magnetizaciones
de las capas ferromagnéticas FM1 y FM2 discutidas en la sección precedente, existe otra forma
de alineación entre las magnetizaciones la cual fue descubierta en las curvas de magnetización
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de multicapas de Fe/Cr/Fe [Grünberg 91]. Estudios experimentales más detallados hechos por
Ruehrig et. al [Rüehrig 91] sobre este mismo sistema, indicaron la existencia de una simetrı́a
cuádruple en los patrones de los dominios magnéticos de las capas FM, indicando cuatro direc-
ciones fáciles de magnetización mútuamente perpendiculares, por lo que él y su equipo introdu-
jeron una expresión fenomenológica adicional para el acoplamiento de intercambio no colineal
que con el tiempo la energı́a de intercambio intercapa (véase la ec. 3.8) quedó expresada como

Einter = −Jbl(m1 · m2) − Jbc(m1 · m2)2, (3.10)

donde Jbc es conocido como factor -fuerza o constante- de acoplamiento bicuadrático, m1 y
m2 son los vectores unitarios de los vectores de magnetización de las capas FM. Este término
adicional llamado acoplamiento bicuadrático trajo como consecuencia el establecimiento de un
diagrama de fases tal como lo muestra Demokritov en su artı́culo [Demokritov 98], donde dos
fases corresponden a un alineamiento colineal (acoplamiento bilineal) y dos fases a un alinea-
miento no colineal (acoplamiento bicuadrático) tal como se indica en la figura 3.7; en ella se
observa algo interesante, existe alineamiento perpendicular (de 900) sólo si el factor de acopla-
miento bicuadrático es negativo (Jbc < 0), esto será de suma importancia para el análisis de
nuestros resultados que se discutirá en el capı́tulo 5.

Por el lado de la teorı́a, mientras la naturaleza intrı́nsica del espaciador ha sido correctamente
empleado para explicar el acoplamiento bilineal, este no fue el caso para el acoplamiento bi-
cuadrático ya que los cálculos realizados sobre asumpsiones intrı́nsicas producı́an valores mucho
más pequeños de Jbc comparado al de los resultados experimentales. Estos efectos han conducido
a intentar explicar el acoplamiento bicuadrático bajo efectos extrı́nsicos [Slonc 95].

3.4. Intercambio de sesgo (Exchange bias)
Otro fenómeno muy interesante presente en la válvula de espı́n que aún, a pesar de los es-

fuerzos realizados por establecer una teorı́a completa, sigue en discusión abierta sucede al poner
en contacto un capa ferromagnética con una capa antiferromagnética y da como resultado un
corrimiento de la curva de histéresis a lo largo del eje del campo magnético externo como se
muestra en la figura 3.8. Este fenómeno fue observado por primera vez en 1956 por Meiklejohn
y Bean [Meiklejohn 56], [Meiklejohn 57] en nanopartı́culas de Co quienes describieron a este
fenómeno como ‘Un nuevo tipo de anisotropı́a magnética ... el cual es descrito muy bien como
una anisotropı́a de intercambio’*. Desde entonces se han desarrollado diversas teorı́as al respec-
to, Berkowitz et al. [Berkowitz 99] y Stamps [Stamps 00] dan una revisión completa y detallada
de los modelos teóricos sobre el exchange bias. Entre los trabajos teóricos más importantes que
ellos destacan están: el modelo de intercambio directo [Meiklejohn 56], el de paredes de dominio
[Mauri 87], y el de la rugosidad en la interface [Malozemoff 88] las cuales se discutirán lı́neas
abajo.

*Traducción del original “A new type of magnetic anisotropy has been discovered which is best described as an
exchange anisotropy. This anisotropy is the result of an interaction between an antiferromagnetic material and a
ferromagnetic material”.
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Figura 3.7: Diagrama de fase de los factores de acoplamiento Jbl (bilineal) y Jbc (bicuadrático)
en ausencia de campo externo, basado en el esquema de la ref. [Demokritov 98]. Las regiones
coloreadas con diferentes colores indican las diferentes fases.

3.4.1. Modelo de Meiklejohn y Bean
El modelo más simple que intenta explicar el intercambio de sesgo fue ideada por Meiklejohn

y Bean, quienes consideraron que los momentos magnéticos del material ferromagnético rotan
coherentemente mientras los momentos del material antiferromagnético permanecen invariables
a lo largo de una dirección llamada anisotropı́a unidireccional. Por ello, a este modelo se le llama
modelo del antiferromagneto rı́gido. En este modelo la energı́a de intercambio viene dada por

Eex = −J cos β, (3.11)

donde J es el acoplamiento de intercapa entre la capa ferromagnética y la antiferromagnética, β
es el ángulo entre la magnetización de la capa ferromagnética y la dirección unidireccional û.

El campo de exchange bias HE (véase la Fig. 3.8), es el campo a mitad entre los campos
coercitivos Hc1 y Hc2 que se obtienen luego del corrimiento de la curva de histéresis, y es pro-
porcional al factor de acoplamiento J ; es decir,

HE = −
J

Mt
,

donde M es el módulo de la magnetización y t es el espesor de la capa ferromagnética en contacto
atómico con la capa antiferromagnética.
No obstante, los resultados teóricos del campo HE resultaron ser varios órdenes de magnitud
más alto que los obtenidos experimentalmente por lo que este modelo sencillo no resultó ser
suficiente para utilizarlo en los análisis. Otro modelo que corrige el modelo de Meiklejohn y
Bean y que produce resultados acorde con los datos experimentales fue el modelo propuesto por
Mauri et. al [Mauri 87] que se discutiráa continuación.
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Figura 3.8: Corrimiento de la curva de histéresis producto de una interacción de intercambio
directo entre un material ferromagnético y otro antiferromagnético.

3.4.2. Modelo de la pared de dominio antiferromagnético de Mauri
Por el mismo tiempo Mauri et. al. propusieron un modelo el cual corrige el orden de magnitud

del problema del modelo de Meiklejohn y Bean. Ellos hicieron las siguientes suposiciones:

1 En la interface FM/AFM se forma una pared de dominio planar.

2 El espesor de la capa antiferromagnética AFM se considera infinitamente grande (sin res-
tricciones para la formación de la pared de dominio AFM debido a su espesor).

3 Los momentos magnéticos dentro de la capa ferromagnética FM rotan coherentemente
(para el caso de un espesor de la capa FM menor que el espesor de la pared de dominio)

De acuerdo con estos puntos, hay dos contribuciones a la energı́a de Exchange bias: (1) una
energı́a debido a la formación de una pared de dominio AFM, σW (1 − ( ~MAF M · û)/MAF M)
que depende de la orientación relativa entre la magnetización de una subred antiferromagnética
~MAF M y la dirección unidireccional û. Esto significa que un momento magnético neto en la capa

AFM rota al revertirse la magnetización de la capa FM; (2) una energı́a de anisotropı́a entre la
capa FM y AFM dada por −JE( ~M · ~MAF M)/MMAF M , que está en función del ángulo relativo
entre la magnetización de la capa FM y una subred AFM. Ası́ la energı́a debido a la interacción
entre la capa FM y AFM se puede escribir como:

EEx = −JE

~M · ~MAF M

MMAF M
+ σW

(

1 −
~MAF M · û
MAF M

)

, (3.12)

donde el factor de acoplamiento JE está asociado al campo de exchange bias HE a través de:
HE = JE/(Mt), donde t es el espesor de la capa FM. En el segundo término σW = 2

√
AAF KAF
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Figura 3.9: Representación esquemática de una capa FM y otra AFM en contacto atómico, en el
que se da el fenómeno de “Exchange bias” donde û es el eje de anisotropı́a unidireccional que
coincide con el eje uniaxial de la capa FM. Esta disposición está acorde con nuestro sistema de
referencia de la figura 2.1.

es la energı́a por unidad de superficie de una pared de dominio de 900 [Azevedo 05] en la capa
AFM y está asociado a un campo de pared de dominio HW = σW /(Mt). Para determinar la
relación de dispersión se puede trabajar sólo con las derivadas de la energı́a libre total, entonces
la ec. 3.12 se simpllica como

EEx = −JE

~M · ~MAF M

MMAF M
− σW

~MAF M · û
MAF M

. (3.13)

Para el caso de la válvula de espı́n mostrada en la figura 2.1, la capa ferromagnética en contacto
atómico con la capa antiferromagnética vendrı́a a ser FM2 con un vector de magnetización ~M2
y un espesor t2, y para la capa antiferromagnética ~M3 serı́a la magnetización de una subred
antiferromagnética. Reemplazando todo esto en la ec. 3.13 obtenemos:

EEx = −JE

~M2 · ~M3

M2M3
− σW

~M3 · û
M3

, (3.14)

que viene a ser la energı́a asociada al exchange bias.



Capı́tulo 4

Modelo fenomenológico

En el capı́tulo anterior se han mostrado los diferentes fenómenos magnéticos que ocurren
dentro de una válvula de espı́n y las teorı́as que giran en torno a ellas contribuyendo a la com-
prensión y, por ende, a la aplicabilidad tecnológica de este tipo de sistemas. También se dieron a
conocer expresiones fenomenológicas para la energı́a magnetocristalina, la energı́a proveniente
del acoplamiento de intercambio intercapa y la energı́a del intercambio de sesgo o comúnmente
llamada exchange bias. Todos estos términos contribuyen a la energı́a libre de Helmholtz total
de dicha estructura. Ası́ es posible obtener la relación de dispersión del sistema.
Por tanto, en el presente capı́tulo se tiene como propósito determinar la dependencia angular del
campo de resonancia que se obtendrá a partir de la relación de dispersión. Para ello, se hace uso
la energı́a libre de Helmholtz para resolver la ecuación de Landau-Lifshitz [Landau 65], que rige
la dinámica de la magnetización de las capas ferromagnéticas. Ası́ se podrán estudiar y analizar
los datos experimentales de la resonancia ferromagnética.

4.1. El sistema de estudio
El sistema que se estudia en este trabajo se muestra ilustrativamente en la figura 4.1a, tal como

se indicó en la sección 2.1, este sistema consiste de dos capas ferromagnéticas FM1 y FM2, el
espaciador no magnético NM y la capa antiferromagnética AFM. Además, asumimos que todas
las capas permanecen en el plano x-y, como se indica en el sistema de referencia adjunto (véase
la figura 4.1b). Aquı́ ~M1 y ~M2 son los vectores de magnetización de las capas FM1 y FM2,
respectivamente, ~M3 es la magnetización de una subred de la capa antiferromagnética AFM (que
está en contacto atómico con FM2), ~H es el campo externo aplicado paralelo al plano de las
capas y û es la dirección de anisotropı́a uniaxial para ambas capas FM1 y FM2, a lo largo del eje
x.

De acuerdo con estas asumpciones dichos vectores quedarı́an expresados de la siguiente ma-
nera:

~M1 = M1(sin θ1 cos φ1x̂ + sin θ1 sin φ1ŷ + cos θ1ẑ) (4.1a)

~M2 = M2(sin θ2 cos φ2x̂ + sin θ2 sin φ2ŷ + cos θ2ẑ) (4.1b)
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
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3
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Figura 4.1: a) Diagrama esquemático de una válvula de espı́n. b) Sistema de coordenadas usado
en el presente trabajo.

~M3 = M3(sin θ3 cos φ3x̂ + sin θ3 sin φ3ŷ + cos θ3ẑ) (4.1c)

~H = H(cos αx̂ + sin αŷ) (4.1d)

4.2. Densidad de energı́a libre total
Si al sistema tipo válvula de espı́n, descrito en la figura 4.1a, se le hace interactuar con un

campo magnético externo ~H , la densidad de energı́a libre de Helmholtz total por unidad de
superficie del sistema viene dada por

Etotal = EZee + Eform + Eanis + Eex + Eacopl, (4.2)

donde el primer término, EZee, representa la densidad de energı́a potencial de interacción entre la
magnetización y el campo externo; es conocido como energı́a de Zeeman (discutido en la sección
3.1). Ası́, a partir de la cual (Ec.3.2) se encuentra una expresión para las capas ferromagnéticas;
es decir,

EZee = −t1 ~M1 · ~H − t2 ~M2 · ~H, (4.3)

siendo t1 y t2 los espesores de las capas FM1 y FM2, respectivamente. El segundo término es la
contribución de la energı́a de forma discutida en la sección 3.2.1. Ası́, a partir de la Ec. 3.4, se
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obtiene la contribución a la energı́a libre de las capas ferromagnéticas FM1 y FM2; es decir,

Eform = 2πt1( ~M1 · n̂)2 + 2πt2( ~M2 · n̂)2, (4.4)

siendo n̂ la normal al plano de las capas. El tercer término, Eanis, es la contribución de la ansi-
tropı́a magnetocristalina in-plane (en el plano) y alguna posible anisotropı́a out-plane (perpendi-
cular al plano) de las capas FM1 y FM2 a la energı́a libre total. Ası́ considerado el primer término
de la Ec. 3.6 se tiene

Eanis = −Ku1t1

(
~M1 · û
M1

)2

− Ku2t2

(
~M2 · û
M2

)2

−Kout
u1 t1

(
~M1 · n̂
M1

)

− Kout
u2 t2

(
~M2 · n̂
M2

)2

, (4.5)

donde Ku1,Ku2 y Kout
u1 , Kout

u2 son las constantes de anisotropı́a magnetocristalina uniaxial in-
plane y out-plane para las capas FM1 y FM2, respectivamente. Si reemplazamos M1, M2 de la
Ec. 4.1 y considerando que û = x̂ y n̂ = ẑ entonces obtenemos

Eanis = −
Hu1M1t1

2
sin2 θ1 cos2 φ1 −

Hu2M2t2

2
sin2 θ2 cos2 φ2

−
Hout

u1 M1t1

2
cos2 θ1 −

Hout
u2 M2t2

2
cos2 θ2, (4.6)

donde hemos definido como Hu1 = 2Ku1/M1, Hu2 = 2Ku2/M2 y Hout
u1 = 2Kout

u1 /M1, Hout
u2 =

2Kout
u2 /M2 a los campos de anisotropı́a uniaxial in-plane y out-plane, respectivamente.

El cuarto término, Eex, en la Ec. 4.2 viene a ser la contribución a la energı́a del intercambio
de sesgo (exchange bias) que se da en la interface AFM-FM2, y viene dada por

Eex = −
JE ~M2. ~M3

M2M3
− σW

~M3.û
M3

, (4.7)

Esta expresión es la contribución a la energı́a del intercambio de sesgo (́exchange bias), mo-
delo planteado por Mauri et. al. [Mauri 87], donde JE es la constante de exchange bias efectiva
y û es la dirección de fácil magnetización de la capa AFM (los momentos que rotan rı́gidamente
con FM2); tal que HE = JE/M2t2 representa al campo de exchange bias y el segundo término
representa la energı́a de la pared de dominio planar, donde ~M3 es la dirección de magnetiza-
ción de una subred en la capa antiferromagnética, como se mencionó lı́neas arriba. σW es la
energı́a de intercambio por unidad de superficie de una pared de dominio de 900 en la capa AFM
[Geshev01], con HW = σW /M2t2 el campo de pared de dominio efectivo.
El quinto y último término en la Ec. 4.2, tratado en la sección 3.3, representa la energı́a del aco-
plamiento de intercambio intercapa entre las capas ferromagnéticas FM2 y FM1, contribuyendo
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ya sea con una alineación bilineal o bicuadrática de FM1 y FM2, cuya expresión fenomenológica,
dada en la Ec. 3.8, viene expresada de la siguiente manera

Eacopl = −Jbl(
~M1. ~M2

M1M2
) − Jbc(

~M1. ~M2

M1M2
)2, (4.8)

aquı́ Jbl y Jbc son las constantes de acoplamiento bilineal y bicuadrática, entre las capas ferro-
magnéticas, respectivamente.

Ahora bien, teniendo en cuenta el sistema coordenado propuesto en el gráfico de la figura 4.1b,
donde se considera que el campo aplicado externo H es paralelo al plano de las capas y que ~M3
es la dirección de magnetización de una subred de la capa antiferromagnética AFM, se reempla-
za ~M1, ~M2, ~M3 y ~H , de acuerdo a la Ec.4.1, en cada una de las expresiones de la Ec. 4.2. Ası́
se obtiene finalmente la densidad de energı́a libre de Helmholtz que viene expresada tal como
sigue

E = t1

[
− M1H sin θ1 cos(α − φ1) + (2πM2

1 − Kout
u1 ) cos2 θ1 − M1Hu1

2 sin2 θ1 cos2 φ1

]

+t2

[
− M2H sin θ2 cos(α − φ2) + (2πM2

2 − Kout
u2 ) cos2 θ2 − M2Hu2

2 sin2 θ2 cos2 φ2

−M2HE(sin θ2 sin θ3 cos(φ2 − φ3) + cos θ2 cos θ3) − M2HW sin θ3 cos φ3

]

−Jbl

[
sin θ1 sin θ2 cos(φ1 − φ2) + cos θ1 cos θ2

]

−Jbc

[
sin θ1 sin θ2 cos(φ1 − φ2) + cos θ1 cos θ2

]2
(4.9)
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4.2.1. Minimización de la energı́a
Para estudiar pequeñas oscilaciones de la magnetización en la resonancia ferromagnética, lo

primero que tenemos que determinar es el estado estacionario; es decir, el estado de equilibrio
de la magnetización y eso se logra minimizando la energı́a libre obtenida lı́neas arriba ( véase la
Ec. (4.9)) a partir de la cual podemos obtener las ecuaciones de equilibrio, las cuales provienen
de la aplicación del principio de minimización de la energı́a que clama ası́: “todo sistema ter-
modinámico evoluciona hacia un estado de mı́nima energı́a”. En este caso, la función energı́a
libre E, depende de seis variables independientes: θ1, φ1, θ2, φ2, θ3, φ3. Ası́, si graficamos E
en un hiperespacio de 7-dimensiones (1-dimensión correspondiente a E y las 6 restantes corres-
pondientes a los ángulos ya mencionados), el estado de mı́nima energı́a será un punto P 0 =(θ0

1,
φ0

1, θ0
2, φ0

2, θ0
3, φ0

3) del hiperespacio en el que la hipersuperficie E(θ1, φ1, θ2, φ2, θ3, φ3) tiene un
mı́nimo, situación que matemáticamente puede expresarse como

∇EP 0 · d~ζ = 0 (4.10)

donde d~ζ es el vector unitario en el espacio 6-dimensional, que resulta ser equivalente a:

(
∂E
∂θ1

~ζθ1 +
∂E
∂φ1

~ζφ1 +
∂E
∂θ2

~ζθ2 +
∂E
∂φ2

~ζφ2 +
∂E
∂θ3

~ζθ3 +
∂E
∂φ3

~ζφ3

) ∣∣∣
P 0

·
(

dθ1~ζθ1 + dφ1~ζφ1+

dθ2~ζθ2 + dφ2ζ̂φ2 + dθ3~ζθ3 + dφ3~ζφ3

)
= 0,

(4.11)

donde ~ζθ1 , ~ζφ1 , ~ζθ2 , ~ζφ2 , ~ζθ3 , ~ζφ3 , son los vectores unitarios en dicho hiperespacio 7-dimensional.
Multiplicando escalarmente obtenemos

∂E
∂θ1

∣∣∣
P 0

dθ1 +
∂E
∂φ1

∣∣∣
P 0

dφ1 +
∂E
∂θ2

∣∣∣
P 0

dθ2 +
∂E
∂φ2

∣∣∣
P 0

dφ2 +
∂E
∂θ3

∣∣∣
P 0

dθ3 +
∂E
∂φ3

∣∣∣
P 0

dφ3 = 0. (4.12)

Como las diferenciales dθ1, dφ1, ... son linealmente independientes, entonces debe cumplirse
que

∂E
∂θ1

∣∣∣
P 0

=
∂E
∂φ1

∣∣∣
P 0

=
∂E
∂θ2

∣∣∣
P 0

=
∂E
∂φ2

∣∣∣
P 0

=
∂E
∂θ3

∣∣∣
P 0

=
∂E
∂φ3

∣∣∣
P 0

= 0, (4.13)

la cual es la condición para el equilibrio.

Por razones de simplicidad, en el presente trabajo se considera el sistema de referencia mos-
trado en la figura 2.1b, donde el campo externo ~H es aplicado paralelo al plano de las capas
en la válvula de espı́n, por lo que se espera que en el equilibrio las magnetizaciones también se
encuentren paralelo al plano de las capas; es decir,

θ1 = θ2 = θ3 = 900. (4.14a)
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Con esta condición la ecuación de equilibrio (Ec. 4.13) se reduce a

∂E
∂φ1

∣∣∣
P 0

=
∂E
∂φ2

∣∣∣
P 0

=
∂E
∂φ3

∣∣∣
P 0

= 0. (4.14b)

Reemplazando los valores de la Ec. (4.14a), junto con las condiciones de la Ec. (4.14b), en la
ecuación de energı́a Ec. (4.9) se obtienen tres ecuaciones acopladas:

H sin(α − φ1) =
Hu1

2
sin(2φ1) −

Jbl

t1M1
sin(φ1 − φ2) +

Jbc

t1M1
sin(2(φ1 − φ2)), (4.15a)

H sin(α − φ2) =
Hu2

2
sin(2φ2) + HE sin(φ2 − φ3)

−
Jbl

t2M2
sin(φ1 − φ2) −

Jbc

t2M2
sin(2(φ1 − φ2)), (4.15b)

HE sin(φ2 − φ3) = HW sin φ3 (4.15c)

cuyas soluciones nos dan las posiciones de equilibrio de las magnetizaciones M1, M2 y M3.

4.3. La ecuación de Landau - Lifshitz
Siguiendo la discusión hecha sobre resonancia ferromagnética, dada en la Sección 2.3, si al

sistema se le somete a la acción de un campo magnético estático externo, los momentos magnéti-
cos de cada capa son perturbados de sus posiciones de equilibrio por lo que precesarán alrededor
de sus orientaciones de equilibrio. Esta dinámica se expresa mediante la ecuación de Landau-
Lifshitz [Landau 65], la cual describe la dinámica de la magnetización para cada vector de mag-
netización ~Mi (i = 1, 2, 3); es decir,

∂ ~Mi(t)
∂t

= −γ ~Mi(t) × ~Heff −
λ

Ms

[
~Mi(t) × ~Mi(t) × ~Heff

]
. (4.16)

Aquı́ el primer término del lado derecho describe el movimiento de precesión de la mag-
netización ~Mi(t), debido al hecho de que la magnetización proviene del espı́n del electrón, al-
rededor del campo efectivo ~Heff (véase la Fig. 4.2) donde γ es la razón giromagnética γ =
g|e0|/(2me) = 2.8 GHz kOe−1 siendo g el factor de Landé y e0, me son la carga y la masa del
electrón, respectivamente. El segundo término es un término disipativo o de amortiguamiento
conocido en la literatura como “damping” el cual hace que, luego de cierto tiempo, la magneti-
zación se alı́nee con el campo ~Heff (esto está representado de color verde en la Fig. 4.2). λ es la
constante de amortiguamiento [Landau 35]; sin embargo, en este trabajo no se va a considerar el
término de amortiguamiento quedando entonces la ecuación de Landau-Lifshitz como

∂ ~Mi(t)
∂t

= −γ ~Mi(t) × ~Heff . (4.17)
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∂ M i

∂ t

M i

H eff

− M i×
H effM i×

M i×
H eff

Figura 4.2: Representación gráfica de la Ec. 4.16 en el que se muestra el término de precesión
(color azul) y el término de amortiguamiento (color verde) que hace que con el tiempo la mag-
netización se alı́nee paralela al campo (color amarillo).

Ahora bien, el campo magnético efectivo ~Heff puede obtenerse a partir de la densidad de
energı́a libre por unidad de volumen ξ como

~Heff = −∇Miξ. (4.18)

Pero la energı́a que se ha obtenido en la Ec. (4.9) es la energı́a libre por unidad de superficie
E; es decir, E = tiξ, con ti el espesor de la capa i (i = 1, 2, 3). Entonces, la Ec. (4.18) se puede
escribir como

~Heff =
1
ti

∇MiE.

Ası́ la Ecuación de Landau-Lifshitz para cada capa ferromagnética (i = 1, 2, 3) se puede expresar
como

∂ ~Mi(t)
∂t

= −
γ
ti

~Mi(t) × ∇MiE. (4.19)

En este trabajo no se considera el tercer término de amortiguamiento, como se mencionó lı́neas
arriba, ya que se asume queλ es muy pequeño lo que significa que el tiempo de amortiguamiento
es muy largo para nuestros fines. Además, para la condición de resonancia se asume que las
desviaciones de la posición de equilibrio son muy pequeños [Zhang 94]; esto significa que ~Mi se
puede expresar como

~Mi = ~Mi0 + m exp(iωt), (4.20)

donde ~Mi0 es la magnetización de saturación de la capa i-ésima y ω la frecuencia angular de la
radiación electromagnética.
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4.4. Método de análisis
El método que se usará para analizar la resonancia ferromagnética descrita por la Ec. 4.19 es

el método de las coordenadas esféricas seguido por Smit y Beljers [Smit 55] y por [Suhl 55], el
cual consiste básicamente de tres partes:

1 Expresar la Ec. (4.19) en coordenadas esféricas teniendo en cuenta que el módulo de la
magnetización permanece constante.

2 Obtener la energı́a libre E en forma de una expansión en series de Taylor, tomando la
aproximación a la segunda potencia.

3 Se asume que en la condición de resonancia los ángulos θi y φi varı́an de forma exponen-
cial; es decir:

θi = θ0
i + ∆θi exp(iωt), (4.21a)

φi = φ0
i + ∆φi exp(iωt), (4.21b)

donde θ0
i y φ0

i son los ángulos obtenidos de la condición de equilibrio.

Entonces, es relativamente fácil demostrar, tal como se detalla en el Apéndice A, que la ecuación
de Landau-Lifshitz en coordenadas polares se escribe como:

∂θi

∂t
= −

γ
tiMi sin θi

∂E
∂φi

(4.22a)

∂φi

∂t
=

γ
tiMi sin θi

∂E
∂θi

(4.22b)

Ahora bien, haciendo una expansión en series (aproximada a la segunda derivada) del gra-
diente de energı́a en torno a las posiciones de equilibrio φi, θi y reemplazando este resultado en
la Ec. 4.22 para M1, M2 y M3, obtenemos un sistema de seis ecuaciones acopladas, las cuales,
siguiendo a Smit y Beljer [Smit 55] como se detalla en el Apéndice A, se pueden expresar en
forma matricial [Rezende 98],[Layadi 01], [Azevedo 05] tal como sigue





(Eθ1φ1 + iZ1) Eφ1φ1 Eφ1θ2 Eφ1φ2 Eφ1θ3 Eφ1φ3

Eθ1θ1 (Eθ1φ1 − iZ1) Eθ1θ2 Eθ1φ2 Eθ1θ3 Eθ1φ3

Eθ1φ2 Eφ1φ2 (Eθ2φ2 + iZ2) Eφ2φ2 Eφ2θ3 Eφ2φ3

Eθ1θ2 Eφ1θ2 Eθ2θ2 (Eθ2φ2 − iZ2) Eθ2θ3 Eθ2φ3

Eθ1φ3 Eφ1φ3 Eθ2φ3 Eφ2φ3 (Eθ3φ3 + iZ3) Eφ3φ3

Eθ1θ3 Eφ1θ3 Eθ2θ3 Eφ2θ3 Eθ3θ3 (Eθ3φ3 − iZ3)









∆θ1
∆φ1
∆θ2
∆φ2
∆θ3
∆φ3




= 0

donde los elementos Eij denotan las segundas derivadas respecto a los ángulos θi y φi, las cua-
les tienen su origen debido a la expansión en series del gradiente, evaluadas en la posición de
equilibrio, Zi = tiωMi sin θi/γi (i = 1, 2, 3) en la cual ω es la frecuencia de preseción de los
momentos magnéticos y γi es la razón giromagnética. Para que esta ecuación matricial tenga
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solución no trivial, el determinante de la matriz de energı́a debe ser cero; es decir, el polinomio
de cuarto grado en ω conocida como la relación de dispersión, sebe ser cero

ω4 − b(H)ω2 + c(H) = 0. (4.23)

Aquı́ los coeficientes b(H) y c(H) se expresan de la siguiente manera (las derivadas de la energı́a
son evaluadas en las posiciones de equilibrio (θ1 = θ2 = θ3 = 900):

b(H) = γ2
1HI

1 HI
2 + γ2

2HII
1 HII

2 + c1(
γ2

2HII
2

a
+

γ2
1HI

2

b
) + c2(

γ2
2HII

1

a
+

γ2
1HI

1

b
)

+c1c2(
γ2

1

b2 +
γ2

2

a2 ) +
2c0c2γ1γ2

ab

c(H) = γ2
1γ2

2 [HI
2 HII

2 + c2(
HII

2

b
+

HI
2

a
)][HI

1 HII
1 + c1(

HII
1

b
+

HI
1

a
) +

c2
1 − c2

0

ab
]

donde

c0 = Jbl + 2Jbc cos(φ1 − φ2)
c1 = Jbl cos(φ1 − φ2) + 2Jbc cos2(φ1 − φ2)
c2 = Jbl cos(φ1 − φ2) + 2Jbc cos(2(φ1 − φ2))

HII
1 = H cos(α − φ2) − Hkeff2 + Hu2 cos2 φ2 + HE

HW cos φ3 cos(φ2 − φ3) − HE sin2(φ2 − φ3)
HE cos(φ2 − φ3) + HW cos φ3

HII
2 = H cos(α − φ2) + Hu2 cos 2φ2 + HE

HW cos φ3 cos(φ2 − φ3)
HE cos(φ2 − φ3) + HW cos φ3

HI
1 = H cos(α − φ1) − Hkeff1 + Hu1 cos2 φ1

HI
2 = H cos(α − φ1) + Hu1 cos 2φ1

Hkeff1 = Hout
u1 − 4πM1

Hkeff2 = Hout
u2 − 4πM2.

I y II hacen referencia a las capas FM1 y FM2.

4.5. Implementación numérica

Esta sección está dedicada a la discusión del algoritmo y su implementación numérica en el
lenguaje FORTRAN 90 para determinar dos relaciones importantes en el estudio de la resonan-
cia ferromagnética que se emplean en la discusión de los resultados mostrados en el siguiente
capı́tulo; a saber:

La relación entre la frecuencia de resonancia ω versus el campo aplicado H , y

la dependencia angular in-plane del campo resonante HR.
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4.5.1. Frecuencia de resonancia ωωω versus campo aplicado HHH
A partir de la relación de dispersión Ec. 4.23, a simple vista pareciera que para determinar

ω basta hacer variar el campo H dado en los coeficientes b(H) y c(H). Sin embargo, los coe-
ficientes b y c dependen no solamente de H sino también de las posiciones de equilibrio de las
magnetizaciones (φ1, φ2 y φ3). Por ello, se ha elaborado un algoritmo que es mostrado en la figu-
ra 4.3a. La lógica del algoritmo es como sigue: dado cierto campo H , que se hace variar dentro
del intervalo de estudio manteniendo fijo el ángulo α, se obtiene a través de las ecuaciones de
equilibrio las posiciones de equilibrio φ1, φ2 y φ3 (Ec. 4.15a, 4.15b y 4.15c). Con ello se pueden
obtener los coeficientes b y c que luego se reemplazan en la relación de dispersión (Ec. 4.23) para
obtener finalmente las raı́ces positivas de dicha ecuación de cuarto grado, en función de H .

4.5.2. Dependencia angular ααα del campo de resonancia HRHRHR

Esta relación es importante ya que generalmente en los experimentos de resonancia ferro-
magnética lo que permance fijo es la frecuencia ω de la radiación de microonda y lo que varı́a
es el campo externo aplicado H junto con el ángulo α. Para dicho propósito se ha desarrollado
el algoritmo mostrado en la figura 4.3b, cuya lógica razona de la siguiente manera: para cada
ángulo α, en el intervalo 0 ≤ α ≤ 1800, se hace variar el campo externo H , dentro de cierto in-
tervalo de estudio, con el objetivo de obtener un valor de H para el cual la frecuencia ω a través
de la Ec. 4.23 sea aproximadamente igual al valor experimental ωexp usada en el experimento,
por eso la variable min= |ω − ωexp| (ver figura 4.3b) va a seleccionar el valor de ω para el cual
la variable min sea la mı́nima; es decir que el valor de ω se aproxime bastante al valor usado en
el experimento ωexp.
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Fijar:  =00

i=1,n

dH
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Si

Obtener la frecuencia de resonancia
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Figura 4.3: Algoritmo que muestra ilustrativamente la lógica del programa implementado en
FORTRAN 90 para determinar (a) la frecuencia de resonancia versus el campo aplicado y (b) la
dependencia angular del campo de resonancia
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Capı́tulo 5

Aplicación del modelo al sistema
IrMn/Co/Ru(t)/NiFe

Habiendo ya tratado el aspecto teórico de la resonancia ferromagnética, las diferentes contri-
buciones a la densidad de energı́a libre de Helmholtz y establecido el algoritmo para resolver la
relación de dispersión, ya se tiene el camino preparado para aplicar el modelo a sistemas reales
y comparar las medidas experimentales con los ajustes teóricos. Ello es lo que se realizará en el
presente capı́tulo. Para ello se discutirá primeramente el efecto que tiene el espesor de la capa no
magnética, NM, sobre la frecuencia de resonancia (f ) y el campo resonante (HR) ferromagnéti-
co. Dicho estudio se realizará para tres casos: acoplamiento ferromagnético, antiferromagnético
y sin acoplamiento. Luego, se estudiará el sistema IrMn/Co/Ru(t)/NiFe para tres espesores dife-
rentes (t = 24, 32, 200 Å) de la capa espaciadora no magnética. Además, cabe mencionar que
en este estudio el espesor de la capa NM no se ha utilizado directamente, sino a través del factor
o fuerza de acoplamiento de intercambio intercapa J . Esto se puede hacer dado que hay una
relación bien conocida que las relaciona en el lı́mite t → ∞ [Bruno 99]; es decir,

J ∝
sin(2kF t)

t2 , (5.1)

donde t es el espesor de la capa NM. Por ende, de aquı́ en adelante se utilizará el factor de
acoplamiento de intercambio intercapa J como una medida indirecta de la variación del espesor
t del espaciador NM.

5.1. Efecto del factor de acoplamiento de intercambio inter-
capa sobre la frecuencia de resonancia

Como bien se dijo en la introducción de este trabajo, el espesor de la capa NM en la válvu-
la de espı́n juega un papel muy importante en el comportamiento magnético de este sistema.
Al hacer variar dicho espesor las propiedades magnéticas cambian drásticamente, observándose
desde un comportamiento ferromagnético (en el que las magnetizaciones de las capas FM son
paralelas) hasta un comportamiento antiferromagnético (donde las magnetizaciones de las capas
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FM son antiparalelas). Por ello es importante estudiar el efecto que tiene el espaciador NM, me-
diado a través del factor de acoplamiento de intercambio intercapa J , sobre el comportamiento
magnético de la válvula de espı́n.
Considerando que el campo externo H se aplica paralelo al plano de las capas (véase la Ec.
4.14), la energı́a libre de Helmoltz expresada en la Ec. 4.9 puede escribirse de la siguiente forma
reducida

E =t1

[
−M1H cos(α − φ1) −

M1Hu1

2
cos2 φ1

]
+ t2

[
− M2H cos(α − φ2)

−
M2Hu2

2
cos2 φ2 − M2HE(cos(φ2 − φ3)) − M2HW cos φ3

]

− Jbl

[
cos(φ1 − φ2)

]
− Jbc

[
cos(φ1 − φ2)

]2
. (5.2)

En esta ecuación, si el factor de acoplamiento bilineal es positivo (Jbl > 0, considerando Jbc =
0), la energı́a total E será mı́nima cuando cos(φ1 −φ2) = 1; es decir cuando φ1 = φ2. Esto signi-
fica que las magnetizaciones se encuentran paralelas entre sı́ (apuntando en la misma dirección)
tratándose entonces, tal como se mencionó en la sección 3.3, de un acoplamiento ferromagnético.
Por el contrario, si el factor de acoplamiento bilineal es negativo (Jbl < 0), entonces la energı́a
total E será mı́nima cuando cos(φ1 − φ2) = −1; es decir, cuando φ1 = φ2 + 1800; indican-
do que las magnetizaciones apuntan en direcciones contrarias, tratándose de un acoplamiento
antiferromagnético. Por otro lado, si Jbc domina, entonces el mı́nimo de E se dará cuando las
magnetizaciones sean perpendiculares (φ1 − φ2 = 900). Por último, en el caso de acoplamiento
cero (Jbl = 0), las capas FM1 y FM2 ya no se encontrarı́an acopladas por lo que la energı́a total
serı́a mı́nima cuando ambos términos del miembro derecho de la ecuación 5.2 sean mı́nimas.
Estos mı́nimos dependen de las anisotropı́as presentes en cada una de las capas FM1 y FM2. Las
consideraciones previas, para los cálculos de los modos normales resonantes de posición para
estos tres casos de acoplamiento son las siguientes:

Las capas ferromagnéticas FM1 y FM2 presentan una dirección uniaxial paralela a la di-
rección del eje X (revise la sección 4.1).

El campo magnético H se considera paralelo al plano de las capas y se dirige a lo largo del
eje uniaxial û donde α = 0 (véase la fig. 4.1b).

Se considera que hay un predominio del factor de acoplamiento bilineal Jbl sobre el factor
de acoplamiento bicuadrático Jbc por lo que este último se desprecia.

La energı́a de rotación de la pared de dominio σW se considera muy grande por lo que
HE ≪ HW .

A continuación se mostrará algunos resultados obtenidos para los tres casos mencionados
lı́neas arriba.
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5.1.1. Acoplamiento ferromagnético Jbl > 0Jbl > 0Jbl > 0

En este tipo de acoplamiento se espera que las magnetizaciones ~M1 y ~M2 se alinien parale-
lamente y en la misma dirección que el campo externo H para cualquier valor de este, por lo
que se espera que los ángulos de equilibrio sean iguales al ángulo del campo externo, es decir:
α = φ1 = φ2 = φ3 = 0. Esta información junto con el algoritmo descrito en la sección 4.5.1,
mostrado ilustrativamente en la figura 4.3a, permiten obtener las dos soluciones reales y positivas
de la relación de dispersión

ω4 − b(H)ω2 + c(H) = 0, (5.3)

las cuales son los dos modos normales de resonancia. La figura 5.1 muestra la curva de la relación
de dispersión para Jbl = 0.5 erg cm−2, en ella se puede observar a los dos modos de resonancia:
el modo acústico y el modo óptico. Resulta que en el modo acústico las magnetizaciones ~M1 y
~M2 precesan en fase, por lo que la energı́a de acoplamiento se mantiene constante durante la pre-

cesión sin afectar la condición de resonancia [Zhang 94], ası́ que se habla de una degenerancia
de la relación de dispersión, como si se tratara de un sistema de una sola capa ferromagnética.
Por otro lado, en el modo óptico las magnetizaciones precesan desfasadas y la energı́a de inter-
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Figura 5.1: Relación entre la frecuencia de resonancia f y el campo externo H , obtenidas a partir
de la relación de dispersión (véase la Ec. 5.3), la cual fue simulada con los siguientes parámetros:
Jbl = 0.5 erg/cm2, Jbc = 0. HE = 0 (lı́neas sólidas), HE = 250 Oe (lı́neas punteadas). Capa
FM1: 4πM1 = 6 kG, Hkeff1 = −6 kOe, HU1 = 0 Oe, t1 = 100 Å, γ1/2π = 2.8 GHz kOe−1.
Capa FM2: 4πM2 = 10kG, Hkeff2 = −10 kOe, HU2 = 10 Oe, t2 = 200 Å, γ2/2π = 2.8
GHzkOe−1.
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cambio ya no permanece constante durante la precesión alterando de esa manera la relación de
dispersión. Esto conlleva a que se introduzca un campo extra Hinter en el campo efectivo Heff
dado por

Hinter =
2Jbl

t1Ms1
=

2Jbl

t2Ms2
. (5.4)

Debido a que Jbl > 0, su contribución a la energı́a libre resulta ser negativa (véase la ec. 5.2),
por ende al introducir el campo Hinter en la relación de dispersión trae consigo que la curva de
dispersión se desplace hacia la izquierda (véase fig. 5.1). Esto se puede explicar de la siguiente
manera: para una misma frecuencia (como ayuda se puede trazar una recta horizontal en la fig.
5.1) el campo resonante más alejado, correspondiente al modo acústico, disminuye en una can-
tidad Hinter hacia el modo óptico; por tanto podemos decir que para este caso de acoplamiento
ferromagnético el modo acústico corresponde a los campos altos o a las frecuencias bajas y el
modo óptico corresponde a los campos bajos o a las frecuencias altas.
Además, se observa que conforme se incrementa el campo, las frecuencias de ambos modos
también se incrementan. Además, la aparición de un campo de anisotropı́a HE = 250Oe (lı́neas
punteadas), producto del acoplamiento entre la capa FM2 y AFM, ocasiona que las curvas de
frecuencia para ambos modos se desplacen hacia frecuencias altas, siendo este corrimiento más
importante para el modo acústico en campos bajos. Ası́ conforme se incrementa el campo, el co-
rrimiento tiene el mismo orden de magnitud. Al contrario, para las frecuencias del modo óptico
el corrimiento tiende a ser uniforme siendo del mismo orden de magnitud para todos los campos
[Layadi 05].
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Figura 5.2: Dependencia entre la frecuencia f y el campo H resonante para distintos valores
del factor de acoplamiento Jbl. Las lı́neas sólidas (modo acústico) y punteadas (modo óptico)
del mismo color corresponden a un solo valor de Jbl indicado en la leyenda. Los parámetros
utilizados para la simulación fueron los mismos que el de la figura 5.1 con HE = 0.

La relación de dispersión dependiente del factor de acoplamiento bilineal (Jbl) para un acopla-
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miento positivo se muestra en la figura 5.2. En ella se observa que para el caso de acoplamiento
cero (Jbl = 0) los modos resonantes corresponden a las capas individuales FM1 y FM2. Ası́
conforme va aumentando la fuerza de acoplamiento intercapa bilineal, las frecuencias de ambos
modos experimentan un corrimiento hacia altas frecuencias observánse que para campos altos la
dependencia es lineal para ambos modos.

5.1.2. Acoplamiento antiferromagnético Jbl < 0Jbl < 0Jbl < 0
Ahora bien, para un acoplamiento antiferromagnético se espera que las magnetizaciones en

campo cero (H = 0) se alinien antiparalelamente y, luego, conforme el campo externo aumen-
te, las magnetizaciones tiendan a alinearse paralelamente. La figura 5.3 muestra la relación de
dispersión para Jbl = −2 erg/cm2 y es interesante observar que a diferencia del acoplamien-
to ferromagnético, el modo acústico corresponde a las frecuencias altas o campos bajos, y el
modo óptico corresponde a las frecuencias bajas o campos altos [Lindner 03], [Baberschke 07].
Además, es interesante observar que conforme se incrementa el campo externo (de 0 a 1kOe),
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Figura 5.3: Relación de dispersión de un acoplamiento antiferromagnético para Jbl = −2.0
erg/cm2. Los parámetros para la simulación fueron los mismos que se usaron en en la figura 5.1
con HE = 0 (lı́neas sólidas) y HE = 250 Oe (lı́neas punteadas)

el modo acústico disminuye ligeramente y el modo óptico se incrementa. Asimismo, la apari-
ción de una anisotropı́a de intercambio (HE = 250 Oe, lı́neas punteadas) parece afectar más
al modo acústico que al modo óptico, también se observa un gap de frecuencias entre el modo
acústico y el modo óptico. La relación de dispersión para diferentes valores del factor (fuerza)
de acoplamiento AFM se observa en la figura 5.4. En ella se ve que para acoples débiles hay un
predominio del modo acústico. Al contrario, para un acople AFM fuerte (Jbl = 5.0 erg/cm2) hay
una mayor presencia del modo óptico dentro de la banda-X.
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Figura 5.4: Relación de dispersión para diferentes valores del factor de acoplamiento Jbl antife-
rromagnético. Las lı́neas sólidas (modo óptico) y punteadas (modo acústico) de un mismo color
corresponden al mismo valor de Jbl. Los parámetros usados en la simulación fueron las mismas
que el de la figura 5.1 con HE = 250 Oe.

5.2. Efecto del factor de acoplamiento bilineal en la depen-
dencia angular del campo resonante HRHRHR

Ya habiendo obtenido la dependencia de la frecuencia de resonancia versus el campo magnéti-
co externo y debido a que en los experimentos es más fácil manipular el campo magnético externo
en lugar que la frecuencia ω, en esta sección se muestran algunos resultados de cómo afecta la
fuerza o factor de acoplamiento Jbl en el campo resonante HR que está en función del ángulo
in-plane (α). Para ello se ha utilizado un algoritmo de tipo regresivo mostrado en la sección
4.5 (véase la fig. 4.3b) para la resolución de la relación de dispersión (véase la ec. 4.23). Dicho
algoritmo consiste básicamente en la búsqueda de un valor de H que satisfaga la relación de dis-
persión (ec. 4.23) manteniendo fija la frecuencia de radiofrecuencia ω. Esto se hace para todos
los ángulos en el rango 0 ≤ α ≤ 2π (con ∆α = 10). El factor de acoplamiento bilineal Jbl se ha
simulado considerando un campo de acoplamiento bilineal

Hbl =
Jbl

tiMi
, (5.5)

para cada capa FM (i = 1, 2). Los resultados se muestran en la figura 5.5. Allı́ se puede observar
que a medida que Hbl se incrementa, el comportamiento del campo de FMR para ámbas capas
FMs cambia desde un acoplamiento cero (Hbl = 0 Oe) hasta un acoplamiento fuerte (Hbl = 40
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Oe). Estos resultados están en buen acuerdo con los datos reportados en la ref. [Azevedo 05].
Además, la discusión precedente, sobre la relación de dispersión para un acoplamiento FM, nos
permite identificar que la curva para campos altos corresponde al modo acústico y para campos
bajos al modo óptico (véase la sec. 5.1.1). Cuando el factor de acoplamiento es cero (Hbl = 0 Oe)
se entiende que el espesor de la capa NM es demasiado grande como para que exista un acople
entre las capas FM1 y FM2. Esta ausencia de acoplamiento causa que la forma de la curva de
resonancia tenga una simetrı́a de dos pliegues (twofold) caracterı́stico de estructuras cristalinas
como la simetrı́a hexagonal de cuerpo centrado (hcp) y tetragonal, debido a la anisotropı́a mag-
netocristalina uniaxial que presentan estos sistemas. Esta simetrı́a consiste en que para α = 00

y α = 1800 el campo resonante HR presenta el mismo valor. Además, para α = 900 el campo
de resonancia presenta un pico máximo. Por otro lado, la aparición de un acoplamiento ferro-
magnético (Hbl > 0) entre la capa libre (FM1) y la capa fijada o de referencia (FM2) ocasiona
la desaparición de la simetrı́a de dos pliegues, ya que el campo resonante para α = 00 no es el
mismo que para α = 1800 siendo en este último caso mayor; es decir, HR(α=0) < HR(α=1800)
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Figura 5.5: Dependencia angular (α) del campo resonante (HR) para diferentes valores del campo
de acoplamiento bilineal (Hbl). La lı́nea azul corresponde al modo acústico y la lı́nea verde al
modo óptico. Los parámetros para la simulación fueron: Hu1 = Hu2 = 3.0 Oe, 4πM1 = 10 kOe,
4πM2 = 10.3 kOe, t1 = t2 = 100 Å, HE = 0.010 kOe, Hout

u1 = Hout
u2 = 0.0 kOe, Jbc = 0.
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Otra caracterı́stica que se puede observar en la figura 5.5 es que a medida que el campo de
acoplamiento Hbl aumenta, los campos correspondientes al modo óptico y al modo acústico se
desplazan hacia campos menores. Esto se puede entender haciendo un análisis simple de la figura
5.2 manteniendo constante la frecuencia ω para diferentes valores de Jbl. La figura 5.6 muestra
la relación que existe entre el campo resonante HR y el campo de acoplamiento Hbl para los
dos modos. En ella se observa que el desplazamiento es más relevante para la capa fijada o de
referencia FM2 (modo óptico, lı́nea azul) que para la capa libre FM1 (modo acústico, lı́nea roja),
lo cual se constata al hacer una simple observación a la figura 5.5.
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Figura 5.6: Dependencia del campo de FMR (HR) en función del campo de acoplamiento bilineal
(Hbl) tomados de los datos mostrados en la figura 5.5. La lı́nea azul corresponde a los campos
de resonancia del modo óptico (capa FM2) y la lı́nea roja al modo acústico (capa FM1). Estos
campos de resonancia fueron tomados en α = 00

Finalmente, luego de discutir varios casos especı́ficos de acoplamiento de intercapa junto con las
consideraciones y observaciones rescatadas, estamos listos para analizar al sistema tipo válvula
de espı́n IrMn/Co/Ru(t)/NiFe, lo cual se hará en la siguiente sección.
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5.3. Estructura del sistema

Cabe mencionar que el sistema válvula de espı́n estudiado en esta tesis ha sido construido
y analizado experimentalmente en el Centro Brasileiro de Pesquisas Fı́sicas (CBPF) como parte
de un trabajo de colaboración teórico-experimental. En el CBPF se utilizó un sistema de sputte-
ring magnetrón del tipo planar para la deposición de la multicapa IrMn/Co/Ru/Py a temperatura
ambiente y sobre un substrato de Si(111) cristalino. La presión base dentro de la cámara de de-
posición fue del orden de 2 × 10−8 Torr y para la deposición de la capa de IrMn la presión fue
de 8 × 10−3 Torr, lo cual fue realizada en una atmósfera de Ar. Asimismo, para las mediciones
de FMR utilizaron un espectrómetro Bruker ESP-3000 de alta sensibilidad con una frecuencia
de microonda en la banda X (9.79 GHz) tal como se indica en la ref. [Alayo 11]. Allı́ se indican
más detalles de dicho experimento. De esta manera se obtiene la multicapa tipo válvula de espı́n
que se muestra esquemáticamente en la figura 5.7.

Figura 5.7: Esquema del sistema IrMn/Co/Ru(t)/NiFe. (FM) hace referencia a una capa ferro-
magnética, (AFM) capa antiferromagnética, (NM) capa no magnética. Las capas no magnéticas
de Ru en los extremos de la multicapa se emplean para proteger el sistema bajo estudio.

Como podemos observar en la figura 5.7, un sistema válvula de espı́n está constituido por
tres tipos de materiales: ferromagnético (FM), no magnético (NM) y antiferromagnético (AFM).
Los materiales ferromagnéticos estándar se toman del rango fcc del diagrama de fase ternario
del NiFeCo [Kools 96]. Una aleación binaria de NiFe (Ni81Fe19), también conocida como per-
malloy, para la capa FM libre, por ser un material magnéticamente blando y que presenta una
estructura fcc; y Co para la capa FM fijada, por ser un material magnéticamente duro. Para el
caso del material antiferromagnético, el IrMn ha resultado ser un buen candidato en el diseño de
las válvulas de espı́n debido a su alta temperatura de bloqueo y a su resistencia a la corrosión
[Fuke 97], [Lederman 99]. En lo que sigue se discutirán los resultados obtenidos.
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5.4. Comparación con los datos experimentales

El modelo para la energı́a libre, Ec. (4.9), junto con el estudio de la resonancia ferromagnética
que se plantea en este trabajo, producen resultados que están en buen acuerdo con lo publicado en
la literatura. Por ello es factible utilizar dicho modelo para analizar el sistema IrMn/Co/Ru/NiFe
[Alayo 11] y ver si los resultados teóricos concuerdan o no con los resultados experimentales.
Ası́ se puede lograr un mejor entendimiento sobre los factores determinantes del comportamien-
to magnético de las válvulas de espı́n y de estructuras similares.

La información concerniente al sistema (Ir20Mn80)/Co/Ru(t)/(Ni81Fe19) se resume en la tabla 5.1.
Allı́ se muestran los espesores de las capas que forman la válvula de espı́n, la razón giromagética
para cada capa FM, los valores bulk del campo de anisotropı́a planar y de las magnetizaciones
de saturación para la capa de cobalto y la capa de NiFe, respectivamente. En este punto cabe
mencionar que los autores [Alayo 11] que estudiaron experimentalmente este sistema no consi-
deraron, en su modelo para la energı́a libre, el término de energı́a de rotación de pared de dominio
entre la capa AFM y FM2 (véase la ec. 4.7). Por ello, en los cálculos mostrados en este trabajo
tampoco se ha considerado dicho término; esto significa que se ha considerado HE ≪ HW . Sin
embargo, a modo comparativo, se han hecho cálculos extras considerando una rotación de pared
de dominio de acuerdo al modelo propuesto por Mauri et. al. [Mauri 87], en el que HE < HW .
Además, en los ajustes realizados a los tres espesores de la capa de Ru (t = 2.4, 3.2, 20.0 nm),
tampoco se consideró la existencia de alguna anisotropı́a perpendicular al plano de las capas por
lo que Hout

u1 = Hout
u2 = 0 en concordancia con [Alayo 09] y [Alayo 11]. Las demás consideracio-

nes son las mismas a aquellas propuestas en el capı́tulo 3.

Con esta información, a continuación se muestran los resultados obtenidos en la referencia
[Alayo 11] y los parámetros que se deben emplear para lograr un mejor ajuste teórico a dichos
datos experimentales.

Tabla 5.1: En esta tabla se indican los valores del espesor (t), campo uniaxial (Hu) y magne-
tización de saturación (Ms) correspondientes a cada capa. (Los datos fueron tomados de la ref.
[Alayo 11] donde se estudia el mismo sistema en forma experimental).

Capa t Hu 4πMs γ/2π
(Å) (Oe) (kOe) (GHz/kOe)

NiFe 50 3 9.8 2.8
Ru 24, 32, 200 - - -
Co 50 80 17.0 2.8

IrMn 150 - - -
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5.4.1. El caso del acoplamiento cero para tRu = 200tRu = 200tRu = 200 Å

En este primer caso el espaciador de Ru tiene un espesor de 200 Å, lo cual se considera gran-
de en comparación al periodo de oscilación de Jbl (véase la figura 3.6). Por ende, el acoplamiento
entre las capas ferromagnéticas se considera nulo (Jbl = Jbc = 0). Esto quiere decir que las mag-
netizaciones de la capa de cobalto (FM2, capa de referencia) y la capa de NiFe (FM1, capa libre)
no se encuentran acopladas. Ello conlleva a que exista una simetrı́a de dos pliegues (twofold) para
la capa de NiFe tal como se puede verificar al observar la figura 5.8 (parte superior), esto debido
a la anisotropı́a uniaxial de Hu1 = 3.5 Oe presente en la capa de NiFe. Por otro lado, para la capa
de Co (figura inferior) se observa un pico máximo en α = 1800. Esta forma de la curva está rela-
cionada con un acoplamiento de intercambio directo (exchange bias) entre una capa FM2 y una
capa AFM (bicapas de la forma FM/AFM) de la cual se puede obtener el campo de anisotropı́a
de intercambio a través de HE = (HR(1800) − HR(00))/2 [Pelegrini 06], donde HR(1800) y
HR(00) son los campos de resonancia medidos en α = 1800 y α = 00, respectivamente.
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Figura 5.8: Dependencia angular (α) del campo de resonancia (HR). La lı́nea azul representa el
ajuste teórico y los puntos rojos son los datos experimentales tomados de la ref. [Alayo 11]. Los
parámetros de ajuste son mostrados en la tabla 5.2.

Los ajustes realizados para este caso sin acoplamiento producen los parámetros mostrados
en la tabla 5.2. Cabe señalar que estos parámetros se obtuvieron al considerar que HE ≪ HW .
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Se pueden resaltar cinco parámetros, los cuales fueron relevantes en el momento del ajuste: el
campo de exchange bias (HE), los dos campos de anisotropı́a uniaxial Hu1 y Hu2 para ambas
capas FM y las razones giromagnéticas γ1 y γ2 para las capa de NiFe y Co, respectivamente.
Ası́, el campo de anisotropı́a unidireccional resulta ser HE = 196 Oe; para la capa de Co, el
campo uniaxial resulta en Hu2 = 8 Oe, la cual difiere bastante de su valor bulk de 80 Oe (véase
la tabla 5.1). Por otro lado, para lograr un ajuste con un χ2 mı́nimo fue necesario aumentar el
valor de la razón giromagnética de γ2/2π = 2.8 GHz/kOe (g = 2.0) a γ2/2π = 2.88 GHz/kOe
(g = 2.057), donde g es el factor de Landé. Asimismo, para la capa de NiFe el campo uniaxial
fue de Hu1 = 3.4 Oe y la razón giromagnética de γ1/2π = 2.9884 GHz/kOe (g = 2.135) res-
pecto de su valor de 2.8 GHz/kOe. Una muestra de cómo afectan estos campos de anisotropı́a
uniaxial a la curva del campo resonante se ve en la figura 5.9. Allı́ se nota que, en el caso de la
capa de Co, los campos de anisotropı́a (Hu2) pequeños prácticamente no ocasionan cambios a
la forma de la curva. Esto significa que el campo de anisotrpoı́a uniaxial (HE) no experimenta
cambios importantes. Sin embargo, a medida que Hu2 aumenta, la curva sufre cambios drásticos
pero manteniendo dos puntos simétricos en común. Por el contrario, pequeños cambios de Hu1
originan un alargamiento importante de la curva para el caso de la capa de NiFe pero sin despla-
zar en ningun caso las curvas del campo resonante.

A modo de comparación, si se considera que HE < HW el ajuste realizado a los mismos datos
experimentales muestran que el campo uniaxial para el Co cambia significativamente a Hu2 = 45
Oe con un campo efectivo de pared de dominio de HW = 1.35 kOe, todos los demás parámetros
resultan tener los mismos valores a los mostrados en la tabla 5.2.

Tabla 5.2: Parámetros empleados para el ajuste mostrado en la fig. 5.8. La simulación de la
relación de dispersión (véase la ec. 4.23) se realizó siguiendo el algoritmo descrito esquemática-
mente en la fig. 4.3b, con HE = 196 Oe. Siendo HKeffi = Hout

ui − 4πMi (i = 1, 2) el campo
efectivo de alguna anisotropı́a fuera del plano de las capas.

Parámetros
Capa t Hu 4πMs HKeff Jbl + 2Jbc γ/2π

(Å) Oe (kOe) (kOe) 10−3 erg/cm2 (GHz/kOe)
NiFe 50 3.4 9.8 -9.8 2.9884
Ru 200 - - - 0
Co 50 8.0 17.0 -17.6 2.8800
IrMn 150 - - -
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Figura 5.9: Dependencia angular (α) del campo de resonancia (HR) para diferentes valores de los
campos de anisotropı́a uniaxial Hu1 (capa libre, NiFe) y Hu2 (capa fija, Co). Los puntos rojos son
los mismos datos experimentales que los de la fig. 5.8. Los parámetros son aquellos mostrados
en la tabla 5.2.

5.4.2. El caso del acoplamiento ferromagnético para tRu = 24tRu = 24tRu = 24 Å

En este segundo caso se encontró que el espesor de 24 Å para la capa espaciadora (Ru) da
lugar a un acoplamiento ferromagnético entre la capa FM1(NiFe) y FM2(Co). Ello se corrobora
con la observación de la rotura de la simetrı́a de dos pliegues (twofold), respecto del acoplamien-
to cero, debido a la aparición de una anisotropı́a unidireccional producto del acoplamiento de
intercambio intercapa entre FM1 y FM2. Esto quiere decir que las magnetizaciones se encuen-
tran alineadas paralelamente apuntando en la misma dirección. La figura 5.10 muestra los datos
experimentales (puntos rojos) y el ajuste realizado (lı́nea azul) con los parámetros indicados en
la tabla 5.3 donde se resumen todos los parámetros que se utilizaron en la simulación de la re-
sonancia ferromagnética (véase la ec. 4.23) considerando que HE ≪ HW . En dicha tabla se
indica que el factor de acoplamiento de intercambio intercapa producto del ajuste de los datos
experimentales fue de Jbl + 2Jbc = 15 × 10−3 erg/cm2, lo cual indica un acoplamiento ferro-
magnético débil. Cabe señalar que este valor difiere muy poco respecto de Jbl +2Jbc = 18×10−3

obtenido por Alayo et. al. [Alayo 11], quienes obtuvieron dicho valor mediante mediciones de
resonancia ferromagnética. Además, el campo de anisotropı́a de intercambio fue de HE = 198
Oe. Asimismo, el campo uniaxial Hu1 para la capa libre de NiFe (FM1) resultó ser el mismo al
de su valor bulk. Por el contrario, para la capa de cobalto aún permanece la discrepancia en el
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factor del campo de anisotropı́a uniaxial de Hu2 = 8 Oe respecto de su valor bulk de 80 Oe, tal
como se vió en el ajuste para el acoplamiento cero (t = 200 Å).
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Figura 5.10: Dependencia angular (α) del campo de resonancia HR donde los puntos rojos son
datos experimentales tomados de la ref. [Alayo 11] y las lı́neas azules corresponden al ajuste
realizado con los parámetros indicados en la tabla 5.3. Del ajuste se obtiene que Jbl + 2Jbc =
15.0 × 10−3 erg/cm2.

Otra caracterı́stica, como consecuencia del ajuste, fue la variación necesaria de las razones
giromagnéticas γ1 y γ2 para ambas capas FM1 y FM2, respectivamente, tal como se indica en
la tab. 5.3. Cabe señalar que esta variación fue el único modo de lograr un ajuste óptimo al no
considerar alguna anisotropı́a out-plane. Por otro lado, para tener una idea de cómo afecta Jbl
en la dependencia angular del campo resonante, la figura 5.11 ayuda para dicho propósito. En
ella se muestran varias curvas de resonancia en función de Jbl. Allı́ se ve que un aumento de
Jbl ocasiona un desplazamiento hacia abajo, respecto del caso de acoplamiento cero (lı́nea de
color verde), de las curvas de resonancia; también se ve que a medida que aumenta la fuerza de
acoplamiento desaparece por completo la simetrı́a twofold en la capa de NiFe (modo acústico).

Finalmente, cabe señalar (a modo de comparación) que también se ha hecho el cálculo para
HE < HW (modelo de Mauri), con lo cual se obtuvo Hu2 = 45 Oe para la capa de Co en con-
traste al valor de 8 Oe obtenido al considerar que HE ≪ HW . Además, el campo de exchange
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bias resulto ser de HE = 195 Oe con un campo efectivo de pared de dominio de HW = 1.6
kOe con γ1/2π = 3.0025 GHz/kOe y γ2/2π = 2.98 GHz/kOe. Los demás parámetros resultaron
tener valores iguales a los mostrados en la tabla 5.3.

Tabla 5.3: Parámetros utilizados en el ajuste teórico, mostrado en la fig. 5.10, de los datos de
FMR del sistema válvula de espı́n IrMn(150Å)/Co(50Å)/Ru(24Å)/NiFe(50Å) con HE = 198
Oe, siendo g el factor de Landé.

Parámetros
Capa t Hu 4πMs HKeff Jbl + 2Jbc γ/2π

(Å) Oe (kOe) (kOe) (10−3 erg/cm2) (GHz/kOe)
NiFe 50 3.0 10.0 -10.0 3.0025 (g=2.145)
Ru 200 - - - 15.0 -
Co 50 8.0 17.0 -17.0 3.0200 (g=2.157)
IrMn 150 - - - -
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Figura 5.11: Dependencia angular (α) del campo de resonancia (HR) para diferentes valores del
factor de acoplamiento bilineal Jbl. Los puntos rojos corresponden a los mismos datos experi-
mentales que se muestran en la fig. 5.10. Los parámetros de ajuste se indican en la tabla 5.3.



52 5. Aplicación del modelo al sistema IrMn/Co/Ru(t)/NiFe

5.4.3. El caso del acoplamiento antiferromagnético para tRu = 32tRu = 32tRu = 32 Å
En este último caso, el acoplamiento de intercambio intercapa que existe entre las capas

FM1 y FM2 es antiferromagnético. Esto quiere decir que las magnetizaciones de las capas fe-
rromagnéticas se encuentran alineadas antiparalelamente en ausencia de un campo externo. El
ajuste realizado a los datos experimentales tomados de la ref. [Alayo 11] para tRu = 32 Å se
muestra en la figura 5.12 y los parámetros usados se indican en la tabla 5.4. Para este caso los
factores de acoplamiento bilineal y bicuadrático, como consecuencia del ajuste, fueron los si-
guientes: Jbl = −50.3×10−3 erg/cm2 y Jbc = 23.0×10−3 erg/cm2. La simulación se hizo con la
simplificación de que φ1 = α (φ1 = α+π) y φ2 = α+π (φ2 = α) para la parte superior (inferior)
de la fig. 5.12. El hecho de que Jbl < 0 y Jbc > 0 favorecen un alineamiento antiparalelo de ~M1
y ~M2 conforme al diagrama de fases mostrado en la figura 3.7. Además, el campo de anisotropı́a
unidireccional fue de HE = 193 Oe y las razones giromagéticas disminuyeron con respecto del
acoplamiento ferromagnético y acoplamiento cero.
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Figura 5.12: Dependencia angular (α) del campo de resonancia HR para el caso del acoplamiento
antiferromagnético. Los puntos rojo son los datos experimentales tomados de la ref. [Alayo 11],
la lı́nea azul es el ajuste teórico para Jbl + 2Jbc = −4.3 erg/cm2.

Por otro lado, la figura 5.12 muestra dos caracterı́sticas resaltantes del acoplamiento antife-
rromagnético para tRu = 32 Å: (1) la curva de la dependencia angular del campo resonante (HR),
para la capa acoplada de NiFe, experimenta un corrimiento hacia arriba alrededor de 11 Oe en la
dirección α = 00 con respecto al acoplamiento cero, contrario al corrimiento en un acoplamiento
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ferromagnético. Al contrario, para la capa acoplada de Co la curva de HR versus α experimenta
un corrimiento de alrededor de 40 Oe hacia abajo. (2) El campo resonante HR en la dirección
α = 1800 resulta menor al campo resonante en α = 00 lo cual, de acuerdo al proceso de ajuste,
se puede decir que está relacionado con el factor de acoplamiento bicuadrático Jbc. Finalmente,
la figura 5.13 muestra cómo varı́a el campo resonante versus el ángulo in-plane para diferentes
fuerzas de acoplamiento bilineal (Jbl).

Tabla 5.4: Los parámetros mostrados en esta tabla han sido utilizados en el ajuste del siste-
ma IrMn(150Å)/Co(50Å)/Ru(32Å)/NiFe(50Å) el cual se muestra en la fig. 5.12. El campo de
anisotropı́ de intercambio es HE = 193

Parámetros
Capa t Hu 4πMs HKeff Jbl + 2Jbc γ/2π

(Å) Oe (kOe) (kOe) 10−3 erg/cm2 (GHz/kOe)
NiFe 50 4.4 10.0 -10.0 2.612 (g=1.866)
Ru 32 - - - -4.3
Co 50 8.0 17.0 -17.0 2.640 (g=1.886)
IrMn 150 - - -
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Figura 5.13: Dependencia angular (α) del campo de resonancia (HR). Los puntos rojos corres-
ponden a los mismos datos experimentales que se muestran en la fig. 5.12. Los parámetros de
ajuste se indican en la tabla 5.4.

5.5. Resumen del capı́tulo
En este capı́tulo se ha estudiado las caracterı́sticas de la relación de dispersión (modo acústi-

co y modo óptico) para sistemas tipo válvulas de espı́n en situaciones diferentes, ası́ como los
parámetros determinantes en el comportamiento de la frecuencia de resonancia (f ) versus el cam-
po externo (H) y la dependencia angular (α) del campo resonante (HR). Esta discusión previa
abrió camino para estudiar finalmente el sistema IrMn/Co/Ru(t)/NiFe para tres espesores: t = 24
Å, 32 Å y 200 Å. A continuación se muestran los áspectos más resaltantes de los resultados
discutidos en este capı́tulo:

Se ha investigado el efecto del campo de anisotropı́a de intercambio HE junto con las
fuerzas de acoplamiento (Jbl y Jbc) sobre el comportamiento de los modos de resonancia
para tres casos: acoplamiento ferromagnético (Jbl > 0), acoplamiento antiferromagnético
(Jbl < 0) y acoplamiento cero (Jbl = 0) (véase la sec. 5.1). Este estudio arrojó que para el
caso del acoplamiento ferromagnético (antiferromagnético), el modo acústico corresponde
a los campos altos (campos bajos) o frecuencias bajas (frecuencias altas) y el modo óptico
corresponde a los campos bajos (campos altos) o frecuencias altas (frecuencias bajas).

Los resultados han mostrado que hay un buen acuerdo entre lo obtenido en este trabajo y lo
publicado en la literatura (véase por ejemplo las refs. [Layadi 05],[Azevedo 05],[Zhang 94]).
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Se ha estudiado el efecto del factor de acoplamiento bilineal Jbl sobre la dependencia
angular (α) del campo resonante (HR) para el caso del acoplamiento ferromagnético (véase
la sec. 5.2), de lo cual se obtuvo los siguientes resultados: para el acoplamiento cero se
obtiene una curva de simetrı́a twofold pero conforme aumenta la fuerza de acoplamiento,
mediada a través del campo de acoplamiento Hbl, las curvas de resonancia experimentan
un corrimiento hacia campos bajos.

Finalmente, se ha mostrado algunos detalles experimentales del sistema válvula de espı́n
IrMn/Co/Ru/NiFe (véase la sec. 5.4) junto con los ajustes realizados para los tres espesores
de la capa espaciadora de Ru (t = 24 Å, 32 Å y 200 Å).
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Capı́tulo 6

Conclusiones y perspectivas

6.1. Conclusiones
En el presente trabajo se ha estudiado la resonancia ferromagnética de un sistema tipo válvula

de espı́n y en particular se ha aplicado el model al sistema IrMn/Co/Ru/NiFe. Para ello se ha
resuelto la ecuación de Landau-Lifhistz, la cual rige la dinámica de la magnetización alrededor
de las posiciones de equilibrio de la magnetización, y luego se ha hecho el estudio de la relación
de dispersión. En resumen, podemos enunciar las siguientes conclusionesa:

Se ha obtenido la relación de dispersión de la resonancia ferromagnética, tomando en
cuenta todas las interacciones relevantes discutidas en el capı́tulo 3: el acoplamiento de
intercambio entre las capas ferromagnéticas, la anisotropı́a de intercambio entre la capa de
referencia FM2 y la capa antifferromagnética AFM, una pared de dominio que se forma
en la capa AFM, la anisotropı́a magnética y la energı́a de Zeeman. Ası́ se puede obtener la
dependencia entre la frecuencia de resonancia y el campo aplicado acorde con lo publicado
en la literatura.

Los ajustes realizados a los datos del campo de resonancia (HR) en función del ángulo
in-plane (α) provee información acerca del factor de acoplamiento, campos de anisotropı́a
uniaxial y el campo de exchange bias.

La existencia de un acoplamiento de intercambio intercapa entre FM1 y FM2 da lugar a un
corrimiento de la curva del campo resonante HR versus el ángulo in-plane α (para la capa
libre). Este corrimiento, con respecto al acoplamiento cero, es hacia abajo para un acopla-
miento ferromagnético (Jbl > 0) y hacia arriba para un acoplamiento antiferromagnético
(Jbl < 0).

El análisis del campo de resonancia (HR) en función del ángulo in-plane muestra que
pequeños campos de acoplamiento (Hbl) no originan un cambio relevante en la capa fija
(FM2) pero ocasionan un rompimiento de la simetrı́a twofold debido a la anisotropı́a uni-
direccional creada por el acople entre FM1 y FM2. Asimismo, ello modifica los campos
de anisotropı́a uniaxial. Al contrario, un acoplamiento fuerte (Hbl = 40 Oe) ocasiona que
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todo el sistema se comporte como si una sola capa FM estuviera en interacción directa con
una capa AFM.

El análisis del sistema IrMn/Co/Ru(t)/NiFe para t = 200 Å y HE ≪ HW muestra que
el campo de anisotropı́a unidireccional es HE = 196 Oe y se caracteriza por una simetrı́a
twofold, siendo los campos uniaxiales de Hu1 = 3.4 Oe y Hu2 = 8 Oe para la capa de NiFe
y Co, respectivamente. Al contrario, para HE < HW el campo de anisotropı́a uniaxial para
el Co es de Hu2 = 45 Oe con un campo efectivo de pared de dominio de HW = 1.35 kOe.

El análisis realizado al sistema IrMn/Co/Ru(t)/NiFe para t = 24 Å, considerando que
HE ≪ HW , muestra que el acoplamiento es ferromagnético con Jbl + 2Jbc = 15 erg/cm2,
HE = 198 Oe, Hu1 = 3 Oe y Hu2 = 8 Oe. Para el caso en el que se incluye el modelo de
Mauri (HE < HW ) los ajustes indican que Hu2 = 45 Oe y HE = 195 Oe, siendo el campo
efectivo de pared de dominio de HW = 1.6 kOe.

El anális del sistema IrMn/Co/Ru(t)/NiFe para t = 32 Å indica que la curva de FMR
experimenta un corrimiento hacia arriba para la capa acoplada de NiFe, siendo Jbl +2Jbc =
−4.3 erg/cm2.

El efecto de un aumento/disminución de las razones giromagnéticas γ1 y γ2 consiste en
desplazar hacia abajo/arriba las curvas de campo resonante versus el ángulo in-plane. Sin
embargo, si se mantienen constantes estos parámetros este mismo efecto se obtiene al
considerar la existencia de alguna anisotropı́a out-plane caracterizado por Hout

u1 y Hout
u2 .

6.2. Perspectivas

Los resultados obtenidos en el presente trabajo tienen un potencial que puede servir como
base para el estudio de sistemas multicapa, relacionadas, ya que muchos estudios sobre resonan-
cia ferromagnética en multicapas magnéticas son publicados siguiendo una ruta similar a la que
se siguió en la presente tesis. Dentro de las propiedades magnéticas que podrı́an calcularse en
base al modelo fenomenológico propuesto son:

La magnetorresistencia gigante que podrı́a simularse en base al modelo de la energı́a libre
establecida en la Ec. 4.9 en el que se podrı́a añadir o quitar términos dependiendo del
sistema multicapa bajo estudio.

Estudio de multicapas magnéticas aperiódicas. Por ejemplo una propuesta tentativa para un
trabajo futuro es aplicar estos resultados a una multicapa aperiódica; es decir, introducir
aperiocidad en el sentido que el espesor de la capa no magnética NM puede variar de
forma aperiódica, tal vez siguiendo la secuencia de Fibonacci. Esto es posible dado que
la matriz de energı́a, Ec. 4.23, muestra un patrón recurrente cuya solución para n capas
ferromagnéticas podrı́a generalizarse.
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También puede aplicarse este estudio a la obtención de las constantes de anisotropı́as
magnéticas en multicamadas tipo [Co/Au]n ası́ como el factor g-Landé, entre otros paráme-
tros.
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Apéndice A

Complemento sobre detalles de la
determinación de la relación de dispersión

En este apéndice se detalla el procedimiento analı́tico que se siguió para la obtención de la
relación de dispersión mostrada en el capı́tulo 4. A grandes razgos, la secuencia matemática es
como sigue: primero, se transforma la forma cartesiana de la ecuación de Landau-Lifshitz en
coordenadas esféricas; luego, se hace una expansión en serie de Taylor de la función de energı́a
hasta el segundo orden; finalmente, se resuelve la forma esférica de la ecuación de Landau-
Lifshitz cuya solución se expresa en seis ecuaciones acopladas.

A.1. Transformación de la ecuación de Landau-Lifshitz a coor-
denadas esféricas

En este primer apartado se utilizará la Ec. 4.19 con el objetivo de transformarla en coorde-
nadas esféricas. Para ello se va a trabajar, por separado, los dos miembros de la Ec. 4.19. En el
primer miembro la magnetización ~Mi se puede expresar (véase la fig. 2.1) como:

~Mi = Mi(sin θi cos φiî + sin θi sin φiĵ + cos φik̂).

Además, teniendo en cuenta que el módulo de la magnetización permanece constante (| ~Mi| =
Mi = cte.), al tomar la derivada respecto al tiempo ésta no afecta a Mi, quedando:

∂ ~Mi

∂t
= Mi(

∂
∂t

(sin θi cos φi)̂i +
∂
∂t

(sin θi sin φi)ĵ +
∂
∂t

(cos φi)k̂).

De acuerdo a la tercera consideración, indicada en la sección 4.4, los ángulos θi y φi dependen
del tiempo, por tanto:

∂ ~Mi

∂t
= Mi

(
∂(sin θi)

∂t cos φiî + sin θi
∂(cos φi)

∂t î + ∂(sin θi)
∂t sin φiĵ + sin θi

∂(sin φi)
∂t ĵ + ∂(cos φi)

∂t k̂
)

= Mi(cos θi cos φiθ̇iî − sin θi sin φiφ̇iî + cos θi sin φiθ̇iĵ + sin θi cos φiφ̇iĵ − sin θiθ̇ik̂).
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M ii

i

i
ri

i

x

z

y

r i=sen icosi
iseni seni

jcosi k

i=cosi cosi
icos i seni

j−seni k

i=−seni
icos i

j

donde

Figura A.1: Representación de un sistema de coordenadas esféricas en el que se muestran los
vectores unitarios r̂i, θ̂i y φ̂i en función de los vectoers unitarios î, ĵ, k̂.

Agrupando los términos subrrayados se obtiene una expresión en la que se identifica los vectores
unitarios θ̂i y φ̂i propios del sistema de coordenadas esférico mostrado en la figura A.1; es decir,

∂ ~Mi

∂t
= Mi((cos θi cos φiî + cos θi sin φiĵ − sin θik̂)

︸ ︷︷ ︸
θ̂i

θ̇i + (− sin φiî + cos φiĵ)
︸ ︷︷ ︸

φ̂i

sin θiφ̇i). (A.1)

Finalmente, la derivada de la magnetización queda expresada como

∂ ~Mi

∂t
= Miθ̇iθ̂i + Mi sin θiφ̇iφ̂i. (A.2)

Una vez obtenido el primer miembro de la ecuación de Landau-Lifshitz, Ec. (4.19), en coor-
denadas esféricas, se prosigue a trabajar con el segundo miembro (−γ/ti) ~Mi × ∇ME trans-
formándolo a coordenadas esféricas. Para ello utilizaremos el gradiente expresado en coordendas
esféricas; es decir,

∇ =
∂
∂r

r̂ +
1
r

∂
∂θ

θ̂ +
1

r sin θ
∂

∂φ
φ̂,

en el que podemos considerar (véase la fig. A.1) que el vector magnetización es reemplazado por
el vector de posición donde |~ri| = | ~Mi| por lo que el segundo miembro de la Ec. (4.19) quedarı́a
como:

−
γ
ti

~Mi × ∇ME = −
γ
ti

(Mir̂) × (
∂E
∂r

r̂ +
1

Mi

∂E
∂θ

θ̂ +
1

Mi sin θ
∂E
∂φ

φ̂). (A.3)
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Al realizar el producto vectorial debemos tener en consideración que, de acuerdo a la Fig. A.1,
la relación entre los vectores unitarios esféricos es:

r̂i = φ̂i × θ̂i (A.4)
θ̂i = r̂i × φ̂i (A.5)
φ̂i = θ̂i × r̂i, (A.6)

por lo que la Ec. (A.3) queda de la siguiente manera:

−
γ
ti

~Mi × ∇ME = −
γ
ti

Mi(−
1

Mi

∂E
∂θi

φ̂i +
1

Mi sin θ
∂E
∂φ

θ̂i), (A.7)

quedando finalmente:

−
γ
ti

~Mi × ∇ME =
γ
ti

∂E
∂θi

φ̂i −
γ
ti

1
sin θ

∂E
∂φ

θ̂i. (A.8)

Ahora ya se puede igualar la Ec. A.2 con esta Ec. A.8:

∂ ~Mi

∂t
= −

γ
ti

~Mi × ∇ME

Miθ̇iθ̂i + Mi sin θiφ̇iφ̂i =
γ
ti

∂E
∂θi

φ̂i −
γ

ti sin θi

∂E
∂φi

θ̂i.

Igualando los términos semejantes subrrayados, obtenemos finalmente lo que buscábamos: la
ecuación de Landau-Lifshitz en coordenadas esféricas; es decir,

∂θi

∂t
= −

γ
tiMi sin θi

∂E
∂φi

(A.9a)

∂φi

∂t
=

γ
tiMi sin θi

∂E
∂θi

. (A.9b)

El siguiente paso es determinar la energı́a libre total E como una expansión en serie de Taylor
con aproximación a la segunda potencia, la cual se describe a continuación.

A.2. Expansión en serie de Taylor al segundo orden de la fun-
ción de energı́a libre

En este apartado se debe tener en cuenta que la energı́a depende de seis variables:

E = E(θ1, φ1, θ2, φ2, θ3, φ3)



64 A. Complemento sobre detalles de la determinación de la relación de dispersión

es decir, que va a ser una expansión multivariable que viene dada por:

E = E(θ0
1, φ0

1, θ0
2, φ0

2, θ0
3, φ0

3) + ∂E
∂θ1

∣∣∣
θ0

1

(θ1 − θ0
1) + ∂E

∂φ1

∣∣∣
φ0

1

(φ1 − φ0
1) + ∂E

∂θ2

∣∣∣
θ0

2

(θ2 − θ0
2) + ∂E

∂φ2

∣∣∣
φ0

2

(φ2 − φ0
2)

+ ∂E
∂θ3

∣∣∣
θ0

3

(θ3 − θ0
3) + ∂E

∂φ3

∣∣∣
φ0

3

(φ3 − φ0
3) + 1

2!
∂2E
∂θ2

1

∣∣∣
θ0

1

(θ1 − θ0
1)2 + 1

2!
∂2E
∂φ2

1

∣∣∣
φ0

1

(φ1 − φ0
1)2 + 1

2!
∂2E
∂θ2

2

∣∣∣
θ0

2

(θ2 − θ0
2)2

+ 1
2!

∂2E
∂φ2

2

∣∣∣
φ0

2

(φ2 − φ0
2)2 + 1

2!
∂2E
∂θ2

3

∣∣∣
θ0

3

(θ3 − θ0
3)2 + 1

2!
∂2E
∂φ2

3

∣∣∣
φ0

3

(φ3 − φ0
3)2

+ ∂2E
∂θ1∂φ1

∣∣∣
θ0

1 ,φ0
1

(θ1 − θ0
1)(φ1 − φ0

1) + ∂2E
∂θ1∂θ2

∣∣∣
θ0

1 ,θ0
2

(θ1 − θ0
1)(θ2 − θ0

2) + ∂2E
∂θ1∂φ2

∣∣∣
θ0

1 ,φ0
2

(θ1 − θ0
1)(φ2 − φ0

2)

+ ∂2E
∂θ1∂θ3

∣∣∣
θ0

1 ,θ0
3

(θ1 − θ0
1)(θ3 − θ0

3) + ∂2E
∂θ1∂φ3

∣∣∣
θ0

1 ,φ0
3

(θ1 − θ0
1)(φ3 − φ0

3) + ∂2E
∂φ1∂θ2

∣∣∣
φ0

1,θ0
2

(φ1 − φ0
1)(θ2 − θ0

2)

+ ∂2E
∂φ1∂φ2

∣∣∣
φ0

1,φ0
2

(φ1 − φ0
1)(φ2 − φ0

2) + ∂2E
∂φ1∂θ3

∣∣∣
φ0

1,θ0
3

(φ1 − φ0
1)(θ3 − θ0

3) + ∂2E
∂φ1∂φ3

∣∣∣
φ0

1,φ0
3

(φ1 − φ0
1)(φ3 − φ0

3)

+ ∂2E
∂θ2∂φ2

∣∣∣
θ0

2 ,φ0
2

(θ2 − θ0
2)(φ2 − φ0

2) + ∂2E
∂θ2∂θ3

∣∣∣
θ0

2 ,θ0
3

(θ2 − θ0
2)(θ3 − θ0

3) + ∂2E
∂θ2∂φ3

∣∣∣
θ0

2 ,φ0
3

(θ2 − θ0
2)(φ3 − φ0

3)

+ ∂2E
∂φ2∂θ3

∣∣∣
φ0

2,θ0
3

(φ2 − φ0
2)(θ3 − θ0

3) + ∂2E
∂φ2∂φ3

∣∣∣
φ0

2,φ0
3

(φ2 − φ0
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3) + ∂2E
∂θ3∂φ3
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θ0

3 ,φ0
3
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3)(φ3 − φ0

3) + ...
.....

... (A.10)

siendo θ0
i , φ0

i (i = 1, 2, 3) los ángulos de equilibrio que se obtienen al aplicar el principio de
minimización de la energı́a libre dada por:

∂E
∂θi

∣∣∣
θ0

i

=
∂E
∂φi

∣∣∣
φ0

i

= 0 (i = 1, 2, 3).

Por esta razón todos los términos de primer orden (color rojo) en la expansión en serie de Taylor,
Ec. (A.10), son nulos. Ası́, solo quedan los términos azules. Los términos de mayor orden se con-
sideran muy pequeños ası́ que se pueden despreciar. Finalmente la energı́a libre queda expresada
como

E = E(θ0
1, φ0

1, θ0
2, φ0

2, θ0
3, φ0

3) + 1
2!

∂2E
∂θ2

1

∣∣∣
θ0

1

(θ1 − θ0
1)2 + 1

2!
∂2E
∂φ2

1

∣∣∣
φ0

1

(φ1 − φ0
1)2 + 1

2!
∂2E
∂θ2

2

∣∣∣
θ0

2

(θ2 − θ0
2)2

+ 1
2!

∂2E
∂φ2

2

∣∣∣
φ0

2

(φ2 − φ0
2)2 + 1

2!
∂2E
∂θ2

3

∣∣∣
θ0

3

(θ3 − θ0
3)2 + 1
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3
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φ0

3
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∣∣∣
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1 ,φ0
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∣∣∣
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1 ,θ0
2
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∣∣∣
θ0

1 ,φ0
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2)

+ ∂2E
∂θ1∂θ3

∣∣∣
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∣∣∣
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∣∣∣
φ0
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2)
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∣∣∣
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1,φ0
2
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2) + ∂2E
∂φ1∂θ3

∣∣∣
φ0

1,θ0
3
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∣∣∣
φ0
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3
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3)
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∣∣∣
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2)(θ3 − θ0

3) + ∂2E
∂θ2∂φ3

∣∣∣
θ0

2 ,φ0
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(A.11)
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A.2.1. La ecuación de Landau-Lifshitz para la capa FM1 (i = 1i = 1i = 1)
Con la expresión para la energı́a libre total ya determinada y considerando que los ángulos

θi y φi varı́an de forma exponencial como ya se acotó previamente (criterio asumido 3), estamos
listos para resolver la Ec. (A.9a) y la Ec. (A.9b). Para ello se reemplazará con i = 1 (correspon-
diente a la magnetización de la capa FM1); es decir,

∂θ1

∂t
= −

γ
t1M1 sin θ1

∂E
∂φ1

. (A.12)

Aquı́, θ1 = θ0
1 + ∆θ1 exp(iωt) por lo que su derivada viene dada por

∂θ1

∂t
= iω∆θ1 exp(iωt). (A.13)

Por otro lado, de la Ec. A.11 obtenemos la derivada de la energı́a libre E con respecto a φ1:

∂E
∂φ1

=
∂2E
∂φ2

1
(φ1 − φ0

1) +
∂2E

∂θ1∂φ1
(θ1 − θ0

1) +
∂2E

∂φ1∂θ2
(θ2 − θ0

2) +
∂2E

∂φ1∂φ2
(φ2 − φ0

2)

+
∂2E

∂φ1∂θ3
(θ3 − θ0

3) +
∂2E

∂φ1∂φ3
(φ3 − φ0

3) (A.14)

Esta ecuación, junto con la ec. (A.13), la reemplazamos en la ec. (A.12). Pero antes, reemplaza-
mos las segundas derivadas de E con otra notación más corta; es decir,

∂2E
∂θ1∂φ1

= Eθ1φ1 .

con ello,

∂θ1

∂t
= −

γ
t1M1 sin θ1

∂E
∂φ1

iω∆θ1 exp(iωt) = −
γ

t1M1 sin θ1
(Eφ1φ1∆φ1 exp(iωt) + Eθ1φ1∆θ1 exp(iωt)

+Eφ1θ2∆θ2 exp(iωt) + Eφ1φ2∆φ2 exp(iωt)
Eφ1θ3∆θ3 exp(iωt) + Eφ1φ3∆φ3 exp(iωt)) . (A.15)

Factorizando los exponenciales exp(iωt) de ambos miembros tenemos

iω∆θ1 = −
γ

t1M1 sin θ1
(Eφ1φ1∆φ1 + Eθ1φ1∆θ1 + Eφ1θ2∆θ2 + Eφ1φ2∆φ2 + Eφ1θ3∆θ3 + Eφ1φ3∆φ3) .

Luego pasamos el primer miembro hacia el segundo, obteniendo:

(Eθ1φ1 +
iωt1M1 sin θ1

γ
)∆θ1 +Eφ1φ1∆φ1 +Eφ1θ2∆θ2 +Eφ1φ2∆φ2 +Eφ1θ3∆θ3 +Eφ1φ3∆φ3 = 0.

(A.16)
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Esta ecuación corresponde a la solución de la Ec. (A.9a) para i = 1.

Para la solución de la ec. (A.9b) seguiremos el mismo procedimiento seguido lı́neas arriba. Par-
timos de dicha ecuación:

∂φ1

∂t
=

γ
t1M1 sin θ1

∂E
∂θ1

,

en el que φ1 = φ0
1 + ∆θ1 exp(iωt). Derivando tenemos:

∂φ1

∂t
= iω∆θ1 exp(iωt). (A.17)

Ahora obtenemos la derivada de E con respecto a θ1 a partir de la Ec. (A.11); es decir,

∂E
∂θ1

=
(

∂2E
∂θ2

1
(θ1 − θ0

1) +
∂2E

∂θ1φ1
(φ1 − φ0

1) +
∂2E
∂θ1θ2

(θ2 − θ0
2) +

∂2E
∂θ1φ2

(φ2 − φ0
2)

+
∂2E
∂θ1θ3

(θ3 − θ0
3) +

∂2E
∂θ1φ3

(φ3 − φ0
3)

)
, (A.18)

y hacemos uso de la notación corta para la segunda derivada de la energı́a y de la ec. (4.21) por
lo que

∂φ1

∂t
=

γ
t1M1 sin θ1

∂E
∂θ1

iω∆φ1 exp(iωt) =
γ

t1M1 sin θ1
(Eθ1θ1∆θ1 exp(iωt) + Eθ1φ1∆φ1 exp(iωt)

+Eθ1θ2∆θ2 exp(iωt) + Eθ1φ2∆φ2 exp(iωt)
+Eθ1θ3∆θ3 exp(iωt) + Eθ1φ3∆φ3 exp(iωt)). (A.19)

Factorizando el término exp(iωt) del primer y segundo miembro tenemos:

iωt1M1 sin θ1

γ
∆φ1 = Eθ1θ1∆θ1 + Eθ1φ1∆φ1 + Eθ1θ2∆θ2 + Eθ1φ2∆φ2 + Eθ1θ3∆θ3t) + Eθ1φ3∆φ3.

Luego, ordenando en forma conveniente con referencia a la ec. (A.16) obtenemos:

Eθ1θ1∆θ1 +(Eθ1φ1 −
iωt1M1 sin θ1

γ
)∆φ1 +Eθ1θ2∆θ2 +Eθ1φ2∆φ2 +Eθ1θ3∆θ3t+Eθ1φ3∆φ3 = 0,

(A.20)
que es la solución de la ec. (A.9b) para i = 1.

A.2.2. La ecuación de Landau-Lifshitz para la capa FM2 (i = 2i = 2i = 2)
Observando que la ecuación de Landau-Lifshitz, en coordenadas esféricas (Ec. (A.9)) y la

expresión de la energı́a libre E (Ec. (A.11)) son simétricas con respecto a los ángulos θ1, φ1;
θ2, φ2 y θ3, φ3 podemos deducir fácilmente expresiones parecidas a la Ec. (A.16) y a la Ec.
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(A.20). No obstante, a continuación se describirá paso a paso la obtención de dichas expresiones
para i = 2. Ası́, se tiene que:

∂θ2

∂t
= −

γ
t2M2 sin θ2

∂E
∂φ2

,

donde θ2 = θ0
2 + ∆θ2 exp(iωt), tal que su derivada

∂θ2

∂t
= iω∆θ2 exp(iωt). (A.21)

La derivada de E respecto de φ2 la obtenemos a partir de la Ec. (A.11); es decir,

∂E
∂φ2

=
(

∂2E
∂φ2

2
(φ2 − φ0

2) +
∂2E

∂θ1φ2
(θ1 − θ0

1) +
∂2E

∂φ1φ2
(φ1 − φ0

1) +
∂2E

∂θ2φ2
(θ2 − θ0

2)

+
∂2E

∂φ2θ3
(θ3 − θ0

3) +
∂2E

∂φ2φ3
(φ3 − φ0

3)
)

. (A.22)

Reemplazamos estas derivadas en:

∂θ2

∂t
= −

γ
t2M2 sin θ2

∂E
∂φ2

iω∆θ2 exp(iωt) = −
γ

t2M2 sin θ2
(Eφ2φ2∆φ2 exp(iωt) + Eθ1φ2∆θ1 exp(iωt)

+Eφ1φ2∆φ1 exp(iωt) + Eθ2φ2∆θ2 exp(iωt)
+Eφ2θ3∆θ3 exp(iωt) + Eφ2φ3∆φ3 exp(iωt)). (A.23)

Luego, factorizando los términos exponenciales en el primer y segundo miembro tenemos:

−
iωt2M2 sin θ2

γ
∆θ2 = Eφ2φ2∆φ2 +Eθ1φ2∆θ1 +Eφ1φ2∆φ1 +Eθ2φ2∆θ2 +Eφ2θ3∆θ3 +Eφ2φ3∆φ3.

Ordenando convenientemente como en los casos anteriores, obtenemos finalmente:

Eθ1φ2∆θ1 +Eφ1φ2∆φ1 +(Eθ2φ2 +
iωt2M2 sin θ2

γ
)∆θ2 +Eφ2φ2∆φ2 +Eφ2θ3∆θ3 +Eφ2φ3∆φ3 = 0.

(A.24)

Para la segunda parte usaremos la siguiente ecuación:

∂φ2

∂t
=

γ
t2M2 sin θ2

∂E
∂θ2

,

en el que φ2 = φ0
2 + ∆φ2 exp(iωt). Ası́, su derivada se expresa como:

∂φ2

∂t
= iω∆φ2 exp(iωt). (A.25)
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La derivada de E con respecto a θ2 la obtenemos de la Ec. (A.11); es decir,

∂E
∂θ2

=
(

∂2E
∂θ2

2
(θ2 − θ0

2) +
∂2E
∂θ1θ2

(θ1 − θ0
1) +

∂2E
∂φ1θ2

(φ1 − φ0
1) +

∂2E
∂θ2φ2

(φ2 − φ0
2)

+
∂2E
∂θ2θ3

(θ3 − θ0
3) +

∂2E
∂θ2φ3

(φ3 − φ0
3)

)
. (A.26)

Reemplazando estas derivadas tenemos

∂φ2

∂t
=

γ
t2M2 sin θ2

∂E
∂θ2

iω∆φ2 exp(iωt) =
γ

t2M2 sin θ2
(Eθ2θ2∆θ2 exp(iωt) + Eθ1θ2∆θ1 exp(iωt)

+Eφ1θ2∆φ1 exp(iωt) + Eθ2φ2∆φ2 exp(iωt)
+Eθ2θ3∆θ3 exp(iωt) + Eθ2φ3∆φ3 exp(iωt)). (A.27)

Luego, factorizando los términos exponenciales en cada miembro tenemos

iωt2M2 sin θ2

γ
∆φ2 = Eθ2θ2∆θ2 + Eθ1θ2∆θ1 + Eφ1θ2∆φ1 + Eθ2φ2∆φ2 + Eθ2θ3∆θ3 + Eθ2φ3∆φ3.

Finalmente, agrupando de modo conveniente tenemos:

Eθ1θ2∆θ1 + Eφ1θ2∆φ1 + Eθ2θ2∆θ2 + (Eθ2φ2 −
iωt2M2 sin θ2

γ
)∆φ2 + Eθ2θ3∆θ3 + Eθ2φ3∆φ3 = 0.

(A.28)

A.2.3. La ecuación de Landau-Lifshitz para la subred AFM (i = 3i = 3i = 3)
De manera análoga a los casos anteriores, primero se utilza la ec. (A.9a) para i = 3; es decir,

∂θ3

∂t
= −

γ
t3M3 sin θ3

∂E
∂φ3

,

donde θ3 = θ0
3 + ∆θ3 exp(iωt), tal que su derivada es:

∂θ3

∂t
= iω∆θ3 exp(iωt). (A.29)

La derivada de la energı́a libre E con respecto a φ3 la obtenemos de la Ec. (A.11); es decir,

∂E
∂φ3

=
(

∂2E
∂φ2

3
(φ3 − φ0

3) +
∂2E

∂θ1φ3
(θ1 − θ0

1) +
∂2E

∂φ1φ3
(φ1 − φ0

1) +
∂2E

∂θ2φ3
(θ2 − θ0

2)

+
∂2E

∂φ2φ3
(φ2 − φ0

2) +
∂2E

∂θ3φ3
(θ3 − θ0

3)
)

. (A.30)
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Reemplazamos la derivada de E y la derivada de θ3 en:

∂θ3

∂t
= −

γ
t3M3 sin θ3

∂E
∂φ3

iω∆θ3 exp(iωt) = −
γ

t3M3 sin θ3
(Eφ3φ3∆φ3 exp(iωt) + Eθ1φ3∆θ1 exp(iωt)

+Eφ1φ3∆φ1 exp(iωt) + Eθ2φ3∆θ2 exp(iωt)
+Eφ2φ3∆φ2 exp(iωt) + Eθ3φ3∆θ3 exp(iωt)). (A.31)

Ahora, factorizamos los exponenciales exp(iωt) quedando:

−
iωt3M3 sin θ3

γ
∆θ3 = Eφ3φ3∆φ3 +Eθ1φ3∆θ1 +Eφ1φ3∆φ1 +Eθ2φ3∆θ2 +Eφ2φ3∆φ2 +Eθ3φ3∆θ3.

Agrupando de modo conveniente como en los cálculos anteriores, obtenemos:

Eθ1φ3∆θ1 +Eφ1φ3∆φ1 +Eθ2φ3∆θ2 +Eφ2φ3∆φ2 +(Eθ3φ3 +
iωt3M3 sin θ3

γ
)∆θ3 +Eφ3φ3∆φ3 = 0.

(A.32)

Por último resolveremos la Ec.(A.9b) para i = 3:

∂φ3

∂t
=

γ
t3M3 sin θ3

∂E
∂θ3

.

De acuerdo a la asumpción (3), φ3 = φ0
3 + ∆φ3 exp(iωt), tal que su derivada

∂φ3

∂t
= iω∆φ3 exp(iωt). (A.33)

Con esto está determinado el primer miembro de la Ec. (A.9b) para i = 3. Para el segundo
miembro se necesita la derivada de E respecto de θ3. Para ello hacemos uso, como en los casos
anteriores, de la Ec. (A.11); es decir,

∂E
∂θ3

=
(

∂2E
∂θ2

3
(θ2 − θ0

2) +
∂2E
∂θ1θ3

(θ1 − θ0
1) +

∂2E
∂φ1θ3

(φ1 − φ0
1) +

∂2E
∂θ2θ3

(θ2 − θ0
2)

+
∂2E

∂φ2θ3
(φ2 − φ0

2) +
∂2E

∂θ3φ3
(φ3 − φ0

3)
)

. (A.34)

Ası́, la Ec. (A.9b) para i = 3 queda expresada como

∂φ3

∂t
=

γ
t3M3 sin θ3

∂E
∂θ3

iω∆φ3 exp(iωt) =
γ

t3M3 sin θ3
(Eθ3θ3∆θ3 exp(iωt) + Eθ1θ3∆θ1 exp(iωt)

+Eφ1θ3∆φ1 exp(iωt) + Eθ2θ3∆θ2 exp(iωt)
+Eφ2θ3∆φ2 exp(iωt) + Eθ3φ3∆φ3 exp(iωt)). (A.35)
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Además, eliminando de ambos miembros el término exponencial tenemos:

iωt3M3 sin θ3

γ
∆φ3 = Eθ3θ3∆θ3 + Eθ1θ3∆θ1 + Eφ1θ3∆φ1 + Eθ2θ3∆θ2 + Eφ2θ3∆φ2 + Eθ3φ3∆φ3.

Ordenando de forma adecuada, como ya se ha hecho hasta ahora, se obtiene la última ecuación
como solución a la ecuación de Landau-Lifshitz:

Eθ1θ3∆θ1 + Eφ1θ3∆φ1 + Eθ2θ3∆θ2 + Eφ2θ3∆φ2 + Eθ3θ3∆θ3 + (Eθ3φ3 −
iωt3M3 sin θ3

γ
)∆φ3 = 0.

(A.36)

Finalmente se ha encontrado un sistema de 6 ecuaciones, Ec. (A.16), Ec. (A.20), Ec. (A.24),
Ec. (A.28), Ec. (A.32) y Ec. (A.36), que vienen a ser la solución a la ecuación de Landau-Lifshitz
(Ec. (4.19)), las cuales se pueden ubicar convenientemente del siguiente modo:

(Eθ1φ1 +
iωt1M1 sin θ1

γ
)∆θ1 + Eφ1φ1∆φ1 + Eφ1θ2∆θ2 + Eφ1φ2∆φ2 + Eφ1θ3∆θ3 + Eφ1φ3∆φ3 = 0

Eθ1θ1∆θ1 + (Eθ1φ1 −
iωt1M1 sin θ1

γ
)∆φ1 + Eθ1θ2∆θ2 + Eθ1φ2∆φ2 + Eθ1θ3∆θ3t + Eθ1φ3∆φ3 = 0

Eθ1φ2∆θ1 + Eφ1φ2∆φ1 + (Eθ2φ2 +
iωt2M2 sin θ2

γ
)∆θ2 + Eφ2φ2∆φ2 + Eφ2θ3∆θ3 + Eφ2φ3∆φ3 = 0

Eθ1θ2∆θ1 + Eφ1θ2∆φ1 + Eθ2θ2∆θ2 + (Eθ2φ2 −
iωt2M2 sin θ2

γ
)∆φ2 + Eθ2θ3∆θ3 + Eθ2φ3∆φ3 = 0

Eθ1φ3∆θ1 + Eφ1φ3∆φ1 + Eθ2φ3∆θ2 + Eφ2φ3∆φ2 + (Eθ3φ3 +
iωt3M3 sin θ3

γ
)∆θ3 + Eφ3φ3∆φ3 = 0

Eθ1θ3∆θ1 + Eφ1θ3∆φ1 + Eθ2θ3∆θ2 + Eφ2θ3∆φ2 + Eθ3θ3∆θ3 + (Eθ3φ3 −
iωt3M3 sin θ3

γ
)∆φ3 = 0

Este sistema de ecuaciones se puede expresar en forma de producto de matrices tal como sigue:





(Eθ1φ1 + iZ1) Eφ1φ1 Eφ1θ2 Eφ1φ2 Eφ1θ3 Eφ1φ3

Eθ1θ1 (Eθ1φ1 − iZ1) Eθ1θ2 Eθ1φ2 Eθ1θ3 Eθ1φ3

Eθ1φ2 Eφ1φ2 (Eθ2φ2 + iZ2) Eφ2φ2 Eφ2θ3 Eφ2φ3

Eθ1θ2 Eφ1θ2 Eθ2θ2 (Eθ2φ2 − iZ2) Eθ2θ3 Eθ2φ3

Eθ1φ3 Eφ1φ3 Eθ2φ3 Eφ2φ3 (Eθ3φ3 + iZ3) Eφ3φ3

Eθ1θ3 Eφ1θ3 Eθ2θ3 Eφ2θ3 Eθ3θ3 (Eθ3φ3 − iZ3)









∆θ1
∆φ1
∆θ2
∆φ2
∆θ3
∆φ3




= 0,

donde Zi = −ωtiMi sin θ0
i /γ (i = 1, 2, 3) y θ0

i es el ángulo obtenido de la minimización de
la energı́a libre.
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Si existe solución única no trivial, de este sistema de ecuaciones, entonces el determinante de
la matriz de energı́a debe ser cero. Pero antes de determinar el determinante, se va a calcular las
derivadas parciales presentes en la matriz de energı́a y ver qué términos llegan a ser nulos, de
tal manera que simplifique nuestro cálculo. Para ello se tendrá en cuenta las condiciones para el
equilibrio dadas en la sección 4.2.1:

θ0
1 = θ0

2 = θ0
3 = 900.

Los otros ángulos, φ1, φ2, φ3, son obtenidos al resolver las ecuaciones de equilibrio Ec. (4.15).
Usando la ecuación de la energı́a libre (Ec. 4.9), determinamos las derivadas buscadas:
Eθ1φ1

Eθ1φ1 =
∂2E

∂θ1∂φ1
=

∂
∂θ1

(
∂E
∂φ1

)

= t1

[
−M1H cos θ1 sin(α − φ1) +

M1Hu1

2
sin(2θ1) sin(2φ1)

]

−Jbl

[
− cos θ1 sin θ2 sin(φ1 − φ2) − sin θ1 cos θ2

]

−Jbc

[
− cos θ1 sin θ2 sin(φ1 − φ2) − sin θ1 cos θ2

]2
.

Evaluando en θ1 = θ2 = θ3 = 900, nos queda:

Eθ1φ1 = 0. (A.37)

Eθ1θ1

Eθ1θ1 =
∂2E

∂θ1∂θ1
=

∂
∂θ1

(
∂E
∂θ1

)

= t1
[
M1H sin θ1 cos(α − φ1) − 4πM2

1 cos(2θ1) − M1Hu1 cos(2θ1) cos2 φ1
]

−Jbl

[
− sin θ1 sin θ2 cos(φ1 − φ2) − cos θ1 cos θ2

]

−Jbc

[
− sin θ1 sin θ2 cos(φ1 − φ2) − cos θ1 cos θ2

]2
.

Evaluando en θ1 = θ2 = θ3 = 900 y factorizando M1 del primer corchete nos queda:

Eθ1θ1 = t1M1
[
H cos(α − φ1) + 4πM1 + Hu1 cos2 φ1

]

+Jbl cos(φ1 − φ2) − Jbc cos2(φ1 − φ2). (A.38)
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Eθ1φ2

Eθ1φ2 =
∂2E

∂θ1∂φ2
=

∂
∂θ1

(
∂E
∂φ2

)

= −Jbl

[
cos θ1 sin θ2 sin(φ1 − φ2) + sin θ1 cos θ2

]

−Jbc

[
cos θ1 sin θ2 sin(φ1 − φ2) + sin θ1 cos θ2

]2
.

Evaluando en θ1 = θ2 = θ3 = 900, nos queda:

Eθ1φ2 = 0. (A.39)

Eθ1θ2

Eθ1θ2 =
∂2E

∂θ1∂θ2
=

∂
∂θ1

(
∂E
∂θ2

)

= −Jbl

[
cos θ1 cos θ2 sin(φ1 − φ2) + sin θ1 sin θ2

]

−Jbc

[
cos θ1 cos θ2 sin(φ1 − φ2) + sin θ1 sin θ2

]2
.

Evaluando en θ1 = θ2 = θ3 = 900, nos queda:

Eθ1θ2 = −Jbl − Jbc. (A.40)

Eθ1φ3

Eθ1φ3 =
∂2E

∂θ1∂φ3
=

∂
∂θ1

(
∂E
∂φ3

)

= 0.

Este resultado cero es entendible ya que en la Ec. (4.9) de la energı́a no hay ningún término en
el que estén presentes θ1 y φ3 simultáneamente por lo que al derivar parcialmente respecto de
estos ángulos, la derivada es cero. Otra forma de deducir esto es que θ1 pertenece a la capa FM1
y φ3 a la capa AFM y, de acuerdo a la figura 2.1(a), dichas capas están desacopladas (no hay
interacción), quedando finalmente:

Eθ1φ3 = 0. (A.41)
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Eθ1θ3

Eθ1θ3 =
∂2E

∂θ1∂θ3
=

∂
∂θ1

(
∂E
∂θ3

)

= 0.

Análogamente al caso anterior, θ1 y θ3 están desacoplados por lo que al derivar la Ec. (4.9)
respecto a esos ángulos el resultado es cero:

Eθ1θ3 = 0. (A.42)

Eφ1φ1

Eφ1φ1 =
∂2E

∂φ1∂φ1
=

∂
∂φ1

(
∂E
∂φ1

)

= t1
[
M1H sin θ1 cos(α − φ1) + M1Hu1 sin2 θ1 cos(2φ1)

]

−Jbl

[
− sin θ1 sin θ2 cos(φ1 − φ2)

]

−Jbc

[
− sin θ1 sin θ2 cos(φ1 − φ2)

]2
.

Evaluando en θ1 = θ2 = θ3 = 900 y factorizando M1 del corchete, nos queda:

Eφ1φ1 = t1M1 [H cos(α − φ1) + Hu1 cos(2φ1)]
+Jbl cos(φ1 − φ2) − Jbc cos2(φ1 − φ2). (A.43)

Eφ1φ2

Eφ1φ2 =
∂2E

∂φ1∂φ2
=

∂
∂φ1

(
∂E
∂φ2

)

= −Jbl

[
sin θ1 sin θ2 cos(φ1 − φ2)

]
− Jbc

[
sin θ1 sin θ2 cos(φ1 − φ2)

]2
.

Evaluando en θ1 = θ2 = θ3 = 900 nos queda:

Eφ1φ2 = −Jbl cos(φ1 − φ2) − Jbc cos2(φ1 − φ2). (A.44)

Eφ1θ2

Eφ1θ2 =
∂2E

∂φ1∂θ2
=

∂
∂φ1

(
∂E
∂θ2

)

= −Jbl

[
− sin θ1 cos θ2 sin(φ1 − φ2)

]
− Jbc

[
− sin θ1 cos θ2 sin(φ1 − φ2)

]2
.



74 A. Complemento sobre detalles de la determinación de la relación de dispersión

Evaluando en θ1 = θ2 = θ3 = 900 nos queda:

Eφ1θ2 = 0. (A.45)

Eφ1φ3

Eφ1φ3 =
∂2E

∂φ1∂φ3
=

∂
∂φ1

(
∂E
∂φ3

)

= 0.

Como dijimos lı́neas arriba, φ1 y φ3 están desacopladas por lo que:

Eφ1φ3 = 0. (A.46)

Eφ1θ3

Eφ1θ3 =
∂2E

∂φ1∂θ3
=

∂
∂φ1

(
∂E
∂θ3

)

= 0.

Aquı́, al igual al caso anterior, φ1 y φ3 están desacoplados por lo que:

Eφ1φ3 = 0. (A.47)

Eθ2φ2

Eθ2φ2 =
∂2E

∂θ2∂φ2
=

∂
∂θ2

(
∂E
∂φ2

)

= t2

[
−M2H cos θ2 sin(α − φ2) +

M2Hu2

2
sin(2θ2) cos(2φ2)

+M2HE(cos θ2 sin θ3 sin(φ2 − φ3)
]

−Jbl

[
sin θ1 cos θ2 sin(φ1 − φ2)

]
− Jbc

[
sin θ1 cos θ2 sin(φ1 − φ2)

]2
.

Evaluando en θ1 = θ2 = θ3 = 900 nos queda:

Eθ2φ2 = 0. (A.48)
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Eθ2θ2

Eθ2θ2 =
∂2E

∂θ2∂θ2
=

∂
∂θ2

(
∂E
∂θ2

)

= t2

[
M2H sin θ2 cos(α − φ2) − 4πM2

2 cos(2θ2) − M2Hu2 cos(2θ2) cos2 φ2

−M2HE(− sin θ2 sin θ3 cos(φ2 − φ3) − cos θ2 cos θ3)
]

−Jbl

[
− sin θ1 sin θ2 cos(φ1 − φ2)

]

−Jbc

[
− sin θ1 sin θ2 cos(φ1 − φ2)

]2
.

Evaluando en θ1 = θ2 = θ3 = 900 nos queda:

Eθ2θ2 = t2M2

[
H cos(α − φ2) + 4πM2 + Hu2 cos2 φ2 + M2HE cos(φ2 − φ3)

]

+Jbl cos(φ1 − φ2) − Jbc cos2(φ1 − φ2). (A.49)

Eθ2φ3

Eθ2φ3 =
∂2E

∂θ2∂φ3
=

∂
∂θ2

(
∂E
∂φ3

)

= t2

[
− M2HE cos θ2 sin θ3 sin(φ2 − φ3)

]
.

Evaluando en θ1 = θ2 = θ3 = 900 nos queda:

Eθ2φ3 = 0. (A.50)

Eθ2θ3

Eθ2θ3 =
∂2E

∂θ2∂θ3
=

∂
∂θ2

(
∂E
∂θ3

)

= t2

[
− M2HE(cos θ2 cos θ3 cos(φ2 − φ3) + sin θ2 sin θ3)

]
.

Evaluando en θ1 = θ2 = θ3 = 900 nos queda:

Eθ2θ3 = −t2M2HE. (A.51)
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Eφ2φ2

Eφ2φ2 =
∂2E

∂φ2∂φ2
=

∂
∂φ2

(
∂E
∂φ2

)

= t2

[
M2H sin θ2 cos(α − φ2) + M2Hu2 sin2 θ2 cos(2φ2)

−M2HE(− sin θ2 sin θ3 cos(φ2 − φ3))
]
.

Evaluando en θ1 = θ2 = θ3 = 900 nos queda:

Eφ2φ2 = t2M2

[
H cos(α − φ2) + Hu2 cos(2φ2) + HE cos(φ2 − φ3)

]
. (A.52)

Eφ2φ3

Eφ2φ3 =
∂2E

∂φ2∂φ3
=

∂
∂φ2

(
∂E
∂φ3

)

= t2

[
− M2HE(sin θ2 sin θ3 cos(φ2 − φ3))

]
.

Evaluando en θ1 = θ2 = θ3 = 900 nos queda:

Eφ2φ3 = −t2M2HE cos(φ2 − φ3). (A.53)

Eφ2θ3

Eφ2θ3 =
∂2E

∂φ2∂θ3
=

∂
∂φ2

(
∂E
∂θ3

)

= t2

[
− M2HE(− sin θ2 cos θ3 sin(φ2 − φ3))

]
.

Evaluando en θ1 = θ2 = θ3 = 900 nos queda:

Eφ2θ3 = 0. (A.54)
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Eθ3φ3

Eθ3φ3 =
∂2E

∂θ3∂φ3
=

∂
∂θ3

(
∂E
∂φ3

)

= t2

[
− M2HE sin θ2 cos θ3 sin(φ2 − φ3) + M2HW cos θ3 sin φ3

]
.

Evaluando en θ1 = θ2 = θ3 = 900 nos queda:

Eθ3φ3 = 0. (A.55)

Eθ3θ3

Eθ3θ3 =
∂2E

∂θ3∂θ3
=

∂
∂θ3

(
∂E
∂θ3

)

= t2

[
− M2HE(− sin θ2 sin θ3 cos(φ2 − φ3) − cos θ2 cos θ3) + M2HW sin θ3 cos φ3

]
.

Evaluando en θ1 = θ2 = θ3 = 900 nos queda:

Eθ3θ3 = t2M2

[
HE cos(φ2 − φ3) + HW cos φ3

]
. (A.56)

Eφ3φ3

Eφ3φ3 =
∂2E

∂φ3∂φ3
=

∂
∂θ3

(
∂E
∂θ3

)

= t2

[
− M2HE(− sin θ2 sin θ3 cos(φ2 − φ3) − cos θ2 cos θ3) + M2HW sin θ3 cos φ3

]
.

Evaluando en θ1 = θ2 = θ3 = 900 nos queda:

Eθ3θ3 = t2M2

[
HE cos(φ2 − φ3) + HW cos φ3

]
. (A.57)
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Si todos los ceros encontrados en los cálculos anteriores lo reemplazamos en la matriz de
energı́a dado anteriormente, se obtiene una matriz simplificada; es decir,





(iZ1) Eφ1φ1 0 Eφ1φ2 0 0
Eθ1θ1 −iZ1 Eθ1θ2 0 0 0

0 Eφ1φ2 iZ2 Eφ2φ2 0 Eφ2φ3

Eθ1θ2 0 Eθ2θ2 −iZ2 Eθ2θ3 0
0 0 0 Eφ2φ3 iZ3 Eφ3φ3

0 0 Eθ2θ3 0 Eθ3θ3 −iZ3









∆θ1
∆φ1
∆θ2
∆φ2
∆θ3
∆φ3




= 0, (A.58)

donde

A =





(iZ1) Eφ1φ1 0 Eφ1φ2 0 0
Eθ1θ1 −iZ1 Eθ1θ2 0 0 0

0 Eφ1φ2 iZ2 Eφ2φ2 0 Eφ2φ3

Eθ1θ2 0 Eθ2θ2 −iZ2 Eθ2θ3 0
0 0 0 Eφ2φ3 iZ3 Eφ3φ3

0 0 Eθ2θ3 0 Eθ3θ3 −iZ3




. (A.59)

Cabe indicar que en vista que no se ha logrado aún encontrar un método que permita obtener
el determinante de la matriz de energı́a A de modo iterativo; se ha obtado por seguir el método
del menor complemento para el cálculo del determinante; es decir,

det(A) = iZ1det

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−iZ1 Eθ1θ2 0 0 0
Eφ1φ2 iZ2 Eφ2φ2 0 Eφ2φ3

0 Eθ2θ2 −iZ2 Eθ2θ3 0
0 0 Eφ2φ3 iZ3 Eφ3φ3

0 Eθ2θ3 0 Eθ3θ3 −iZ3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

− Eφ1φ1det

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Eθ1θ1 Eθ1θ2 0 0 0
0 iZ2 Eφ2φ2 0 Eφ2φ3

Eθ1θ2 Eθ2θ2 −iZ2 Eθ2θ3 0
0 0 Eφ2φ3 iZ3 Eφ3φ3

0 Eθ2θ3 0 Eθ3θ3 −iZ3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−Eφ1φ2det

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Eθ1θ1 −iZ1 Eθ1θ2 0 0
0 Eφ1φ2 iZ2 0 Eφ2φ3

Eθ1θ2 0 Eθ2θ2 Eθ2θ3 0
0 0 0 iZ3 Eφ3φ3

0 0 Eθ2θ3 Eθ3θ3 −iZ3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Aplicando nuevamente el método del menor complemento a cada una de las submatrices obte-
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nemos lo siguiente:

det(A) = iZ1



−iZ1det

∣∣∣∣∣∣∣∣

iZ2 Eφ2φ2 0 Eφ2φ3

Eθ2θ2 −iZ2 Eθ2θ3 0
0 Eφ2φ3 iZ3 Eφ3φ3

Eθ2θ3 0 Eθ3θ3 −iZ3

∣∣∣∣∣∣∣∣
− Eθ1θ2det

∣∣∣∣∣∣∣∣

Eφ1φ2 Eφ2φ2 0 Eφ2φ3

0 −iZ2 Eθ2θ3 0
0 Eφ2φ3 iZ3 Eφ3φ3

0 0 Eθ3θ3 −iZ3

∣∣∣∣∣∣∣∣





−Eφ1φ1



Eθ1θ1

∣∣∣∣∣∣∣∣

iZ2 Eφ2φ2 0 Eφ2φ3

Eθ2θ2 −iZ2 Eθ2θ3 0
0 Eφ2φ3 iZ3 Eφ3φ3

Eθ2θ3 0 Eθ3θ3 −iZ3

∣∣∣∣∣∣∣∣
− Eθ1θ2det

∣∣∣∣∣∣∣∣

0 Eφ2φ2 0 Eφ2φ3

Eθ1θ2 −iZ2 Eθ2θ3 0
0 Eφ2φ3 iZ3 Eφ3φ3

0 0 Eθ3θ3 −iZ3

∣∣∣∣∣∣∣∣





−Eφ1φ2



Eθ1θ1

∣∣∣∣∣∣∣∣

Eφ1φ2 iZ2 0 Eφ2φ3

0 Eθ2θ2 Eθ2θ3 0
0 0 iZ3 Eφ3φ3

0 Eθ2θ3 Eθ3θ3 −iZ3

∣∣∣∣∣∣∣∣
+ Eθ1θ2det

∣∣∣∣∣∣∣∣

−iZ1 Eθ1θ2 0 0
Eφ1φ2 iZ2 0 Eφ2φ3

0 0 iZ3 Eφ3φ3

0 Eθ2θ3 Eθ3θ3 −iZ3

∣∣∣∣∣∣∣∣



 .

Resolviendo de la misma manera cada submatriz,

det(A) = Z2
1



iZ2det

∣∣∣∣∣∣

−iZ2 Eθ2θ3 0
Eφ2φ3 iZ3 Eφ3φ3

0 Eθ3θ3 −iZ3

∣∣∣∣∣∣
− Eφ2φ2det

∣∣∣∣∣∣

Eθ2θ2 Eθ2θ3 0
0 iZ3 Eφ3φ3

Eθ2θ3 Eθ3θ3 −iZ3

∣∣∣∣∣∣

−Eφ2φ3det

∣∣∣∣∣∣

Eθ2θ2 −iZ2 Eθ2θ3

0 Eφ2φ3 iZ3
Eθ2θ3 0 Eθ3θ3

∣∣∣∣∣∣



 − iZ1Eθ1θ2Eφ1φ2

∣∣∣∣∣∣

−iZ2 Eθ2θ3 0
Eφ2φ3 iZ3 Eφ3φ3

0 Eθ3θ3 −iZ3

∣∣∣∣∣∣

−Eφ1φ1Eθ1θ1



iZ2det

∣∣∣∣∣∣

−iZ2 Eθ2θ3 0
Eφ2φ3 iZ3 Eφ3φ3

0 Eθ3θ3 −iZ3

∣∣∣∣∣∣
− Eφ2φ2det

∣∣∣∣∣∣

Eθ2θ2 Eθ2θ3 0
0 iZ3 Eφ3φ3

Eθ2θ3 Eθ3θ3 −iZ3

∣∣∣∣∣∣

−Eφ2φ3det

∣∣∣∣∣∣

Eθ2θ2 −iZ2 Eθ2θ3

0 Eφ2φ3 iZ3
Eθ2θ3 0 Eθ3θ3

∣∣∣∣∣∣



 − Eφ1φ1E2
θ1θ2

det

∣∣∣∣∣∣

Eφ2φ2 0 Eφ2φ3

Eφ2φ3 iZ3 Eφ3φ3

0 Eθ3θ3 −iZ3

∣∣∣∣∣∣

−E2
φ1φ2

Eθ1θ1det

∣∣∣∣∣∣

Eθ2θ2 Eθ2θ3 0
0 iZ3 Eφ3φ3

Eθ2θ3 Eθ3θ3 −iZ3

∣∣∣∣∣∣
− Eφ1φ2Eθ1θ2



−iZ1det

∣∣∣∣∣∣

iZ2 0 Eφ2φ3

0 iZ3 Eφ3φ3

Eθ2θ3 Eθ3θ3 −iZ3

∣∣∣∣∣∣

−Eφ1φ2det

∣∣∣∣∣∣

Eθ1θ2 0 0
0 iZ3 Eφ3φ3

Eθ2θ3 Eθ3θ3 −iZ3

∣∣∣∣∣∣



 .
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Calculando el determinante de las matrices de 3 × 3 y reemplazando obtenemos lo siguiente:

det(A) = iZ2
1Z2

(
− iZ2(Z2

3 − Eθ3θ3Eφ3φ3) + iZ3Eθ2θ3Eφ2φ3

)

−Z2
1Eφ2φ2

(
Eθ2θ2(Z2

3 − Eθ3θ3Eφ3φ3) + E2
θ2θ3

Eφ3φ3

)

−Z2
1Eφ2φ3

(
Eθ2θ2Eφ2φ3Eθ3θ3 + Eθ2θ3(Z2Z3 − Eφ2φ3Eθ2θ3)

)

−iZ1Eθ1θ2Eφ1φ2

(
− iZ2(Z2

3 − Eθ3θ3Eφ3φ3) + iZ3Eθ2θ3Eφ2φ3

)

−iZ2Eφ1φ1Eθ1θ1

(
− iZ2(Z2

3 − Eθ3θ3Eφ3φ3) + iZ3Eθ2θ3Eφ2φ3

)

+Eφ1φ1Eθ1θ1Eφ2φ2

(
Eθ2θ2(Z2

3 − Eθ3θ3Eφ3φ3) + E2
θ2θ3

Eφ3φ3

)

+Eφ1φ1Eθ1θ1Eφ2φ3

(
Eθ2θ2Eφ2φ3Eθ3θ3 + Eθ2θ3(Z2Z3 − Eφ2φ3Eθ2θ3)

)

−Eφ1φ1E2
θ1θ2

(
Eφ2φ2(Z2

3 − Eθ3θ3Eφ3φ3) + E2
φ2φ3

Eθ3θ3

)

−E2
φ1φ2

Eθ1θ1

(
Eθ2θ2(Z2

3 − Eθ3θ3Eφ3φ3) + E2
θ2θ3

Eφ3φ3

)

+iZ1Eφ1φ2Eθ1θ2

(
iZ2(Z2

3 − Eθ3θ3Eφ3φ3) − iZ3Eφ2φ3Eθ2θ3

)

+E2
φ1φ2

Eθ1θ2

(
Eθ1θ2(Z2

3 − Eθ3θ3Eφ3φ3)
)

. (A.60)

Al operar cada lı́nea de términos identificamos términos interesantes que se ha resaltado con
colores, tal que:

det(A) = Z2
1Z2

2(Z2
3 − Eθ3θ3Eφ3φ3) − Z2

1Z2Z3Eθ2θ3Eφ2φ3

−Z2
1Eφ2φ2Eθ2θ2(Z2

3 − Eθ3θ3Eφ3φ3) − Z2
1Eφ2φ2E2

θ2θ3
Eφ3φ3

−Z2
1E2

φ2φ3
Eθ2θ2Eθ3θ3 − Z2

1Z2Z3Eφ2φ3Eθ2θ3 + Z2
1E2

φ2φ3
E2

θ2θ3

−Z1Z2Eθ1θ2Eφ1φ2(Z2
3 − Eθ3θ3Eφ3φ3) + Z1Z3Eθ1θ2Eφ1φ2Eθ2θ3Eφ2φ3

−Z2
2Eφ1φ1Eθ1θ1(Z2

3 − Eθ3θ3Eφ3φ3) + Z2Z3Eφ1φ1Eθ1θ1Eθ2θ3Eφ2φ3

+Eφ1φ1Eθ1θ1Eφ2φ2Eθ2θ2(Z2
3 − Eθ3θ3Eφ3φ3) + Eφ1φ1Eθ1θ1Eφ2φ2E2

θ2θ3
Eφ3φ3

+Eφ1φ1Eθ1θ1E2
φ2φ3

Eθ2θ2Eθ3θ3 + Z2Z3Eφ1φ1Eθ1θ1Eφ2φ3Eθ2θ3 − Eφ1φ1Eθ1θ1E2
φ2φ3

E2
θ2θ3

−Eφ1φ1E2
θ1θ2

Eφ2φ2(Z2
3 − Eθ3θ3Eφ3φ3) − Eφ1φ1E2

θ1θ2
E2

φ2φ3
Eθ3θ3

−E2
φ1φ2

Eθ1θ1Eθ2θ2(Z2
3 − Eθ3θ3Eφ3φ3) + E2

φ1φ2
Eθ1θ1E2

θ2θ3
Eφ3φ3

−Z1Z2Eφ1φ2Eθ1θ2(Z2
3 − Eθ3θ3Eφ3φ3) + Z1Z3Eφ1φ2Eθ1θ2Eφ2φ3Eθ2θ3

+E2
φ1φ2

E2
θ1θ2

(Z2
3 − Eθ3θ3Eφ3φ3). (A.61)

Trabajando primero con los términos de color rojo (Tr), tenemos:

Tr = Z2
1Z2

2(Z2
3 − Eθ3θ3Eφ3φ3) − Z2

1Eφ2φ2Eθ2θ2(Z2
3 − Eθ3θ3Eφ3φ3)

−Z2
2Eφ1φ1Eθ1θ1(Z2

3 − Eθ3θ3Eφ3φ3) + Eφ1φ1Eθ1θ1Eφ2φ2Eθ2θ2(Z2
3 − Eθ3θ3Eφ3φ3).
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Factorizando términos semejantes

Tr = Z2
1(Z2

3 − Eθ3θ3Eφ3φ3)(Z2
2 − Eφ2φ2Eθ2θ2) − Eφ1φ1Eθ1θ1(Z2

3 − Eθ3θ3Eφ3φ3)(Z2
2 − Eφ2φ2Eθ2θ2).

Una última factorización hace que nos quede:

Tr = (Z2
1 − Eθ1θ1Eφ1φ1)(Z2

2 − Eφ2φ2Eθ2θ2)(Z2
3 − Eθ3θ3Eφ3φ3) (A.62)

Ahora trabajamos con los términos de color verde (Tv), para ello ordenamos convenientemente,

Tv = −Z2
1Z2Z3Eθ2θ3Eφ2φ3 + Z2Z3Eφ1φ1Eθ1θ1Eθ2θ3Eφ2φ3

−Z2
1Z2Z3Eφ2φ3Eθ2θ3 + Z2Z3Eφ1φ1Eθ1θ1Eφ2φ3Eθ2θ3

−Z1Z2Eθ1θ2Eφ1φ2(Z2
3 − Eθ3θ3Eφ3φ3) − Z1Z2Eφ1φ2Eθ1θ2(Z2

3 − Eθ3θ3Eφ3φ3).

Factorizando términos semejantes,

Tv = −Z2Z3Eθ2θ3Eφ2φ3(Z2
1 − Eφ1φ1Eθ1θ1) − Z2Z3Eφ2φ3Eθ2θ3(Z2

1 − Eφ1φ1Eθ1θ1)
−Z1Z2Eθ1θ2Eφ1φ2(Z2

3 − Eθ3θ3Eφ3φ3) − Z1Z2Eφ1φ2Eθ1θ2(Z2
3 − Eθ3θ3Eφ3φ3).

Ahora, sumando obtenemos:

Tr = −2Z2Z3Eθ2θ3Eφ2φ3(Z2
1 − Eφ1φ1Eθ1θ1) − 2Z1Z2Eθ1θ2Eφ1φ2(Z2

3 − Eθ3θ3Eφ3φ3) (A.63)

Análogamente para los términos de color azul (Ta), agrupando convenientemente para facilitar
la factorización,

Ta = −Z2
1Eφ2φ2E2

θ2θ3
Eφ3φ3 + Eφ1φ1Eθ1θ1Eφ2φ2E2

θ2θ3
Eφ3φ3

−Z2
1E2

φ2φ3
Eθ2θ2Eθ3θ3 + Eφ1φ1Eθ1θ1E2

φ2φ3
Eθ2θ2Eθ3θ3

+Z2
1E2

φ2φ3
E2

θ2θ3
− Eφ1φ1Eθ1θ1E2

φ2φ3
E2

θ2θ3

−Eφ1φ1E2
θ1θ2

Eφ2φ2(Z2
3 − Eθ3θ3Eφ3φ3)

−E2
φ1φ2

Eθ1θ1Eθ2θ2(Z2
3 − Eθ3θ3Eφ3φ3)

+E2
φ1φ2

E2
θ1θ2

(Z2
3 − Eθ3θ3Eφ3φ3).

Factorizando en las tres primeras lı́neas obtenemos:

Ta = −Eφ2φ2E2
θ2θ3

Eφ3φ3(Z2
1 − Eφ1φ1Eθ1θ1)

−E2
φ2φ3

Eθ2θ2Eθ3θ3(Z2
1 − Eφ1φ1Eθ1θ1)

+E2
φ2φ3

E2
θ2θ3

(Z2
1 − Eφ1φ1Eθ1θ1)

−Eφ1φ1E2
θ1θ2

Eφ2φ2(Z2
3 − Eθ3θ3Eφ3φ3)

−E2
φ1φ2

Eθ1θ1Eθ2θ2(Z2
3 − Eθ3θ3Eφ3φ3)

+E2
φ1φ2

E2
θ1θ2

(Z2
3 − Eθ3θ3Eφ3φ3)



82 A. Complemento sobre detalles de la determinación de la relación de dispersión

De la misma manera, factorizando en las tres primeras lı́neas

Ta = (E2
φ2φ3

E2
θ2θ3

− Eφ2φ2E2
θ2θ3

Eφ3φ3 − E2
φ2φ3

Eθ2θ2Eθ3θ3)(Z2
1 − Eφ1φ1Eθ1θ1)

+(E2
φ1φ2

E2
θ1θ2

− Eφ1φ1E2
θ1θ2

Eφ2φ2 − E2
φ1φ2

Eθ1θ1Eθ2θ2)(Z2
3 − Eθ3θ3Eφ3φ3)

. (A.64)

Finalmente, los términos de color negro (Tn) quedarı́an ası́:

Tn = 2Z1Z3Eθ1θ2Eφ1φ2Eθ2θ3Eφ2φ3 + E2
φ1φ2

Eθ1θ1E2
θ2θ3

Eφ3φ3 − Eφ1φ1E2
θ1θ2

E2
φ2φ3

Eθ3θ3 . (A.65)

Juntando la Ec. (A.62), Ec. (A.63), Ec. (A.64) y Ec. (A.65) el determinante de la matriz A se
puede expresar como sigue:

det(A) = (Z2
1 − Eθ1θ1Eφ1φ1)(Z2

2 − Eφ2φ2Eθ2θ2)(Z2
3 − Eθ3θ3Eφ3φ3)

−2Z2Z3Eθ2θ3Eφ2φ3(Z2
1 − Eφ1φ1Eθ1θ1) − 2Z1Z2Eθ1θ2Eφ1φ2(Z2

3 − Eθ3θ3Eφ3φ3)
+(E2

φ2φ3
E2

θ2θ3
− Eφ2φ2E2

θ2θ3
Eφ3φ3 − E2

φ2φ3
Eθ2θ2Eθ3θ3)(Z2

1 − Eφ1φ1Eθ1θ1)
+(E2

φ1φ2
E2

θ1θ2
− Eφ1φ1E2

θ1θ2
Eφ2φ2 − E2

φ1φ2
Eθ1θ1Eθ2θ2)(Z2

3 − Eθ3θ3Eφ3φ3)
+2Z1Z3Eθ1θ2Eφ1φ2Eθ2θ3Eφ2φ3 + E2

φ1φ2
Eθ1θ1E2

θ2θ3
Eφ3φ3 − Eφ1φ1E2

θ1θ2
E2

φ2φ3
Eθ3θ3 .
(A.66)

Para que la ec. (A.58) tenga solución no trivial, este determinante tiene que ser cero. Para ello se
puede dar la forma de un polinomio en Zi:

0 = Z2
1Z2

2Z2
3 − Z2

1Z2
2Eθ3θ3Eφ3φ3 − Z2

1Z2
3Eθ2θ2Eφ2φ2 − Z2

2Z2
3Eθ1θ1Eφ1φ1

−2Z2
1Z2Z3Eθ2θ3Eφ2φ3 − 2Z1Z2Z2

3Eφ1φ2Eθ1θ2

+Z2
1(E2

φ2φ3
E2

θ2θ3
− Eφ2φ2E2

θ2θ3
Eφ3φ3 − E2

φ2φ3
Eθ2θ2Eθ3θ3)

+Z2
2Eφ1φ1Eθ1θ1Eθ3θ3Eφ3φ3

+Z2
3(E2

φ1φ2
E2

θ1θ2
− Eφ1φ1E2

θ1θ2
Eφ2φ2 − E2

φ1φ2
Eθ1θ1Eθ2θ2)

+2Z1Z2Eθ1θ2Eφ1φ2Eθ3θ3Eφ3φ3 + 2Z1Z3Eθ1θ2Eφ1φ2Eθ2θ3Eφ2φ3

+2Z2Z3Eθ2θ3Eφ2φ3Eφ1φ1Eθ1θ1

+(Eθ3θ3E2
θ1θ2

− Eθ1θ1(Eθ2θ2Eθ3θ3 − E2
θ2θ3

))(Eφ3φ3E2
φ1φ2

− Eφ1φ1(Eφ3φ3Eφ2φ2 − E2
φ2φ3

)),
(A.67)

siendo ésta, la ecuación de la relación de dispersión, donde

Zi =
ωtiMi sin θ0

i

γ
.

Asimismo, de acuerdo al sistema de coordenadas propuesto en el presente trabajo, sin θ0
i = 900

para i = 1, 2, 3 por lo que:

Zi =
ωtiMi

γ
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Por otro lado, en este estudio M3 = 0, ya que se trata de la magnetización de la capa AFM que
no presenta magnetización neta. Además, cabe resaltar que se introdujo sólo la dirección de una
subred antiferromagnética ~M3 para la aplicación del modelo de Mauri, por lo que

Z3 = 0.

Reemplazando esto en nuestra ecuación de dispersión obtenemos:

0 = −Z2
1Z2

2Eθ3θ3Eφ3φ3 + Z2
1(E2

φ2φ3
E2

θ2θ3
− Eφ2φ2E2

θ2θ3
Eφ3φ3 − E2

φ2φ3
Eθ2θ2Eθ3θ3)

+Z2
2Eφ1φ1Eθ1θ1Eθ3θ3Eφ3φ3 + 2Z1Z2Eθ1θ2Eφ1φ2Eθ3θ3Eφ3φ3

−
(

Eθ3θ3E2
θ1θ2

− Eθ1θ1(Eθ2θ2Eθ3θ3 − E2
θ2θ3

)
)

×
(

Eφ3φ3E2
φ1φ2

− Eφ1φ1(Eφ3φ3Eφ2φ2 − E2
φ2φ3

)
)

.

(A.68)

Multiplicando por −1/(Eθ3θ3Eφ3φ3) tenemos

0 = Z2
1Z2

2 − Z2
1

(E2
φ2φ3

E2
θ2θ3

Eθ3θ3Eφ3φ3

−
Eφ2φ2E2

θ2θ3

Eθ3θ3

−
E2

φ2φ3
Eθ2θ2

Eφ3φ3

)

−Z2
2Eφ1φ1Eθ1θ1 − 2Z1Z2Eθ1θ2Eφ1φ2

+
(

E2
θ1θ2

− Eθ1θ1(Eθ2θ2 −
E2

θ2θ3

Eθ3θ3

)
)

×
(

E2
φ1φ2

− Eφ1φ1(Eφ2φ2 −
E2

φ2φ3

Eφ3φ3

)
)

.

(A.69)

Reemplazando Z1 = ωt1M1/γ y Z2 = ωt2M2/γ queda:

0 =
(

ωt1M1

γ

)2 (
ωt2M2

γ

)2

−
(

ωt1M1

γ

)2 (E2
φ2φ3

E2
θ2θ3

Eθ3θ3Eφ3φ3

−
Eφ2φ2E2

θ2θ3

Eθ3θ3

−
E2

φ2φ3
Eθ2θ2

Eφ3φ3

)

−
(

ωt2M2

γ

)2

Eφ1φ1θ1θ1 − 2
(

ωt1M1

γ

) (
ωt2M2

γ

)
Eθ1θ2Eφ1φ2

+
(

E2
θ1θ2

− Eθ1θ1(Eθ2θ2 −
E2

θ2θ3

Eθ3θ3

)
)

×
(

E2
φ1φ2

− Eφ1φ1(Eφ2φ2 −
E2

φ2φ3

Eφ3φ3

)
)

.

(A.70)
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Multiplicando por 1/(t1M1t2M2)2 tenemos

0 =
(

ω
γ

)2 (
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(
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(A.71)

Finalmente, factorizando y operando los términos con (ω/γ)2 queda:
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Esta ecuación, puede expresarse de forma resumida como sigue:

(
ω
γ

)4

− b
(

ω
γ

)2

+ c = 0, (A.73)

la cual viene a ser la relación de dispersión para un sistema válvula de espı́n mostrado en la figura
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2.1, concordante con [Azevedo 05], donde:
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[Kools 96] J. C. S. Kools. Exchange Biased Spin-Valves for Magnetic Storage. IEEE
Tran. Magn. 32, 3165-3184 (1996).
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