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RESUMEN

El objetivo principal de esta tesis es calcular la K-Teoria de las C*-Algebras y con
aplicacion al calculo de la K-Teoria del Algebra de Cuntz y Algebra de Toeplitz
mediante la K-teorfa de las C*-Algebras de grafos dirigidos.

Palabras claves: C*-algebras, K-Teoria algebraica, Algebra de Grafos, Algebra
de Cuntz, algebra de Toeplitz.



ABSTRACT

The main objective of this thesis is calculate the K-theory of C*-Algebras, and
with application to the calculation of the K-theory of algebra of Toeplitz and al-
gebra of Cuntz by means of K-theory of C*-Algebras of directed graphs.

Keywords: C*-édlgebras, K-Theory algebraic, Graph Algebras, Cuntz Algebra,
Toeplitz algebra.
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INTRODUCCION

La K-teoria fué desarrollada por Atiyah-Hirzebruck en el ano 1960 basado en
los trabajos de Grothendieck sobre geometria algebraica.
A principios del ano 1970 la K-teoria fué introducida como una herramienta en el
estudio de C*-algebras. Cuntz en 1977 introduce una clase de C*-algebras conocida
como el algebra de Cuntz y otra C*-algebra también importante como el algebra
de Toeplitz. En el primer capitulo se hace una breve revision de C*-algebra y se
estudia la construccion de Gelfand, Naimark, Segal.
En el segundo capitulo se describe el comportamiento de las C*-algebras de grafos
dirigidos.
En este trabajo nos centramos en desarrollar la K-teoria de C*-algebras que consis-
te en asociar a cada C*-algebra A dos grupos abelianos Ky(A) y K1(A) los cuales
reflejan propiedades importantes de A, el desarrollo de todo esto se realiza en el
tercer capitulo.
El cuarto capitulo contiene la demostracion de un resultado fundamental: el K-
grupo de un C*-algebra A es isomorfico al Ki-grupo de la suspensién de A y por
consiguiente, se demuestra el teorema de periodicidad de Bott, con lo que bastara
calcular solamente los grupos Ko(A) y Ki(A).
Finalmente, en el quinto capitulo presentamos el resultado fundamental: El célcu-
lo de la K-teoria de las algebras de Cuntz y Toeplitz a través de la K-teoria de

C*-algebra de grafos dirigidos.



Capitulo 1
C*-algebras

Este capitulo contiene algunos hechos bésicos acerca de C*-algebras. Presenta-
mos resultados de la teoria espectral, estudiamos la construcciéon de una represen-
tacion de un C*-algebra A que puede ser vista como un C*-algebra de operadores

en un espacio de Hilbert.

1.1. C*-Algebras

Definicion 1.1.1 Un algebra de Banach es un espacio de Banach complejo A

junto con una multiplicacién asociativa y distributiva tal que
Alab) = (Aa)b = a(Ab) y [[ab]| < ||al[|[0]

para todo a, b € A, A € C. Esta multiplicacién es continua.

El algebra A es llamada conmutativa (o abeliana) si ab = ba para todo a,b en A; A
es llamada unital si ella posee unidad (multiplicativa) también llamada identidad,
la cual se denota por 14.

Si A tiene identidad, esta es tnica.
Ejemplo 1.1.1 Sea E un espacio de Banach complejo y
B(E)={f: E — E/f es un operador lineal acotado}

2



entonces B(F) es una algebra de Banach unital con la estructura lineal usual y el

operador norma.

Ejemplo 1.1.2 Consideremos
@ ={rr—c/ [ 1<
Definamos el producto en este espacio como
(-9 = [ £ =gty
claramente L!'(R) es un espacio de Banach verificando
Mfg)=0f)-g=f(\g) V[geL(R),YAeC

Ademés

I - gl =/R|(f-g)(8)|ds

< / / (s — D)g(b)]dt ds

= [ [ 1=l latwlasa

= [ loto) 171t
R
~ Il

Por tanto L'(R) es un algebra de Banach.

Definicion 1.1.2 Un algebra * de Banach es un algebra de Banach A junto con

una involucién a — a* satisfaciendo
i) * es conjugada lineal, esto es (aa)* = @a* para a € C, a € A.
ii) a** = a, para cada a € A.
iii) (ab)* = b*a*, para cualesquiera a,b € A.

iv) |la*|| = ||a||, para cada a € A.



Observacion 1.1.1 De la definicién (1.1.2) parte (iv) claramente la aplicacion

involucién * : A — A es continua; mas ain es isométrica.

Definicion 1.1.3 Una C*-algebra es un algebra * de Banach tal que verifica

la*al| = ||a||? para todo a € A.

Ejemplo 1.1.3 El espacio B(H) donde H es un espacio de Hilbert es una C*-
algebra con la composicion como producto y la involucion * esta dada por el

operador adjunto

Ejemplo 1.1.4 Sea K un espacio compacto entonces
C(K)={f: K — C/f es continua}

es una C*-algebra conmutativa con unidad, provisto de la norma del supremo

| - [l ¥ la involucion * esta dada como f*(t) = f(t). Es claro ver que

15 Flloo = 11£11%
puesto que f*f = ||

Definicién 1.1.4 Sea A un C*-algebra, un subconjunto no vacio B C A es lla-

mado sub C*-algebra, si B es una C*-algebra respecto a las operaciones dadas

en A.

Sea F' C A, donde A es un C*-algebra. La sub C*-algebra de A generada por F'
y denotada por C*(F') es la menor sub C*-algebra de A que contiene F', es decir,
C*(F)) es la interseccion de todas las sub C*-algebras de A que contienen F' esto

es

C(F)= (1B

donde B es sub C*-algebra de A.

Definiciéon 1.1.5 (Homomorfismos entre C*-algebras)
Sean A, B dos C*-algebras con identidad, un homomorfismo ¢ : A — B es una

aplicacion lineal satisfaciendo:



1. p(ab) = p(a)p(b) para todo a,b € A.

2. p(a*) = p(a)* para todo a € A.
3. o(14) = 1p.

A este homomorfismo llamaremos *-homomorfismo.
Una C*-éalgebra A diremos que es separable si existe B C A tal que B es denso

y numerable.

Ejemplo 1.1.5 Sea Q2 un espacio de Hausdorff localmente compacto, y sea C,(€2)

el espacio vectorial de las funciones complejas valuadas que se anulan en el infinito,

i.e.; para todo € > 0 existe un subconjunto compacto K C 2 tal que |f(z)| < e

para todo z € Q\ K. Con la multiplicacién puntual y la conjugacién compleja

como involucion, C,(2) es una x-dlgebra. Y con la norma ||f|| := sug{|f(x)|} es
ze

una C*-algebra conmutativa.

Ejemplo 1.1.6 Sea A un C*-algebra, el espacio M, (A) = {(aij)nxn: aij € A}

con las operaciones usuales de espacio vectorial, multiplicacion de matrices y la

*

operacion * dada como (@),

= (aj;)nxn €s una C*-dlgebra.
Para definir la norma en M,,(A) elegimos un espacio de Hilbert H y un *-homomorfismo
inyectivo ¢ : A — B(H).

Sea @, : M,,(A) — B(H") dada por ¢, ((¢ij)nxn) : H* — H" como

T olar)ry + ... + pla) e,
T2 o(ag)ry + ... + p(az,)r,
Pn ((aij)nxn) . = . S H, ajj € A
T o(an)rr + ... + @(aps) T,
definimos una norma sobre M, (A) por ||a|| = ||¢n(aij)nxn| donde

(a;j) = a € M,(A). Entonces B = {(aij)nxn : (@ij)nxn €s triangular en M, (A)} es
una sub C*-algebra de M,,(A)

Observacion 1.1.2



1. La norma || - ||as,(4) es independiente de la eleccion de la representacion ¢

con tal que sea inyectiva.

air ... Qip
2. Hli;iX{H@in} < <> lagll.
ap1 ... Qpp i
Para esto considerar a = (@;j)nxn en M,(A) y sea al € M,(A) cuya (i, j)-

ésima componente es a;; y cuyas otras entradas son ceros; entonces a =

Za(ij) y se puede mostrar que |[a®™)|| = ||a;;|| (ver [10], pig. 14)

ij

Definiciéon 1.1.6 (Ideales y Cocientes)

= Sea A un C*-algebra. Por un ideal en A entenderemos a un ideal bilatero

cerrado

= Ahora si [ es un ideal en un C*-dlgebra A el cociente de A por [ es

?:{ajt[: a€ A}

Observaciéon 1.1.3
1. Si A es un C*-algebra, % es una C*-algebra con la norma cociente
la+I]| =inf{|la+z|: €}

donde la involucion * en A/ esta dada como (a+ I)* =a* + 1

En efecto. Por definicion de infimo sea € > 0 y supongamos que a,b € A.
Entonces €+ ||a+I|| > |la+a'|| y e+ |[b+I|| > ||b+b|| para algtn a,b € I.
De aqui (¢ + |ja + I|)(e + b+ I|]) > |la+a'||||[b+ || > |lab+ | donde
r=ab+ab +a'b €1, asi

(e + lla+I)(e + o+ I])) = llab + 2| = inf {{lab+ x| - = € [} = [lab+ I
haciendo ¢ — 0, obtenemos que ||a + I||[|b+ I|| > |jab+ I|| es decir

@+ )b+ DIl = llab+ I|| < {la+ I|{|b+ 1]



2. La aplicacion 7 : A — £ tal que m(a) = a + I es un *-homomorfismo

llamado la aplicacion cociente mas aun I = ker(m).

3. Sea ¢ : A — B un *-homomorfismo, entonces ||¢(a)| < |ja|| Ya € A;y ¢

es inyectivo si y solo si ¢ es isométrico.

4. Si ¢ : A — B es un *-homomorfismo entonces ker(y) es un ideal de A y

Im(p) es un sub C*-élgebra de B.

5. Una C*-algebra es llamada simple si esta solamente tiene como ideales a los

triviales.

Definicion 1.1.7 Un elemento a en un C*-algebra A es positivo si y sé6lo si
a = h? para algtn elemento autoadjunto (h = h*) h € A y escribiremos a > 0 en

este caso. También escribiremos a > b si y s6lo si a —b > 0.

Definicién 1.1.8 (Sucesiones exactas cortas)

Una sucesion de C*-algebras y *-homomorfismos
n $n
....... — Ay S A BB A —

Se dice que es exacta si Im(p,) = Ker(p,11), para todo n.

Una sucesion exacta de la forma

O—I-545B—0 (1.1)
es llamada exacta corta
Ejemplo 1.1.7 Si I es un ideal en A, entonces

O—1-47s ? —0

es una sucesion exacta corta, donde i es la aplicacion inclusion y 7 es la aplicacion

cociente. Reciprocamente dada la sucesion exacta corta
0O—I-54%B—0

entonces (1) es un ideal en A y claramente se tiene ﬁ = By tenemos el siguiente

diagrama que conmuta



O — 1 % A % B — 0
}= I ¢
0O — o) 5 A 5 A — 0

Si en la sucesion (1.1) existe un *-homomorfismo § : B — A tal que ¥ § = 1,

entonces se dice que la sucesion exacta (1.1) escinde.

Observacion 1.1.4 No toda sucesidén exacta corta es sucesidon exacta escindible.

Pues basta considerar:
0 — C,({0,1)) - C([0,1]) S CHC — O

la cual es una sucesion exacta corta, donde ¥(f) = (f(0), f(1)). Esta no es escin-

dible.

1.2. Unitizacién de un algebra

Si A no tiene unidad, podemos proporcionarle una como sigue

Lema 1.2.1 Un algebra de Banach A sin unidad puede ser inmerso en un algebra

de Banach con unidad A como un ideal de codimensién uno.

Prueba. Sea A = A® C como espacio lineal y definamos una multiplicacién en A

por (z,\)(y, 1) = (zy + px + Ay, Aw). Con esta operacion en A se tiene:

1. Sea A un C*-algebra. Pongamos

A={(a,0): a € A, aeC}
En A definamos también

- (a,a)+ (b,0) = (a+ba+ ) Va,be A; Va,BeC
- z(a,a) = (za,za) Ya € A; Va,zeC

- (a,0)* = (a*,a) Vae A, VaeC



Sean ademés i: A — A VT A — C dos aplicaciones dadas por

i(a) = (a,0) y m(a,a) = o respectivamente entonces A es una *-algebra
con identidad y que 7 y 7 son *-homomorfismos mas atn ¢ es inyectivo y 7
suryectivo.

En efecto. Claramente A con las operaciones dadas es un algebra.

Veamos ahora que A es un *-algebra. Sean z = (a, ), y = (b,B) € A

i) (zy)* = (ab+ Ba+ab,af)" = (b, f)"(a,a)" = y"z”
i) (%) = ((a,0)7)" = (a™,a) = (a,0) = x

Ahora veamos que i y 7 son *-homomorfismos.

Es inmediato ver que ¢ y 7 son lineales

Finalmente veamos que A tiene identidad es claro que (0,1) € A y sea
z = (a,0) € A, entonces
2(0,1) = (a, )(0,1)
= (a,q)
=z
similar se tiene (0,1)x = z, escribamos 17 = (0,1) = 1 luego A es un *

algebra con identidad.

Observacién 1.2.1

Sea = (a,) un elemento en A entonces z = (a,) = i(a) + aly
Ahora suprimiendo i tenemos r =a+ al;yasia=a+01 € A.

Por tanto AC A={a+al: a€ A, a e C}

= Para cada x € A pongamos lz||| 7 =sup {|laz|ja : a € A, |lal|la <1}y

definamos [l = max {|[l«]l| 35 | 7(x)|}

2. Para todo a € A se tiene que |jal| ; = ||a]| -

En efecto. Como a € A; podemos escribirlo a = i(a) = (a,0) asi tenemos



lleall < Jlellllall, para |lg]|la < 1 con € € A se tiene
sup {[lealla - € € A, [lella <1} <sup{[leflallalla: e € A, [le]la < 1} siy so-

lo st [[lalll3 < llallasup {lella s € A, llefla < 1} < [la]La; entonces

Jallz < llal. (12
De manera analoga

alla < lal z (1.3)

luego de (1.2) y (1.3) |lal]ja = ||all;, Va € A

. Sea x € A. Si |z|l = 0 entonces = 0

En efecto. Comoz € A , v = (a,) a€ A, acC.

Suponiendo que x # 0 entonces a # 0 o a # 0.

Si a # 0, llll = lall entonces Jlall; = lalla # 0 y asi [lall # 0 (contra-
diccién), de manera analoga si « # 0, claramente ||z|| ; # 0. Tambien siendo
x # 0 entonces puede ocurrir a # 0y o # 0 y en este caso tambien ||z 7 # 0.

Por tanto x = 0.
. A es un C*-algebra, donde |z z = max {|||z]| 5, |7(z)|} ¥
llz[lla = sup {[jaz([a: a € A, [la]la <1}

En efecto. Primero veamos que || - || ; es una norma.
Claramente ||z]|; > 0, Vz € A, por (3) tambien |z|l ; = 0 entonces z = 0.

Ahora si = 0 entonces ||z|| 7 = 0.
IAell z = méx {{[|Az]]l 5, [7(A2)[}
= méx {|][[|z[l| 5, [Al |7 (x)]}

= |\l méx {{[[zlll 5, |7 (z)[}

= (Al 5

10



Observacion 1.2.2 méx {a + a,b+ b/} < méx {a, b} + max {a/,b/},
Va,beR?.
2+ yllz = max {|[l= +ylll 5 |7(z+y)I}

= méx {[[z/lz + Iyl z: |=(@)+ 7 ()]}

< max {|||£E|||g : |7T(x)|}+méx{|||y|||g : |7r(y)|} (observacion (1.2.2) )

= llzllz+llylix

Anéalogamente
leyllz < ll=llz llyllz, Y,y € A (1.4)
Observaciéon 1.2.3 max {aa/ , bb/} < méax {a, b} méx {a/, b/}
I 2l z = méx {{||l="2[|| 5 : | (z"2)}
= max {[[|2[|[% : |7(2)]*}
< max {|||z||| : |7(x)|} max {|||x]|| : |7 (x)|} (observacion (1.2.3) )
= [l zll=l 2
= [l=l%
Entonces [lz*z||z < [|[%
z]|% < |la*z||z  (verificacion-usar (1.4) )
Luego [lo*ll 1 = lo/l%-
Afirmacion: A es completo con respecto a || - | 7. En efecto

Sea (Z,)nen una sucesion de Cauchy en A entonces para todo € > 0, existe

no € N tal que ||z, — x| 7 < €, para todo m,n > n, si y solo si
méx { ||z, — 2wl 51 |7 (@0 — 20)|} <&, Vm,n > ne

de donde ||az, — ax,||a < &, Vm,n > n, y Va € A, ||al]la < 1 de aqui

(azy)nen es de Cauchy con respecto a || - |4 pero A es completo entonces

11



(ax,)nen es convergente; analogamente (m(xy))ney C C tambien es conver-
gente y por ende son ambos acotados de donde podemos inferir |jazx,| <
5. Vae€ A, Jlalla <1y |n(z,)| <5, Yn entonces

3

sup {Jlaz, : a € A, flalls < 1} < =

v In(ea)l <5 Vn
Luego max {{sup ||az,|| : a € A,||alla <1}, 7(z,)} <eVnsiy solo si

|zn]ls <e, VneN

es decir (2,)nen €s acotado en A con respecto a || - || 7 asi (z,)nen es conver-
gente en A con respecto a || - || 7y por lo tanto A es completo con respecto
a |-

.Seam: A — C la aplicacién dada por m(a,a) = a, y sea A : C — A

definida por A(a) = al ; entonces la sucesion
0O—A-54A5C—0

escinde.
En efecto. Claramente la aplicacion \ : C — A verifica que TA = 1¢
entonces A ~ A & C, asi A es un ideal de A.

A se llama unitizacién de A.

Teoria espectral

Sea A un algebra de Banach unital, un elemento a € A es invertible en A (no

singular) si existe b € A tal que ab = ba = 1. Observe si tal b existe este es tnico,

y es llamado elemento inverso de a el cual es denotado por a~!. El conjunto de

elementos inversibles es denotado Inv(A).

Ahora escribamos Clz] = {p =X+ Mz 4+ ...+ A2": N\, €C,i=1,..,n}si Aes

un algebra unitaria a € A entonces p(a) = Aol + A\a + ... + \,a”, parap € C[z] y

la aplicacion ¢ : C[z] — A tal que ¢(p) = p(a) es un homomorfismo de élgebras.
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Definicion 1.3.1 Sea A un éalgebra unital y sea a € A, el espectro de a se denota
y define como

oala) ={Ae€C: (a— A1) ¢inv(A)}

El conjunto resolvente p4(a) de a es el complemento del espectro de A, esto es
pala) = C—oal(a).

El radio espectral r4(a) de un elemento a € A esta definido como
rala) =sup{|A\|: A€ ogala)}
Ejemplo 1.3.1 Sea 2 un espacio de Hausdorff compacto
A=C) ={f:Q— C: f continua}

ahora sea A\ € rang(f), para f € A siy solo si existe x € Q tal que f(x) = Asiy
solosi f(z) — Al =0siysolosi (f—Al)(xz) =0siysolosi f— Al no es invertible
si y solo si A € o4(f) por tanto oa(f) = rang(f) = f(Q)

Observacion 1.3.1 Sea A un C*-dlgebra unitaria las afirmaciones elementales

acerca del espectro son:
1. Si A= {0}, entonces 04(0) = ¢
2. 04(A1a) = {2}, para A e C
3. 0 ¢ oa(a) siysolosiaée A es invertible
4. Sia € A es nilpotente, entonces o4(a) = {0} (si A # {0})

5. Si (a,b) € A® B (suma directa de algebras), entonces
oaesl(a,b)] = oa(a) x {0} U{0}op(b)
Para la justificacion de esta observacion ver [10], pag. 12.

Proposicion 1.3.1 Sea A un C*-algebra unitaria, y sea a € A
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1. Sip € Clz] entonces c4(p(a)) = p(ca(a))
2. Si a es inversible; o4(a™t) = 04(a)
3. Si ¢ : A — B es un *-homomorfismo, entonces op(p(a)) C oa(a)

Prueba. Ver [12]| pagina 7.

Teorema 1.3.1 Sea A un algebra de Banach, a € A tal que ||a|| < 1, entonces

(1 — a) es inversible; mas atn (1 —a)™' =) a"

n=0

Prueba. Como Z la™|| < Z la||™ = (1 — |lal])™" < oo, asi la serie Za" es
n>0 n>0 n>0
convergente en A, digamos que converge a b y puesto que (1 —a)(1+ ... +a") =

1 — a™ converge a (1 —a)b = b(1 —a) y a 1 cuando n — oo; por lo tanto

b=(1—-a)"t. u

Teorema 1.3.2 Para cualquier a en un algebra de Banach unital, el espectro

o4(a)es un subconjunto compacto no vacio de C con o4(a) C{A € C: |\ <|a|}

Prueba. Si |A\| > ||a||, entonces ||\ "a| < 1, asi 1 — A"'a es invertible y por lo
tanto A — a de donde A ¢ o4(a). Ahora A € o4(a) implica que |A| < ||al|. El

conjunto o4(a) es cerrado, esto es; C — o4(a) es abierto. o

Teorema 1.3.3 El conjunto inv(A) de elementos invertibles en un algebra A es

abierto en A, y la aplicacion inversa a — a~! es una aplicacion continua.
Prueba.

1. Seaz € inv(A)y |ly—al < |[z7||7" entonces |lyz~'—1|| < |[|[y—z||||l=z7!] < 1
de donde yz~! € inv(A), y por lo tanto, y € inv(A) asi inv(A) es abierto en
A.

2. Sea y € A con |ly|| < 1, y escribamos S,, = Zyk, n € N entonces (S,,)nen

k=0
es una sucesion de Cauchy en A y asi converge puesto que A es completo.
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o0

Sea w = lim S, es decir w = Zy asi afirmamos que w = (1 —y)~ L.

En efecto tenemos (1 —y)w = lim (1 —y)S, = lim (1 —y =1y
n—oo n—-—ao0
w(l —y) = lim S,(1 —y) = lim (1 —y"™) = 1. Ahora, si € A con
n—-—ao0 n—=o0

n-i—l)

|1 —z|] <1,y escribiendo z = 1 — (1 — x); por lo anterior vemos que x es
o

invertible mas atn z7! = Z(l — )k
k=0

! es continua en inv(A), supongamos que z, € inv(A)

Para ver que x — x~

y que (Z,)nen C inv(A) es una sucesion de Cauchy tal que x,, — ., cuando

n —> 0o entonces para todo n suficientemente grande 20 — o] < |23t

y asi [lagt — a7 = IIZ o (2o — @)]*2t < ZII%IIIHIO—%H el

como x,, — o, entonces |z — 2,]|¥ — 0 cuando n — oo por lo tanto

1 es continua.

~1 — 15! y asi la aplicacion z +— 2~
Proposicion 1.3.2 Sea A un espacio de Banach, V' C A un subespacio lineal

y cerrado entonces i es un espacio de Banach con respecto a la norma ||a| =

inf ||la + v]|.
veV

Prueba. Sean a ~ a' si y s6lo sia —a' € V. é es un espacio lineal con las opera-

ciones 4 4+ @ = a+ a y \a = Aa, para todo x,2’ € A, A € C. Ahora veamos que

lal| = in‘f/ |la + v|| es una norma pues si @ = 0 en é entonces a € V, tomando
ve
v = —a, pongamos ||a|| = in‘f/ |la+wv]|| = 0. De otro lado, si |[a]| = 0, entonces existe
ve

una sucesion (v,)neny C V tal que |la + v,|| — 0 cuando n — oo asi —v, — a

en A. Como V es cerrado, entonces a € V y asi a =0 en é. ParaAe C,A#0y

a € A, |ha| = inf ||Aa+ || = if |[Aa+ X' = |A| inf |ja + || = [A]|[@].
veV v'eV v'eV
Para cualquier a,b € A |[a + b|| = fnf la+b+0v] = infv la+b+v+w| <
V,WE
mf (||a+v|| + b+ w|) = ||al| + ||b|| luego | - || es una norma en 4.

)

Aﬁrmamon. Sea A un espacio normado entonces A es completo si y solo si este
o

tiene la propiedad siguiente; si alguna (b,,)meny C A tal que Z |6 || < 00, enton-

m=1
n

ces existe b € A tal que Z b,, — b cuando n — oo.

m=1
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En efecto. Si A es completo y (b, )nen satisface Z |lyk|] < oo entonces claramen-

k=1
n

( E Yk )nen €s una sucesion de Cauchy y por tanto converge. Reciprocamente;
k=1
sea (ap)nen C A una sucesion de Cauchy. Construyamos una subsucesion como

sigue sea n; € N tal que ||a,, — an| < l para todo m > nj; y sea ny > n; tal

que ||an, — an|| < § para todo m > ny continuando en esta forma obtenemos una

subsucesion (an,) de (ay) tal que |an, — an,,, || < 35, k = 1,2, .... pongamos by, =
1
Qp,, — G, ., Para k = 1,2, ...; entonces Z bk || = Z an,, = bny |l < Z o5 < 0
k>1 k>1 k>1

Por hipotesis existe algin b € A tal que b = lim Zbk = lim (an, — an,) +
m—-00

m—>00
=1

(Any = Gny) + .. + (n,, — Cnypyy) = lim(an, — ap,,.,) esto es, (an,) converge en A
al punto (x,, — b). Pero si una subsucesiéon de una sucesion de Cauchy converge,

entonces (a,)nen converge en A y asi A es completo.

Ahora mostraremos que é es un espacio de Banach. En efecto sea (a,) cualquier
o

sucesion en é tal que E |a,|| < oo. Por definicion de infimo para cada n € N,
n=1

existe v, € V tal que |la, + v,| < 1nf lan +v|| + =

Z lan + ol < Z(HEL’H + 2—) <00

n=
Como A es un espacio de Banach, entonces por la afirmacion, se sigue que existe
n

be Atal que b= nh_r)an(ak + vg).

k=1

Queremos que Zak —ben 2 pues b — ZakH =b— ZakH =

k=1

inf ||b — Zak + ol < ly - Zak - kaH = |y — Z(ak + vg)|| — 0, cuando
=1 k=1 k=1 k=1

_ 1 .
m = ||| + o de aqui

veV

n — oo de aqui (Z Qg )neny — by asi é es un espacio de Banach. g
k=1

Observacion 1.3.2 Si A es unitaria y V' C A un ideal entonces é es unitaria.

Ademaés la identidad de é tiene norma uno.

En efecto. Si V = A, entonces 4 es trivial esto es {0}.

Si V es propio, entonces £ # {0} y vemos que [14] es la unidad (identidad) de 2,
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puesto que [a][14] = [al4] = [a] también [14][a] = [al.
w [|[14]]] = 1g‘f/ I1 4+ v|| < ||1|| (tomando v = 0) entonces |[[14]|| <1

» Tenemos 1 < ||14]| entonces 1 < |[14]| + ||v||, v € V; tomando infimo

1< ig£]|1A+v|| + 1’2£H0+v|| = |[[14]]| + O entonces 1 < ||[14]||-
Luego [|[14][| =1

Definiciéon 1.3.2 Sea A un algebra de Banach. Un homomorfismo

f:A— C, f#0 esllamado un caracter (o funcional lineal multiplicativo)

Definicién 1.3.3 El conjunto de caracteres de un algebra de Banach con unidad

conmutativa A es llamada el espectro de A y es denotado por S, A es decir
SpA={f:A— C: fesun caracter}

Recordemos la topologia W* sobre A* donde A* es el espacio dual de Banach

de A.
Definicion 1.3.4 La topologia W* en el dual de A es generada por las vecindades:
n(p:Se)={we A" |w(a) —p(a)| <e, Yae S}

donde ¢ € A*, ¢ es cualquier niimero real positivo y S es cualquier subconjunto

finito de A.

Observacion 1.3.3 Un conjunto G C A* es abierto en la topologia W* si y solo
si para cada ¢ € G existe algtn n(¢ : s,¢) tal que n(¢ : s,¢) C G.
En terminos de redes la topologia W* w, — w en A* si y s6lo si w,(a) — w(a)

para cada a € A

Teorema 1.3.4 La bola unitaria cerrada de A*, es compacto segtin la topologia
W*

Prueba. Ver [11]| pagina 19.
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Proposicion 1.3.3 Sea A un algebra de Banach con unidad conmutativa, enton-
ces el espectro S,A es un subconjunto cerrado segin W* de la bola unitaria de A*

y por lo tanto es compacto.

Prueba. Ver [11]| pagina 25. g

Teorema 1.3.5 Sea A un algebra de Banach con unidad conmutativa. Para z € A
y L € S,A, definimos = : S,A — C como Z(l) = I(z). Entonces el rango de la
funcién x en S, A satisface rang(z) = oa(x).

Ademas la aplicacién ~ es un homomorfismo = : A — C(S,A4) vy ||7]| < ||z,
para r € A.

~ es llamada la transformacion Gelfand.

Prueba. Para v € Ay [l € S,A tenemos [(x) € o4(x); es decir Z(I) € oa(z) y
asi el rango de T satisface la inclusion siguiente ranz C o4(x).
Sea A € o4(z) entonces (x — Al) no es invertible y asi pertenece a algin ideal
maximal J (En efecto, (x — A1) pertenece al ideal propio A(x — A1) el cual por el
lema de Zorn esta contenido en un ideal maximal).
Sea | € S,A tal que Ker(l) = J entonces (z — Al) € J implica que [(z) = A. De
aqui T(1) = I(z) = X y esto sigue que rang® = o4(x).
Claramente ~ es un homomorfismo; en efecto zy(l) = l(zy) = I(x)l(y) = Z(1)y(l);
para x,y € A, | € S,A y asi Ty = 7y. Anéalogamente T+y=7T47.
Para mostrar que = € C(S,A). Sea U un conjunto abierto en C mostraremos que
Z 71(U) es abierto en S,A. Si 7 7}(U) = ¢; no hay nada que probar. Supongamos
que T HU) # ¢. Sea | € 7 1(U), entonces existe ¢ € U tal que Z(I) = ¢ como
U es abierto en C, existe ¢ > 0 tal que N.(¢) = {z € C: |z —¢| <e} C U. Sea
V=n(:{z},e) = {weSA: |w(x)—I(z) <e} entonces w(z) = T(w) € U,
para todo w € V; es decir [ € V' C 77YU). Deducimos que Z ~'(U) es abierto
en S,A y de aqui 7 : S,A — C es continua; esto es z(-) € C(S,A). Finalmente,
tenemos que rang® = oa(x) C {\: [N < ||z||} v asi se sigue que |Z(1)| < [|z]],

para todo | € S,A. Asi ||7]| < ||z| para cualquier x € A. o
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Teorema 1.3.6 Cada C*-algebra A abeliana es isometricamente isomorfica al al-

gebra C,(X) para algtin espacio de Hausdorff X localmente compacto

Prueba. Ver [11] pagina 35. =

De este teorema se tiene adicionalmente lo siguiente
(i) C5(X) es separable si y solo si X es separable.

(ii) X e Y son homeomorfos si y solo si Co,(X) = Co(Y)

Teorema 1.3.7 Sea A un algebra de Banach conmutativa con unidad generada
por un unico elemento a, si el conjunto de polinomios en A es denso en A entonces
la aplicacion @ : S,A — 04(a) es un homeomorfismo.

Prueba. Sabemos que @ es una funciéon continua en S,A con rana = o4(a), es
decir @ : S,A — 04(a) es continua y sobre.

Ahora tanto S, A y 04(a) son de Hausdorff compacto, asi nosotros necesitamos solo
mostrar que @ es inyectiva, supongamos que a(ly) = a(ly) si y solo si li(a) = ly(a),

usando la multiplicatividad de l; y I3, vemos que paran € Ndadoy ¢, ¢y, ...,c, € C

Il (i ckak> = (i ckak>
k=0 k=0

Puesto que [y y I son continuas y el elemento a genera A entonces se sigue que

se tiene

[1 =l por tanto a es inyectiva. g
Proposicién 1.3.4 La C*-norma de un C*-algebra es tnica.

En efecto. Sea A un C*-algebra con norma original || - || y sea ||| - ||| otra norma

definida en A, entonces
lall* = llla*all| = r(a”a) = [la*all = [|a]*
Por tanto [|| - [[[ = [ - || m

Definicion 1.3.5 Sea A un C*-algebra. Un elemento a € A es llamado

19



1. normal si aa® = a*a

2. autoadjunto si a = a*

3. unitario si A tiene identidad y aa* = a*a =14
4. una proyeccion si a = a* = a?

Observacion 1.3.4 Cualquier elemento a € A puedese escribir como

1 1
a= §(a+a*) +iﬂ(a —a")

Reciprocamente, si h y k son autoadjuntos en A y a = h+1k, entonces a* = h—ik
asi que h = 3(a+a*) y k = 5(a — a*). En otras palabras, la descomposicion

a=h+1ikcon h="h"y k=Fk"en A es tnica.

Proposicion 1.3.5 Sea A un C*-dlgebra, a € A con a = a* entonces a > 0 si
y solo si o4(a) C [0,00) donde o4(a) es el espectro de a considerado como un

elemento de A si A no tiene unidad

Prueba. Ver [12]| pagina 15.

Proposicion 1.3.6 Sea A un C*-algebra con identidad.
i) o4(u) C T, para u € A elemento unitario y donde T'= {z € C: ||z|| = 1}.
ii) Siu € A es un elemento normal y 04(u) C T entonces u es unitario.
iii) 04(a) C R; para a € A es autoadjunto.
iv) Sip € A es una proyeccion entonces 4(p) C {0,1}

v) Sea p € A un elemento normal tal que o4(p) € {0, 1}, entonces p es un

proyector.

Prueba.
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i) Como |[ul]> = ||u*u| = ||1a| = 1, entonces ||u|| = 1. De aqui para \ €
oa(u), [N < 1.
Ahora por teorema de la aplicacién espectral, A=t € oa(u™t) = o4(u*).

También ||u*|| = 1, de donde |[A7! < 1, asi [N = 1.

ii) Recordando que para un elemento normal v € A existe uno y solamente
un *-isomorfismo 7" : C(o4)(u) — C*(u,1) tal que T'(f) = f(u) aplicando

ademas I, , () — wy I, ) — u*. Dedonde 1,, () — u*u = uu* = 1(14).

iii) a € A es invertible si y solo si a™! lo es, entonces a— A1 4 es invertible si y sélo
si a* — A\l es invertible. De esta manera A € o4(a) siy sélo si A € g4(a*),
y para a = a* el espectro es invariante bajo la conjugaciéon compleja. De

, 1a)"
otro lado la serie e'* = Z Q es absolutamente convergente, su adjunta

n!
o0
e —ia _ (—
L) —E
—0

n=0
n
esto es unitario en C*(a, 1) lo que implicarfa que e¢** € T para A € o 4(a) por

—ia ,ia

también lo es y se cumple eeit = 1, = e, asi

tanto \ € R.

iv) Como p = p* = p?; entonces o4(p) C R, y por el teorema de la aplicacion

espectral o4(p)oa(p)oa(p) = o4(p) esto quiere decir que oa(p) C [0,1].

Usando el isomorfismo 7" : C(ca(p)) — C*(p,1) se tiene I,,(, IﬁA(p asi
oa(p) €{0,1}.
v) Tenemos pp* = p*p; por (iv) oa(p) C {0, 1} entonces Iy, ) = Lo,m) = ]3A

y usando el isomorfismo T : C(o4(p)) — C*(a, 1) se tiene p =p* =p*. u

Proposicion 1.3.7 Sea A un C*-algebra con identidad; a € A.

1. a es inversible si y solo si aa* y a*a lo son, mas atn a™! = (a*a) la* =

a*(aa*)~L.

2. Sea a € A normal e inversible, entonces existe f € C(o4(a)) tal que a™! =

f(a) es decir a™* € C*(a, 1).
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3. Sea a € A un elemento inversible entonces a=* € C*(a,1). (C*(a,1) sub

C*-algebra mas pequena de A conteniendo a)

Prueba.

)y (a0 = (@) e, (@) =

= (a”
a~'(a™')*. Ahora si (aa*)™' y (a*a)™! existen, escribamos z = a*(aa*)"!y

1. Si a™! existe claramente (a*)™!
z = (a*a)"'a* entonces ar = 1 = za entonces zar = 2z y x* = zaxr asi

r=z=a

2. Como a es inversible, entonces 0 ¢ o4(a). Asi, la funcion I, () corresponde
a a bajo el isomorfismo T": C(o4(a)) — C*(a, 1) es inversible y la inversa

correspondiente esta en C*(a, 1).

3. Claramente aa* y a*a son normales (autoadjuntos) por (1) son inversibles
pues a € A es inversible por (2) sus inversas son C*-subélgebras generadas
por {aa*,1} y {a*a, 1}, asi también en C*(a,1). Nuevamente usando (i) de
la proposicion (1.3.6) (considerando C*(a, 1) en lugar de A). Tenemos a™' €

C*(a,1). m

Lema 1.3.1 Sea K C R un subconjunto no vacio compacto y sea f : K — C
una funciéon continua, sea A una C*-algebra con unidad, y sea (i el conjunto de
elementos autoadjuntos de A con el espectro contenido en K; la funcion (inducida)
f:Qx — A, a—— f(a) es continua.

Prueba. La aplicacion ¢ : A — A tal que p(a) = a™ es continua (continuidad de
multiplicacion). Asi cada polinomial compleja f induce un aplicacion h: A — A
tal que h(a) = f(a).

Ahora sea f € C(K) donde C(K) ={f: K — C/ fes continua}, sea a € Q, y
sea € > 0 por el teorema de Stone-Weierstrass existe un polinomial complejo g
tal que |f(z) — g(2)| < § para cada z € K. Por la continuidad discutida anterior-

mente, encontramos d > 0 tal que ||g(a)—g(b)|| < e siempre que b € A con |la—b|| <
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6 puesto que [|f(c) = g(c)l| = I(f = 9)(c)[| = sup{[(f = 9)(2) - 2z € a(e)]} <

Para todo ¢ € Q. De aqui se sigue

wm

1f(a) = FO)]| = [[f(a) = g(a) + g(a) — g(b) + g(b) = F(b)]
< [If(a) = g(a)]| +llg(a) = FO)I + llg(b) = F(D)]

§€,\V/bEQK

Con |ja—0| <0. m
Algebra de matrices y producto tensorial
Sean Aj, A; dos C*-algebras. El producto tensorial A; ® Ay es una *-algebra con

multiplicacion y adjuncion dado por
(CLl X ag)(bl X bg) = albl X a2b2

(CLl X &2)* = a’{ X CL;

Nosotros principalmente necesitamos verificar la siguiente situacioén especial.
Sea A un C*-algebra, y sea M, (C) (n € N) el algebra de n x n-matrices complejas.
Entonces A ® M,,(C) puede ser identificada con M,(A), el *-algebra de n x n-
matrices con entradas de A, con producto y adjunto dado conforme a la estructura
matricial. La tnica C*-norma sobre A® M, (C) = M,,(A) es definida usando cual-
quier *-homomorfismo inyectivo ¢ : A — B(H), y el *-homomorfismo inyectivo
canoénico M, (C) — B(C") es decir |[a®@m|| = ||¢(a) ®@m|| es justamente la norma

en B(H) ® B(C") = B(H® C").

1.4. Representacion de C*-algebras

Definicion 1.4.1 Sea A un C*-élgebra, una representacion de A es un par

H, p) donde H es un espacio de Hilbert : A — B(H) es un *~homomorfismo.
(H, ¢ Y

Diremos que (H, ¢) es fiel si ¢ es inyectiva. De este modo una representacion fiel
(H, ) es uno a uno y por lo tanto isométrico. Reciprocamente, si ¢ es isométrica,

entonces (H, ) es una representacion fiel.

23



Proposicion 1.4.1 Si (Hy, ¢x)rea es una familia de representaciones de A, su

suma directa es la representacion (H,p) escrito H = @HA, y o(a) ((zx)y) =

AEA
(pala)(zr))y Ya € A,y V(xa)x € H pues

donde ¢y : A — B(H,), VA € A

a+— px(a) : Hy — H)
zx — pa(a)(zy)

Claramente (H, ) = (@ H), ) es una representacion de A.
AEA

Prueba. Como H) es un espacio de Hilbert para todo A € A entonces @ Hy es

AeA
un espacio de Hilbert. Ahora veamos que ¢ : A — B(H) = B( H)) es un *-

homomorfismo. Sean a,b € A probaremos que p(ab) = p(a)p(b) y ¢(a*) = ¢*(a),
para todo (x))xea € @ H) se tiene

a) @(ab) ((xx)r) = (ealab)(xx))\ = ¢(a)p(b) ((x2)1)

Luego p(ab) = ¢(a)e(b).

b) p(a”) ((xx)x) = (pala”) (@), = (i(a)(22)), = ¢*(a) ((xr)x)

Luego ¢(a*) = ¢*(a).

Ademas es inmediato ver que; si para cada a € A\ {0}, existe A € A tal que

pa(a) # 0, entonces (H, ) es fiel. g

Observacion 1.4.1 Para A # 0 su representacion universal es definida por la

suma directa de todas las representaciones (Hy, ¢y )

Teorema 1.4.1 Si H es un espacio pre Hilbert, (,), es un producto interno en
H, y si H es la completacion de H (es decir si (hy,)neny C H es una sucesion de
Cauchy, entonces existe z € H tal que h,, — z). Entonces existe un producto
interno (, )y sobre H tal que (x,vy)y = (z,y)y , para todo z,y € H y la métrica

en H es inducida por este producto interno (, )y

24



Prueba: Ver [3| pagina 5. g

Definicion 1.4.2 Si ¢ : A — B es una aplicacion lineal entre C*-algebras. Se

dice que @ es positiva si p(AT) C BT; donde
A* = {conjunto de elementos positivos de A}

Una funcional lineal positiva también se llama estado. Si A tiene unidad con

©(lg) =1p, estoes ¢ : A — C es un estado si
i) ¢ es lineal.
ii) a € A, a > 0 entonces ¢(a) > 0.
i) (1) = 1.

Teorema 1.4.2 Supongase que 7 es un funcional lineal positivo sobre un C*-

algebra A.
1. Para cada a € A, 7(a*a) = 0 si y solo si 7(ba) =0, Vb e A
2. 7(b*a*ab) < ||a*al|T(b*D), YVa,b e A
Prueba. Ver [12]| pagina 90. g

Teorema 1.4.3 Si, 7 es una funcional lineal positiva sobre un C*-algebra A, en-

tonces 7T es acotada.

Prueba. Supdéngase que 7 no es acotada entonces sup 7(a) = +oo para
acAt
|la]] < 1, de aqui existe (ap)nen € AT tal que 2" < 7(a,), Vn € N pongamos

Qn .o .
a= Z on € AT. Ahora 1 < 7 (%) y por consiguiente para todo k € N se tiene

n>0

kgni:o7'<;—z> :7—(“2;0;_2) < 7(a)

de aqui 7(a) es una cota superior para el conjunto N lo cual es una contradiccion.

Por tanto 7 es acotada. g
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Definicién 1.4.3 Una aproximaciéon unitaria para una C*-algebra A es una su-
cesion creciente (uy)aep de elementos positivos en la bola unitaria cerrada de A

tal que a =limauy, Va € A

Teorema 1.4.4 Sea 7 una funcional lineal positiva sobre un C*-algebra A, enton-
ces

7(a*) = 7(a) y [7(a)]” < |I7] 7(a"a), Va € A
Prueba. Sea (u))yep una aproximacion unitaria para A, entonces

7(a") = lim7(a*uy) = lim7(uya) = 7(a)

También; |7(a)? = lim |7(uy a)|? < sup7(u3)T(a*a) < ||7||T(a*a) w

Teorema 1.4.5 Sea A un C*-algebra, a € A normal, entonces existe un estado 7

de A tal que ||a|| = |7(a)|

Prueba. Ver [12]| pagina 90. u

Consideremos
Asa ={f: A— R: f funcion real-valuada}

Observacion 1.4.2 Si ¢ : A — B es una aplicacion lineal positiva, entonces
©(Asa) € By, y la aplicacion restriccion ¢/ 4., 1 Asq — Bs, es creciente (||p(a)|| <
lal|, a € Asq). También cada *-homomorfismo es positivo.

De cada funcional lineal positiva, existe una representacion asociada. Supoéngase

que 7 : A — C es una funcional lineal positiva en un C*-algebra A. Pongamos

N, ={a€A: 1(a*a) =0}

Claramente N, < A (ideal izquierdo) mas atin la aplicacién F : 2 x & — C

dado por F(a + N,,b+ N;) = 7(b*a) = (a + N;,b+ N,) es un producto interno

bien definido sobre Ni. Escribamos por H, la completaciéon Hilbert de Ni, es decir

A
H ==
N,
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Si a € A definimos un operador ¢(a) € NAT es decir ¢(a) : NAT — NAT como
p(a)(b+ N;) = ab+ N,
Observaciéon 1.4.3

L le(a)]l < lall
En efecto. ||¢(a)|| = sup {||<p(a)(b+ NJ)||: b+ N, € NAT}

=mf {[lab+n| : ne N} <|al

2. flp(a)(b+ NI = {p(a)(b+ N;),p(a)(b+ Ny))
=7 (b"(a"a)b)

< [laf*r(b*)
= [lal*lb+ N-1*

Entonces |¢(a)(b+ N,)||*> = 7(b*a*ab) < ||a||*7(b*b) = ||a||?||b + N,||.

Teorema 1.4.6 (Gelfand-Naimark).
Si A es un C*-algebra entonces ésta tiene una representacion fiel, especificamente,

su representacion universal es fiel.

Prueba. Sea (H, ¢) la representacion universal de A y supongamos que a € A es
tal que p(a) = 0 entonces existe un estado 7 en A tal que ||a*a|| = 7(a*a).

De aqui, si b = (a*a)1, entonces ||al|? = r(a*a) = 7(b%) = || (b)(b+ N,)||> = 0
(pues 7,(b*) = p.(a*a) = 0, asi p,(b) = 0) de donde a = 0 por tanto ¢ es

inyectiva. g

Para cadan € N, M,,(A) denota el algebra de todas las matrices n x n con entradas
en A.

Afirmacién: Si A es un *-algebra, entonces M,,(A) es un *-algebra
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En efecto. Basta definir la involucién * : M, (A) — M, (A) como A* = At 4

Afirmacion: El algebra M,,(A) es un C*-algebra con la norma

[ Aij ]| = sup [|g'(Aij)l
donde

g : M,(A) — B(H")

(Aij) — ¢'(Ay) = 9(Ay)

y (g, H) es la representacion universal de A con g : A — B(H) (*-homomorfismo)
En efecto. Basta aplicar la definicion de representacion de un C*-algebra (repre-
sentacion universal). u

Ahora si ¢ : A — B es un *~homomorfismo entre *-algebras su inducido es un

*-homomorfismo que lo denotamos ¢,, = ¢ : M,,(A) — M, (B)
¢ ((ai5)) = (#(ai)) = en ((ai;))

Si H es un espacio de Hilbert, escribimos H" = H & ... & H (n-copias). Sea
u € M, (B(H)), definimos ¢(u) € B(H") como sigue

v : M, (B(H)) — B(H")
u— o(u): H" — H"
(1, s n) — () (21, .y ) = (Z uj(xy), ,Zun](x]))

Facilmente se verifica que ¢ es un *-isomorfismo al cual se le llama *-isomorfismo
canoénico, asi escribimos M,, (B(H)) = B(H™). Ahorasi v € B(H™) es un operador
entonces existe u € M,, (B(H)), tal que v = p(u); u es llamado el operador matriz
de v.

Definimos una norma en M, (B(H)) haciendo este un C*-algebra poniendo

lull = lle(w)]
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Observacion 1.4.4 Sea u € M, (B(H)) facilmente se verifica que

g < Nlull < ) Muwal] (i, = 1,2, ..,m)

k=1

Teorema 1.4.7 Si A es un C*-algebra, entonces existe una tnica norma sobre

M,,(A) haciendo esta una C*-algebra.

Prueba. Sea (H,¢) la representacion universal de A (es decir ¢ : A — B(H)
es un *-homomorfismo) asi tenemos el inducido ¢ : M, (A) — M, (B(H)) un
*-homomorfismo el cual es inyectivo (pues recuerde que si para cada a € A\ {0},
existe A € A tal que gy(a) # 0 entonces (H, p) es fiel).

Definimos una norma en M, (A) haciendo este un C*-dlgebra poniendo ||a| =
llp(a)||, para a € M, (A) usando la desigualdad de la observacion (1.4.4) facilmente
se verifica que M,,(A) es un C*-algebra.

Unicidad: Sean || - ||1, || - || dos normas sobre la C*-algebra M,,(A) entonces
lall§ = lla*all;
= [e(aa)l;
= sup  {llp(a’a)(2)[}, 7 =1,2
lzl<1, zeH
Porlo tanto || - [[1 = |2 m

Observacion 1.4.5 Si A es un C*-élgebra y a € M, (A) entonces

n
lassll < llall < ) Nlawll (i, j =1, .., m)

k=1

La Construcciéon de Gelfand, Naimark, Segal

Consideremos ahora la construccion de una representacion de un estado de un C*-
algebra A sobre A. Esto llevaré a la conclusion de que cualquier algebra C* puede

ser visto como un algebra C* de operadores sobre un espacio de Hilbert.

29



Definicion 1.4.4 Sea A un élgebra C* con unidad y (H,7) una representacion
de A. Un vector § € H es llamado vector ciclico (para la representacion) si m(A)¢
es denso en H. Si (H, ) tiene un vector ciclico, entonces esta es llamada una

representacion ciclica.

Ahora, dada cualquier representacion (H,7) de A y cualquier vector unitario
¢ € H, la aplicacion © —— (m(x),€) es claramente un estado sobre A. (Ob-
servar que si x > 0, entonces existe a € H tal que x = a*a entonces 7(x) =
m(a)m(a), (n(z)€,&) = (r(a)*m(a)s, €) = (w(a)¢, w(a)€) = 0).

Asi pues, dada cualquier representacion podemos construir facilmente estados so-

bre un algebra C*. La siguiente construccion establece la reciproca.

Teorema 1.4.8 (Gelfand, Naimark, Segal)

Sea A un algebra C* con unidad y w un estado en A. Entonces existe una repre-
sentacion ciclica (H,7) de A con vector ciclico unitario 2 € H tal que w(a) =
(m(a)f2, ), para toda a € A.

La tripleta (H,m, () es tnica salvo equivalencia unitaria, es decir si (H', 7/, €)) es
otra tripleta, entonces existe un operador unitariod : H' — H tal que U(2') = Q

yUT' (a)U™' = m(a), Va € A.

Prueba. Sea N = {z € A: w(z*x) = 0}. Entonces para cualquier a € Ay x € N,
la desigualdad de Schwarz nos da w((ax)*az) = w(r*a*ar) < w(z*z) 2wy y)/? =
0, con y = a*ax lo cual muestra que ax € N. Por tanto NV es un ideal izquierdo en
A.

Sea K = 4 como espacio vectorial, y para cada &, n € K definimos (¢, 7) = w(y*z),
donde z € £ y y € n. Es directo verificar que (-,-) es una forma sesquilineal bien

definida sobre K es decir define un producto interno.

En efecto. (n,&) = w(z*y) = w(y*r)* = w(y*z) = (£, n) observar que si ||€]|2 =
(£,€) = 0, entonces w(z*r) = 0 para cualquier z € £. De aqui x € N y por tanto
¢ =0en K = 4. En otras palabras || - ||,, es una norma en K.

Definimos una acciéon de A en K por L, = clax para a € Ay donde z € £
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observar que si a € A, x1, 9 € &, entonces x1 — 9 € N asi clax, = clax,.
Ademas ||L£|2 = (Li&, Loé) = {clax,clax) = w((az)*(ar)) = w(x*a*azr), con
x €&, luego

IZg]l% = w(aa"az) (1.5)
Pongamos p(b) = w(z*bx) para cualquier b € A. Entonces vemos que p es lineal
y también si b > 0, entonces z*bx > 0 luego p(b) > 0. De aqui que p(b) es un
funcional lineal positivo sobre A y por tanto ||p|| = p(1).
Es decir |p(b)] < p(1)]|b]|, para todo b € A. Entonces, tomando b = a*a tenemos

w(z*aax)| < w(z*z)lla*al] = w(z*z)||al|* = (£ &) [lal|* luego
w(z*a*az)| < (€, &) [la]l® (1.6)

De (1.5) y (1.6) se tiene ||L.&||% < [I€]1*]lal|? es decir ||Ly&llw < ||€]|wllall- De aqui,

L, define un operador lineal acotado en K = % se verifica inmediatamente la
relaciones

Loto = Lo+ Ly

Loy = Lo Ly

Ly =1k

Y (L&) = w(ya*z) = w((ay)*z) = (&, Lan), donde z € £, y € 1.

Sea H la completacion de K con respecto a la norma || - ||,. Entonces H es un
espacio de Hilbert y contiene (una copia isomorfa) de K como un subconjunto
denso. Sea {2 € K dado por 2 = cl1. Entonces si £ € K debe existir x € A tal que
¢ =cle =clel = L,Q de aqui que K = {L,Q: z € A}.

Para cada a € A, L, es una aplicaciéon lineal acotada de K en K y por tanto
tiene una tnica extension lineal acotada digamos m(a) de H en H. Las relaciones

anteriores permanecen validas y por tanto vemos que

m:A— B(H)

a+— m(a)
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es una representacion de A en H. Desde que K = {L,Q: z € A} = {n(x)Q2: z € A}
es denso en H, se sigue que €2 es un vector ciclico para la representacion (H, 7) notar
que, para cualquier a € A, (w(a)Q, Q) = (Lycll, cll) = (cla, cll) = w(1*a) = w(a).
Para establecer la unicidad, salvo equivalencia unitaria, supongamos que (H', 7/, Q')
es otra tal tripleta.

Definimos U : H' — H por U(m'(a)Y) = m(a)). Entonces |[|Ur'(a)V||% =
I ()7 = 1Ll = (cla, cla) = w(a®a) = (7'(a*a)Y, Q) = (7'(a)* 7" (a) Y, Q) =
(7' ()¥, 7' (a)Y) = ||7' (@)1 Z-

Por tanto, U es un operador lineal isométrico de un conjunto denso en H’ a un
conjunto denso en H y de este modo podemos definir una extensién unitaria de
H' sobre H.

Veamos que U satisface las condiciones requeridas U’ (a)U 7 (b)) = U’ (a) 7' (b)Y =
U’ (ab)Q = m(ab)Q = 7(a)7(b)S2 entonces (U (a)U ™) (7 (b)Q) = m(a)(7(b)Q) pa-
ra todo a,b € A.

Como 7(A)Q es denso en H, deducimos que Un'(a)U~ = 7(a), para todo a € A
claramente U(Y) = Q. u

Observacion 1.4.6 (H,r, () es llamada la representacion (o tripleta) de Gelfand,

Naimark, Segal (GNS) asociada con w en A.

Ejemplo 1.4.1 Sea H, un espacio de Hilbert y sea ¢ € H, un vector unitario. Sea
w el estado sobre B(H,) dado por x — (x£,&), © € B(H,). Entonces la tripleta
GNS (H,, ) es la representacion con H = H,, Q = £ y w(z) = z, para todo
x € B(H,). Esto se sigue de la unicidad.

7: A= B(H,) — B(H.)

r——>2x
donde w(z) = (z€, &) = (m(x)€, &)

Teorema 1.4.9 Cualquier algebra C*, A, es isométricamente isomorfo * a un &al-

gebra C* de operadores sobre un espacio de Hilbert.
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Prueba. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que A tiene unidad (si no
tuviera, consideramos A en vez de A). Sea Sy el conjunto de estados de A y para

cada w € Sy sea (H,,m,,€,) la correspondiente representacion GNS de A. Sea

(H,7) su suma directa, H = @ H,yrm= @ Tw. Sea ) el vector @ Q.
wEeS A weS
Supongamos que 7(a) = 7(b) para algin a,b € A. Entonces (7(a) — 7(b))2 = 0

entonces (m(a—0))Q2 = 0 luego @Ww(a— b)$2,, = 0. Por lo tanto m,(a—0b)$2, =0,

weA
para todo w € Sy.
En particular, w(a — b) = (m,(a — b)Qy, ) = 0, para todo w € S4. Pero Sy

separa puntos de A, luego a = b de modo que 7 es fiel (inyectiva) y por tanto A

es isometricamente isomorfo * a m(A).

1.5. Productos y sumas de C*-algebras

Sea {A;},c, una familia de C*-algebras asociaremos las C*-algebras produc-

to HAZ' y suma ZAi donde HAZ' = {a:A—> UAi/a(i) € A;, Vi EA}

i€ ieA ieA ieA
y |la|| = sup {||a(i)||a, : i € A} con a € HAZ" Escribiremos |[|a(i)|| en lugar de
ieA
|a(?)]|.4, y para un elemento a € H A; escribimos (a;);ep 0 simplemente (a;), con

ieA
a(i) = a;.

Proposicion 1.5.1 El producto H A; es un C*-algebra.

Prueba. Se verifica facilmente que J[ A; es un *-algebra. Mostraremos la de-
sigualdad triangular, que ||a*a|| = ||a||* y que ] A; es completo. Sean a = (a;);en

y b= (b;)ien en HAZ' dados. claramente ||a;|| < |la|| y ||b:|| < ||b]|, Vi € A. Ahora

LISHN
(@ + b)ill = llai + bl < flall + o]l < [lall +[1b]l; Vi € A

Por consiguiente ||a + b|| < ||a|| + ||b]|. Como ||(a*a)i|| = ||aa;|| = ||a;]|* para cada

i € A, concluimos que ||a*al| = ||al|?.
(n)

Sea {a(")} una sucesion de Cauchy en [ [ A; entonces < a; es una sucesion
n=l D!

de Cauchy en A; con un limite a; en A; para cada i € A fijo. Pongamos a = (a;)iea

33



dado ¢ > 0, existe n, € N tal que ||a™ —a™|| < ¢ siempre que m, n > n, entonces

para cada n > n, y cada i € A se tiene

™

e R

3 7 —
m—ro0

De aqui ||a;|| < ||al(-n°)|| +¢e < |la™)|| + ¢. Para todo i € A, y esto muestra que
a € [ As. Se sigue entonces que ||a™ — al| < e Vn > n,, probando de esta manera

que a™ — a por consiguiente [T Ai es completo.

EscribamosZ = < a € H A; : a(i) =0, salvo un namero finito de elementosi € A
1€EA
y sea ZAi la clausura de Z la siguiente proposiciéon entonces es facilmente
1€EA

verificable. g

Proposicion 1.5.2 El conjunto Z es un ideal bilatero (no necesariamente cerrado)

de HA,-, y ZA,- es un ideal bilatero cerrado en HAi en particular, ZAi es
ieA ieA €A e
un C*-algebra.

A; . . .
Sea 7 : HAZ' — g 1 la aplicaciéon cociente. Considerando A = N damos el
i€A i

siguiente

Lema 1.5.1 Sea {A4,},., unasucesion de C*-algebras, y sea a = (an)nen € H A,
neN
entonces ||7(a)|| = lim sup ||a,|| en particular, a € Z A, siysolosi lim ||a,|| =

0
Prueba. Puesto que Z es denso en ) A, tenemos ||7(a)| = inf {||a — b|| : b€ L}
por continuidad de la aplicacion b — ||a — b||. Cada b = (b,) en T tiene la
propiedad que b, = 0 eventualmente, y por consiguiente ||[a —b|| > lim sup ||a, —
n—-—=o0
b.|| = lim sup |la,| esto muestra que ||7(a)| > limsup ||a,||. Para cada k € N
n—oo

sea b%) = (b)) ,en € T dado por
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Figura 1.1: Morfismo canénico del limite directo A, de x-algebras.

, _p®)y — , _ 1

entonces ()| < fuf fla = b9 =l sup o = Y sup o]
o0

Sea {A;};2, una sucesion de C*-algebra tal que A; C A, entonces A, = U A, es
n=1

una *-algebra normada satisfaciendo todos los axiomas de un C*-algebra excepto

talves la de completitud. Sea A la completacion de A, entonces A es un C*-algebra,

llamado limite creciente de A,, escribamos A = lim A,,.

1.6. Limites directos de *-algebras

Sea A; una sucesion infinita de *-algebras. Supéngase que para cada par j < i
existe un *-homomorfismo ¢;; : A; — A;, y que la siguiente condiciéon guarda

coherencia ¢;; = ¢, ¢r; siempre que j < k <4,y ¢; = 1. Pongamos

A= <{(a2) € HAZ' [ i Vi 0> = a; = ¢iio(aio)}>

donde 7 : [T A; — g‘zi es la proyeccion candnica. A, es llamado limite directo
del sistema dirigido {4;, ¢;;} y denotado li_r)n {A;, ¢is}-

Por definicion, A, es un *-algebra, y existe un morfismo canoénico ¢; : A; —
Ay tal que Ay = Uqbi(Ai) y para todo j < i el siguiente diagrama conmuta
Verdaderamente, par; x € A; definimos ¢;(z) = 7((a;)), donde a; =0sii < jy
a; = ¢;j(x) sii>j.

El limite directo A, = h’_r)n {A;, ¢i;} tiene la siguiente propiedad universal. Si B

*_4lgebra y para cada i existe un *-homomorfismo 1; : A; — B tal que

es un
Vi ¢;; = 1; para cada j < i, entonces existe un tinico *-homomorfismo 7 : A, —

B tal que el diagrama conmuta.
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Figura 1.3: Limite inductivo de C*-algebras.

Observacion 1.6.1 El limite inductivo li_r)n {A;, ¢:;} se define como la clau-
sura del conjunto 7 ({(a;) € [[A; / Jio Vi : i > io = a; = ¢ii,(a;,)}) pues esta de-
finicion esta bien dada, los *-homomorfismos entre C*-algebras son decrecientes
en norma. Por lo anterior existen *-homomorfismos ¢; : A; — A, tal que el

diagrama conmuta y satisfacen la propiedad universal.

Proposicion 1.6.1 Sea A un C*-algebra, entonces:

1

1. Sia=a* ac Ay |la—a®| < ; entonces existe una proyeccion p en A tal

que [la —p| < 3

2. Seap € P(A),ya € Atal que a = a*. Si § = |la — p|| entonces o4(a) C
[—0,6] U1 —6,1+4].

3. Si p,q € P(A) tal que existe un elemento z € A con |z*z —p|| < 3y

|zz* — ¢|| < 3, entonces p ~ g.
Prueba. Ver [12| pagina 165

Definicion 1.6.1 Sea A un C*-dlgebra, v € A es una isometria parcial si v*v es

una Proyeccion
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Capitulo 2
C*-algebra de grafos

En este capitulo desarrollamos una clase especifica de C*-algebra que es la C*-
algebra de grafos, la cual puede ser asociada con un grafo.Primeramente enlazamos
la estructura de un grafo a la de un ideal de un C*-algebra generado, mostrandose

que cada ideal determina un tnico subgrafo.

2.1. Algebra de grafos

Definicién 2.1.1 (grafo dirigido)

Un grafo dirigido es una cuaterna G = (E°, E',r, s) donde E° y E' son conjuntos
contables cuyos elementos son llamados vértices y arcos respectivamente y s,r :
E' — E° son funciones llamadas respectivamente el origen s y extremo r de un
arco e € F, es decir, para cada arco e € E' s(e) es el origen de e y r(e) es el
extremo de e. Si s(e) = v decimos que v emite e y si 7(e) = w se dice que w recibe

a e.
Un grafo dirigido fila-finita es un grafo dirigido tal que
r~'(v)={e€ E': r(e) =v} es finito Vv € E°

Nota: Los grafos dirigidos también se suelen llamar digrafos y se representan

dibujando, para cada vértice v € E° un punto P,, y para cada arco e, por s, con
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origen v y extremo w una flecha (o segmento dirigido) desde P, hasta P,.

Un grafo dirigido fila-finita simplemente se entendera por grafo.

Ejemplo 2.1.1 Sean E° = {u,v,w}, E' ={e, f,g,h}.
s,r : EY — E° definidos por: r(e) = r(h) = r(f) = u, r(g) = v s(e) = u, s(h) =
s(g) = w, s(f) = v. Graficamente

Figura 2.1: Grafo con tres vértices y cuatro arcos.

Observacion 2.1.1 Un arco que empieza y termina en un mismo vértice v se

llama lazo basado en v. Un vértice en el cual no recibe ningin arco se llama sink

Ejemplo 2.1.2

1. Consideremos,

EC’(/«L—W

Figura 2.2: Grafo con dos vértices y dos arcos.

Vemos que e es un lazo basado en v y w es un vértice sink

2. Si B° = {v}, E' = {e, f}, r(e) = s(e) = v =r(f) = s(f), e,f son lazos
basados en v.

Graficamente

(s

Figura 2.3: Grafo con dos lazos basados en un vértice.
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Ejemplo 2.1.3 (grafo infinito)
Sea G = (E°, E',rg, sg) un grafo dirigido donde E° = {v, : n >0}, E' = {e} U
{e;: i >1},r,s: E° — E" definidos con el gréfico siguiente:

e

e & 2]
VeV e«e——V«e—s «— -

Figura 2.4: Grafo infinito con ciclo.

G asi definido es un grafo infinito

Nosotros ahora buscaremos representar un grafo dirigido por operadores en un
espacio de Hilbert.
Los vértices seran representados por proyecciones ortogonales y los arcos o aristas

por isometrias parciales en un espacio de Hilbert H.

Definicion 2.1.2 (dlgebra de grafos).

Sea E = (E°,E',r,s) un grafo dirigido fila-finita. Una coleccién de isometrias
parciales {s.: e € E'} y una coleccién de proyecciones mutuamente ortogonales
{pv : v € E°} en un C*-élgebra B es llamado una familia Cuntz-Krieger {S, P} o
simplemente CK-familia si se satisface:

(CK 1.) stSe = ps(e) , Ve € B!

(CK 2.) p, = Z S.st, siempre que r~!(v) # ¢

r(e)=v
ecEl

La C*-algebra (sobre C) generada por s. y p, es un algebra de grafo la cual es

denotada como C*(S5, P).

Ejemplo 2.1.4 Consideremos el grafo dirigido del ejemplo (2.1.2) parte (2) de
donde se tiene sis, = p, = 8755, Py = Scsi + 85 Tomemos H = I*(N) =
span {e, : n > 0} donde span {e, : n > 0}, denota la clausura del espacio

{en: n >0}, p, es el operador identidad 1, s.(e,) = €2, v Sp(en) = €241. En-

tonces {5, P} es una familia Cuntz-Krieger para este grafo.
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Definicién 2.1.3 Un camino es una sucesion de arcos (aristas) u := ujus....u, con
u; € B tal que s(u;) = r(uis1), |u| = n es la longitud del camino, s(u) = s(uj,)
y r(u) = r(uy). Para cada n € N*; E™ es definido como la coleccion de caminos de

longitud "n”.

Extendemos esto para incluir £° y simplificamos llamandolo camino de longitud

cero a los vértices para lo cual r(v) = s(v) = v denotemos E* = U E"™. Para
neN*

n
cada u € H E*.
i=1
Definimos s, = Sy, Suy---Su,,, CON U = UIUg... Uy 1.€. Syyug..uy = SuySug---Su,, ¥ Para

v € E°, definimos s, = p,. Si v es un camino entonces:

* *

* _ * — * — * —
Sp8u = (Suy--Sun) (Suy--Su,) = Sy, S, Sup--Suy = Sy oSy Ds(ur) Sug-+-Sup =

* *

* _ * * S S —
St SugPr(uz)Sug---Sun = Sy, - Suz Sy SusSyg -+ Sun = oo = Ps(un) = Ps(u)- Por tanto

*

* z *
55y = Pyuy Asl Druysus,, = Sus,

Proposicion 2.1.1 Supoganse que E es un grafo fila-finita y {S, P} una familia

de Cuntz-Krieger en un C*-algebra B entonces:
1. Las proyecciones {s.s: / e € E'} son mutuamente ortogonales.
2. Sisisy # 0, entonces e = f.
3. Si s.sy # 0, entonces s(e) = r(f).
4. Si ses} # 0, entonces s(e) = s(f)
Prueba.

1. Primero supongamos que r(e) = 7(f) entonces por (CK 2) se tiene que p,() =
SeS, + Spsy+ otras proyecciones, y €Omo pr() €s una proyeccion entonces
SeSy y Sps} son mutuamente ortogonales. Ahora si r(e) # r(f); y siendo
Se = Pr(e)Se = SePs(e) €ntonces se tiene (sesz)(sfs}) = seszpr(e)sfs} =0, pues

Pr(e)pr(r) = 0.
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2. Supongamos que e # f; entonces sisy = (sis.5;)(sp5}57) = 55(Se5:557)55 =

0 lo cual es una contradiccion por lo tanto e = f.

3. Supongamos que s(e) # r(f); entonces sesy = (SeDs(e)) (Pr(r)Sy) = Se(Ps(e)Pr(p)) Sy =

s.0s; = 0 nuevamente esto es una contradiccion; luego r(f) = s(e).

4. Supongamos que s(e) # s(f); entonces s.s7 = (ScPs(e)) (Ps(r)5}) = Se(Ps(e)Ps(r))5F =

s.0s} = 0 contradiccion luego s(e) = s(f)

Corolario 2.1.1 Supongase que E es un grafo fila-finita y {5, P} es una E-familia
de Cuntz-Krieger en un C*-algebra B y sean u,v € E* entonces (s,s%)(s,55) = 0;

para u # v con |u| = |v].

Prueba. Sea k el menor entero tal que u; # vg. Por la definicion de camino para

U1lUs...up_1 dado, se tiene:

* _ * ok * * * _
S8 = (Sup-Sup ) (Svy-:50,) = 85 .50 |:<8uk,1"‘8u1)<sulSUQ"‘Skal)] Sup---Suy =
* * X * L ox *

S oS Ds(up_1)Svg-Svn = Suy o -Su Pr(up)Svp - Svn = S-S, Suye--Su, POT la parte

(2) de la proposicién (2.1.1) se tiene que s; s, = 0. Asi s3s, = 0 finalmente

(5us5)(5053) = 0.

2.2. Estructura de Algebra de grafos

Existe una forma elegante de expresar elementos arbitrarios del algebra C*(S, P).

Teorema 2.2.1 C*(S, P) =3span{s,s;: u,v € E*, s(u) = s(v)}, donde span {s,s}}

denota la clausura del espacio de todos los elementos de tipo s,s},u,v € E*, con
s(u) = s(v).

Prueba.
Antes de probar el teorema (2.2.1), probaremos un conjunto de lemas. El primero
de los cuales es necesario para probar que span {s,s’ : u,v € E*, s(u) = s(v)} es

un subalgebra de C*(S, P).
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En los siguientes calculos suponemos que todas las proyecciones asociadas a un

grafo son no cero. Una extensioén para el caso general es trivial.
Lema 2.2.1

1. Siu ¢ E* entonces s, =0

2. s, es una isometria parcial

3. SuSy = Suw, 81 SuSy # 0

* ok
4. 578y =S,

*
u
Prueba.

l-Siu¢ E* = U E™ entonces existe ¢ € N tal que s(u;) # r(u;4+1) entonces
neN*

Su;Suipy = (Suisuisui)(Sui+lsui+18ui+1 Su; = Su;Ps(ui)PvSu; = Suw;Ps(u;)Pr(uip1)Su; = 0

Entonces s,,s,,,, = 0 asi tenemos que s, = 0.

2- w Siu ¢ E* entonces por (1) se tiene que s, = 0, asi s’s, = 0.

Por lo tanto se tiene el resultado.

» De otro lado tomemos s s,, calculemos

* _ * _ _
SuSu = Suj..unSur.un = Ps(un) = Ps(u)
Entonces s; s, es una proyeccién, en consecuencia s, es una isometria.

3.- Sean u,v € E* = U E" entonces u = ujus...up, v = v10s...0,, k,r € N¥,

neN*
ahora

SuSv = Suj..upSvi..vp — Sw
Por lo tanto s,8, = Syu-

*

* ok * * ok * ok
4.- stsh = (8pSu)" = (Spu)* = s, Por lo tanto s}si =s',. =

Lema 2.2.2 Si s,s} # 0 entonces s(u) = s(v)
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Demostracion. Si u,v € E' | supongamos que s(u) # s(v) entonces calculemos

*

545,

Susz = (suPS(u))(pS(v)sz) = Su(Ps(u))(Ps(v))Sf) = SuOST) =0

Por lo tanto s(u) = s(v).

Lema 2.2.3

\

siu = vu' para alginu’ € E*
siv = wv' para alginv’ € E*

otro caso

Prueba. Si s)s, = 0; no hay nada que probar.

Veamos el caso sis, # 0 y asumamos que |v| < |u] elijamos un « tal que v = o/

con |a| = |v|. Entonces sks, = s¥,

1. Si a = v, entonces

*

wSo = (Sasw)"sv = 83, (5550)-

* * * * * * *
SuSv = Su’(sasv) = Su’(svsv)su’ps(v) = Su’pr(“/) = Sy

En un camino v = wy...u, se tiene que s(u;) = 7(u;11) en nuestro caso

u = au' = vu' entonces s(v) = r(u’)

*

Por lo tanto s}s, = s,

2. Si a # w; por corolario (2.1.1) se tiene que sis, = 0 de donde sis,

st/(s%s,) = 0. Por lo tanto s’s, =0

Veamos ahora el caso |u| < |v|, elijamos un [ tal que v = fv’' con |B] = |ul;

entonces

S5 Sy

1. Si B = u, entonces se tiene

*

Susv = (5,58)5v/

Por lo tanto ss, = s,. =

= s,8p0 = (8,58) 5w

= (87 54)Sy = Ps(u)Sor = Prw) Sy = Sy
u (u) (v")
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Corolario 2.2.2 Supoéngase que E es un grafo fila-finita y {S, P} es una E-familia

Cuntz-Krieger en un C*-algebra B. Para u,v,a, f € E* se tiene

(

SuaSh Sl @ = v/
(SuSZﬁ)(SaSE) = Susgv, siv=av (2.1)

0 otro caso

\
En particular, se sigue que cada producto finito no cero de las isometrias parciales

sc y s} tienen la forma s, s} para algin u,v € E* con s(u) = s(v).

Prueba.

*

(5u53)(8a55) = Su(Sy5a)s5
(
SuSysy  siv=av

= 4 SuSwsy sia=vd

0 otro caso

\
;

Su(sgsy)* siv=av
= * : _ /
SuSal S sl a = va

0 otro caso
\

)
Su(spy)* siv=av

= 9 Sua’Sh si a = va/

0 otro caso
\

Por lo tanto )

SuShy Slv=av

(Susz)(SaSZ) =\ SuwSy Sla= va!

0 otro caso
\ | |

Demostracion del teorema (2.2.1)

Por la ecuacion (2.1) se tiene que el conjunto H = span {s,s’ : u,v € E*, s(u) = s(v)}
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es un subalgebra de C*(.S, P) y por ende H es una *-subalgebra de C*(.S, P) de aqui
H c C*(S,P) = C*(S, P) i.e. 5pan {s,s : u,v € E*, s(u) = s(v)} C C*(S, P) asi
span {sysh : u,v € E*, s(u) = s(v)} es una *-subalgebra de C*(S, P) y por tanto
este H contiene los generadores s, = ses:(e) y P, = s,s; v estos son todos los

generadores de C*(S, P) i.e. C*(S, P) C H.
Por lo tanto H = C*(S, P) , esto es 5pan {s,s’ : u,v € E*, s(u) = s(v)} = C*(S, P).

Ejemplo 2.2.1 Definamos M,,(C) = {A: C* — C", A es lineal} el cual es un C-
espacio vectorial; la multiplicacién es dada por la multiplicacion usual de matrices.
Dotamos a este espacio del operador norma ||A|| = {||Az|| : ||z] = 1} con respecto
al producto interno en C" la involuciéon es dada por A* = Et; las proyecciones en
M,,(C) son las matrices con unos sobre la diagonal y ceros en otro lugar. Elijamos
una base {e;; : i,j = 1,...,n} para M, (C) donde e;; es una matriz de orden n x n
con "1” sobre (i,7) y "0” en el resto.

Note que e;; es una isometria parcial para todos los pares ¢, j :
* J—
B €€ = €ij€j5i = €4
* — —
" €jCij = €jiCij = €jj

Por consiguiente podemos formar la *-algebra A,, generada por {e1, €12, .., €1, } de
isometrias parciales de aqui se sigue que M,,(C) = span(A,,)

Asf encontramos un grafo F, un conjunto de isometrias parciales S y un conjunto
de proyecciones P los cuales generan C*(.S, P) = M,,(C) entonces por definicion £
tiene un nimero finito de arcos.

Ademés para cualquier morfismo entre C*(S, P) = M,,(C) respecto a la composi-

cion necesitamos la propiedad (CK 2) para reducir la relacion
* * _ *
(Susu)(sasﬁ) - Su,asusg

esto implica que o y v/ son siempre vértices, es decir cuando

(susy)(sasp) # 0, s(u) = s(B)
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Asi en general un grafo correspondiente a M, (C) tiene n-diferentes isometrias
parciales que emana del mismo origen. Puesto que cada proyeccion en M, (C) es
de la forma e;;e;; cada vértice en el grafo recibe al menos un arco que hace al grafo

conexo.

Ejemplo 2.2.2 Sea {S, P} una familia Cuntz-Krieger para el siguiente grafico
dirigido £

/N

f

u w

Figura 2.5: Algebra de grafo con tres vértices y tres arcos.

Cuando s(p) = s(v) tenemos s,5;, = 5,Ds()55; & menos s(u) = w. Nosotros

v

podemos aplicar la relacion Cuntz-Krieger en s(i), y manteniendo los caminos que

empiezan en w. Por ejemplo

*
Dy = § SeSe

Pty
= S¢S, + 578}
= S¢(posy) +spsy  por (CK 1)
= Sc(pusy) + 575}
= Sc(845;)s, + 855} por (CK 2)
= SegSeq T SfS}
Asi
C*(S,P) =span{s,s, : p,ve E*, s(p) =s(v) =w}
= span{sus; : v €{w, f,g,eg}}
Puesto que w es un origen, dos caminos 1 y v con s(u) = w = s(v) no pueden
satisfacer v = pv’ a menos que p = v. De aqui
SuSp, Sla=v

(sus;)(sash) =
0, otro caso
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Asi H = {s,s}: p,v € {w, f,g,eq}} es un conjunto de matrices unitarias cuyo

7spans” es C*(S, P).

Ejemplo 2.2.3 [Algebra multimatriciall
Una algebra multimatricial se denota y se define como sigue para m € N" =

N X .... x N (n-veces) definimos el algebra multimatricial M (7).

n

M) = @) M (©)

lo cual es una extension directa del dlgebra de matrices.

Proposicion 2.2.1 Sea E un grafo dirigido finito sin ciclos y sea {w1,ws, ..., wp }
la coleccion de origenes en E, entonces para cada E-familia CK; {S, P} en la cual

cada p, es no cero; se tiene
C*(S. P) = P My(s1((C),
donde s™H(w;) ={p € E* : s(u) = w;}.

Prueba. Como en el ejemplo (2.2.2), muchas aplicaciones finitas de las relaciones

de Cuntz-Krieger muestran que
C*(S, P) = span{s,s; : s(u) = s(v) = w;, para algin i}
y A; = span {s,s;, : s(p) = s(v) = w;} es isomorfo a Ms-1(,,)(C).

Ahora cuando p1 € s7H(w;) y o € s7'(w;) para algin j # i, u no puede extender oy

viceversa. Asi A;A; =0y C*(S, P) = @Ai = @ span {s,s, : s(p) = s(v) = w;} =
i=1 i=1

@ M|S—1(wi)|(C) es decir C*(S, P) = @ M|S—1(wi)|(C). n
i=1

Ejemplo 2.2.4 Consideremos una familia {S, P} Cuntz Krieger para el siguiente

er f w

Figura 2.6: Algebra de grafo con dos vértices y dos arcos.

grafo dirigido

47



las relaciones Cuntz-Krieger dicen que:
(CK-1) 8tSc = Py(e) = Pus StSF = Ds(f) = D
(CK-2) p, = Zme);v SeSy = SeSy + 578}
El elemento p, ;epw es una identidad para C*(S, P).
En efecto. Probaremos que (p, + py,)s,s5 = sus5, = sus5(py + po) para p,v € E*.

En este caso el tnico camino que satisface es = v = e, asi
* * * * *
SeSe(Dy + Do) = SeSh(Sess + spSy+ sfsf)
= 8¢8.5eS, T SeS.87S) + 8e5.57Sf

= 5e8, + Se(SeDr(e)) (Ds()S7)5 ¢

*
e

=SS
Analogamente (p, +p.,)ses; = (8c5; +5757+5755)8e5; = ses;. También el elemento

S¢ + S es una isometria parcial. Veamos esto:
L. (Se +57)"(Se + 57) = 58+ 8585 + 858c + 8755 = Py + Du
2. (8c+85)(8c+ 8p)" = Sesy + 8c87 + 558, + 8557 =D

Podemos recuperar los elementos py, p., e y Sf-

Dy = SeSp + sfs}

Do = (Se +57)"(5c + 85) — Dy

Se = (8¢ + 85)pw

sy = (Se + Sf)p., del tnico elemento s. + sy. Asi C*(S, P) es generado por la
isometria parcial s, + s; = v

Reciprocamente: Si v es una isometria, entonces tenemos

V' = (Se+ 5p)(80 + 87) = SeS; + 5.5} + Spsy + 8587 = p, entonces p, = vv”.

1 =p, + p, entonces p, =1 —p, =1 —vv* luego p, =1 — vv*.
u 86 = pr
|| Sf e pr
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Se define una familia de Cuntz-Krieger tal que:
C*(S,P)=C"(v). m

Ejemplo 2.2.5 (Operadores compactos sobre espacios de Hilbert)

La generalizacion correcta del algebra de matrices (lo cual actua sobre un espacio
finito dimensional) a espacios de dimensién infinita (pero contables) son los ope-
radores compactos.

El &lgebra de operadores compactos B.(H) es un ideal algebraicamente cerrado de
B(H); y asi un C*-algebra. Como algebra de grafo B,(H) es ascendente, es decir,
el grafo

iin T U — U] — W

genera B,(H). Sea {E,, : n € N} bases de H y definamos el operador lineal
E,QFE;: H— H como E;® E;(h) := E;;(h) = (h, E;) E;. Esto obviamente es un
operador de rango finito, asi A, = span{E;; : i,j € {1,2,...,n}} C B,(H) para
cada n € N.

Nosotros podemos obtener dos identidades muy provechosas.

2. (ngijh’) = (g, (h, Ey)Ez) = (Eja h)(E;, g) = ((Eiug)Ej7 h) = (Ejigu h)

Esto quiere decir que podemos construir un isomorfismo ¢ : A, — M, (C) tan
solo identificando ¢(E;;) = e;;; entonces usando resultados de algebra de matrices

podemos concluir que el algebra generada por ... — uy —> u; — w es igual a
span{e;j: 1,7 € N} =3pan{E;; : i,j € N}

puesto que cada elemento en B,(H) es el limite de alguna serie de operador de rango
finito, y span {E;; : i,j € N} contiene cada operador de rango finito, concluimos

span{E;; : i,j € N} = B,(H).

Nota: El algebra de operadores compactos es un ejemplo de un &lgebra aproxi-

madamente finita.
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Ejemplo 2.2.6 (AF-algebras)
Un AF-algebras A es definida por A = (J)~ | A,, con {4,,} una sucesion de algebras
multimatriciales ordenados por inclusiéon. Por el momento, si nosotros incluimos

M, (C) C M,+1(C) de M,(C®0) € M,,4+1(C) vemos que

U M. (C) = B.(1)

En general, las AF-élgebras son generadas por grafos de algebras multimatriciales

con un camino infinito agregado a cada sink.

2.3. Aspectos categoéricos de algebra de grafos

2.3.1. La construccién universal

Para estudiar la K-Teoria propiamente tenemos que sondear sobre la naturaleza
funtorial de la construcciéon de un algebra de grafo. De este modo examinaremos

las aplicaciones siguientes
{grafos} < {C* — algebra} N {grupos abelianos}, i = 0,1

Como observamos que existe una ambiguedad en nuestra eleccién para un algebra

de grafo lo cual primero necesitamos resolver.

Observacion 2.3.1 Para construir la C*-algebra universal generado por una F-
familia Cuntz-Krieger. Simulamos el comportamiento del conjunto span {s,s}}.
En la siguiente proposicién los simbolos d,,, son puramente formales, pero todos
finitos muchos coeficientes z,, € C son cero en cada suma, y las operaciones de

espacio vectorial sobre las sumas formales son definidos por:

a (Z wu,,,dw,) +b (Z Z/%leh’/) = Z [awu,y + bzu,y] dy (2.2)

Los elementos d, g serdn obtenidos poniendo z,3 = 1y 2,, = 0 en otro caso,

entonces los d, 3 forman una base para V.
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Proposicion 2.3.1 Sea E un grafo dirigido fila-finita. Entonces el espacio vecto-

rial V' de las combinaciones lineales formales

V=AY st mv € B s(u) = s(0)}

es un *-algebra con las definiciones

(du,u)* = du,u y

dyor g, sl =va
d/”’v'/ @ dOC,B = dﬂ,ﬁl”? Si vV = O{Vl (2'3)

0, otro caso
\

Prueba. De (2.2) y (2.3) vemos claramente que (V,®) es una &lgebra; salvo la

asociatividad. Para que la pareja (V, %) sea un *-algebra donde
x: V—V
Aoy — dyy = 7,

Falta ver entonces que el producto ® sea asociativo y compatible con la operacion

involuciéon 7 x 7.

1. (d,W O) da,g)* = dzﬁ O) d;l,
2. (duw © da,ﬁ) © dr,y = du,v © (da,ﬁ © dw,y)

Veamos (1)

-/ - *

dyor p, a0 =rva

(du,u O] daﬁ)* = d“7ﬁyr’ v =al

0, otro caso



De otro lado

(

dgy y, siv=ar
O = s O = | dye, 55— vl 25)

0, otro caso

Comparando (2.4) con (2.5) tenemos (d,, © dag)* = d, s © dy,

(2) Analogamente la asociatividad desarrollando y comparando ambos miembros. g

Observacion 2.3.2 Para cada familia Cuntz-Krieger {S, P} sobre H. Por coro-
lario (2.2.2), los operadores {s,s;} satisfacen las relaciones impuestas por {d,,}
generando una C*-algebra A. De aqui por el teorema de Gelfand-Naimark exis-

te una *-representacion 7y, de V, sobre H, i.e. m,, : V*-homomerhsmo B(H) tal que

*

T p(duw) = 885
Puesto que la norma de una proyeccion p satisface
IplI* = 2"l = llppll = [P*] = Il

De aqui claramente vemos que cada proyeccién p no cero tiene norma 1 esto es

|lp|]| = 1; y asi para cada isometria parcial no nula w se tiene que
lw|l* = flw*w] =1 (2.6)
pues w*w-proyeccion y asi se tiene que
||7Ts,p(z Zup )| = || Z 2w s p(dy) ||

<D lzuslllsussl
<> lzuwl por (2.6)

e ||ms,(>° 2updun)ll < - |24 =k donde k es una constante, entonces tomando

supremo sup ||, (3 zu0duy)l] < sup Y |z, = k, de aqui se sigue que

vl = sup {||7s,(v)|| : {S, P} es una E — familia CK}
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es finito para cada v € V' y ademés se tiene

|v*v]|y = sup {||msp(v* V)| : {S, P} es E — familia CK}

= [[ollxllv]l:
= [lvIl}
Entonces
ol = [lvllt
Afirmacién: || - ||; es una seminorma en V'
En efecto.

L. [[Av]jy = sup{||msp(Av)]| - {S, P} es CK-familia}
= sup {||A7sp(v)|| : {S, P} es CK-familia}

= |A|sup {||7s,(v)|| : {5, P} es CK-familia}
= [Alllvlly

2. lv+ully = sup {||7sp(v +u)| = {5, P} es CK-familia}
= sup {||7s,(v) + 75 p(w)]| : {S, P} es CK-familia}

< sup {||7sp(V)|| + ||7sp(w)]] - {S, P} es CK-familia}
= sup {||ms,(v)| : {s,p} es CK-familia}+sup {||7s,(u)|| : {S, P} es CK-familia}
= [[olls + [lull

Por lo tanto ||v 4+ u|ly < [|v]l1 + ||u/li. =

Sea I = {u eV : |Jul]y =0}. Claramente I es un ideal bilatero de V' y asi es un
*_ideal bilatero.

Ahora consideremos V, = % ={v+1: veV} asiV, es una *-algebra, mas aiun
es un C*-algebra g

Luego tenemos que la completacion V, es una C*-algebra a la cual llamamos C*(E)

ie. V,=C*E).
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Observacion 2.3.3 Cada 7, es || - |[o-continua

Pues (|7 p(32 2uwdpo) | < 20| 2uullITsp(dun) | = [susyll < llspll s3] = 1

Observacién 2.3.4 Si s, = d, 4 entonces

_ *

S:Se = 575(e)de,s(e) = ds(e),ede,s(e)
(

d5(6)6/78(e) sie=ee

- ds(e),s(e)er sie=ee

0 otro caso
\
(

ds(e),s(e)

0 otro caso

Proposicion 2.3.2 Para cualquier grafo fila-finita F, existe una C*-algebra C*(E)
generado por una F-familia {S, P} Cuntz-Krieger tal que para cada FE-familia
{T', )} Cuntz-Krieger en un C*-algebra B existe un morfismo nrq : C*(E) — B

satisfaciendo 77 g(s.) = T, para cada e € E' y m7.o(p,) = Q, para cada v € E°.

Prueba. Tomemos C*(E) = V., y comprobemos que s, = de,s(e)> Po = dy, forman
una FE-familia Cuntz-Krieger la cual genera V.

En efecto. Veamos entonces que {s.,p,} es una E-familia CK.

1. s, isometria parcial su verificacién es rutinaria

2. p, proyeccion Vv € E° pues py = d), = dyy =Py, Dy = dpydyy = dypy = Dy
Ahora verifiquemos que se cumplan:

(CK-1) sisc = ds(e),s(e) = Ps(e) POT Observacion (2.3.4)

\%4

(CK-2) p, = Z seSy; cada vez que v no es origen y recuerde que Vo, = %,

ecEl
r(e)=v

I ={veV: vy =0} ydonde V = {> 2,,d,,: p,veE* s(u=s)} la
cual se prob6 que es un *-algebra entonces estas isometrias s, = de,s(e) Y PrOyec-
ciones p, = d,, claramente se ve que generan V.

Para obtener 77, lo hacemos del modo siguiente. Por el teorema de Gelfand-

Naimark encontramos una representacion fiel (representacion inyectiva) p : B —
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B(H), para algtun espacio de Hilbert, y asi la composicion siguiente
T -1
CH(E) "2XY B(H) £ B

Tomando 77, = p~! Ty1) p(@) ¥ recordemos que todos los generadores de C*(S, P)

son s, = ses:(e) Y Do = Sy, observemos también 7, : V — B(H) tal que
Ws,p(du,V) = SuS, (2.7)
entonces
L (1),0(Q) (Se) = Tp(1),pq (de,s(e)
= p(T)ep™ (T)s(e) por (2.7)

= p(T.)p(T5.))
:p( e s*(e))
= p(Te)

Luego mr.g(se) = p~ ! mory o) = p~ Hp(T2)) =T

2. Tp(1),0Q) (Pv) = Tp(1),p(@) (dvw) = p(T)op(T*)y = p(T0)p(T*v) = p(TvT*v) =

p(P,) Tuego m1.0(py) = p~" Ty (@) (Po) = 0 (p(p)) = Pu

Corolario 2.3.1 Supoéngase que F es un grafo dirigido fila-finita y C' es un C*-
algebra generada por una E-familia Cuntz-Krieger {w,r} tal que para cada F-
familia Cuntz-Krieger {T', Q} en un C*-algebra B, existe un homomorfismo

pr.q : C — B satisfaciendo pro(w.) = T, para cada e € E'y pro(r,) = Q, para
cada v € E°, entonces existe un isomorfismo ¢ : C*(E) — C tal que ¢(s.) = w.

para cada e € E' y ¢(p,) = r, para cada v € E°.

Demostraciéon. Por la proposicion (2.3.2) para la familia Cuntz-Krieger existe
una aplicacion 7, : C*(E) — C llamemos ¢ = m,,. Probaremos que ¢ es un
isomorfismo, claramente el rang(m, ) es un C*-algebra conteniendo {w,,7,} ge-

neradores de C; pero C' = gen {w,,r,} entonces 7, es sobre.
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Reciprocamente consideremos el homomorfismo ps, : C' — C*(E); que por hipo-

tesis existe verificando; ps,(we) = S ¥ psp(ry) = Dy luego tenemos
C*(E) ™% ¢ 245 ¢4(B)

Ps.p 7Twn“(se) = pS,p(ﬂ-w,T’(SE)) = pS,p(“’@) = Se
Ps,p 7Tw,r(pv) = pS,p(Trw,r(pv)) = pS,p(Tv) = Do

y como {s.,py} generan C*(E) entonces ps, Ty, = Io+(p).

Ahora veamos la inyectividad de ¢ = 7y, ; 7w, 1 C*(E) — C pues sea a €
C*(FE) tal que a € ker(m,,) entonces m, ,(a) = 01i.e. ¢p(a) = 0 luego p; ,(my(a)) =
Ic+(py(a) = a pero m, »(a) = 0 entonces p, p(myr(a)) = 0, luego a = 0. Por lo tanto

¢ es inyectiva. g

Corolario 2.3.2 Si E es un grafo para lo cual cada ciclo tiene una entrada, en-
tonces cada familia {7, @} de Cuntz-Krieger definida sobre E tiene la propiedad

universal.

Ejemplo 2.3.1 Si F es un grafo con un tnico vértice, entonces existe un tnico
generador p = p? = p* y asi claramente C*(E) = C puesto que C*(E) es un

C-algebra generado por el tinico elemento "p”.

Ejemplo 2.3.2 Para el grafo E lo cual consiste de un tnico lazo en un tnico
vértice "v” las familias de E-Cuntz Krieger {5, P} son determinados por el tnico

operador s, lo cual es un operador unitario de P,H en P,H es decir:
Se : P,H — P,H

El operador P, es una identidad para C*(S, P), y S. es un elemento unitario de
C*(S, P). Asi (C*(E), s¢) es universal para C*-algebras generadas por un elemento
unitario.

Ahora si v es un elemento unitario de un C*-dlgebra B, entonces por proposicion

(2.3.2) existe un homomorfismo m, : C*(E) — B tal que 7(S.) = u. Por teoria
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espectral sabemos que si ' = {z € C: |z| =1} y I : T — C es la aplicacion
[(z) = z, entonces (C(T),l) tiene una propiedad universal asi por el corolario
(2.3.1) se tiene un isomorfismo ¢ : C*(E) — C(T) tal que ¢(s.) = .

Es decir:

Si £ un grafo con un tdnico vértice y una tnica arista (lazo)

Z:x

Figura 2.7: Lazo.

entonces se tiene que la familia de Cuntz-Krieger {S, P} son determinados por
el operador unitario s, y p, = v = 1,y donde p, = p? = p}; asi p, es una identidad
en C*(S, P) y también se tiene por las relaciones de CK que s}s. = ps(e) = po =

SeSE; asi como sp = ps, S. = S¢St entonces C*(E) = C*(Se,py) = C*(8e, 1) =

C*(s') donde s, = u es un elemento unitario.

Ejemplo 2.3.3 Para el grafo E descrito como

er f w (2.8)

Figura 2.8: Algebra de grafo de Toeplitz (7).

se considera la familia de Cuntz-Krieger {S, P}, y se vi6 que la C*-dlgebra C*(S, P)
es generada por la isometria s.+sy, y que cada isometria sobre un espacio de Hilbert
da una E-familia de Cuntz-Krieger. Asi (C*(E), s. + s¢) es la C*-algebra universal
(A, a) generada por una isometria a. En el analisis de la teoria de representaciones
de (A4, a) se tiene que si 7 es una representacion de A y m(a) es no unitario, entonces
7 es inyectiva sobre A.

En otras palabras si E es un grafo con dos vértices y dos generadores entonces se
tiene que

Do =DPo=D5, Pu=Dp=0,
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y por las relaciones de CK:
SeSe = Dv,  SpSf = Pu
Do = SeS¢ + 855}
entonces C*(E) = gen{s. + ss} =T (algebra de Toeplitz)

Ejemplo 2.3.4 Sea GG un grafo con tres vértices y tres aristas

w

g

Figura 2.9: Algebra de grafo con dos vértices y un lazo.

entonces tenemos que:
2 %k 2 % 2 %
pv_pv_py7 pw_pw_pw7 pu_pu_pu

PvPw = 0= PoPu = PuPuw

*

Pv = Ps(e) = Se*Se ;  Pw = Ps(f) = S}Sf y  PuPs(g) = S¢45¢

_ * * * *
Dy = E SeSe = SeS, + S§Sy -+ S¢54
v=r(e)
ecEl

entonces C*(E) es isomorfico a la esfera cuantica Si.  : B*B =1— A% A =

A*, BB* =1, BA=01ie. Sy = gen{A, B} y el isomorfismo es dado por
Ar— Pw — Pu

Br—si+ s} + s,

Escribamos su grafo como Eg: luego C*(E) = C (S2.)
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Ejemplo 2.3.5 Sea E un grafo con un vértice y n-aristas asi como se muestra en

la figura siguiente

Figura 2.10: Algebra de grafo de Cuntz (O,,).
Claramente r(e;) = s(e;), Vj=1,2,...,n.

DPv = Ds(e;) = Szjsej (pOI’ CK-I)

n

Do = Z Se;Se,  (por CK-2)
'U:'r(ej)
ejEElj:I

Ahora si p = 1; entonces se tiene que C*(E) = O,, (4lgebra de cuntz) la C*-algebra

n

universal para las relaciones sjs; =1 = ijl ST

Ejemplo 2.3.6 Sea E un grafo con n+ 1-vértices y n-aristas mostrado en la figura

siguiente
€0 €1 en—I
- —>—09
W Y V1 G

Figura 2.11: Algebra de grafo de n-arcos y (n + 1)-vértices.

Claramente s(e;) =v;, j=0,1,...,n—1yr(e;) =vj11, j=0,1,...,n— 1.
DPv;j = Ps(ej) = Szj-sej y Dv = szr(ej) 83]’8:]' — Pvjn = Zvj+1=7‘(ej) Sejszj —

Pujp1 = Se;Sp,» DETO 7 Se; = 0 para todo ¢ # j, luego C*(E) = M,(C).

Ejemplo 2.3.7 Sea F un grafo con n-vértices y n-aristas formando un ciclo como

se muestra en la figura siguiente.

99



Figura 2.12: Algebra de grafo de matrices.

Se observa que:
S(Qj) =, 7"(6]') = Vj41 paraj = 1, 2, ey — 1 , T(en) = vy,

" ok
DPs(e;) = Sejsej = Dv; = S@jsej

_ * _ * _ *
Dy = E Sejsej <~ Pr(e;) = SEjSej = Vjy1 = Sejsej
r(ej)=v

* o .
Sg.Se, = 0 parai # 7.
Asi nosotros obtenemos el dlgebra de matrices sobre el adlgebra de funciones en el

circulo luego C*(E) = M,(C(s")) .

Ejemplo 2.3.8 Sea FE el grafo con vértices y aristas infinitas asi como se muestra

en la figura siguiente

Figura 2.13: Algebra de grafo de vértices y aristas infinitas.

Claramente s(e;) =v; , r(ej) =vj41, Vj € Z

% %
DPs(e;) = S@jsej <~ Dv; = Sej Se;
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*

p’l) - E SEjSej <:'> pr(ej) - Sej sej :> p’l)j+1 - Sej sej
v=r(e;)

Se.8¢;, =0, Vi#j

Obtenemos asi el algebra de operadores compactos K es decir

CH(E) =K

2.4. El funtor C*

Denotemos por DGrph la categoria de grafos. Sus objetos son grafos y sus
morfismos son definidos como sigue:

¢ : E— F es un morfismo de grafo si

» ¢(v) es un vértice en F' para cada v € E°

» p(e) es un arco en F para cada e € E*
tal que r(p(e)) = ¢(r(e)) v s(e(e)) = p(s(e))

Sean F, F,G tres grafos, ¢ : F — F y ¢ : F' — G dos morfismos de grafo. La

composicion de ¢ v ¢ es definida como
Vv E—G
es decir:
» (10 p)(v) es un vértice en G para cada v € E°

» ()(e) es un arco en G; para cada e € E*

finalmente si p € E* = U E™, E"coleccion de caminos de longitud”n” con pu =

neN
a2 s (1) = Tp(u;) € F™.

Denotemos por C'Alg la categoria de C*-algebras, sus objetos las C*-algebras y

sus morfismos son los morfismos entre C*-algebras

Proposicion 2.4.1 Existe un funtor C* : DGrph — (C'Alg anadiendo a cada

grafo por contruccion universal el dlgebra de grafo.
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Demostracion. Sea ¢ : E — F' un morfismo de grafos esto es

» p(v) EF°,VveEE° yp(e) € F', Vee E*

= 7(p(e)) = w(r(e)) y s(ple)) = w(s(e))
tal que {S,P} y {T, P} son las familias de Cuntz-Krieger generando C*(E) y
C*(F') respectivamente.
Definamos

C(p) : C7(E) — C7(F)
Su > C7(p)(5u) = Tow)

entonces C*(p)(asy + B5y) = aTyuy + BTpw) Yu,v € E* y a, f € C.
Asi C*(y) esta bien definida. u
Afirmaciéon: C*(p) es un *-homomorfismo

En efecto.
L C*(p)(susv) = C*(0)(Suw) = Ty = Tow) ) = Tp@) Tpw) = C*(0)(54)C* (9)(50)

2. C*(p)(s1) = Ty = (Tow)" = (C*(9)(54))"

Ahora usando el hecho que C*(F) = V,, por continuidad podemos extender C*(¢)
a cualquier elemento a € C*(E).
Sea 1p : £ — E la identidad sobre el grafo E, entonces C*(1g)(sy) = S1,() =
Sy = le=(g)(Su). Para ¢ : F' — G un morfismo de grafos con C*(G) generado por
{s, 7} tenemos
go

% gp u) »—)Cﬂj
C*()C* (@) (su) = C* () Tow) = Luon = Luw = O (@) (500) = C*(¥) C*(0)(s0)
Por lo tanto C*(¢0) C*(¢) = C*(¢V ¢). m

Proposicion 2.4.2 (suma directa de grafos).
Sean E, F' dos grafos, entonces E @ F' es construido poniendo tanto F y F' en un

mismo plano sin tocar uno del otro y asi
C'(E®F)=C"(E)® C*(F)
Prueba: Aplicando definicion del funtor C* al algebra x (E @& F). u
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2.5. La estructura de ideal de un Algebra de grafos

Definiciéon 2.5.1 (preorden de vértices).
Sean v,w € E° diremos que v esta antes de w, y escribiremos v < w si existe

u € E* tal que s(u) =wy r(u) =v

Definicion 2.5.2 (Cofinalidad).

Sea E=* la coleccién de caminos infinitos juntamente con caminos finitos inician-
dose en un origen.

Un grafo E es cofinal si para cada u € E<*® y cada v € E°, existe un vértice w € p

tal que v < w.

Teorema 2.5.1 (Simplificacion).
Sea E un grafo tal que E es cofinal y cada ciclo tiene una entrada. Entonces el

algebra de grafo es un algebra simple.

Prueba. Ver [13| pagina 34

Corolario 2.5.2 El algebra de matrices y B, son simples, donde
By = {algebra de operadores compactos generado por --- — us — u; — w}

Prueba. Los grafos de B, y del algebra de matrices que son C*-algebras no tienen
ciclo entonces debemos mostrar que estos grafos son cofinales.

Para B,; E<* = consiste de todos los caminos extendiendo de —oo a un vértice
arbitrario pues recuerde que el grafo E que genera B, es E : ...... — Uy —>
U — w.

Ahora veamos que el grafo E es cofinal.

En efecto. Elijamos p € E<* un camino que finaliza en v y un elemento arbi-
trario u; € E°. Ahora si este vértice u; estd en p claramente hemos finalizado y si
u; esta a la derecha de v, entonces existe un camino empezando en v y finalizando
en u; por tanto E es cofinal y por consiguiente usando el teorema (2.5.1) se tiene

que F es un grafo cofinal.
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El algebra de matrices no tienen caminos infinitos asi £<° = son todos los cami-
nos empezando en el origen w. Para un vértice arbitrario v, existe un camino p
empezando en w y terminando en v de donde es inmediato observar que el grafo

es cofinal.
Observacién 2.5.1

1. El algebra multimatricial no son simples; pues ellos tienen multiples origenes
lo cual directamente implica que no existe forma para conectar caminos de

un origen a otro origen.

2. El grafo Er del algebra de Toeplitz es ejemplo de un grafo lo cual satisface

la condicién que cada ciclo tiene entrada pero no se exibe cofinalidad pues
ET .
e@o fL—o'V

Puesto que I = span {p,, s.} es un ideal de 7. Al examinar la multiplicacion
de los generadores de I con los generadores de 7 se puede extender este

resultado por linealidad y continuidad.

3. Un algebra de grafo es simple si y sé6lo si cada ciclo tiene una entrada y el

grafo es cofinal.

Lema 2.5.1 Si I es un ideal del dlgebra de grafo C*(S, P) sobre el grafo E el

conjunto £ — Hj genera w, donde H; :={ve E" : p, € I}.

Prueba. El dlgebra cociente w, define la aplicacion cociente

q:C*S,P) — w tal que ¢(z) =z + I; Yo € C*(S, P) entonces ¢(/) =0
esto prueba que {q(p,): v ¢ H;} es un conjunto de proyecciones no cero. Esto
implica para s(e) ¢ Hr que 0 7 q(ps(e)) = q(sise) = q(se) q(se).

Puesto que p,() = s.s:+(algunas otras proyecciones) entonces q(pr(e)) = ¢(s¢)q*(s¢)+

A
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A,; (As = q(A) proyeccion).

De este tltimo podemos escribir

Q(pr(e)) > Q(Se)q*(se) >0

Entorno a otra via; si 7(e) ¢ H; entonces q(s.)q*(s.) = 0 asi q(ps()) = 0 luego
E—H;={E°— Hy, s"'(E° — Hj),r, s} es un grafo, facilmente se puede verificar
que {q(pv),q(se)} genera el algebra de grafo de E'— Hj, de la cual algunos son

Cr(5,P)
1

isomorficos a y por lo tanto el resultado. g

Teorema 2.5.3 Si I es un ideal no cero en el algebra de grafo C*(S, P) del grafo

FE se tiene
1. Siw e Hy y w < v, entonces v € H; (H; es hereditario)
2. Sir~t(v) # ¢y {s(e): r(e) =v} C Hy, entonces v € H; (H; es saturado)

Prueba.

1.- Siw € H; y como w < v entonces existe un camino p € E* tal que s(u) =v 'y
r(p) = w.

Probamos que si r(p1) = w entonces s(u1) € Hy y de aqui se sigue que v € Hy (se
repite el argumento para mostrar que s(us) € Hy, s(us) € Hy etc).

Como w € Hy, p, € I entonces p,s,, € I (I-ideal) esto quiere decir que

PwSps = Pr(u)Sp = S € I

2.-Siv € E° tal que r~(v) # ¢ y ademés por hipotesis también {s(e) : r(e) = v} C

Hj. Puesto que para cada e con r(e) = v; sabemos que s, = SePse) € 1,

Dy = ZseSZGI. -

r(e)=v
ecEl

Teorema 2.5.4 Para un grafo E, si H C E° es hereditario, saturado y £ no tiene

ciclos, entonces H determina un ideal .

Prueba. Ver [13] pagina 36
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Capitulo 3
K-Teoria en C*-algebras

La idea bésica de la K-teoria en C*-algebras es asociar a cada C*-algebra A
dos grupos abelianos K,(A) y K;(A). Esto se hace en términos de clases de equi-
valencia de sus proyecciones y clases de equivalencia de sus elementos unitarios.
En este capitulo estudiaremos los hechos necesarios acerca de proyecciones y ele-
mentos unitarios haciendo énfasis sobre la relacion de equivalencia; tambien estu-
diamos los funtores Ky y K. Se desarrolla la estabilizacion de una C*-algebra y se
formula la propiedad de estabilidad de K-teoria. Se construye ademés la llamada

estabilizacion de la C*-algebra A.

3.1. Construccion de Grothendieck

Es posible asociar a cada semigrupo abeliano un grupo abeliano tal como se
obtiene los enteros de los naturales.
Sea (S, +) un semigrupo abeliano.

7

Definamos, una relaciéon de equivalencia ” ~” en S x 9, de la siguiente manera.

(x1,71) ~ (x2,y2) siy solo si existez € S tal que x1 +yo +2 =22+ 41 + 2 (3.1)

Claramente la relacion dada en (3.1) es de equivalencia.
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5x5 v por [z, y] la clase de equivalencia

Denotemos por G(.5) al conjunto cociente

de (z,y). En G(5) definamos una operacion binaria
+: G(5) xG(5) —G(5)

([r1, 1], [22, y2]) = [0, 9] + [2, 42] = [T1 + 22,91 + 2]

Esta operacion esta bien definida en efecto si ([x1, y1], [22,%2]) = ([z7, w1, [£5, ¥s])
si y solo si [z1,y1] = [2, 0] ¥ [22, 2] = [79,y5) si s6lo si [x1, 1] + [v2, 2] =
[, 1]+ [5, 1) Por lo tanto la operacion ” +” est4 bien definida. De esta definicién
es facil verificar lo siguiente

Afirmacioén: (G(5),+) es un grupo abeliano, llamado grupo de Grothendieck de
S.

Sea y € S fijo. Definamos una funcion v : S — G(S) como

vs(z) = [z + y,y], para todo x € S

Afirmacién: v, es aditiva e independiente de y
En efecto.

a) Sean x1, 5 € S, entonces vs(z1 + x3) = [¥1 + 22 + Yy, Y]
=[r1+z2+y+y,y+y

= [z1 + vyl + [22 + y, ]
= Vs(xl) + ’}/5(1'2)

Por lo tanto ~s-aditiva.

b) Es inmediato ver que 75 es independiente de y. g

Afirmacién: Si x = 2/, entonces v5(z) = 7s(2). En efecto es inmediato de la
definicion de

La funcion ~, se llama funciéon de Grothendieck.

Definiciéon 3.1.1 El semigrupo (5, +) se dice que tiene la propiedad de cancela-

cion si dados x,y € S con x + 2 = y + 2z entonces x =y
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Proposicion 3.1.1 La construccién de Grothendieck tiene las siguientes propie-

dades.

1. Propiedad universal: Sea G un grupo abeliano y ¢ : S — G una funcién
aditiva, entonces existe un tnico homomorfismo de grupos ¢ : G(S) — G

tal que ¢y, = ¢
En efecto. Definamos ¢ : G(S) — G como

¢([$ay]) = (p(SL’ - y)v T,y € S

2. Funtorialidad: Para cualquier funciéon aditiva f : S — T entre semi-
grupos existe un homomorfismo de grupos G(f) : G(S) — G(T') que hace

conmutativo el siguiente diagrama

s—L 7
Vs T

Figura 3.1: Funtorialidad de Grothendieck.

En efecto. Llamemos ¢ = v, f (aditiva), ¢ : S — G(T') observemos el

siguiente diagrama

s —~ G(S)
X lf* (3.2)
G = G(T)
De donde f* existe y es unico, haciendo conmutativo el diagrama (3.2) . Asi

bastara tomar g(f) = f*, por lo tanto g(f)vs=f"v%=¢=7%f =

3. G(5) = {rs(2) =s(y) + v,y €5}
En efecto. Para esto considerar u € G(S) si y solo si u = [z,y], (z,y) €

S x S.y luego calcular v4(z) — vs(y) :
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4. Sean x,y € S, entonces Y4(x) = v5(y) si y solo si z + z = y + z para algin
zeS.
En efecto. v5(z) = 7s(y) si y solo si [x + a,a] = [y + b, b], para a,b € S
(fijos) si y solo si (v +a,a) ~ (y+b,b) siy solo si existe ¢ € S tal que
(x+a)+b+c=(y+b)+a+csiysolosiz+ (a+b+c)=y+(a+b+c)

llamando z =a+b+csetienex+z2=y+ 2. g

5. La funcion de Grothendieck 75 : S — ¢(.S) es inyectiva si y solo si S tiene
la propiedad de cancelacion.
En efecto. Es obtenida directamente de la definicion de la relacion de equi-

valencia “~” dada en (3.1)

6. Sea (G,+) un grupo abeliano, S un subconjunto no vacio de G.
Si S es cerrado con la suma, entonces (S, +) es un semigrupo abeliano con la
propiedad de cancelacion. El grupo G(S) es isomorfo al subgrupo H, generado
por Sy H,={z—vy/z,y €S}

En efecto. Sean si, s, € S claramente s; + so = s9 + $1 puesto que
S1,89 € SCG

ya que G es abeliano. Por lo tanto (S, +) es un semigrupo abeliano.

Ahora si
S1+2=5y+2 (3.3)

donde s1,89,2 € G como z € G entonces 32" € G / z+ 2 =2 +2z =e.

Ahora de (3.3) tenemos
si=s1te=8+(z+2)=s+(2+72)=s+e=s9
entonces $; = S, por lo tanto (S, +) tiene la propiedad de cancelacion. g

Para que H, = G(S) basta definir f : H, — G(S5) como f(x —y) = [z, y].
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3.2. El Grupo K,(A) de una C*-algebra con unidad

Sea A un C*-élgebra, el conjunto de proyecciones de A sera denotado por P(A)
Sean &, F € P(A), se dice que E es Murray Von Neumann equivalente a r, denotada
por E ~ Fsiy sOlo si existe v € A tal que E=v*v y F=vv* Convencionalmen-
te y en algunos casos escribiremos v en lugar de v. Con esto facilmente se verifica

la siguiente

7

Afirmacién: 7 ~ 7 es una relacion de equivalencia

Sean P, (A) := P (My,(A)) y Poo(A) = | | Pu(A).
n=1
Definimos una relacion ” ~, 7 en Py, (A) como sigue: Sean F € P,,(A) y F € P,,(A)

E ~, F sisolo si existe v e Myn(A) / E=v'vy F=vv"

7

Afirmacion: 7 ~, 7 es una relacién de equivalencia. la cual se verifica facilmente.

Observacion 3.2.1 La relacion ” ~, 7 restringida a P,,(A) coincide con ” ~ 7

Definamos una operacion binaria @ en Py (A) = U P.(A).
n=1

© : Poo(A) X P (A) —> Puc(A)
(E,F)— E® F
donde

E 0
EoF = = diag(E, F)
0 F

Observacion 3.2.2 E® F € P, ,,(A); cuando E € P,(A) y F € P,,,(A)

Proposicion 3.2.1 Sean E, F,G,E', F' € P, (A) para algun C*-algebra A. En-

tonces
1. £ ~, E®0,, donde 0,, denota la identidad aditiva.

2. SiE~.FE'y F~, F' entonces E® F ~, E' & F’
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3. FOF ~ FOF

4. Si E,F € P,(A) tales que EF = 0, entonces E + F € P,(A) y ademaés
E+F~ EDF

5. (E@F)eG=Ea®(FaG)

Nota: Escribiremos E = E,, para E € P, (A)
Prueba.

1.- Sean m,n € Z*, y sea E € P,(A) pongamos

E
V: E Mm+n7m(A)
C)
entonces
[ FE | FE E
VeV = :[E @} _EF'E+O©—EE+©—E.
© © ©
[ E- FE E EE* © E ©
VY = - 2 6| = -
© © © © © © 6
=F®0,.

Donde ©® = 0,,, por lo tanto £ ~, E®0,,. =
2.- Como FE ~, E’, entonces existe V € M,,«,(A) tal que E =V*V y E' =VV*,
también I’ ~, F’, entonces existe U € Myxn tal que F'=U"U y ' =UU*.

Vo0
Consideremos W = diag(V,U) = =V @ U ahora
0 U
Ve 0 V o
W*W =
0o U 0 U
|V 0
0 Uru
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0 F
—Fer
WW*_-V ol [v o

o U0 v
v o
o v
e oo
o
=F ¢F

Por lo tanto E@® F ~, E' & I’ g
3.- Supongamos que E € P, (A) y F € P,(A) pongamos

V _ Onxm Fan

Eme Oan

donde 0 es el cero-elemento en My (A) asi V' € M,,1.,(A) ahora

V*V _ Omxn E:n,xm 0n><m ann
F;L<><n Onxm mem Omxn
E*E  Opxn
Onsm F*F
E 0
0 F

=FEa¢F

VV* _ X X X X

mem Omxn F;:Xn Onxm
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FEF*  Opxm
Opmxn EE*

F Onxm
Oan E
=F6¢FE

Por lo tanto EQ F ~, FF D E.
4.- Como E,F € P,(A) entonces E*> = E,E* = Ey F? = F,F* = I ahora
(E+F)?=(E+F)E+F)=FE*+EF+ FE+ F? = E + F pues observe que
si EF = 0 entonces F'E = 0, también EF = 0 entonces (EF)* = 0 si y s6lo si
F*E* = 0 entonces F'E = 0.
(E+ F)*=FE*+ F*=FE+ F. Por lo tanto E + F € P,(A).
Ahora veamos que F + F ~, E® F.

E
Consideremos V = € Moypxn(A) luego

F
E
vV =g Fl
F
— E*E + F*F
—E+F
E
VV* = [E F}
F
EE* EF*
FE* FF*
E 0
0 F
—EQF

5.- Recordar si E € P,(A), F € Pn(A)
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» F ~, F siysolosiexiste V € M,x,(A) tal que E=V*V y F=VV*

8 D Poo(A) X Po(A) — P(A), Poo(A) = O Pn(A)

(E,F)— E®F

ETLXTL 0n><m
donde £ F =
Om n Fm m
x x (n+m)x (n+m)
Ahora
E.®F, 0
(En ©® Fm) SZ Gp =
0 G,
ETL OnXm
Ontm)xp
= Om><n Fm
n+m
Opx (ntm) Gy
En OnXm
Otntm)xp
= OmX’I’L Fm
0p><(n+m) Gp
En Onxm 0n><p
= Omxn Fm 0m><p
L Opxn Opxm Gp (n+m+p) X (n+m+p)
E, 0n><(m+p)
= F, 0O,
O(mtp)xn Xp
i Opxm Gy
E 0
0 (Faeq)
=Fa(FoG)
Luego (E® F) e G=E® (F&q).
Para cualquier C*-algebra A se tiene que n’z—iA) es un semigrupo abeliano. Sea
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D(A) = P"ziA), [E]p € D(A) denota la clase de equivalencia que contiene a E €
Poc(A).

Definamos una operacion suma (+) en D(A)

4 D(A) x D(A) —s D(A)

(IE]p, [F]p) — [Elp + [Flp = [E® Fp
Afirmacion: La operacion + esta bien definida
En efecto. Sea [E|p = [E']p entonces E ~, E' y [F|p = [F']p entonces F ~, F’
luego E® F ~, E' @ F' asi [E @ F|p = [E' & F'|p. Por lo tanto [E|p + [F]p =
[E'lp + [F']p
Afirmacion: (D(A), +) es un semigrupo abeliano.

En efecto. Veamos la conmutatividad.
[Elp + [F]p =[E & F|p proposiciéon (3.2.1)

=[F & FElp
= [Flp + [Elp

Definiciéon 3.2.1 Para cualquier C*-algebra A, el grupo K,(A) es definido por
Ko(A) = G(D(A))

Sea X un espacio topoldgico. Diremos que dos puntos a,b € X son homotdpicos
en X y escribimos a ~p, b en X si existe una funcion continua f : [0,1] — X tal
que f(0) =ay f(1)=b.

Afirmacién: ~ es una relaciéon de equivalencia

En efecto.

1. Reflexiva: a ~p, a
Definamos f : [0,1] — X tal que f(¢) = a entonces f(0) =ay f(1)=a

Por lo tanto a ~, a =
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2. Simétrica: Si a ~y, b, probaremos b ~, a
Como a ~y, b entonces existe una funcion continua f : [0,1] — X tal que
fO)=ay f(1)=0.
Definamos ¢ : [0,1] — X tal que ¢(t) = f(1 —t) claramente g es continua,
9(0) = f(1) =by g(1) = f(0) = a.

Por tanto b ~, a u

3. Transitiva: Si a ~j by b~} ¢, probaremos que a ~, c.
Como a ~, b entonces existe una funcién continua f : [0,1] — X tal que
f(0)=ay f(1) = b también b ~, ¢, entonces existe g : [0,1] — X continua
tal que g(0) =ay g(1) =c.

Definamos h : [0, 1] — X como

f(2t ., 0<t<d
h(t) = (2) ?
g2t—1) , $<t<1

Claramente h asi definida es continua; puesto que f es continua en [0, %], ges
continua en [3,1] y f(3) = g(3). Ahora h(0) = f(0) =ay h(1) =g(1) =c

Por lo tanto a ~;, ¢ =

3.3. Equivalencia estable

Definicién 3.3.1 En P, (A) = U P.(A), definamos la relacion ~; como sigue:
n=1

Sean E, F' € Py (A). Diremos que

E~;F& EQR~, FO R, para algin R € P, (A)

7

Nota: La relacion 7 ~; 7 es una relacién de equivalencia llamada equivalencia
estable. la cual se verifica facilmente, basada en la relacion de equivalencia “~y”.
Supongamos que A es un C*-algebra unital y que E y F son proyecciones en

Poo(A). Denotemos por 1,, la unidad (identidad) de M,,(.A). Entonces
E~F&EDL, ~ F®1,, paraalginn € Z*
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En efecto.- Si E® R ~, F' @ R para algan R € P, (A) = P(M,,(A)) entonces
E®l,~E®R®(1,—R)~ (FOR)®(1,—R)~ F&®1,

Sea [—]o : Poo(A) — K,(A) la funcion definida por [E], = v([E]p) € K.(A), E €
Pso(A) donde v = vp(a) : D(A) — K, (A) es la funcién de Grothendieck.
La proposicion siguiente, es una descripcion concreta y usual del grupo K,(A) de

una C*-algebra A con unidad.
Proposicion 3.3.1 Sea A un C*-algebra con identidad. Entonces
Ko(A) = {[Elo — [Flo: E,F € Puo(A)}
={[E]o — [Flo: E,F € P,(A), ne N}

Prueba. De acuerdo a la construccion de Grothendieck para el semigrupo S se

tiene
G(5) = {rs(@) =s(y) : w,y € 5} (3.4)
donde
vs + S —> G(S) es la aplicacion de Grothendieck

x +—> v5(x) =[x + y,y] para caday € S

En nuestro caso el semigrupo

Ahora reemplazando notaciones y definiciones en (3.4):

Ko(A) = g(D(A) = {rpw) ([E]p) = vpa) ([F]p) : [E]p, [F]p en D(A))}

Si G € K,(A), entonces G = [E'], — [F'], para algutn E' € Py(A) y F' € P,(A)

elijamos n = max {k, [} y pongamos
E=FEa&0,, (3.5)
F=Fa&o0,, (3.6)
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claramente entonces se tiene que E, F' € P,(A).
Recordar P ~, P @ 0,,, para cada n € N, de (3.5) y (3.6) se tiene E ~, E'y
F ~, F'. De aqui se sigue que [E] = [E']o y [F] = [F']o. Luego G = [E]o — [F|o =

Proposicion 3.3.2 El grupo K,(A) tiene las siguientes propiedades
1. [E® F|o = [El]o + [Flo, para toda proyeccion E, F' € Py (A)
2. [04]o =0, donde 04 es la proyeccion cero en A
3. Si E,F € P,(A), para algiin n, y E ~; F en P,(A) entonces [E], = [F],
4. Si E; F son proyecciones mutuamente ortogonales en P, (A) entonces

[E+ Flo = [Elo + [F]o

5. Para todo E, F € P,(A); [Elo = [Flo & E ~, F

Prueba.

L-[E@Flo =7 ([E® Flp) = v ([Elp + [Flp) = 7([E]lp)+7([Flp) = [Elo+[Flo
2.- Puesto que 04604 ~o 04 entonces [04®04]p = [04]p sisolosi [04]p+[04]p =
[04]p; por tanto [04]lo =0. m

3.- De las implicaciones
s Si E ~j, F entonces E ~, F
s Si &£ ~, F entonces £ ~ F
n Si E ~y, F entonces ' ~ F entonces E ~, F

Tenemos [E] = [F] entonces v ([E]p) = v ([F]p) si y solo si

4.- Se dice que E y F' son mutuamente ortogonales si y so6lo si EF = 0.

Sabemos que si E, F' € P,(A) tal que EF = 0 entonces (E + F') es una proyeccion
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yE+F ~, E® Fentonces [E+ Flo =[E®Flo =[Elo+[Flo =
5.- Como [El, = [Flo < ¢ ([E]p) = ¢ ([F]p) < [E]p + [G]p = [F]p + [G]b-

De aqui por definiciéon de la operacion en D(A)

entonces (F & G) ~, (F & G), por lo tanto E ~; F
Reciprocamente si E ~; F entonces E @& G ~, F & G para algin G € P, (A)
entonces [E @ G|, = [F & G, luego [E], + [Glo = [Flo + [G]o y como K, (A) es un

grupo entonces

Proposicion 3.3.3 Sea A un C*-dlgebra con identidad, sea G un grupo abeliano

y supongase que v : Py (A) — G es una aplicacion que satisface:
lL.vE®F)=v(E)+v(F), YE,F € Pyo(A)
2. v(04) =0
3. SiE,F € P,(A) paraalginn € Ny E ~;, F en P, (A) entonces v(E) = v(F)

Entonces
Existe un tnico homomorfismo de grupos « : K,(A) — G lo cual hace conmuta-

tivo el siguiente diagrama

Figura 3.2: Homomorfismo “«a” del grupo Ky(A) en el grupo G.

Prueba.

Primeramente probaremos que
Si E,F € Pyo(A) /| E ~, F entonces v(E) = v(F) (3.7)
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Como E € P, (A) entonces existe k € N tal que F € Pi(A)
F € P (A) entonces existe [ € N tal que F' € P;(A)

Ahora sea n = max {k,(} pongamos ' = E® 0, , y F' = F & [,_; entonces
claramente E', F' € P, (A). Ahora

E ~, E~, F ~, F'

entonces ' ~, I luego E' ~ F'" en P,(A).

Sean F/, F' proyecciones en un C*-algebra A.

E 0 F 0
Si E ~ F entonces ~u en My(A)
0 0 0 0
E 0 F 0
Si £ ~ F' entonces ~h en My(A)
0 0 0 0
E 0 F 0 . ,
Como E’ ~ F’ entonces ~p en Py, (A) siy solo si
0 0 0 0

E' @ 03, ~, F' @ 03, en Py,(A) tenemos E' = E @ 0, entonces E’ @ 03, =
E®0,_; @053, entonces £ = E @ 04,,_;, de donde

entonces v(E) = v(F).
Definamos g : D(A) — G como sigue S([E]p) = v(E)

1. Claramente [ esta bien definida
Sean [E|p, [F]|p en D(A) tal que [E]p = [F]p entonces E ~, F, por (3.7) se
tiene v(E) = v(F).
Por lo tanto 8([E]p) = B([F]p).
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2. 3 es aditiva
B(Elp + [Flp) = B(E® Flp) = v(E® F) = v(E) + v(F) = B([E]p) +
B([F]p), por lo tanto S([E]p + [F]p) = B([E]p) + B([F]p). =

Por propiedad universal de Grothendieck tenemos que existe un tinico homomor-

fismo a : K,(A) — G haciendo conmutativo el siguiente diagrama

3.4. El Funtor K,

K, se puede ver como un funtor de la categoria de C*-algebra a la categoria
de grupos. Sean A y B dos C*-algebras con identidad y ¢ : A — B un C*-
homomorfismo el cual se puede extender a un C*-homomorfismo ¢ : M, (A) —

M, (B) para cada n
2 [(aij)i,jzl} = [Sp(aij)]i,j:1
Asi 9(Poo(A)) C Poo(B); pues la imagen de una proyeccion bajo C*-homomorfismo

es una proyeccion.

En efecto. Sea G € ¢(P(A)); claramente (P (A)) C Po(B). Sea G = ¢(E),

[e.e]

donde E € P(A) = U P.(A) = U P(M,(A)) de donde E € P,(A), para algtn
n=1 n=1

n € N entonces E = E? = E* luego_

Por lo tanto G € P (B).
Definamos K,(y¢) : K,(A) — K,(B) como

Ko(p)([Elo) = [p(E)]o para E € Pu(A)
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Afirmaciéon: K,(p) esta bien definida
En efecto. Sean [E]., [F|, en K,(A), tal que
[Elo = [Flo & 2([E]p) = 7([F]p) = [E]p = [F]p pues 7 inyectiva

entonces £ ~, F, de donde E ~ F (pues ~=n~,, para m = n) entonces existe
v € Atal que F = v'vy F = vv*. De aqui como ¢ : M,(A) — M,(B); se
tiene que ¢(v) € B luego p(E) = ¢(v)p(v) = (¢(v))"p(v) y ¢(F) = @(v)p(v") =
p(v)(p(v))"; entonces p(E) ~ (F) luego 9(E) ~o ¢(F) si y solo si [p(E)]p =
[p(F)]p, por tanto ¥([p(E)]p) = v([#(F)]p) sty solo si [p(E)]e = [#(F)].c =

Sean A, B dos C*-algebras con identidad, y sea ¢ : A — B un *-homomorfismo
asociamos a ¢ un homomorfismo de grupos K,(y) : K.(A) — K,(B) como sigue:

Por lo hecho anteriormente ¢ extiende a un *-homomorfismo
© = n: M,(A) — M, (B) para cadan € N

(aij) — ¢lai;) = [@(ai;)]
Un *-homomorfismo aplica proyecciones a proyecciones, y asi ¢ aplica Py (A) en
Poo(B)
Definimos v : Poo(A) — K,(B) como v(p) = [¢(p)] para p € Py (A) enton-
ces v satisface la proposicion (3.3.3), Entonces existe un tnico homomorfismo de

grupos « : K,(A) — G tal que el diagrama conmuta

Figura 3.3: Factorizacion del grupo Ky(A).

Observe que: | -], = v, donde Poo(A) — = 75 o(D(A)) = K,(A). Por

o

consiguiente v factoriza directamente un tinico homomorfismo de grupos K,(¢) :
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K,(A) — K,(B) dado por

Ko () ([plo) = [ (p)lo (3-8)

De otro lado si A y B son C*-algebras, entonces denotemos al homomorfismo
cero de A en B por Op 4
Y la aplicaciéon identidad I : A — A por I, También usamos una notaciéon

similar en la categoria de grupos abelianos.
Proposicion 3.4.1 (Funtorialidad de K, para C*-algebras con identidad).
1. Para cada C*-algebra unitaria A, Ko(1a) = I, (a)

2. Si A, By C son C*-algebras, ¢ : A — By : B — C son *-homomorfismos,

entonces

Ko(Y ) = Ko(¥) Ko()
3. K,({0})={0}
4. Para cada par de C*-algebras Ay B, K,(0p .4) = Ok, (B),k.(4)

Prueba.

1.- Usando (3.8) tenemos
Ko(La)([plo) = [La(p)]o = [plo para cada p en Poo(A) m
2.- Se tiene los *-homomorfismos A 2 B —+ C entonces
Ko(¢ ) : Ko(A) — Ko(C)
También por el inducido:
IM) Ko(9)

K,(B) — K,(C)

Ahora Ko (¢ ¢)([ple) = [¢ 0 (p)]o = [¥((P))]o = Ko(¥)([(P)]o) = Ko(1) [Ko () ([plo)]
= K,(¢) Ko(p)([plo) para cada p € Py (A) entonces

Ko(¥ ) = Ko(¥) Ko(p) m
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3.- Sabemos P,,(A) = P(M,(A)), entonces tenemos
Pu({0}) = P(M,(0)) = {0.}

donde 0,, es el elemento cero en M, (A) las proyecciones cero 0 = 0y, 0, ... todas

son equivalentes y asi D({0}) = %EO}) = {[0]} de aqui

K.({0}) = G({0}) = {0} 4

4.- Tenemos

A2A 10y 28 (3.9)
entonces
Ko(0p,4) = Ko(0p000.4) = Ko(0p,0) Ko(0o,a) (3.10)

También se tiene de (3.9):
Ko(4) " K (foy) = {0} B K.(B)

luego
K+(0B,0) Ko(00,4) = Ok (B),Ko(A) (3.11)

Finalmente de (3.10) y (3.11) se tiene

Ks(0B,4) = Ok (B),Ko(4) m

3.5. Equivalencia homotoépica en C*-algebras

Sean A, B dos C*-algebras, ¢,1 : A — B dos *-homomorfismos. Diremos
que  y 1 son homotopicos y escribimos ¢ ~j, 1; si existe un camino de *-
homomorfismos ¢; : A — B, t € [0,1] tal que t — ¢4(a) es una aplicacion
continua de [0, 1] en B para cada a € A; ¢, = ¢ v 1 = . Nosotros diremos que
el camino t — (; es continuo punto a punto.

Las C*-algebras A y B son homotopicamente equivalentes si existen *-homomorfismos
p:A— Byy:B— Atalque o ~p lay @b ~p 1p.

En este caso diremos que A —— B ¥ Aes una homotopia (entre A y B).
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Definiciéon 3.5.1 Sean A, B dos C*-algebras y ¢ : A — B un *-homomorfismo

suryectivo. Dado un elemento b € B, un elemento a € A es llamado levantamiento

de bsi p(a) = 0.

Proposicion 3.5.1 (Invarianza homotdpica de K, ).

Sean A, B dos C*-algebras con identidad.

1. Si p,¢: A — B son *-homomorfismos homotopicos entonces

Ko(p) = Ko (1))

[a¥)

2. Si Ay B son homotopicamente equivalentes entonces K,(A) = K,(B). Mas
especificamente, si A —— B ¥y A es una homotopia entonces
K.(p) : K,(A) — Ko(B) y Ko(¢) : Ko(B) — K,(A) son isomorfismos, y
asi Ko(p)™" = Ko(¥)

Prueba.

1.- Como ¢ ~y, 1; probaremos que Ko(¢) = Ko(¢). Sea ¢; : A — B un camino
continuo punto a punto de *-homomorfismos conectando ¢ a 1. Extendemos este
camino a caminos continuos punto a punto de *-homomorfismos ¢; : M, (A) —
M, (B), para cada n € N.

Para cada p € P,(A), el camino t — ¢.(p) es continuo y asi

©o(p) = @(p) ~n ¥(p) = ¥1(p)

esto muestra que Ko(p)([plo) = [p(p)]o = [ (P)]o = Ko(¥)([plo)-
Por lo tanto K,(p) = Ko(¢). m

2 Ay B g~ Lay 9t ~n Ly entonces Ko (i o) = Ko(La) y
Ko(pv) = Ko(1p) sy solo si Ko(¢) Ko() = 1k,(a) ¥ Ko@) Ko(¥) = 1k, (5)-
Por lo tanto K,(¢) y K,(¢) son isomorfismos mas aun K,(p)™! = K,(v)). m
Dos *-homomorfismos ¢,9 : A — B entre las C*-algebras A y B se dicen ser

ortogonales o mutuamente ortogonales simbolicamente
wLipsiy solosi p(a)p(b) =0, Va,be A
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Lema 3.5.1 Si A y B son dos C*-algebras con identidad, y si ¢, : A — B
son *-homomorfismos mutuamente ortogonales, entonces ¢ + 1 : A — B es un

*_homomorfismo; y K.(p + 1) = K.(p) + Ko(¢)

Prueba. Esto directamente se chequea que ¢ + v es un *-homomorfismo.
Los *-homomorfismos ¢,,, ¥, : M,(A) — M, (B) inducidos por ¢ y % son orto-
gonales, para cada n € N como ¢y, [(aij)n] = [p(as;)], se tiene que p,(a)),(b) =

@(a)(b) = 0, por lo tanto ¢, L1),. m
También (¢ + 1), = @n + Un

En efecto. Llamemos ¢ + 1) = p entonces
[0+ ¢, (ai5) = [( + ) (ai5)],
= ((ai)n + (¥(a5;))n
= nlai) + ¥nlai)
= (Qpn + ¢n)(azj)

entonces [p + |, = @, + Uy.
De otro lado sabemos si E_LF entonces [F + E], = [E], + [F, nosotros obtenemos
para cada E € P,(A)

Ko(p +9)([Elo) = [(p + ¥)n(E)]o
= [n(E) + vu(E)]
= [en(E)]o + [¥n(E)lo
= Ko(p)([E]e) + Ko (¥)([E]0)
= [Ko(p) + Ko ()] ([E]5)

Por lo tanto Ko(¢ +v) = Ko(¢) + Ko(¢). m

Lema 3.5.2 Para cada C*-algebra unitaria A, la sucesion exacta escindible si-

guiente

™

;o
O—A—A4A»C—O
H
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obtenida adjuntando una unidad a A, induce una sucesion exacta escindible

. _ Ko(m)
0 — K.(A) 9 K (A) 2 K.(C) — O (3.12)
Ko(X)

Prueba. Si f = 17 — 14 es la proyeccién en A entonces f*=fy f?=f deaqui
ng+(nyademés af = fa=0, Va € A.

Definimos los *-homomorfismos
s A— A/ pla+af)=a
s V:C— A/ Na)=af
Verificacion inmediata sencilla por ejemplo p(15) = p(1a+ f) = p(la+1f) = 14.
También
pi(a) = pl(a,0)] = pla+0f) = a entonces 14 = pi
(ip+Nm)(a+af)=i(pla+ af)) + N(r(a+ af))

Luego 1z =ip+Nm
mi(a) = 7(i(a)) = 7 [(a,0)] = O¢, entonces mi =0

TAa) = 7(AMa)) = w(alz) = 7(a(0,1)) = 7((0,«)) = a = I(«a), entonces
TA=Ic.

i LN 7w pues (i p)(@) (X )(0) = i [p(@)] X[a(b)] = i(a) N'(8) = (a,0)(B/)

= (a,0)(8(1z = 14)) = (a,0) [B(0, 1) = B(14,0)] = (a,0)(=514, 5)

= (=flaa+ Ba+ (—=f14)0,08) = (—=pa+ pa,0) = (0,0) =0

Ahora usando la funtorialidad de K, y K.(¢ + ¢) = Ko(¢) + K-(¢) tenemos

0= K,(0) = Ko(ni) = Ko(r) K. (i) (3.13)
I = Ko(Ic) = Ko(n ) = Ko(7) Ko(A) (3.14)
Ty = KolLa) = Koljui) = Kolpt) Koli) (3.15)

Iy = Kolz) = Ko(ip+ N'm) = Ko(ip) + Ko (N )
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= Ko(i) Ko () + Ko (X) Ko(r) (3.16)

La exactitud de (3.12) se tiene de las identidades anteriores (3.14) y (3.15)
La escision de (3.12) se tiene de la identidad (3.13).

Del lema (3.5.2) tenemos la sucesion exacta escindible

O—A- A ’C—o0
H

De aqui definamos la aplicacion escalar s = A7 : A—s ,Zf, es decir s(a+al) = al,
para todo a € A y para todo a € C claramente 7(s(z)) = m(z) y (x — s(z)) € A,

con r € ,ZI

Ejemplo 3.5.1 Sea A un C*-algebra, z € My(A) un elemento unitario. Se muestra

que

10 10
X = X & X = diag(a,b)
0 0 0 0

para algun a,b € A. Mostraremos que a y b son unitarias si X-unitaria.

a c
En efecto. Sean X = € M(A) unitario, ahora

d b
0 1 a c 1 0 1 0 a ¢
X = X siy solo si = si y solo
0 0 0 d b 00 00 d b
0 a ¢
si = entonces ¢ = d = 0.
d 0 00
a c a 0
Luego X = = = diag(a,b). wm
d b 0 b

Ejemplo 3.5.2 Sea Tr : M,,(C) — C la traza estandart dada por

Sean p, q proyecciones en M, (C). Los enunciados siguientes son equivalentes
(1) p~gq

88



(i) Tr(p) =Tr(q)
(i) dim(p(C")) = dim(q(C"))

En efecto.

(1) = (i1) Como p ~ ¢ siy sblo si existe v en M, (C) tal que p = v*v y ¢ = vv¥,
ahora T'r(p) = Tr(v*v) = Tr(vv*) = Tr(q). Luego se tiene Tr(p) = Tr(q).

(i) = (i17) dim(p(C™)) = dim(q(C™)) inmediata.

(7i1) = (1) ejercicio. g
Ejemplo 3.5.3 Considere la sucesion exacta corta
0 — Cy(R) -2 C(D) % C(T) — O

donde D ={ze€C/|z|| <1}, T ={2€C: |z|| =1}, 9 es la aplicacion res-
triccion y donde ¢ es obtenido identificando D — T = R? sea v € C(T') sera dado
porv(z) =z, VzeT.

1. Mostraremos que v es unitario
Veamos

v (2) = v(2)v*(2) =22 = ||z|* =1

viu(z) = v (2(z) =zz = ||2|* =1

2. Mostraremos que v no es un levantamiento unitario en C(D) es decir no
existe un elemento unitario u € C'(D) tal que ¢(u) = v. En efecto este hecho
se obtiene usando el teorema del punto fijo de Brower lo cual dice que cada
funcién continua f : D — D tiene un punto fijo. Por lo tanto se tiene el

resultado.

3. De (1) y (2) se concluye que v ¢ U,(C()) y que existe unitarios vy, ve € C(T))
tal que v; no es homotopicamente equivalente a vy y asi se muestra que no

existe un elemento autoadjunto h € C(T') para lo cual v = €'
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Trazas: Sea A un C*-dlgebra. Una traza acotada sobre A es una aplicacion lineal

7: A — C con la propiedad
7(ab) = 7(ba), a,b € A

Esta propiedad llamada propiedad traza implica que 7(p) = 7(q) siempre que
p~qen A conp,q€e P(A).

Una traza T es positiva si 7(a) > 0 para cada elemento positivo a € A. Si A tiene
identidad y 7 es la traza positiva con 7(14) = 1, entonces 7 es llamada un estado
tracial.

Para cada traza 7 sobre un C*-algebra A existe precisamente una traza 7,, (usual-

mente abreviada por 7) sobre M, (A) que satisface
Ta(diag(a,0,...,0)) = 7(a), Va € A

y T, es dada por

rl(@)n) = 3 7(00)

=1

Una traza 7 sobre un C*-algebra A da lugar en esta via a una funcién

T : Pso(A) — C y esta funcion satisface las condiciones
Lor(p@q) =7(p) +7(q) Vp,q € Pwo(A)
2. T(OA) = O¢

3. Sip,qg € Py(A) para algin n € Ny p ~p, ¢ en P,(A), entonces 7(p) =
7(q) luego por la proposicion (3.3.3) existe un tnico homomorfismo K, (7) :
K,(A) — C satisfaciendo K.(7)([plo) = 7(p), p € Px(A). Para ver que (3)
en la proposicion es verdadera usaremos que p ~ ¢ si p ~y, q.

Si 7 es positivo entonces Ko(7)([plo) = 7(p) es un ntmero real positivo para

cada p € Po(A), y Ko(7) aplica K,(A) sobre R.

Ejemplo 3.5.4 El grupo K,(M,(C)) = Z para cada n € Z.

Mas especificamente, si T es la traza estandart sobre M, (C) entonces
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K.(Tr) : Ko(M,(C)) — Z es un isomorfismo. El grupo ciclico K,(M,(C)) es

generado por [e],, donde e es alguna proyeccion un-dimensional en M, (C).
Prueba. Sea g € K,(M,(C)) y recuerde que
Ko(A) = {[plo = ldlo = p,q € Pw(A)}

=A{lplo — ldlo : p.,q € Pu(A), n € N}
entonces por esto se encuentra k € Ny p,g € Pr(M,(C)) = M;,(C) tal que
g = [plo — [g]o. Ahora

Ko(Tr)(g) = Ko(Tr)([plo — [qlo)

= Ko(Tr)([p — qlo)

=[Tr(p = q)k

= [Tr(p) = Tr(q)]s

=1[Tr(p)lo — [Tr(q)]o

= Tr(p) = Tr(q)

= dim(p(C*")) — dim(q(C*"))

entonces vemos que K, (7r)(g) € Z ahora si K(Tr)(g) = 0, entonces p ~ ¢, por
tanto g = [plo — [¢]o = 0, de aqui K,(7'r) es inyectiva.

La imagen de K,(Tr) < Z pero un subgrupo H de Z es igual a Z si y solo si
le H.

Ahora 1 = K,(Tr)(le]s) cuando e es una proyeccion en M,(C) con rango uno-

dimensional luego Im(K,(Tr)) = Z y asi K,(T'r) es suryectiva.

Ejemplo 3.5.5 Sea H un espacio de Hilbert infinito dimensional, entonces se tiene

K,(B(H))=0donde B(H) ={p: H— H / ¢ es operador lineal acotado}

En efecto.
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1. Si H es infinito dimensional separable. Sea H" = H ® ... & H y usemos la

identificacion M,,(B(H)) = B(H™) con un pequeno abuso de notacion la apli-
cacion dim : Py(B(H)) — {0,1,...,00} dado por dim(p) = dim(p(H™))
con p € P,(B(H)) = P(B(H™)) es suryectiva. Observar que p ~ ¢ si y solo
si dim(p(H)) = dim(q(H)) para p,q proyecciones en B(H). Ahora usando
esto para p, g proyecciones en p(B(H"™)), entonces dim(p) = dim(q) si y soélo
si p ~ q. Como dim(p ® 0) = dim(p), obtenemos para todas las proyecciones
P,q € Poo(B(H)) que dim(p) = dim(q) si p ~ q. La dimension es aditiva y
asi dim(p @® q) = dim(p) + dim(q).
Esto muestra que la aplicacion d : D(B(H)) — {0,1,2,...,00} dada por
d([p]p) = dim(p) es un isomorfismo bien definido de semigrupos y asi con-
cluimos que K,(B(H)) es isomorfico al grupo de Grothendieck del semigrupo
{0,1,2,...,00} pero el grupo de Grothendieck del semigrupo (Z* U {0}, +)
es {0} esto muestra que K.(B(H)) = 0.

2. Si H no es separable entonces D(B(H)) es isomorfico al semigrupo de todos
los nimeros cardinales o menor e igual que dim(H) (donde dim(H) es el
cardinal de una base ortonormal de H) el grupo de Grothendieck de cualquier

tal semigrupo es 0 y de aqui K,(B(H)) =0. u

Ejemplo 3.5.6 Para cada espacio de Hausdorff compacto conexo X existe un

homomorfismo suryectivo de grupos
dim : K,(C(X)) — Z

tal que satisface
dim([plo) = Tr(p(z)), p € Poo(C(X))

donde x € X y Tr es la traza estandar sobre M, (C).

Prueba. Empecemos mostrando que Tr(p(x)) es independiente de x. Claramente
la funcion ¢ : X — Z tal que p(z) = Tr(p(x)) es continua. Puesto que X es

conexo, cada funcién en C(X,Z) es constante por consiguiente la funcién ¢ es
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constante para cada p en Py (C(X)).

Ahora la aplicacion 7, : C(X) — C dado por 7.(f) = f(x) es una traza sobre
C(X) para cada x € X. De aqui 7, induce un homomorfismo de grupos K,(7;) :
K,(C(X)) — C lo cual satisface K,(7;)([plo) = 7=(p) para cada proyeccion p €
P (C(X)).

Sip € P.(C(X)), entonces 7,(p) = Tr(p(x)) por convencién como una traza es
extendida a una matriz de algebras. Concluimos que el homomorfismo K,(7,) es
independiente de = y que este tiene rango contenido en Z porque Tr(p(x)) es un
entero para cada p € Py (C(X)).

Poniendo dim = K,(7,) necesitamos solo mostrar que K,(7,) es sobre la unidad 1
en C(X) es una proyeccion y 1 = 1(x) = Ko(7,)([1]o) esto establece que K, (7,) es

suryectiva. g

Ejemplo 3.5.7 Un espacio de Hausdorff compacto X es llamado contractible si
para algin z, € X, existe una aplicacion continua « : [0,1] x X — X tal que
a(l,z) =z y a(0,z) =z, Vz € X.

Sea X un espacio de Hausdorff compacto, contractible. Entonces K,(C(X)) =
Z y la aplicacion dim : K.(C(X)) — Z del e¢jemplo inmediato anterior es un

isomorfismo.

Prueba. Asumamos que X es contractible y sea z, y a como lineas arriba.
Definimos para cada t € [0,1] un *-homomorfismo ¢; : C(X) — C(X) co-
mo ¢i(f)(x) = fla(t,z)) entonces o(f)(x) = f(a(0,2)) = f(xo) ¥y pr(f)(x) =
fla(l,2)) = f(z) = low)-
Ademas la aplicacion ¢ — @4(f) es continua para cada f € C(X) esto muestra
que @, ~ id = @;.
Definamos ¢ : C(X) — Cy ¢ : C — C(X) como sigue o(f) = f(zo) ¥
¥(A) = A1 entonces

P V() = p(A1) = A1 = 1

Yo(f) = 0(f (o)) = f(:)1 = o (f) () ~p id(x)
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De aqui

Ko(Tr)

Figura 3.4: Isomorfismo entre Ky(C(X)) y Z.

es conmutativo y Ky(¢) y Ko(T'r) son isomorfismos por invarianza homotopica
esto fuerza que la aplicacion dim : K,(C(X)) — Z es un isomorfismo por tanto

K, (C(X)=Z. u

3.6. El funtor K, para C*-algebras sin unidad

Definicion 3.6.1 (El grupo K, para C*-algebras sin unidad)

Sea A un C*-algebra sin unidad y consideremos la sucesion exacta escindible

O— A% A7C—0
A

donde 7 : A —» C es la proyeccion cociente, y A : C — A es definida por
Ma)=alzy A= {a+aljz/a e A a € C}. Definimos K.(A) como el nicleo del

homomorfismo K,(m) : K,(A) — K,(C).

Observacion 3.6.1 K,(A) es un grupo abeliano. Mas atin K,(A) es un subgrupo

de K,(A)

Para cada p € P (A) consideremos la clase de equivalencia [p|, en K,(A). Puesto
que Ko (m)([pls) = [7(p)]o = 0, entonces [p|, € Ker(K,(m)) = K,(A) esto define
una aplicaciéon

[lo s Poo(A) — Ko(A), pr—[plo
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para cualquier C*-algebra A tenemos una sucesioén exacta corta.

~ Ko

0 — K (A) — K,(A) “% k,(C) — 0 (3.17)

donde la aplicacion K,(A) — K,(A) es K,(i) cuando A tiene unidad, y es la

aplicacion inclusion cuando A no tiene unidad.
Observacion 3.6.2 Es claro que la sucesion (3.17) es exacta.

Sea ¢ : A — B un *-homomorfismo de C*-algebras sin unidad y ¢ : A —5 Bsu

unitizacion, tenemos el siguiente diagrama que conmuta.

Figura 3.5: Conmutatividad de A y A.

De este diagrama, de (3.17) y por funtorialidad de K, para C*-algebras con

unidad el siguiente diagrama también conmuta.

Ko (A) —— K, (A) — K, (C)
Ko (o) Ko () 1
KO(B) - KO(E) KO(WB) KO(C)

Figura 3.6: Conmutatividad de Ky(A) y Ko(A).

De este modo existe uno y s6lo un homomorfismo de grupos K,(¢) : K.(A) —
K,(B) dado por
Ko(@)([plo) = [e(p)lo, P € Po(4)
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Proposicion 3.6.1 (propiedad funtorial).
1. Ko(14) = 1k, (a) para cada C*-algebra A.

2. Sean ¢ : A — B, ¢ : B — C dos *-homomorfismos entonces K,(¢) @) =
K. () Ko(¢) para A, By C algebras C* cualesquiera.

4. K,(0p,a) = Ok.(B),K.(4) para cada par de C*-algebras Ay B.
Prueba. Similar a la proposicion (2.1.2)

Proposicion 3.6.2 (Invarianza homotdépica).

Sean A y B dos C*-algebras sin unidad

1. Sip,¢: A — B son *-homomorfismos homotopicos, entonces

Prueba. Similar a la proposicion (3.5.1). Consideremos la sucesion exacta escin-
dible

O-— A5 A 2C—0
A

Definimos la aplicacion escalar s = A m: A —» A es decir s(a+al)=al,Vac

A,Y « € C observe que m(s(x)) = 7(z) y x — s(x) € A para cada x € A.

Ahora sea S, : My (A) — M, (A) el *-homomorfismo inducido por 5.

Im(S,) = M,(C) C M,(A), la cual consiste de todas las matrices con entradas
escalares y © — Sy () € M,(A) Va € M,(A) escribiremos en lo sucesivo S = S,,.
Un elemento z € M, (A) es llamado elemento escalar si z = S(z) equivalentemente

x € M,(A) es escalar si todas sus entradas son escalares multiplos de 1z
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Proposicion 3.6.3 Sea A un C*-algebra se tiene entonces

Ko(A) = {Ipls — [s(p)]o/ p € Pw(A) }
Ademas

1. Para cada par de proyecciones p, q € POO(Z) son equivalentes

b) Existen k,l € N tal que p@® 1y ~ ¢ ® 1; en Py (A).

c¢) Existen proyecciones escalares ry, 75 tal que p @ ry ~, ¢ D 1s.

2. Si [plo — [s(p)]o =0, p € Px(A) entonces existe m € N tal que

3. Sip:A— B esun *~homomorfismo entonces

para cada p € P (A)

Prueba. Primero veamos K,(A) = {[p]o —[s(p)lo/ p € POO(Z)} claramente [p|, —
[s(p)]o € Ker(K,(m)) = K,(A) reciprocamente sea g € K,(A), y sean e, f proyec-
ciones en Mn(g) tal que g = [e|o—|[f]o pongamos p = ¢ ’ ,q= 00 )

0 1,—f 0 1,
tenemos [plo — [glo = [e]o + [In — flo = [In]o = [e]o = [flo = g. Como ¢ = 5(q) ¥
Ko(m)(g) = 0, también tenemos [s(p)lo — [qlo = [s(p)]o — [s(9)]e = Ko(s)(g) =
Ko(A) Ko(m)(g) = 0 de aqui g = [plo — [s(p)]o.

(1) (a)=(c) St [plo = [s(p)]o = lalo — [s(¢)]o entonces [p @ s(q)]o = [q @ 5(p)]> de

aqui p@® s(q) ~s ¢B s(p) en Poo(A). Asi hay un n € N tal que p@®s(q) ® 1, ~o
q @ s(p) ® 1, basta tomar r; = s(q) ® 1, y 2 = s(p) D 1,,.

(¢)=(b) Si ry, r9 son proyecciones escalares en Py, (A) de rango k y [ respec-

tivamente entonces 11 ~o 1p y 1o ~o 1. Asip® 1y, ~, ¢ B 1;.
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(b)=(a) Tenemos [p © 1xlo — [s(p) © 1xlo = [plo + [Ielo = [s(p)]o = [Ia)o =
[plo — [s(p)]o igualmente [¢ ® L))o — [s(q) ® Lo = [g]o — [s(q)]o. Asi es su-
ficiente mostrar que [plo — [s(p)]o = [g]o — [s(¢)]o siempre que p ~, ¢. Asi
sea p = v'v y ¢ = vv* entonces s(v) es una matriz escalar rectangular

y s(p) = s(v)*s(v), s(q) = s(v)s(v)*. Asi s(p) ~o s(q) en consecuencia
plo = ldlo ¥ [s(P)lo = [s(@)]o-

(2) Si [plo — [s(p)]lo = O entonces p ~; s(p) y de aqui existe m € N tal que

[so(P)]o- m

Lema 3.6.1 Sean A, B dos C*-algebras y ¢ : A — B un *-homomorfismo. Si
g € Ker(K,(p)) entonces

1. Existen n € N,p € Po(4) y u € U(M,(B)) tal que g = [plo — [s(p)]o ¥

upu” = s(&(p)).

2. Si ¢ es suryectiva, entonces existe p € Pa(A) tal que g = [plo — [s(p)]o ¥
#(p) = s(@(p))

Prueba.

1. Por proposicion (3.6.3), existe p; € Pi(A) tal que g = [p1]o — [s(p1)]o, ¥
tenemos [J(pl)]o — [s@(pl)]o = ( asi @Z(pl) ®l,, ~s (@Z(pl)) @ 1,, para algiun

m. Nuevamente por proposicion (3.6.3) pongamos py = p; @ 1,,, entonces

g = Ipole = s(2)]o ¥ Blp2) = D(01) © L ~ 5 (3(01)) @ L = 5 (Dp2))-
Pongamos n = 2(k+m) y p = pa@B0pim € Pn(A). Claramente [p], —[s(p)]o =
g, asi existe u € U(M,(A)) tal que u)(p)u* = s (J(p))

2. De (1) existen p; € Po(A), y u € UM,(A)) tal que g = [plo — [s(p)]o ¥
wb(p)u* = s (J(pﬂ) asi existe v € Usn(A) tal que ¥(v) = diag(u, u®).
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Pongamos p = diag(p1, 0,)v* entonces

~ u 0 Y(p1) 0\ [u* O sp(p1) O
0 u* 0 0 0 wu 0 0

es una matriz escalar. Asi s ({ﬁv(p)) — 1(p) finalmente g = [p], — [s(p)]o. Por

tantop ~p;. m

Lema 3.6.2 Sea

0 et p—+0

una sucesion exacta corta de C*-dlgebras y sea n € N.
i) La aplicacion &, : M,(I) —s M, (A) es inyectiva.
i) Un elemento a € Im ($,) si solo si ¥, (a) = S, (@Zn(a))

Prueba.

(i) Como la sucesion

O I A B O

es exacta corta, entonces también la sucesion unitizada

~ 7 ~ v ~

O i A B O

también es exacta corta mas atn @(i + aly) = p(i) + alzy W(a+ plz) =

Y(a) + flg parai € I, a € Ay o, € C. De aqui para cada n € N se

tiene que @, : M, (I) — Mn(g) esta dado por @, ((%ij)nxn) = (P(xi5))

nxn

ahora sean (xij)nxna (yij)nxn en Mn([) tal que 671 ((xm)nxn) - &n ((ym)nxn)
siy solo si (9(2ij)),.,, = (P(Yij)),,, Sy s0lo si @(x;;) = @(yi;) para todo

i,7 =1,2,...,n pero ¢ es inyectiva por tanto x;; = y;; luego ¢, es inyectiva.
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(ii) Para la afirmacion a € Imy, siy solo si Jn(a) =5, (Jn(a)) basta observar

que la sucesion siguiente:

O — Im@, — M,(A)_M,(C) — O
A

es exacta y escinde donde S, = A 7 y asi ¢(a) = I Un(a) = (A ) Jn(a) =
Sn <Jn(af)) ]

Proposicion 3.6.4 Cada sucesion exacta corta de C*-algebras
0O—I1-54%B—0 (3.18)

induce una sucesiéon exacta de grupos abelianos

Ko(v)

9 ko4 Y K.(B) (3.19)

Si (3.18) escinde, con una aplicacion escindible A : B — A, entonces la sucesion
0 — K, (1) =% K,(a) =Y
K.(\) : Ko(B) — Ko (A)

K,(B) — O escinde con aplicacion escindible

Prueba. Como (3.18) es exacta; la funtorialidad de K, produce K,(¢) K,(¢) =
K.(¢ ¢) = K,(0) = 0 asi Im(Ks(¢)) C Ker(K.(¢)) reciprocamente, sea g €
Ker(K,(¢)) entonces existe p € Pso(A) tal que g = [plo—[s(p)]o ¥ D(p) =s (J(p))

por lema (3.6.1) parte (2). También es facil ver que @, : M, (I) — M, (A) es in-
yectiva y mas atin a € Im(@,) si y solo si ¥,(a) = S, <lzn(a)) de donde existe

e € M, (I) tal que p(e) = py como @ es inyectiva entonces e es una proyeccion. De

aqui g = [@(e)]o — [s (@(e))]o = Ko(@)([e]lo — [s(e)]o) esté en la imagen de K, (p).
Ahora supongamos que (3.18) escinde y como la sucesion (3.19) es exacta en
K,(A) la funtorialidad de K, produce lx,z) = K.(1g) = Ko(¢) Ko(\) y de

aqui la sucesion es exacta en K (B). Resta mostrar que K,(y) es inyectiva. Sea

g € Ker(K.(p)) por el lema (3.6.1) parte (1) existe n € N, p € P,(I) y

u € U(M,(A)) tal que g = [plo — [s(p)]o ¥y up(p)u” = s(@(p)). Pongamos v =
(X 1;) (u*)u, un elemento unitario en M, (A) tal que t(v) = 1,,. Asi existe w €

100



M, (I) tal que p(w) = v. Como @ es inyectivo entonces w debe ser unitario.
Aora Blupe) = vgrr = (X0) (@)sep) (A 0) (w) = (X) (wsBp)(w) =
(X2) (20) = s (3(0)) = F(s(r). Entonces wpw = s(p) asi p ~ s(p) en M,(]

luego g =0. n

Proposicion 3.6.5 (Suma directa).

Sean A, B dos C*-élgebras, tenemos K,(A @ B) = K,(A) ® K.(B).

Mas especificamente:

Siig: A— A® Byig: B — A& B son las inclusiones naturales entonces la

aplicacion K, (ia) ® K,(ig) : Ko(A) ® K.(B) — K,(A® B) dada por
Ko(ia) ® Ko(ip)(g, h) = Ko(ia)(g) + Ko(in)(h)

es un isomorfismo

Prueba. Consideremos el diagrama siguiente

0 Ko(A) —~ K,(A) ® K.(B) —— K.(B) 0
1 Ko(iA)EBKo(iB) 1
O Ko(A) —rs Ko(A® B) ——— K.(B) o)

donde a(g) = (9,0), B(g,h) = h, y donde mp(a,b) = b claramente las filas son
exactas, ademas mg i = 0y g ip = ig de donde el diagrama conmuta luego por

el lema del quinto se tiene que K,(i4) @& Ko(ip) es un isomorfismo.

Ejemplo 3.6.1 Sea H un espacio de Hilbert infinito dimensional separable y sea
K = {p € B(H)/ ¢ — compacto} ideal de B(H). El cociente % = Q(H) es
llamado el algebra de Calkin.

Asi tenemos la sucesién exacta corta
O — K- B(H) = QH) — O
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entonces K,(K) = Z en efecto basta definir a : Ko(K) — Z como a([pl,) =
Tr(p), para cada proyeccion p en K. Denotemos o = K,(7T'r). Ahora como K,(B(H)) =

0 entonces en la secuencia

Ko(i) Ko(ﬂ')

Ko(K) — Ko(B(H)) — Ko(Q(H))

vemos que K, (7) no es inyectivo puesto que K,(K) = Z de esta manera podemos

decir que el funtor Ky no es exacto.

Proposicion 3.6.6 Sea A un C*-algebra, n € N entonces K (A) = K,(M,(A)).

Mas especificamente, el *-homomorfismo A, 4 : A — M, (A) dada por A\, a(a) =
a 0

0 0

induce un isomorfismo Ky(Ap 4) @ Ko(A) — Ko(M,,(A))

Prueba. Mostraremos que el caso no unitario puede ser derivado del caso unitario.

Para lo cual sea A un C*-algebra (no unitaria) entonces

0 A A C O

An,A An A An,c

@)

M, (A) —— M,(A) — M,(C)

@)

es un diagrama conmutativo con lineas exactas escindibles de aqui se sigue que

@ Ko(A) K, (A) Ko(C) O
Ko(An,A) \ Ko(An,A) Ko(An,C)

es un diagrama conmutativo con lineas exactas (escindibles) por el lema del quin-

to Ko(An, A) es un isomorfismo si Ko(An, A) y Ko(An, C) son isomorfismos por
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consiguiente necesitamos solo probar para el caso cuando A es unitario. Cons-
truiremos la inversa de la aplicacion K,(\,, A) como sigue. Para cada k € N sea
Yok © My (M (A)) — My, (A) el *-isomorfismo seré dado viendo cada elemento de
My (M,(A)) como una matriz grande en My, (A). Definamos 7, : Poo (M, (A)) —
Ko (A) por v,(p) = [1nk(p)]o para p € Pr(M,(A)) aplicando la proposicion (3.3.3)
obtenemos un homomorfismo de grupos a : Kq(M,(A)) — K,(A) satisfacien-
do a([pls) = [ymk(p)]o para p € Py(M,(A)). Afirmamos que « es la inversa de

K,(\,, A). Para lo cual basta mostrar que
(A Ak (Y k(D) ~o 0 en Poo(My(A)), p € Pu(Mn(A)) (3.20)

Yk (Any A)k(p)) ~o p en Pu, p € Pr(A) (3.21)

donde (A, A), es el *-homomorfismo M, (A) — M,,(M,(A)) inducido por A, 4.
Probaremos (3.21) la afirmacion (3.20) es similar. En efecto sea {ey, ..., ex,} una
base estandort de C*", 1 una permutacion unitaria en My, (C) € M, (A) que cum-
ple pe; = eni—1)41, ¢ = 1,2,...,k entonces p ~o p @ 0—1)p = 1Yk ((An, 1)k (D)) 2,
para todo p € Pi(A). u

Teorema 3.6.1 (Continuidad de K,)
Sea {A;, ¢i;} un sistema dirigido de C*-algebras y sea A = lim {4;, ¢;;}. Entonces
{Ks(4;), Ko(¢i;)} es un sistema dirigido de grupos abelianos. Y mas atn K,(A) =
Ko (lim { Ay, ¢ij}) = Hm { Ko (Aq), Ko(¢i)}

Prueba. Denotemos por ¢; : A, — A = h’_r}n A; la aplicacién candnica. Como
{A;, ¢i;} es un sistema dirigido entonces ¢;; : A; — A; son *-homomorfismos,
y se verifica ¢;; = @i, ¢r; siempre que j < k < 7,y ¢; = 1; y como K, es un
funtor covariante, entonces Ko(¢;;) @ Ko(A;) — Ko(A;) son homomorfismos de
grupos y ademas Ko(¢;;) = Ko(di) Ko(gr;) con j <k <iy K.(¢;) =1 de donde
{Ko(4;), Ko(¢i;)} es una sucesion dirigida de grupos.

Sea p; : K,(A;) — lim K,(A;) la aplicaciéon candnica puesto que para j < i se

tiene los *-homomorfismo A; % A; %y A = lfm A; y por ende ¢; : A; —
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A = lim A;; entonces al componer ¢; ¢;; = ¢; tenemos Ko(¢;) = Ko(¢pi) Ko(piz),
ahora por la propiedad universal de lim K,(A;) se obtiene un tinico homomorfismo

@ 1im K (A;) — K, (A) tal que ¢; = ¢ ¢; para todo j <
Ko(A;) —2 1im K, (A;)

el

KO(Ai) m)’ Ko(limAZ)

Ko (¢ij)

Figura 3.7: Continuidad de K.

Afirmacion: ¢ es un isomorfismo
En efecto. Tenemos que ¢ : lim K,(A;) — K,(lim A;) es un homomorfismo;

veamos la inyectividad y suryectividad.
i) Inyectividad. Como lim K,(A4;) = U ©0i(K,(A;)), bastarda mostrar que la res-

triccion de ¢ a ¢, (K. (A;)) es inyeictiva para todo j. Debemos mostrar que
i g € Ku(4y) y Ku($5)(9) = (¢ 95)(9) = 0 en K, (A) entonces p;(g) = 0
en el lim K, (A;). Asi sea g = [plo — [s(p)]o para algin p € P,(A;) enton-
ces 0 = Ko(¢)(g) = [gj(p)} — [s (%(p))} en K (A). De aqui existe
m € N y una isometria parciaol w € Mn+m(ﬁ; tal que ww* = %(p) @ 1,
y w'w =s (@(p)) D L.

De otro lado observe que siendo A = 11'_1>n {A;, ¢;;}. Para cada v € Ay
e > 0 existe ¢ arbitrario y suficientemente grande con x; € A; tal que
l|z—¢;(2;)|| < € entonces usando este resultado, existe i > jy 2; € My m(A;)
con ¢;(x;) suficientemente cerca a w, ||¢;(x:) e (x:)* — aj(p) ®lnl < 5
s () di(x;) — s (%(p)) ® 1,| < 3. Tambi¢n para todo n € Ny a €
A, se tiene ||¢n(a)] = mh'_r)nongbmn(a)H, de donde existe k > i tal que
|lwry,— drg (P) B Lol < 3 ¥ ll2fan—s @ky) (P)® 1l < § donde 24 = ().
Ahora de la proposicion 3.2.1. parte (2) gkj(p) @1, ~ s ((Z(p)) @1, en

My An). Asi Kul@1)(9) = [050) @ 1n] = [ (&) @ 1n)] = 0en
K, (A) en consecuencia, ¢;(g) = (¢x ko(Pr;))(g) = 0.
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ii) Suryectividad. Sea [p]o—[s(p)]o € K5(A), para algin p € Py(A) tomando € >
0 existe n € Ny b, € My(A,) tal que ||¢,(b,)—pl|| < . Pongamos a,, = %
Y @m = bnm(ay) para m > n. Cada a,, es autoadjunto y ||é,(b,) — p|| < e.
Tenemos ||én(an — a?)|| < e(3+¢) < § para e suficientemente pequerio. Asi
|am —a2,|| <  para m suficientemente grande. Nuevamente por proposicion

3.2.1. existe p € P(My(An)) tal que [ja, — g|| <  de esta manera tenemos
[6m(@) = pll < §+2 < 1Tuego du(p) ~ p. Asi [plo — [s(p)]o = |Gmla)| -
5 (5n(@))]. = Ka@m)((al = [5(a)]e) por tanto Ko(é) = @ ¢, de donde

se sigue que ¢ es suryectiva. g

3.7. Estabilidad de K,

Considerando K = {f: H — H : f es un operador compacto} donde H es

un espacio de Hilbert separable infinito dimensional.

Definiciéon 3.7.1 Sea A un (C*-algebra, la estabilizaciéon de A es la C*-algebra
K ® A. La propiedad de estabilidad de la K-teoria se expresaréa diciendo que el *-
homomorfismo natural A — K ® A induce un isomorfismo K,(A) — K,(K® A)

(similarmente para K7).

Para cada C*-algebra A construiremos una nueva C*-adlgebra KA la cual sera
llamada la estabilizacién de A y se probara que K A es isomorfo a K ® A.

Ahora consideremos la sucesion de C*-dlgebras

A — L My(A) — P My(A) —P e
a 0
donde las aplicaciones ¢, : M,,(A) — M,,1(A) son dadas por ¢, (a) = )
00

con a € M,(a).
Sea (KA, {K,}) el limite inductivo de esta sucesion donde K, : M, (A) — KA,
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y pongamos K = K, asi K : A — KA la C*-algebra K A es la estabilizaciéon de
A n

Ejemplo 3.7.1 KC= K.
Para probar este isomorfismo elegimos una base ortonormal {e, } -, de H, y sea

H,, el subespacio de H generado por {ey, €s, ..., €, }. Entonces tenemos H,, C H, 1,

paratodon > 1y U H,, es denso en H.
n=1

Sea F,, € B(H) (B(H) conjunto de todos los operadores lineales acotados de H) la
proyeccion en H,, elijamos un isomorfismo «,, : M, (C) — B(H,,) tal que a es la
matriz para la aplicacion lineal ay,(a) con respecto a la base {ey, ..., e, } para cada
a en M,(C).

Podemos identificar B(H,,) con la solibélgebra F,B(H)F, de B(H) es un hecho

standard que K sea la clausura de U F,B(H)F, con estas identificaciones obte-
n=1
nemos el siguiente diagrama conmutativo.

P2 ¥3

FB(H)F, —~ F,B(H)F, —— FB(H)F; ——— ... i x

De aqui se sigue que K es el limite inductivo de la sucesion en la ultima columna
de este diagrama, donde la aplicaciéon coneccién son las aplicaciones inclusion y asi

se tiene que « es un isomorfismo.
Proposicion 3.7.1 KAZK® A

Prueba. Recordando K la C*-algebra de todos los operadores compactos sobre
un espacio de Hilbert separable infinito dimensional. Para cada C*-algebra A de-
finamos las aplicaciones entre las C*-algebras KAy K @ A, o . KA— K® Ay
v : K®A— KA como p(ka) =k®ay Y(k®a)=ka, para k € K fijo pero

arbitrario y para todo a € A pues es facil verificar que ¢ y 1 son *-homomorfismos
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por ejemplo p((ka)*) = p(a*k*) = a*@k* = k*®@a* = (k®a)* = ¢*(ka). Analoga-
mente el resto. También ¢ p(ka) = ¢ (¢(ka)) = Y (k®a) = ka, entonces 1 ¢ = 1,,.
De manera andloga ¢ ¥ = 1gga luego KA=Z KR A. g

Proposicion 3.7.2 (Estabilidad de K.,).
Sea j : A — K A la inclusion canénica de un C*-algebra A sobre su estabilizacion

K A entonces K,(j) : Ko(A) — Ko(KA) es un isomorfismo.

Prueba. El homomorfismo coneccion ¢, 1 : A — M, (A) es dado por ¢, 1(a) =
a 0

00
para cada n. Sea g € K,(KA) entonces g = K.(j,,)(¢') para algin n € N y para

algin ¢ € Ko(M,(A)). Ahora ¢ = K.(p,1)(h) para algin h € K,(A) y de aqui
Ko(7)(h) = Ks(jn ¢n1)(h) = K.(¢') = g por tanto K,(j) es sobre.

y asi la aplicacion Ko(pp 1) @ Ko(A) — Ko(M,(A)) es un isomorfismo

Veamos ahora que K,(j) es inyectiva para lo cual sea K,(j)(h) = 0, para h €
K. (A), entonces Ko(pn1)(h) = 0 para algin n > 2, por la continuidad de K, se
tiene que h = 0 por tanto K,(j) es inyectiva.

Sea H un espacio de Hilbert, y sea la traza de B(H ) dado por T'r(T") = Z (T'(en),en),
n>1
donde {en}n21 es cualquier base ortonormal de H y T cualquier operador positivo

es facil ver de aqui que T'r es independiente de la eleccién de la base {en}n21 y que

Tr(p) = dim(p(H)) para cada proyeccion p en H.
Corolario 3.7.1 K,(A) = K, (K ® A).

Prueba. Se obtiene directamente de la proposicion (3.7.1) y de la proposicion

(3.7.2) m
Ejemplo 3.7.2 K, (K)=Z

En efecto. Sea ¢ : K,(K) — Z tal que ¢([plo) = Tr(p). Ahora identificando
K = KC y considerando la aplicaciéon j : C — KC tenemos el isomorfismo ¢ :
K,(C) — Z tal que ¢;([1],) = 1. Pongamos ¢ = ¢ K,(j)~! : K,(K) — Z por

la identificacion de K = KC, se tiene p = j(1) es una proyecciéon un-dimensional
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en K en consecuencia ¢([pl,) = ¢1([1]) = 1.
Si ¢ es una proyeccion en H arbitraria, entonces p ~ ¢, y asi ¢([q]o) = ¢([plo) =1
finalmente, si ¢ es una proyeccién arbitraria n-dimensional sobre H, entonces p es

la suma de n-proyecciones un dimensionales, y esto se sigue por la aditividad de ¢

que ¢([glo) =n=Tr(q). m

Para cada C*-algebra A, pongamos
TA = C(T, A) (3.22)
donde T'={z € C: |z| = 1}. Tenemos la sucesion exacta corta escindible
O—SA—TASSA—O

entonces K,(TA) = K,(A® SA) = K, (A) ® K,,(SA) = K, (A) ® K,+1(A) para
cada n € Z*. Ademas de (3.22) tenemos T"C = C(T™).
Ejemplo 3.7.3 K, (T"C)=Zy

. 0, n par
K(T"C) = (3.23)
Z, n impar

En efecto. De K, 2(A) = K,(A), (lo cual se probara mas adelante) entonces
usando este hecho y de lo anterior se tiene K,(T'A) = K1(TA) = K.(A) & K, (A)
para cada C*-algebra A. Como T"C = C(T™); usando (3.23) tenemos

Ko (C(T™) = K, (O(T") = 22"
Ejemplo 3.7.4 a) K.(C(T)) 2 Z
b) K,(C(T3)) = 7Z*
¢) K:(C(T) 22

Ejemplo 3.7.5 Para cada entero n > 0 consideremos la esfera n-dimensional
S = {(xl,m2, ey Tpg1) ER™ g+l + L+ 22 = 1}. El tinico punto de com-
pactificacion de R™ es homeomorfico a S™ para n > 1, de donde Co(R"™) = C(S™).

De las siguientes afirmaciones
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. Z, n par
i) Ko(Co(R") =2 K,(C) =

0, n impar

0, n impar

12

i) Ki(Co(R™))
Z, n par

i) Ko(A® B) 2 K,(A) ® K.(B)

Obtenemos que

. 7.® 7, n par
K. (C(S™)) = .
7, n impar
. 0, n par
I (C(S7)) =

Z, n impar

3.8. El n-ésimo grupo de K-Teoria
Sea A un C*-élgebra y X un espacio de Hausdorff localmente compacto. Sea
Co(X,A)={feC(X,A):Ve >0,3K C X compacto, con||f(z)| <&, Vze X\K}
Definicion 3.8.1 El n-ésimo grupo de K-Teoria de C*-algebras A se define como:
K,(A) = K,(S"A)

donde SA={feC(T,A): f(1)=0}=C,((0,1),A) con T ={2€C : |z| =1}

es la suspension de A y la n-ésima suspension de A estd dada por S"A = S(S"1A)

Existe otra forma de calcular el grupo de K;(A) de un C*-algebra.

Sea A un C*-algebra con identidad 1. Denotemos al grupo de elementos unitarios
de A por U(A).

Sea U,(A) el conjunto de todos los u € U(A) tal que u ~p, 1 en U(A)

vacid 8. 1 Uy, V1, Ug, Vg sOn elementos unitarios en un -algebra
Observacion 3.8.1 Si uy, vy, ug, U9 1 t t C*-algebra A

CON Uy ~p, U1 ¥ Ug ~p Vg, entonces ujus ~p U102
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En efecto. Realmente encontramos caminos continuos ¢t — w;; en U(A) de u; a
v; para j = 1,2 esto es

uy ~p, v1 entonces existe ¢ : [0, 1] — U(A) continua tal que ¢(0) = uy y (1) = v;.
ug ~p, v entonces existe ¥ : [0, 1] — U(A) continua tal que ¥(0) = us y (1) = vs.
Definamos w = ¢ : [0,1] — U(A); claramente w es un camino continuo. Mas

aun w(0) = ujuy y w(l) = v1vy puesto que
w(0) = ¢ (0) = (0)1(0) = urug
w(1) = eyp(1) = p(1)9p(1) = v10,
Luego ujus ~p v1v2. m
Lema 3.8.1
1. Para cada elemento autoadjunto h en A, e € U,(A).
2. Siu€U(A) con o(u) # T entonces u € U,(A).
3. Siu,veU(A) tal que ||lu —v|| <2 entonces u ~y v.

Prueba. Ver [2| pagina 48.

Corolario 3.8.1 El grupo unitario en M, (C) es conexo; es decir p,(M,(C)) =
(M (C))

Prueba. Cada elemento unitario en M, (C) tiene espectro finito, por consiguiente

esta en fi,(M,(C)) y asi el resultado.
Proposicion 3.8.1 Si u € U,(A) entonces vuv* € U,(A), para cada v € U(A)

Prueba. Como u € U(A) entonces existe v : [0,1] — U(A) continua tal que
v(0) = w y v(1) = 1. Definamos w : [0,1] — U(A) tal que w(t) = vo(t)v*

claramente w es continua mas ain
w(0) = vv(0)v* = vuv”
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w(l) =vo(1)v* =vlv* =" =1

entonces vuv* ~y, 1.

Por lo tanto vuv* € U,(A) Finalmente como u™t € U,(A), vuv*U,(A) se tiene que
U (A)AU(A) m
Observaciéon 3.8.2
u€U,(A), u€ Ae u=ehehz eihn (3.24)
Para algtin n € N y algunos elementos hy, hs, ..., h, autoadjuntos en A.
En efecto. Escribimos
G = {eihleihQ...eih" calgitnn e Nyhy,...,h, € A autoadjuntos}

Sabemos que e € U,(A), h autoadjunto de A y sea g € G entonces
g = e'mtthn) — ¢ih con b = hy + ... + h, claramente g € U,(A).
Por lo tanto G C U,(A).

Observe también (e?")~! = (cosh+isenh)™ = cos(—h) +isen(—h) = e~ es decir
(ez‘h)—l — e—ih
Asi G es un grupo.

Sea u € U(A) y v € G tal que |ju — v|| < 2 entonces

11 —uv*|| = [Ju—v| <2 (3.25)
pues [|1 —uv™|| = [Juv” — wv™|| = flu(u” — v")|| < [Julllu” — o™ = [Ju* — o7
= [[(u =)l = llu— vl < 2.
Recordar:
Siu,v € U(A) / ||lu—v| < 2 entonces u ~p, v (3.26)

Usando (3.26); de (3.25) se tiene uv* ~;, 1 luego uv* = e, para algtin elemento

autoadjunto h € A entonces u = v € G, por lo tanto esto muestra que G es un
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abierto relativo de U(A).
El complemento U(A) — G es la union disjunta de clases de la forma G, con

ueU(A)ie UA) =UA) -G= ] G.
ucl(A)
Cada una de estas clases es homeomorfica a G por consiguiente abierto (relativo

a U(A)). En consecuencia G es cerrado en U(A).
En conclusion: G # ¢, G C U,(A); G es cerrado y abierto en U(A) y Us(A) es
conexo. Esto muestra que U,(A) = G.

Por lo tanto U,(A) es abierto y cerrado relativo en U(A).

Lema 3.8.2 (Whitehead).

Sea A un C*-algebra unitaria, y sean u,v € U(A) entonces

u 0 uv 0 vu 0 v 0
1. ~p ~p, ~h en U(M(A))
0 v 0 1 0 1 0 u
u 0 10
2. En particular se sigue que ~n en U(Msy(A))
0 u 01
Prueba. Para la parte (1) basta observar
01 10
~h (3.27)
10 0 1
Veamos la parte (2)
u 0 u 0 10 u* 0 10 10
Nh pu—
0 u* 01 0 1 0 1/ \0 1 0 1
u 0 10
Luego ~p
u* 01

Corolario 3.8.2 Si A y B son dos C*-dlgebras y sea ¢ : A — B un C*-

homomorfismo sobre entonces se cumple
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u 0

*

u

2. Para cada u € U(B), existe v € U,(M5(A)) tal que p(v) =

3. Siu€eU(B) y existe v € U(A) tal que u ~, p(v) entonces u € p(U(A))

Prueba.

1.- Sea z € p(Us(A)) entonces z = ¢(u), u € U,(A) de donde existe
v :[0,1] — A continua tal que v(0) = u y v(1) = 1; donde v(t) = vy
Ahora consideremos

0,1] % A B
t— v — p(vr) = (e )(t)

pv:[0,1] — B tal que (¢0)(0) = ¢(v(0)) = ¢(u) y (¢v)(1) = ¢(v(1)) =
(1) =1 entonces @(u) ~j 1 luego z = p(u) € U,(B).
Por lo tanto ¢(U,(A)) C U,(B). Reciprocamente:
Si u € U,(B) entonces por (3.24) se tiene u = eMet2 e para hy,...,h, € B
elementos autoadjuntos. Como ¢ : A — B es sobre entonces existen z; € A;
j=1,2,...n tal que p(x;) = h;.
&l

Pongamos kj = =52, claramente k} = k; también ¢*(x;) = h} siy solo si (x}) =

* .
xj—i-xj

by o(x;) = h; entonces ¢ (T) = L(hj + h;) = h; luego p(k;) = h;.
Escribamos v = e™*et*2.. e entonces v € U,(A) y asi p(v) = u € p(U(A)), por
lo tanto Us(B) C p(U(A). Para el caso (2) y (3) usar lema (3.8.2) g

Sea A un C*-algebra con identidad para cada n € N denotemos por:

y sea
Uso(A) = U Un(A)
n=1
Definimos la operacion binaria @ en U (A) de la siguiente manera:

u 0
udv = € Upim(A), uelU,(A),v €Un(A)
0 v
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La operacion & es asociativa:

udv 0
(udv)Bw= € Upip(A), udv e Uy(A),w € U,(A)

0 w
(g+p)x(q+p)

U 0
0 vw
=ud® (vPdw)

Por lo tanto (u®v) dw =u® (VD wW). m

Denotemos, por 1, la identidad en M, (A) con la convencion de que:
u ® 1, = u para cualquier u € U, (A)

Definamos la relacion ~; en Uy (A) como sigue:

Para u € U,(A) y v € U, (A). Escribamos
u ~1 v siy solo si existe k € N, k> méx{m,n}
tal que u @ 15, ~p v @ 1, en Uy (A). Es facil verificar la siguiente

Afirmacién: ~; es una relaciéon de equivalencia en
Uso(A) = |t (A) = | U(M,(A))
n=1 n=1
Propiedad 3.8.1 u~yu® 1, Vu € U,(A) yneN

Prueba. Para u € U,,(A), para algin m € N consideremos
k > méx {m,n +m} entonces u ® ly_p, ~p (u® 1,) © 1x_(4n) si y solo si

u~udl, =
(u® 1) B L mgn) = U D (Ly @ Lp—(man) = D L, (3.28)
Nota: Para justificar (3.28) basta operar de manera rutinaria.

Propiedad 3.8.2 Si u,v € U,(A) = U(M,(A)) para algin n € N. Entonces
UV ~1 U ~1 U DU
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Prueba. Consideremos k > méx {n} por el lema de Whitehead se tiene

(uwv), 0 (vu), O
~h S uv @ Lp_p ~p vu® 1y,
0 1k—n 0 ]-k—n
S Uv ~p VU

También por el lema Whitehead:

(vu), 0 v 0 u 0
~h ~h
0 1._, 0 u 0 v
kxk

siysolosivu® 1y, ~p u@Dv. n
Propiedad 3.8.3 u® v ~1 v @ u, para cualquier u,v € U, (A)

Prueba. Sea u € U,,(A) = U(M,(A)) y v € Uy, (A) = U(M,,(A)) dos elementos

dados. Pongamos ahora:

0 1,
1, 0
0 1n 0 1 0 1,
Entonces v@u = Z(u®dv)Z*, donde Z* = = =
1, 0 150 1,, 0

Luego Z(u®v)Z* ~ Z [Z*(u @ v)] entonces Z [Z*(u B v)] = (Z2%)(udv) = udv.

Por lo tanto v ®u ~ u®v. g
Propiedad 3.8.4 Si u,u/,v,v" € U(A), u~q vy v~ v entonces
udv~ U P

Prueba.
Afirmacion: (u® 1) @ (v d 1) ~1 (U B v), Yu,v € Uso(A), r,k €N
En efecto.

udly~uyvdl, ~v (3.29)
(uely)ewadl,)=ud(lydv)d1l,; por laasociatividad y propiedad (3.8.3)
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~u® (1 v);  por (3.29)
~1u® (v 1) por la propiedad (3.8.3)
=(u®v)® 1, por la asociatividad
~1 (u®v) por (3.29)
Por lo tanto (u® 1) & (v & 1,) ~1 (u S v).
Afirmacion: u ~, v’ y v ~, v entonces

ud v~y u &V Vu,u' € M, (A), Vo, o' € M,,(A)

En efecto.
Como u ~, u’ entonces existe ¢ : [0,1] — M, (A) continua tal que

©(0) =uy (1) =, donde ¢(t) = ¢;.

Como v ~, v' entonces existe 1 : [0, 1] — M,,(A) continua tal que

»(0) =vy (1) =, con (t) = .

0
Consideremos s : [0,1] — M,1m(A) / s(t) = ot @ ¢y Le. s(t) = ot ,
0 ¥
claramente s es continua pues ¢ y 9 lo son.
Ademas
Yo 0 u 0
S(O):(Po@qﬁo: = =udv
0 s 0 v
o1 0 u 0
s(1) =1 @ = ' = =u e
0 ¢1 0 o
entonces de aqui se tiene
ud v~y u e (3.30)
claramente
1k—(n+m) ~h ]-k—(n—i-m) (331)

De (3.30) y (3.31) tenemos
(U ® V) D Lp—(ngm) ~n (4 V') B Lp—(ngm)
Porlotanto u®@ v ~ v ©v. m
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3.9. El grupo K;(A)

Para cada C*-dlgebra A se define

Observacién 3.9.1 Si A denota la unitizacion, del algebra A entonces

K1(A) = Kl(A)

Si A es un C*-élgebra sin identidad, el grupo K;(A) se define como K (A) es decir

K1(A) = Kl(A)

Denotemos por [u]; a la clase de equivalencia de u € Uy (A),

Definamos la operacion binaria ” + 7 en K;(A) por
[}y + [vl = [u© v]y

donde u, v € Uy (A), la aplicacion ” +7 estéa bien definida, més atn es conmutativa
y asociativa,

El elemento neutro de K7(A) es [1];: y el inverso de [u]; esta dado por —[u]; =
[u*]; para cada u € U, (A)

De esta manera tenemos la siguiente

Proposiciéon 3.9.1 (K;(A),+) es un grupo abeliano
Proposicion 3.9.2 Sea A un C*-algebra, entonces

Ki(A) = {[uh Lue uoo(j)}

y la aplicacion [-]; : U (A) — K7 (A) tiene las siguientes propiedades:
1. [U@U]lz [U]1+[U]1

3. Siu,v €U, (A)y u~y v entonces [ul; = [v];
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4. Siu,v € U,(A) entonces [uv]; = [vu]; = [u]; + [v];

5. Para u,v € U,(A), [uy = [vh S u~v

Prueba. Analogo a la proposicion (3.6.3) u

Proposicion 3.9.3 (Propiedad universal).

Sean A un C*-algebra, G un grupo abeliano, y sea 7 : Uy (A) — G una funcion

con las siguientes propiedades:

Loy(u@v) =~(u) +7(v)

2. y(1)=0

3. Siu,v €U, (A)y u~yp v entonces y(u) = v(v)

Entonces
Existe un tnico homomorfismo de grupos a : K1(A) — G que hace conmutativo

el siguiente diagrama

Use(A)
[']1\ \
K1(A) e G

Figura 3.8: Propiedad universal de K.

Prueba. Analogo a la proposicion (3.3.3).

Proposicion 3.9.4 Sea A un C*-dlgebra con unidad entonces existe un isomor-

fismo p: Ki(A) — M@“’N—(lm, haciendo conmutativo el siguiente diagrama
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Uso (A
Ky(A) —— )
~1
Figura 3.9: Isomorfismo de K;(A) y UOO(A).
~1

donde p(a + af) =acona € A, a € C, parag: A+Cf,y f=157— 14;
donde ademéas K (A) esta dado en la proposicion (3.9.2)

Prueba. La aplicacion p: A — A dado por p(a+af) =aconac Ay a € C es

un *-homomorfismo, p se puede extender aun C*-homomorfismo p : M, (A) —
M, (A) dado por
pin ((@ig)nxn) = (1(@i5))nxn

para cada n € N. Escribiremos simplemente y en vez de yu, para cada n € N.

Afirmacion: p(Us(A)) C Us(A)

En efecto. Sea w € ju(Us(A)) probemos que w es un elemento unidad en U tn(A).

~n:1

Claramente (1(Use(A)) C Uso(A) entonces w = p(v) para algin ve Us(A), de don-

*

de ve U, (A), para algin n € N asi vv* = 1 = v*v luego ww* = pu(v)u(v)* =
p(V)pu(v*) = p(vv*) = p(1) = 1. Anélogamente w*w = 1 por tanto w es una uni-
dad.

De aqui obtenemos una aplicacion p : Use(A) — Uso(A) lo que claramente se

nota que p es suryectiva.

Afirmacion:

(1) p(w) ~1 p(v) siy solo si w ~q v para todo v,w en Uy (A).
(i) pu(w ®v) = p(w) @ u(v) para todo w,v en Us,(A).
En efecto.
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(i) Para mostrar esta afirmacion (i) es suficiente mostrar que p(w) ~p pu(v) si
y solo si w ~y, v para todo w,ve Z/In(;{) y para todo n € N. Veamos esto
es inmediato ver que si w ~j, v para todo w,ve L{n(;{) y para todo n € N,
entonces p(w) ~p p(v).
Ahora veamos si ju(w) ~p, u(v), en U, (A) para w,ve U, (A) con n € N por la
aplicacion de p podemos encontrar ws, v, en U, (Cf) tal que w = p(w) + wo
y v = p(v) + v, recordando si w es unitario en A con oa(w) # T', entonces
w ~p, 1 en U(A) entonces usando este resultado tenemos que w, ~; 1y
Vo ~p 1(1 ~p, v,) de donde w, ~ v, en U,(Cf). Esto prueba que w =

[1(w) + wo ~p (V) 4 Vo = v en Uy (A).

(ii) Esto se sigue inmediatamente de la definiciéon de aplicacion p finalmente por

teorema de isomorfismos (pasa al cociente) tenemos que el diagrama

Conmuta mas ain p es un isomorfismo. g

Observacion 3.9.2 Si A tiene identidad identificaremos K7(A) con M’Z—(IA) via el

isomorfismo p de la proposicion (3.9.4) mas atin como consecuencia directa de esta

proposicion se obtiene que K;(A) = K;(A) para cada C*-algebra A.

Ejemplo 3.9.1 K,(C) = K;(M,(C)) = 0. Mas generalmente, K;(B(H)) = 0
para cada espacio de Hilbert H
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3.10. El funtor K,

Sean A, B dos C*-algebras, y sea ¢ : A — B un *-homomorfismo enton-
ces ¢ induce un *homomorfismo unitario 3 : A — B, que extiende a un *-
homomorfismo unitario @ : M, (A) —s M, (B) para cada n € N esto d4 una apli-
cacion @ : poo(A) — fioo(B) y definimos v : Uso(A) — K1 (B) por v(u) = [o(w)]1
para cada u € UOO(E) y usando la propiedad universal de K; se concluye que existe
un dnico homomorfismo de grupos Ki(p) : K1(A) — K;(B) con la propiedad
Ki()([uh) = [P(w)h, para u € Usg(A).

Resumiendo: Si A y B son C*-algebras con identidad y ¢ : A — B es un *-

homomorfismo que preserva identidades, entonces

Ki(p)([ulh) = [p(uw)]y - Vu € Us(A)

La proposicion siguiente muestra que K; es un funtor invariante homotopico lo

cual preserva cero.

Proposicion 3.10.1 (Funtorialidad de K, ).
Sean A, B, C tres C*-algebras con identidad, y sea ¢ : A — By ¢ : B — C dos

C*-homomorfismos. Entonces
i) Ki(14) = Lk (a)

i) Ki(¢ ¢) = Ki(¢) Kai()

En particular K; es un funtor. Ademas

iii) K, ({0}) = {0}
iv) K1(0p.a) = Ok (B), K1 (4)

Prueba. Es rutinario aplicando la definicion de K (¢p).

Proposicion 3.10.2 (Invarianza homotépica de K;)

Sean A, B dos C*-algebras entonces
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i) Si 9,9 : A — B son *-homomorfismos homotopicos, entonces Ki(p) =

Ki().

ii) Si Ay B son equivalentes homotépicamente entonces K;(A) = K (B). Mas
precisamente, si A % B % A es una homotopia entonces K 1(¢) : K4(A) —
Ki(B) y Ki(¢) : Ki(B) — K;(A) son isomorfos, mas atn K;(¢)™' =
Ka().

Prueba.

i) Como ¢ ~ 1) entonces existen ¢, : A — B, t € [0,1], caminos de *-
homomorfismos tal que v, = ¢ vy v1 = ¥, y t —> @(a) es continua para
todo a € A asi el *-homomorfismo inducido & : M, (A) —s M, (B) preservan
identidad, y las aplicaciones t —s @(a) son continuas para cada a € M, (A).

De aqui ¢(u) = @o(u) ~p @1(u) = ¥(u) en U, (B), para todo u € U,,(A). De
esto se sigue que Ky () ([u]1) = [F(w)] = [ ()] = Ki(v)([ul).

ii) Como A ~ B, entonces A > B % A es una homotopia entonces ¢ ¢ =~
14 también B % A% Bes una homotopia entonces ¢ 1 ~ 1g, luego

Ki(¢) Ki(p) = Ki((1a) = 1x,a) ¥ Ki(p) Ki(¥) = Ki(1) = 1, () por lo
tanto K1(A) = K1(B). =

Lema 3.10.1 Sean A y B dos C*-algebras, sea ¢ : A — B un *-homomorfismo,
y sea g € Ker(K;(y)) entonces

(i) Existe u € Uy (A) tal que g = [ul1, y @(u) ~p 1.

(ii) Si ¢ es suryectiva, entonces existe u € U (A) tal que g = [u]; y @(u) = 1.
Prueba.

(i) Elijamos un elemento ve Uy, (A) con g = [v]; entonces [3(v)]; = 0 = [1,0]1.
De aqui existe n € ZT con n > m tal que @(v) ® 1y ~p 1 & Ly = 1.

Pongamos u = v&1,,_,, entonces [u]; = [v]1 =gy @(u) = p(v)BL—p ~p 1n.
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(i) Usando (i) encontramos ve U, (A) con g = [v]; y @(v) ~p 1 entonces existe

*

w € U,(A) cumpliendo p(w) = @(v) y asi w ~; 1. Tomando u = w*v
entonces ¢ = [vj; = [wuly = [whiu)i = [1[u]y = [u);. Tambiétn P(u) =

pwv) = @o(w)ev) =1. =

Proposicion 3.10.3 (Semiezactitud de K;)

Sea

8 J—-a4-—".B ) (3.32)

una sucesion exacta corta de C*-algebras entonces la sucesion

Ki(p) Ki1(¢)

Ki(J)

Ki(A)

K,(B) (3.33)

es exacta. Ademaés si la sucesion (3.32) es exacta escindible con una aplicacion

escindible A : B — A, entonces la sucesion

Ki(p) Ki(4)
Ki(J) - Ki(A) —— Ki(B)

o) o) (3.34)

es exacta escindible con una aplicacion escindible K;(\) : K1(B) — K;(A).

Prueba. Como la sucesion (3.32) es exacta entonces ¢ ¢ = 0 de donde K (¢ ) =
0 si y solo si K1(v) Ki(p) =0, de aqui Im(K;,(p)) C Ker(K,(1)). Para el otro
contenido, sea g € Ker(K;(¢)). Usando el lema (3.10.1) parte (ii) podemos en-
contrar un elemento unitario u € U,(A) con g = [u]; y ¢ (u) = 1. De otro lado
sabemos que para la sucesién exacta corta de C*-dlgebras, y para n € N se tiene
que a € Im(th,) si y s6lo si ¥,(a) = S, (¢ (a)). Entonces por este hecho obtene-
mos un elemento unitario ve U, (J) tal que $(v) = u entonces [v]; € Ki(J) y asi
Ki(p)([v]1) = [@(v)]1 = [u]1 = g por tanto el resultado.

Ahora supongamos que la sucesion (3.32) es exacta escindible entonces la sucesion
(3.34) es exacta en K;(A) y por la funtorialidad de K tenemos K;(¢) Ki(\) =
Lk (B), ¥ de aqui la sucesion (3.34) es exacta en K;(B) (y K;(A) es una aplicacion

escindible). Queda mostrar que K;(p) es inyectiva. En efecto sea u € U, (J) tal

que Ki()(Ju]1) = [1];. Entonces existe m € N tal que diag(p(u), 1) ~n Lptm.
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Sea t — w; un camino continuo en U, ., (A) conectando diag(p(u), 1m) ¥ Lytm-
Aplicarfamos ¢! a w; para concluir que diag(u, 1,,) es homotépico a la identidad.
En general, esto es imposible ya que alguno de los w; pueden estar fuera del ran-
go de . Sin embargo, con la presencia de una aplicacion escindible A podemos
corregir el camino w; poniendo v; = w;(X ©)(w;) entonces w; es un camino con-
tinuo en Uy, pm(A) conectando diag(F(u), 1) (A J)dz'ag({o’(u*), 1) v Lyim. Puesto
que (v;) = 1,4m para todo ¢, de donde cada v, € Im(®). Asi !(v;) es un
camino continuo en Uy (J) conectando diag(u, 1,)3 " [(X O)diag(F(u?), 1m)] y

Lytm puesto que =1 | (A @)diag(p(u*), 1m)] es una matriz escalar.

Esto es homotopico a la identidad. Asi

[u]l = [dzag(u, lm)]l = [dlag(u> 1m)&_1(x J)dlag(&(U*)> 1m)]1 = [1]1
y por lo tanto la aplicacion K;(p) es inyectiva. g

Proposicion 3.10.4 (continuidad de K,)

Sea A = li_r)n {A;, ¢;;} el limite inductivo de una sucesion de C*-algebras, y sea
¢; : A; — A las aplicaciones candnicas. Sea G = lii)n {K1(Ai), K1(¢ij)} el limite
inductivo correspondiente a la sucesion de grupos abelianos. Y sea ¢; : Kq(4;) —
G las aplicaciones candnicas entonces existe un isomorfismo 7 : G — K;(A) tal

que para todo ¢ > j el diagrama siguiente conmuta

Pj

Ki(4A) G

(3.35)
Ki(A)) Ko K1(A)

Figura 3.10: Continuidad de K;.

Prueba. La propiedad universal del limite directo G de la sucesion siguiente
{K:1(4;), Ki(¢i;)} produce un tnico homomorfismo 7 : G — K;(A) haciendo

al diagrama (3.35) conmutativo. Mostraremos que 7 es biyectiva.
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» Suryectividad Sea v € U (;{) sabemos que para cualquier u € A y e >
0 existe i-suficientemente grande y un elemento unitario w € A; tal que
llu — ¢;(w)|| < e entonces usando tal hecho, existe i y w € U(A;) tal que
lu — ¢s(w)|| < 2. Asi u y ¢;(w) son homotopicos en U, (A) de aqui [u]; =

[5z(w)]1 = Ki(¢:)([w]1) = (7 i)([w]1) vy asi T es suryectiva.

= Inyectividad Basta mostrar que para cada j la restricciéon de 7 a la imagen
de p; es inyectiva. Asi sea u € Un(gj) tal que (7 ¢;)([u]1) = Ki(¢;)([u)1) =
[@(u)]l = [1]; en K;(A). Mostraremos que ¢;([u];) = 0 en G realmente,
existe m tal que diag(gj(u), L) ~n Lytm en Upim(A). También se tiene:
"siu € U(gj) tal que ¢;(u) ~, 1 en A, entonces existe i arbitrariamente
grande tal que ¢;;(u) ~p 1 en /L”de esta manera usando este resultado
existe i > j tal que diag(qgij(u), 1,,) es homot6pico a 1yyp,. Asi [¢ii(u)]s =
[diag(¢i;(u), 1,,)]1 = [1]1. En consecuencia, ;([u)) = (¢i K1(di))([u]1) =0

asl 7 es inyectiva. g

Proposicion 3.10.5 (Suma Directa)
Sean A y B dos C*-algebra entonces K;(A @ B) = K;(A) ® K;(B). Mas especifi-
camente, siiy : A — A® Byig: B— A® B son las aplicaciones inclusion,

entonces la aplicacion

(9, h) — Ki1(ia)(g) + Ki(ip)(h)
es un isomorfismo de grupos

Prueba. Consideremos el diagrama

v

@ Ki(A) —— Ki(A) ® Ki(B) —— Ki(B) @
I Ki1(ia)®K1(iB)
) K(A) o Ki(A® B) ) K,(B) o)
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donde 7(g) = (g,0), 7(g,h) = h y donde mg(a,b) = b claramente las filas en el
diagrama son exactas y el diagrama conmuta puesto que 7 is(a) = mp(a,0) =0
y 7p ig(b) = m5(0,0) = b el lema del quinto muestra que K;(ix) ® K1(1p) es un

isomorfismo. g

Proposicion 3.10.6 (Estabilidad de K,)
Sea A un C*-algebra

(i) Para cada n € N, tenemos K;(A) = K (M, (A)).
Mas especificamente, sea ¥ : A — M, (A) tal que (a) = diag(a,0,_1)
entonces K;(v) : K1(A) — K1(M,,(A)) es un isomorfismo.

(ii) Sea K la C*-algebra de operadores compactos entonces
Ki(A) =2 Ki(A® K)

Mas especificamente, sea p una proyeccion minimal en K y sea ¢ : A —
A ® K la aplicacion ¢(a) = a ® p entonces Ki(p) : K1(A) — K1(A® K)

es un isomorfismo.
Prueba.

(i) Consideremos el siguiente diagrama

O A A C O

P P e

0] M, (A) —— M, (A) — M,(C) 0]

el cual es exacta con las filas escindibles de aqui se sigue el diagrama siguiente

O Ki(A) Ki(A) K,(C) O
Ki(4) \ K1() Ki1(yc)
O K1(My(A)) —— K, (M,(A)) — Ki(M,(C)) O
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También es conmutativo por el lema del quinto se tiene que Ki(?)) es un

isomorfismo.

(ii) Puesto que A® K = A® (Iim M, (C)) = lim M,,(A) lo requerido se sigue de
la parte (i) y de la continuidad de Kj.

Ejemplo 3.10.1 Para el algebra K de operadores compactos sobre un espacio de

Hilbert, se tiene que K;(K) = 0.

En efecto. Sabemos que K;(C) = K;(M,(C)) = 0; especificamente, K,(B(H)) =
0, para cada espacio de Hilbert H, por la proposicion (3.10.6), K;(K) = K;(C) =
0. m
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Capitulo 4

Periodicidad de Bott

En este capitulo introducimos la aplicacién indice asociada a una sucesion
exacta corta de C*-algebras.

Mostramos que cada sucesion exacta corta de C*-algebras
O—1—A—DB—0

Induce una sucesion exacta de K-grupos con la aplicacion indice 6; : K1(B) —
K,(I) obteniéndose la coneccion entre Ky y K,. Se establece ademéas un isomor-
fismo entre K;(A) y K,(SA) para cada C*-algebra A.

Desarrollamos los K-grupos de mayor dimensién que son definidos de manera in-
ductiva como K, 1(A) = K,(SA), para cada entero n > 1. También se define los
K-funtores, K, y se muestra el isomorfismo de K,,(A) y K, +2(A) para cada entero

n > 2.

4.1. Definicién de la aplicacién indice

Dada una sucesion exacta corta de C*-algebras.
0—1-454%B—0

Estudiaremos la existencia de un homomorfismo de grupos 0, : K1(B) — Ko(I)

denominada aplicaciéon indice u homomorfismo conexién. La definicion de la apli-
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cacion indice esté basada en los lemas siguientes:

Lema 4.1.1 Supongamos que tenemos la sucesion exacta corta

O—I1-54%B-—50

de C*-algebras, y sea u € U,,(B) un elemento dado

1. Existe un elemento unitario v € Us,(A) = U(My,(A)) y una proyeccion

p € Pon(l) = P(Ms, (1)) tal que

~ u 0 1, 0 1, 0
0 u” 0 0 0 0

2. Sivy pson comoen (1), ysi w € Usp(A) = U(M2,(A)) ¥y q € Pan(l) =
P(Ma, (1)) satisfacen

entonces S(q) = diag(1,,0,) y p ~y q en Pa, (1)

Prueba.

1. Aplicando el corolario (3.8.2) parte (2) se tiene que existe v € Uy, (A) tal que

~ u 0
P(v) = = diag(u,u")
0 u
Asi que
~ 1, O ~ ~[1, 0} ~
v v vt | =v()Y P(v7)
0 0 0 0
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1, 0
0 0

o (1. 0 1, 0
ie. v | v vt =

0 O 0 0
De otro lado la aplicacién ¢, = ¢ : M,(I) — M, (A) es inyectiva y existe
pE Mm(f) tal que {ﬂv(p) = vdiag(1,,0)v*. El elemento p es una proyeccion

puesto que

- 1, 0
(@) = P(vdiag(l,, 0) v*) =
0 0

se sigue que

S(p) = diag(1,,0)

. El argumento en (1) usado para mostrar que S(p) = diag(1,,0,) también
muestra que S(q) = diag(1,,0,).
Note que

P(wv”) = P(w)p(v*) = = = = lan

Por el lema (3.6.2) existe un elemento z € M, (I) tal que (z) = wo*, y 2

es necesariamente unitario porque ¢ es inyectivo.

Entonces ¢(zpz*) = ¢(2)o(p)@(z*)
1, O
~ (o) |0 0| (woty
0 0
= wv* |v v v w
0 0
1, 0) .
0 O
= ¢(q)
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asi zpz* = ¢ pues ¢ es inyectiva. Por lo tanto p ~, ¢ en P, (I) por definicion
de ~,. m

Definamos v : Use(B) — Ko(I) como v(u) = [pls — [s(p)]o para u € Uy,(B)
donde p € P, (I) corresponde a u como el lema (4.1.1) parte (1).
Afirmacion: La aplicaciéon v esta bien definida.

En efecto. Sean u,w € Z/{n(g) tal que u = w entonces existen p,p; €
Pon(I) correspondientes a u, w respectivamente. Asi v(u) = [plo — [s(p)]o ¥
v(w) = [p1]o — [s(p1)]o por (2) del lema (4.1.1) tenemos que p ~ p; entonces
[Plo = [pilo v [s(P)]o = [s(p1)]o, luego v(u) = v(w). u

Lema 4.1.2 La aplicacion v : Uy (B) — K, () tiene las siguientes propiedades

1. v(ug @ ug) = v(ug) + v(ug), Yuy, us € Us(B)
2. v(1)=0
3. Stup,uy € Un(g) y Uy ~p, ug entonces v(uy) = v(ug)
4. v(yh(u)) = 0 para cada u € Uso(A).
5. Ko(¢)(v(u)) = 0 para cada u € Us(B)
Prueba.
1. Para j = 1,2; sean uy € Uy, (B) y uy € Up,(B) elementos dados. Elijamos

V1 € Uin (A), Vo € Z/{an (A) yp e P2n1 ([), P2 € 732”2(7) satisfaciendo

~ up 0 ~ 1, O . 1, O
Y(v1) = , P(p1) = v vy, S(p1) =
0 uj 0 0 0 0
~ uy 0 B 1, O . 1, O
¢(U2) = ) <p(p2) = U9 Uy, S(Pz) =
0 wj 0 O 0 O
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Asi que v(u1) = [p1]o — [s(p1)]o ¥ v(ua) = [pa]o — [$(p2)]o introducimos ele-

mentos y € u2(n1+n2)(c>v v E u2(n1+n2)(c> ype u2(ﬂ1+n2)([> por

l, 0 0 0
0 0 1, 0 v 0 p 0
y = , v=y Y, p=y y
0 1, 0 0 0 vy 0 po
0 0 0 I

entonces por el lema (4.1.1) parte (1) se tiene

uy 0 0 0
~ u 0 0 w 0 O
qp(v) = =
0 u* 0 0 wuy O
0 0 0 w
~ 1n 0 % 1n1+n2 0 *
P(p) =v vt =w v
0 0 0 0

y asi v(ug ® uz) = [plo — [5(P)]o = [P1 ® p2lo — [8(p1 B p2)]o = v(u1) + v(u2)
porque p ~y p1 D po.

. (1) = 0 es consecuencia inmediata de (4) que lo probaremos mas adelante
pués p = diag(1,,0).

. Elijamos v, € Us,(A) y p1 € Pan(I) tal que

~ Uq 0 . 1n 0 "
P(vy) = . o) =0 Uy
0 wuj 0 0

entonces por definicion de v : Us(B) — Ko(I) se tiene v(uy) = [p1]o —
[s(p1)]o como ujus ~p 1 ~j wjui entonces usando el corolario (3.8.2) se
obtiene que existen elementos unitarios a,b € M,(A) tal que ¥(a) = uluy y

¥ (b) = wyus pongamos vy = vydiag(a,b) en Ua, (A) obteniendose

~ 0
Y(vg) = "

*
0w



1, 0 a 0\ (1, 0\
Vg vy =1 diag*(a, b)vy
0 O 0 b 0 0
a 0 a0\ |
= U /Ul
0 0 0 b

1, 0\ .
=1 Ul
0 0

= p(p1)

Por definicion de v concluimos que v(us) = [p1]o — [$(p1)]o = v(u1)

4. Pongamos v = diag(u,u*) en Us,(A) vy p = diag(1,,0) en Py, (I) de este

' s(1,) 0 1, 0
ultimo S(p) = = = p; entonces
0 O 0 0

9(v) = Pldiag(u,u)) = (M ~0*)

luego v(¥(u)) = [plo — [s(p)lo = [plo — [plo = 0.
5. Tenemos

= S(@(p)) = #(5(p))

s 5(p) ~u s(3(p)) en Ma,(A); cuando p es una proyeccion en Moy, (1)

asociado a u; nuevamente por el lema (4.1.1) parte (1) se tiene



=0 pues §(p) ~u s(@(p)) =

Definiciéon 4.1.1 (Aplicacion indice).

Supongamos que tenemos la sucesion exacta corta:

O—IT-5A4A%B—0

Sea v : Ux(B) — Ko(I) la aplicacion dada por

v(u) = [plo — [s(p)]o (4.1)

Cuando u € Uy, (B) y p € Pan(I) correspondiente a u como en el lema (4.1.1) parte
(1). Por el lema (4.1.2) la aplicacion v : Us (B) — Ko (I) verifica las condiciones
1,2 y 3 de la propiedad universal de K7, de donde existe un tinico homomorfismo

de grupos 6; : K1(B) — K,(I) haciendo conmutativo el siguiente diagrama.

Figura 4.1: Aplicacion indice.

91 [-]1 = v al homomorfismo 0; se denomina aplicacién indice asociada a la

sucesion

O—IT-A4A%B—0
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Proposicion 4.1.1 (Propiedades bdsicas de la aplicacion indice).
Sea O — I -25 A Y5 B — O una sucesion exacta corta de C*-algebras, n € N,

v u € Up(B), v € Usyp(A) y p € Pan(I) satisfacen:

0 0 0 u*

Entonces 61 ([u]1) = [plo — [s(P)]o-

Ademaés se verifica:

L o1 Ki(y) =0
2. KO(QO) 51 =0
Prueba. De (4.1) obtenemos que 6, ([u],) = v(u) = [plo — [s(p)]o,

1- Ko(¢) 01([u]1) = Ko(¢)(v(u)) = 0 por el lema (4.1.2) parte (5).
2 61 K1(v)([ulh) = 61 (K1 () ([u]) = 61([(w)]h) = v(db(w) = 0.

Proposicion 4.1.2 (Naturalidad de la aplicacion indice).

Sea O ] —2 4 v B O (4.2)

B

O I — A’ — B’ O (4.3)
¢ P

Un diagrama conmutativo con filas exactas de C*-algebras, y donde «, 8 y v son
*_-homomorfismos. Sean §; : K1(B) — K,(I) y 0; : K1(B') — K,(I) las apli-
caciones indices asociadas con las sucesiones exactas (4.2) y 4.3) respectivamente

entonces el diagrama

Ki(B) —— K.(I)
K1(B) Ko(v)

K (B — K. (I')

Figura 4.2: Conmutatividad de las aplicaciones indices.
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es conmutativo

Prueba. Sea g € K;(B) asi encontramos un n € N y un elemento unitario v €
U, (B) tal que g = [u];.
Por el lema (4.1.1) parte (1) existen v € Us,(A) y p € Pan(I) tales que

( ) v(t )

Pongamos v' = a(v) € Ugn Yy p =7(p) € Pgn( ") entonces

||
—~
N
—~
<
~—
~—

*
I

c\'\
<
—

0 0 0 0

Por la definicion (4.1.1) [5, Ky(8)] (9) = 6, [K1(8)(9)] = & [K1(8)([ul)] = 8, ([B(w)]1) =
Pl = [S®)le = @)l =[SO = B
]

(
Ko(7)([S(p)]o) = Ko(7)([plo — [S(P)]o) = Ko(7)(01([u1)) = Ko(7) 0u([u1).
Luego 6, K1(B) = K.(7)01. m

4.2. Operadores de Fredholm e indice de Fredholm

Sea H un espacio de Hilbert infinito dimensional, separable y recordemos
K ={f € B(H): foperador compacto}
yQ(H) = % el algebra de Calkin, tenemos asi la sucesion exacta corta
O — K - B(H) = Q(H) — O
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Teorema 4.2.1 (Atkinson).
Sea T' € B(H), son equivalentes:

i) dim(Ker(T)) < ooy dim(coker(T)) < oo.

ii) Existe un operador S € B(H) tal que (1 — ST) y (1 —T'S) son operadores

compactos.

iii) m(T') es invertible en Q(H). Ademas si T satisface las condiciones anteriores

entonces T'(H) es cerrado en H.

Prueba. Ver [10] pagina 165

Definiciéon 4.2.1 Un operador de Fredholm sobre un espacio de Hilbert H es un
operador T' € B(H) que satisface cualquiera de las condiciones equivalentes del

teorema de Atkinson. Denotemos por
®(H)={T € B(H) : T es un operador de Fredholm}
Definimos el indice de Fredholm de un operador de Fredholm 7" como
indice(T) = dim(Ker(T)) — dim(coker(T)) € Z

Teorema 4.2.2 Si T € ¢(H) y K es un operador compacto entonces indice(T +
K) = indice(T)

Prueba. Ver [10]| pagina 166
Corolario 4.2.3 Si T, L € ¢(H) entonces indice(T'L) = indice(T) + indice(L)

Prueba. Supongamos primero que indice(T) = 0, y sea R un operador de rango

finito tal que T+ R es invertible entonces
indice(T'L) = indice(TL + RL) = indice((T + R)L) = indice(T)

Ahora supongamos que indice(T) = k > 0, y sea S € B(H) tal que S(&,) = &ny1,
donde {{,},_g,.. es base ortonormal de H, de donde indice(S) = —1 y de aqui

geee
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indice(S*) = —k y indice((S*)*) = k entonces indice(T®S*) = 0 ahora indice(T L®
S¥) = indice [(T ® S¥)(L ®1)] = indice(L ® 1) = indice(T) en consecuencia, se

tiene
indice(TL) = —indice(S*) + indice(1) = indice(T) + indice(L).

Proposicion 4.2.1 La aplicaciéon indice es localmente constante y continua en

norma.

Prueba. Sea T un operador de Fredholm y sea S su paramétrico. Sea K un ope-
rador compacto tal que T'S = 1+ K. Es suficiente mostrar que si L es de Fredholm
tal que ||L — F|| < ”—é” entonces indice(T) = indice(L).

En efecto, el operador (L—T)S+1 es invertible, puesto que su distancia de la identi-
dad es menor que 1. Asi indice(L)+indice(S) = indice(LS) = indice[(L —T +T)S]

indice[(L —T)S + 1+ K] = 0. Luego indice(L) = —indice(S) = indice(T). u

Definicion 4.2.2 Si F L son dos operadores de Fredholm. Se dice que F'y L
son homotopicos si existe caminos continuos en norma de F' a L consistiendo de

operadores de Fredholm.

Proposicién 4.2.2 Dos operadores de Fredholm son homotopicos si y solo si ellos

tienen el mismo indice.

Prueba. Sean F, L en ®(H). Supongamos que F ~ L y sea t — V; caminos con-
tinuos de operadores de Fredholm de 7" a L entonces la aplicacion t — indice(V;)
es continuo y de aqui es constante. Para el reciproco primero observemos que cada
V € ®(H) con indice(V) = 0 es homotopico a 1, en efecto existe un operador
de rango finito tal que V + R es invertible entonces t — V 4 tR es un camino
conectando V' a un elemento invertible, y en B(H) el grupo de invertibles es un
camino conexo. Ahora supongamos que indice(T) = indice(L) entonces TL* y

L*T tienen indice cero y asi son homotopicos a 1 en consecuencia, los operadores

T,T(L*L) = (TL*)T y L son homotopicos.
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Ejemplo 4.2.1 Sea u un elemento unitario en M, (Q)(donde Q = Q(H)) y sea
U € M,(B(H)) tal que m(U) = u, entonces U es un operador de Fredholm en

@ H. Definamos una aplicacion p : o (Q) —> Z como p(u) = indice(U). De las
propiedades del operador de Fredholm se sigue que u satisface las condiciones de
la propiedad universal de K7, asi existe un homomorfismo indice : K1(Q) — Z
tal que indice([u]y) = p(U) = indice(U); claramente el indice es un isomorfismo.

Asi Kl(Q) =7. n

Proposicion 4.2.3 Para cada operador de Fredholm T sobre H; indice(T) =
(Ko(Tr) 61)([7(T)]1) donde 67 : K1(Q(H)) — Ko (K)

Prueba. Ver [10]| pagina 168

Ejemplo 4.2.2 (El K;-grupo del dlgebra de Calkin).

La sucesién exacta corta
O — K - B(H) = Q(H) — O

induce la sucesion exacta

Ki(K) — Ry (B(H)) 2 K (Q(H))
61
KAQ(H)) L ko (B(H) — K, (K)

Sabemos que K;(B(H)) = 0 = K,(B(H)), entonces se tiene la sucesion exacta
siguiente

O — Ki(Q(H)) 25 K (K) — O

claramente 4; es isomorfismo, de donde K (Q(H)) = K,(K) = Z

Proposicion 4.2.4 Considerando la definicion (3.5.1); con relacion a un levanta-

miento se tiene las propiedades siguientes
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1. Cada elemento b € B tiene un levantamiento a € A con ||al| = ||b]|

2. Cada elemento autoadjunto b € B levanta un elemento autoadjunto a € A

ademas el elemento autoadjunto a puede ser elegido tal que ||a| = ||b]|.

3. Cada elemento positivo b € B levanta un elemento positivo a € A ademas el

levantamiento positivo puede ser elegido tal que ||a|| = ||b]|.
4. Un elemento normal en B en general no levanta un elemento normal en A.
5. Una proyecciéon en B en general no levanta una proyeccion en A.

6. Un elemento unitario en B en general no levanta un elemento unitario en A,

cuando A y B son C*-algebras unitarios.

Prueba. Ver [10] pagina 27. u

4.3. La aplicacion indice e isometrias parciales

Lema 4.3.1 Seat : A — B un *-homomorfismo suryectivo entre las C*-algebras
Ay B, supongamos que A tiene unidad, en lo cual también B tiene unidad y v

preserva unidad. Entonces para cada elemento unitario v en B existe una isometria

u 0
parcial v en Ms(A) tal que ¥ (v) =
0 0
Prueba. Tomando a € A un levantamiento de u con |la|] = 1 y pongamos
a 0 .
v = entonces
1-a*a11/2
(=0
a* 0 a 0

[(1—a*a)]"? 0) \(1—a*a)'? 0

a*a O
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10
0 0
= diag(1,0)

lo cual establece que v es una isometria parcial, usamos la identidad

V[0 —aa)?] = (1 —uw)? =0

para ver que el resultado se cumple, esto es ¥ (v) = ! pues,
0
a 0 Y(a) 0 ¥(a) 0O
(1—a*a)'’? 0 Y [(1—a*a)? 0 0 0
a u 0
entonces ¥ (v) = vl = Cm
0 0 0 0

Proposiciéon 4.3.1 Sea O — I - A %y B — O una sucesion exacta corta

de C*-algebras. Sean n,m € N tal que n < m; u € U,(B) elemento unitario y

~ ~ u
v € M,(A) una isometria parcial tal que ¢ (v) = . Entonces

0 Om—n
Ly, —v*'v =@(p) y L, — vv* = @(q)

para algunas proyecciones p, g € P,,,(I), y la aplicacion indice 6; : K1(B) — Ko(I)
es dado por d1([u]1) = [plo — [glo-

Prueba. Ver [10]| pagina 158

Observacion 4.3.1 Si [ es un ideal en Ay ¢ : I — A es la aplicacion inclusion

entonces: 01 ([u];) = [ — v*v]o — [ — v0*]6, donde m,n € ZT, m >nu € Un(é)

y v es una isometria parcial en M,,(A) que levanta la diag(u, 0y—p,).

Proposicion 4.3.2 Sea O — [ %5 A s B — O una sucesion exacta corta

de C*-algebras, y supongamos que A tiene unidad, en el caso que B también
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tenga unidad, 1 preserva unidad. Sea P : I —» A el *homomorfismo dado por
Plx+aly) =p(x)+als, €A, aeC.
Sea u un elemento unitario en M,(B) :

1. Siwv es un elemento unitario en My, (A) y p es una proyeccion en Mo, (I) tal

que

Entonces 01 ([u]1) = [plo — [S(p)]o

2. Sim >n, v € M,,(A) una isometria parcial tal que ¥ (v) = diag(u, 0p—p),
entonces 1,, — v*v = @(p) y 1, — vv* = P(q) para algunas proyecciones

p,q € Min(I) y 01([u]1) = [plo — [do
Prueba. Ver [10] pagina 160. u

Proposicion 4.3.3 Sea O — [ 5 A% B — O una sucesion exacta corta

de C*-algebras, donde I es un ideal en A, 7 : I — A es la aplicacién inclusion.

1. Sea u € U(M,(B)) el cual tiene un levantamiento por una isometria parcial
v € M,(A), es decir ¢(v) = u entonces (1,—v*v) y (1,—vv*) son proyecciones

en Mo (1), v 8y([uly) = [1n — v*vlo — [1, = vo'],

2. Supongamos que A tiene unidad (en el caso que también B tenga unidad, 1 :
A — B preserva unidad). Sea u € U(M,(B)) el cual tiene un levantamiento
por una isometria parcial v € M,,(A). Entonces (1,, — v*v) y (1, — vv*) son

proyecciones en M, (I), y 01([u];) = [1,, — v*v]o — [1, — vv*]s
Prueba.

1. Tenemos



entonces 1, — v*v, 1, —vv* € K = Im(i) = My(I), vemos que
1, —v'v, 1, —vv* € M,(I)
estos dos elementos son proyecciones, pues

w (1, —vv)* =15 — (v*0)* =1, —v*o*™* =1, —v*v

» (1, —v)? =1, —v*v —v*v + (vo)(v'v) = 1, —v*v

Por lo tanto (1, — v*v) es una proyeccion, analogamente (1,, — vv*) es una
proyeccion.

Considerando p = 1,, — v*v, ¢ = 1,, — vv* € M, (I) proyecciones de donde
o(p) = 1 —¢*(v)e(v) y @(q) = 1, — p(v)p*(v) aplicando el lema (3.6.2) se
tiene que d1([u]1) = [plo — [q]o = [1n — v™v]o — [1,, — vO*]0.

2. Aqui se tiene
Ol —0"0) = 1 =" (0)Y(0) = Ly —w'u =1 — 1, = 0

entonces 1, — v*v € Ker(¢) = Im(i) = M,(I) luego se tiene que 6;([u};) =

o — [alo = [1n —v*v]e — [1, —v0*]. m

4.4. Sucesion exacta de K-grupos

Mostraremos que cada sucesion exacta corta de C*-algebras
0—T-5A4-%B—0

induce una sucesion exacta ciclica de K-grupos.

Ko(p) Ko (v)

Ko(I) Ko(A) Ko(B)
o1
K(B) gy Kald) e Kald)

Figura 4.3: Exactitud de K-grupos.
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Con la aplicacion indice 6; : K1(B) — K,(I) siendo la conecciéon entre K

y K. Por facilidad de notacion (y sin pérdida de generalidad), asumimos en los

dos lemas siguientes que I es un ideal en A y que ¢ : I — A es la aplicacion

inclusion. En este caso M, (I) es subalgebra de M,,(A) para cada n € N.

Lema 4.4.1 El nucleo de la aplicacion indice d; : K1(B) — K,(I) esté contenido

en la imagen de K;(¢) : K1(A) — Ki(B) esto es Ker(d;) C Im(K;()).

Prueba. Sea g € Ker(d;) tomemos u € U,,(B) = U(M,(B)) tal que g = [u];,

entonces

= [lon — wiw]o — [Lon — wrwils en Ko(1)
= 0; pues g = [u]; € Ker(d)
Por lo tanto
01 ([ul;) =0 (4.4)

De (4.4) [1op — wiwi)o = [l — wywi]s sty solo si (1g, — wiwy) ~5 (1o, — wywy)

si y solo si (1o, — wiwy) & 1 ~o (1o, — wiw}) & 1y, para algin k € N si y solo si

existe wy € M,,(I), donde m = 2n + k tal que
(1g, — wiwy) & 1 = wiwe

(1, — wwy) & 1 = wowy

Ahora
~ ~ 12n — 'LU*’LUl 0
(wiws) =9 '
0 1k
n 0
0 lna
N N . 0 N
es decir P(wiwy) = Y(wows) = y ¥(wy) es una matriz escalar
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pues ws esté en M, (1) esto muestra que 1h(wy) = diag(0,, z); para alguna matriz
escalar unitaria z € Mm_n(g) Teniendo espectro finito, z es homotopico a 1,,_,
en M,,_n(B).

Poniendo v = diag(wy, 0;) + ws entonces v es un elemento unitario en Mm(/~l), y

~ U 0

P(v) = + P(ws)
0 Om—n
v 0
= + diag(0,, z)
0 Om—r
[ u 0 0, O
0 Omen 0 =z
u 0 u 0 ~
= ~h, en U, (B)
0 =z 0 1,

Como g = [ul; = [b()]y = K1(&)([u]:) entonces g € Im(K ().

Por lo tanto Ker(8;) C Im(Ky(v))

Lema 4.4.2 El ntcleo de la aplicacion K, () : Ko(I) — K,(A) esta contenido
en la imagen de la aplicacion indice 6; : K1(B) — Ko(I).

Prueba. Sea g € Ker(K.(¢)) entonces existe n € N, p € P(M,(I)) = P.(I) y

w e U(M,(A)) tal que

g=1pl = [S®] , wep)w*=S(@p) vy wpw"=S(p)

El elemento uo, = 9 [w(1, — p)] es una isometria parcial en M,(B) y 1, — ulu, =

W(p) = (S(p)) = 1n — uoug
Afirmacién: u, es isometria parcial, es decir, u}u, es una proyeccion

En efecto.

n (ugte)” = ugul” = uduo

 wiu? = ulu,
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De otro lado
Ly —uguo = 1, — ¢ [w* (1, — p*)(w(l, — p))]

*

entonces 1, — u*u, = ¥ (p), andlogamente 1, — u,u’ = ¥ (p) luego

1y — uguo = (p) = ¥(S(p)) = 1 — uous. (4.5)
Por lo tanto u, es unitario parcial.
De (4.5) se tendria que u, es un unitario parcial y también que el elemento u =
uo + (1, — ufu,) es un elemento unitario.

En efecto. uu* = u*u pues
= uw” = (uo + (1n — uguo)) (ug + (In — uguo)) = 1n

o wtu = (uf 4 (1, — uduo)) (uo + (1, — ulue)) = 1,

Deseamos levantar diag(u,0,,) a una isometria parcial apropiada v en M, (A) :

Un primer paso en esta direccion se observa que la isometria parcial V) = diag(w(1,—
), S(p)) en My, (A) satisface (Vi) = diag(u., S(p)).

Veamos primero que Vi = diag(w(1,—p), S(p)) es una isometria parcial en Mo, (A)
i.e. V*Vi = X proyeccion.

En efecto.

0 s(p) 0 s(p)
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De aqui se sigue X* = X y X2 =X
Ahora veamos ¢ (V) = diag(u., s(p)) :

~ ~[w(l,—p) O u, 0 _ ~
v(Vi) =4 = ~ | = diag(us, v (p))
( 0 S(p)) (0 ¢(p))

Sea z € My, (C) una matriz unitaria autoadjunta dada por

L I, —s(p)  s(p)
s(p) 1. —s(p)

pues se verifica que: z* =z, z2* =22 =1

Pongamos V = zV;z* entonces

V) = SR =< [ 0 ) »
0 s(p)

Uo — UoS(p) — 8(p)Uo + 5(p)ucs(p) + s(p) uos(p) — s(p)uss(p)
s(p)uo — s(p)uos(p) s(p)uos(p)

- ~ U, 0 u 0
Entonces ¥(V) = z¢p(Vh)z* = 2 ¥ = luego se tiene que
0 s(p) 0 0,

01 ([u]1) = [lan — v™0]6 — [L2n — V0]

= 12, — viv1]o — [l2n — V106 PUES U ~y, vy

)] 1G]

= [plo = [s(p)]o =g

entonces g € Im(dy).
Por lo tanto Ker(K.(¢)) C Im(d1). =

Proposicion 4.4.1 Cada sucesion exacta corta

0 4.0
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de C*-algebras induce una sucesion exacta de K-grupos.

Ki(p) Ki(y)
Fy(I) == Ky(A) —— FKi(B)

01

K,(B)

Ko (1)

Figura 4.4: Sucesion inducida de Kj.

donde 97 es la aplicacion indice

Prueba. Como O — I %5 A %5 B — O es exacta corta entonces, en el
diagrama siguiente:

Ki(p) K1 ()

Ky (I)

K1(A)

K1(B)

61

K,(B)

K.(A)
se tiene exactitud en K;(A) y K.(A) y por la proposicion (4.1.1) se tiene semiexac-
titud en K1(B) y Ko(I) es decir Im(K1(¢)) C Ker(d) y Im(d;) C Ker(Ko(p)).
De otro lado por los lemas (4.4.1) y (4.4.2) se tiene que Ker(d;) C Im(K;(v)) y

K, (I)

Ko (v) Ko(p)

Ker(Ko(p)) C Im(6;) respectivamente y de esta manera el resultado. g

4.5. El isomorfismo entre K(A)y K.,(SA)
Recordando la definicién de cono y suspensién de un C*-algebra A,
CA={fec((0,1],4): f(0) =0}
SA={fecC([0,1],4): f(0) = f(1) =0}

Se tiene la sucesién exacta corta O — SA L> CA -3 A —5 O donde i es la

inclusion y 7(f) = f(1).
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Proposicion 4.5.1 El cono C'A es homotopicamente equivalente al C*-algebra

cero 0 es decir CA = 0.

Demostracion. Definamos ¢; : CA — CA por ¢i(f)(s) = f(st), para f €
CA; s,t € [0,1], y la aplicacion ¢ : [0,1] — CA definida por ¢(t) = ¢:(f) es
continua para cada f € C'A. Tenemos ¢.(f)(s) = f(0s) = f(0) = 0 entonces ¢,

es constante y ¢1(f)(s) = f(1s) = f(s) entonces v1(f) = f = loa(f) osea ¢y es
la identidad. m

Teorema 4.5.1 K,(CA) =0

Demostracion. Resulta directamente de la invarianza homotopica y de la propo-
sicibn inmediata anterior.

Para cada *-homomorfismo ¢ : A — B entre C*-algebras A y B el *-
homomorfismo S¢ : SA — SB esta dado por [Sp(f)](t) = (¢ f)(t), t € [0,1].

Proposicion 4.5.2 S es un funtor covariante entre categorias de C*-algebras.

Ademas S aplica el objeto cero en objetos cero.
Demostracion. Es obtenida directamente de la definicion de “S”.

Proposicion 4.5.3 Sea X un espacio de Hausdorff localmente compacto y sea A
un C*-algebra. Para f € Co(X) y a € A, dendtese f, un elemento en Co(X, A)
dado por (f,)(z) = f(x)a. Entonces el conjunto

span{f,: f € Cs(X), a € A}
es denso en Co(X, A)

Demostracién. Ver [2] pagina 13

Proposicion 4.5.4 El funtor S es exacto
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Demostracion. Consideremos la sucesion exacta de C*-élgebra
0O—1-54%B—0

entonces se tiene que ¢ es inyectiva y 1 suryectiva; ahora probaremos que la

sucesion

O —5 ST 2% 542% sB—5 0

es exacta.

Bastara ver que Sy es inyectiva y S sobre.

Sean f,g € SI tal que So(f) = Sp(g) si y solo si [Sp(f)](t) = [Se(9)](t), Vt €
[0, 1] luego se tiene que (¢ f)(t) = (v g)(t) siy solo si p(f(t)) = ¢(g(t)) entonces
f(t) =g(t), Vt luego f = g, por tanto S¢ inyectiva.

Ahora veamos que S es suryectiva. De la proposicion (4.5.3) se tiene que el
conjunto span{f,: b€ B, f € C,((0,1))} es un subconjunto denso de SB y cada
elemento en este conjunto denso pertenece a Im(Sv) puesto que Siy(af) = (a)f

para cada a € A y cada f € Co,({0,1)) de esta manera S es suryectiva. g

Teorema 4.5.2 (Isomorfismo entre Ki(A) y K.(SA)).

Los grupos K;(A) y K.(SA) son isomorfos para cada C*-algebra A. Ademaés, existe
una coleccion de isomorfismos 74 : K1(A) — K,(SA) uno para cada C*-algebra
A, tal que para cada par de C*-algebras A y B, cada *-homomorfismo ¢ : A — B,

el diagrama

K.(54) %9 i (sB)

Figura 4.5: Isomorfismo entre K;(A) y Ko(SA).

es conmutativo.

Demostraciéon. Tenemos la sucesion exacta corta O —s SA — CA —5 A —

O donde CA es el cono de A y es homotdpicamente a 0 es decir CA = 0 en
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particular K,(CA) = 0 = K;(CA), de aqui se sigue que la aplicacion indice d; :
K1(A) — K,(SA) asociada a la sucesion O —» SA — CA —5 A — O es un
isomorfismo. Para lo cual basta recordar el resultado siguiente:

Para cada sucesion exacta corta O — I 25 A Y5 B — O de C*-algebras, la

aplicacion indice 9; hace que la sucesion de K-grupos

Ki(I) Ki(4) Ki(B)
61
K.(B K.(A o(1
(B) Ko(¥) (4) Ko(p) (1)
sea exacta.
Es decir se tendria la exactitud siguiente.
Ki(54) = g cay 270 g
61
K,(A K, (CA) —— K,(SA
() o KoCA) < Ko(S)

y como K;(CA) =0 = K,(CA) entonces se tiene que
0 — Ki(4) 25 K.(SA) — O

es exacto por ende 9; es un isomorfismo.

Nota: pongamos 74 = ¢,

Observaciéon 4.5.1 La descripcion de 74 de manera explicita lo haremos bajo las

siguientes identificaciones:

1. Una funcion f € C([0, 1], Ma,(A)) se encuentra en Mgn(a\A/) si y solo si
S(f(t)) = f(0), para cada t € [0, 1].

151



2. Una funcion f € C([0,1], Mo, (A)) se encuentra en Ma,(SA) si y solo si
S(f(t)) = f(0) = f(1), para cada t € [0, 1].

3. En la sucesion O — SA -+ CA "5 A — O la aplicacion 7 verifica que

7(f) = f(1) para f € My, (CA).

—— u 0
Con las identificaciones anteriores, v € Uy, (C'A) y T(v) = ;
u*
1, _
p=v v* € Py, (SA) por definicion de la aplicacion indice
0 0

Ta([u]1) = 61([u]1) = [plo — [S(P)]o

Definicién 4.5.1 Para cada entero n > 2, el funtor K,, : Co~ — Co+ es definido

por K, =K, 1S

Proposicion 4.5.5 Para cada entero n > 2, K, es un funtor semi exacto de la

categoria de C*-algebras a la categoria de grupos abelianos.

Prueba. La suspension S : Co+ — Co+ es un funtor, mas ain es covariante,
Ky : Co+ — Gabel es un funtor y como la composicion de dos funtores es un funtor,
obtenemos por induccién que K, es un funtor para cada n > 2, la semiexactitud
de K, se sigue de la semi exactitud de K,,_; combinando con la exactitud de S y

asi se tiene el resultado. g

Observacion 4.5.2 La n-ésima suspension iterada de un C*-algebra A es deno-
tada por S™A, esto es inductivamente definido por S"A = S(S"71A).
Si ¢ : A — B es un *~homomorfismo, entonces tenemos un *-homomorfismo

S"p 1 S"A — S"B, inductivamente definido por S"p = S(S" 1)

Los K-grupos de orden superior son dados por K, (A) = K;(S"1A) = K,(S"A) y
K,(p) = K{(S"1p), para cada entero n > 2, convencionalmente, optaremos por

escribir: S°PA=Ay S°p=¢p
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4.6. La aplicacion indice superior

Sea O — I %> A %5 B — O una sucesion exacta corta de C*-algebras.
Para n > 1 definimos inductivamente la aplicacion indice d,41 : K,11(B) —
K, (I) del modo siguiente:

Como S es un funtor exacto, tenemos la sucesion exacta.
n S’!L@ n S’!L/l/) n
0O— S"I —S"A— S"B— O
por el teorema (4.5.2) se tiene el isomorfismo
Tgn—17 : Kl(Sn_II> — Ko(SnI>
De aqui existe un tinico homomorfismo de grupos 4,1 haciendo el diagrama

6711
Kno(B) =5 K,(I)

|| \l/ TSnfll

K,(S"B) — Ko(S™I)
01

Figura 4.6: Aplicacion indice superior “6,, 1.

conmutativo, donde 9; es la aplicaciéon indice asociada a la sucesiéon exacta

corta

O— S"] — S"A— S"B— 0

Asi la aplicacion indice superior queda definido como 9,, = TsTnl,l 101

Proposicion 4.6.1 (Sucesion exacta larga en K-teoria).

Cada sucesion exacta corta de C*-algebras O — I —» A s B — O induce
una sucesion exacta larga de K-grupos

......... Bt g (B 2 K1) % K (a)
...... K\(B) 2 ’

Kn On
(9

K,(B) = K, (I) —

— K.(I) gl K. (A) ey K,(B) donde 0, es la aplicacion indi-

ce, paran > 2.

Prueba. Ver [10]| pagina 178
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Proposicion 4.6.2 (Invarianza homotépica de K, ).

1. Si ¢, : A — B son *-homomorfismos homotépicos entonces K, () =
K (¥).

Y

2. Si Ay B son equivalentes homotopicamente, entonces K, (A) = K, (B); mas
especificamente:
SiA-% B Aes una homotopia entonces K,(¢) y K, () son isomorfis-

mos y uno es inverso del otro.

Demostracion Aplicando induccién e invarianza homotopica de Ky y K

4.7. Teorema de periocidad de Bott

El teorema de periodicidad establece, K, o(A) = K,(A) para todo entero n
no negativo.
Para dar la definicién de la aplicaciéon de Bott usaremos el siguiente cuadro de la

suspension SA de un C*-algebra A:
SA={feC(T,A): f(1)=0} donde T ={z€C: |z| =1},

Primero consideremos una C*-algebra unitaria A para cada n € N y cada

p € P,(A), definamos la proyeccion lazo f, : T — U, (A) por

fo(z) =2p+ (1 —p), 2€T

pues claramente f,(2)f,(2) = f;(2)fp(2) = 1 asi f,(2) € U,(A). Ahora identifican-

p

do M, (SA) = {f € C(T, M, (4)) : f(1) € M,(Cl,)} obtenemos que f, € U,(SA),

pues basta considerar g,(z) = p + (21, — 2zp) claramente f, g, = 1 = g, f,.

Observacion 4.7.1 La aplicaciéon proyeccion lazo cumple las siguientes igualda-

des
1. fo=1
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2. fp@q == fp @ fq7 quq € POO(A)

3. Sin € Ny p,q € P,(A) tal que p ~;, ¢ en P,(A) entonces f, ~p, f, en

Un(SA)
En efecto.
1- fo(2) =20+1,—-0=1,.
z 0
2> lhene ="
0 fq(z)

=z2p@q¢) + 1l — (PP Q)

= fpaq(2)

Entonces fpeq = fp @ fo-

3.- Para esto basta recordar que p ~,, ¢ en P, (A) si y solo si existe una aplicacion
continua v : [0,1] — P(M,(A)) tal que v(0) = p y v(l) = ¢ 6 simplemente
Vo =py v = qdeaqui zp+ (1, —p) ~n 2¢ + (1, — q), por lo tanto f, ~, fy,
luego obtenemos un homomorfismo de grupos f4 : Ko(A) — K;(SA) tal que
Ba([pls) = [fo]1 para cada p € Py (A); La aplicacion 4 es llamada la aplicacion
de Bott. m

Si ¢ : A — B es un *-homomorfismo unitario, entonces S@(f,)(2) = ¢(f,(2)) =
fow)(2), z € T puesto que %(fp)(z) — o(f(2)) para cada f € M,(SA) de aqui se

tiene el siguiente diagrama conmutativo.

Kuld) = Ke(B) (4.6)
BAl lﬁs
Bi(54) Ty 15B)

Figura 4.7: Conmutatividad de la aplicacion de Bott.

En efecto.

K1(5¢) Pallplo) = Ki(Se)([fpl) = [Se(fp)ls = v foh = [fowmh
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Be Ko(@)([plo) = Ba(le(0)]o) = [fomh

Luego K1(S¢) Ba = B Ko(¢). m

Teorema 4.7.1 (Periodicidad de Bott).
La aplicacion de Bott 54 : Ko(A) — K;(SA) es un isomorfismo para cada C*-
algebra A.

Previamente a la prueba daremos algunas notaciones y lemas.
Sea A un C*-algebra con identidad (Si no tiene identidad se utiliza A). Para cada

n € N consideremos los siguientes conjuntos.

Inv,(n) = C(T,GL, [M,(A)])

k=m
Trig(n) = {f € Inv,(n) : f(z2) = Z arz®, m €N, a; € Mn(A)}

k=—m

Pol(n,m) = {f € Invs(n) : f(z) = iakzk, ap € M,(A), m € Z+}
k=0

Pol(n) = U Pol(n,m)

m=0

Lin(n) = Pol(n, 1)
Proj(n) ={fy: p € Pu(A)}
Observacion 4.7.2 Si f : T — M,(A) es continua tal que f(z) es inversible

Vze Cy f(l) ~4 1, entonces f € Invs(n), puesto que automaticamente f(z) €
GLo(M,(A)VzeT.

Nota: Claramente se tiene Proj(n) C L[n(é\;l) pues la proyeccion lazo f, €
L[n(é\;l) De esta inclusion y de las definiciones y notaciones conjuntistas antes

dadas se tiene.

Proj(n) C Uy (SA) € GL,(SA) C Invs(n)

Proj(n) C Lin(n) C Pol(n) C Trig(n) C Inv.(n)
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Definicion 4.7.1 Sea Y un espacio topologico X C Y un subespacio, y sea ~, la

relacion en X e Y dado por:
ar~pbeexistev:[0,1] — Y tal que v(0) =ayov(l)=0b

entonces el diagrama siguiente conmuta:

|

~h

)

|

~h

P
Figura 4.8: my-equivalencia.

Diremos que la aplicacion i es una 7, equivalencia si ¢ es biyectiva.

Nota: Nosotros trabajaremos con espacios localmente conexos por caminos, de
este modo para el espacio Y y el subespacio X C Y, una aplicaciéon i : X — Y
es una m, equivalencia si y solo si induce una biyeccion m,(X) — 7 (V).

La inclusiéon ¢ : X — Y es una 7, equivalencia si y solamente si:
1. Para cada y € Y, existe x € X tal que x ~, y en Y.

2. Sixy, 29 € X tales que x1 ~p, 2 en Y, entonces x, ~p, x2 en X.

Si ocurre que Proj(n) C U,(SA) fuera una m, equivalencia, entonces
o(Proj(n)) — WO(U(S\A)) es una biyeccion y por lo tanto S4 : K,(A) —

K;(SA) es un isomorfismo y asi se tiene el teorema de periodicidad de Bott.
Lema 4.7.1 Sean € N

1. Para cada f € Inv.(n), existe una funcion g € GL,(SA) tal que f ~j, g en
Inv,(n).

2. Si f, g son funciones en GLn(S?l) con f ~yp, g en Inv,(n) entonces f ~, g en

GL,(SA).
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Prueba.

1.- Tomemos un camino continuo v : [0,1] — GL,(A) tal que p(t) = a; desde
©(0) = a, = 1 hasta ¢(1) = a3 = f(1); puesto que f(1) ~;, 1 ahora pongamos
gi(z) =a;', 2 €T, t €10,1] la aplicacion ¥ : [0, 1] — Inv,(n) tal que ¥(t) = g;
es continua ademas ¢;(1) = a; " f(1) = f~1(1)f(1) = 1 entonces g; = 1 y

9o(2) = a; ' f(2) = f(2) entonces g, = f

luego 1 ~y, f es decir f = go ~p g1 en Inv,(n) y mas aun g; € GLn(§;4).

2.- Como f(1) y g(1) estan en grupo conexo GL,(C), existe un camino continuo
e :[0,1] — GL,(C) tal que (t) = a; desde a, = f(1) hasta a; = g(1) y asi
podemos obtener un camino continuo « : [0, 1] — Inv,(n) como a(t) = f; desde
f- = f hasta f; = g. Ahora pongamos g,(z) = a.f; '(1)f(2) € GL,(A), z €
T, t € [0,1] puesto que ¢ = a; € M,(C), vemos que g; € GLn(gl) para cada
te0,1].

Ademss A : [0,1] — GL,(SA) tal que A(t) = g; es continuo, de aqui f = go ~p,
g1 =gen GLn(é\;l).

Lema 4.7.2
1. El conjunto T'rig(n) es denso en Inwv,(n) para cada n € N.

2. Sea n € N para cada funcion f € Inv.(n) existen; £k € N y una funcion

g € Pol(n) tal que zFf ~y g en Inv,(n).

3. Si f,g € Proj(n) con f ~y g en Inv,(n) entonces existen k,m € N tal que

2K f ~y, 28g en Pol(n,m)
Prueba. Ver [10]| pagina 189

Lema 4.7.3 (Linealizacion de Higman’s).

Para cada m,n € N existe una aplicaciéon continua
fnm : Pol(n,m) — Lin((m + 1)n)
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satisfaciendo f @ 1, ~n ptinm(f) en Pol((m + 1)n) para cada f € Pol(n,m).
Si f € Proj(n) donde Proj(n) C Pol(n,m), entonces f @ Ly, ~n fnm(f) en
Lin((m + 1)n).

Prueba. Ver [10]| pagina 190

Definicién 4.7.2 Sea B un C*-algebra, e € B es idempotente si e = e.

Escribamos: I(B) = {e € B: ¢’ =¢}
Lema 4.7.4 Sea B un C*-algebra.

1. Para cada e € I(B), p(e) = ee* [15+ (e — e*)(e* — €)] ! define una proyec-

cién en B.

2. La aplicacion p : I(B) — P(B) definida en (1) es continua, p(p) = p para
cada proyeccion p € B,y p(e) ~p e en I(B) para cada e € I(B).

3. Sip,q € P(B) con p~y, qen I(B), entonces p ~p, q en P(B).

Prueba. Se sigue directamente de la definicion 4.7.2

Denotemos los conjuntos
» II" = {aeC: Re(a) >1}
» [I"={aeC: Re(a) <1}
o =117 UII™

Un elemento a en un C*-algebra B es idempotente generalizado si Sy(a) C 1.

Observacion 4.7.3 Esinmediato ver que cada elemento idempotente e € B, og(e) C

{0,1} y asi op(e) C 1L

También denotemos:
GI(B) = {a € B : aes idempotente generalizado}
GI,(B)=GI(M,(B)), neN
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Lema 4.7.5 Sea B un C*-algebra con identidad, y definamos una funcién holo-

morfica h : II — C como

0, zell™

1, zellf

Entonces

1. h(a) es idempotente para cada idempotente generalizado a € B.

2. h(e) = e para cada idempotente e € B.

3. h(a) ~p a en GI(B) para cada idempotente generalizado a € B.

4. Sien~y fen GI(B) cone? =cy f> = f en B, entonces e ~y f en I(B).
Prueba. Ver [10] pagina 194
Corolario 4.7.2

1. Para cada a € GI,(A) existe p € P,(A) tal que a ~;, p en GI,(A).

2. Sip~ypqen GI,(A), con p,q € P,(A), entonces p ~j, q en P,(A).

Prueba. Para probar esto basta observar la inclusion GI,,(A) C P,(A) la cual es

una 7, equivalencia. g

Observacion 4.7.4 Recordar que f, € Lin(n) si y solo si f,(z) = az + (1, — a)
es invertible Vz € T'y f(1) ~, 1,, en GL,(A)

Lema 4.7.6 Para cada a € M, (A) son equivalentes:
1. f, € Lin(n) donde f, : T — M, (A) tal que f,(z) =az+ (1, —a).
2. fu(2) € GL,(A) para cada z € T — {1}.

3. a € GL,(A).
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Prueba. Claramente (1)=-(2) y (2)=(1).

Para ver que (2) y (3) son equivalentes note que
faz)=(z=1a+1,=(z-1(a—(1-2)""1,), ze T - {1}
donde 1,, denota la identidad de M, (A), y
. 1
{1-2)7": 2eT-{1}} =SaeC: Re(a):§

En consecuencia, (2) es verdad si solo si (a — al,) es invertible para cada o € C

con Re(a) = 1 y esto es equivalente a (3) es decir a € GL,(A). w
Lema 4.7.7 Sean € N
1. Para cada f € Lin(n) existe p € P,(A) tal que f ~y, f, en Lin(n).
2. Si f, ~p fqen Lin(n), p,q € P,(A), entonces p ~p, g en P,(A).
Prueba.

1. fo = f € Lin(n) entonces f(1) ~ 1, en GL,(A) y f(1) es invertible en
M, (A). Ahora pongamos g(z) = f(1)~! f(z) entonces g € Lin(n) y f ~n g
en Lin(n), ademéas g(1) =1,, y asi g = f, para algin a € GL,(A).

Por consecuencia (1) existe p € P,(A) tal que a ~;, p en GL,(A).
Luego f ~p g = fo ~n fpen Lin(n).

2. Como f, ~y f, en Lin(n) entonces p ~p, q en GI,(A) y nuevamente p ~y, ¢

en P, (A) por consecuencia (2).

Lema 4.7.8 Sean € N

1. Para cada u € Un(gjil), existen m,n,k € N con m > n y una proyeccion

p € Pu(A) tal que (2%u) ® 1,,_,, ~ fp en Z/{m(g;l).

2. Sip,q € Pu(A) con f, ~p f, en U, (SA) entonces existe m € Nenm >n y
7€ Pm-n(A) tal que p® 1 ~p, ¢ &1 en P (A).
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Prueba.

1. Por el lema (4.7.2) parte (2) podemos encontrar k,m; € Ny f € Pol(n,m;)

k

tal que z°u ~y, f en Inv.(n). Pongamos m = (m; + 1)n existe una funcion

g € Lin(n) con f & 1,,_, ~ g en Pol(m) por el lema (4.7.3) y podemos

encontrar p € P, (A) con g ~p, f, en Lin(m), por el lema (4.7.7) parte (1).

Asi obtenemos que:
(") © Lyep ~n f @ Lipen ~n g ~n fpen Inv,(n) (4.7)
Ahora recordemos

i) Sif, g€ GL,(SA) con f ~y, gen Inv,(n) entonces f ~;, g en GL,(SA).

ii) La aplicacion w : GL(A) — U(A) tal que w(z) = z|z|7! es continua,
w(u) = u para cada u € U(A), y w(z) ~, z en GL(A) para cada
z € GL(A).

Por estos resultados (i) y (ii) se tiene que la homotopia (4.7) puede ser

realizado en U,, (5”71)

2. Tenemos que f, ~, f, en U,(SA) y de aqui en Inv.(n) por el lema (4.7.1)
parte (3) podemos encontrar k,m; € N tal que 2°f, ~ 2*f, en Pol(n,m;)
ahora pongamos my = (k + 1)n puesto que foa1,, = fo © 2lin, fie1,, =
fo® 2l vy 2%1, ® 1g, ~p 1, @ 21, en Pol(ma, k), concluimos que:
foeten = (1n @ 21k0) (fo @ Lin) ~n (2810 © i) (fp @ Lkn) ~n (2710 @ i) (fy @

lkn) ~n fp@lkn cn Pol(mg, ml).
1y V

0 0
(4.7.3) se obtiene la siguiente homotopia en Lin(m)

Pongamos m = (my + 1)mg y I' = € Prntmyms (A) por el lema

fp@F = fp@lkn @ lnymy ~n /~Lm27m1<fp®1kn) ~h NmQ,ml(fpéBlkn) ~h fp@lkn D

Liyms = feer luego el resultado se tiene del lema (4.7.7) parte (2).

Demostraciéon del Teorema (4.7.1)

Ahora probaremos que la aplicacion de Bott 84 : K,(A) — K;(SA) dada por
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Ba([pls) = [fp)1 es un isomorfismo.

En efecto, 54 es un homomorfismo, pués esto es inmediato de la definiciéon. Solo
probaremos que 34 es biyectiva.

Veamos que 34 es suryectiva para lo cual tomemos un elemento g € K1(SA), n € N
y 1 € U,(SA) tal que g = [u];, entonces por el lema (4.7.8) parte (1) podemos

encontrar m,n, k € N con m > n y una proyeccion p € P,,(A) tal que
(2°u) © 1y ~n fp en Uy (SA)

Recordando el lema de Whitehead:

Sea A un C*-algebra y u,v € A, entonces

u 0 uv 0 vu 0 v 0
~h ~h ~h en U(M(A))
0 v 0 1 0 1 0 u
Observe también fi ,(2) = 2zl + (L — L) = zln, de aqui y del lema de

Whitehead se tiene
flnk = Z]-nk ~h Zkln S 1nk—n €n unk(g\;l)

y asi Ba([plo — [1nk)o) = [fp]l - [flnk]l = [Zku]l - [Zkln]l = [u]; + [Zkln]l = g pues

ZFu 0 u 0 2k 0

0 1 0 1 0 1

luego 54 es un epimorfismo.

Veamos que 34 es inyectiva, sea g € K,(A) tal que 54(¢9) = 0 probaremos que
g = 0. Recordando K,(A) = {[plo — [glo : p,q € Pn(A), n € N} entonces g =
[plo — [g]o ¥ como 0 = Ba(g) = Ba([plo — [glo) si y solo si Ba([plo) = Ballglo) siy
solo si [fp]1 = [f4]1 entonces f, ~p, f, lo cual implica que f, ® Ly ~n f3 & Linen

para algin m € N con m > n. Ahora pongamos

p 0 qg 0
P11 = € Pm(A) Yy @1 = € Pm(A)
0 0 0 0
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Entonces f,, = f,®ln—n ¥ fo = [3D Lm—n, en consecuencia f,, ~y f,, en Z/{m(gjél)
del lema (4.7.8) parte (2) se tiene que p1 &' ~;, ¢ BT en Pi(A) para algin k € N

con k > m y para algin I' € Py_,,,(A) concluimos de esta manera
g=plo—[glo=p1 & — [ ®T]o=0

puesto que p1 B ~;, ¢ &I por tanto g = 0 y asi S4 es inyectiva. g

Corolario 4.7.3 Para cada C*-algebra Ay cadan > 0 se tiene K,,2(A) = K,,(A)

Prueba. Recordando K, (A) = K;(S"1A) = K,(S"A); entonces paran = 0; Ky(A) =
K (SA) = K,(A) por teorema (4.7.1) para el caso general se sigue por induccion
sobre n.

Supongamos entonces que el resultado es véalido para el caso n es decir K,,19(A) =

K, (A) veamos para el caso n + 1.
K(n+1)+2(A) = K(n+1)+1(SA) = Kn+2(SA) = Kn(SA) = Kn-i-l(A)
Entonces K, 41)42(A) = Ky 41(A); luego por induccion se tiene que

Koio(A) 2 K, (A), VneN.
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Capitulo 5

Calculo de los K-grupos, mediante
la K-teoria de las C*-algebras de

grafos dirigidos

En este ultimo capitulo establecemos algunos ejemplos de aplicacion del calculo
de los grupos Ko(A) y K1(A). Y también se calcula la K-teoria de las C*-algebras
de Cuntz y Toeplitz mediante la K-teoria de C*-algebras de grafos dirigidos.

5.1. Algunas aplicaciones del calculo de la K-teoria

Aplicaciéon 1: Calculo de K,(A) y K,41(A); A=C
Recordando que f : R — (—1,1); con f(z) = ﬁ, es un homeomorfismo y
también la aplicacion ¢ : (0,1) — (a,b) dado por g(z) = bx + (1 — z)a es una
biyeccion y asi es un homeomorfismo; de donde R es homeomorfico a (0, 1). De

otro lado la suspension de un C*-élgebra A dado como
SA={feC([0,1],4): f(0) = f(1) = 0} = C;((0, 1), A)

Notese ademéas que Co(X,Co(Y)) = Co(X x Y) para cualquier par de espacios de
Hausdorff X e Y localmente compactos entonces SA = Co({0,1), A) = C,(R, A)
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en consecuencia S"C = C,(R"™), y de aqui se tiene
K,(C) = K;(S"'C) 2 K,(S"C) = K,(C,(R™))

K1 (C) = K1(S"C) = K, (Co(R™) Vn > 1

Aplicacion 2: Calculo de Ky(A) y Ki1(A); A= Cy(R™).
De la aplicacion (1) y del corolario (4.7.3) se tiene que

Ko(Co(R™)) = K, (C) = K(C)=Z, n=par

K,(C)={0}, n=impar

Anéalogamente

K1 (Co(R™)) = K41 (C) {0}, n=par

7, n = impar
Observacion 5.1.1 Si A es un C*-élgebra, sea = € Ko(;l). Si 1 es la identidad de
A, entonces existe n € Z y p € P(A) tal que z = [p|o — [Ln)o
En efecto. Recordando K,(A) = {[p]o — gl p,q € Pn(AV)} — K,(A) de modo

que si © € K,(A) entonces = [q], — [¢']o para algunos ¢,¢ € P,(A) de aqui
v = gl + [1n = ¢'Jo = [1a]o = [plo — [1n)s, donde p = ¢ & [1, — ¢'lo.

Teorema 5.1.1 Si Ay, A; son C*-algebras, entonces

Ko(A1 @ Ay) =2 Ko(A)) © Ko(Ay)

Prueba. Consideremos las inclusiones jj, : Ay — A1 @ Ay, k= 1,2 y las proyec-

ciones 7y, : A1 & Ay — Ay, k = 1,2; entonces claramente la sucesion
O— A 25 Ay @Ay ™2 Ay — O

es un sucesion exacta corta de C*-algebras y de aqui se tiene que la sucesion

Ko(Ay) Kﬁi) K, (A1 & Ay) Kﬂ) I?O(Az)
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es exacta y como g jr = la,; v Ko(mpji) = 1* & Ko(mp) Ko(jx) = 1, k = 1,2

entonces K,(j;) es inyectivo y K,(ms) es suryectivo de esta manera la sucesion
O — Ko(A) 9 K (A, @A) ) K.(4,) — O
es exacta corta escindible de donde Ko(A; & Ay) = Ko (A1) & Ko(Ay).

Definicion 5.1.1 Sea A un C*-algebra, una traza acotada en A es una aplicacion
lineal acotada T': A — C tal que T'(ab) = T'(ba), a,b € A.
Diremos que una traza T es positivo si T'(a) > 0 para cada elemento positivo

a€ A

Proposicion 5.1.1 Sea T : A — C un *-homomorfismo, son equivalentes:

1. T es una traza

2. T(a*a) =T(aa*)Va € A

3. T(uau*) =T(a), Ya€ Acona>0yVYue P(A)
Prueba. Resulta inmediato de la definicion (5.1.1) y de elemento unitario. u
Observacion 5.1.2

1. SiT: A — C es una traza y p ~ ¢, entonces T'(p) = T'(q).
En efecto. Si p ~ ¢, entonces existe v € A tal que p = v*v y ¢ = vv*, ahora

por la proposicion (5.1.1) parte (2) T'(p) = T'(v*v) = T'(vv*) = T(q).

2. Para cada traza T' en un C*-algebra A existe una traza en M, (A) denotada

por T}, que satisface

n

T,(diag(a,0,...,0)) =T(a), Va€ A v T, [(aij)nxn] = ZT(%)

i=1

Nota: Escribiremos abreviadamente la traza T,, simplemente como 7'.

3. Una traza T en un C*-algebra A da lugar de esta manera a una funciéon
T - Po(A) — C la misma que satisface las condiciones de la propiedad

universal de K, es decir verifica:
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a) T(p@q) =T(p) +T(q) Vp,q € Pwol(A).

b) T(04) = 0.

¢) Sip,q € Pn(A) para algin n € Ny p ~;, g en P,(A) entonces
T(p) = T(q)-

De donde entonces existe un tnico homomorfismo K,(T) : Ko(A) — C

satisfaciendo K (T')([plo) = T(p), p € Pso(A).

4. Si T es positivo, entonces K,(T)([plo) = T(p) es un niimero real positivo
para cada p en Po(A) v asi K,(T) aplica K,(A) en R. En lo sucesivo T lo

escribimos simplemente como 7.

Ejemplo 5.1.1 El grupo K,(M,(C)) = Z, para cada n € Z™ mas especificamente
si T, : M,(C) — C tal que T, [(a;)nxn] = Z a;; entonces
i=1

K.(T},) : K.(M,(C)) — Z
es un isomorfismo.

Nota: Antes de probar este isomorfismo observemos los siguientes enunciados
equivalentes:

Sean p, q € P(M,(C)) tales que

1. p~gq

3. dim(p(C")) = dim(q(C"))

En efecto. Para esto basta usar y proceder de manera analoga a la proposiciéon
(5.1.1) y la observacion (5.1.2) parte (1) y (2).
Sea g € Ko(M,(C)) y recuerde que

Ko(A) = {[plo = [dlo : p,q € Pu(A) = P(M,(A)), n € N}

168



de donde g = [p|s — [¢]o para p,q proyecciones en My (M, (C)) = My, (C). Aho-
ra Ko(T3)(9) = Ko(T:)([plo — ldlo) = Ko(T:)([p — dlo) = [T:(p — @)l = [T:(p) —
T.())o = [T;(p)]o — [T+(q)]o = dim(p(C*™)) — dim(q(Ck")) de este ultimo vemos
que K.(T,)(g) € Z.

De otro lado si Ko(7,)(g) = 0 si y solo si Ko(T,)([p — qlo) = 0 si y solo si
K.(T,)([pls) = Ko(T:)([g]o) por tanto K, (7)) es inyectivo.

Vemos que K, (7)) es suryectivo pues la Im(K,(T,)) < Z, y un subgrupo de Z es
igual a Z si y solamente si este subgrupo contiene a 1. Por tanto K,(7}) es sur-
yectivo. Ahora 1 = K,(T,)([e],), cuando e es una proyeccion en M, (C) con rango

unidimensional.

Observacion 5.1.3 Del ejemplo (5.1.1) para n = 1 se tiene que M;(C) = C luego
K,(M;(C)) =2 Z < K,(C) = Z.

Ejemplo 5.1.2 Sabemos que A 2 A®C, entonces K,(A) = K,(A®C) = K, (A)®
K,(C) = K.(A) & Z por el ejemplo (5.1.1)

Observacion 5.1.4 S™ es la compactificacion de un punto de R™

Aplicacion 3: Calculo de Ky(A) y K;(A); A=C(S")

Sea S = {x € R""!: ||z| = 1}, para cada n € Z con n > 0; ahora por la obser-

vacion (5.1.3) se tiene que la compactificacion de R es homeomorfico a S™ para

n > 1y asi tenemos Co(R™) = C(S™). Entonces

—_—

1. K(C(S™)) = K.(Co(R™)) = Ko (Co(R)) & Z entonces

L1, sin par

Ko (C(5™)) =
7, stnimpar
o _ {0}, n par
2. Ki(C(5")) = Ki(Co(R)) = Kipa (C) = Kiua (C) =
7, n impar
entonces
{0}, n par
Ky (C(5™)) =
7, n mpar
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5.2. La K-Teoria del algebra de Cuntz y del alge-

bra de Toeplitz

5.2.1. La K-teoria del algebra de Cuntz (O,)

Referente a la K-teoria de O,, primero veremos que K,(O,,) tiene torsion. En

efecto, como las proyecciones 5;5; son mutuamente ortogonales, tenemos que

n

mzliﬁw1:§]&%=nm

i=1

luego (n — 1)[1] = 0.

De hecho, Cuntz prueba en uno de sus articulos (ver [6]) que K.(O,)

R CESYA
Para lo cual considera Sy, S, ..., Spt+1; n+ l-isometrias tales que Y . | S;SF =
I, entonces una C*-algebra &, := C*(54,...,S,) es diferente de O,, (son relaciones

distintas). Sin embargo &, contiene S,15;_ ; puesto que

Sun1Sip =1-Y _SiS; €&,
=1

En

= = Oy, de donde tenemos
n

Si J, es el ideal generado por 5,415, entonces

la sucesién exacta corta

O > > En > Op —— O
En uno de sus articulos Cuntz prueba que
Ki(0) =0y K.(€:) =
y que el sexto término ciclico en la sucesion originada por:

O > Jy, > En > 0, —— O

es

170



5.2.2. La K-teoria del algebra de Toeplitz (7)

Sea H un espacio de Hilbert separable con una base ortonormal {e,}, =12 ¥
sea
S € B(H), dado por S(e,) = €,41, para cada n > 2. Asi S*S = I, donde I denota
el operador identidad en H. El operador S se llama el operador de desplazamiento
unilateral con respecto a la base {g,}> ;.

El algebra de Toeplitz 7 se define como el subalgebra C* de B(H) generado
por S, T := C*(S). Ahora para todo n € N se muestra que

(a) Ko(Co(R*")) = K1 (Co(R*")) = Ko(C) = Z
(b) K1 (Co(R*")) == Ko(Co(R*™)) = K;(C) =0
De otro lado para cada n € N encontramos la sucesiéon exacta escindible

0 —— Co(R") —— C(5™) C > 0

entonces tenemos la sucesion exacta siguiente
Ki(Co(R")) —— Ki(C(5")) — Ki(C)

para ¢ =0, 1.
Usando (a) y (b) tenemos Ko(C(S")) = Z con generador [1]y y K;(C(S")) X Z
(con generador [z], la clase de la aplicacion identidad z — z). Calculando d;([2];)

y se tiene que la aplicacion indice
6 2= K(C(SY)) —— Ko(K)2Z (%)

es un isomorfismo. Sea K = K(H) el conjunto formado por los operadores com-

pactos sobre H entonces tenemos 7 /K = C(S') y asf la sucesion siguiente

0 K > T » C(SY) —— 0

es exacta, entonces por el Teorema del Sexto Término (ver [10] pagina 209) y

usando (*) tenemos

Ko(T)=Z y Ki(T)=0

171



5.3. Calculo de los K-grupos, mediante la K-teoria
de las C*-algebras de grafos dirigidos

Los K-grupos del algebra de grafos tiene una forma particular elegante para que
ellos puedan ser calculados solamente usando las propiedades de grafos dirigidos.
Aqui calcularemos la K-teoria de las C*-algebras de Cuntz y Toeplitz mediante la

K-teoria de las C*-algebras de grafos dirigidos.

Teorema 5.3.1 Sea E un grafo dirigido y sea Vz C E° la coleccion de vértices
que arrojan por lo menos uno y a lo sumo un ntmero finito de lados. Sean ZVy y
ZE° los grupos abelianos libres en los generadores libres Vg y E°. Considérese la

aplicacion Ag : ZVg — ZE° sobre los generadores como sigue:

Entonces

K,(C*(R)) = Coker(Ag)

K\(C*(E)) = Ker(Ap)

Nota: Esta formula extiende para grafos con un ntimero contable de vértices, no
necesariamente finito y también denotaremos Ej = V.

Prueba. Existen siete pasos en la demostracion, lo que esbozamos aqui.
(a) Midamos la accion
v:U() =St — Aut(C*(E))
2 (2) = 7. : C7(E) — C*(E)
Va(Se) = 28e (Py) = P,
(b) C*(E)x,U(1) =2 C*(E x Z) construimos el nuevo grafo E x Z
(ExXZ)Y =E'%x7Z
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Este no tiene lazos y s(e,n) = (s(e),n—1) r(e,n) = (r(e),n)

Cada lazo es desarollado en el siguiente segmento infinito

O ©0) ) (62 (53)
e W
ﬁ ................

®-1) @0 (@) ®) @®3)

(c) C*(FE x Z) es una AF-algebra de esto se sigue que
Ki(C*(E x Z)) = 0
(d) La accion dual 7
517 — Aut(C*(B),U(1))
W) = (A1) f(E), donde f:U(1) — C*(E).
(e) Dualidad de Takesaki-Takai
(CHEXU))x5Z = CH(E) x K
De la estabilidad de K, se sigue que

K(CHE)XU1))x52) = K.(CH(E))

(f) Sucesion de Pimsner-Voiculescu

La sucesion de Pimsner-Voiculescu es la siguiente

Ko (CT(E)x,U(1))

Ko (CHE)xyU(1) —— Ko(C*(E)x,U(1))x5Z

K [(CHE)XAUM)XAZ] ~——— Ki(C7(E)x,U(1))

Ky(CH(E)x,U(1))
donde las aplicaciones son dados por las formulas

id— K (771

K.(C*(B)x,U(1)) K.(C*(E)y,U1))

K.(C* (B, UW)) k(M (B)x, U)o Z
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y la aplicacion : Z — Aut(C*(E x Z)) es dada por Bu,(Pun)) = Pontm)
y 5m(S(e,n)) = S(e,n-ﬁ-m)-

Usando el célculo anterior escribimos la sucesion como

id—Ko(R~1

K.(C*(E x 7)1 =20k (0B x 7)) =)

K,(C*(E))

K,(CH(E)) 0 0

(g) Calculando el nicleo y coniicleo de 1 — K,(771) se obtiene el resultado. g

Ejemplo 5.3.1 Consideremos el grafo, dado por el tnico vértice(Punto)
oy
Figura 5.1: K-teoria de un punto.

asi B! = ¢, entonces
E={E° E'r s}
E° ={v} entonces ZE° =7
E? = ® entonces ZE] =0
r,s: E' — E° no existen, pues E' = ®
Como C*(E) = C luego
En este caso Ag es el conjunto vacio, pero atun si podemos escribir

K,(C) = Coker(Ag) = ﬁ = % =7

Ky(C) = Ker(Ag) = {0}
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Ejemplo 5.3.2 Consideremos el grafo,

Figura 5.2: K-teoria de un lazo.

entonces

E = (E°,E',r,s)donde E° = {v} E'={e}
r,s: E' — E° = r(e) = s(e) =v

Ahora EY = {v} entonces ZES =7Z, FE° = {v} asi ZE° =7 se vi6 que
C*(E) = C*(1,u) = C(s")

luego

AEZ—>Z

vi— Ag(v) = Z r(e) —v

s(e)=v
ecEl

Asi Ag(v) = v—v = 0luego Ag(v) = 0; de donde Ker(Ag) =Zy Im(Ag) = {0}
Finalmente

Z Z

Ko(C(E)) = Ko(C(57)) = Coker(Ap) = 77 = oy

K\(C*(E)) = K1(C(S")) = Ker(Ap) = Z

Ejemplo 5.3.3 [Calculo de la K-teoria del algebra de Toeplitz, mediante
la K-teoria de C*-algebra de grafos]

Consideremos el grafo

f

Figura 5.3: K-teoria del algebra del grafo 77 (Toeplitz)
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entonces
E = (E°,E'rs), B°={v,w} , E' = {e, f}
E; ={v} asi ZES =7

E°={v,w} asiZE° =Z D Z

Ahora
Ap: ZE] — ZE°

v— Ag(v) = Z r(e) — v

s(e)=v
ecEl

Asi Ag(v) = (v+w) — v = w entonces

Ker(Ag) ={v/ Ag(v) =0} ={v/w=0}=2
Im(Ag)={0} xZ =7

Por lo tanto

Ko(T) = Coker(Ap) = Z%'Z?Z

Ky(T)= Ker(Ag) = {v/ Ag(v) =0} = {0}

I

Z

Ejemplo 5.3.4 Sea el grafo mostrado en la figura

w1

fi
¢ f
w2

entonces
E = (E",El,r, s), E°={v,w,ws} , E' = {e, f1, f}
E} = {v} asi ZES =7

E° ={v,w,we} asiZE° =Z DL d 7L
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Ahora
Ap: LE; — ZE°

v— Ag(v) = Z rle) —v=v+w +wy —v=w; + ws

s(e)=v
ecEl

entonces

Ker(Ag)={0} Im(Ag)=Z®Z
K,(C(S3,)) = Coker(Ag) =Z® 7

Ki(C(S2,)) = Ker(Ag) = 0

Ejemplo 5.3.5 Sea el grafo mostrado en la siguiente figura

/2

h

entonces
E:(EO,El,’T’,S), EO:{'an} ) El:{eaflan}
E; = {v} asi ZES = Z

E°={v,w} asiZE° =Z D Z

Ag(v) = Z re) —v=v4+w+w—v=2w

s(e)=v
ecEl

entonces Ker(Ag) ={0}, Im(Ag) = 2Z luego

K.(C(RP})) = Coker(Ag) = % =7 ®Zs

K\(C(RP?)) = Ker(Ag) =0
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Consideremos f : Z & 7Z — 7 & Z» tal que

ey =g O
(r,1) yimpar

Claramente f es un epimorfismo
f(zy) + (a,0)) = f(z,a) + f(y,b)
Ker(f) ={(z,y)/ f(z,y) = (02,02,)} = {(z,y)/ © = 0y y = par} = 2Z

Por teorema de isomorfia

YASY/ ! YASYS:

o

YASY/
27
Ejemplo 5.3.6 [Calculo de la K-teoria del algebra de Cuntz, mediante
la K-teoria de C*-algebra de grafos]|

Consideremos el grafo dirigido £ con un vértice y n-arcos. Asi como se muestra

ru

Figura 5.4: K-teoria del algebra del grafo “O,,” (Cuntz).

en la figura:

Recordar las relaciones CK: r(ex) = s(ex) = v, Vk = 1,2,...,n; p = s} s, =
Z SerSeys Se.8¢; = 0, para k # j cuando p = 1 se tiene que C*(E) es el algebra
k=1
de cuntz O,,. Asi

E=(E°,E',r,s), E°={v}=E entonces ZE; =Z = ZE"
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También

El = {61,...€n}
Ap : ZLES — LE°
AE 1l — 7

v— Ag(v) = Se(%lv r(e;) —v=uw ;i—_vecjs— v—v
entonces Agp(v) = (n — 1)v, n # 1 cuando n = 1, por el ejemplo (5.3.2) se tiene
Ko (C(8h) = Z = Ki(C(SY)).
Ahora calculemos el Ker(Ag) y Coker(Ag)
Ker(Ap) ={veZE}/ Ap(v) =0} ={v € ZES/ (n—1)v =0} =
{veZE/v=0} ={0} puesn#1

Im(Ag) = (n — 1)Z entonces Coker(Ag) = ﬁ = L

Finalmente

K. (0O,,) = Coker(Ag) = Zn—

Ki(0,) = Ker(Ag) =0
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Conclusiones

e De este trabajo se concluye que el calculo de la K-teoria de las Algebras de
Cuntz y Toeplitz también se obtiene de una forma més simple mediante la

K-teorfa de C*-algebra de grafos.

e Otro hecho resaltante que se ha podido concluir es que una C*-algebra se
puede asociar con un grafo y por ende los K-grupos de un algebra de grafos

pueden ser calculados solamente usando propiedades de grafos.
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