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RESUMEN

Teorema de Branges
JHONNY EDWARD PEREZ ARMIJO

Junio — 2013
Asesor : Pedro Celso Contreras Chamorro.
Titulo Obtenido : Licenciado en Matematicas.

Presentaremos la demostracion del Teorema probado por Louis de
Branges en (1984): “Si f: D— C es analitica e inyectiva cuya expansion de series

de potencias es dada por Y;—; a,z™ con a; =1, entonces |a,|<n paratodon > 1.
Ademas si la igualdad se da para algin n > 1, entonces f(z) = ﬁ o
pertenece a C, con |a| =1 ytodo z en D, donde D es el disco unitario en el plano
complejo”. En un primer momento, presentaremos las conjeturas de Robertson y
de Bieberbach una vez que la conjetura de Milin implica la de Robertson, que a su
vez alude a de Bieberbach. Lo que Branges probo, en verdad fue la conjetura
propuesta por Milin en (1967), que afirma: “Si f: D— C es analitica e inyectiva cuya

expansion de series de potencias es dada por Y,-,a,z" con a; =1, entonces

1 .. ., .
LR i (klykl2 - E) < 0 donde y, son los coeficientes de expansion de series

de potencias de la funcion G) log(z‘lf(z)) " la cual implica la conjetura de

Bieberbach.
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ABSTRACT

Brange’s Theorem
JHONNY EDWARD PEREZ ARMIJO
June — 2013

Adviser : Pedro Celso Contreras Chamorro.

Obtained Degree : Mathematician.

We will present the proof of Theorem proved by Louis de Branges in (1984):
"If f: D — C is analytic and injective whose expansion of power series is given by
Yoianz™ with a; = 1, then |a,|< n for all n > 1. Moreover, if equality occurs for any

n> 1, then f(z) = 0 o belongs to C, with |a| = 1 and all z in D, where D is the

_z
1-az)?’
unitary disk in the complex plane ". At first, we'll present the Robertson and
Bieberbach's conjecture moreover we'll Milin's which implies Robertson’s

conjecture that in turn it refers to Bieberbach's.

What Branges proved, indeed was the conjecture proposed by Milin in (1967),
which states:

"If f: D — C is analytic and injective whose expansion of power series is given by
Yoianz™ witha; =1, then Y0 _, Yt ( Klykl? — i) < Owhere yy are the expansion

coefficients of power series of the function G) log(z™*f(z)) " which implies

Bieberbach's conjecture.
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INTRODUCCION

En el presente trabajo se demostrara la Conjetura de Milin que luego
sera el Teorema de Branges, en el Capitulo | se dan a conocer las nociones
basicas como teoremas, lemas, proposiciones, definiciones, desigualdades,
etc; que se deben de tener en cuenta para una mejor comprension de los
siguientes capitulos.

En el capitulo Il se define las funciones de clase S se enuncian las
Conjeturas de Bieberbach, Robertson realizando la demostracion que la
Conjetura Robertson implica la Conjetura de Bieberbach, luego se enuncia la
Conjetura de Milin y con la ayuda de suma de sucesiones y la segunda
desigualdad de Lebedev-Milin se demuestra que la Conjetura de Milin implica la
Conjetura de Robertson. En el capitulo 1l se muestra a detalle las
caracteristicas de los polinomios de Jacobi que servira para definir las
funciones de Branges y asi ver la relacion que guardan, al finalizar el capitulo
se demuestra un resultado que contiene toda la informacion sobre estas
funciones que se utilizara en la prueba del Teorema de Branges.

Para finalizar en el capitulo IV es donde se probard el teorema de
Branges usando la estrategia de introducir la funcion ¢(t).
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CAPITULO |

Preliminares

En este capitulo presentaremos definiciones y resultados de una variable compleja para

Su posterior uso.

1. Funciones Analiticas
Sea G < C un conjunto abierto y (M, d) un espacio métrico completo que de aqui

en adelante consideraremos como C 6 C,,.

1.1 Definicion Sea la funcién f: G - M, la derivada de f en el punto a, esta definida

como.

fla+h) —f(a)
h

rroN 1
f'(a) = lim
Si el limite existe independientemente de la manera como h — 0.

En tal caso se dice que f es diferenciable en el punto a. Si f es diferenciable en

todo punto de G, entonces diremos que f es diferenciable en G.

Més aun si f es una funcion diferenciable en G sobre M entonces f'(a) define una
funcion f': G — C. Si f' es continua en G entonces diremos que f es continuamente

diferenciable en G.

1.2 Proposicion Si f:G — C es diferenciable en el punto a € G entonces f es

continua en a.



Demostracion. En efecto,

If(2) = f(a)]
_al

|z

lim|f(2) - f(@)] = [lgn ][mz— al] = 1f'(@1.0 = 0

1.3 Definicion Una funcion f: G — C es analitica si f es continuamente diferenciable en
G.

Es fécil ver que también se va a cumplir propiedades algebraicas:

Sif:G - C, g:G - Canaliticasy a,b € C, se tiene:

i. af + bg esanaliticaen G, siendo (af + bg)' = af' + bg'
ii. fgesanaliticaen G,siendo (fg)' =f'g+ fg'

i - : Ny = 9@f @ -f(29' @
iii. g(z)#0VvVzEeQG, 7 es analitica en G, siendo (g) (z) @)

1.4 Proposicion (Regla de la cadena) Sean f y g funciones analiticas en G y V
respectivamente, supongamos que f(G) SV, entonces f y g o f es analitica en G,

ademas:
(GeN@=9(F@)f'(2),VzeG
Demostracion: Ver [1] pag. 34

1.5 Proposicion Si G es abierto, conexo y f:G — C es diferenciable f'(z) = 0 para

todo z € G entonces f es constante.
Demostracién: Ver [1] pag. 37

1.6 Definicion Sean G < C un abierto y conexo en Cy f: G — C una funcion continua

tal que z = exp(f(z)) para todo z € G entonces f es una rama del logaritmo.

Notese que G no contiene a 0. Supongamos que f es una rama del logaritmo en
elconjunto conexo G y suponga que k € Z; sea g(z) = f(z) + 2kmi entoncesevaluando
en la exponencial tenemos; exp(g(z)) = exp(f(z) + 2kni) = exp(f(z)) = z. Luego

g también es una rama del logaritmo. Reciprocamente si f y g son dos ramas del

-2-



logaritmo entonces para cada z € G, f(z) = g(z) + 2kni para algin entero k, donde k

depende de z. Veamos que en realidad el entero k es el mismo para cada z en G. En
efecto, si h(z) = %[f(z) — g(2)] entonces, h es continua en G y h(G) c C, los

enteros. Dado que G es conexo, h(G) también es conexo. Por tanto existe un k en Z con

g(2) = f(z) + 2nki paratodo z en G. Es decir tenemos el siguiente resultado.

1.7 Proposicion Si G < C es abierto, conexo y fes una rama dellog(z)en G, entonces

todas las ramas del log(z) son las funciones f(z) + 2kmi, k € Z.

Ahora fabricaremos al menos una rama del log(z) sobre algin conjunto abierto y

conexo. Sea
G=C—-{z=(x+iy)eC/x<0 A y=0}

Claramente G es conexo, y cada z en G puede ser representado en forma Unica por
z = |z|e®donde —m < 6 < m. Para 6 en éste rango, definimos f(re'®) = log r + i@.

Esta funcion fes una rama del logaritmo en G. ¢ Es ésta fanalitica?

1.8 Proposicién Sean G y Q subconjuntos abiertos de C. Suponga que f:G - C y
g:G — C son funciones continuas tal que f(G) € Q 'y g(f(z)) = z para todo z € G.

Ademas g es diferenciable y g'(z) # 0, f es diferenciable y se cumple lo siguiente:

1
f'(z) = TS
9'(f@)
Entonces f es analitica si g es analitica.
Demostracion: Ver [1] pag. 39 — 40.

1.9 Corolario Una rama del logaritmo es analitica y su derivada es z7*

Demostracion: Consideremosf(z) = log(z) definida anteriormente y g(z) = e, dado

d . ..
que — (e?) = e” por el teorema anterior tenemos lo siguiente:

1 1

[log(2)]" = Niohr,
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Con lo cual concluye la demostracion.

Designamos como la rama principal a la rama del logaritmo definida anteriormente
sobreG=C—{z=(x+iy)eC/x<0 Ay =0}

2. Funciones de clase §

2.1 Definicion Sea A un abierto del plano complejo. Se dice que una funcion f: A —» C

es univalente si es analitica e inyectiva en A.

En el resto del trabajo denotaremos por D al disco unitario abierto centrado en el origen,

y por S la clase de las funciones f que son univalentes en D y que verifican f(0) = 0,

£1(0) = 1.

Observemos que toda funcion f de clase S se puede representar en serie de potencias

por
f@)=z+ ayz* + azz3 + oo e e
para todo z en D.

2.2 Teorema Si f € S con serie de potencias f(z) =z + ayz? + azz3 + ...,
entonces |a,| < 2. La igualdad se cumple si, y solo si, f es una rotacion de la funcion
de Koebe.

Demostracion: Ver [2] pag. 64



3. Subordinacion

3.1 Definicion Si G es una region incluyendo el origen y f,gson dos funciones

analiticas en G, entonces f es subordinado por g si existe una funcion analitica
¢:G - G talque p(0) =0y f = go .

3.2 Proposicion Si g es una funcion univalente en D (disco unitario abierto centrado en
el origen), entonces la funcién analitica f en D es subordinado por g si, y solo si
f(0)=g(0) y f(D)cg(D).Si f essubordinado por g y ¢ es una funcion tal que

f = g o ¢, entonces ¢ es Unica.
Demostracioén: Ver [2] pag. 134

3.3 Proposicion Si f y g son funciones analiticas en D, f es subordinado por g,y ¢

es una funcion que satisface f = g o ¢ y ¢(0) = 0, entonces para cada r > 1:
{f (2):1z] <r}c{g(2):1z| <},

bymax(f (2): |z| < r} < max{g(2): 2] <7}

0) - zIf' @] < (1 - 19@1)|g'(¢(D)]:

d) |f'(0)| < |g'(0)] se da la igualdad si y sélo si existe una constante ¢ con |c| = 1 tal

que f(z) = g(cz)para todo z.
Demostracion: Ver [2] pag. 135

Ahora aplicamos estos resultados a una clase particular de funciones en D.Sea P el

conjunto de todas las funciones analiticas p en D tal que Re p(z) > 0y p(0) = 1.
3.4 Proposicion Sip € Py z € D, entonces

1—|z] 1+|z|
<Ip@)| <
1+ |z| 1—lzl

2
y P < =



Demostracion: Ver [2] pag. 135
3.5Lema (a) Si 0 < r < 1, entonces sup{|h(z,t)|: |z| <ry 0 <t < oo}.
(b) Paracada k > 1, sup{lyx(t)]: 0 <t < 00} <

Demostracion: Ver [2] pag. 162

3.6 Lema Paracada k > 1 la funcién y,: [0,00) — C es continuamente diferenciable y

1 2r . )
Vi = j h(ret, t)e~*940.
ZﬂT'k 0 ( )

Demostracion: Ver [2] pag. 162

3.7LemaSiT < oy 0 <r < 1,entonces la serie

> (7
k=1

converge absolutamente y uniformemente para |z| <ry0 <t <T.

Demostracion: Ver [2] pag. 163
4. Cadena de Loewner

Si f:Dx[0,00) — C, entonces f'(z,t) se define como la derivada parcial de f con

respecto a la variable compleja z, siempre que la derivada exista. La derivada de f con

respecto a la variable real t es denotado por f(z,t).

4.1 Definicion La cadena de Loewner es una funcion continua f: Dx[0, o) — C con las

siguientes propiedades:

a) Paratodo t en [0, o), la funcion z — f(z,t) es analitica y univalente;

b) f(0,t) =0y f'(0,t) =e'
iC)Para0 < s <t < o, f(D,s)cf(D,t).
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4.2 Proposicion Si f es una cadena de Loewner y para cada t >0, Q(t) =

f (D, t), entonces:

(@)Para0 < s <t < 0,Q(s)(t) y Q(s) = Q(t)
(b) Si t,, — t,entonces Q(t,) — Q(t)

(c) Sit, — oo, entonces Q(t,) - C

Demostracion: Ver [2] pag. 137

4.3 Proposicién Sea { Q(t): 0 < t < oo} una familia de regiones simplemente conexas
satisfaciendo la Proposicion 1.1.4 y para cada t > 0 sea h; : D — Q(t) un mapeo de
Riemann con h,(0) = 0y h,'(0) = B(t) > 0.Si h(z,t) = h(t) y B, = B(0), entonces

se cumplen las siguientes propiedades.

(@) La funciong es continua, estrictamente creciente y f(t) > coy t — oo,

(b) Si A(t) = log [%]yf(z, t) =Bo ‘h(zA71(t)),entonces f define cadena de
Loewner con f(D,t) = By~ 'Q(A71(®)).

Demostracion: Ver [2] pag. 138

4.4 Proposicion Si f € Ly 0 < s <t < oo, entonces existe una Unica funcién analitica

z = ¢(z,s,t) definido en D con las siguientes propiedades.

@) ¢p(z,s,t) EDY f(z,5) = f(p(z,5s,t),t) paratodo z en D.

(b) z - ¢(z,s,t) es univalente, ¢(0,s,t) =0,|p(z,s,t)| < |z| para todo z en D, y
¢'(0,s,t) =57t

(¢) ¢(z,s,s) = z paratodo z en D.
(d)Si s <t <u,entonces ¢p(z,s,u) = p(¢p(z,s,t),t,u) paratodo z en D.

Demostracién: Ver [2] pag. 139



4.5 Definicién La funcion ¢(z,s,t) definido paratodo zen Dy 0<s<t<owy

satisface

(1.1) f(z,s) = f(P(z,5,0),1)

para la cadena de Loewner f es llamada la funcion de transicién de la cadena de

Loewner. Note que la funcion de transicion es dada por la ecuacion ¢(z,s,t) =

£ (@),
4.6 LemaSi f € L, entonces paratodozen Dy 0 <t < oo,

1—|z| ) 1+ |z|
<If'zt) et ——5

(1-|z]3

t
CENPE

|z] .zl
<lfzt)| <et——=

(1—|z)?

t
e —
(1+[z)?

Demostracién: Ver [2] pag. 139

4.7 Lema Si f es una cadena de Loewner con funcién de transicion ¢, entonces la

funcion p se define paratodozen Dy 0 <s <t < oo por

) ’t =
p(zs,1) 1—est{1+2z71¢(z,s,t)

1+e5t ll -z p(z,s, t)l

1+e57t lz —¢(zs, t)l

) )t =
p(zs.0) 1—es"t|z+ ¢(z5s,t)

pertenece a la clase P y p(0,s,t) = 1.

Demostracion: Ver [2] pag. 140

48 Lema Si feL, |z] <1, y 0 <s <t <o, entonces la siguiente inecuacion se
cumple

8|z|

If(z,s) - f(z, )] < m(ét —e®).

Demostracion: Ver [1] pag. 140



4.9 Proposicion El conjunto £ de todas las cadenas de Loewner es un subconjunto

compacto del espacio métrico C(Dx|[0, o), C).
Demostracion: Ver [2] pag. 141

4.10 Teorema Para toda funcién f, en S esiste una cadena de Loewner f tal que

f(z,0) = fo(z) en D.

Demostracion: Ver [2] pag. 141

5. La Ecuacion Diferencial de Loewner

Recordemos para la cadena de Loewner f, f(z,t) = % y f'(z,t) = %; se define
similar ¢(z,s,t),¢'(z,5,t), 4, ) y g'({, )

5.1 Proposicion Fijando la notacion anterior. La funcion g tiene derivadas parciales

continuas y si x(t) = A(t), entonces parat = 0y ¢ en Q(t)

+x(0)gE,t)
—x()g¢,t)

1
960 = gD [1

Demostracion: Ver [2] pag. 144-145

5.2 Teorema Si f es una cadena de Loewner tal que f, es un mapeo sobre una region
rasgada, entonces existe una funcion continua x:[0,00) — @D tal que f(z,t) existe y

satisface

Fet) = [T o

—x(s)z
Demostracién: Ver [2] pag. 146

5.3 Proposicién Sea f una cadena de Loewner con g, la inversa de f;. Entonces
lim e g(fo(2), 1)

converge uniformemente af,en subconjuntos compactos de D.
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Demostracion: Ver [2] pag. 147

6. Desigualdades de Lebedev- Milin

Sea ¢ una funcion analitica en una vecindad de cero, con ¢(0) = 0y sea;

¢(z) = i az"

k=1

su serie de potencia, ademas

P(2) = 9@ = ) pz¥

6.1 Lema (Primera desigualdad de Lebedev- Milin) Si ¢ y 1 son como se definen

anteriormente, entonces

DIgl <exp () klawl?)
k=0 k=1

si el lado derecho es finito, entonces la igualdad ocurre si, y s6lo si existe un niUmero
k

complejoycon|y|<lya, = % paratodo k > 1.

Demostracién: Ver [2] pag. 154

6.2 Lema (Segunda desigualdad de Lebedev- Milin) Si ¢ y ¥ son como se definen

anteriormente, entonces para todo n > 1.

ZW <+ Dex {nilii(mv—%)}

m=1k=1

-10-



Se cumple la igualdad dado un entero n si, y sélo si existe un nimero complejo y con

k
lyl=1ya = %paral <k <n.

Demostracion Ver [2] pag. 154

6.3 Lema (Tercera desigualdad de Lebedev- Milin) Si ¢ y 1 son como se definen

anteriormente, entonces para todo n # 1

S 1
Bal? < exp {Z(k|ak|2 -2
k=1

y se cumple la igualdad para algin entero n si, y sélo si existe un nimero complejo y

k
conlyl=1ya = y?paral <k <n.

Demostracion: Ver [2] pag. 155
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CAPITULO II

Conjeturas Preliminares al Teorema de Branges

En el siguiente capitulo se demostraraque la Conjetura de Milin implica la

Conjetura de Bieberbach, para esto demostraremos lo siguiente:
a) La Conjetura de Robertson implica la Conjetura de Bieberbach
b) La Conjetura de Milin implica la Conjetura de Robertson,

por razones histdricas primero expondremos la Conjetura de Bieberbach.
1. Definiciones
1.1 Definicidn Si fes una funcidn de clase S, donde

S = {f funciones univalentesen D/ f(0) =0y f'(0) = 1}, su representacion en series

de potencias esta dada por:
(2.1) f@D)=z+ az% + azz3 + oo ee e e e e

1.2 Definicion Seag es una funcion en la clase S, es impar si, sélo si existe una funcion
f en S tal que g(2)? = f(z?), para todo z enD. Sea S_ el conjunto de las funciones

imparesen Sy si g € S_ tenemos que:
(2.2) g@2)=z+ 323+ 25+ i

es su representacion en serie de potencia.

-12 -



Entre las funciones de clase S, hay algunas que jugaran un papel importante en este

trabajo. Consideremos la familia de funciones {x,} definidas en D por

Ko (2) = ( conlal =1

1—az)?’

A K, se le llama funcion de Koebe y para |a| = 1, se dice que k, €s una rotacion de la

funcion de Koebe por a, si ak,(az) = k,(z). El término rotacion se da pues

a(az) la|?z ~ _
(1-(az))? (1-az)? (1-az)? Ka(2)

ak,(az) =

Se demostrard que toda rotacion de la funcién de Koebe pertenece a la clase S, en

efecto. Sabemos que

1Y\ (o a
(1 - az) C (1-az2)? (1-az)?

de donde
) =G i = e G e - (==
Asi
(2.3) Ko(z) = g[i (az)”], = gli n(az)”"la] = i na™ 1zm,
n=0 n=1 n=1

En consecuencia, k, es analitica, x,(0) =0 y k,'(0) = 1. Ademas k, es inyectiva,

pues si suponemos quek, (z) = k,(w), entonces

z w _z(1—aw)? —w(1 — az)?

0= (1—az)? (1—aw)? (1 —az)?(1—aw)?

_z—w+a’zw?—a’z2’w  (z—-w)(1 - a’zw?)
(1 -a2)?(l—aw)?  (1—az)?(1— aw)?
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Como |a?zw?| < 1, tenemos 1 — a?zw? # 0, por lo tanto la igualdad anterior se

cumple si, y sélo si, z = w. Se concluye que k,, € S. m

2. Conjetura de Bieberbach

Si f pertenece a la clase S y tiene la representacion en serie de potencias (2.1),
entonces |a,| < n, para todo n. Si hay algin entero n tal que |a,| = n, entonces f es

una rotacioén de la funcién de Koebe.

Si f es una rotacion de la funcion de Koebe, entonces (2.3), muestra que |a,,| = n para

todos los coeficientes.
3. Conjetura de Robertson

Si g € S_y tiene la representacion en series de potencias dada en (2.2), entonces

paracadan > 1.
(24) 1+ |C3|2 + |C5|2 + i |C2n_1|2 <n

Si existe un entero n tal que la igualdad ocurre, entonces g(z)? = f(z?), donde f es una

rotacién de la funcion de Koebe.

4. Teorema: La Conjetura de Robertson implica Conjetura de
Bieberbach.

Demostracion
Sig € S_ entonces existe una funcion f en S tal que g(z)? = f(z?) en D.
Tenemos que  g(z)=ciz+ 323+ ¢sz° + v ce e e
Y@ =a1z+ a3z° + a3z3 + oo e e
asi
(c1z+ 323+ csz%+ o) = @22+ apzt + a3zt
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expandiendo e identificando los coeficientes correspondientes a las potencias de z,

tenemos paratodon > 1

an = C1C2n_1 + C3C2n_3 + .............. + CZn_1C1
Sea A=(C1,C3 envnccnes ,Con—1) Y B=(Cone 1, ev venvvvnnC3,C1)
an =(4,B)

lan| = [{A,B)| < |Al|B|, pues tenemos que |A| = |B]

la,] < 1A1%=lcy)? + le3l? + les|? 4+ v ee e+ Coe1|? < 1, pues |cq|?= 1 ya que
a,; = 1y por la Conjetura de Robertson tenemos que|a,| < n, con esto ya estaria

demostrada la primera parte.

Ahora, si para algin m € N se tiene que |a,,| = m , demostraremos que f es una

rotacién de la funcion de Koebe, en efecto:
Como |a,| < lcil? + lesl? + les|? + oo v oo+ |Cam-11? < m = |a,,]|, entonces

lci|? + ezl + legl? + oo v v o 4 [C2m—1]? = m, entonces por la Conjetura de
Robertson, tenemos g(z)? = r(z?) V z € D, donde r es una rotacion de la funcion de
Koebe, entonces r(z?%) = f(z?) V z € D, tenemos que los coeficientes de ambas series

de potencias son iguales.

Entonces r(z) = f(z),V z € D, por lo tanto f es una rotacion de la funcion de Koebe.
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Para establecer la Conjetura la Conjetura de Milin se requiere de notacién. En el resto

del capitulo se probara que la Conjetura de Milin implica la Conjetura Robertson.

Sea f € S ysea g lafuncion correspondiente en S_ con g(z)% = f(z?) en D.

Asumiendo (2.1) y (2.2) es fécil ver que z~1f es una funcion analitica sin ceros en D.
Asi hay una rama analitica ( ) log(z~1f(2)) definido en D, denotamos asi la funcién h

y sea

(2.5) R = )y

Su representacion en serie de potencias en D. Tenga en cuenta que hemos optado por la

rama

(5) 1087 )

que satisface h(0) = 0 y con esta conclusion, h es Gnica.

5. Conjetura de Milin

Sif €5, hesramade G) log(z71f(2z)) con h(0) = 0y h satisface (2.5),

entonces

(2.6) ii(klyklz— —) <0

m=1k=1

Si se cumple la igualdad para algin entero n, entonces f es una rotacion de la funcion
de Koebe.

Para mostrar que la Conjetura de Milin implica la Conjetura de Robertson (y por lo
tanto la Conjetura de Bieberbach), es necesario la prueba de las sumatorias por partes y

de la segunda desigualdad de Lebedev-Milin.
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5.1 Lema Si {x;} y {yx} sucesiones en C y definimos

Xﬁ = Xk

n
k=1
entonces

n n-—1

Zka’k = Zxk(yk_ Vir1) T Xoyn ¥
i

k=1 =1

n

n
zka’k = zxk(yk = Yir1) + XpVniq
k=1 k=1

Demostracion

n n-—1

Xi (Vi — Yi+1) + XpYny1 = z Xk (Vi — Y1) + X0 = Yna1) + Xy Ynaa
k=1 k=1

S
Juy

Xk (Y — Yi+1) + Xpn

&
[N

S

n—-1

X yi — z Xk Vir1 + X1+ x0) Y5
k=1

k=1
n-1 n-1

= Z(Xk—l + X )Yk — Z(Xk Viev1) T Xpo1Vn + Xnn
k=1 k=1

n-—1 n—-1 n-1
= z Xp-1 Yk — Z Xg Yi-1+ Z(xk Vi) + XpYn + Xp_1n
k=1 k=1 k=1

= Xoy1 + Xy yot+  + X2 V1) — Xy vt + X o Vo1 + Xpmg V)

n n
+ Z(xk Vi)t XpoiVn = X1 Wn +Z(xk Vi) + Xpo1 Y
k=1 k=1
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n

n
Zxk (Vk = Yik+1) + XoYnyr = Zkak

k=1 k=1

por otro lado tenemos

n n—-1
Zxkyk - zxk (Vi — Y1)+ XpUn — Ynr) + X Vi
k=1 k=1

n n—-1

ZkaIc = ZXRU’R— Vier1) + Xp v

k=1 k=1

5.2 Lema Si {x;} sucesion en C, entonces

Zn:(n+1—k)xk= Zn:ixk
k=1

Demostracion
X;=x;
X, =x; + x,

X;=x1+ x, + x3

Xp=x1+ 2+ x3+ o .+ 2y
m
2.7) X, = Z %
k=1

entonces



al sumar por columnas en el arreglo triangular

n
Z Xp=nx1+ M—Dxp + covvvvevee .+ Xy
m=1
n n
(2.8) me= Z(n+1—k)xk
m=1 k=1
de (2.7) y (2.8) se tiene
n n m
Z(n+1—k)xk = z Zxk
k=1 m=1k=1

O

La siguiente desigualdad que estudiaremos es la segunda de una coleccion de tres
desigualdades que relacionan los coeficientes de su serie de potencia con la de su

exponencial.

Sea ¢ una funcion analitica en una vecindad de cero, con ¢(0) = 0y sea;

oo

(2.9) 6@ = ) @zt

k=1

su serie de potencia, sea

(2.10) W(2) = 9@ = ) B 7k

En el resto del capitulo s6lo usaremos la segunda desigualdad, la cual demostraremos,

ahora para la prueba de la primera y tercera desigualdad ver [2] pagina 155.
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5.3 Lema (Segunda desigualdad de Lebedev- Milin) Si ¢ y ¥ son como se definen

anteriormente, entonces para todo n > 1.

(2.11) Zlﬁklz s+ exp {nili i(kla"lz_% }

Se cumple la igualdad dado un entero n si, y sélo si existe un nimero complejo y con

k
lyl=1ya, = y;paral <k <n.
Demostracion

Sea ¢: D — C analiticacon ¢(0) =0

(0]

0@ =) wk

k=1
asi mismo
@) =er® = ) pak
k=0
Y'(2) = ¢'(2)e?®
Z kB zk 1 = (Z kakzk‘1> (Z ﬁkzk>
k=0 k=1 k=0
P11+ 2B,z +3B3z% + ... = (ay + 2a,z + 3azz% + ...)(By + 1z + B22% + .....)

B1+ 2B,z + 3B3z%+.= a8y + (a1 1 + 2a,B0)z + (a1 By + 2a,B1 + 3a3By)z? + ...
B1 = aifo
2, = a1B1 + 2azP
33 = a1, + 2a, 1 + 3asfo
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mﬁm = alﬁm_l + zazﬁm_z F o +mamﬁ0

m
mpy, = z kayBm—k
k=1

m?|Bl? < (Z k2|ak|2) <Z|ﬁm_k|2>
k=1 k=1

por la Desigualdad de Cauchy Schwartz
m m-—1
= (Z k2|ak|2> (Z |ﬁk|2)
k=1 k=0

m m—1
tomando: A,, = z:kzlakl2 Y Bpoq = Z|ﬁk|2
k=1 k=0

donde
m
By = ) Il
k=0
m?|fml? < ApBm-1, Vm=>1
- 2 AnBn—1
paran > 1 fijo, B, = By_1+ |Bnl® < Bp_1 + —

_ g <1+A")—B <n+1)(n + Ay )
oot n2) "'\ n J\n+1 n(n+1)

_ B (n+1)[n +An—n+ n ]
U n JIn+1 n(n+1) nn+1)

- (n+1)[1+An—n
- n nn+1)

n+1 A,—n
Bn = B"_l( n )exp{n(n+1)}'

pues 1+x<e*X,VxeR
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Aplicando el mismo resultado para B,,_;

Bp_1 < Bn_» (%) exp {An-(ln—_(f)r—l 1)}

Bp_, < Bp_j3 (Z—:;) exp {?,7:__2 Z_)EZ: 3}

1 1.2
notemos
(#) By = 1Bol* =1
luego
n+1 n 2 Ap—m A, —(n—-1)
< B
Bn_BO< n >(n—1> (1)exp{n(n+1)+ (n—1n *
B, <(n+1 Zn: A — K
n =t Dexpy ) oD
k=1
n n
(n+1) {Z A Z ! }
= (n exp _ ) —
Likk+1) Lk(k+1)
n n+1
=(n+1) ZL+ 1- Zl
=@+ Dewr) ) rk+ 1 k
k=1 k=1
entonces
n A n+11
k

< _ Tk 4N 2

(2.12) B, < (n+ 1)exp {kz_lk(k D +1 kzlk}

usando el Lema 5.1 de este capitulo y tomando las siguientes sucesiones

-22-
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1

= — = A
Xk K+ 1) Yk k

para

- Zxk Zk(k+1)

k=1 k=1

1 n
Iuego Xn—l—m—m

n-—1

n
Z Xk Vi = ZXkU’k— V1) T Xp Y

k=1 k=1

n—1

> = 2 () e+ @ -

n—1

=) (o) G+ D¥laaa 1+ (1 - —)Z K2la |2
.

1

n—-1 n 1 n
= —k 2 Z 2 2__2 21, |2
> ke + Dl + D Klagl? ———= > k|
k=1 k=1 k=1
n

n n
1
_ E (1 2 § 2 2__§ 2 2
= (k= Dklag|* + k*|ayl m1 k*|ayl

k=2

n n n
1
=~ -1+ ) k=l + D klal? ———= > kla
k=1 k=1 n k=1

tenemos

n A n 1 n

_ Tk _ 2 __ - 2 2
D Ty = 2 Ml =g ) Kl
k=1 k=1 k=1

luego
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n+1

n n n n
k(k+ 1) ko L @ kK n+1
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

1
n+1

n n n

n+1
D+ DKl = ) Kl + (1) = Y () = 1]
k=1 k=1

k=1

n+1]

n

1
Z[(n+ Dkltgl? = ka2 +1 =~
=1

n+1
k

! zn: [(n +1—lklagl? -

(n+1—k)]
n+1k k

! i( +1 k)[kl -1
_n+1k_1n T k

por el Lema 5.2 de este capitulo

n m
1 Zz Kl |? 1
n+1 (klay k)

m=1k=1

entonces
n+1

n n m
St Siieri S Suver ]

k(e + 1) kK n+l Celael™ =)
k=1 k=1

m=1k=1

reemplazando en (2.12)

n n+1
A, 1
Bn < (n+Dexp {Zm“‘ Zz}
k=1

k=1

n 1 n m 1
;W < (n+ Deap {n D (Kl = }

Para el caso de la igualdad, es preciso recordar que se han usado 2 desigualdades

(Desigualdad de Cauchy Schwartz y la exponencial 1 + x < e¥)
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En el primer caso la igualdad se da si, y sélo si existen constantes complejas
(2.13) Ay Az, Agy e JAn | Bk = Amkay,

en el segundo caso la igualdad se da si x = 0 entonces 4,, —m =0

(2.14) A, =m

luego

m m
1A, = Amz k2| |? = Amz ka ki,
k=1 k=1

y usando (2.13) tenemos:

m
= Z ko Bm—k
k=1

= mfm
de esto tenemos
AmAm = mBy Yy por (2.14) entonces A, = B ,Vm

de (2.13)
Si k =m, entonces
(2.15) Bo = Apyma,, =1 por (#)
Param = 1, tenemos:

M= b= Anym—Da,_q,

cuando k =m —1 y por (2.13)

pero (m—-1Da,—, = a ! por (2.15)

luego A= An




entonces

A
Al = m
Am-1
asi
An = A1 Am—q
Seay = A4,
tenemos L = A= M A1 = L4(Mdms) = oo 41 (41)
entonces S, = A, = y™
despejando en (2.15) reemplazando en: ma,,, = %z Aim =y ™y ma,
m 1
luego m?lanm|? = [y™™|?
como
m m
. 2 a2
m= A= o]’ =) |y
j=1 j=1
entonces

m
_il2
m=> |y
j=1
ahorasi m = 1entonces |y| =1

de (2.13) Bk = Amk@ = "k, = ymy~F = ymk

asi

entonces
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yk
ay = ?

Por lo tanto la igualdad ocurre si, y solo si, existe y nimero complejo con

k
¥I=1y ap=" - paral<k<n

6. Teorema: La Conjetura de Milin implica la Conjetura de

Robertson.

Demostracion

Sea g € S_ entonces existe

f €S /g@?=f(z*)enD,

Luego se cumple (2.1) y (2.2)
Sea h(z) = %log (@)

también

h@) = ) "
n=1

note que z € D \ (—1,0]

I\ fOZ)  f@
Jz -z oz

por otro lado tenemos:

9(Vz)
Vz

o0
= 14 caz+ c2% + = n
= 3 <Z TR Con+12

n=0
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o (@Y a1
Tenemos h(z) = log (T) = log ( = )

luego

h(z) = log <%>

entonces

eh(@) — M= i

n
Con+12
Vz
n=0
[ee] [ee]
n — n
exp <z Ynz > = z Con+1Z
n=1 n=0

luego por el Lema 5.3 de este capitulo, tenemos

n n m
Z| 2< (n+ 1ex ! ZZ(ICI |2—1>
4 Cok+1l™ = p ) 14 X

por la Conjetura de Milin se tiene

entonces por la desigualdad de la parte superior

n

Z|C2k+1|2 <n+1,

k=0
puese* <1 vx <0

tememos

2
1+ el + lesl> + oo He2eny-1| S+ 1
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paran + 1, esta probada la primera parte de la Conjetura de Robertson.

Ahora si existe un “n” tal que 1+ |c3|? + [cg|? + v v v e FHleon_q|? S

n
D leanl? =n+1
k=0

paraalginn € N

luego
n n m
2 1 2 1
n+1= Z|c2k+1| < (n+ Dexp n+1zz<k|yk| _E> <n+1
k=0 m=1k=1
de ahi
n m
P12 2 (kind =) =1
P Vil B
m=1k=1
tenemos

=1k=1

por lo tanto f es una rotacion de la funcion de Koebe.
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CAPITULO III

Polinomios de Jacobi

1. Relacion entre los polinomios de Jacobi y las funciones de Branges

1.1 Definicion Para cualquier eleccién de los parametros a y B > -1, los polinomios de

Jacobi {pn(“ﬁ)}::()son aquellos polinomios que tienen las siguientes propiedades:

a) p,(*? es un polinomio de grado n.
b) Paraw(x) = (1 —x)%*a+x)?y n=m
1
| PP P o) = 0
e = (1] )= 5
para cualquier nimero z y un entero no negativo n.

@p=2+1D)Z+2) e (z+n—-1)

PP =5y (F (M D) - e+
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1.2 Proposicion Para todo valor admisible o, p y—1<x <1
pu @) = (~1)"pn " (=x) ¥n 20

Demostracion

n—m

Pl (=) = Z "EACT O x - x+ Dm
m=0

n—m

- zln Z " A)(PE A =mmee+ D =1)m - DT
m=0

- EXN (AT Y prme-om
m=0

Tomando k=n—m, m=n—k
Sim=0—>k=n

m=1—>k=n-1

m=n—->k=0

n

_ (—211)”2(71412 a)(rrllt ﬂ)(x_l)n-k(x+1)k

k=0

= (=1)"p,“P (%)

por lo tanto

pn ) (=x) = (=1)"p, " (x)
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i (:ﬂ) — — _ n (ﬂra) — _ n Tl+
1.3 Corolario p,'*”(-1) = (-1)"p, (D = (-1) ( mﬁ)

Demostracion

paP9(=1) = (-1)"p, (1)
_ =" zn: (n + ﬁ) (n + a) (x — )M (x + )™
T oon m n—m
m=0
:ﬂ[(f“f At Ya-vra-0+ (AT e 7]

0
_ (—211)"(71; ﬂ)(1+1)"= (—1)”(n: ﬁ)

Las identidades siguientes aparecen en la demostracion del teorema 3 de Askey y
Gasper [3] pag. 717; su prueba involucra funciones hipergeométricas y no se dan aqui.

Su estudio es extenso y no se vera en este trabajo solo se enunciard y usara.

1.4 Proposicion Sia>-1 y —1 < x < 1, entonces Vm > 0

> (E5) (S52) @rar o

j=0 g

Ra(29) (4) (e 2 2

m ]=0

(@ 0) () —
Zp” (x) i +1);(m—))!
v=0

[2(x — DV

1.5 Teorema (Askey y Gasper) Siaa > —1 ym = 0 entonces

m

va(“' Px)>0 —-1<x<1

v=0

polinomios de Jacobi. Ahora las funciones de Branges. Sin >1 y 1 <k <n defino

Vt=0
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n-k
2k 1),k +2v 4+ 2)p -y _
v=0

Y Tp+1 = 0. Larelacion entre los polinomios de Jacobi y las funciones de Branges es la

siguiente:

16 TeoremaParal <k <n

n—k
B(0) = —ke ™ ) p, @k (1 - 2¢70)
v=0

Demostracion

—(k + v)e~(k+v)t

n—k
T () o, Ck+v+1),(2k + 20+ 2)y 4y
kK UZ_O(_D (k + v)v!(n — k — v)!

. n
T (1) - Z(—l)v Ck+v+1),2k+2v+2)p_k—» -
k vi(n -k —v)!

v=0

(3.2)

—t(®) o O Rk v+ 1),k + 20+ 2y
k¢ =Z<—1> Vi(n—k—)! ¢
v=0

haciendo ¢ =2k, m=n—kyx =1— 2e~t en la Proposicion 1.4 de este capitulo

tenemos
_ o (2k+1\  [2k+2
5 (2k 0) S k( z )v( 2 )v (2k +20 4 Dot -ty
(3.3) 2 Py T() = Z KT Dok oy 122e)
v=0 v=0 ' v ’

Por otra parte

2k +1y  Qk+1D@k+3)......(2k + 2v — 1)
( 2 )v_ 2v
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(Zk + 2) 2k + 2)(2k + 4) .......(2k + 2v)
2 /), 2v

k+ 1), = Qk+1)2k+2)2k+3) ....... 2k + v)
Rk+2v+2)pjv=QRk+2v+2)2k+2v+3) ... (k+v+n+1)

luego

2+ 1\ 2k + 2
22”( ) ( ) = (2k+ 1)y y
v v

2 2
(Zk + 1)Zv
—— = (2k 1
K+ 1), ~ GktvEby
reemplazando en (3.3) tenemos, entonces
n—k n—k (2"“) (2"”) 2k + 20 + 2) p_je—v
Z p 2k 0)(x) _ Z 2 Jy 2 7, ZZV(_l)ve—vt
v v!(2k+ 1)y(n — k — v)!

S Qk 4+ v+ 1), 2k + 20+ 2) iy

= _1 v ,—vt
vi(n — k —v)! (=1)%
v=0
de (3.2) tenemos, entonces
n-k .
v=0
por lo tanto
n-k
B() = —ke ™8 Y p, @k (1 - 2670
v=0

El siguiente resultado contiene toda la informacion sobre estas funciones que se utilizard

en la prueba del Teorema de Branges.
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2. Propiedades de las funciones de Branges

2.1 Teorema Para las funciones t4,7,,73, .« v e oe.. T, definidasen (3.1) y 7,41 =0

se cumple lo siguiente:

T T
(3.4) Tk = Thke1 = — f"’ kli:ll]
(3.5) ,(0)=n+1-k
(3.6) T, (t) >0 si t 5w
(3.7) <0
Demostracion
Paral < k < n, definimos
ekt e—kt
gr(t) = s 7 (1), hi (t) = . 7 (t)
derivando
ekt . (t
grx(®) = e*1 () + — t(®) = <rk(t) + ",\E )) eft
. —kt e (t
i(©) = —e K1, (6) + ——(6) = <T",f ) rk<t)>e-kt
entonces
. e (t
ekth, (t) = TkIE )— 7 ()
bastara probar que:
o + T_k Tr+1

¥ |
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que equivale a probar:
e g (t) = —e®+ DR L (D)

de la definicion de las funciones t, tenemos que:

n-k
B ,Rk+v+1),2k+2v+2)5 ky
9i(t) _Zo(_l) (k +v)v!(n —k —v)!

-vt

= Qk +v + 1),(2k + 2v + 2)
. _ _1\ v v v n—k-v —vt
gk(t)_Z)( D (k+v)v!(n—k—v)! ve
v=

Rk+v+1),R2k+2v+ 2)_k—»
k+v)(v—D!(n—k—v)!

—(k+v)t

n—k
e g(0) = ) (D
v=0
también tenemos:

n—k
he(t) = Z(_l)v Rk+v+1),R2k +2v+ 2)p_t—v o420t
k . (k +v)v!(n —k —v)!
v:

Rk+v+1),2k+2v+2)_
(k+v)v!(n—k—v)!

n—k
he®) = Y (=1 — (v + 2k)e~¥20
v=0

Rk+v+1),2k+2v+2)p_k—p

-(v+k)t
(k +v)v!(n —k—v)! ¢

n—k
ekthk(t) — Z(_l)v+1
v=0
para k+1

W+2k+2),; 1Rk +2v+4)_j—p_q

—(v+k+1)t
k+1+v)vi(n—k—-1-v)! €

n—-k-1
0Dy () = ) (~1)?
v=0

n-k
_ Z(—l)vﬂ (w+2k+1),2k+2v+ 2)p_k—p -t
. k+v)(v—D!(h—k—v)!
v=

por lo tanto
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—ek+Dth, L (6) = e g, ()

Probaremos (3.5), en el Teorema 1.6 de este capitulo y haciendot =0

n—k
B() = —ke ™ ) p, @k (1 - 2¢70)
v=0

n—k
#(0) = —k Y p,Ck O(=1)
v=0

por el Corolario 1.3 de este capitulo

- —kZ( 1y (Y +0) ——kZ( 1)”

—1(0)

n—-k
= Z(—l)” =D+ (D + ..+ (-D)F
v=0

—1,(0) { 1 ; si(n — k) es par
ko 0; si(n—k)esimpar

Asi

7(0) | Tr41(0)] _
kT kTl l_ !

T, (0) — T441(0) = —[

pues si un cociente es 1 el otro es 0 y viceversa.

entonces (0 =1+ 7,1,(0) ¥ 71,41 =0
haciendo k =n: 7,(0) =1+ 1,41(0)=1+0

entonces 7,(0) =1=1+ (n—n)

haciendo k =n—-1: 7,.4(0)=1+1

entonces7,(0) =2=1+[n—(n—1)]

engeneral 7,(0) =14+n—-k=n+1-k
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es inmediato probar la parte (3.6) a partir de la definicion.

probaremos (3.7), por Teorema 1.5 de este capitulo

n-k
Z P, (1 = 2e7t) >0
v=0
siempre que —1<1-21t<1
entonces
n-k
—ke~kt Z p, % 0(1 —2e7t) <0
v=0

por lo tanto 7,(t)<0, sit>0
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CAPITULO IV

Prueba del Teorema de Branges

El objetivo de esta seccion es demostrar el Teorema de Branges que es la

culminacion de este trabajo.

Ahora para comenzar la parte de la prueba del Teorema de Branges, para ello vamos a
crear la notacion, para el resto del capitulo f es un mapeo rasgado en Sy F la cadena de
Loewner con F, = f. Asi la ecuacion diferencial de Loewner se cumple para F.Observe

que e tF(z,t) € S,Vt = 0. Por lo tanto podemos definir

(e, ) = 5log || = i V(7"
k=1

e

donde la rama del logaritmo se elige con h(0,t) = 0.
1. Lafuncion ¢(t)

La estrategia de la prueba consiste en introducir la funcién

n

1
(4.1) 6 = Y [P - |7 para t2 0
k=1
Donde 74,73, T3, « wo oo .. T, SON las funciones especiales introducidas en el capitulo

anterior. Dado la funcion ¢, probaremos lo siguiente:

-39-



1.1 Lema Si ¢ es la funcion definida en (4.1), entonces ¢(t) > 0, vVt >0
Demostracion

La prueba de este Lema es el corazdn de la prueba del Teorema. En efecto la prueba del
Teorema de Branges, a excepcion de la igualdad, es facil mostrar una vez asumido el

Lema 1.1 de este capitulo.

Por el Lema 3.7 del capitulo I, sabemos que la serie

i Vie(t)z"
k=1

converge absolutamente y uniformemente en |z| <r <1(r>0),0<t < T < oo.Por

lo tanto, podemos derivar la serie

i Vi (t)z"
k=1

término a término con respecto a la variable t. Asi usando la ecuacién diferencial de

Loewner del Teorema 5.2 del capitulo I.

> Va0)z* = 5 arlog [
k=1

20t etz

1 etz [F(z,t)elz —F(z t)etz
~ 2F(zt) e?tz?

1[F(z,t) — F(z,t) 1 F(z,t) 1
El F(zt) ‘ElF(z,t)_ l

1] 1+ x(t)zF(zt)
(4.2) - 5[21—x(t)zF(z,t)_ l

recordemos que |x(t)| =1
como|x(t)z| = |z| < 1, ahora escribimos:
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1+ x(t)z
1—x(t)z

como serie geométrica

1 (0]
T ;mmkz"

x(t)z - okl c
T orh ,Z:o(x(t))k 7k = ;@(o)kzk

1+ x(t)z

(4:3) 1—x(t)z

142 Z(x(t))kzk
k=1
Como

1 F(z,
h(z,t) = 7log [%]

es analitica, derivamos término a término

) 3 4 L, 1 etz F'(z,t)e'z—F(zt)e'z _1[F'(zt) 1
Rz t) = ;ky"(t)zk '= ElF(z, t) o2t;2 l B ElF(z, t) _El
" Fao_ 1, c . -
(44) Fo5 =2t kz i)z
(4.4)y (4.3) en (4.2):
Vie()zk = —{z 1+2 ) (x(e)kz*[|-+2 ) ky (t)z’HI — 1}
1+2 ) y@®z=[14+2 ) (x(@)*z*[|1+2 ) ky (t)zk]

multiplicamos ahora las series en el segundo miembro e igualamos los coeficientes de
z¥, para asi obtener:
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k-1
7e(®) = O+ kri®) +2 ) .y, @ L]
j=1

definimos ahora; para k > 1

k
be(9) = ) jy(OF@T7 yby =0
j=1

Obviamos la dependencia del parametro t, para simplificar la notacion:

k-1
(4.5) Vi = x* + ky, + 2 z j.yjxkI

j=1

y también

k
b, = Zj-ij_j
=

by = by + kygx™*
entonces by — by_1 = kyx~*
en (4.5) tenemos:y, = x* + ky+2x*b,_,
Vie = X*(1 + kypx™+2by_;)
(4.6) Vie = X*(1 + bytby_4)

Por otra parte

d d
a[kh/k(tﬂz] = E[kyk(t)y_k(t)] = 2Re[ky, (£)y, ()]

Por (4.6) tenemos
(4.7) = 2Re[kx*(1 + by, + br_1)Vx ()]

como by — by_; = ky,x~¥ entonces b, — by_; = k7, x % = kyx*
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entonces by — by_; = k¥,x¥, luego

p _
T K111 = 2Re[(1 + by + by—1)(br

recordemos

b(© = 2 [kireor - 2] w

= be1)]

. - d -
48 60 =) w®@ LK@+ D 15® [kl - 3
k=1

sea

n n

1= n@ kP y 1= 6O [krorR -

k=1 k=1

n

= Z 1 (O2Re[(1 + by + be_1)(By

k=1
haciendo Ve = Tk, X = 2Re[(1 + bk + bk—l)(Ek
aplicando el Lema 5.2 del capitulo 11
n
Z ZXk(Tk Tir1) T XnToyr
k=1 k=1
donde

=) 2Re[(1+by + by ) (B -

k=1

m

k=1 k=1

= be1)]

= be1)]

pues Tpy1 =0

bi-1)]

= z ZRe[Ek - Ek—l] + Z ZRe[(bk + bk—l)(l;k - Ek—l)]

como(by + bk—l)(l_)k - Ek—l) = byby — by—1by—1 — byby—1 + bybr_1
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= |by|?* = |bg—1|* + bybg—1 — bybj_1
ademas byby_, — bybyr_, €simaginario puro  (pues z-z=2ilmz)
entonces  2Re[(bx + b—1) (b — bx—1)] = 2(|bx|* — |br-11?)

ademas

m m
(49) X = ) 2Re[be = Bia] + ) 201bel? = 1bsf)
k=1

m
Xp =2 [Re By~ Re by + 22<|bk|2 i)

k=1 =1

Por la Regla Telescopica
Xm = 2(Re by, — Re by) + 2(|by|? — |bol?)
m = Z(Re bm + |bm|2)

luego

n

=" 4 [kn©F -

k=1

n m
= ZXk(Tk_ Ti1) = ZZ[Re by + |bi®]1 (The — Ths1)

k=1 k=1

por Teorema 2.1 del capitulo 11, parte (3.4)

te T
[Re by + |bi|?]( Tk — Tks1) = [Re by + |bi|?] (_?_ k -:11>
Tk Th+1 2L 2 T
~[Re 5 +Re(bk)k+1+ el + bl 7

reindexando y tomando by y 7,41 = 0
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- —ZZ[Re (bk)—+Re (bk)k’:11+ |bk|2—k+ |bk|2k’:11

n . n . n . n .
Tk Tk+1 Tk Tk+1
[yt oo Y
e (b)) + ) Re G g+ ) Il + ) Ibl?
k=1 k=1 k=1 k=1

ZRe (bk)—+zRe (bic- 1)—+2|bk|2—"+2|bk N

al aumentar, cuando k = 1 (equivale aumentar b, = 0) y al quitarle el término “n + 17

n+1 n+1 ]

(equivale disminuir 7,,,.; = 0).

n ) n . n . n .
Tk Tk Tk Tk
~2|D Re B)"E+ ) Re (be) T+ D Ibl? T+ Z|bk_1|2?]
k=1 k=1 k=1 k=1

Pt

n .
T
(410) 1= =2 ) ZE[Re (b) +Re (be-) + Ibil? + by
k=1

luego

n

n
1= wfkin - 7] = Y - 1
k=1

k=1
pues by — bx_1 = kypx™* Yy by — by = kypx®
n .
T
(4.11) ="K (b = byl = 1]
k=1

reemplazando (4.10) y (4.11) en (4.8)
n
P(t) = Z ?k —2Re (by) — 2Re (br—1) — 2|bi|* = 2|bg_1|*+|by — by_1|* — 1]
k=1
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n .

) 7

P(t) = —Z f[ZRe (bx) + 2Re (bg_1) + 2|by|* + 2|bp_1|* + 1—|byx — br—41?]
k=1

pues |z —w|? =|z|? + |w|? — 2Re(zw)

n
i Ty 2 2 2 2 7
o) = —Z?[ZRQ (bi) + 2Re (by_y) + 2|by|? + 2|bg_1|* + 1—|by|? — |bg_11* + 2Re(byby—4 )]
k=1

n

. fee , _
$() = — Z ~[Ibil? + 2Re (b)) + 2Re (bys) + Iba |? + 1+ 2Re(bibi )]

k=1
n .
. Tk 2
B = = El1+ by + by
k=1
Por el Teorema 2.1 del capitulo Il parte (3.7) 1 <0, paral<k<n

() =0, Vt>0

1.2 Lema Supongamos que la Conjetura de Milin es verdadera. Si f € Sy h es larama

de (3)log(z ™ (2))

conh(0)=0vy

h(z) = Z YnZ™
n=1

n m 1
entonces Z Z(klyklz — E) <0, Vn=2

m=1k=1
Demostracion

Sea y, = vx(0) el k-ésimo coeficiente de la expansion en series de potencia de
h(z,t) = h(z). Por Teorema 2.1 del capitulo Il parte (3.5) 7,(0)=n+1—-k vy

como
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B(©) = Z [kireor - 2]

asi ¢><o>=i[k|yk|2— %] (n+1-k)

k=1

Por el Lema 5.2 del capitulo 11

n m

b= (kivid? - )
m=1k=1

por (3.6) si t —»oo entonces T4 (t)—0

de la definicién de ¢, tenemos que si t —»co entonces ¢(t)— 0

luego
[ #de= (Lmo®) - 9
“0- 33 (k=)
m=1k=1
entonces
mzlk:l(klyk 1) = dwae

sit > 0 entonces ¢(t) > 0 por el Teorema 1.1 del presente capitulo

por lo tanto
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2. Teorema de Branges

La Conjetura de Milin es verdadera es decir
n m
>3 (k- ) <o
m=1k=1

Si existe p € N tal que

P m
1
z Z ( klyel? — E) = ( entonces f es una rotacién de la funcién de Koebe.

m=1k=1
Demostracion

La primera parte quedo probada en el Lema 1.2 del presente capitulo. Supongamos que

f no es una rotacion de la funcion de Koebe, donde f € S. Probaremos

ya que esto seria una contradiccion con 3p € N tal que
P m
>3 (k- D) =0
m=1k=1
Como f(2)=z+ az?+ azz3+ v iee e e en

no es una rotacion de la funcion de Koebe entonces por el Teorema 2.2 del capitulo |,

la,| < 2
Ja€eR / |a,| <a<2

adoptemos la notacion usada a lo largo de la demostracion del Lema 1.1 del presente

capitulo 1V,

h(z,t) = %log [Fizt,zt)] = i Vi (0)zF
k=1
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k
by, = Zj.ij_j para k=1 yby, =0
=1

F(z,t) =et(z+ ay(t)z2 + az()z3 + oo ll)
entonces |a,(t)| <2 Vt=0

afirmo y; = % en efecto de la definicion de h

e 'F(z,t) = zexp[2h(z,t)] = zexp [Z Zyk(t)zk]

k=1
z+a,(t)z?2 + az(t)z% + o ev oo = zZeXD [Z Zyk(t)zk]
k=1
14+ a,(t)z+az(t)z%2+ oo =exp [Z Zyk(t)zk]
k=1

2 3
GO IO

1+a,®)z+az(t)z?+ oo .. =14+ 2 + 5 3

a,()z+as;()z%+ e . =21z 4+ )t o

el coeficiente de z en ambos miembros es a, = 2y; entonces y; = %
de (4.6) del Lema 1.1 del presente capitulo
Y1 =x(1+ by + by)

yi=x(1+x"1y; +0)

-1
y1=x(1+==2)

xta,

Asi Il = Ixl |1 +75

<1+ x| |%|
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la,|
=1+— <2
+ 5 =

1l < 2

Luego V2 ()] = |y2(0) + f, 71 (s)ds|
t
<Inl+ [ Ih()lds
0

S|%|+2t<%+2t

a, a
ly1(0)] < |7| +2t < §+ 2t

La expresion obtenida para ¢ en el Lema 1.1 del presente capitulo y recordando 7 <0

tenemos que

n .

; Tk . . -

b == EMtbetbeil? =t +b]? = —H]1+ 7y
k=1

Pues x~ly, esta en la circunferencia de radio |y,| centrada en el origen; y el punto mas

cercano al 1 en esta circunferencia es % + 2t
> (1 ¢ 2t)
=T —==
1 2
. . « 2
entonces ¢ =-1 (1 -5 Zt)
2

— (D) < t1(1—%—2t)

2_
Para 0<t<== ycomo
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ii(uyw— HES BZGLL

Pero 7, <0y2—a>0.Porlotanto

> > (=) <o

m=1k=1

En 1991, A. Weinstein encontr6 una demostracion méas corta para la

Conjetura de Milin y Lebedev. La prueba de Weinstein también necesita de la Ecuacion

de Diferencial de Loewner, pero utiliza los polinomios de Legendre en lugar de los de

Jacobi, valiéndose de un teorema de adicidn que garantiza una condicién de positividad

similar a la que mostramos en el Teorema 4.1.3. Si bien la prueba es méas breve, es

esencialmente la misma que hemos mostrado en este trabajo, pues P. Todorov y H. Wilf

demostraron independientemente la equivalencia entre las

Numerosos se han realizado en torno a este tema.
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