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RESUMEN

SOBRE EL TEOREMA DEL FLUJO TUBULAR Y
EL TEOREMA DE FROBENIUS
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Asesor: Dr.Edgar Vera Saravia

Titulo obtenido: Licenciado en Matematica

El presente trabajo tiene por objetivo presentar una version del Teorema
del Flujo Tubular que sirva de motivacién para introducir objetos geométricos
como fibrado tangente, subfibrado tangente, X-foliacién, entre otros. Esta
presentacion resulta ser el caso 1-dimensional del Teorema de Frobenius, lo
que nos permitira ver con claridad qué tipo de problema es el que resuelve
dicho teorema, facilitando la comprension del caso k-dimensional de tan im-

portante teorema.



ABSTRACT
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THE FROBENIUS THEOREM
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JULY-2007

Advisor: DrEdgar Vera Saravia

Obtained Grade: Bachelor in Mathematics

The objetive of this work is to present a version of the Tubular Flow
Theorem that motivates the introduction of geometric objects such as: tan-
gent bundle, tangent subbundle, X-foliation, etc. This presentation becomes
the 1-dimensional case of the Frobenius Theorem, which will let us see what
kind of problem this theorem solves, in order to improve the comprehension

of the k-dimensional case of such as important theorem.
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Introduccion

El presente trabajo tiene por objetivo presentar una version del Teorema del
Flujo Tubular que sirva de motivacién para introducir objetos geométricos
como fibrado tangente, subfibrado tangente, X-foliacién, entre otros. Esta
presentacion resulta ser el caso unidimensional del Teorema de Frobenius,
lo que nos permitira ver con claridad qué tipo de problema es el que re-
suelve dicho teorema, facilitando la comprensién del caso k-dimensional de
tan importante teorema.

En el primer capitulo, sentaremos las bases para el trabajo y difiniremos
los conceptos de variedad y fibrado tangente, entre otros. En el segundo
capitulo, daremos una demostracion del teorema del flujo tubular e intro-
duciremos las nociones topoldgicas y geométricas asociadas con él. Final-
mente, en el tercer capitulo, reescribiremos el teorema del flujo tubular de
tal forma que resulte el caso unidimensional del teorema de Frobenius y nos

permita plantear el problema que éste resuelve en el caso k-dimensional.



Capitulo 1

Sobre el concepto de Variedad

diferenciable

En este capitulo nos proponemos definir los conceptos de variedad diferen-
ciable, fibrado tangente y morfismo entre variedades los cuales serviran de
glosario basico para el presente trabajo.

Empezaremos con una caracterizacion alternativa de espacio vectorial, la
que nos servira para definir el importante concepto de espacio tangente de
una variedad M en un punto p : T,M.

Proposicién 1.1. Un conjunto V# () es un R-espacio vectorial de dimension

m € N si y solo si existen dos familias no vacias de funciones:
1. A(V) C B(V,m) = {biyecciones de V sobre R™}

2. G(V) C GL(m) subgrupo del grupo lineal de R™



tal que se cumple

o, e AV) = oyl eg(V) (1.1)

La condicion (1.1) estd expresada en el siguiente diagrama conmutativo

Prueba
Condicién Necesaria. Consideremos como elementos de A(V') a los iso-
morfismos lineales determinados por cada base {v!,---  v™} C V mediante

la aplicacién ¢

vV R™
vi > p(v}) = ¢

donde {e', -+ ,e™} es base canénica de R™.
G(V) sera el subgrupo de GL(m) generado por {tp~': ¢, € A(V)}.
Condicion Suficiente. Definamos en V' las operaciones de suma y pro-

ducto por un escalar

definida por



definida por

para alguna ¢ € A(V).

Donde ¢(u) + ¢(v) es la suma en R™ y Ap(v) es el producto escalar en
R™.

La definicién de la operacion + no depende de ¢. En efecto, sea 1 otro

elemento de A(V), como gy~ € GL(m)

VW) +Y(v) = ¢ e ) () + 1 (v))

por lo tanto la definicién de 4+ no depende del elemento de A(V') tomado.

Andlogamente, si ¢ es otro elemento de A(V)

VTHAW() = ¢ (e (A(v))
= ¢ (Ae(v))

= ey

por lo tanto, la definicién de ® no depende del elemento de A(V') tomado.
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Finalmente, como p~1(0) = 0 si y sélo si p71(0) = ¢71(0), definimos
0 € V como 0 := ¢~ 1(0). A partir de las definiciones de + y ® en V se
pueden reproducir todas las propiedades de espacio vectorial, lo cual concluye

la prueba.

1.1 Variedades diferenciables

Definicién 1.1. Una funcién f : R" — R"™ es un n-difeomorfismo local (de
clase C*®) si para cada x € R™ existe U C R™ abierto con x € U tal que f(U)

es abierto en R" y flU : U — f(U) es un difeomorfismo de clase C*°.

Notacion 1.1. D

o (n) :={f:R* — R": fes n-difeomorfismo local de clase C*}

indicard la familia de todos los n-difeomorfismos locales.

Definiciéon 1.2. Sea M un conjunto no vacio. Una funcion g : M — R"
es una biyeccion local si para cada x € M existe U C M con x € U tal que

g(U) abierto en R™ y g|U : U — g(U) es una biyeccion.

Notacion 1.2. Bj,.(M,n) :={f : M — R" : fes biyeccion local}

indicard la familia de todas las biyecciones locales.

Definicién 1.3 (Pseudogrupo). & C Dy (n) es llamado pseudogrupo si

loc

cumple las siguientes condiciones:
1. Sio € & entonces o7 € B.

2. Sio, 7€ G ydToo entoncesToo € S.

bt



3. Sioce& yAC Dom(o) es abierto, entonces g|A € &.

4. Dada o € Bj,.(R™;n), si Dom(co) es abierto en R",
Vo € Dom(o) A, abierto de R", tal que x € A C Dom(o) yo|A € S

entonces o € 6.

Definicién 1.4 (n-variedad C*). Un conjunto M # 0 es llamado una n-
variedad C™ (o una variedad C* de dimension n) si existen dos familias no

vacias de funciones, A(M) C Bjoo.(M,n) y S(M) C Di.(n) un pseudogrupo,

loc

tales que se cumplen:
1. M = Dom(yp).
(M)

2. Si o, € Ay Dom(p) N Dom(x)) # (O entonces o o=t € &(M).
Observaciones:

1. Haremos referencia a la definicién anterior diciendo que M es una n-

variedad C'* con atlas A(M) y pseudogrupo &(M).

2. Los elementos de A(M) son llamados cartas locales o sistemas de co-

ordenadas de M.

3. Los elementos de &(M) son llamados cambios de cartas o cambios de

coordenadas de M.

4. En el contexto anterior, diremos que M es una variedad modelada en

R™ o con R™ como espacio modelo.
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5. La idea de tener A(M) y &(M) es la siguiente: S(M) determina la
estructura de R™ que se desea transferir a M y las cartas de A(M) el

modo de efectuar esa transferencia.

1.2 Una topologia sobre M

La definicién de una topologia sobre M se resuelve con el siguiente teorema

que provee a M de una familia de abiertos inducida por A(M).

Teorema 1.1. Sea M una n-variedad. Si se cumple, uno u otro:

t. Dados x,y € M, existe p € A(M) tal que x,y € Dom(p)

0

ii. Existen o, € A(M) con Dom(p) N Dom(y) =0 tal que x € Dom(p) y
y € Dom(v))

entonces existe una unica topologia de Hausdorff en M tal que para todo ¢ €
A(M) se tiene que Dom(p) es abierto y ¢ un homeomorfismo de Dom(yp)

sobre Im(¢p).
Prueba.

e [Lxistencia.
Consideremos 7 = {A C M : V p € A(M), ¢(A) es abierto en R"}.

Afirmamos que 7 es una topologia sobre M. En efecto, sea ¢ € A(M)

— (M) = (M N Dom(p)) = @(Dom(p)) = Im(p) que es abierto
en R™ pues p € A(M). Asi, M € 1.
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— (D) = 0 es abierto en R™, por lo tanto () € 7.

— Sea {0, }ie; € 7, consideremos U@i'

el

(o) = e(lJe: n Dom(e)) = o(J(€: 1 Dom(y))) =
ng(@ﬁDom(gp)) = ng(@i) como ¢ (O;) es abierto en R" Vi € I,

iel icl
se tiene que ng(@i) es abierto en R"™.
i€l
Asi, U@i €T
i€l
— Sean ¥, Q € 7y ¢ € A(M), consideremos ¥ N €2, entonces
(T NQ)=p(TNQ2NDom(p)) =
©((¥ N Dom(p)) N (2N Dom(p))) =
p((¥'N Dom(p))) Ne((2N Dom(p))) = ¢(¥) N ().

Como (V) N (£2) que es abierto en R” se tiene que Y N € 7.

Mostremos ahora, que Dom(p) € T Vo € A(M).

Sea 1) € A(M), entonces (Dom(yp)) = y(Dom(v) N Dom(p)).

Si Dom(y) N Dom(yp) = 0 no hay nada que probar.

Supongamos que Dom(p) N Dom(p) # ), y consideremos el siguiente

diagrama.

Dom(p) N Dom(1)
/ 5 K

e(Dom(p) N Dom(y)) === === === == == -~ > (Dom(p) N Dom(v)))



Como Yop~t € §(M) C Dy (n) entonces Dom(pop™1) e Im(pop™!)
son abiertos en R".
Luego, ¥(Dom(p) N Dom(p)) = Im( o p~ ') es abierto en R™, por lo
tanto, Dom(yp) € 7.
Mostremos ahora que ¢ : Dom(p) — Im(yp) es un homeomorfismo.

Para esto verificaremos que ¢ es continua y a la vez una aplicacion

abierta.

— Continuidad de ¢. Sea © un abierto en Im(y), entonces O es
abierto en R™. Debemos probar que ¢~ *(0) es abierto en Dom(yp)
o en forma equivalente, dado ¢» € A(M), probar que ¥ (p~(0))
es abierto en R" :

(e7H(O)) = Y(e™H(©) N Dom(v)) = ¥([p~"(©) N Dom(e)] N
Dom(¥)) = 0 9~ (© 1 p(Dom(p) 1 Dom(y))).

Pero © es abierto en R" y p(Dom(p) N Dom(1)) es abierto en
Im(yp), por tanto abierto en R™.

Como Yo~ € &(M) entonces Yot (ONp(Dom(p)NDom(1))))
es abierto en I'm(1) o ¢~ !) que es abierto en R", por lo tanto, es
abierto en R", asf, 1)(¢~1(©)) es abierto en R", luego, ¢~ 1(©) € 7

y asi, ¢ es continua.

—  es una aplicacién abierta. Sea U C Dom(y) tal, que U € T,



entonces p(U) es abierto en R" y o(U) C p(Dom(p)) = Im(p),

luego o(U) = p(U) N Im(p) es abierto en Im(yp).

e Unicidad.
Sea 7 otra topologia definida sobre M tal que (Dom(y))eeam) €1y

@ : (Dom(p),n) — (Im(yp),n) sea un homeomorfismo. Probemos que

T=n.

—n C 7. Sea U € n entonces U N Dom(p) € n, luego ¢o(U) =
©(U N Dom(yp)) es abierto en Im(p) que es abierto en R"; asi,

U e 7y porlo tanto n C 7.

—7Cn Sea Ve r,0(V)= VN Dom(p)) es abierto en I'm(yp)
porque ¢ es homeorfismo en la topologia 7. Como ¢ es también

homemorfismo en la topologia 1 se tiene que V N Dom(yp) € n,

luego,V =V NM=Vn U Dom(y) = U (VN Dom(yp)) € n.
peA peA
Asi, 7 C .

e 7 es de Hausdorff. En efecto, sean x,y € M

— Supongamos Jp € A(M) tal que z,y € Dom(yp). Como Im(yp)
es Hausdorff, existen U abierto en Im(p) conteniendo ¢(z) y V
abierto en I'm(y) conteniendo (y) tal que U NV = (). Como ¢

es homeomorfismo ¢ (U) y ¢ (V) son abiertos en Dom(p) y
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e N (U)N (V) = 0. En efecto, si existiese un punto en comun

UNV # 0, un absurdo.

— Supongamos 3 ¢, € A(M) tal que Dom(p) N Dom () = B con
x € Dom(p) v y € Dom(¢) no hay nada que probar porque

Dom(p) y Dom(1)) ambos pertenecen a 7.

1.3 Sobre el fibrado tangente de una variedad

Definicién 1.5 (Espacio tangente en R"). Dado R" y p € R,

T,R" := {p} x R™ es llamado espacio tangente de p en R™.

Si definimos en T, R" :

a(p,v) + B(p,w) = (p, av + pw)

con o, f € Ry (p,v), (p,w) € T,R", se tiene que T, R es un espacio vectorial
n-dimensional.
Definicién 1.6. Una funcion f : R™ — R"™ es localmente diferenciable de

clase C* si para cada © € R™ existe U C R™ abierto con x € U tal que

fIU : U — R"™ es de clase C*.

Notacion 1.3. C°

> (m,n) :={f:R™ — R™: f es localmente diferenciable de clase C*>}

C2(m,n) indicara la familia de todas las funciones localmente diferencia-

ble de clase C*°.
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Definicién 1.7. Dados F € C%.(m,n) y p € Dom(F') abierto, definimos la

funcion

LE : GR) ——= T @RI re)w)

donde JF(p)[v] es el jacobiano de F' en el punto p.

Notacion 1.4. JF(p)[v] = F'(p)v = 0,F(p).

Observacién Dados F' € Cio(k,m),G € C2(m,n),p € Dom(F) y
F(p) € Dom(G), la regla de la cadena se interpretard como: La conmu-

tatividad del diagrama

)N Dom(G

/ \

F~Y(Im(F)N Dom(G))- - - - - - = Gok (F) N Dom(G))

implica la conmutatividad del diagrama:

TrpR™
TpGoF
T,R* = - - - - == - - > ToerpR

12



En efecto,

T(Go F)(p,v) = ((GoF)(p), (G o F)(p)])

Por lo tanto, T,(G o F)(p,v) = TrG o T,F (p,v) ¥ (p,v) € T,R¥, asi

Tp(G o F) = Tp(p)G o TpF

1.3.1 El espacio tangente de M en p

Consideremos M una n-variedad, el conjunto M x A(M)xR™ y ~ la siguiente

relacién definida sobre M x A(M) x R™ mediante:

(p.p,v) ~ (q,%,w) <= p = q € Dom(p) N Dom(v) y w = (") (0(p))[v]

Proposicién 1.2. La relacion ~ definida sobre M x A(M) x R"™ es una

relacion de equivalencia.
Prueba

e Reflexividad:(p, p,v) ~ (q,%,w). En efecto,

(™) (p(p))[v] = Id'(p(p))[v] = Id[v] = [v].

13



e Simetria:(p, p,v) ~ (q,1,w) entonces (g, ¥, w) ~ (p,p,v). En efecto,
por hipétesis p = ¢ y w = (Y~ ") (¢(p))[v]. Como Pp~' € &(M)
entonces 1! € S(M). Por lo tanto, (¢ ~) (p(p)) es un isomorfismo

lineal con inversa (o ~1) (¥(p)) por lo tanto v = = (Y(p))[w].

Asi, ~ es simétrica.

e Transitividad Supongamos (p, p,v) ~ (q,0,w) v (q, ¥, w) ~ (s,n,u).

Por hipétesis p = g = s. Consideremos el siguiente diagrama

B
VX
np~*

b
A--—-=-- >(C
con A, B, C abiertos apropiados de R".

Gracias a la regla de la cadena podemos pasar de este diagrama con-

mutativo a este otro diagrama conmutativo:

Tw(p)Rn
Toy (o™t 7 \Ti\b(p)(nw_l)
- oo ) (mp™h) Ta n
Ts@(p)R -t > Tn(zo)]R

luego,

14



Pero,

Jmp e ()] = [T~ (e (e(p))) o Jve (¢(p))][v]
= I~ (W(p) (T~ (e(p))[v])
= Iy (¥ (p))(w)

Asi,

y (p,p,v) ~ (s,n,u).

Como ~ es de equivalencia, definimos el conjunto cociente de M x A(M) x R™

por la relacion de equivalencia ~ como T'M. Asi,

M x A(M) x R™

~

TM

Denotemos los elementos (clases de equivalencias) de T'M por (p, ¢, v) y

definamos la funcion

p:TM M
(p, 0, v) ——=p((p, p,v)) = p

p estd bien definida, pues si (¢, 9, w) = (p,p,v) entonces, ¢ = p y

p({q; ¢, w)) = q=p.

15



Consideremos p~'({p}) € TM. Explicitamente p~*({p}) = {{(p, ¢, v) :

(p,,v) € M x A(M) xR™ p e Dom(y)}

Lema 1.1. Dado p € M, para cada ¢ € A(M) con p € Dom(yp) se cumple
p'({p}) ={(p,¢,v) :v €R™}

Prueba

Sera suficiente probar que

p—({p}) S {(p, 0, v) : (pp,v) € M x A(M) x R™,p € Dom(y)}

ya que claramente
{(p,p,v) : (p,p,v) € M x A(M) xR™, p e Dom()} € p~'({p})-

Sea (p, 1, w) € p~'({p})

Definimos v = (o1 ~1) (¢(p))(w) € R™ entonces

(p,Y,w) = (p,,v) (1.2)

por lo tanto, p~' ({p}) C {(p,,v) : (0, ,v) € Mx A(M)xR™, p € Dom(t))}
Observacién Afirmamos que fijado ¢ € A(M), w es el Gnico elemento de
R™ que satisface la igualdad (1.2).

En efecto, sea (p, v, v1) = (p, p, v2), entonces

vy = (e ) (¢(p)(v1)
= 1Rm(1}1>

16



Proposiciéon 1.3. Sea M una variedad m-dimensional. Para cada p €

M, p~*({p}) admite una estrucutura de m-espacio vectorial.

Prueba Usaremos la proposicién 1.1.

Sea ¢ € A(M), asociemos a ¢ una funcién Tp,p

Top - p~'({p}) R™

<p7 ¢7U>'—>U

T, estd bien definida. En efecto, supongamos (p, ¢, v1) = (p, , ve). Por
la observacion anterior, v; = vs.
Definimos A(p™*({p})) = {Tpp : ¢ € A(M), p € Dom(y)}.

Afirmamos que T,p es biyectiva.

e [,p es suryectiva.

Sea v € R™. Por el lema (1.1) y la observacién que le sigue, existe una

tinica clase (p, p,v) € p~'({p}) tal que Tpp({(p, p,v)) = v.

e T, es inyectiva. Supongamos que

Too({p, o, v1)) = Tpyp({p, o, v2))

entonces v = vy ¥ (D, @, v1) = (P, @, V)

Supongamos que p, ¢ € A(M) y Dom(p) N Dom(v)) # 0. Consideremos el

siguiente diagrama
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Afirmamos que T,0(T,p)~' € GL(m) En efecto,

T(Tye) " (v) = T((p,e,v))

Por el lema (1.1), (p,®,w) = (p,p,v), es decir,

w = (™) (0(p))[v]
Por lo tanto,
T (Te) ™ (v) = (™) (0(p) V]

Como (Y~ (p(p)) € GL(m), se tiene que T,¥(T,p)~t € GL(m).

Definimos G(p~!(p)) como el subgrupo de GL(m) generado por {T,1(T,p) " :

o, e Alp~(p)}-

De esta forma, p~*(p) es un m-espacio vectorial.

Definicién 1.8. En las condiciones anteriores , para cada p € M, p~*({p})

es llamado el espacio tangente de M en p y serd denotado por T,M.

1.3.2 La estructura de variedad del fibrado tangente

Sea ¢ € A(M). Definamos la aplicacién:

Top : Tp(M)
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(p, p,v) ———(p(p), Tp({p, v, v)) = (¢(p),v)

Notemos que usamos T},¢, tanto para la aplicacion

Tpp : Tp(M) TomR™
como para la aplicacién
Tpp : T,(M) R™

la diferencia entre ellas se hara clara de acuerdo al contexto.
Se prueba con facilidad, considerando la definicién de 7,¢, que el siguiente

diagrama es conmutativo:

es decir Ty o (Typ) ™' = Ty (¥ 0 7). En efecto,

T o (Tp) (e(p),v) = Typ((p,p,v))
= (¥(p), \p({p, 0, 0)))
= (Y(p),w)

donde w es el tnico vector en R™ tal que

(p, ¥, w) = (p, p,v)

es decir

w = (™) (e(p))[v]
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De esta forma,

T o (Tpe) " (p(p),v) = (¥(p), We™) (e(p)[v])
= (W (o), W) (v(p))[v])
= T (e~ ) (p(p),v)
es decir,
T o (Tpp) ™' = Ty (V)
Definamos la familia
A(TM) :={Tp: p~'(Dom(p) — R™ x R™ : p € A(M)}

donde Ty esta definida de tal forma que el siguiente diagrama es conmutativo:

Ty

p~ (Dom(p) R™ x R™
p m
Dom(y) ‘ R™

es decir, m o Ty = o p;y To|T,(M) = Typ.

Observaciones

1. Sea (p,,v) € T,,M. Entonces

To((p,p,v)) = Tpp((p,p,v))



2. Veamos que el diagrama conmutativo nos dice lo mismo que fue dicho
en la observacién 1.
p 1 (Dom(p)) CTM. Sea (p,p,v) € p~(Dom(yp)) C TM.
Entonces, p((p, p,v)) = p € Dom(p) C M

Asi, ¢(p) estd definido y 77 (¢(p)) = (p(p),v) es el valor que toma

To((p, ,v)).

3. Claramente se tiene p;*(Dom(p)) = U T,M

pEDom(p)

Afirmamos que A(T'M) C Bjooe(TM,R™ x R™). En efecto, sea ¢ € A(M).

Ty : p~Y(Dom(p)) ———Im(p) x R™
(p, 0, v) ————=Tp({p, p,v))

Como (p,p,v) € T,M, de la observacion 1. se tiene que To((p,p,v)) =

(e(p), Ao ({p, @5 v))-

Como cada componente es una biyeccion se tiene que T es una biyeccion
local de TM en R™ x R™. Por otro lado, Im(yp) x R™ es abierto en R™ x R™,

pues Im(yp) es abierto en R™ y U p~H(Dom(p)) =TM.
pEA(M)
Consideremos S(T'M) = &(M) x GL(m) con la siguiente operacion:

e Sean (o,s),(1,t) € (M) x GL(m). Definimos

(0,s) @ (1,t) =(0coT,s0t)
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Claramente &(T'M) = &(M) x GL(m) es un pseudogrupo, donde (o, s)~*

(o', s71) e §(TM).
Supongamos ahora que Dom(Ty) N Dom(T) # 0.

Sea H = Dom(p)) N p~t(Dom(x), considerando el diagrama

/pl(H)\
Te Ty
o(H) x Rm— - 297 () x R

Tenemos que

T o (To) elp),v) = Ty((p,e,v))
= T,0(p,p,v))

= (Y(p),w)

donde w es el inico vector en R™ tal que

(p, ¥, w) = (p, p,v)

de donde
w = (™) (p(p))[v]

Luego,

Ty o (Te)  (e(p),v) = (e (ep)), (™) (ep)[v])

es decir, Ty o (Tp)™' € &(M) x GL(m).
Una interpretaciéon del diagrama
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Ty

p~H (Dom(e)) R™ x R™
P ™
Dom(p) ¢ R™

se tiene en la siguiente figura si identificamos R™ x R™ con TR™

| .

Figure 1.1: Una interpretacién de Ty

Recopilando lo dicho se tiene

Lema 1.2. Sea M una m-variedad. T M con las familas de funciones A(TM) =
{Tp : pH(Dom(p) — R™ x R™ : p € A(M)} y pseudogrupo S(TM) =
S(M) x GL(m) es una 2m-variedad de clase C™.
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1.4 Morfismos entre variedades

1.4.1 Aplicaciones diferenciables

Definicién 1.9 (Diferenciabilidad). Sea M una m-variedad, N una n-
vartedad y f : M — N wuna aplicacion. Diremos que f es diferenciable
(C>®) enp € M si existen o € A(M) con p € Dom(p) y ¢ € A(N) con

f(p) € Dom(y) tal, que Y fp~' € Colp(min), es decir,
Y™t U CR™ — R"
es diferenciable, con p(p) € U y U C R™ abierto.

Esto queda ilustrado en el diagrama conmutativo siguiente:

M ! N

¥ P
-1

U CR™ e R"

Proposicién 1.4. Si f es diferenciable en p, entonces para toda ¢ € A(M)
con p € Dom(y) y para toda ¢ € A(N) con f(p) € Dom(¢), wfe~' €

Cg()p)<m; n)

Prueba
Supongamos que f es diferenciable en p. Entonces existen ¢ € A(M) y

@Z € A(N) con f(p) € Dom(v) tal que @f/;fgbv*l € CZ(p). Esto se ilustra en

24



el siguiente diagrama conmutativo

M

R bfE! R"

sean ¢ € A(M)y 1 € A(N) que satisfagan las condiciones de la proposicién

1.4 y consideremos el siguiente diagrama conmutativo

entonces 1 fot = (Y1) (P fP)(Pp!) pertenece a Cop (m;n) por ser com-

puesta de aplicaciones diferenciables.

Observacién
Lo que la proposicién demuestra es que en la definicién 1.9 se puede sustituir
existe por para todo.

Definicién 1.10 (Morfismo). En las condiciones de la definicion 1.9, di-
remos que f es un morfismo de M en N si f es diferenciable (C*) en todo

punto p € M.
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Notacion 1.5. C*°(M,N) ={f: M — N : fes morfismo}

Teorema 1.2. En las condiciones de la definicion 1.9, f es un morfismo si
y sélo si dada o € A(M) , v € A(N) y existe v fo~' entonces wfp~' €
COO

loc(m; TL)

Prueba. Condicién Necesaria. Supongamos que f es morfismo. Sea

teR™y p=pYt). Consideremos la funcién

U fe~ e(Dom(e)) - o(Dom(p)) — ¢(Dom(v))

como ¢ € A(M) yp € A(N), p(Dom(p)) y (Dom(1)) son abiertos en R™
y R™, respectivamente.

Sea q € p(Dom(y)) entonces ¢ = ¢(s), s € Dom(yp) como f es morfismo, f
es diferenciable (C) en s, lo que significa que ¥ f~|¢o(Dom(y)) es diferen-
ciable en ¢ luego lo es también en el abierto p(Dom(y)) pues ¢ era arbitario
en p(Dom(y)).

Condicién suficiente. Supongamos ¢ fo~' € C2°(m;n), es decir, Vt €
R™,3U, V abiertos en R™ y R™ respectivamente, con t € U y ¥ fo~1(t) € V
tal que ¥ fpt 1 U — V es C™.

Tomemos p € M, ¢ € A(M) con p € Dom(p) entonces ¢(p) € p(Dom(yp)).
Sea U vecindad de ¢(p) en R™ y consideremos p(Dom(y)) NU.

Andlogamente, consideremos ¥(f(p)) y V vecindad de ¢(f(p)) en R" y
Yv(Dom()) N V. Como ¢fpt : U — V es C™, entonces,
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et p(Dom(p)) NU — p(Dom(y)) NV es C™ entre abiertos de R™
y R™ respectivamente. Luego f es diferenciable en p € M, como p era un
punto arbitrario, se tiene que f es morfismo de M en N.

Observaciones
1. A modo de ejemplo de morfismo, daremos la siguiente definicion:
Definicién 1.11. Dos atlas A; y As sobre M son equivalentes si la

aplicacion identidad 1p; es doblemente un morfismo.

Lo que esta definicion significa es lo siguiente: Dado un conjunto M,
un pseudogrupo & C Di°(m) y Aj, Ay dos G-atlas sobre M, decir

que A; y As son equivalentes significa que los siguientes diagramas son

conmutativos
1
M M
P1 Y2
P27
R™ = R™
1nm
M M
P2 1
-1
P1Po

R"” ———R™
es decir o1t 0105t €6 Vo, € Ay s € A
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2. Dada una m-variedad M y p € M.
CX(M,1)={f: M — R:3U C M, abierto, pc Uy f|U:U —
R es morfismo}

Co(M,1)={f: M —R:Vpe M 3IU C M, abierto, pe Uy f|U :
U — R es morfismo}
C*(M,1)={f: M — R: f es morfismo}

resultan casos particulares con N = R

3.5 M =ACR"y N=B CR" A,B abiertos, son también ejem-
plos de morfismos los elementos de C*(A, B), en particular se tiene

C(R™, R™).

4. A(M) C C2.(M,m), esto se desprende del siguiente diagrama conmu-

loc

tativo:
M f - Rm
2 1gm
Rm I]Rm Rm

En particular, A(TM) C C2.(T M, m?)

loc

5. La siguiente definicion relaciona el concepto de morfismo con un nuevo

concepto, el de subvariedad.

Definicién 1.12. Sea M una m-variedad y .S C M una k-variedad con

1<k <m. S esllamada una subvariedad de M si la funcion inclusion
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S — M es un morfismo.

e Las subvariedades més usadas aparecen cuando la inclusién es una

inmersion o un encaje.

6. Veremos en el siguiente capitulo que los campos vectoriales son ciertos
morfismos X : M — T M; precisamente los morfismos que hacen

conmutativo el siguiente diagrama:

M S— V'
P
1ng
M
poX =1y.

Para nuestros fines, exigiremos ademés que X (p) # 0 para todo p € M.

1.4.2 Morfismo tangente

Sea M una m-variedad y N una n-variedad.
Dados un morfismo f : M — N, ¢ € A(M),¢ € A(N) tales que p €

Dom(p) y f(p) € Dom(1), veamos que la aplicacién

Tf:TM TN
<p7 2 U> — <q7 ¢7 w>
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definida por T'f({(p, ¢, v)) = (f(p), ¥, (¥ f¥ ™) p(p)[v]) es un morfismo

Verifiquemos primero que esta definicién no depende de las cartas o, €
A(M) y A(N) respectivamente, y por lo tanto, es una buena definicién. En

efecto, sea

(p,p,0) = (p,p,0)

Ti(p.8,0) = (f(p), ¥, (&) (@0))

Debemos verificar que

(FP), 0, (DY @R = ()0, Wfe™) (e(p)])

o equivalentemente que

W™ ()] = @Y @FEIE) (@) ]

En efecto,

WY @)@ FEY @E)E] = W o fE ) (3 (p),)
= (fe 1) (@(p)v]
= (Wfe e ) (2(p)[v]

= (fe ") (e(p)[v]

Por lo tanto

(p,o,0) = (p,p,v)

30



implica

Tf(p,¢,v) = Tf((p,e,v))

Teorema 1.3. En las condiciones de la definicion 1.13, T'f es un morfismo

de variedades, de la variedad T'M en la variedad T'N .

Prueba Del teorema 1.2 debemos demostrar que en el siguiente diagrama

conmutativo

Tf
TM TN

T Ty
1
R x R IO pn s me
TYT f(Tp)~! es C2(R™ x R™, R™ x R™).

loc

En efecto, suponiendo que 9 fo~! existe y considerando (p(p),v) € R™ x R™

resulta

TYTf(Te) (e(p).v) = TUTf({p.¢.v))
= TY((f(p), ¥, W fe™ ") (pp)0])
= Wf), Wfe™ ) (w(p)])
= (Wfe (), Wfe™!) (0(p))[v])

lo que demuestra lo requerido.

Definicién 1.13 (Morfismo tangente). Dadas M una m-variedad, N una

n-variedad y un morfismo f: M — N , el par (Tf, f) serd llamado mor-
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fismo tangente de f, del fibrado tangente (TM, pyr) en el fibrado tangente

(T'N, pn) y serd representado por el diagrama conmutativo siguiente:

Tf

TM TN
M PN
M ! N

Notacion 1.6. En el contexto de la definicion de morfismo entre fibrados

tangentes usaremos T, f para indicar T f|T, M.

Proposicién 1.5.

T,f : T,(M Ty (M
e 1050 wre o)

es una aplicacion lineal.

Prueba

Con ayuda de las proposiciones (1.1) y (1.2) definimos

(p,o,v) + (p,p,w) = (p,p,v+w)

>\<p7 2 U> = <p= 2 >‘U>
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Por lo tanto,

Tpf<<p7 907U> + <p7 907 w)) = Tpf(<p7 907,0 _'_ U}>)
= (f(p), v, (Wfe ") (¢(p)[v+w])
= (f(), ¥, Wfe™) ()W) + (f(p), ¥, (o) (p(p))w])

= Tpf(<p7 907?))) + Tpf(<pv 907w>

y también

L f(Mp.p,v) = Tpf((p, 0, Av))
= (f), ¥, (Wfe™) ((p)[Av])
= (f(0), . AW fe™) ((p))[v])
= Mf(p), ¥, (W fe™) (e(p)v])

= M, f((p; ;)

Asi, T, f es una aplicacion lineal.

Observaciones

1. Considerando M = R™ y N = R" se tiene que T}, f : T,R™ — Ty, R"

generaliza la aplicacion

33



TpRm Tf(p)Rn
(p,v) ——=(f(p), f'(P)[v]))

donde ¢ , 1 son 1gm y 1lge respectivamente y (p,1gm,v) se iden-
tifica con (p,v) y (f(p), 1gn, 1gn f(1gm) *(¢(p),v)) se identifica con

(f(p), f'(p)[v])-

. En el caso M abierto de R™, N abierto de R", A(M) = {1gm|M},

A(N) = {1gn|[N} v f : M — N de clase C™ se tiene el siguiente

diagrama
M—I N
1gm 1gn
R — R

Considerando el diagrama conmutativo asociado a T'f

Tf
TM TN

Tlgm Tlgn

TignTf(T1lgm)~ !

R™ x R™ R™ x R™
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y como

T1gnTf(T1zm) ™" (Lam (p), v)

es lo mismo que

Tf(<p7 1Rm7v>)

T1pTf((p, 1rm,v))

T1ge((f(p), Lrm, (e f(1rm) ™) (e (p))[0])
(f(p), (Lrn f (L)) (T () [0])

(f(p), f'(P)[V])

= (T1g")"'(f(p), f'(P)[0])
(f(p), 1rn|n, f'(p)[v]) (1.3)

donde (p, 1gm,v) € T,M y (f(p), 1rn|n, f'(p)[v]) € Ti@p)N.

De esta forma, (p, 1gm,v) € T,M estard determinado por p y v.

Parafraseando lo que se tiene en (1.3) tenemos:

Tf((p,v)) = (f(p), f'(p)[v]), donde (p,v) € T,M y (f(p), f'(p)[v]) €

Ty (») N

. En el contexto de morfismo entre fibrados tangentes resulta que, dada

v € A(M), Ty es la correspondiente aplicacién tangente de ¢:

M

Rm

].Rm

Rm



Pasando al esquema del morfismo tangente (T'p, @) se tiene

Ty
TM TR™

T(p T].]Rm

T1gmTp(Te) ™

R™ x R™ R™ x R™

por la observacion anterior podemos identificar (p(p), 1gm, v) con (¢(p),v)
y es asi que, en el contexto de morfismo tangente, podemos identificar

el morfismo tangente (T'p, ¢) con la aplicacién tangente Ty

Te((p,e,v)) = (@(p), 1em, lpmee ™" (v))
= <90(p)71Rm71Rm(/0)>
= (p(p), 1gm,v)

= (p(p),v)

donde (p(p),v) € Ty, R™.

36



Capitulo 2

El teorema del flujo tubular

En este capitulo nos proponemos demostrar el teorema del flujo tubular. Para
ello nos serviremos de un teorema de existencia para soluciones de ecuaciones

diferenciales ordinarias en el caso euclidiano.

2.1 Un teorema de existencia de EDO

Empezaremos proponiendo, sin demostracion, un teorema de existencia y
unicidad de soluciones para una ecuacion diferencial ordinaria.

Teorema 2.1. Dado F' : Q@ C R™ — R™, Q abierto, para cada xq € S,
existen € > 0,7 > 0 con B(xg,2r) C Q y un dnico morfismo
f ] — e, €[xB(xo,r) — Q tal que para cada x € B(xg,r) la aplicacion

t €] — e, e[ f(t,x) es la unica solucion del P.V.I.

Fli=sf(t,x) = F(f(s,x))
f0,z) = =z
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Mas atin, definiendo fi(x) = f(t,x), la familia {f; : t €] —¢€, €[} llamada flujo

local de F' en xq es un grupo local de difeomorfismos, es decir,
1. fy: B(xg,r) — fi(B(zo,7)) es difeomorfismo ¥Vt €] — €, €[.
2. Si s, t,s+t €] — €€l y existe fso fi, entonces fso fi = feri. En
particular, 37 = f_,
Prueba Ver [1] pdginas 186-202.

La unicidad garantiza que fijado = € B(xo,r), la aplicacién
tel—ee[——f(t,z) e R™

es una parametrizacion de la llamada curva integral de F' que pasa por

f(0,z) con velocidad F(z).

2.2 Campos vectoriales

Definicién 2.1. Dada una m-variedad M, por un campo vectorial de M
entenderemos un morfismo X : M — TM tal, que ppy o X = 1py, es decir,

tal, que el siguiente diagrama es conmutativo:

X

M

TM

Observacién La condiciéon pyy o X = 14 es equivalente a p € M —
X(p) € T,M.
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En efecto, py 0 X = 1pr <= py(X(p)) = p <= X(p) € py; {p}) = T, M.
En nuestro caso, consideraremos tnicamente campos vectoriales tales que

X(p) # 0 para todo p € M.

2.2.1 Versién local de un campo vectorial

Nos proponemos asociar a cada campo vectorial X un campo vectorial clésico,
para esto usaremos las cartas de la m-variedad M y las cartas de la 2m-
variedad T'M.

Sea ¢ € A(M) y consideremos el diagrama conmutativo siguiente:

M TM

P Te

Im(p) — % Im(p) x R™

Definimos
Xo(p(p) = T X(p)]

donde identificamos a T,p[X (p)] con w2 o T,p[X (p)].
Si escribimos ¢(p) = a, obtenemos un campo vectorial clasico X, definido
por

X, Im(yp) R™
ar————Ty1) [ X (¢ (a))]

Proposicién 2.1. El campo vectorial cldsico X, es un morfismo.
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Prueba

Como el campo X es un morfismo, del diagrama conmutativo

M TM

P Te

Im(p) ————Im(p) x R™

se obtiene que TwX ™! es un morfismo. Como

TeXe 'e(p) = Te(X(p)

se tiene que (1, X,,) es un morfismo y asi 7 o (1, X,,) = X, es un morfismo.

Definicién 2.2. El campo vectorial cldsico X, asociado al campo vectorial

X serd llamado p-trivializacion de X o p-forma local de X.
Observaciones

1. Sean p,v € A(M),q € Dom(p)NDom() # () y X un campo vectorial.

. Cudl es la relacion entre X, (¢(q)) v Xy (¢(q))?
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Consideremos el siguiente diagrama conmutativo:

M TM
P Ty
¥ Ty
Im() — 2 In(y) x R
/ (1,X,) \

De este diagrama se obtiene

(V(q), Xp(¥(q))) = Two(Te) ' (0(q), Xo(e(q)))
= Ty(q, 0, Xo(0(2))))

= T,{q, 0, Xo(9(q)))

donde X (7(q)) es el tnico vector de R™ tal que

(0,0, Xo(0()) = (g%, Xy (¥(q)))

por lo tanto

Xyp((q) = (™) (0(0) [ Xp(0(q)))-

. Consideraremos el conjunto I'(M) formado por todos los campos vec-

toriales de M.

Notacion 2.1. T(M) ={X : M — TM : X es campo vectorial de M}
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Si C°°(M) denota el anillo de los morfismos de M en R, es facil ver que

I'(M) admite una estrucutura de C*°(M)-mddulo con las operaciones :
o (X+Y)(p)=X(p) +Y(p)
o fX(p)=[f(P)X(p).

donde p € M y f en el anillo C*(M).

3. Sea x € B(xg,r). Si f(t,x) estd bien definido V t € R, el flujo {f; :
t € R} es un grupo llamado grupo de un pardmetro de difeomorfismos

locales generados por F'

2.3 El teorema del flujo tubular

Antes de demostrar el teorema del flujo tubular, daremos dos lemas y una
proposicion que nos serviran para reducir el torema del flujo tubular de una

vecindad arbitaria a una vecindad del origen.

Lema 2.1. Dado H C R"™ subespacio vectorial de dimension m < n, existe

¢ € GL(n) tal, que (H) =R = R™ x {0},

Prueba Consideremos una base {u’}, 1 < i < m base de H. Extendamos

esta base a una base {u’}, 1 < j <n de R" y definamos

P(ul)=¢, 1<j<n.
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Por lo tanto, ® € GL(n) y ®(H) = L{e',...e™} = RJ".

Graficamente se tiene

Figure 2.1: La aplicacion ®

Lema 2.2. Sea £ € D.(n) y

loc

ty : R” R™
p'—>tq(p) =P—4q

Sip € Dom(§) entonces n =ty o0& € Dio(n) yn(p) =0

Prueba. 7(p) = t¢p) 0 £(p) = te (E(p)) = &(p) — &(p) = 0. Claramente,

n € Di2.(n) por ser composicién de difeomorfismos.

Proposicién 2.2. Sea M una m-variedad , p € M yv € T,M. Entonces
existe n € A(M) tal, que n(p) =0 € R™ y T,n[v] = €', donde {e'} es la base

canonica de R™.
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Prueba. Sea n =t ) o ¢ donde ¢ € A(M) y p € Dom(p).
n € A(M) pues es biyeccién y si ¢ € A(M) entonces, por el lema 2.2 con
E=goy ! setiene nop ™t =ty o0popl €6

Normalizando T)n[v] y rotandolo si es necesario, se tiene que Tpn[v] = e'.

Teorema 2.2 (Teorema del flujo tubular). Sea M una m-variedad. Si

X : M — TM es un campo vectorial y p € M, entonces existe p € A(M)

tal que
e p € Dom(y)
* ¢(p) =0

* X(q) = (g, ¢,¢"),Yq € Dom(y)

Prueba. Por el lema 2.2 podemos considerar n € A(M) tal, que

p € Dom(n), n(p) =0y T,n[v] = €' tal como el siguiente dibujo lo ilustra
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Figure 2.2: Trasladando el problema al origen

Consideremos en el siguiente diagrama conmutativo, la represenatcion

local de X, a saber X,

(1,Xy)

I'm(n) Im(n) x R™

donde

X, : Im(n) CR™ R™

definido por

Xy(n(q)) = Tpn(X(q))

es la n- forma local de X.
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Por el teorema 2.1 de existencia para ecuaciones diferenciales ordinarias

J¢:] — € €e[xB(0,r) Im(n)
B(0,7) C Im(n) tal que para cada x € B(0,r) fijo, la aplicacién

t €] — e, e[ ——¢(t, 1)

es solucién del P.V.1.

%‘t=5¢(t>~r) = Xn(¢<5?$))
$(0,2) = =x

Ahora consideremos €, > 0 tales que
] —€,e[x B™1(0,7) C Im(n)
y la aplicacion
Y] —€,€e[xB™1(0,r) C Im(n) ——— Im(n)

definida por ¥(t,y) = ¢:(0,y) = &(t; 0,y)
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m-1 m-1

X(@ (£0)
T =" (0

Figure 2.3: Los puntos (t,y),t €] — €, €[ son llevados en curvas integrales

Observemos que

L) d(t;0,y) = X,(6(s;0,y))
$(0;0,y)) = (0,y)

es decir 9 lleva segmentos de rectas paralelos al eje e! en curvas integrales

de X, pasando por (0,y) € R™.

m-1 m-1

R IR

/7% . /éﬁ X(t(ty) .

Dom(+) Im(t)

Figure 2.4: La aplicacion ¢
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Figure 2.5: Segmentos paralelos al eje e! son llevados en curvas integrales

Afirmamos que ¢ es un difeomorfismo local en una vecindad de 0 € R™.

En efecto, verificaremos que ¢'(0) = 1gm € GL(m) o equivalentemente que
0ib(0) = €', V1 < i < m.

o ; — 1.

511/)(0) = %|s:0¢(561) = %S:Ow((svoa“wo)) = %'s:()gbs((()vo)) =

X,(6((0;0,0))) = X, (0) = ¢!

e 1 <1< m.

91 (0) = %|5:0¢(56i) = %|s:o¢0(86") = %|Szose" = ¢t

Asi, 9/(0) = 1gm y 9 es un difeomorfismo local en una vecindad de 0 € R™.
Considerando el siguiente gréafico

definamos

e=v""on:n (Im(y)) — Dom(y)

e p € Dom(yp) pues ¥~ 'n(p) estd definida.
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|
.
-

o pc A(M) pues 31 € A(M) tal que on~! = ~! es un difeomorfismo
local. Luego, V77 € A(M), ! es un difeomorfismo local, siempre que

Dom(p) N Dom(n) # 0.

* Xo(p(q)) = €',V q € Dom(p).

En efecto, como g € Dom(n) N Dom(p),n ¢ € A(M) y observando el
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siguiente diagrama conmutativo

M TM
P Ty
¥ Ty
Im() — 2 In(y) x R
/ (1,X,) \

Im(p) x R™

se tiene que la relacién entre Xo(p(q)) v Xn(n(q)) estda dada por

(0,0, X0(p(q)) = (g, n, Xn(n(q)))

si y solo si
Xo(0(q) = (en™ 1) (n(@))[Xy(n(a))]-

Pero, del grafico 2.6

= n(q) =9¢(t,y) = ¢:(0,y) = ¢(t;0,y)
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Asi,
Xo(e(a) = (en 1) (n(a)[Xn(n(q))]

= (en ) (Wt )X, (¥(ty)))
= (pn ™) ((t, ) [Got »)])
= (™) (Wt )Wt y)le']
= @)WY y)e]
= (W) (@t y))le]
= (1d)(¥(t,y))[e']

= Id(et)

Por lo tanto,

Xo(plg) = ¢!
luego,

X(q) = (g, ¢,€"),Yq € Dom(e)

y esto finaliza la prueba del teorema del flujo tubular.

El contenido geométrico del teorema del flujo tubular se ilustra en el siguiente

grafico:
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RN

m-1 m-1

t Im(n)

Im(n) — g\\
IR

b
ég — (B2 "

Figure 2.7: El teorema del flujo tubular

Corolario 2.1. En las condiciones del teorema del flujo tubular, existe un
sub atlas A, (M) C A(M) tal que
1. Sip € A (M) entonces Im(p) = I x B donde I C R intervalo abierto,

0€l;B=DB(07) CR"L

2. Sean p,p € A1 (M), U = Dom(p),V = Dom(3)) tales que UNV # )
entonces el cambio de coordenadas o' : p(UNV) — @(UNV) es de
la forma pp~t(t,x) = (hi(t, ), ha(x)) es decir, po~! lleva segmentos
de recta paralelos al eje e' contenidos en (U N'V) en segmentos de

recta paralelos al eje €' contenidos en (U NV).

Prueba
Por el teorema del flujo tubular a cada p € M, estd asociada una carta ¢ €
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A(M). Definamos Ay (M) = {p € A(M) : p es dada por el teorema del flujo tubular}.
Entonces, U Dom(yp) = M pues p € Dom(yp).
peEM
1. ¢(Dom(p)) = Dom(v)) =] — €, e[x B™1(0,7)
2. Supongamos ¢, p € A; (M) tal que UNV # ()

Afirmamos que

Pe  eUNV)N ({1} x R™) = 3UNV) N {T} x R™!

Figure 2.8: El cambio de coordenadas en A;(M)

es decir, pp~! lleva segmentos de recta paralelos al eje e! contenidos
en (U N'V) en segmentos de recta paralelos al eje e! contenidos en
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FUNV).

En efecto, sea (t,y) € o(UNV)N ({t} x R™!) entonces
ot y) = @(q) € Im(@) = (V) N {t} x R,

Asi, ¢(q) € 2(UNV) N ({t} x R™1).

Sea (t,z) € p(UNV), t € R, x € R™!. Como

(59071@7 y) = (h1<t7 x);};?(ta I)) = (h1<t7 QZ), xO)

To = %z(tl, [L’) = %2(1:2, ZL‘)

vemos que Eg(t, x) sblo depende de la segunda componente, es decir,
ha(t, ) = ho(z).
Definicién 2.3. El sub-atlas A;(M) es llamado X-atlas 1-foliante de la

variedad M

En este contexto podemos expresar el corolario 2.1 diciendo que las cartas
dadas por el teorema del flujo tubular determinan una 1-foliacion local de la

variedad M.
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2.4 Curvas integrales sobre una variedad

Sea

pil—ee
una curva de clase C*
.. Qué entendemos por % !
Consideremos el morfismo tangente (T'p, p) representado en el siguiente dia-
grama conmutativo

Tp

T] — €€

TM

T —e,e[ ™M

]_676[

por lo tanto,

To(s, Li—eeyv) = (p(s), ¥, (¥p) (s)[v])

donde ¢ € A(M), p(s) € Dom(y) y 9 es cualquiera.
Si v = 1, definimos 4 =Tp(s,1)—ce 1)

dt [t=s

En este caso %szs = (p(s),7, (¥p) (s)[1]) := (p(s), v, (¥p)'(s))
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2.4.1 Existencia de curvas integrales en M

Veamos ahora que existe una curva integral para el campo X que pasa por

el punto p € M, es decir, existe un morfismo

M

t————c¢(t)

c:] —e €

tal que %}t:s = X(c(s)) y c(to) = p-

Proposicién 2.3. Sea ¢ € A; (i.e. ¢ dada por el TFT como en el corolario
2.1), ¢ € Dom(p). FEziste una curva integral para el campo X que pasa por

el punto q.

Prueba
Sea ¢(q) = (to,y0) € I X B, ty € R,yp € R™ 1,
@ 1 (Ix{yo}) es imagen de una curva integral pasando por ¢ € M. En efecto,

considerando el grafico obtenido en el TF'T
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,(u
—_— (LYo
[ |tyo)
IR

Figure 2.9: Definicién de la curva integral c

definimos la curva

c:1=]—¢¢

t————¢(t)

por

c(t) = (t,yo) =0 "Y(t, yo)
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entonces

X =
dt 1= dt lt=s

= T 'd(s, Lee, 1)

= (7 "(s),m, (m~ ) (s)[1])
= (¢ ' (s),m ¥/ (s)[1])

= (¢ " (5,50), 7 ¢ (5,50)[1])
= (¢ (s,90). 1, Xy (V' (5,%0)))
= X(n'(¢(s,m)))

= X(n7"¢(s,p))

= X(c(s))

Asi,
Gl = X(c(s))

c(to) = ¢

De esta forma c¢(I) = ¢ (I X {yo}) es imagen de la curva integral c.

Lema 2.3. En las condiciones de la proposicién anterior, sean o = ¢~ *(I x

) yB=p I x{z}),y,2€ BCR™L EntoncesanfB=0o0a=7
Prueba

Supongamos a N 3 # (. Entonces 3 w tal que w = ¢ (to,y) = ¢ 1(t1,2).

Como ¢ es una biyeccién (tg,y) = (t1, 2).

Astp (I x {y}) = o1 (I x {z}).
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La conclusion de esto es que si dos curvas integrales definidas en I se

intersecan, son iguales.

2.4.2 Curvas integrales y conexidad

Definicién 2.4 (Inmersién). Sean M y N variedades m yn dimensionales

respectivamente. Una funcion

f:M N

es llamada una inmersion si T f|p,p tiene rango m para todo p € M.

Definiciéon 2.5. Un subconjunto My, C M es llamado subvariedad inmersa

de M si la inclusion

M

es una Inmersion.

En las condiciones de la proposiciéon 2.3 consideremos

f=¢ ixge : I x {c} — Dom(y) donde p € A; y c € R™ 1.
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Proposicion 2.4. f es una inmersion y un homeomorfismo sobre su imagen.

Prueba

Probemos que f es inmersién. Sea (t,¢) € I x {c}.

T(t,c)(P : T(t,c)[ X {C}
<(t> C)? 1’ (uv C)> — <f((t7 C))’ ¥, (‘;Of)/(tv c)[(“? C)]>

Ts((t,epyDomep

es inyectiva. Supongamos que

(F((#0), 0, (0f) (9@ ) = (f((t ) o, (0f) (t ) (w, €)])

entonces

(@)t ol 0] = (pe™) (e(f(E (s (E )@, )]
= (pf)((E )@ c)]

Como (¢f)'((t,c)) = Id se tiene (u, c) = (t,c). Como f = ¢ rxyey, f(E, ) =
f(t, ¢) implica que (t,¢) = (t,c)

Luego, {(t, ), 1, (u,¢)) = ((F, ), 1, (@ )). Como f = ¢ iy ¥ ¢ € Ay
se tiene que f es homeomorfismo sobre f(I x {c}).

Lo que la proposicién anterior nos dice es que f es un encaje, en el
siguiente sentido:
Definicién 2.6. Sean M y N wariedades de dimension m y n respectiva-

mente.

Una inmersion f : M — N es llamada un encaje si f : M — f(M) C N
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es un homeomorfismo cuando se considera f(M) con la topologia inducida

por la topologia de N.

Proposicién 2.5. Sean M y N wariedades y f : M — N un encaje,

entonces f(M) es una subvariedad de N de dimension dimM

Prueba Ver [2] pig.14.
De acuerdo a esta proposicion, los conjuntos ¢! (I x {c}), ce B C R™!
son subvariedades de dimension 1. Se observa ademas que son conexos porque

I x {c} es conexo.

Definicién 2.7. Los conjuntos ¢ (I x {c}), ¢ € B C R™ ! son llamados

X-placas del Dom(p) o X-placas de A;(M)

Definicién 2.8. Un camino de placas de A;(M) es una sucesion oy, . . ., ax

de placas de Ay (M) tal que o N1 #0 V1<j<k-1

Como M estd recubierta por las placas de A; (M), podemos definir en M

la relacion :

p~ q<= existe un camino de placas aq,...,q con p € a1,q € oy
Proposicién 2.6. La relacion ~ es de equivalencia

Prueba

e p ~ p. En efecto, si p € Dom(p) basta tomar a; = ¢ (I x {c}) en

este caso k=1
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e Supongamos p ~ ¢, entonces existe un camino de placas aq,...,ay

tal que p € a1,q € ap. Definamos la sucuesion ; = ag,1_; entonces

BiNBim#0 V1<j<k—-1yp€pPi,q€ b

e Supongamos p ~ ¢ y q¢ ~ w, entonces existe un camino de placas
ai, ..., tal que p € aq, q € i v existe un camino de placas (1, ..., G

tal que p € (1, q € [Bs. Definimos

aq 1<s<k
V(s) =
Bs_t k<s<k+s

Claramente v es un camino de placas con p € 71 y ¢ € Y15 de ahi que
D~ w.

Definicién 2.9. Las clases de equivalencia de esta relacion son llamadas
hojas determinadas por el atlas Ay (M). La familia de todas estas hojas es

llamada X -foliacion de M.

Sea p € M, p € Dom(p), p(p) = (to, o). Como la placa o1 (I x {yo}) es la
curva integral que pasa por p se tiene que las hojas del atlas A; (M), cuyas
cartas ¢ estan dadas por el teorema del flujo tubular, es decir las clases de
equivalencia [p] son las curvas integrales maximales cada una de ellas pasando

por cada punto p € M.

Proposicién 2.7. Las hojas determinadas por Ay (M) son subconjuntos
conexos por caminos de M disjuntos dos a dos, i.e. las X -curvas integrales

mazximales son subconjuntos conexos por caminos.
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Prueba
Sea I" una hoja de A;(M), p,q € T entonces existe un camino de placas
ag, ..., af tal que p € ay,q € a. Como las placas son conexas por caminos
yojNajy #0 V1<j<k—1,se tiene que a; U... U ay es conexo por
caminos, como a1 U ... U ag C I' existe un camino continuo uniendo p y ¢

contenido en I'.

2.4.3 1-Foliaciones de una Variedad

Nos proponemos demostrar que las hojas de la X-foliacién de M poseen una
estructura intrinseca de 1-variedad diferenciable inducida por las cartas de
A; (M), més aun, las hojas resultaran ser 1-subvariedades inmersas en M,
disjuntas dos a dos. Hasta el momento s6lo sabemos que son subconjuntos
conexos por caminos de M y por lo tanto subconjuntos conexos de M.
Sea I' una hoja, ¢ € A;(M), el X-atlas 1-foliante de M; p € Dom(p) y
o(Dom(p)) = I x B, donde I C R, B C R™! podemos suponer que
son bolas abiertas en R y R™™ ! respectivamente. Sea « una curva integral
(placa) en el Dom(y) que contiene a p, i.e. a = ¢~ (I x {yo}) donde ¢(p) =
(t, o).
Sea ¢ = (1, ¢2)
p1: I xB—R
@y: I x B— R"™!
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Definimos @ : @ — R por ¥ = ¢1],

e U:a— I CR esun homeomorfismo. En efecto, como @ = ¢1]a v 1
es homeomorfismo se tiene que P es homeomorfismo sobre su imagen.

Como (o) = I x {yo}, se tiene que, () = I de ahi, la afirmacion.

SeaB(M)={g:a — I CR:«a CIes curva integral (placa) en Dom(p), ¢ €

A (M)}

Lema 2.4. Sean @,v € B(M) tales que a N 3 # 0, donde Dom(P) = a y

Dom(¢) = 3
1. B(anB) y ¥(an B) son abiertos en R™

2. (V)i plan B) — B(an B) es un difeomorfismo local.
Prueba

1. Demostremos primero que o N 3 es abierto en « y abierto en 3. En

efecto, sean ¢, € A (M) con Dom(p) = U y Dom(yp) =V, tales que

¢:§01|a

U =1g

e~ p(UNV) — p(UNV) tiene la forma

e (t,y) = (ha(t,y), ha(y)) € R x R™
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con (t,y) € R x R™1

Como aN 3 # 0, en particular,

Tl (t0) = (M(t,D), ha(D))
= (hl(tab>’y0) (21>
Como ¢(BNU) =p(UNVNE)=4pUNV)N(Rx{b})y

planV)=eUNnV)N (R x{y})

luego de (2.1)

e(BNV) = e ((BNU))
= ' @UNV))N (R x {b})

S pUNV)N(Rx{y})

= ¢lanV)
le.
6NUCanV
Anéalogamente,
anVCcenU
De esta forma
6NU=anV

Peroanpg =anV =pNU, Uy V, abiertos en R™, asi, a N [ es
abierto en a y .
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Como P y 1) son homeomorfismos, entonces B(a N 3) y ¥ (N 3) son

abiertos en R.

2. p()' 1 p(anB) — B(anB) es C, porque si t € ¥(aN ) entonces
DY)~ (t) = hy(t,b) siempre que t € (N f)

Anélogamente ¢! es C*, por lo tanto (1)) " es difeomorfismo local.

El lema anterior demuestra la siguiente proposicion:
Proposicién 2.8. Cada hoja T' de la X -foliacion determinada por Ay (M)

es una I1-variedad.

Consideremos ahora la inclusién ¢ : I' — M, I" con su estructura propia.

Lema 2.5. I' es una I-subvariedad inmersa en M.

Prueba
Debemos probar primeramente que ¢ : I' — M es un morfismo. Con-
siderando las cartas € B(M) y ¢ € A;(M) en I' y M respectivamente, se
tiene pip~! = id que es un morfismo. Luego, I' es una l-subvariedad de M.
Probemos que I' es una 1-subvariedad inmersa en M.

Sea

Tpi . TpF Ti(p)M
(0, @, ) ———— (p, ¢, (i) (@(p))[s])

Como @ip~! = id,

(p, . (i) (@(p))[s]) = (p, ¢, s)
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De ahi, que si (p, ¢, s) = (p, ¢, v) entonces v = (9™ 1) (¢(p))[s] = s.

Luego, (p,,s) = (p,p,v) y I estd inmersa en M.
Ahora, enunciaremos un corolario del teorema del flujo tubular.
Proposicién 2.9. Si X es un campo vectorial en M y p € M entonces

existe una unica 1-subvariedad I inmersa en M tal que p € T' y T,I" =

L{X(q)}, VqeTl.

Prueba
Sea p € M, existe I una hoja del atlas .A; (M) pasando por p, es decir, una
curva integral maximal que, por lo probado en la proposicion 2.8 y en el lema
2.5 es una l-subvariedad inmersa en M pasando por p. Sea g € I', entonces
(q,9,s) € T,I" se representa como (q, ¢, (s,0,...,0)) € T,M. De esta forma,
s(¢, ¢,¢') = sX(q) € T,M

Identificando T,I" con su imagen via T, 4 la inclusién, se tiene

T,I = £{X(q)}, VqeT.

Observacion Las 1-subvariedades I' inmersas en M pasando por cada
punto p € M, al ser hojas determinadas por .4; (M) son subconjuntos conexos
de M disjuntos dos a dos (ver proposicién 2.7), esto nos permite introducir
la siguiente definicion:

Definicién 2.10. Por una I-foliacion de M entenderemos una familia de
1-subvariedades inmersas de M disjuntas dos a dos cuya reunion es M.
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En este contexto, obtenemos el siguiente resultado fundamental, el cual se

desprende con claridad de las proposiciones 2.7, 2.9 y la definicién anterior:

Teorema 2.3. Cada campo vectorial X : M — T M, determina una inica

1-foliacion de M cuyas hojas son curvas integrales de X.
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Capitulo 3

Sobre fibrados vectoriales. A

modo de conclusion

Pretendemos en este capitulo introducir los conceptos de fibrado y subfibrado
vectorial lo que nos permitira volver a enunciar el teorema del flujo tubular
de un modo que resultara ser el caso unidimensional del teorema de Frobe-
nius, asi como tener una idea geométrica del Teorema de Frobenius general.
En otras palabras el nuevo teorema del flujo tubular y la introduccion de los
objetos geométricos derivados de él nos permitiran apreciar plenamente el
sentido geométrico del tipo de problema que resuelve el Teorema de Frobe-

nius.
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3.1 Sobre fibrados y subfibrados vectoriales

En esta seccién nos proponemos introducir los conceptos de fibrado vecto-
rial y subfibrado vectorial a partir de los conceptos de fibrado tangente y

subfibrado tangente.

3.1.1 Fibrados vectoriales

Recordemos que dada M una m-variedad, al determinar el fibrado tangente

sobre M hemos considerado:

e Una aplicacion suryectiva

pMTM

M

(p, p,v) ——v

e Una estructura de variedad sobre T'M, con atlas

A(TM) : {Ty : p € A(M)}

y pseudogrupo

S(TM)=6(M) x GL(m)
donde, por la construccion, para cada ¢ € A(M) existe

® =Ty : Dom(®) = p;} (Dom(p))

Im(®) = Im(p) x R™
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de tal modo que si ¢p € A(TM) con Dom(p) N Dom(v) # 0y ¥ = T,

entonces
Vo~ (z,0) = (o~ (x), TP, " (v))
con ¥, & € GL(m), donde:
p=¢ '(z)
®, = @l = Tolr,m = Ty
Uy, =V ra = TY|rnm = T

y T,M = py;({p}) con pyp; morfismo, tal como se aprecia en el siguiente

diagrama
TM PM M
T ®
Im(p) x R —™ Im(y)
pues

eom(Te) o), v) = epu((p, e, v))
= ¢(p)

= m(e(p),v)

y 71 es un morfismo.
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TM sera el primer ejemplo de lo que definiremos como fibrado vectorial
sobre una variedad m-dimensional M.

Definicién 3.1 (Fibrado vectorial ). Un conjunto E es llamado fibrado

vectorial sobre una variedad m-dimensional M con grupo estructural un sub-
grupo G C GL(k) si

1. Fxiste una aplicacion suryectiva

p: B

M

1. E admite una estrucutura de variedad A(E), S(E), tal que

para cada o € A(M) existe
® : Dom(®) = p~1(Dom(p)) ———— Im(®) = I'm(p) x R*

donde S(E) = &(M) x G con G subgrupo de GL(k), de tal modo que, si
e A(M) y Dom(p) N Dom(v) # ), entonces

Ve (z,0) = (Vo' (2), 1,2, ' (v))

donde \I/p(I)Ijl € G C GL(k), siendo @,V las correspondientes cartas asoci-

adas a ¢ y Y respectivamente, y

p=¢ (z)
B, = |,
U, = U|p,

y By = p_l({p})~
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Ejemplo 3.1. Sea M una m-variedad. T M es un fibrado vectorial sobre M

con grupo estructural GL(m)

Proposiciéon 3.1. En las condiciones de la definicion 3.1 p es un morfismo

de variedades.

Prueba

Que pys sea un morfismo, se desprende del siguiente diagrama conmutativo

E M
Im(®) = Im(yp) x RF 2 Im(yp)
pues
pop=Eod
ep® (o(p),v) = @p(v)
= o(p)
= m(p(p),v)

y 71 es un morfismo.

El teorema del flujo tubular garantiza la existencia de cartas especiales
que determinan un X-atlas 1-foliante de M, a saber, A;(M) (vea corolario
2.1), en este contexto las cartas de A; (M) llevan localmente X-curvas inte-
grales pasando por puntos de su dominio en segmentos de recta paralelos al
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eje €' contenidos en su imagen y reciprocamente. Sea ¢ € A;(M), veamos
como actia su contraparte T sobre subespacios 1-dimensionales contenidos

en T,M,q € M.

3.1.2 Otro ejemplo de fibrado vectorial

Consideremos )?q = {AX(¢) : A € R} C T, M, un subespacio 1-dimensional
de T, M, y definamos
-,
qeEM
Proposicién 3.2. Dada ¢ € Ai(M), para cada ¢ € Dom(p), Te lleva la

recta (sub-espacio unidimensionale) de T,M generada por X (q) en la recta

paralela al eje e* pasando por o(q).

Prueba
Por el teorema del flujo tubular se tiene X(q) = (¢, ¢,e') V ¢ € Dom(p).

Entonces:

Te(AX(q)) = Te({q. o, e"))

= (o(q), re")

lo cual concluye la prueba de la proposicion.
Sabemos por el corolario 2.1 que si ¢, € A;(M) el cambio de coor-

denadas lleva segmentos de recta paralelos al eje e! en segmentos de recta
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también paralelos al eje e!. ;Cémo acttia el cambio de coordenadas T (T¢)

sobre las rectas paralelas al eje e!?

Proposicién 3.3 (Un corolario del teorema del flujo tubular). En
las condiciones del teorema del flujo tubular, sean @,v € Ai(M), en-

tonces TY(T)™t deja invariante las rectas paralelas el eje e, es decir,

To(Te) " (p(p), R x {0} 1) = (¢(p), R x {0}71)

Prueba.

Si (v,0,...,0) € R x {0}™ !, entonces

TY(Te) " (¢(p), (v,0,...,0)) = To(({p,,(v,0,...,0)))
= T(p, ¢, (v,0,...,0)))
= Tlv((p.», (1,0,...,0)))]
= TYl((p, ¢ e'))]
= T¥X(p)]

= vy (X(p))

De esta forma T (Ty)~! deja invariante las rectas paralelas al eje el y

finaliza la prueba de la proposicién.

Proposicién 3.4. X es un fibrado vectorial sobre M con grupo estructural

G C GL(1)

75



Prueba. Sea

p: X — M
definida por p = py|g donde ppr : TM — M
p es suryectiva. En efecto, se p € M,y ¢ € A;(M) tal que Vq €
Dom(p) se tiene X(q) = (q, ¢, '), en particular, X(p) = (p, p, '), luego,

existe X(p) € L{X(p)} C X tal que
p(X(p)) = p((p.p,e')) = p
X admite una estructura de variedad, en efecto, consideremos la
aplicacion

Im(p) x (R x {0}"~)

Tl - pH(Dom(y))
Sea ¢ € Dom(p) C M, ¢ € A;(M) por la proposicién 3.2 se tiene
Tel3(X(q) = Telz({a.v.eh)
= (p(q).¢")

Ahora, definamos el conjunto A(X) = {®,: v € A1(M)} donde P, esta

definida por el siguiente diagrama conmutativo

Tl ¢

p~H(Dom(p)) ———> Im(p) x (R x {0}™)
(1,m1)

Im(p) xR
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Asi, @, = (1,7m) o Tp| y por ser compuesta de biyecciones se tiene que
@, es biyectiva.

Sean @, D, € A(X) con Dom(®,) N Dom () #

A A-1

P (Domp) P (Dom)

qb/ _1 Yﬂh

Im¥PxIR P+ (bo) Imtx R

Figure 3.1: El cambio de coordenadas

Sea v € R, por la proposicién 3.3 se tiene

donde (w,0,---,0) es el tnico vector en R™ tal que

(p,Y,w) = (p,¢,(v,0,---,0))

de donde



Por otro lado,

TP¢<pv ®, (Ua 0,--- ’O)> = Tp’g/)(’UX(p))

As,
(w,0,---,0) = (0,0,---,0)
= (@) (e®)(v,0,---,0)]
donde (Yo™!)(¢(p)) € GL(m) y
(W ) (¢(p)) R x {0}) = (Rx{0})

Se concluye que

Definimos
GLi(m) = {/\|R><{O} A€ GL(m),\(R x {0}) =R x {0}}

Identificamos a GL;(m) con el subgrupo de GL(1) generado por {®,(P,) " :

o, € Ay(M)}.

Asi, se tiene que el pseudogrupo para X esel conjunto

S(X) = &(M) x GLy(m)
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Verifiquemos que p es un morfismo. En efecto,

)

M

<)

@,

hS)

Im(p) xR i Im(p) CR™

De este diagrama observamos que

ep(P,) " (e(p),v) = @p(vX(p))

Asi, p es un morfismo porque localmente es la proyeccion sobre el primer
factor 7.
De esta forma se tiene que X es un 1-fibrado vectorial sobre M con grupo

estructural G = GL;(m) que se identifica con el subgrupo de GL(1) generado

por {®y(P,) " o, € A(M)}

3.1.3 Subfibrado vectorial

De la construccién del 1-fibrado X de TM se tiene que la aplicacion

o)

X M

ha sido definida como



En este caso se dird que X es un l-subfibrado tangente de T'M; es de-
cir, X resultara el primer ejemplo del concepto de subfibrado vectorial que
definiremos a continuacién:

Definicién 3.2 (Subfibrado vectorial de un fibrado vectorial). Dado

un fibrado vectorial

E

M

sobre una variedad m-dimensional con grupo estructural G C GL(k). F C E

es llamado un h-subfibrado vectorial de £, 1 < h <k si

plF

F

M
es un fibrado vectorial con
A(F) ={2|r: © € A(E)}

y seudogrupo

S(F) = 6(M) x G

donde Gp = {\R* : X\ € G, \(R* x {0}) = RF x {0}}

3.2 El teorema unidimensional de Frobenius

La introduccion del concepto de subfibrado tangente nos permitira reenunciar
el teorema del flujo tubular de tal forma que resulte el teorema unidimen-

sional de Frobenius, obteniendo el siguiente resultado fundamental:
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Teorema 3.1 (Teorema Fundamental). Cada campo vectorial X : M —
TM determina un unico 1-subfibrado tangente de TM, mds aiun, queda de-

terminada una unica 1-foliacion de M cuyas hojas son curvas integrales de

X.

Prueba De acuerdo a las subsecciones 3.1.2 y 3.1.3 X = U )A(q, donde
~ qeM
X, = {AX(¢) : X € R} es un subespacio unidimensional de T,M, es un
1-subfibrado tangente de T'M, por la construccion hecha en las subsecciones

3.1.2 y 3.1.3 es el tnico 1-subfibrado tangente de T'M determinado por X.

La segunda parte del teorema es el teorema 2.3. Lo cual finaliza la prueba.

81



3.3 Conclusiones
1. Dado un campo vectorial X : M — TM y

X=J{xp}crm

peEM

Sea py : X — M el 1-subfibrado tangente de M determinado por el
campo vectorial X. Lo que el teorema fundamental 3.1 dice es: Existe
una tunica 1-foliacion de M, determinada por X, tal que las hojas I' de
esa 1-foliacién, que son 1-subvariedades inmersas en M disjuntas dos a

dos, tienen la siguiente propiedad:

T,T = £{X(q)} VgeT.

Generalizemos el caso anterior:

2. Consideremos los campos vectoriales X, Y : M — TM y

E=J£{X(p).Y(p)}cTM

peEM

Sea pg : E — M el 2-subfibrado tangente de M determinado por los
campos vectoriales X e Y. Bajo qué condiciones existe una 2-foliacion

de M tal que las hojas S de esa 2-foliacion tengan la propiedad :
1,8 = L{X(q),Y(q)} Vg€ S.
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La generalizaciéon al caso k-dimensional es ahora clara:

. Consideremos X7, Xo,..., X : M — T'M campos vectoriales y

E= | £{Xi(p). Xa(p),. ... Xa(p)} € TM.

peEM
Sea pg : E — M el k-subfibrado tangente de M determinado por los
campos vectoriales X1, Xy, ..., Xj. Bajo qué condiciones existe una k-

foliacién de M tal que las hojas S de esa k-foliacion tengan la propiedad:

7,8 = L{X1(q), X2(q), -, Xi(q)} Vg€ S.

. La respuesta a estas dos ultimas cuestiones la da el Teorema de Frobe-
nius que establece condiciones suficientes para que un k-subfibrado tan-

gente sea integrable, es decir,
TqS = £{X1(q)7X2<q), c. ,Xk(q)} \V/q < S

En este sentido es claro que el Teorema fundamental 3.1 es la version

unidimensional del Teorema de Frobenius.
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