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Introduccidén

En este trabajo se hace uso de la Teoria de perturbacion de operadores disipativos
para probar la existencia de soluciéon de un sistema acoplado de Korteweg-de Vries

Lineal en un intervalo acotado con disipacion localizada.

El estudio se realiza con relacion a un sistema acoplado de dos Ecuaciones KdV
Lineal en un dominio acotado, dependiendo de un parametro a > 0, con la presencia
de una disipacion localizada dada por la funcion A = A(x). Asi estamos interesados en
obtener una solucion (u,v) del sistema

Up 4 Uppy + Wpaz + AM(2)u =0, en QxR
Ut 4 Vg + Upgr + QUgze + AM(x)v =0, en QxRT (1)

con condiciones de frontera

u(0,t) =u(L,t) =0, vt > 0
v(0,t) =v(L,t) =0, Vi >0 (2)
uz(L,t) = v, (L,t) =0, vVt >0

y condiciones iniciales
u(z,0) = ug(x), vo(x,0) = vo(z), Vo e Q, (3)
donde Q ={zeR|[0<z<L}yt>0.

Cuando A = 0 el sistema (1) fue estudiado por Gear y Grimshaw [7] como un modelo
para describir interacciones entres dos ondas largas en un fluido estratificado. Observe
que el modelo tiene la estructura de un par de Ecuaciones de KdVs con términos de
acoplamiento lineales.

En (1), asumiremos que a € R, tal que

0<a<l1 (4)
y la funcion A\ = A\(x) satisface A € L= (2) y A(x) > Ao > 0 en c.t.p de w, (5.1)
donde w C (0, L) es un subconjunto abierto no vacio. (5.2)



Denotemos por £ = E(t) la energia total asociada al modelo (1), la cual es , dada

por

L

/ (u?(z,t) + v*(x, t)) d. (6)

0
Multiplicando la primera ecuacion de (1) por u, la segunda por v, integrando por

BE(t) =

| =

partes en (), y por las condiciones de frontera tenemos

%E(t) < - / M) (u?(x, ) + v2(x, 1)) dz — @ [W2(0,) +v2(0,8)]  (7)

para todo t > 0.

La desigualdad (7) muestra que los términos A(z)u y A(x)v actian como mecanismos
de control en un subconjunto de €). Por eso cabe preguntarse si las soluciones del modelo
convergen para cero cuando t — oo y en caso de ser asi es pertinente, determinar la
tasa de decaimiento. Por otro lado, cuando A(z) > Ag en todo el dominio, se verifica co
relativa facilidad que E(t) decae para cero exponencialmente. Ademas se observa que en
el caso A = 0 la energia es no creciente, lo que nos induce a conjeturar que E(t) — 0,
cuando t — oo. Sin embargo, el efecto disipativo producido por los términos de frontera
u.(0,t) v v.(0,t), no son los suficientemente fuertes para estabilizar la energia. Este
hecho fue observado por Micu y Ortega en [20] y por Micu, Ortega e Pazoto en [21]
donde se constaté que las soluciones del sistema lineal correspondiente no convergen
a cero para algunos valores de L. Los resultados obtenidos en esos trabajos fueron
motivados por el andlisis desarrollado por Rosier en [24] para la ecuacion de Korteweg-
de Vries. En [24], se prob6 que cuando la medida L del intervalo Q pertenece a un

conjunto numerable de la forma

F :{% k? + kl + (2, k y [ son niimeros enteros positivos},

(8)
existe una solucion de la Ecuacion de Korteweg-de Vries para la cual la energia es

conservativa. Para estabilizar la energia del modelo, Menzala, Vasconcellos y Zuazua

[19] introdujeron un término disipativo de la forma de la funcién Au con A = A(zx)



como en las condiciones de (5.1) y w = (0,9) U (L — 4§, L), para § > 0 suficientemente
pequeno. El caso general, el caso en que w satisface (5.2) fue probado por Pazoto en

[22].

En los trabajos citados anteriormente, el decaimiento exponencial de la energia fue
obtenido combinando las técnicas multiplicativas introducidas por Rosier en [24] y el

argumento de Compacidad-Unicidade (para mayores detalles ver [31]).

En nuestro caso, motivados por los trabajos [2],[14] y [22], probar el decaimiento
exponencial de la energia es reducido a probar que toda solucion del sistema (1) — (3),

tal que cumpla con la condicion:

uz(0,t) = v,(0,8) =0, Vi >0eu=v=0enw x (0,7) 9)

es identicamente nula, lo que exige la aplicacion de una Propiedad de Continuacion

Unica (PCU) la cual fue probada en [14] .

La organizacién de este trabajo esta distribuida de la siguiente manera:

Capitulo 1: se presenta los resultados clasicos que seran utilizados para desarrollar el
trabajo.

Capitulo 2: se discute dos aplicaciones de la teoria de perturbacion de operadores
disipativos a Ecuaciones Diferenciales Parciales.

Capitulo 3: se prueba la existencia y unicidad de solucion para el problema lineal
asociado al modelo. El resultado de existencia es obtenido utilizando la teoria de
semigrupos y un resultado de teoria de perturbacion de operadores disipativos. Se

concluye este capitulo probando el decaimiento exponencial de la solucion.
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CAPITULO 1

Resultados Preliminares

1.1 Resultados Basicos

Los resultados que enunciaremos, asi como sus demostraciones pueden ser encontrados
en [4] y [8].

Definicion 1.1.1 (Sucesién de Cauchy) Una sucesion{z,},  en un espacio nor-
mado X es llamada de Cauchy cuando para cada € > 0, existe un nimero natural NV,

tal que

|zn — 2| < €, para todo n,m > N.

Definiciéon 1.1.2 (Espacios de Banach y Hilbert) El espacio vectorial normado X
es un espacio de Banach si es completo, esto es, si toda sucesion de Cauchy en X es
convergente en X. Ademads, X es un espacio de Hilbert si es un espacio vectorial con
producto interno (.,.) y es completo con respecto a la norma ||.|| = (.,.)">.

Definicién 1.1.3 Sean X y Y espacios de Hilbert tal que Y es subespacio de X

(Y C X). La inmersion Y — X es llamada compacta si

L ully < Clully , Yu € Y

2. Cada sucesion acotada {uy},.y en Y posee una subsucesion {u,, },.y la cual es

convergente en X.

Teorema 1.1.1 Sea X un espacio de Hilbert, {z,}, .y una sucesion en X. {x,}_yque
converge débilmente a x € X siy solo si (z,,2) — (z, 2), para todo z € X.
Notacion: v, = v & (v,,z) — (z, z), para todo z € X.

Teorema 1.1.2 En un espacio de Hilbert toda sucesion acotada posee una subsucesion

que converge débilmente.
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Teorema 1.1.3 Sea H un espacio de Hilbert y {h,}, . una sucesion en H, tal que

h, — h en H, cuando n — oco. Entonces,

1Rllyy < lim infosoo Bl

Corolario 1.1.1 (Consecuencia del Teorema de Hahn-Banach) Sea X un espacio
normado y sea xg # 0 elemento de X entonces existe un funcional lineal f sobre X tal

que

LFIF =1, f (o) = [laol

Corolario 1.1.2 (Consecuencia del Teorema de Hahn-Banach) Sea X un espacio
normado no trivial, ¥ un subespacio cerrado propio de X, entonces dado zo € X \ Y
existe f € X* tal que:

Llflf=1
2. flyy=0,VyeY

1.1.1 Operador Adjunto

Sean X e Y espacios de Banach y A : X — Y un operador lineal con dominio

D(A) denso en X.

Definimos el operador A* tal que

DA*)={ y*eY*:3ax* € X*tal que(y*, Ax) = (z*,x)Vz € D(A)}

Afirmo que A* esta bién definido.

En efecto sean x7j, 25 € X* tal que satisfacen la condicion (z7,x) = (23, z), Vo €

D(A) entonces x7 = x5 en X pues D(A) = X.

Luego se tiene

(y*, Ax) = (A*y*, x) , Vo € D(A), y* € D (A")

13



Teorema 1.1.4 Sea A : X — Y un operador lineal densamente definido. Entonces el
adjunto de A, denotado por A* es un operador cerrado.

Definicion 1.1.4 Sea X un espacio de Hilbert y A : X — X un operador densa-
mente definido. Se dice que A es simétrico si D(A) C D(A*) y A = A" en D(A).
Equivalentemente

(y, Ax) = (Ay,x) Yo,y € D(A)
Se dice que este operador simétrico es autoadjunto si D(A) = D(A*).

Definicion 1.1.5 Sea X un espacio de Banach, A un operador lineal de X en X. El
conjunto de los valores de A € C para los cuales el operador lineal AI — A es inversible
y su inverso es acotado y tiene dominio denso en X es llamado conjunto resolvente de
A'y es representado por p(A).

Teorema 1.1.5 Si A es simétrico y Im(A\l — A) = X para algun \g real tal que

Ao € p(A), entonces A es autoadjunto.
1.2 Distribuciones

Los resultados que se enuncian, asi como sus demostraciones pueden ser encontrados
en [16].

Definiciéon 1.2.1 Para facilitar el andlisis introduciremos las siguientes notaciones:

a = (Oél,Oég, ...,Oén) S Nn’

x = (21,29, ...,1,) € R"

n
laf = Zai;
=1

o . .01 (2 Qnp .
T~ =T Ty ...LL’n”,

. 8 aq 8 Qn
e () ()"

para a = (0,0, ...,0) define D% = u para toda funcién u. Para i = 1,2, ...,n se repre-

senta por D; a la derivada parcial 8(35»

14



Sea €2 un abierto de R" y I su frontera. Fijamos en () la medida de Lebesgue.

Sea w una funcion real definida en QC R | u medible , y sea (O;);c; una familia de
todos los subconjuntos abiertos O; de €2, tales que u = 0 casi siempre en ;. Consid-
érese el subconjunto abierto O = U;¢;O;, entonces, u = 0 casi siempre en O y como
consecuencia, se define el soporte de u, que serd denotado por supp u, como siendo el

subconjunto cerrado relativo a §2
supp u = Q/0.

Definicién 1.2.2 Se denota por C§°(£2) al conjunto de funciones u : 2 — R cuyas
derivadas parciales de todos los ordenes son continuas y cuyo soporte es un subconjunto
compacto de €. Los elementos de C§°(€2) son llamados funciones prueba.

Naturalmente, C§°(€2) es un espacio vectorial sobre R con las operaciones usuales de

suma de funciones y multiplicacion por un escalar.

Nocion de Convergencia en C§°(£2)

Definicion 1.2.3 Sean {y}ren una sucesion en C§°(§2) y ¢ €C§°(£2). Se dice que
Yr — @ si:
1. 3 K CQ, K compacto, tal que supppr C K, para todo k € N

2. Para cada o € N, D%pp(x) — D%p(x) uniformemente en €

Definicion 1.2.4 El espacio vectorial C§°(£2), con la nocion de convergencia especial

definida anteriormente es denotado por D(€2) y es llamado Espacio de funciones prueba.

Definicién 1.2.5 Una distribucion sobre €2 es un funcional lineal definido en ©(Q2) y
continuo en relacion a la nocion de convergencia definida en D(€2).

15



El conjunto de todas las distribuciones sobre 2 es denotado por ©'(€2). De este

modo,
D'(Q) ={T:D(2) — R es lineal y continuo}
Observemos que ©’(2) es un espacio vectorial sobre R.

SiT e D'(Q)y ¢ € D(N) denotaremos por (T, ) el valor de T aplicado al elemento .

Nocion de convergencia en D'(12)

Definiciéon 1.2.6 Diremos que T, — T en D'(Q) si (Tx, ) — (T, ), para toda
0 €D(Q) .

1.3 Espacios LP(2)
Las demostraciones de los resultados de este paragrafo pueden verse en [4].

En este trabajo, tanto las funciones medibles envueltas como las integrales realizadas

sobre €2 son en el sentido de Lebesgue .

Definicién 1.3.1 Sea € un conjunto medible y 1 < p < oco. Denotamos por LP((2) al
conjunto de las funciones medibles f :Q2 — R, tales que || f[|,q) < oo, donde
1/p
oo = ([ 1s0ra) " si1<p <o
e indicamos por L>(2) al conjunto de las funciones medibles f :Q2 — R, y esencial-
mente acotadas, esto es,
supess zeq |f(x)| < oo.
La norma en L*®(£2) es definida por

[f | (@) = supesszeq | f(2)] = inf{C: [f| < C casi siempre}.

Los espacios LP(Q), 1 < p < oo, son Espacios de Banach, siendo L?() un espacio
de Hilbert con el produto interno usual. Ademads de eso, para 1 < p < oo, LP(Q) es

reflexivo.
Teorema 1.3.1 C§°(€2) es denso en LP(€2), 1 < p < oc.

16



p

e(€2) el conjunto de las funciones

Definicién 1.3.2 Sea 1 < p < oco. Indicamos por L
medibles f: Q — R, tales que fx, € LP(2), para todo K compacto de €2, donde Xg

es la funciéon caracteristica de K.

Observacion 1.3.1 [P

1e(§2) es llamado el espacio de las funciones localmente inte-

grables.

Para v € L (Q) consideramos el funcional T'= T, :©(0,7) — K definido por

loc

(T, 0) = (T 0) = / ula)g(a)i,

que define una distribucion sobre 2.

Lema 1.3.1 (Du Bois Reymond) Sea u € L} (). Entonces, T, = 0 si, y solo si,
u = 0 casi siempre en ().

Teorema 1.3.2 (Teorema de Convergencia Dominada de Lebesgue). Sea {f.}, o
una sucesion de funciones LP(S2), p > 1. Suponga que

a) fu(x) — f(x), cuando n — oo, casi siempre en €2, donde f es una funcion medible.

b) Existe una funcion g € LP(Q2), tal que, para cadan € N | | f,,(x)| < g(z) casi siempre
en ().

Entonces, f € LP(Q) y || fn — f||Lp(Q) — 0, cuando n — oo.
Teorema 1.3.3 (Teorema de Hausdorff-Young) Siu € LP(R")y 1 < p < 2

1 1
entonces 4 € LIY(R™), tal que - +—-=11y
p g
R n(l_1
lall oy < 27" G2 [l gy

Observacion 1.3.2 Como consecuencia del Lema 1.3.1, la aplicacion
L () — D'(Q)

loc

u— T,

17



es lineal, continua e inyectiva. Como resultado de esto, es comun identificar una dis-
tribucion T, con la funcion ue L} (). En ese sentido, se tiene que L, () C D'(Q).

loc loc

Como LP(Q) C L .(Q), tenemos que toda funciéon de LP(Q) define uma distribucion

loc

sobre €, esto es, toda funcion de LP(€2) puede ser vista como una distribucion.

Definiciéon 1.3.3 Sean 7' € ©'(Q2) y o € N, La derivada de orden « de T', denotada

por DT, es definida por

(DT, ) = (=1)*I(T, D), Yy €D(Q).

Con esta definicion, se tiene que si u € C*(Q) entonces DT, = Tpa,, para todo
|a| <k, donde D*u indica la derivada clasica de u. SiT € D'(2), entonces D*T" € ©'(Q2)

para todo o € N,

1.4 Espacios de Sobolev

En [1] y en [4] se pueden ver los resultados citados en este acapite.

Sea p tal que 1 < p < ooy m € N. Cuando D%u es definida por una funcién de
LP(2) se define un nuevo espacio denominado espacio de Sobolev denotado por W™P(2)

el cual es definido por

Wmr(Q) = {u e LP(Q);D € LP(Q)VY |a] < m siendo D%u la derivada en el sentido de
las distribuciones}

Este espacio tiene la estructura de espacio vectorial con las operaciones usuales.

Para cada u € W™P(Q)) se define el funcional

lallyy = (5 1D%ul0) % 1< p < o,

0<|a|<m

18



[l 00 = OgﬁlﬂlgmHDauHLw(Q)
El cual en cada caso, es una norma en W™?(Q) para 1 < p < o0

Los espacios normados (W"?(Q) son denominados espacios de Sobolev.

M-l )

Definicion 1.4.2 Sea Q C R" y 1 < p < 00, definimos el espacio W;""(2) como siendo
la cerradura de C§°(2) en W™P(Q).

Notaciones:

1. Cuando p = 2 se escribe HJ*(Q2) en lugar de W;""(Q) .

2. Se denota W™2(Q) por H™().

3. El dual topologico de H*(Q2) es representado por H~"™(f2).

Observacion 1.4.1

1. <Wm’p(Q), ||||mp> es un espacio de Banach.

2. Cuando p = 2 el espacio de Sobolev W™P(Q)) se convierte en un espacio de Hilbert

con producto interno dado por

(U, V) ypmay= > (D%, D)) u,v € Wm2(Q).

0<al<m
3. Si Wy"P(Q) = W™P(Q) entonces el complemento de © en R™ posee medida de
Lebesgue igual a cero.
4. H™(Q) es reflexivo y separable.
5. Wy P(R™) = W™P(R™).

1.5 Inmersiones de Sobolev

Los resultados que enunciaremos, asi como sus demostraciones, pueden ser encontrados

en (1], [4] y [17].

Teorema 1.5.1 (Teorema de Sobolev) Sean € C R"™ un conjunto abierto de clase

C™ acotadoym>1y1<p< oo.

1 1 1
s 0, entonces W™P(QQ) C LI(); — = — — mn
p n qg p n
.1m
2. Si — — — =0, entonces W™P(Q2) C L4(); q € [p, o).
p n

19



1
3. 8-~ < 0, entonces W™P(Q) C L>(1),
p n

siendo las inmersiones arriba continuas.
Teorema 1.5.2 (Teorema Rellich) Sea € un subconjunto abierto y acotado de R"

con frontera suave. Entonces, la inmersion H'(Q) < L*(2) es compacta.

Observacion 1.5.1 Como consecuencia del Teorema de Rellich, se tiene que la inmer-
sion del espacio H}(2) en el espacio L?(f2) es compacta; y como corolario del mismo,

se tiene que la inmersion de H?(f2) en el espacio H'(£2) es compacta.

1.6 Interpolacién de Espacios de Sobolev

Los resultados que enunciaremos, asi como sus demostraciones, pueden ser encontrados

en [12] .

Definicién 1.6.1 Diremos que dos espacios vectoriales topologicos normados X y Y
son compatibles si existe un espacio vectorial topologico separable U tal que X y Y son

subespacios de U.

Consideramos el par (X,Y’) de espacios compatibles luego podemos definir su suma,
denotada por

YXY)=X+Y={v:velUu=as+y,zeXyyecVY}
con la norma

el ) = inf Ll + lylly u =2+ y}

AX,)Y)=XNnY
con la norma

lull agxyy = maz {{lzllx lylly }

Sean S ={z:2€ C,0< Re(z) <1}y So={2:2€C,0< Re(z) < 1}.

20



Definimos F(X,Y') como siendo un conjunto de funciones continuas en S que satisfacen

1. f:C— > (X,Y) analitica en Sp;
2 [F()lsxy) < M, V2 €55
3. t — f(it) € X, siendo continua y nula en el infinito;

4.t — f(1+4it) € Y siendo continua en el infinito

con la norma
11| 2 vy = maz (supy || f(it) |, supe || (1 +3t)]]y)
Lema 1.6.1 El espacio F(X,Y) es un espacio de Banach.
Definicién 1.6.2 Definimos [X, Y], como siendo
X,Y], = {u:ue (X, V), u= f(6), para algun; f € F(X,Y)}

con la norma

ullixyy, = SO zxy) :u=f0), fe F(X.Y)}
Observaciéon 1.6.1

1. El espacio [X, Y], es un espacio de Banach.
2. A(Xv Y) - [Xu Y]O - Z(Xv Y)

Teorema 1.6.1 Sean X, Y dos espacios de Banach, 1 < pg,p1 < 00, 0 < 0 < 1.

Entonces
[LPo(0,T; X), L7 (0,T;Y)], = LP(0,T; [X,Y],)
1
donde — = (1 — §)— + — con normas equivalentes. Si 1 < py < oo, tenemos
p Po b1
[LPo(0, T3 X), L>(0,T:Y)], = L*(0,T;[X,Y],)
1 :
donde — = (1 — #)— con normas equivalentes.
p Po

1.7 Espacios LP(0,7; X) y Distribuciones Vectoriales
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Los resultados que enunciaremos, asi como sus demostraciones, pueden ser encontrados

en [6], [12] v [13].

Sea X un espacio de Banach real con la norma |.||, 7" un namero real positivo
y 1 < p < oco. Se representa por LP(0,T;X) el espacio de Banach de funciones u :
(0,7)— X, tales que (u(t),£)y, x es medible V { € X y [Ju(?)||y € L*(0,T), con la
norma
T Y/
fallory = | [ (Ol de
0

Cuando p =2y X = H es un espacio de Hilbert, el espacio L”(0,7; H) es un espacio

de Hilbert cuyo producto interno es dado por

T

(1 0) i = [ (0(5),v(5) s

0

Por L>(0,T; X) representaremos el espacio de Banach de las (clases de) funciones
u :(0,7) — X tales que (u(t),§)y,y es medible V £ € X y esencialmente acotadas,

esto es,
supess o<i<r ||u(t)] y < 0.

La norma en L>°(0,7; X) es definida por

||U||Loo(o,T;X) =supess o<t ||u(t)| x < 0.

Si X es reflexivo y separable y 1 < p < oo, entonces LP(0,T; X) es un espacio reflexivo
y separable, cuyo dual topologico se identifica como el espacio de Banach L4(0,7T; X*)
donde p y ¢ son tales que % + 1 = 1. En el caso p = 1, el dual topologico del espacio
L>(0,T; X) se identifica con elqespacio LY0,T; X).

Definicién 1.7.1 Una funcion u : (0,7)— X es dicha integrable de Bochner en (0,7)
sit— (u(t),§) . x es medible V& € X y la funcion real t — [|u(t)]|  fuese integrable

en el sentido de Lebesgue en (0,7).
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La integral de Bochner de la funcion u en (0,7") es el vector de X denotado por

T
/ u(t)dt caracterizado por la siguiente propiedad:
0

<f, /Tu(t)dt>

Lema 1.7.1 Sean X, Y Espacios de Banach y A : X— Y una aplicacion lineal y

T
a/@wmxmﬁ,WEX'
0

X'xX

continua. Se tiene que, si f € L'(I; X), donde I es un intervalo de la recta, entonces

Adﬁ®m:/fmws

Sea v € LP(0,T; X), donde X es un espacio de Hilbert separable y ¢€®(0,7). La

integral en X

/ v(s)p(s)ds
0
existe, siendo un vetor de X (esta integral es entendida como una integral de Bochner

en X ). Asi, dado v € LP(0,T; X), la aplicacion

T, :©(0,T) — X
T

o (D) = [0l9)6(s)ds
0
estd bien definida, es lineal y continua.

Se denota por ©'(0,T"; X) al espacio de las distribuciones vectoriales sobre (0,7) con
valores en X, es decir, el espacio de las aplicaciones lineales y continuas de ©(0,7") en
X. De este modo, T, € ©'(0,7; X) y se demuestra que T, esta univocamente definida

por v. Luego, identificando la funcion v con la distribucion 7}, se puede afirmar que
LP(0,7; X) C®'(0,T; X).
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Definiciéon 1.7.2 Sea T € ©'(0,7; X). La derivada de orden n de T es definida como

siendo una distribucion vectorial sobre (0,7") con valores en X y es dada por
arr d"p
o N = ({22
<dtn"p> ( )<’dt">

Se concluye, de este hecho que toda v € LP(0,T; X) posee derivadas de todas las ordenes

en el sentido de las distribuciones vectoriales sobre (0,7).

Por C([0,7];X), 0 < T < o0, se representa el espacio de Banach de las funciones

continuas v : [0,7] — X, con la norma de convergencia uniforme
lulleoryxy = mazieior [u(®)llx -

Lema 1.7.2 Sean V y H espacios de hilbert, tales que V' — H es una inmersion
continua. Siu € LP(0,7;V) y v € LP(0,T;H) donde 1 < p < ooy T > 0, entonces
uwe C([0,T); H).

Teorema 1.7.1 (Aubin-Lions) Sean By, By y B tres espacios de banach, tales que B
y Bj son espacios reflexivos, By — B es una imersion compacta y By < B < Bj son
inmersiones continuas. Sea W(0,7) = {u € L"(0,T; By);u' € L (0,T; By)}, donde

0<T <ooyl<py,p < oo con norma definida por

Jully = ||u||LP0(0,T;B0) + HUHLPl(O,T;Bl) :

Entonces, W es un espacio de Banach y la inmersion W < LP°(0,T; B) es continua y

conpacta.

Observacion 1.7.1 Sean [ = (0,T) y f € LP(I, X). Tenemos los seguientes resultados.

e Si p < o0, entonces C§°(I, X) es denso en LP(1,X).

e f: ] — X es una funcion medible que pertenece a LP(I, X) si, y solamente si,

existe g € LP(I), tal que ||f]| < g en casi todo punto de I.

1.8 Desigualdades Importantes
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Los resultados que enunciaremos, asi como sus demostraciones, pueden ser encontrados
en [1], [4] y [8].

Lema 1.8.1 (Destgualdad de Poincaré-Friedrichs) Sea {2 C R" un abierto acotado

en una direccién. Entonces vale la siguiente desigualdad

el oy < Co VUl oy, Yu € Wy™()

n

donde ||Vl ) = (Z

i=1

p

ou
825‘2'

P
) y C, es la constante de Poincaré.

Lr(Q)

Lema 1.8.2 (Destgualdad de Young) Sean a, b constantes positivas y p > 1y sea

1 1
q, tal que — + — = 1. Entonces,
p q

al b
ab < — + —.
p q

Teorema 1.8.1 (Destigualdad de Holder Generalizada) Seau; € LPi(2),1 <i <k

i 1
yr,— <L
i=1Di

1 ko1
Entonces definiendo — := > —.Se tiene que:
p i=1

7

ur vz € LP(Q) v [luguge Loy < llunll o ) 1wl os ) - N1l pox o)
Teorema 1.8.2 (Desigualdad de Interpolacion) Siu € LP'(2) N LP?(€2) con 1 <
p1, P2 < oo para todo numero real que satisface la condicion p; < r < p,. se tiene que

1 1-—
ueL’"(Q)ysi—:g—l— “
T n P2

, 0 < a <1 entonces

1—
ull 0y < Nl 2o @y ull ez -

Teorema 1.8.3 (Desigualdad de Gagliardo-Niremberg) Sea u € H} () entonces

existe ¢ > 0 tal que
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1 1
HUHLOO(Q) <c ||u||22(9) ||Ux||22(g) .

1.9 Semigrupos de Operadores Lineares
Los resultados que enunciaremos, asi como sus demostraciones, pueden ser encontrados

en (8], 19] y [23].

Definiciéon 1.9.1 Sean X un espacio de Banach y L(X) una algebra de los operadores
lineales y acotados de X. Se dice que una aplicacion S : RT — L(X) es un semigrupo

de operadores lineales acotados de X si

1. S(0) = I, donde I es el operador identidad de L(X),
2. S(t+s)=S5(t)S(s), Vt,s € RT.

Se dice que el semigrupo S es de clase Cy si
3. limy_o+ ||(S(t) = Dx|| =0, Vo € X.

Proposiciéon 1.9.1 Todo semigrupo de clase Cyy es fuertemente continuo en R™, esto

es, si t € RT, Entonces

lims:S(s)x = S(t)z, Vo €X.

Definicion 1.9.2 Sea S un semigrupo de clase Cj . Si ||S(¢)|| < 1, Vt > 0 entonces
decimos que S es un semigrupo de contracciones de clase C.

Definiciéon 1.9.3 El operador A:D(A) — X definido por
h)—1I
D(A) ={z € X | limp_o+ %x existe}
h)—1I
Ax = limp_o+ %x, Vx € D(A)

es llamado generador infinitesimal del semigrupo S.

Proposicion 1.9.2 El generador infinitesimal de un semigrupo de clase Cj es un op-

erador lineal, cerrado y su dominio es un espacio vectorial denso en X.
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Teorema 1.9.1 Sea S(t) un Semigrupo de clase Cy en un espacio de Banach X y A
su generador infinitesimal. Entonces, la aplicacion u := S(t)x( es la tnica solucion del

problema de Cauchy abstracto

du
A
a
U(O) = Xp
con regularidad ue C([0,00); X), sixzg € X

u e O([0,00); D(A)NCY([0, 00): X), si 2o € D(A).

Definicion 1.9.4 Sea S un semigrupo de clase Cy y A su generador infinitesimal.
Colocando A° = I, A’ = A y suponiendo que A*~! este definido, vamos a definir A*

por

DA ={xr e D (A1) : A1z e D(A)}

Aky = A(AF 1), Va € D(AF).
Proposicion 1.9.3 Sea S un semigrupo de clase Cy y A su generador infinitesimal.
Entonces,

1. D(A*) es un subespacio de X y A* es un operador lineal de X;
2. Si x € D(AF), entonces S(t)r € D(A*) , vVt >0y

k
%S(t)x = A*S(t)x = S(t)AFx, Vk € N;

3. :riD(Ak) es denso en X.
Lema 1.9.1 Sea A un operador lineal cerrado de X. Tomando para cada z € D(AF)

k .
), = > 1A%,
j=0

el funcional |.|, es una norma en D(A*). Por lo que D(A*) es un espacio de Banach

con dicha norma.
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Definicién 1.9.5 La norma arriba es llamada la norma del grafico. El espacio de Ba-

nach que se obtiene uniendo D(AF) de la norma arriba serd representado por [D(A")].

1.9.1 Teorema de Lumer-Phillips

Sea X un espacio de Banach, X* el dual de X y (.,.) la dualidad entre X y X*.

Para cada x € X, definimos

J(x) = {a* € X* | (%, 2) = |J«|* = |2*|*}.
Por el Teorema de Hanh-Banach, J(z)# @, Vx € X.

Definicién 1.9.6 Una aplicacion dualidad es una aplicacion j : X — X*, tal que

j(x) € J(x), VY € X.

Observe que 7€)l = [l -

Definicion 1.9.7 Se dice que el operador lineal A : X — X es disipativo si, para

alguna aplicaciéon dualidad j,

Re (Ax, j(x)) <0, Vo € D(A).
Teorema 1.9.2 Un operador lineal A es disipativo si y solo si

I — A)z|| > Al|z]| Vo e D(A) y A > 0.

Teorema 1.9.3 (Lumer-Phillips) Si A es el generador infinitesimal de un semigrupo

de contracciones de clase Cy, entonces

1. A es disipativo;
2. Im(AN —A) =X,V >0.

Reciprocamente, si
1. D(A) es denso en X ;
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2. A es disipativo;
3. Im(AI — A) = X, para algiun Ay > 0,

entonces A es el generador infinitesimal de un semigrupo de contracciones de clase Cj.

Corolario 1.9.1 Sea A un operador lineal cerrado, densamente definido y tal que D(A)
y la imagen de A esten definidos en un espacio de Banach X. Si A y su operador dual

A* son ambos disipativos, entonces A genera un semigrupo de contracciones de clase

Co.

Demostracion.-

Por el Teorema de Lumer-Phillips es suficiente probar que Im(I — A) = X. Y
como A es disipativo y cerrado Im(I — A) es también un subespacio cerrado de X.
Si Im(I — A) # X entonces por el Corolario 1.1.2 existe z* € X* z* # 0 tal que
(x*,x — Az) = 0 para x € D(A). Esto implica 2* — A*z* = 0. Y como A* es también

disipativo sigue del Teorema 1.9.2 que z* = 0, contradiciendo la construcciéon de x*.

Teorema 1.9.4 ( Teorema de Stone) Un operador lineal A de un espacio de Hilbert

X es el generador infinitesimal de un grupo de clase Cj si y solo si A* = —A.

1.9.2 Teoria de la Perturbacién

Para simplificar el lenguaje, vamos a escribir A € G(M,w) para decir que A es el
generador infinitesimal de un semigrupo S(t), de operadores lineales acotados de clase
Co, que satisface la condicion ||S(t)|| < Me“t |Vt > 0.

Proposicion A —wl € G(M,0) siy solo si A € G(M,w)

Teorema 1.9.5 Sean A € G(1,0) y B un operador disipativo relativamente a alguna
aplicacion dualidad. Si D(B) D D(A) y existen constantes a y bcon 0 <a <1y b >0,
tales que

[Bz|| < allAz]| + bljz]l, Vo € D(A), (1)
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entonces A+ B € G(1,0).

Demostracion.-

Como A€ G(1,0), A es disipativo relativamente a toda aplicacion dualidad. Sea B
disipativo relativamente a j. Entonces A 4+ B es disipativo relativamente a j. Ademaés
de esto, D(A+ B) = D(A) es denso en X. Por tanto, por el Teorema de Lumer Phillips,
para demostrar que A+ B € G(1,0) es suficiente demostrar que Im(A —(A+B)) = X,
para algin A > 0. Pero, como D(A) C D(B) tenemos que A € p(A) paraX > 0, luego

se tiene que:

ImA — (A+ B)) =Im(\ — (A+ B)M — A)™Y = Im(I — B\ — A)7Y)
=Im(I — BR(\ A)),
para cualquier A\ > 0, luego es suficiente demostrar que I — BR(\, A) es inversible en

L(X) y por tanto, que ||[BR(X, A)|| < 1. Pero, por (1)

IBR(X, A)z|| < a||AR(A, A)xl| + b[[R(A, A)z|| [z
= a[[[AR(N, A) = T]z| + 0| R(A, A)z|
< (2@ + ;), Ve e X
Sea a< % Entonces, para A suficientemente grande, 2a+§ < 1,asi||BR(N, A)| < 1.
Por tanto si (1) fuese satisfecha para a < %, entonces A+ B € G(1,0), esto quiere decir
que el Teorema es valido en ese caso particular. Para demostrar el caso general, sea «

un nimero tal que 0 < o <1 e sea € D(A). Tenemos

(A +aB)zl| > ||Az]| — a||Bz| = [[Az]| = [[Bz|= (1 = a) || Az[| = bz

1—a

. a
y si el entero n es tal que — < .entonces:
n

a b 1—a b 1 b 1
< 2 el + 2 ol < U5 ) + 2 ol < 1A+ el + (1 + 1) e
n n n

1
°B e
Hn ! 4 n 4

Por tanto, por lo que ya fue demostrado, si A+ aB € G(1,0) lo mismo sucede con
1

A+ aB + (=)B. Pero como A € G(1,0), entonces por el resultado arriba tenemos
n
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1 2
A+ —B € G(1,0), luego por el mismo argumento tenemos A+ —B € G(1,0) y de este
n

n
modo ese argumento repetido n veces nos da A+ B = A + (E)B € G(1,0).
n

0
Teorema 1.9.6 Si A € G(1,0) y B € L(X), entonces
A+ Be G, |B])-
Demostracion.-
Para cada aplicacion dualidad, j se tiene:
Re((B - ||B|| )z, j(x)) = Re (B, j(z)) — | Bl l=|* < |B]| |z = [|B]| |«|* = 0
entonces B — || B|| [ es disipativo. Como ||(B — ||B|| I)z|| < 2| B|| ||=]|, Vo € D(A),

Ay B — ||B|| I satisfacen las hipotesis del teorema anterior con a = 0y b = 2||B].
Luego sigue que A+ B — ||B|| I € G(1,0) luego tenemos que A+ B € G(1, || B]]).

Lema 1.9.2 Si A € G(M,0), entonces existe una norma, |.|, en X tal que
|z|| < || < M ||z]| en la cual A € G(1,0).

Demostracion.-

Si S es el semigrupo generado por A tenemos

[S@I <M, vt=0
Definamos |z| = sup||S(t)z||
>0

Es inmediato que |.| es una norma en X; ademas de esto,

[zl| = [[S(0)z]| < sup|S(t)z| = ||
>0

luego
|z = sup [|S@)z[| < sup |SE)| l=] < M =],
>0 >0

lo que demuestra la desigualdad pedida.
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Luego en el espacio X con la norma |.|, S(t) es una contraccion V¢ > 0 pues

1S(t)x| = sup |[S(T)S(t)z| = sup[|S(T + t)a| < sup|[S(t)z| = |z,
7>0 7>0 t>0

A € G(1,0) considerando X con la norma |.|.

Teorema 1.9.7 Si A € G(M,w) e B € L(X), entonces A+ B € G(M,w+ M | BJ)

Demostracion.-

Sea S semigrupo generado por A y consideremos el semigrupo S = e S Su gen-
erador infinitesimal es dado por A = A — wl. Luego Ace G(M,0). Luego por el Lema

anterior existe una norma |.| en X tal que
lz|| < |z| < M||lz|]| VzeXedeG(1,0)

Asi las normas |.| y ||| son equivalentes, B € £(X) considerando X con la norma |.|.
Luego por la proposicion anterior, A+ B € G(1, |B|) de donde A+ B — |B| I € G(1,0)
estoes A+ B — (w+ |B|)I € G(1,0) , luego A+ B € G(1,w + |B|).

Luego

IR, A+ B)"zl| < |[R(A, A+ B)"al,

M |

<|RMNA+B)"| x| < 7 VA>w+ |B|Vr e X.
ROV A+ BY ] < e Bl
Luego
M |
|R(N, A+ B) x| < o VA > w+ |B| (2)
(A= (w+|B])]
De

|Ba| < M[|Bx| < M ||B|[l«]| < M |[BI| ||

resulta |B| < M ||B|| y por tanto, de A > w + |B, | se tiene por (2) que

32



M
(A= (w+ M[BI"™

IR\, A+ B)"|| < VA >w+ | B

entonces A+ B € G(M,w + M ||BJ)).

1.10 Propiedad de Continuacién Unica

Los resultados que enunciaremos, asi como sus demostraciones, pueden ser encontrados
en [5].

Definicién 1.10.1.- Sea O un conjunto abierto de Q C R? difiniremos la componente
horizontal de O en 2 como O, ={(z,t) € Q: J2’ € R, (2/,t) € O}. Se dice que una
ecuacion diferencial Lu = 0, de dominio €, satisface la Propiedad de continuacion Unica

Horizontal, denotada por P.C.U.H. si u = 0 en O, es la tnica soluciéon que se anula en
0.
Teorema 1.10.1.- Sea 7' > 0y 2 = (0,1) x (0,7). Supongamos f; € L>*(Q), i =

u
1,2,3,4. 51U = € L*(0,T; H3(0,1) x H3(0,1)) es solucion de la ecuacion:

blUt + AUmmm + BlUm =0
donde
by bias bifi bife
A: B =
<bza3 1 )’ ! <52f2 Ja
CL1,CL2,CL3,b1,b2 S R, bl,bQ > () con blag <1 y b2a§ < 1.

tal que U = 0 en un conjunto abierto O de €2, entonces U = 0 en la componente

horizontal O}, de O en ).
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CAPITULO II

2.1 Algunas aplicaciones de Perturbacion

Proposicién 2.1 (Ecuacion de la onda en la recta) Sea el problema:

Uy — QUgy + Pu =0, r€eR
U(ZL’,O) = UO(x)vut<x70) = ul(x)ux eR

donde a, 8 son constantes positivas y ug € H*(R), u; € H'(R). Entonces el problema
posee una tnica solucion.

Demostracion.-

Transformaremos la ecuacion a una ecuacion de primer orden (en el tiempo ). Haciendo

uy = v, tenemos

U 0 1 U
v/, a)ee —BL 0 v
A
i.e.
Ut = AU
U(0) = U,
Uo
donde Uy =
Uy

donde D(A) = H?*(R)xH' (R)CX = H'(R) x L*(R) y estamos considerando la sigu-

iente norma en X :

2
v
:a/|vx|2dx+5/|v|2d:v+/|u|2d:):
u R
X

R R

Dado F' € X, sea (A — A)U = F la ecuacion del resolvente, queremos encontrar

U € D(A) tal que verifique dicha ecuacion. i.e.

Mu—v=feH (R) (2.1)
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AN — Qg + fu = g € L*(R) (2.2)
Tomando la transformada de Fourier tenemos:
Na— 0= feH(R)
No+(a&? + B)t = g € L*(R)

Resolviendo el sistema tenemos:
_M-g
AN+ Ea+p

A — f(Ea+B)
N+ &a+ 3

>

U=

Para A > 0, luego tenemos que la ecuacion del resolvente tiene una tinica solucion
U € D(A). Asi, RT C p(A). Multiplicando la ecuacion (2.1) por —au,, y [u, respecti-

vamente obtenemos:

)x/ozuidx — a/vmumdx = oz/fxuxdx

R R R
)\6R/u2d9§—5R/vud$: ﬁkjfudzv

Multiplicando la ecuacion (2.2) por Sv, obtenemos:

)\/avzdx — a/umvxdx + ﬁ/uvdaz = /gvdx
R

R R R

sumando las identidades arriba y usando Holder tenemos

MU = a/fxuxdat + 5/fuda; + /gvd:):

R R R
< ||\/ameL2(R)H\/auw||L2(R) + H\/BfHLz(R) H\/BUHLQ(R) + ||9HL2(R) ||UHL2(R)
< [[F[lx IU]lx
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Luego, para A > 0 tenemos, ||U|ly < 5|/ F|ly, luego como U = R(\, A)F tenemos
|R(X, A)|| < . Siendo A un operador cerrado con dominio denso en X, el Teorema de

Hille Yosida nos dice que A es el generador infinitesimal de un semigrupo de contraccion.

O
Cuando 8 = 0, usaremos un resultado de perturbacion en la prueba de existencia de
solucion.

Proposicion 2.2 (Ecuacion de la onda caso 5 =0) Sea el problema:

Ut — QUgy = 0, reR

u(z,0) = up(x), ux,0) =ui(x),z€R

donde « es una constante positiva y ug € H*(R), u; € H'(R). Entonces el problema
posee una tnica solucion.

Demostracion.-

Transformaremos la ecuacion a una ecuacion de primer orden (en el tiempo ). Haciendo

uy = v, tenemos

U 0 1 u
v/, a)e— O v
Ag:=
i.e.
Ut - A(]U
U(0) = U,
Ug
donde Uy =
Uy

donde X = H'(R) x L*(R) y observamos que

Ay=A+B
donde
0 I 0 0
A:: 7B::
(e —BI 0 gL 0
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Del resultado anterior, sabemos que A es el generador infinitesimal de un semigrupo de

clase Cy de contraccion en X = H'(R) x L?(R).

Por otro lado el operador B es lineal y continuo en X. En efecto,
I1BUlx = lIBull oy = 18] l[ull 2wy < BIU x

donde D(Ag) = D(A)N D(B) = D(A) = H*(R) x H'(R).

Entonces por un resultado de perturbacion concluimos que Ay es el generador in-

finitesimal de un semigrupo de clase Cy. Asi, si Uy € D(Ap) entonces

u € C(0, 00; H2(R)) N CY(0, 00; H'(R)) N C2(0, 00; L*(R))

O

Proposicion 2.3 (Ecuacion de Schrodinger) Consideremos la ecuacion de Schrodinger

en L*(R")

donde A es el Laplaciano, ¢ es una funcion real medible en R™ . uy € H?(§2) entonces
el problema posee una tnica solucion.

Demostracion.-

Consideremos el espacio X = L*(Q)

Definamos los operadores A, y M, lineales y continuos en X de la siguiente manera
Alu = ZAU,
D(Ay) = H*(R™)

My = qu,
D(M,) ={u € L*(R");qu € L*(R")}

i.e. la ecuacion de Schrodinger puede ser escrita como:
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u = Aiu —iMu

u(0) = ug
Afirmamos que los operadores —iA; y —M, son simétricos,

En efecto,

Observamos que —iA; esta densamente definido, pues H?(R") es denso en L?(R")

luego tenemos que

(—tAju,v) = (Au,v) = (u, Av) = (u, —iAv) , Yu,v € D(A;)
entonces —iA; es simétrico (por definicion 1.1.4), por tanto D(iA;) C D((iA;)*) v
(ZA1>*U = (ZA1>U, Yu € D(ZAl)

Ahora veamos que M, este densamente definido, definamos E,, := {z € Q: |¢(z)| <

n,n € N}. Si u € L*(R™) tenemos que

/ lquXe, |2 dyu < n? / uf? du < o

R” R"
entonces quiXp, € X asi uXp, € D(M,) , para cadan € Ny como lim,_,.,uXp, = uen

c.t.p de R" por el Teorema de Convergencia Limitada tenemos que lim, oo [[uXs, — ul| p2gn) =

0. Luego D(M,) es denso en L*(R™).

Ademas si u,v € D(M,) se tiene (Myu,v) = (qu,v) = (u, qu) = (u, M,v) y entonces
M, es simétrico (por definicion 1.1.4), por tanto D(M,) C D(M;) y Mju = Mu,
Vu € D(M,).

Luego —iA, y —M, son simétricos.

Observemos que se cumple:

(—iAyu,u) = (Au,u) = (Vu, Vu) = — || Vul]?, Yu € D(A;)

Entonces —iA; es didipativo.
Ahora con la ayuda del Teorema 1.9.4(Teorema de Stone) demostraremos que la
ecuacion de Schrodinger tiene una tinica solucion u con valor inicial uy € H?(Q) tal que

u e O([0, 00], HA(R™) N CL([0, 00), X).
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Nos restringiremos a los tres casos siguientes:
a) q(r) =0 Vr € R”
b) g€ L=(R")

c) q € LP(R™), con p > g y p>2yq>0 casisiempre en R"

Primero necesitamos probar que que L?(R™) = Im(\gI — (—iA; — M,)) para algin
Xo € p(—iAy — M,) y que —iA; — M, es simétrico (para esto ultimo bastara probar
que H*(R™) C D(M,)) .

En efecto:

a) Tenemos M, = 0, de donde D(M,) = L*(R™) entonces H*(R") C D(M,) y como
—iA; es disipativo por el Teorema 1.9.2 tenemos que ||(I — (—iAy)) ul| > |Jul|, Vu €
D(A;) entonces I —(—iA;) es inyectiva luego es inversible asi (I — (—iA;)) ™" es acotado
entonces 1 € p(—iA;) pero como la ecuacion u — Au = v € L*(R") tiene una solucion
en H?(R") entonces Im(I — (—iA;)) = L*(R"™).

Ast, Im(I — (—iA; — M,)) = Im(I — (—iA;)) = L*(R™) tomando \g = 1, tenemos que
Xo € p(—iAy) = p(—iA; — M,).

b) Si u € L?(R") entonces M,u = qu € L*(R™) pues

1 1
1Myl oy = (S IMqul® dr)* = ([ lqul da)* < Jlall poe ey 1] 2y
Asi, D(M,) = L*(R™) entonces H*(R™) C D(M,).

Ademas tenemos que Im(I —(—iA;)) = L*(R") y como —iA; esta densamente definido
y es disipativo, se sigue del Teorema Lumer- Phillips que —iA; € G(1,0). Luego por
el Teorema 1.9.6 y como M, es un operador lineal acotado tenemos que —iA; — M, €
G(L, [[Mg| 12 (gny) de donde obtenemos que —iA; — My — || Myl 2 gy I € G(1,0) luego

por el Teorema de Lumer-Phillips tenemos que
[m()‘l - (_iAl - Mq - ||Mq||L2(Rn) I)) = Lz(Rn)a VA >0
Por lo tanto tenemos
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m()\ol — (—iAl — Mq)) = Lz(Rn) con )\0 =\ + ||M‘1||L2(R") € p(—zAl — Mq)

c) Si, g€ LP(R™), ¢ > 0 casi siempre en R"con p > g yp>2
Primero probaremos que H? (R") C D(M,)

En efecto sea u € H*(R") definamos v(z) := u(%), p > 0. Se obtiene que v € H*(R"),
donde la funcion (1 + |x|2) o(z) € L*(R") y de p > g resulta que la funcion (1 + \:z:|2)_1

2
pertenece a LP(R") (demostracion en [17]). Luego tomando s = % por tanto ten-
p
1 1

1
emos que — = —+ 5y teniendo en cuenta que 0(x) = (1 + |z*)~'(1 + |z*)d(x) por la
s
desigualdad de Holder Generalizada se tiene que 0 € LS(R”) y se cumple que:

/|@(:c)|sdx g <c /(1+\x|2)_pd:c /} (14 |o?) i) [* de

n

=

Pero como (1 + |x\2) o(z) = v(a:)/—-zv(x) por el Teorema de Pancherel tenemos:

N=
N[=

Jlas P il as) - (/w @Pdz | = o~ Avlyaqeny

< ollpegny + 1AV p2gny

luego definiendo a,,,, = C / (1+ |x|2)_p dr | setiene ||7]

n

Ls(R™) S Upn <||AU||L2(R") + ||U||L2(Rn))'

Seartalque 1l = —+=. Como 1 < s <2, por el Teorema 1.3.3 resulta que 0 € L™ (R™)
ro s

y

< (2m)"373) ||s

L (R")

v

||U||Lr(Rn) == LS(Rn)

Entonces
10l gey < @hin (18500 gy + 1ol g2geny)
donde allm es una constante que depende de n y p.

Luego obtenemos

(n 2)

el ey = 07 10l oy < 0 F @b (95 1Dl gy + 9 [0l o)
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de donde escogiendo p convenientemente obtendremos 0 < a <1y b > 0 tal que:

||u||LT(]R”) ||q||LP(]R”) <a HAUHLQ(R") +0 ||u||L2(R")

1 1 1
Ademas por la desigualdad arriba y como —+— = 5 obtenemos que qu € L*(R") por la
p T
desigualdad de Holder Generalizada y por tanto H? (R™) C D(M,) que es el resultado
que estabamos buscando demostrar.

Luego se cumple que:

||Mq||L2(Rn) = ||qU||L2(Rn) < ||Q||Lp(Rn) ||U||Lr(Rn) <a ||Au||L2(Rn) +b ||u||L2(Rn) (2.3)

Como en este caso estamos considerando ¢ > 0, resulta que —M, es disipativo, como
—1A; € G(1,0) y usando la desigualdad (2.3) por el Teorema 1.9.5 se tiene que —iA; —
M, € G(1,0). Luego Im(N\I — (—iA; — M,)) = L*(R") para algin Ay > 0 y por tanto
Xo € p(—iA) — M,).
g
Luego de H*(R") C D(M,) tenemos que esta densamente definido entonces —iA; —M,
es simétrico pues —iA; y —M, son simétricos , y como Im (X —(—iA;—M,)) = L*(R")
para algin Ay > 0 tal que \g € p(—iA; — M,) entonces por el Teorema 1.1.5 tenemos
que el operador —iA; — M, es autoadjunto y lo mismo sucede con el operador 4, + M,
entonces por el Teorema 1.9.4 el operador A, — iM, genera un grupo unitario de clase
Cy luego para cada ug € H*(R") la ecuacion de Schrodinger tiene una tnica solucion u

con valor inicial uqy tal que u € C([0, 0o], H*(R™)) N C*(]0, 00), X).
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CAPITULO III

El Sistema Lineal

3.1. Existencia y Unicidad

En esta seccion estamos interesados en probar la existencia y unicidad del siguiente

problema

U + Ugze + Vgt A(T)u =0, en O x RT

Vg + Uy + Vgpy + QUzgetA(z)v = 0, en Q x RT
u(0,t) = u(L,t) =0, Vit >0

v(0,t) = v(L,t) =0, vVt >0

ug(L,t) = v, (L, t) =0,  ¥Vt>0

u(z,0) = up(x), v(z,0) = vy(z), V 2l

donde Q ={zeR|0<z <L}y

A€ L™ (), AM(z) > N > 0 casi siempre en w

siendo w un subconjunto abierto no vacio de €.

3.1.1 Caso \=0

En este caso, (3.1) se reduce al modelo

Ut + Upgr + QUpze = 0, en ) x RT

VUt + Uy + Upgr + QlUgpr = 0, en ) x RT
u(0,t) = u(L,t) =0, Vit >0

v(0,t) =v(L,t) =0, Vit >0

uz(L,t) = v, (L,t) =0, vVt >0
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u(z,0) = ug(x) ,w(x,0) = vo(x) , vV oz e .

La existencia y unicidad seran obtenidas utilizando la Teoria de Semigrupos. Observe
que multiplicando la primera ecuaciéon por u, la segunda por v y luego integrando de 0

a L podemos, formalmente, verificar que
L L
/(utu + Ugpat + AVpgpu)dx +/(vtv + VeV + V¥ + QUgzev)dzr = 0.
0 0

Integrando por partes y utilizando las condiciones de frontera, se obtiene

L L L 9 9 9
u u Uu
TTT dx— TT 5 — T :cd — = dr = —-—= L:—m()t
/u udr=uu |g /uu:)j/(z)xx 2|0 2(,)
0 0 0

L L L
/vxmudx—vmu & —/vmuxdx = —/vmumdx
0 0 0

L L
/ UpprVAdT= — / UgpgUpdT.
0 0

Sumando las identidades arriba, deducimos que

7 L
d u’ +v 1
%/< )d:v+2( 2(0,t) + a/ VU + UgaVy )dx = 0.
0 0

Como

L
(Vpplly + Uy Vs )d. / Uty )pdr = —v,(0, t)u, (0, 1),
0

St~

obtenemos la siguiente desigualdad

di/(“) e < D00+ w20.0)< 0

t

pues 0 < a < 1. Luego,
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DN | —
DN | —

/(uZ(x,t) +v%(z,t))dz < /(ug(x) + v3(z))dx.

Por tanto, consideramos el espacio

H=L2(Q) x L*(Q)

y denotamos por A y B las siguientes matrices

0 1 a 1

Con la notacion arriba, introducimos el operador M
Mz=—-B2" — A
D(M)={z=(21,20) € H3Q) x H}Q): 2(0) = 2(L) = z,(L) = 0}.

Asi, (3.3) puede ser reescrito como una ecuacion en H

dz
=M
dt -
U
Z(O) = ’ = 20
Vo

Proposicién 3.1.1 En las condiciones anteriores, tenemos que M genera un semigrupo

de contracciones de clase Cy en H.

Demostracion.-

Inicialmente, demostraremos que D(M) es denso en H, en seguida que M y M* son

disipativos y finalmente que M es cerrado.

(i) D(M) es denso en H

Como D(Q) = L*(Q), entonces D(Q) x D(Q) = H y como D(Q) x D(Q) C D(M)

tenemos que D(M) = H.

(ii) M y M* son disipativos
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Sea z € D(M). Entonces,

n__ "
(Mz,2)y = ’
- / Zé// CLZi// 2
L L
/ (20" + azy)dx — / 9o(2h + 20 + az
0 0

(2] + an 2y + 2025 + az2")d

(212" + az1 25 + 202 + azp2")dw.

O\»h O\h

Tenemos las siguientes identidades:
L

L
3 2
/zlzi”dx =z 20 |k —/zlzi’daj = / ( Z; ) - ((Z;)
0

0
! 2
/zgzg’dx — (22(20))

0

L

/zlzé”dx =nz & -
0

L

/222’1”(1:5 = 22! |& —/zézi’d:z = /ZQZileL'

0 0 0
Sumando las identidades de arriba miembro a miembro, se obtiene:

= T T

L
/i _ i
2125 dr = —/zlzzdaj
0
L

")

L 2
JG)
0



pues 0 < a < 1. Luego M, es disipativo.

Ahora, sea z € D(M) y w = (wy,w2) € H un elemento a ser determinado. Tenemos

que
—z" — azly wy
<MZ, 'lU)H = )
" "
—zh — 2y —az Wy
2~ %2 1 i
L L
/ 2+ azy )widx — /(zg + 20 + az")wqdz.
0 0
Si asumimos que wq(0) = wi(L) = w}(0) = 0, se obtiene:
L L
" / ! |L
/ wydr= /zlwld:v = — | z1w] |; —/zlwld:z
0 0 0

L

L
=zwf |& —/zlwi”dx = /zlwi”dx,
0

0

pues z € D(M). Analogamente,

L L
/ Ywdr = /ZQw’l”d:B.
0 0

Ahora, si asumiéramos que wy(0) = wy(L) = w)(0) = 0, deducimos que

L L L
/ Vwodr = /zlwg’ Ty /z’”wgda: = /Zng’
0 0 0
L L
/zéwgda: = zws |5 —/ZQwéd:B = —/ZQwéd:E.
0

0 0

Combinando las identidades arriba, obtenemos
L L
(Mz,w) oy = /zlwi”dx + a/ZQwi”dx
0
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L L
+/22w2d:)3 + /zzwé”dx + a/zlwg’da:
0

0

L L

/ ()" + awl)dx + / o(aw)” + wh + wl')dx
0 0

< w4+ awy’ >

" / "
awy —+ Wy + Wy .

’LUi” _l_ awg/
= Z’
awy" + wh + wl .
Asi, el adjunto de M es definido por

M*(w) = Aw' + Bw"
D(M*) = {w = (wy,ws) € H3(Q) x H3(Q) :w(0) =w(L)=w'(0) =0}

Demostremos que M* es disipativo.

Sea w € D(M*). Entonces,

" n
Y
n "

L L
/w1 w4+ awl)dz + /w (awy” + wh + wh)dx.
0

Tenemos las siguientes 1dent1dades

L

L
/wlw’l”dz = wywy |§ —/wlwldx
0

/( () ) P U PR 1214

(wy (L))
2

wowh'dr = —

L

L
n
wywh'dr = wiwy |¥ —/w1w2d9§ = /wlwzdx
0 0

/
/
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L

L L
/wgw’l”dz = wow/ |5 —/wéw’l’dx = —/wéwi’d:v.
0 0

Luego,

pues 0 < a < 1. Asi M* es disipativo.

(iii) M es cerrado

Como M* es un operador lineal densamente definido por el Teorema 1.1.4 basta

demostrar que M* = M. Para eso, calculemos M™*.

Sea w € D(M*) y z a ser determinado. Si asumiéramos que z(0) = z(L) = 2/(L) =0

tendriamos que

. w4+ awl’ 21
<M U),Z) = )

" !/ "
aw1 + w2 + w2 22 I

L L
" " " / nmn
= /(w1 21 + awh' zy)dx + /(aw1 29 + Whze + wh' z9)dx.
0 0

Como

w2y dx

St~

L
/w’l”zldx =—
0
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wo 2y dx

o\h

L
/”’zldx—
0

L
/ V' zodx = /wlzg”

0
L
whzedr = /wngdx
0

o zodx = — [ w2l dx,

J
Z

ot~

obtenemos

L
wyz)'dx — a/wgzi”dx

L L
a/wlzé”daj — /w2z§dx — /w2z§”dx
0

0

L L
/w1 2+ azlf)dx /wg az!" + zh + 28 )dx
0 0

n n
B z] + azy >
az)’ + z4 + 2’ o

M*z=—Az — B2

/\
O\»h

wy 2"+ azl >

" / 7
Wa azy + 29 + 24

Asi, M** es definido por

D(M*™) = {z € H¥Q) x H¥Q): 2(0) = 2(L) = #(L) = 0}.

Por tanto, M** = M.

Luego por el Corolario 1.9.1 concluimos que M genera un semigrupo de contracciones

de clase Cj.
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Corolario 3.1.1 Para cada zy € H, el problema (3.3) posee una tnica solucion

2z € C([0,00),H). Si 29 € D(M), entonces z € C ([0, 00), D(M)) N C* ([0, 00), H).
Demostracion.-

El modelo (3.3) puede ser reescrito como

dz
A /s
a
U
2(0) = ’ =2
Vo

Luego, por la Proposicion 3.1.1 tenemos que M genera un Semigrupo de Contrac-
ciones S de clase Cy y por el Teorema 1.9.1 tenemos que z(t) = S(t)zp es una tnica
solucion de (3.3). Ademas de eso, por el Teorema 1.9.1, tenemos que si zp € D(M)
entonces z €C ([0,00), D(M)) N C* ([0,00), H). Si zy € H, entonces z € C([0,00); H).

U

3.1.2 Caso A >0

Observemos que el modelo (3.1) puede ser reescrito como

d
d—j:Mz—l—Pz

Z(O):(Zg) = 2

P-H—H

donde P es dado por

z— —\(x)z.

Asi, para demostrar que M + P genera un semigrupo de clase C y consecuentemente,

que (3.1) posee solucion, basta demostrar que P € L(H). En efecto, como

L

L
| Pz II?IZ/M(:B)ZIQdafSII AMlZee o) /(Z% +23)de =[| A [Leqoll (21.22) 17,
0 0
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entonces
| Pz l[a<[ Allze@ll 2 |lm

luego
| P llecn <[l Al @)

Asi, por el Teorema 1.9.6, M + P es el generador infinitesimal de un semigrupo S

de operadores lineales acotados de clase Cj.

Teorema 3.1.1 Si zp € D(M), el problema (3.1)-(3.2) posee una unica solucion z €
C([0,00); D(M))NC*([0,00); H). Si 29 € H, el problema (3.1) posee una tinica solucion
débil z € C([0,00), H). Ademas de eso,

2 € C([0,T]; H)y N L*(0,T; H} () x H()) NH'(0,T; H2(0, L) x H~2(0, L)).
Demostracion.-

De la misma manera como en el Corolario 3.1.1, el resultado de existencia sigue de la
Teoria de Semigrupos. Mostraremos la ganancia de regularidad de la soluciéon cuando

20 € H.

Como D(M) = H existe una sucesion {20} ey € D(M), tal que zg,, — 2o en H,
cuando n — oo. Para cada n , sean z, = (u,,v,) € C([0,T]; D(M)) N C([0,00); H)
y z = (u,v) € C([0,00); H) la unicas soluciones de (3.1) con condiciones iniciales
20m = (UonsVon) ¥ 20 = (ug,vp) respectivamente dadas por el Teorema 1.9.1. Para

simplificar las notaciones denotaremos u,, = u , v, = v, U, = Uy ¥ Vo,n = V.

Sea ¢ € C*([0, L] x [0,77]). Multiplicando la primera ecuacion de (3.1) por qu, la
segunda por qu, integrando en (0, L) x (0,7") y luego sumando las identidades, tenemos

T

L
//qu Ut + Uz + Wz + N @) 0)d + //qv(vt + Uy 4 Vg + Qe + A(x)v)dx = 0.
00
Observemos que

T

/ / quugdxdt

0

T
/Qtu
2
0

||
O\H
O\h
(=)
/—\
\_/
S
Q.
O\h
l\DI'Q



:i? @T%w@ﬂﬁ@—/ %LM

0

T L T L
/ / qUUgppdadt = / QUL |& — / (Gzu + quy) ugpdx | dt
0 0 0 0
T L T L
00 00
T L T L
= —/ gruuy | —/(qmu+qmuz Jugdx | dt — //% , dxdt
0 0 00
T L T L
I//(qmuﬂLqmum)uxdxdt /q 2 Ldt+// ot “"’d dt
00 00
T L T L ) T L
Tx ,t z ,t Uy
://q7 da:dt+//q 2dxdt+/q(0 );(0 >dt+//q2uddt
00 00 00
T L ) ; T L . .
—//q'UMﬁ+—//q2Mﬁ+/ﬂ—li—lﬁ
2 2 2
00 00
T T
/ / qUUzzpdrdt = / quUg, |5 — / (Gt + qug )vgedx | dt
00 0
T L T L
00 00
T L T L
/ qzUVy |0 _/ (Qx:(:u + q:cu:c ’del’ dt — //quxvmdxdt
0 0 00
T T T L
= / / UV drdt + / / QU U dxdt — / / QU Uz dxdt.
00 00 00
T L T L
//qu)\(z)udzdt = //q)\(x)quxdt.
0 0 00
Analogamente,
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T L
0 0

T L T L
//qvvmdajd ://
00 00

[\DI'Q

L
/ q”g’ dzdt.
0

T L T
Yoz - et / / qov2drdtt / a0

0 0 0
T L T L

T

0/
T L

/ / qUUzzdxdt = / /
0 0

0 0 0 0

L
/qvvtdzdt:/g( 2(2,T) — v*(z,0)) d:v—/ ﬂdtd

T 2
v
Ldxdt = ‘
. /(2 /2
0

dx) dt

2
0D,

T L
//qvumxdajdt: //qxxvuxd:)sdt+//qxvxuxdxdt—//qvxumdxdt.
00

L )t ) L T 20,
t
/ (=, (=, dm / dx+/ )
0 0 0
T L T L
a// Uz Uy ) da:dt—i—//)\ (u? + v?)dxdt = 0,
00 00
0 sea,
1L 1L 1T
0 0 0

+a/Tux 0,t)v,(0,t)dt — /)\( J(u? + v?)dx

S%/(u%(z)—l— 2(x) dx—i—

Como 0 <a <1,
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NN

L 1L
/ (2,T) +v*(x,T))dx < 5/ x))dx
0 0

Retornando a nuestra notacién inicial, tenemos:

L
/ (x,T) +v ) dx <
0

Como z,(t) = S(t)zo — 2(t) = S(t)z0 ¥ 20, — 20 en H, cuando n — oo, por

DN | =
l\DI»—t

L
/ z) + v, (x)) dz, VT >0.
0

[23] obtenemos la siguiente desigualdad

/L(uz(x,tH ) da < %/L z) +v3(2)) du. (3.4)

N[ —

Entonces,

| (u,v) leqor:m < (wo,v0) || &- (3.5)

Ahora, escogiendo ¢(x,t) = z resulta que

T L L L
1 1
g// u? 4+ v2) dadt = 5/:6 (x,T)+v (x,T))d:c—l—§/:c (u?(z,0) + v?(z,0)) dx
00 0 0
T L T L
a//u vpdxdt + a//:c (UgVps + Vpliyy) dxdl
00 00
X T L T L
+§//vzdatdt—//a:)\ (u? + v?) dadt,
00 0 0
o sea,
T L X L X L
// W2+ v?) dedt = 3/x(u2(a:,T)+v2(:c,T))dx+§/x(u2(:c,0)+v2(:c,0))dx
00 0 0
T T L
4 2
—ga//uxvxd:zdt+§a//a: Uy, dadt
00 00
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T L

1 2
+§// 2dxdt — g//a:)\ (u? + v?) dzdt

0 00
L T L L h
gg/x(ug(:c)—l—vg(:c))d:c—l—a// u? + v d:cdt+§//v2dxdt.
0 00 00
Por tanto,
T L . Tk
1—a// u? + 02 da:dt<3/x(u§(:)§)+v8(x))dx+§//02da:dt,
00 0 00

de donde obtenemos que

T L L
// u? + v? d:z:dt<3 /x ud(x) +vg(z)) dx+
00 0

Retornando a la notacion original y usando la desigualdad (3.4), obtenemos

L
//u—i—v ) dadt.
0

0

| (wns vn) HL2(0TH1(Q)><H1

/L z) + v, (x)) do

3 L )/L ) 4+ 03, (x)) d

< S )l (36)
Luego,
1 (00) a0 s e < O o, wo) 2 (3.7
donde C(T') = éfl—i__j;))

En efecto, la desigualdad (3.6) nos dice que {zy}, .y es una sucesion de Cauchy. Por
tanto, existe una funcion w € L*(0,T; H} () x H(€2)), tal que z, — w en L*(0,T; H} () x
H;(Q)) cuando n — oo . Ademés de eso, sigue de (3.5) que w € C([0,T],H) y que

35



z es una solucion débil de (3.1). Luego, por [34] y por la unicidad de la solucion

w=z= (u,v) = 5(.)(uo, vo).

Afirmo que z = (u,v) € HY(0,T; H2(0, L) x H~2(0,L)). En efecto,
como
Un,t = —Upger — AUngax — >\(x>un7

)

Unt = —Ungz — Ungaze — AUp gaa — )\(I)Una

)

Y tenemos que:

||un,x||L2(0,T;H*2(Q)) <c ||un,1'||L2(07T;L2(Q)) =c HUNHL?(O,T;H(}(Q))
también

[(Un,zaa(t), @) |H*2(Q) xH2(Q) — [(tn,a(t), Oua) ‘LZ(Q)XL2(Q)

< Nt () 20y 12zl 120) < cllunll a0y 1910

luego se obtiene

1
2 2

T T
2 2
fiseelisarr sy = | [ Tinaon syt | < ([ Ol
0 0

=c HunHL?(O,T;Hé(Q))

haciendo calculos analogos a los hechos arriba para los v,, obtenemos:

an,mMHLZ(o,T;H%(Q)) <c ||UnHL2(0,T;H3(Q))

y como {un},cn ¥ {Un},en estan acotados en L*(0,T; Hy(€)) resulta por (3.8) que,
{tni}en ¥ {Vnit} ey estan acotados en L?(0,T; H*(€2)) entonces sigue de las consid-
eraciones arriba que:

Upy —ugen L0, T; H2(Q)) vy vu — v en L2(0,T; H2(Q))
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3.2 Decaimiento Exponencial

Lema 3.2.1 Sea U—(u,v) la solucion del problema (3.1) obtenido en el teorema 3.1.1.
Sea 0 < T' < oo entonces existe una constante positiva C' = C'(T") tal que :

L

T
o]l 72 )+ 100l 72y < C /( 2(0,t) +v2(0,1)) dt+//>\ t) + v (x,t))dzdt
0

0

ol sy + el }
(3.9)
Demostracion.-

Antes de probar el resultado, demostraremos que para la clase de soluciones consider-
T T

adas los términos /ui((), t)dt y /vi(O, t)dt estan bien definidos.
0 0

Procediendo analogamente como en el Teorema 3.1.1, obtenemos una sucesion de
nen = {(tn; vn) ey € C([0,00); D(M)), tal que U™ (x,0) = (uon(2), von(2)) =
Ui(xz) € DIM) y U} — Uy = (ug,v) en H , cuando n — co. Ademas de eso,

soluciones {U"}

:lltE ( Uy, ) (t)+% [t 2(0,1)% 4+ v, (0, )]

L
+aum(0tvnw0t—|—/>\ (u2 +v2)dr =0
0
donde

El ™ =

Unp,

[ ) gy + 1 0n ) [0

(NN

Integrando la identidad arriba de 0 a 7" y usando que 0 < a < 1, se obtiene:

El ™ | m+ (15@ / [t (0, )2 + 0320, )% dt

+/T/L)\ (u? + v?) d:Edt<E(Un )(O) (3.10)

a7




Claramente,

E (T) - E (0) — E @ —E[ " ] (0), cuando n = oo,

pues S(t)ug, — S(t)ug, donde S(t) es el semigrupo generado por M.

Afirmamos que podemos extraer una subsucesion de {(un(0,1), Vn2(0,1))}, oy, tal
que
Un.(0,1) = u,(0,t) en H1(0,7) (3.11)
Unz(0,1) = v,(0,¢) en H1(0,T), (3.12)
donde — denota convergencia débil. En efecto, por (3.6), tenemos que:
2 2
L+T
1) sgial( )], e
Un L2(0,T;HE () x HE () 3(1—a) Yo,n H

Ahora, reescribimos el sistema (3.1) como

DU™ = —UM — QU™ — A(x)U™, (3.14)

n __ U, o 1 a - 0
S PR L
{UI}, o es acotada en L*(0,T; H) (3.15)

donde
0
0

Por otro lado, como consecuencia de (3.11), tenemos que

{U"}, e €s acotada en H~1(0,T; H). (3.16)

Luego, de (3.13), (3.14), (3.15) y (3.16) deducimos que {DU},.}, .y s acotada en
H=Y0,T; H), entonces {U"},  es acotada en H (0, T; H*(Q) x H*(2)) también de-
ducimos que U = (u,v) e H1(0,T; H*(Q) x H3(Q)), asf para cada t € (0,T) tenemos
que ug(.,t), v.(.,t) € H*(Q) — C([0, L]) entonces podemos definir u,(0,t) y v,(0,?)

luego retornando a (3.10) deducimos que
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{Un2(0,8) }en ¥ {0n2(0,1) ),y son acotadas en L*(0,7T)

En particular,
{tn2(0,1)},cny ¥ {Vn,2(0,1)}, o Son acotadas en H=Y0,T)

Asi, podemos obtener una subsucesion {(u,.(0,t),v,.(0,t))} aun denotada por el

neN?

mismo indice n, tal que

Up(0,1) = u,(0,t) en H-(0,7)

Unz(0,1) = v,(0,¢) en H1(0,T),

La desigualdad (3.10) arriba garantiza que, nuevamente, podemos extraer una subsuce-
sion que sera convergente, en el sentido débil, en L?*(0,7) y juntamente con la discusion

anterior se muestra que

Up (0, )= 1, (0,¢) en L*(0,T), cuando n — oo (3.17)

Un.(0,.)— v,(0,t) en L*(0,T), cuando n — oo. (3.18)

Esto prueba que u,(0,t) y v,(0,t) existen y pertencen a L*(0,7). Ademas de eso,
de (3.10) tenemos

7 2
/ (0, ) > + |0,(0, 1)) }dt < lzmnﬁooznf/ [ Oun(0,1) + Oun(0,1) ]
Ox Ox
0
< 2 5 U
T—a | 4
(3.19)
Ahora probaremos la siguiente desigualdad
L
/(u%(:c)+ o(x))dx < Cy(T //u + v? dtdx+/( 2(0,t) +v2(0,t))dt
0
T L
+//A(a:)(u2 +v?)dwdt | . (3.20)
00
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Nuevamente, haremos los calculos para soluciones regulares y concluiremos el resul-
tado por un argumento de densidad. Multiplicamos la primera ecuacion de (3.1) por
(T — t)u, la segunda por (T"— t)v e integramos sobre (0, L) x (0,7"). Sumando las dos

identidades, obtenemos

T L P T L , T L
//(T—t)a (u —21—11 )dxdt+//(T—t) (%) d:ﬂdt+//(T—t)uuxmd:£dt
00 00 ’ 0 0
T L T L T L
+// — 1) VU drdt + a// — DUV dadt + //(T — ) VU dadt
00 0 0 0 0
T L

+//A(x)(T — £)(u? + v?)dadt = 0,

00
Como

O\ﬂ
o\h
|
~
Q‘|Q‘
s

+
S
N——
QU
QU
i
2o N
o\h
+
§
Q.
&
+
DO =
o\h
obﬂ
IS
+
S
S~—
QU
~
QU
&

T L
/ / — ) Ulgg drdt =
0 0

O\ﬂ
|
&k
=
<
8
8
==
|
o\h
<
=
<
8
5
Q
al
S

(T — t)u2(0, t)dt,

0
T L
//(T — )0V drdt = /(T — 1) | vV |5 —/vxvmdaj dt
0 0
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T

——Ja-a [ (§) ] a- 3o
it dx]d
//T Dyvsadadt,

T L T

[ [@=tudzat = [ (-

0 0 0

T L

[ @ = tyuvsssiear - /@ f

0 0

L

Vg | / udx]dt
//T 8 Uty drdt,

sigue que

T
/ Ot—l—v

NN

T L L T
1
_/ D)+ :_// (12 +v2)dtde+
2 2
0

Nz)(T — t)(u? + v?)dzdt

T
/ Ot—l—v
0

(T =) [u2(0, )0, (0, 1)] dt

L
/ Az 2Ydzdt.
0

T
o/

u +v )dtdx +

N —

Consecuentemente,
L LT

/(u%(m)+v§(m))dm ! //u +v?) dtd:z+

0 0 0
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+% /T/A(x)(T — t)(u® + v?)dxdt
< Oy( /L/T(u2 +v?)dtdz + /T(ui(o, t) +v2(0,t))dt

00
T L
—l—//)\(x)(u2 —i—vz)d:cdt] :
00
donde C(T) = max {%, 2}.

Retornando a la notacion original, tenemos
T

//u + 02 dtdx+/ vy, (0,1))dt
// (u2 +v2 d:)sdt]

Luego, procediendo como en la demostramon del Teorema 3.1.1, sigue que

//u + v2) dtdx+/T v3(0,1))dt
_|_/T/L)\(x)(u2—|—’u2)dl’dt] : (3.21)

T
2
0

2
2
lull s 0 dt) = VLT [[ullpaor; 110

T
0

2

T

2
/||U||L4 dt) = VLT[0l a0 1.4
0

L

/ (120 (2) + 0B (2))dz < Co(T

0

/<u3<x>+ 2(2))da < Cy(T

N|=

O\m

[+

ol ol
o\ !

o\h

N

(
s o) (I
(
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entonces ahora tenemos :
L

T
[ttt < CUT) | el oy + 10l + [ (20,8 + 20,3
0

0
T L

+//A(z)(u2+v2)da:dt . (3.22)

Con el objetivo de probar (3.9) es suficiente probar que para cualquier 7' > 0 existe

una constante C' = C(7T) tal que

T T L
2 2
ol oy N sy < O [ (200,00 + 20,00t + [ [ 3@+ 02t
0 00
2 2
+ ||u0||H*3(Q) + ||'U0||H—3(Q)} . (323)

Demostraremos esto por contradiccion. Supongamos que (3.23) no se cumple en-
tonces, existe una sucesion de soluciones {(uy,vn)}, oy del sistema (3.1)-(3.2), donde
(tn,vn) € L0, T; L2(2) x L2(2)) N L2(0,T; HY () x HL(Q)), tal que:

T

L
2 2

[unllza0m;cay ol 230 7080y >n /(un,i(o,t) +v5, . (0,1))dt + //)\(55)(“% +vp)dadt
0 00

2 2
+ ||u0,n||H—3(Q) + ||'U0,n||H—3(Q)} .

(3.24)
Definamos
1
2 2 :
O 1= <|lun|lL4(o,T;L4(Q>) + ||“"||L4(0,T;L4(9>>)
y consideremos
dnl,t L[ el
(z,t) _ ( Vn e N
wt) ) o\ )
(3.25)

1
(dn, 1n) es solucion del sistema (3.1)-(3.2) con condicion inicial ¢, (z,0) = —u,(x,0)

n

1
v Yn(z,0) = —v,(z,0) luego tenemos que
o

" 2 2
6nll 73002090 + 1¥nllTa.ri00(0)) =1 (3.26)
por (3.24) tenemos que:
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T
Limy -0 / (fn,2(0,t) + 92 (0, 1)) dt+
0

e

) (65, + 7)) dadt + ||¢0,n||§{—3(9) + ||¢07n||§173(9) =0

(3.27)

por (3.27), (3.26), (3,23) y (3.22) las sucesiones

{&n(x,0)},cny {¥n(2,0)}, o son acotadas en L*(£2), (3.28)
luego por (3.13)

{&n}nen ¥ {¥n} ey son acotadas en L*(0,T; Hy (), (3.29)
por (3.4)

{Adn},en v {AUn}, o son acotadas en L>(0,T; L* (), (3.30)
por (3.28) y (3.29) tenemos que
las sucesiones {¢n}, ey ¥ {¥nit}, ey SOn acotadas en L*(0,T; H>(2)) (3.31)

y Wy, satisface

Wnpt = _an,x - Dwn,xzx -
donde
" 1 a
W, = ¢ D=
U a 1

Ahora demostraremos que:

F(z)w, en ©'(0,T; H2(Q) x H2(Q))

Existe s > 0 tal que {¢,}, .y v {¥n},,cn SO0 acotados en L* (0, T'; H* (Q2)) y se cumple

que la inmersion H*(Q) < L*(Q) es compacta.

En efecto, como {¢n}, o ¥ {¥n},,cn son acotadas en L*(0,T; Hy (Q2))NL>® (0,75 L*(0, L))

por interpolacion podemos deducir que {¢,},cy ¥ {¥n},en €8 acotado en
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[L2(0, T Hy (€2)), L7 (0, T5 L*())], = L* (0, T [Hy (), L* (2)])

1 1-6 60
donde 1= 3 + - y 0 <60 < 1. Por Lions — Magenes [12] sabemos que

[Hy (Q),Lz(Q)]e =Hj(Q)sis=1-0+# 5
y por el Teorema de Rellich-Kondrachov obtenemos que

1 1
H® (Q) — L*(Q) si1>§—§,con2$<1

1 1 1 3 2
esto es — > s > — y consecuentemente — < # < —. Eligiendo ¢ = 8y 0§ = -, la

2 4 2 4 3
afirmacion sigue con s = 3’
[HL(Q), L% (Q)]: = HZ (Q) = H3 (Q)(pues si s < % entonces HS () = H*(Q2))

3

y la inmersion H3 (Q) — L*(Q) es compacta. Luego usando (3.31) tenemos que

{On}nen ¥ {¥n},en Pertenecen y estan acotadas en

o= {w e L (O,T;H% (o,L)) ‘2—7”;’ € L2(0,T; H- (Q))}.

Entonces por el Lema de Aubin-Lions, podemos extraer una subsucesion de {(¢, ¥n) },cn

que seguiremos denotando por el mismo indice n, tal que

(dns thn) — (&, ) fuertemente en L4(0, T [L* (Q)]°) cuando n — oo, (3.32)
(dns thn) — (¢,0) en L2(0, T: [HE()]?) cuando n — oo, (3.33)
(dns thn) — (d,0) en L2(0, T: [H2(Q)]?) cuando n — oo, (3.34)

entonces por (3.26) tenemos que:
2 2
||¢||L4(0,T;L4(Q)) + ||¢||L4(0,T;L4(Q)) =1 (3.35)
y usando

T

T L
0= limy oo /(¢n§(0,t)+wi,x(0,t))dt+//A V(@2 + 2)dxdt
0 0

0

2 2
+H¢O nHH 3(Q) + ”7/}071”[{ 3 (2):|

T
/ (¢2(0,t) +12(0,1)) dt+// ) (6 + ) dadt + || dol| - () T ||¢0||§173(Q)
0
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Tenemos que A(z)¢? =0, AM(z)Y? =0en (0,T) x (0,L) , ¢.(0,t) = 0, ¥,(0,t) = 0
en (0,7)y ¢(x,0) =0, ¢(x,0) =0

y el limite ¢ y 1 resuelve el siguiente sistema.

con condiciones de frontera
¢(0,t) =¢(L,t) =0
¥ (0,t) = (L, 1) =0
G (L;t) = 1ha (L, 1) =0
y condiciones iniciales

é(x,0) = 0,1(x,0) = 0

en (0,L) x (0,T), entonces ¢ = ¢» = 0 (pues (¢,v) = S(t)(¢o, o)) esto contradice

(3.35) y entonces (3.23) tiene que ser valido.
0J

Teorema 3.2.1 Sea U—(u,v) la solucion del problema (3.1)-(3.2) obtenido en el teo-
rema 3.1.1. Sea 0 < T < oo, si

uz(0,t) =v,(0,t) =0yu=v=0enw x (0,7)
entonces u,v € L*(0,T; H3(0, L)) N H'(0,T; L*(0, L)) y ademas u = v = 0.

Demostracion.-

Sea Uy = (ug,v9) € H , w =u; y z = v; entonces:

wo(z) = w(z,0) =uy(2,0) = —Uppe(7,0) — AUz (7,0) — A(z)u(z,0) € H3(Q) ,

20(z) = 2(x,0) = vy(2,0) = —v,(x,0) — Vaua (2, 0) — AUz (z,0) — A(z)v(7,0) € H3(Q)

Por otro lado, si u,(0,t), v.(0,t), Mx)u y A(x)v se anulan entonces w,(0,t) = 0,
2:(0,t) =0, AM(x)w =0y A(z)z = 0y como (w, z) satisface el problema (3.1) —(3.2) por
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el Lema 3.2.1 tenemos que (wy, z9)€ H entonces (w, z) € C([0,T]; H)NL*(0,T; H}(Q) x
H(Q)) y como

Ugza: + AUVggqe = —Up — A(£)u S L2(O> T7 L2(Q))>
Vpze + Qe = —; — v, — N)u € L2(0,T; L2(Q)).

Entonces (u,v) € L*(0,T; H3(Q) x H*(Q))NH'(0,T; H) y por la Propiedad de Con-
tinuacion Unica (Teorema 1.10.1.) obtenemos que (u,v) = 0.

O

Teorema 3.2.2 Sean A\ = A\(z) que satisface (3.2) y z = (u, v) la solucion del problema
(3.1) obtenida en el Teorema 3.1.1. Entonces, existen constantes C' > 0y u > 0, tales

que

E(t) < CE(0)e ™ , Vit > 0.

Demostracion.-

Para obtener el decaimiento exponencial, debemos mostrar que, para 1" > 0 fijo, existe

una constante positiva Cj3, tal que la desigualdad

T L

T
a0l 22y + 22 < / (0,£) 4+ v2(0, £))dt + / /A<x><u2+v2>dxdt
0 0 0

(3.36)

se cumple.

Por (3.20) para obtener (3.36) es suficiente demostrar la desigualdad

L

/L/Tu +v?)dtdr < C /T(ui(O,t)+v§(0,t))dt+j/A(x)(u2+v2)da:dt

0
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(3.37)

para algin C' > 0 constante independiente de u y v. Haremos esto por contradiccion.

Supongamos que (3.37) no se cumpla. Entonces, existe una sucesion de soluciones
{(un,v3)},en de (3.1)-(3.2), tal que z, = (un,v,) € C([0,T); H) N L*(0,T; Hy(Q) x
H}(£2)), tal que

L

T T
| (tns ) 12200y > 1 /(ui@((),t) +v;,(0,1))dt + //)\(x)(ui +v2)dzdt| .
0 0

0

Entonces

_ | wn ||%2(0TL2( + || vn ||%2 (0,T:12(Q))
llmn—)oo T = 00.

/(uim(O,t) +v2 ,(0,1)) dt+// ) (u2 + v2)dxdt

0

(3.38)

Tomemos o7 =|| un 7200 1.12)) T | V0 [Z20.1:02000)) ¥ W = U—(un,vn). Entonces,
n

1
wy, resuelve el problema (3.1)-(3.2) con condicion inicial —z,(x,0). Ademés de eso,
On

| wn || L20,7,m)= 1.

(3.39)
De (3.38), también tenemos que

T T L
Limn o / w2 (0,t)[*dt + / / M) |wy (, ¢)[? dadt = 0.
0 0 0

Por otro lado, de (3.20) se obtiene:

/|wnx0)| dx < Cy(T 1+/|wnx0t|dt—|—// ) [wy (2, )| dzdt |
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Luego existe una constante C(T) = C> 0, tal que

| wn(.,0) [|a< C.
(3.40)
Por (3.4) la sucesion {wy}, . satisface
Il wn () 17 <1l wn(-, 0) [,
| wa(., ) |a< C. (3.41)
Ademas, de (3.7 ) deducimos que
T
J1n(0) Uiy @t < OO w0 0) < CTIC, Ve,
0
0 sea,
I 0n 1220,y gy < CDIC (342)
Por otro lado, para cada n, w, satisface la identidad
Wht = —Qwy 2 — Dwyy gzw — F(2)w, en D'(0,T; H2(Q) x H2(Q))
donde
1 a 00
D= , Q= y Flz)=Aa)l.
a 1 01
Luego las, estimativas (3.39) y (3.42) nos dicen que:
{wn 4}, oy es acotada en L*(0, T3 H*(Q) x H*(Q)). (3.43)

También tenemos que (3.39), (3.42) y (3.43) junto con el Lema de Aubin-Lions, nos
garantizan que existe una subsucesion de {w,}, .y, que denotaremos por {wy}, .y, tal
que
w, — w en L?(0,T; H), cuando n — 0o (3.44)
w, = wen L*(0,T; H}(Q) x H}(Q)), cuando n — oo (3.45)
Wy — wy en L2(0,T; H2(Q) x H2(Q)), cuando n — oo. (3.46)
Luego, como
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| wn || 2200,7:m)= 1,

lwall 2.z = Wl 2.7y | SN wn — w {2207, — 0, cuando n — oo,
entonces

| w | 20,7;m)= 1. (3.47)

Las convergencias (3.44), (3.45) y (3.46) también nos garantizan que

T T L
0 = limy—o0inf /\wn,x(o,t)|2dt+//)\(x) |wy (2, )| dadt
0 00

T T L
2/|wx(0,t)|2dt+//)\(x) w(x, t)|” dadt,
0 0 0

0 sea,

T T L
/|wx(0,1€)|2 dt + //)\(93) \w(z, t)|” dedt = 0.
0 00

Entonces, A(z) [w(z,t)]> =0 en (0,T) x (0,L) y w,(0,£) =0 en (0,T) . En particular,

w=0enwx (0,7) y w es solucion (débil) de

wy + Quy + Dwyye + AM(x)w =0 .

observamos que nos encontramos en las condiciones del Teorema 3.2.1 entonces deduci-
mos que w = 0 en todo o conjunto (0,L) x (0,7"), lo que contradice (3.47). Conse-
cuentemente, (3.37) es valido, lo que implica que (3.36) se verifica.

Ahora podemos concluir la demostracion del Teorema 3.2.2. Pues tenemos que

C
> con Cy dada en (3.36) se obtiene

multiplicando la desigualdad (3.10) por 1 + 1

Cs
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T L

C
< (172 ) S o B + 1o ey =2 [A @02 + )

0 0

T
a—l/ (0,t) +v2(0,t)) dt
0

Usando (3.36), el lado derecho de la desigualdad arriba puede ser estimado como

(1+ 1%@) [|| u(, T) 220 + Il (., )IILzm} <

T T L

/ (u2(0, 1) + v2(0, ¢))dt + / / M) (u? + v?)dadt

0 0 0

T L
03 C3
22 o gy + Il ||2LQ(Q>]—2(1+1_G) [ [ iz
0 0

T
a—l—Cg/ Ot))d
0

Cs
= = |10 By + Il v0 1220

T L
+(C’3—2(1

)) //A (u?+v?)dzdt+(a—1)
2

Como 0 < a < 1, tenemos que 1 — T < —1 y consecuentemente,
—a

0 0
Cg(l— 2 )<—Cg
1—a

(03—2(1+ Cs )) <0
1—a
y

Cg 03
(14 1222) 10D By + 10 T) ) < 122 [0 By + 1 [

(W2(0, 1) + v2(0, 1)) dt.

o\ﬂ

Asi,
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0 sea,

&
[ u(, T) 720 + I 0( T) ||%2(Q)] < (m) [H o [| 720y + 1 v0 17200y | -
ast
E(T) <~E(0)
C3
donde v := ———— 1).
onde v 1—a+03€(0’)

La propriedad de semigrupo asociada al modelo nos da la conclusion del teorema. En

efecto, como

E(KT) < ~*E(0), Vk € Z+,

E(t) < E(KT), para KT <t <(k+1)T,

luego concluimos que
E(t) < B(kT) < 4FE(0)< 7 'E(0) <

esto es,

E(t) < CE(0)e™,

1 [
dondeC:§yu:—{m]t.

T
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Conclusiones

1. Si A € L™ (), AM(z) > Ao > 0 casi siempre en w siendo w un subconjunto abierto no
vacio de 2 entonces existe una tnica solucion del sistema (3.1)-(3.2) y el decaimiento
exponencial se cumple para todos los valores de L.

2. SiA e L™ (), AM(z) > 0 en  entonces también existe una unica solucion del sistema

(3.1)-(3.2) y el decaimiento exponencial se cumple para todos los valores de L.

Observaciones

1. Cuando a = 0 podemos trabajar indivualmente con las ecuaciones de (3.1) para
probar la existencia y el decaimiento exponencial.
2. Cuando a = 1 podemos probar la existencia y unicidad de solucién pero no podemos

probar el decaimiento exponencial de el sistema (3.1).
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