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Resumen

En este trabajo estamos interesados en el estudio de cuerpos donde no se cumpla la
relacion

Sa?= -1

con los a; en dicho cuerpo. Consideraremos lo conceptos de cuerpo ordenado, cuerpo real,
cuerpo real cerrado y cerradura real. Probaremos que todo cuerpo real admite una cerra-
dura real, es decir, una extensién algebraica que es real cerrada. Ademas, probaremos que
todo cuerpo real cerrado admite un tinico orden y que los positivos de un cuerpo ordenado
estan determinados por los cuadrados de una de sus cerraduras reales.

Palabras Clave: Cuerpo ordenado, cuerpo real, cerradura real, teorema de Sturm.
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Abstract

In this work we are interested in the study of fields where the relation does not hold
relacién

Sa?= -1

with the a; in said field. We will consider the concepts of ordered field, real field, closed
real field and real closure. We will prove that every real field admits a real closure, that
is, an algebraic extension which is real closed. Also, we will prove that every closed real
field admits a unique order and that the positives of an ordered field are determined by
the squares of one of its real closures.

Keywords: Ordered field, real field, real closure, Sturm theorem.
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Introduccion

Una propiedad bésica de los niimeros reales es que la tnica relacién de la forma
S a?=0con a; € R,
sea la trivial:
02+0%+---+0°=0.

De forma equivalente, podemos determinar que en los reales no tenemos la siguiente
relacion:

Y a? = —1con a; € R,

asi el objetivo de este trabajo es estudiar cuerpos donde no se cumpla dicha propiedad, a
los cuales llamaremos cuerpos reales.

El trabajo esta estructurado de la siguiente manera: en el primer capitulo abarcaremos los
conceptos preliminares como son cuerpos y extensiones de cuerpos; donde mencionaremos
ejemplos y resultados que seran utilizados en el capitulo 2.

En el segundo capitulo abarcaremos nuevos conceptos, como es el de cuerpo ordenado:
definiremos el concepto de orden en un cuerpo, el cual esta determinado por el conjunto
de elementos positivos. Verificaremos propiedades que se cumplen en un cuerpo ordenado,
como por ejemplo; la unidad es positiva, el inverso de un elemento positivo también es
positivo, los cuadrados de elementos son positivos, etc.

También en el segundo capitulo, veremos el concepto de cuerpo real, el cual esta ca-
racterizado porque la relacién

Sa?= -1

con los a; en el cuerpo, no se cumple. Veremos que un cuerpo ordenado es real y bajo
nuevos conceptos podremos determinar la forma de los elementos positivos. Veremos los
conceptos de cuerpo real cerrado y cerradura real, donde tendremos resultados interesantes
como:

- Todo cuerpo real admite una cerradura real, es decir, una extensin algebraica que
es real cerrada. Este resultado nos permitira encontrar un orden en el cuerpo.

- Si un cuerpo es real cerrado entonces admite un tinico orden caracterizado por sus
cuadrados.
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- Version del teorema del valor intermedio para polinomios con coeficientes en un
cuerpo real cerrado.

- Existencia de cerradura real para un cuerpo ordenado, también se garantiza la uni-
cidad mediante un isomorfismo que preserva el orden.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Cuerpos

Definicién 1.1.1. Un cuerpo es un conjunto K con dos operaciones binarias en K lla-
madas adicion y multiplicacion. Una operacion binaria es un mapeo K X K — K, esto es,
una correspondencia que asocia cada par ordenado de elementos de K a un unicamente

determinado elemento de K. Es decir, para la adicion;

+:AxK —K

(a,b) —> a+b
y para la multplicacion;

K x K —K

(a,b) — a-b

se refiere a a+b como la suma de a mas b y a a-b (también denotado ab) como el producto

de a y b. Estas operaciones tienen que satisfacer las siguientes propiedades:

- Asociatividad de la adicion y multiplicacion: Sean a,b y c € K; a+ (b+¢) =
(a+b)+cya-(b-c)=(a-b)-c.

- Conmutatividad de la adicion y multiplicacion: Sean a yc € K; a+b=b+a y

a-b=">b-a.

- Identidad aditiva y multiplicativa: Existen dos elementos diferentes 0 y 1 en K tal

que para cualquier a € K;a+0=a y a-1=a.

1



- Inversos aditivos: Para todo a € K, exriste un elemento en K, denotado —a,

llamado inverso aditivo de a, tal que a + (—a) = 0.

- Inversos multiplicativos: Para todo a # 0 € K, existe un elemento en K,

1

denotado a™' o 1/a, llamado inverso multiplicativo de a, tal que a-a™' = 1.

- Distribucion de la multiplicacion sobre la adicion: Sean a,b yc € K; a-(b+c¢) =

(a-b)+(a-c).
Observacion 1.1.2. Dado K un cuerpo:

- Se puede definir K[X] como el conjunto de polinomios con coeficientes en K, es

decir, dicho conjunto tiene elementos de la forma:

f(x):ao+a1x+a2x2+---+anx“, nGNU{O}.

- St a, # 0 decimos que n es el grado del polinomzio f, en otras palabras, el grado
de un polinomio f es el menor enteron tal que a, = 0 para todo r > n, en dicho caso;
ay, es llamado coeficiente principal. Los elementos de K son llamados polinomzios

constantes o de grado cero.

- No es dificil demostrar que K[X] cumple con casi todas las condiciones de cuerpo ya
mencionadas con la suma (f(x)+g(z) = (f +g)(x)) y multiplicacion (f(x)-g(x) =
(f-9)(x) = fg(x)) usuales, menos la de la existencia de inversos multiplicativos para

todos sus elementos. A este conjunto se le conoce como anillo de polinomios.

Proposicién 1.1.3. Sea K un cuerpo, f,g € K[X] polinomios donde g tiene como coefi-

ciente principal la unidad. Entonces existen q,r € K[X] dnicos, tal que

f=gq+r

y grado de v es menor al grado de g. Como es usual q es llamado cociente y r es llamado

residuo.
Demostracion. Revisar pagina 174 de [3]. O
Observacion 1.1.4. Sea K un cuerpo:

- Dada la proposicion anterior, se puede definir la division de polinomios, dados f,g €

Klz|:



gly, es decir, g divide a f <= 3h € K[X] tal que f = gh.

- Un polinomio f € K[X] es llamado irreducible en K[X] si tiene grado mayor igual
que uno y no se puede escribir como producto de otros dos polinomios; f = gh, tal

que g, h € K[z] no son constantes.
- Dado f € K[X], a € K es llamada raiz de f si f(a) = 0.

- Se puede definir también la derivada un de polinomio, dado f € K[X]; f(x) =

™ + Q1"+ - 4 agx® + a1z + ay entonces la derivada de f sera
f(2) =na 2™ '+ (n— Dap_12" %+ - - + 2097 + ay
Se pueden verificar las siguientes propiedades, dados f,g € K[X]:

(f+9) =f+d N (fg)=Ffg+1fd

Ejemplo 1.1.5. Sea R los numeros reales, sea F el conjunto de funciones ractonales,

es decir funciones de una variable que son expresadas como cociente de dos polinomios:

f() = p(x)

donde p, q € R[X] no teniendo ningin factor en comin y q no idéntico a cero. De manera
general, cada funcion racional puede expresarse de la siguiente forma:

A T™ + Q1™+ Fag
bpx™ 4 by gzl 4 4 by

fz) =

J

donde b, # 0. De hecho, sin perdida de generalidad, se puede tomar b, = 1.

El dominio de una funcion racional consiste en todos nimeros reales a excepcion de una
cantidad finita de numeros donde el denominador es 0, en dichos puntos el numerador es
diferente de 0. Asi, cuando se comparen dos funciones racionales f y g; la interseccion
de sus dominios consistird también de todos los reales a excepcion de una cantidad finita

de numeros.

Definamos la suma y producto en dicho conjunto:

(p r> () = p(@)s(@) + q(@)r(z) (23 . f) (2) = p(x)r(z)

¢ s a(z)s(z)




teniendo en cuenta que los factores en comin deben ser simplificados.

Para verificar que F' con dicha suma y producto forma un cuerpo se deben verificar las
propiedades anteriormente mencionadas. No es dificil verificar la asociatividad, conmu-
tatividad y distribucion. Se puede ver que 0 y 1 en R serian la identidad aditiva y la
wdentidad multiplicativa, respectivamente. Para los inversos; si f es una funcion racio-
nal, consideramos a —f como inverso aditivo y para el multiplicativo; f=1, el cual no es

funcion inversa, sino el reciproco de f, es decir;

si f= P entonces fl= g,
q

p

donde el dominio de f~' no tendrd los valores x donde p(z) = 0.

1.2. Extensiones de Cuerpos

Definicién 1.2.1. Sea E y F cuerpos tales que E C F', entonces se denomina a F' como
extension de E. También podemos llamar a E como subcuerpo de F'. Podemos ver a F
como un espacio vectorial sobre E, y decimos que F es una extension finita o infinita

de E de acuerdo a su dimension como espacio vectorial.
Definicién 1.2.2. Sea E un subcuerpo de un cuerpo F.

- Un elemento o € F' es llamado algebraico sobre E si existe una cantidad finita

de elementos ag, a1, -+ ,a, € E (n > 1), no todos iguales a 0, tales que
ag+ oo+ -+ a,a” = 0.

En otras palabras, o € F' es algebraico sobre E, si existe p € E[X] tal que « es raiz

de p:
pla) =ap+aa+ -+ a,a" =0

- Dado un « € F algebraico sobre E, se define Irr(a, B, X) € E[X], como el poli-
nomio irreducible de o sobre E, dicho polinomio es el de menor grado (mayor

igual a 1) en E[X] tal que « sea su raiz y tiene como coeficiente principal la unidad.



Como el nombre indica, veamos que dicho polinomio es irreducible, denotando como

f=1Irr(a, E, X), supongamos que no lo sea;
— 3dp,q € E[X], no constantes con coeficiente principal la unidad / f = pq,

dado que « es raiz de f; entonces

p(a) =0V g(a) =0,

en caso contrario; f(a) = p(a)p(a) # 0 lo cual es contradiccion. Asi « es raiz de
p o q, ambos polinomios con la unidad como coeficiente principal y de menor grado

que el de f, lo cual es contradiccion con la definicion de f.

- Una extension F de un cuerpo E se dice extension algebraica de E si todo

elemento de F' es algebraico sobre E.

Proposiciéon 1.2.3. Sean K un cuerpo, F' una extension y o € F' algebraico. Sea f
irreducible en K[x] tal que o es raiz de f. Entonces, dado g € K[X], g(a) =0 si y solo
si flg en K es decir existe un h € K[z tal que g = fh.

Demostracion. Revisar pagina 2 de [1]. O
Proposicién 1.2.4. Sean E un cuerpo, E C F una extension. Entonces
A= {a € F|aes algebraico sobre E'}
es una extension de E.
Demostracion. Ver pagina 256 de [2]. O

Observaciéon 1.2.5. - Tomando en cuenta la proposicion anterior, vemos que Si
o, € F son algebraicos sobre E entonces a + [ y af son algebraicos sobre F,

es decir, suma y producto de algebraicos son algebraicos.

- Dado E un cuerpo, E C F una extension e I un conjunto finito o infinito de elemen-

tos de F' que son algebraicos sobre E. Entonces definimos la familia de subgrupos

de F':

B={GCF|FEUICGY},



vemos que no es vacio, ya que KU I C F. No es dificil probar que
C= (1B
GeB
es una extension de E. Dependiendo de I, los elementos de C tendran una forma

definida, como en la proposicion siquiente.

Definicién 1.2.6. Sea K un cuerpo y E una extension. Dado o € E, denotamos como
K («) al subcuerpo mas pequeno de E que contiene a K y a.. Se verifica que dicho subcuerpo

es una extension de K y sus elementos son de la forma f(a)/g(a), con f,g € K[X] tal

que g(ar) # 0.

Proposicion 1.2.7. Sea K un cuerpo, E una extension y o € E algebraico sobre K.

Entonces, siendo n € N el grado de Irr(a, K, X):
K(a)={ag+aa+ - +a,10" Ja; € K,Vi=0:n—1},
es decir, K(«a) es una extension finita sobre K con dimension n.

Demostracion. Ver pagina 225 de [3]. O

Definicién 1.2.8. Sea K un cuerpo y E una extension. Dados oy, a, -+ ,a, € E, de-
notamos como K(aq,aq, -+ ,ay) al subcuerpo mas pequeno de E que contiene a K y
a1, Qo, -+ Q. Se verifica que dicho subcuerpo es una extension de K y sus elementos

son de la forma

f(Oél,OQ, e 7an)

9(0417 Qg, - Jan) ’
con f,g polinomios de n variables con coeficientes en K y g(ay, ag, -+, ) # 0.
Proposicién 1.2.9. Sea K un cuerpo y {ay,as, -+ ,a,} elementos algebraicos sobre K.
Entonces K(aq,ag, -+ ,ap) es una extension finita sobre K.
Demostracion. Ver pagina 227 de [3]. O

Definicién 1.2.10. Sea E un cuerpo, se dice que es algebraicamente cerrado si todo

polinomio en E[X]| de grado mayor o igual a 1 tiene una raiz en E.

Proposicion 1.2.11. Sea K un cuerpo. Ezxiste una extension de K, denotada K%, que

es algebraica sobre K 1y algebraicamente cerrada.



Demostracion. Ver pagina 232 de [3] . O
Definicién 1.2.12. Sean E, F dos cuerpos,

- Un homomorfismo entre E y F es una funcion ¢ : E — F tal que preserva las

operaciones del cuerpo, es decir, dados a,b € E:

¢(a+b) = ¢(a) + ¢(b)
¢(ab) = ¢(a)¢(b)

- Un monomorfismo es un homomorfismo inyectivo, es decir, dados a,b € E tal

que

- Si ademas un monomorfismo es sobreyectivo, es decir, $(E) = F; se le llama iso-

morfismo,
Definicién 1.2.13. Sean E, F dos cuerpos, tal que E C F extension:

- Sea a € F algebraico sobre E, se dice que o es separable sobre E si Irr(a, E, X)

no tiene multiples raices.
- Una extension F' es separable si cada elemento o € F' es separable sobre E.

Definicién 1.2.14. La caracteristica de un cuerpo es definida como el menor numero
de veces que se necesita usar la identidad multiplicativa (1) en una suma para obtener
la identidad aditiva (0). Si la suma nunca alcanza la identidad aditiva, se dice que la

caracteristica es cero.

1+ 4+1=0
—_———

n sumandos

st n existe; el menor n seria la caracteristica, en caso contrario; la caracteristica es (.
Proposicion 1.2.15. Sean E, F dos cuerpos, tal que E C F extension:
- Dado o € F' algebraico sobre E. Si E tiene caracteristica O entonces o es separable.

- Si F es extension algebraica de E con caracteristica O entonces F' es separable.



Demostracion. Revisar pagina 247 de [3]. O

Teorema 1.2.16. (Teorema del Elemento Primitivo). Sea I una extension finita

de un cuerpo E. Si F es separable sobre E, entonces existe un elemento o € F' tal que

F = E(a).

Demostracion. Revisar pagina 243 de [3]. O



Capitulo 2

Cuerpos Reales

2.1. Cuerpos Ordenados

Definicién 2.1.1. Sea K un cuerpo. Un orden de K es un subconjunto P de K que

presenta las siguientes propiedades:

O1. Dado x € K, se tiene que x € P, o x =0, 0 —x € P, y estas tres posibilidades son

mutuamente exclusivas. En otras palabras, K es la unidn disjunta de P,{0} y —P.

02. Sixz,y € K, entoncesx+y € P yxy € P.

Decimos tambien que K es ordenado por P, y llamamos a P como el conjunto

de elementos positivos.

Ejemplo 2.1.2. Recordando a F' el cuerpo de funciones ractonales, es decir funciones

de una variable que son expresadas como cociente de dos polinomios p,q € R[X] :

p@) 0™ 4+ g™ g
q(z) "+ by_1x L 4+ by

)

se puede tomar a q con coeficiente principal igual a 1.

Definamos el siguiente conjunto:
P={f(z) € F|an >0},
veamos que define un orden en F':

O1. Dado f € F entonces a,, > 0 0 a,, = 0 0 a,, < 0, considerando el primer caso;

f € P, considerando el caso del medio; sabemos que si el coeficiente principal es 0

9
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entonces el polinomio debe ser idénticamente nulo; por lo que f = 0, considerando

el ultimo caso, entonces —a,, > 0; —f € P.

r r

02. Dados f = E,g = — € P. Sabemos que fg = br por lo que el coeficiente principal
q S qs

del numerador sera mayor a cero ya que sera el producto de los coeficientes princi-

pales de p y q y dichos coeficientes son mayores que cero, asi fg € P.

Veamos la suma:

pla) r(@) _ p(e)s@) + ala)r(z)

q(x)  s(x) q(r)s()

Recordando que podemos tomar a q y s con coeficientes principales igqual a 1, supo-

nemos casos dependiendo de los grados:

C.1: Si el grado(p) + grado(s) > grado(q) + grado(r). El coeficiente principal del

numerador sera el coeficiente principal de p y es mayor a cero.

C.2: Si el grado(p) + grado(s) < grado(q) + grado(r). El coeficiente principal del

numerador sera el coeficiente principal de r y es mayor a cero.

C.3: Si el grado(p) + grado(s) = grado(q) + grado(r). El coeficiente principal del
numerador sera la suma de coeficientes principales de p y r, dicha suma es

mayor a cero.
En cualquier caso; f + g € P.

Observacion 2.1.3. Probemos algunos resultados menores que se cumplen en un cuerpo

ordenado. Asumamos que K es ordenado por un orden P.

a) 1 € P. Dado que 1 € K y1# 0 entonces 1 € P o —1 € P, suponiendo este ultimo;
sabemos que 1 = (—1)* = (—1)(—1) € P.

b) K tiene caracteristica 0. Dado que K es union disjunta de P, 0y —P, y 1+1+---+
1 € P, es decir, las sumas de la identidad multiplicativa nunca daran la identidad

aditiva. Entonces, todo cuerpo ordenado tiene caracteristica cero.

c) Siz e P conx#0 entonces v=* € P. Dado que v # 0 asiz™' € P o —z7! € P,
suponiendo lo ultimo; (z)(—z~') = —1 € P, lo cual llevaria a una contradiccidn,

asi solamente x~! € P.
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Definido un orden P en un cuerpo K, podemos usar las notaciones usuales de des-
igualdades; sean z,y € K:

r<y(oy>zx) < y—xz€P

Si x < 0, decimos que = es negativo, lo cual implica que —x es positivo.

Observacion 2.1.4. Podemos verificar que se cumplen algunas relaciones de desiqualda-

des:

a) v <y Ay <z entonces x < z. Tenemos que y —x € P y y — z € P por lo que

z—r=(y—z)+(y—z) €P.

b) x <y N z >0 entonces vz < yz. Tenemos que y —x € P y z € P por lo que

yz —xvz = (y —x)z € P.

c)x <y AN z>0 entonces v < y+ z. Tenemos que y —x € P y z € P por lo que

y—xr+z=(y+z) —xe€P.

d) x <y A z,y >0 entonces 1/y < 1/x. Teniendo en cuenta que 1/x = 7' € P,
1/y = y~' € P (por observaciones anteriores) y sabemos que y — x € P, asi que

loe—1/y=at—yt=y o= (y—2) e P.

e) © > 1 entonces =1 < 1. Se desprende de b); dado que 1,2~ > 0. De igual manera
se puede demostrar que " > 1, para todo n € N, ya que x* = (z)(x) >z > 1 y asi

inductivamente.

Observacion 2.1.5. Recordando la definicion de orden en un conjunto; sea un conjunto
S, un orden (u orden parcial) de S es una relacion R sobre los pares de elementos de

S, cumpliendo las siguientes propiedades; dados x,y,z € S':
i) zRx.
it) Si xRy y yRx entonces x = y.
iii) Si xRy y yRz entonces tRz.
Se dice que R es orden total en S si se cumple una cuarta propiedad:

iv) Dado cualquier par x,y € S; se debe cumplir que xRy o yRz.
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Observamos que bajo la definicion de orden en un cuerpo, se puede establecer un orden

total en dicho cuerpo considerando “ <7 ; dados x,y € K, decimos que
Ly <<= <y V xr=y,
verifiquemos la propiedades:
i) v <z, ya quer =x

ii) Six <y yy < x entonces x = y. Suponiendo que x # y, entonces tendriamos que

y—re€Pyx—yeP,asi(y—x)+(x—y)=0¢€ P, lo cual es una contradiccion.

i) Six <y yy <z entonces x < z. Si se cumple al menos una igualdad, es directo.
Supongamos que no se cumple ninguna igualdad, por lo que, y—x € P yz—y € P,

asi (y —x)+ (2 —y) =2z —x € P entonces x < z.

i) Dadosx,y € K, asiy—x € K porlo quey—x € Poy—x =00—(y—z) =x—y € P,

es decir, x <y oy =z oy <z, locual también se puede escribir como x < y o

y < .
Observacién 2.1.6. Veamos algunos resultados sobre cuadrados en un cuerpo ordenado:

a) Siz € K yx #0 entonces x> € P. Se tiene que x € P 0 —x € P, en cualquiera de

los casos 12 = (z)(x) = (—z)(—x) € P.

b) La suma de cuadrados en K es positiva o es 0. Sean a # 0, b # 0 € K y supongamos
que —(a® +b?) € P, asi a®> +b* — (a* +b?) = 0 € P, lo cual es una contradiccion, se
puede demostrar de la misma manera para el caso de mas de dos elementos de K,

por lo que solo tendriamos las dos primeras opciones.
Veamos algunos resultados sobre cuadrados en un cuerpo cualquiera, sea E un cuerpo:

c¢) El producto de sumas de cuadrados en E es una suma de cuadrados. Sean a,b, c,d €
E entonces (a® + b*)(® + d?) = (ac)? + (ad)? + (bc)? + (bd)?, para sumas con mas

de dos sumandos, se puede proceder por induccion.

d) Sia,be E son sumas de cuadrados y b € 0 entonces a\b es una suma de cuadrados.

Sabemos que a\b = ab™* = ab(b=1)?, por lo queda probado por c).
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Observacion 2.1.7. Definamos el valor absoluto, sea K un cuerpo ordenado; dado

re K:

z , x>0
|z| =
—x , <0

Podemos probar los siguientes resultados:

a) Para todo x € K; |x| >0. Sixz>0; |z =2>0, six <0, |z|] =—x > 0.
b) Para todoz € K; |z| =|—x|. Siz > 0 entonces —x < 0; |z| =z = —(—x) = | — ],
six < 0 entonces —x > 0; |z| = —z =| — z|.

¢) Dados x,y € K; |x| <y entonces —y < x < y. Por a) y > 0, entonces si xt > 0;

—y<0<z<y, siz<0;|z|]=—x <y entonces —y <x<0<y.

d) Dados x,y € K; |x| <y entonces —y < x < y. Por a) y > 0, entonces si x > 0;

—y<0<x<y, six<0;|z|]=—x <y entonces —y <z <0 <y.

e) Dados z,y € K; |xy| = |z||y|. St z,y >0V z,y <0 entonces xy > 0; |zvy| = xy =
(=2)(=y) = |2lly|. Siz >0 yy <0 entonces vy < 0; |zy| = —axy = x(—y) = [][yl,

de manera similar se demuestra sty >0y x < 0.

f) Dados x,y € K; |x+y| < |z|+]|y|. Siz,y >0 entonces x+y > 0; [x+y|=x+y =
lz| + |y|. Six,y <0 entonces v +y <0; |z +yl=—x—y=|z|+]|y]. Siz >0y
y <0 entonces —x <0y—-y>0,six+y<0;|let+yl=—-r—y<z—y=|z|+]y,
six+y>0;|lx+yl=cv+y<x—y=|z|+|y|, de manera similar se demuestra si

y=>0yx<0.

Proposicion 2.1.8. Sea K un cuerpo, P y Q dos ordenes en K. Si P C @ entonces
P=qQ.

Demostracion. Verifiquemos que (Q C P;sea q# 0 € Q C K entonces ¢ € Po g € —P,
suponiendo lo ultimo; existe p € P tal que ¢ = —p entonces —q = p € P C Q, asi

g+ (—q) =0 € @, lo cual es contradiccién, por lo que g € P. O

Ejemplo 2.1.9. Sea Q el conjunto de los niumeros racionales, entonces Q solo tiene un
orden dado por P = {a € Q|a > 0 en el sentido usual}. Supongamos que existe P orden

_ a
en Q, verifiguemos que P C P; sea p € P asi p = 7 > 0 con a,b > 0, por lo que
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ab > 0, utilizando el teorema de Lagrange (ver [4]); podemos escribir ab como la suma de

de cuadrados de cuatro enteros, es decir, existen c,d, e, f € Z tal que

ab:c2—|—d2+62+f2
=i =G (5) 6+ (7).

como los cuadrados de Q estdn en P entonces por p ser suma de cuadrados de dichos

elementos, p € P, por la observacion P = P.

Definicién 2.1.10. Dado K un cuerpo con orden P, y F C K es un subcuerpo (cuerpo

dentro de K ), entonces PNF define un orden de F, el cual es llamado orden inducido.

2.2. Cuerpos Reales
Definicién 2.2.1. Sea K un cuerpo:
- K es llamado real si —1 no es una suma de cuadrados en K.

- K es llamado real cerrado si es real y cualquier extension algebraica de
K, que sea real, debe ser el mismo K. En otras palabras, K es maximal con

respecto a la propiedad de realidad en una cerradura algebraica.

Observacion 2.2.2. Vemos que todo cuerpo K ordenado es real, ya que la suma de

cuadrados es 0 o positiva, asi nunca podrd ser igual a —1.
Proposicién 2.2.3. Sea K un cuerpo real:
i. Dado a € K, si K(y/a) no es real, entonces —a es una suma de cuadrados en K.
ii. Dado a € K, una suma de cuadrados en K entonces K(\/a) es real.
ii. Dado a € K, entonces K(y/a) o K(y/—a) es real.

. Sea [ € K[X] un polinomio irreductible de grado impar n y « es una raiz de f,

entonces K(«) es real.

Demostracion. i. Vemos que y/a ¢ K; en caso contrario K = K(y/a) no es real;

contradiccién, asf aplicando la proposicién 1.2.7; K(v/a) = {b+ ¢y/a|b,c € K}.



15

11.

iii.

1v.

Entonces, como K (y/a) no es real; existen b;, ¢; € K tal que

—-1= Z(bi+ci\/a)2 = 2534-2\/52@0@4—@26?
SO SR

si > bic; # 0 entonces tiene inversa, por lo que /a € K, por lo tanto K(y/a) C K,

asf K(y/a) = K real, lo cual es contradiccién, por lo que > b;c; = 0, asf

—1=) t+a) ¢ (2.1)

1+ >0
>

asi —a es un cociente de sumas de cuadrados lo cual, por la observacion 2.1.6 ; es

— —a = (2.2)

una suma de cuadrados en K.

Suponiendo que K (y/a) no es real; como en (2.1), existen b;, ¢; € K tal que

—1:Zb?+a2c?

como a es suma de cuadrados en K entonces —1 , escrito como suma de cuadrados
mas un producto de sumas de cuadrados, es suma de cuadrados en K, lo cual es

contradiccién con K ser real.

Si suponemos que K(y/a) no es real y K(y/—a) no es real, como en (2.1) y (2.2),

tenemos que existen b;, ¢;, d;, e; € Ktal que

1+ >0
xad

—1220@—(126?

Entonces reemplazando el primero en el segundo llegariamos a que —1 es suma de

cuadrados en K, lo cual es contradiccién por K ser real.

Suponiendo que K () no es real, por proposicién 1.2.7; existen polinomios g; € K[X]

de grado < n — 1 tal que

1= 3 (g0
— 1= 3 (@) =0
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asi a es una raiz de dicho nuevo polinomio y como f es irreductible, existe h € K[X]

tal que
—1-) g:(X)* = h(X)f(X) (2.3)

= 1= =3 (X)2 + h(X)F(X) (2.4)

La suma de g?(X) debe tener grado par diferente de 0 ya que si es 0; —1 es suma
de cuadrados en K real, este grado debe ser menor o igual a 2n — 2. Ya que f tiene
grado impar n, por (2.3) sigue que el grado de h debe ser impar y menor o igual
a n — 2. Sea [ raiz h entonces evaluando en (2.4), —1 se escribe como suma de
cuadrados, por lo que K () no es real. Ya que grado de h es menor al grado de
f, la prueba es terminada por induccién, para aplicarla volvemos al comienzo sin

ninguna suposicién:

- n=1: f(x) =2 —a € K[X] por lo que a € K, asi K(a) = K real.

- n=2k+1: Suponemos que este caso se cumple para polinomios irreductibles de

grado impar hasta 2k + 1 con k£ > 0.

- n=2(k+1)+1: Si suponemos que dado «, una raiz de f, tal que K(«) no es
real; llegamos a que existe h € K[X] con grado impar menor o igual an —2 =
2(k+1)+1—2=2k+1, si suponemos que h es irreductible y tomamos una
raiz ( entonces llegamos a que K () no es real; lo cual contradice la hipétesis
inductiva, si h es reductible, tiene un factor irreductible h; con grado impar
(ya que h tiene grado impar) menor a 2k + 1, y de igual manera llegamos a

una contradiccion.

]

Definicién 2.2.4. Sea K un cuerpo real. Llamamos como cerradura real de K a un

cuerpo L si es real cerrado y extension algebraica de K.

Teorema 2.2.5. Sea K un cuerpo real. Entonces existe una cerradura real de K. Si R es
real cerrado,entonces R tiene un unico orden. Los elementos positivos son los cuadrados
de R. Cada elemento positivo es un cuadrado, y cada polinomio de grado impar es R|X|

tiene una raiz en R. Se tiene que R* = R(+/—1).
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Demostracion. Vamos a dividir la demostracion por partes:

- Existencia de la cerradura real. Sabiendo que toda extension algébraica E de

K; E C K* cerradura algebraica de K, definimos
S = {E extension algebraica y real de K}

Ahora verifiquemos las condiciones necesarias para utilizar el lema de Zorn:

i) S#0,yaque K € S.
ii) La inclusién (C) define un orden en S. Dado que

- Paratodo E € S; EC E.
-SiECFyF CG entonces F C G.
-SiEC FyF CFEentonces F=F.

iii) S es inductivamente ordenado. Sea T' C S totalmente ordenado, definimos
M = Uger

es una cota superior de 7. Probemos, £ C M para todo E € T, M es una
extension algebraica de K, falta probar que es real; supongamos que no lo sea,

entonces existen n € Z y a; € M,¥i =1 :n tal que

—1= Za?>

sabemos que existen F; € S tal que a; € E; y como T' es totalmente ordenado,
podemos suponer que F; C F;1,Vi=1:n—1,asia; € E,,Viy por laigualdad

anterior tendriamos que FE, no es real, lo cual es una contradiccion.

Por lema de Zorn, existe un elemento maximal de S, el cual es una extension alge-

braica y real de K y por ser maximal es real cerrado.

- Existencia y unicidad del orden. Ahora sea R un cuerpo real cerrado, definamos
como P el conjunto de elementos diferentes de cero de R tales que son sumas de

cuadrados. Probemos que P es un orden:

O1. Dado a € R real, con a # 0, por la Proposicién 1.2.1 iii;

R(\/a) es real V R(y/—a) es real



18

02.

y como R es cerrado

Vi€ R(Va)=RV v—ae R(vV=a)=R

asi

a=(ya) ) ePV —a=(y/—a)*€P

De esto también se desprende que todo elementos positivo es un cuadrado;

dado a € P; \/a € R(y/a) = R asi a = (y/a)? € P.

Por la observacién 2.1.6, se puede verificar que la suma y producto de sumas

de cuadrados, son sumas de cuadrados.

El orden definido es unico; supongamos que existe un orden () de R, debemos

demostrar que P = ):

C:

Y

Sea p € P, entonces existe a € R tal que p = a?, si a # 0, entonces a € Q o
—a € Q asi p=(a)(a) = (—a)(—a) =a’ € Q

Sea q € @), entonces ¢ € P o —q € P, si suponemos lo ultimo entonces existe
a € P tal que —q = a? asf (—a)(a) = q € Q, si suponemos que a € @ entonces

—a € (@, lo cual es contradiccién, lo mismo sucede si —a € @, por lo que g € P.

- Existencia de una raiz en R. Sea f un polinomio de grado impar en R[X]. Si

suponemos que es irreductible, dada una raiz «; R(a) = R por proposicién 2.2.3 y

dado que R es real cerrado, asi « € R. Si f es reductible, podemos encontrar un

factor h € R[X] irreductible de grado impar (ya que f tiene grado impar), tomamos

una raiz $ de h, la cual también seria raiz de f y procedemos como en el caso

anterior con h, asi § € R.

- R* = R(v/—1). Bajo las propiedades ya demostradas de R; ser un cuerpo ordenado,

los positivos ser cuadrados y que todo polinomio de grado impar tiene una raiz en

R, siguiendo el ejemplo 5 de la seccién 2 del capitulo 6 de [3]; se demuestra que

R(v/—1) es algebraicamente cerrado, por lo tanto R(y/—1) = R".

O

Corolario 2.2.6. Sea K un cuerpo real y dado a € K, tal que no es una suma de

cuadrados, entonces existe un orden en K tal que a es negativo.
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Demostracion. Afirmamos que K (v/—a) es real, si no fuese real; por la proposicién 1.2.1.;
a = —(—a) es una suma de cuadrados. Aplicando el teorema 2.2.5, existe un orden (como
fue definido en el teorema 2.2.5) en K (y/—a), asi —a = (v/—a)?> > 0, por lo que a es

negativo. 0

Proposicién 2.2.7. Sea R un cuerpo tal que R # R® pero R* = R(\/—1), entonces R es

real y por lo tanto real cerrado.

Demostracion. Primero demostremos que se puede definir un orden en R, sea P el con-

junto de cuadrados diferentes de cero en R.

O1. Dado a € R real, con a # 0, entonces a € P 0 a ¢ P; supongamos lo ultimo, sea «
raiz de 22 — a = 0, entonces a € R(a) = R(v/—1) ya que R(a) C R* = R(v/~1) y
los dos tienen dimension 2, ya que a y +/—1 son raices de polinomios irreductibles

de grado 2 en R (proposicién 1.2.7) , asi existen ¢,d € R tal que

a=c+dv—-1
— o = (¢ = d*)(1) + (2ed)(V-1),
como 1,1/—1 son linealmente independiente sobre R; cd = 0, si d = 0 entonces
a € R contradiccién, por lo que ¢ = 0:
a? = —d?

——a=d*€P

02. Sabemos que el producto de cuadrados es un cuadrado por lo que resta probar que
la suma de cuadrados es un cuadrado. Sean a,b € R y escribiendo a —1 = 1,
tomamos en cuenta z? — (a + bi) € R(i)[X] existen ¢,d € R tal que ¢ + di es una

raiz, ya que R(i) es algebraicamente cerrado. Asi
a+bi = (c+di)?* = (c* — d*) + 2cdi
—a=c—d* A b=2cd,
asi
a? 4+ b* = (¢ — d*)* + (2cd)?
=+ d* —22d* + AP d?

= (& + &)’
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Ahora supongamos que R no es real, entonces existen a; € R tal que

—1 :Za?7

sabemos que por Ord. 2, existe a € R tal que Y a? = a®> = —1 por lo que a = v/—1 € R
lo que lleva a R = R(v/—1) = R contradiccién. O

Teorema 2.2.8. Sea R un cuerpo real cerrado, y f(x) un polinomio en R[X]. Dados

a,b € R y asuma que f(a) <0y f(b) > 0. Entonces eziste ¢ entre a y b tal que f(c) = 0.

Demostracion. Probemos primero que todo polinomio irreductible en R[X], solo puede
tener grado 1 o 2. Sea f irreductible con grado n, tomemos « raiz de f; asi R(«) el cual
tiene dimension n (como espacio vectorial sobre R) es una extension algebraica de R,
por lo que R(a) C R* = R(v/—1) ya que R(y/—1) es algebraicamente cerrado, asi
n < 2 = dimension de R(v/—1) (ya que v/—1 es rafz de un polinomio cuadratico de R[X]).

Dado f € R[X], lo podemos escribir como producto de factores irreductibles de grado

1y 2, es decir
f(@) = T1; gi(x)
donde
gi(x) =2 —0; o gi(x) =22 -z + B2 donde 6;,5;,; € R

supongamos que z2 + ax + 32 es un factor cuadrético irreductible entonces

N

?tar+ =@+ 5)?+B-%),

. 2 . . . .
se debe cumplir que 3 > -, en caso contrario el factor seria una diferencia de cuadrados y
se podria factorizar, asi vemos que los factores cuadraticos siempre seran positivos. Ahora,

solo consideremos al producto de factores lineales:
[L;,(z — 6;) donde 6; son raices de f,

el signo de f dependera del signo dicho producto. Supongamos que a < b; si

%Vﬁi:(0<a—9i/\0<b—91)\/(b—ozi<0/\a—9i<0)
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asi, suponiendo que existen 0; < a y b < 0, podemos separar el producto en dos factores;

uno negativo y otro positivo:

H(a —0;) = (factor+)(factor—) <0

i

— f(a) <0
pero

H(b —0;) = (factor+)(factor—) <0

)

— f(b) < 0(contradiccién)

De manera similar llegariamos a una contradiccién en el caso que todos los 6; < a o todos

los #; > b. Asi existe ¢ = 0 € R raiz de f tal que a < ¢ < b. m

Lema 2.2.9. Sea K un subcuerpo de un cuerpo ordenado E y o € E algebraico sobre K,

raiz del polinomio
flx)=a"+a,_ 12"+ +ap
con coeficientes en K, entonces |a| < 1+ |ap_1| + -+ + |aol.

Demostracion. Si |a| < 1, la demostracién es inmediata. Si || > 1, entonces
o] t<1—=]a|™" <1, Vi>1.
Como « es raiz de f, entonces:
fla)=a" 4+ ap_10" " + ap_20"? 4+ ayg =0
— —a" = p 10"+ ap_0a" T 4+ ag
— o] = |- a"| = |a,_10" + ap 20" + ag

= laf™ < fanaallef"™ + fan—o||a|" ™% + - - + |ao]
dividiendo entre |a|* # 0 y como |o| ™% < 1, Vi > 1:

— ‘a’ < |an—1| + |an_2|’a|—1 4+ |a0||a|—(n—1)

= laf < T+ fapa| + lan| +-- -+ aol
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Definicién 2.2.10. (Sucesion de Sturm)

- Sea f un polinomio con coeficientes en un cuerpo R real cerrado (f € R[X]), y
asuma que f no tiene raices maltiples (en su cerradura algebraica). Sea u < v
elementos de R. Definimos como una sucesion de Sturm de f sobre un intervalo

[u,v] @ una sucesion de polinomios

S={f=fo,f'=fi,[o, [}

con las siguientes propiedades:

STy. El ultimo polinomio f,, es una constante diferente de cero.

ST,. No eziste x € [u,v] tal que f;(x) = fj+1(x) =0 para cualquier 0 < j <m — 1.

STs. Siz € [u,v] y fi(z) = 0 para algin j = 1,--- ,m — 1, entonces fj_1(x) y
fi+1(x) tienen signos opuestos.

STy. Se debe cumplir que f;j(u) # 0 y f;(v) # 0 para todo j =0,--- ,m.

- Para cualquier x € [u,v], que no es una raiz de cualquier f;, denotamos por Wg(x)

el numero de cambios de signo en la sucesion

S = {f(l’),fl(x), o 7fm(x)}?

y llamamos a Ws(x) como variacion de signos en la sucesion.

Teorema 2.2.11. Teorema de Sturm. El numero de raices de f entre u y v es igual

a Ws(u) — Wg(v) para cualquier S, sucesion de Sturm. .

Demostracion. Tomando en cuenta las raices de los polinomios f; en [u,v] (j =0,--- ,m—
1); las ordenamos oy < g < -+ < @, se prueba que Wg(x) es constante en los intervalos
abiertos entre raices, supongamos que no lo sea; entonces existen x,y € («;, a;11), tal que

Ws(z) < Ws(y), asi existe jo tal que
fil®) > 0,v7 < jo V. fi(x) <0,¥] < jo

Tomando el primer caso y suponemos que f;,(y) > 0, dado que Wg(x) < Ws(y), existe
g1 tal que fjo4, (y) < 0y fijorj(x) > 0, asi por teorema 2.2.8; existe una raiz de fj 1,

entre x v y, lo cual es contradiccién. De manera similar llegariamos a una contradiccion
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si suponemos que fj,(y) <0 o, f;(z) <0,Vj < jo con cualquier signo de fj,(y).

Dado el resultado anterior, sera suficiente probar que si existe solo un elemento « tal

que u < o < V:

a)

0 sioaes raiz de algun f; con j > 0
Ws(u) = Ws(v) =

1 siaesraizde fo=f

Supongamos que « es raiz de algin f;, paral < j < m—1.Por ST 3.; f;_1(e), fj41(a)
tienen signos opuestos, veamos que estos signos no cambian al reemplazar o por u
o v. Suponiendo lo contrario; Signo(f;_1(a)) # Signo(f;j_1(u)), por teorema 2.2.8;
existe una raiz entre u y «, lo cual es contradiccion, lo mismo sucede con v, por
lo tanto Signo(f;—1(u)) = Signo(fj_1(v)) y Signo(fjs1(u)) = Signo(fji1(v)). Asi

considerando la variacion de signos en

Ufima(u), fi(w), fia(w)} vy {fj-1(v), fi(v), fia(v)},

verificamos que es la misma en ambas. Si « fuese raiz de otro fj, con ji # j
(diferente a j — 1y j + 1), se darfa lo mismo que en el caso anterior. Para un f;,
que no tiene como raiz a «, vemos que Signo(f;,(u)) = Signo(f;,(v)) ya que en
caso contrario existirfa una raiz de f;, entre u y v, lo cual no puede darse ya que «

es la unica raiz de los {f;};. Por lo tanto, la variacién de signos en las sucesiones

{fi(u)}izom v {fi(v) }izo.m es la misma, asi se concluye que

Ws(u) = WS(U)
— WS(U) — Ws(v) =0

Supongamos que « es raiz de f = f;. Probemos que f(u) y f(v) tienen diferente

signo; dado que sabemos que existe g € R[X] tal que

asi g(u) y g(v) tienen igual signo, de lo contrario existiria una raiz de g entre u y v;
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la cual seria también raiz de f diferente a «, lo cual es contradicciéon. Como

u<a<v
- 0<a—u) A (a—v<0)
— Signo(f(u)) # Signo(f(v))
De hecho, con la misma idea se muestra que Signo(g(u)) = Signo(g(«)) = Signo(g(v)).

Considerando la relacién entre f y g; se puede verificar que f(u) y g(u) tienen signos

diferentes. Consideremos:

f'(x) = ((x — a)g(@)) = g(x) + (x — a)g'(z)
= f'(a) = g()

Ahora, por ST2; a no es raiz de f; = f’ entonces Signo(f'(u)) = Signo(f'(a)) =
Signo(f'(v)), en caso contrario, existiria una raiz ya sea entre u y o, « yv o u y v

lo cual no se puede dar.

Tomando en cuenta todo lo anterior y analizando por casos, si f(u) fuese positivo:

Jolu) = f(u) (+) (=) g(u) f'(w) = fi(u) (=)

fola) = fla) =0 = | (=) gla) = fi(&) = fila) (=)

fo(v) = f(v) (=) (=) 9(v) f'(w) = fi(v) (=)

fo(u) = f(u) (=) (+) g(w)  f(u) = fi(u) (+)

fole) = fla)=0 = | (+) gle) = fi(e) = file) (+)

fo(v) = f(v) (+) (+) g(v) f'(v) = filv) (+)

En cualquier caso la variacion de signos en { fo(u), fi(u)} es uno y en { fo(v), fi(v)}
es cero. Si a fuese o no raiz de un f; (j > 2), se cumpliria lo mismo que en el item

a), por lo tanto la variacién de signo en { f;(u)}i—o., siempre sera mayor por uno de
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la variacién de signos de {f;(v) }izo.m, ¥ se cumple

WS(U) = Ws(v) +1
— Ws(u) — Ws(v) =1

Asi, como al inicio, se puede considerar a las raices de los polinomios f; en [u,v] (j =
0,---,m—1);las ordenamos a; < ay < -+ < . y tomando valores w; tales que a; < w; <
;i1 coni=1:7r—1y w; no esrafz para ningin f; (podemos tomar w; = (o + ®i11)/2),
considerando wy = u y w, = v, asi cada raiz estard en un tramo; a; € [w;_1,w;] y podemos

aplicar los resultados encontrados a cada tramo obteniendo:

0 siq;no esraiz de f
Ws(wi-1) — Ws(w;) = ,Vi=1:r

1 siq;esraiz de f

Asi
Ws(u) — Ws(v) = > (Ws(w;—1) — Ws(w;)) = Numero de raices de f en [u, v]
[

Observacion 2.2.12. Para la construccion de una sucesion de Sturm para un polinomio

sin raices multiples, se puede considerar el siguiente algoritmo:

f= glf/ — fo,
Ji=g2f2— f3,

fm—2 = gm—lfm—l - fma

usando fo=f, fi=[f vy fi = —Res(fi_a, fi_1) = — (Residuo de la division de f;_o entre
fi1) para i = 2 :'m, el algoritmo para cuando Res(fm—1, fm) =0 y fm # 0. Verificando

las condiciones para ser sucesion de Sturm, empezamos de la ultima:

STy. Ya que {fitico.m es una sucesion finita, las cantidad raices de los polinomios es
finita, por lo tanto deben existir u,v € R (u < v) tal que f;(u) # 0 y f;(v) # 0 para
todo 7 =0:m.
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STs. Suponiendo que existe x € [u,v] tal que f;(x) =0 para un j, considerando el algo-

ritmo y evaluando en dicho x:

Jfici=9;f; — fin
— fia(x) =gj(2) f;(x) = fi1(2)
= fim1(x) = = fis(2),

ast, fi—1(x) y fj+1(x) tienen signos opuestos.

STy. Primero probemos que fo = f y fr = f' no tienen raices en comin. Suponiendo que

existe xg € [u.v| raiz de f y f' entonces

f(x) =(x — z)q(x)
— [(z) = q(z) + (z — 20)¢ (x)
— f'(x0) = q(x0) + (20 — 20)¢'(x0) = 0
— f'(x0) = q(z0) =0
por lo que xq seria raiz de q; lo significaria que xq es raiz multiple de f, lo cual no

se puede dar ya que f no tiene raicez maltiples. Ahora, si suponemos que f1 y fo

tienen una raiz x1 en comun; por el algoritmo:

fo=ag1fi — fa
— fo(z1) = gi(z1) fi(z1) — fa(z1) = g1(21)(0) — O
— fo(ﬂ?l) = O,

entonces x1 también seria raiz de fo, lo cual es contradiccion. Podemos utilizar el

mismo proceso para los demds f; y fj11 en la sucesion.

STy. Si suponemos que f,, no es contante. Primero vemos que el proceso termina si

Res(fo—1, fm) =0y fm # 0, por lo tanto:
fmfl = gmfm
Considerando el algoritmo y haciendo el reemplazo:

fm—2 = gm—lfm—l - fm = gm—lgmfm - fm

— fm—2 = (gm—lgm - 1)fm7
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es decir, f,, es factor de f,,_o, y asi sucesivamente llegamos que f,, es factor de fy

y f1, por lo que existen q,q polinomios tal que

fOZfZQfmy flzf/:(jfma

entonces si f,, no es constante, tiene raiz en la cerradura algebraica; por lo que fy

y f1 tendrian una raiz en comun, lo cual es contradiccion.

Ejemplo 2.2.13. Sea f(z) = 25 — 42 + 2 — 2 polinomio en R[X], hallemos la sucesion

de Sturm asociada:
» folx) =25 —42® + 2 — 2.

fi(z) = 62° — 1222 + 1.

)
fo(x) = —Res(25 — 423 + x — 2,62° — 1222 + 1) = 22° — 6% + 2.

2

= f3(x) = —Res 6x5—12x2+1,2$3—§x+2 :18x2——5x—|—§.
f3()

6 21" " 2

5 25 3. 92687 5150

. = —Res(22® — Zx 42,1822 — —gx + =) = — ,
Jal) es(2a” = Gr + 21807 = w4 5) = 35T T 9502

25 3 92687 5150, 12568084416

— _Res(1822 — 244+ 2 _
fs(2) es(182% = S o+ 5, 0aa19” ~ 2502

) = = 75321081

Se puede verificar que si |x| > 2, |z|® > 4|z|> + |z| + |2|, de lo cual se concluye que las

raices de f estardn en (—2,2). Procedemos a evaluar la sucesion en x = =2 y x = 2:

fo(=2) | Ai(=2) | fo(=2) | f5(=2) | fu(=2) | f5(=2)
92 | —239 | —12,33 | 7558 | —3,98 | —71,68

2) | L2 L(2) | f2) | fu2) f5(2)
32 | 145 | 16,33 | 7142 | —3,8-1073 | —71,68

Asi, tendremos que la cantidad de raices de f en (—2,2) es Ws(—2)—W4(2) =3—-1=2,

graficando f se puede verificar que las raices son aproximadamente 1,5625 y —0,8125.

Corolario 2.2.14. Sea K un cuerpo ordenado, f un polinomio irreducible de grado > 1
sobre K. El numero de raices de f en dos cerraduras reales de K, que inducen el orden

en K, es el mismo.
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Demostracién. Supongamos que f(x) = 2" + a, 12" ' + -+ ag (a; € K) y sea a raiz de

f; por lemma 2.2.9;
o < T+ Jana|+ -+ faol
— —(1+|an_1|+---+|a0|) <a< 1+|an_1|+---+|a0|,
haciendo u = —(1 4 |ap_1| + -+ |ao|) y v = 1 + |ap_1]| + - - - + |ao|, todas las raices f se
encuentran en [u,v] y como u,v € K C R cerrado real, por teorema 2.2.11, la cantidad
de raices de f en R esigual a Wg(u) — Wg(v), de igual manera para R'. Observamos que

para cualquier cerradura real de K que le induzca el orden se cumplira lo anterior, ya que

Ws(u) — Wg(v) no depende de la extension sino de K y el orden en K. O

Teorema 2.2.15. Sea K un cuerpo ordenado,y sean R, R' cerraduras reales de K, cuyos
ordenes inducen el orden en K. Entonces existe un tinico isomorfismo o : R — R’ sobre

K, y preserva el orden.
Demostracion. Dividamos la demostracion por partes:

a) Demostremos primero que dada una subextension de la forma E = K(«) de R,
donde o € R, existe un monomorfismo de F en R’ sobre K. Sea o € R, consideramos

E = K(a), y sea
p(z) = Irr(a, K, x),

dado que p(«) = 0, por corolario 2.2.13 | existe unaraiz § € R’y p(x) = Irr(B, K, x).
Recordando que los elementos de K(«) son de la forma f(a) donde f € K[X],

definimos
o:K(a)— R
fla) — f(B)
se puede verificar que es un homomorfismo, la buena definicién y la inyectividad se

pueden demostrar de manera similar; dados f(«), g(a) € K(«) donde f,g € K[X],
tal que:

o(f(a)) = a(g())
— f(8) = 9(B)
= ((f —9)(B) =0,
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por lo que § es raiz de (f — g)(x) ast:

p‘f—g
= (f—g)(a)=0

— fla) = g(a),

Por lo que ¢ es un monomorfismo y se cumple que o|x = [d(K) y o(a) = .

Sabiendo que la cantidad de raices diferentes de p en R es la misma que en R/,

consideramos dichas raices:

ay < --- <, ordenadas en R (2.5)
py < --+ < B, ordenadas en R (2.6)
Verifiquemos que existe un isomorfismo o : K(aq, -+ ,ap,) = K(B1, -+, fn) tal que

o(a;) = Bi, Vi = 1: n'y que conserva el orden. Tomando en cuenta las desigualdades

de las raices en (2.5), sean w; € R tales que
wr=ag —o, Vi=1:n—1,

y By = K(aq, -+ ,ap,wy, -+ ,w,_1), dado que K es ordenado entonces tiene carac-
terfstica 0, w; es algebraico sobre K dado que w? es diferencia de algebraicos para
todo i = 1 : n —1 (o; es algebraico sobre K para todo i = 1 : n y se aplica la
proposicién 1.2.4) entonces E; es extension finita de K (proposicién 1.2.9), aplican-
do el Teorema del Elemento Primitivo (teorema 1.2.16); E; se puede escribir como
en a), por lo que existe un monomorfismo oy : £y — R’ tal que o1|x = [d(K),

consideremos o = 01|g(ay, a,) ¥ €valuamos

o(it1) — o(0g) = o1(vig1) — o1()
= o1(Qip1 — @)
= o1 (w})

= (o1(w:)*, Yi=1:n—1,

por lo que
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o(ag) <--- <o(a,) ordenadas en R,

ademas como p(o(a;)) = o(p(a;)) = 0(0) = 0; o(a;) es raiz de f en R’y como solo
hay n raices en R, considerando las desigualdades en (2.5) y (2.6), se cumple que

O'(Cki) :62‘, Vi=1:n.

Verifiquemos que conserva el orden, para esto sera suficiente demostrar que lleva

cuadrados en cuadrados. Dado y € K(ay, - ,a,) (existen h, g € K[Xy, -, X,] tal
que y = h(aq, -+, ) /g(ag, -+ ,a,)) con y > 0 asi, existe w € R:

y =w?, (2.7)
considerando Fy = K(aq, -+, Qp, w1, ,Wy_1, W), existe o9 : 1 — R’ monomor-

fismo y de la misma manera que se hizo con o; o9(a;) = 8; = o(o;), Vi = 1 : n,

entonces

o(y) = o(h(ar, -, an)/glar, - an))
= h(o(an), -, o(an))/glo(ar), - o(an))
= h(oa(ar), -+, 02(an))/g(o2(n), -+, o2(an))

= UQ(h(ala e 7an)/g(a17 e ,Oén)) = UQ(Z/)
asi en (2.7):
o(y) = 02(y) = o2(w?) = (02(w))?,

por lo que o lleva cuadrados en cuadrados.

Considerando el conjunto

S ={(E, ¢)/FE extension algebraica de K en Ry ¢ : E — F monomorfismo que
preserva el orden en F tal que ¢|x = I[d(K)}

Ahora verifiquemos las condiciones necesarias para utilizar el lema de Zorn:

i) S # 0, ya que (E},0), definidos en b), pertenece a S.

ii) Definimos en en S:
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(E,¢) < (F,0) <= ECFy olg=¢

- Para todo (F,¢) € S; EC E'y ¢|g = ¢, entonces (E,¢) < (E, ¢).

- Si(E,¢) < (F.0) y (F.0) < (G,v), entonces EC F € Gy | = ol =
¢, asi (E,¢) < (G, ).

- Si(E,¢) < (F,0)y (F,0) < (E, ), entonces

ECFCE—-E=F

Olg=ocyolpg=0¢p— ¢p=0.

asi (E,¢) = (F,0).

iii) S es inductivamente ordenado. Sea T' C S totalmente ordenado, definimos

M =Uggerbyo: M— R tal que d|g = ¢,

se ve que M, es extension algebraica de K en Ry que E C M para todo
E tal que (E,0) € T. Por su definicién ¢ es un homomorfismo, veamos que
también sea inyectivo, sean w;,w, € M tales que &(w;) = &(ws), donde
wy € By y wy € Ey tal que (Eq, ¢1), (Es, ¢2) € Ty podemos suponer que
(B1,¢1) < (Ea, ¢2), asl wi,wy € By y 0(w1) = ¢a(w1) = ¢a(ws) = 7 (wa),
por la inyectividad de ¢9; w; = wy. Veamos que & conserve el orden, sea
y € M positivo, entonces existe (E,¢) € T tal que y € E y &|g = ¢ conserva
el orden en E; por lo tanto 6(y) = ¢(y) es positivo. Asi (M,5) € S es una

cota superior de 7' .

Por lema de Zorn, existe un elemento maximal de S; (M, o), es decir, existe o : M —

R’ monomorfismo que preserva el orden en M y o|x = [d(K). Ahora, verifiquemos:

- M = R, esta demostracién sera parecida a los items a) y b) por lo cual también

lo dividiremos en partes pero primero; suponiendo lo contrario, existe w € R

tal w ¢ M:

) Sea f(x) = a;x" € M[X], asi denotamos f°(z) = >_ o(a;)x’ € o(M)[X],
y consideramos ¢ = Irr(w, M, X) y tomamos una raiz v de ¢° en R/,

recordando que los elementos de M (w) son de la forma f(w) con f € M[X],
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definimos

Y M(w) — o(M)(v) C R
fw) — f7(v)

se puede verificar que 1 es un homomorfismo, dado que o es homomorfismo.
Veamos que este bien definido; sean g, f € M|[X] tales que f(w) = g(w),
asi (f — ¢g)(w) = 0 entonces ¢|s_,, por lo que existe h € M[X] y tomando

en cuenta que o es homomorfismo:

f—g9=qh
= f—9—qh=0
= (f=g—qh)” =0
= (f —9)7 = (qh)”
= f7 =97 =917,

ast q7|(fo—g), POr lo tanto v es raiz de (f7 — ¢%):

= (f7=9°)(v) =0
= [7(v) = g°(v).

Ahora veamos la inyectividad, antes afirmamos que ¢° = Irr(v,o(M), X),
observamos que ¢° y q tienen el mismo grado, supongamos que existe
p € M[X], con menor grado que ¢° y diferente a una constante, tal que

77 |qo» pOT lo tanto

dh e M[X]/q° =p°h?
— (g —ph)” =0

considerando (¢ —ph)(x) = > ¢;z* € M[X] entonces, como o es monomor-

fismo

(0= ph)(a) = 3 e’ = 0
— 0(¢;) =0

—¢; =0, \V/’L,



33

por lo tanto
q—ph=20
— plg (=)

Ahora, dado f(w) € M(w) tal que ¥(f(w)) =0 = f7(v), entonces ¢7|-;
por lo que existe h € M[X] tal que

o= q°h°
= (f=qh)” =0
—f—qh=0
= f(w) = q(w)h(w) = (0)h(w)
= f(w) =0,

Asi, dado w € R, hemos definido un monomorfismo ¢ : M(w) — Ry
w‘M = 0.
IT) Bajo la misma idea de I), considerando todas las raices diferentes de ¢ en

R vy las raices de ¢° en R':

wy < --- < w, ordenadas en R (2.8)
vy < -+- < v, ordenadas en R’ (2.9)
Verifiquemos que existe un monomorfismo ¢ : M(wy,--- ,w,) — R’ tal

que ¥ (w;) = v;, Vi = 1 : n y que conserva el orden. Tomando en cuenta las

desigualdades de las raices en (2.8), sean r; € R tales que
r?:wiﬂ—wi,Vi:l:n—l,

y By = M(wy,- -+ ,wp, 71, ,Tn_1), por el teorema del elemento primitivo;
E; se puede escribir como en I), por lo que existe un monomorfismo ¢ :

E; — R’ tal que ¢|y = o, consideremos ¢ = ¢|ys(u, - w,) ¥ €valuamos
P(wigr) = P(wi) = G(wip1) — p(w;)
= Qg(wiﬂ — w;)

o(w;) = (6(r:))*, Yi=1:n—1,
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por lo que

Y(wy) < -+ < P(w,) ordenadas en R’ (2.10)

Considerando ¢(x) = Y ¢;z7 con ¢; € M y recordando que 9|y = ¢|pr =

0, Vemos que

y como q(w;) = 0 entonces ¢° (¢ (w;)) = 0, asi todas las (w;) son raices de
q° en R por lo que n < m, cambiando R por R’ de igual manera podemos
llegar a que m < n, por lo tanto n = m, considerando las desigualdades

en (2.9) y (2.10), se cumple que ¥(w;) = v;, Vi = 1: n.

Verifiquemos que conserva el orden, para esto sera suficiente demostrar que
lleva cuadrados en cuadrados. Dado y € M(wy,--- ,w,) (existen h,g €
MI[Xy, -+, X,] tal que y = h(wy,--- ,wy)/g(wy,- -+ ,wy,)) con y > 0 asi,
existe z € R:

y = 27, (2.11)

considerando Fy = M(wy,- -+ ,Wp,T1, "+ ,Tnh_1,2), €xiste ¢ : Fy — R’
monomorfismo y de la misma manera que se hizo con ¥; ¢o(w;) = v; =

Y(w;), Vi = 1 : n, entonces

d(h(wr, - wn) [g(w, - wn))
= h(&(wl)a T 7&(wn))/g<&(wl)7 T ,’(E(Mn))
h(da(wn), -+ s d2(wn))/g(Pa(wr), -, Pa(wn))

= 952(h<w17 T 7wn)/g(w17 T 7wn)) = &2(y>

asi en (2.11):

por lo que 9 lleva cuadrados en cuadrados.
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Considerando & = 1| M(w) monomorfismo que preserva el orden, por lo tanto

(M(w),a) € S pero (M,0) < (M(w),a) contradiccion, por lo que M = R.

Verifiquemos que o(R) = R'. Sea v € R', consideremos a
q=1Irr(v,K,X)

Sabemos que ¢ tiene al menos una raiz en R, de hecho, la cantidad de raices de ¢

en R es la misma que la cantidad de raices en R’ (corolario 2.2.14), denotando:

wy < --- < w, raices de ¢ ordenadas en R,

vy < .-+ < v, raices de g ordenadas en R'.
Dado que o conserva el orden:
o(wy) < -+ < o(w,) ordenadas en R’

y tomando en cuenta que o es homomorfismo tal que o|x = Id(K); q(o(w;)) =
o(q(w;)) = a(0) = 0, es decir, o(w;) es raiz para todo i = 1 : n, por lo tanto,
considerando las desigualdades; o(w;) = v; para todo ¢ = 1 : n, esto nos indica

que debe existir un w € R (raiz de ¢) tal que o(w) = v.

Verifiquemos que el isomorofismo es uinico. Supongamos que existe ¢ : R — R’
isomorfismo que conserva el orden, sera suficiente probar que dado cualquier

w € R; o(w) = ¢(w). Consideramos
p=1Irr(w, K, X)
Tomando en cuenta todas las raices de p en R:
wy < --- < w, ordenadas en R,
como o y v conservan el orden:

o(wy) < -+ < o(w,) ordenadas en R’

Y(wy) < -+ < Y(w,) ordenadas en R,

por lo tanto se debe cumplir que o(w;) = ¥ (w;) para todo i = 0 : n ya que p

tiene la misma cantidad de raices en R’y en R, asi como w es raiz; o(w) = ¢ (w).
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Proposicion 2.2.16. Sea K un cuerpo ordenado, K' una extension tal que no existe la

relacion

—1 =30, a0}
cona; € K, a; >0, ya; € K'. Sea L un cuerpo obtenido de K' adjuntando las raices de

todos los elementos positivos de K. Entonces L es real.

Demostracion. Supongamos que L no sea real, entonces se da la relacién

n

1= (2.12)

i=1
con a; € K, a; >0,y «; € L (podemos tomar a; = 1). Sea r el minimo entero tal que

podemos escribir (2.12) con a; en un subcuerpo de L de la forma

K,(\/b_lv"' 7\/b_T)

con b; € K, b; > 0. Escribimos

i = i + yiV/br € K'(Vby, -+, V/by)
con x4, y; € K'(\/by, - - \/i ), luego
—-1= Zaz‘(% +yiv/b)? = Zai(xf + 22,7/ by + y2b,)
—>—1—Zal(az + 42b,.) —Qleyl\/_GK/ \/—1, ,\/E),
ya que b, € K pero /b, ¢ K'(\/by, - - \/i ) no, por lo tanto 2(3" z;v;)v/b, = 0, asi
—-1= Zaix? + E:ybe7
lo cual contradice la minimalidad de 7. [

Teorema 2.2.17. Sea K un cuerpo ordenado, existe una cerradura real R de K indu-

ciendo el orden en K.

Demostracion. Tomando K’ = K y verificando las condiciones para aplicar la Proposicién

2.2.16., en caso la relacion

n

—1= Z aia?

=1
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con a;,a; € K, a; > 0, se de; —1 seria positivo en K, lo cual es seria contradiccién con

K ser ordenado, por lo tanto existe L extension real de K (L es la extension de K que

contiene a K y todas las raices cuadradas de los elementos positivos en K), por el teorema

2.2.5., L tiene una cerradura real R, la cual seria cerradura real de K también.

Toca verificar que el orden en R, P = {r?|r € R}, induce el orden de K. Denotando

a () como orden de K, debemos verificar que () = K N P:

(S):

SeaqeQyq#0;

geEQQ CKCR

—qePV —qeP

supongamos que —q € P entonces existe r € R tal que —¢ = r2. Como q es positivo

en K entonces existe [ € L C R tal que ¢ = [?, asf;
—l2 — 7"2
— P41’ =0,

lo que indica que 0 € P, lo cual es contradiccién, por lo que ¢ € K N P.

:Seape KNPyp#0;

peP ANpeK

—>E|7"ER/p:7"2 ANpe@Q V —peqQ),

supongamos que —p € @, es decir, es positivo en K entonces existe [ € L C R tal

que —p = (2, asf;
2 — 12
=242 =0,
lo que indica que 0 € P, lo cual es contradiccién, por lo que p € Q.

O

Proposicion 2.2.18. Sea K un cuerpo ordenado y K' una extension. Asi para que exista

un orden en K' induciendo el orden en K, es necesario y suficiente que no se de la relacion
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_1222;1“1'0‘?
cona; € K,a; >0, ya; € K'.

Demostracion. Es suficiente, si la relacién no se cumple, utilizando la Proposicion 2.2.15;
existe L extension real, la cual a su vez tiene una cerradura real R induciendo el orden

en K', y el orden dado en K también.

Es necesario, si la relacién se cumple para algunos a; € K € K', a; > 0,y o; € K'.,

entonces —1 € K’ seria positivo; lo cual contradice el orden en K. O

Observacion 2.2.19. Sea Q el cuerpo de nimeros racionales, sea Q% el cuerpo de nime-
ros algebraicos. Sabemos que Q solo admite un orden, asi por lo visto; cualquier par de

cerraduras reales de Q en Q% deben ser isomorficas.



Conclusiones

En el presente trabajo se han estudiado a los cuerpos reales. Recordando que un cuerpo
es real cuando no se cumple

Sa?= -1

con a; en dicho cuerpo. A continuacion mencionaremos los resultados mas importantes:

i)

i)

iii)

iv)

v)

Todo cuerpo real K; tiene una cerradura real R. Dicha cerradura R solo admite un
orden; el cual esta determinado por sus cuadrados, es decir, los elementos positivos
son los cuadrados de R. Con lo anterior se dan las condiciones para que se verifique
que la cerradura algebraica de R esta dada por su extension generada por v/—1;
R* = R(v/-1), lo cual emula a lo que sucede en los nimeros reales; donde su
cerradura esta dada por lo niimeros complejos.

Hemos probado una version del teorema de valor intermedio; sea R un cuerpo real
cerrado y f un polinomio en R[X] tal que dados a,b € R, asumiendo que f(a) <0
y f(b) > 0, entonces existe ¢ € R entre a y b tal que f(c) = 0.

Se ha demostrado el teorema de Sturm. Para tal demostracién se ha definido la
sucesion de Sturm; dada por un polinomio f € R[X] sin raices multiples donde R
es real cerrado. El teorema de Sturm nos indica que podemos contar la cantidad de
raices de f en un intervalo [u,v], dicha cantidad estard dada por Wge(u) — Wg(v)
donde Wy denota la variacion de signos de la sucesion de Sturn evaluada en el punto
dado.

Se ha visto que si existen dos cerraduras reales de un cuerpo K ordenado (orden
de K inducido por el orden de las cerraduras), estas deben son isomorficas por un
unico isomorfismo que preserva el orden.

Y por ultimo se ha demostrado que todo cuerpo K ordenado admite una cerradura
real induciendo el orden en K.

Un proyecto a futuro para extender la teoria vista, es dar prueba a los resultados encon-
trados en la seccién 3 de [3], en la cual aplican los resultados vistos en el trabajo.
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