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Resumen

En el presente trabajo, probamos algunos resultados que garantizan la buena
colocacién para una version modificada de la ecuacién de Volterra. Mas especifica-

mente, estudiaremos la ecuacién de la forma
|0u|? O — ADyu — alAu + / p(s)Au(t — s)ds + f(u) = h
0

donde © es un dominio acotado en R* o > 0, p € [0,4), con condicién de frontera
tipo Dirichlet. Se probar la buena colocacién del problema en el espacio H?(S2), para
tal fin, usaremos el razonamiento y los argumentos realizados por Conti, Marchini y
Pata [7]. Para la existencia de solucién, utilizamos argumentos de la topologia débil
y débilx y, principalmente, el método de Faedo-Galerkin, el cual serd valido, siempre
que se haya encontrado previamente una solucion aproximada en dimension finita,
para ello haremos uso del teorema de Carathedory. Para la unicidad, utilizamos un

resultado sobre la dependencia continua de la solucién débil.

Palabras clave: Ecuacién con memoria, método de Faedo-Galerkin y dependencia

continua.

v



Abstract

In the present work, we prove some results that guarantee the well posedness
of the modified version of the Volterra equation. More precisely, we will study the

equation of the form
|0¢u|?Oy — Ay — aAu + / p(s)Au(t — s)ds + f(u) = h
0

where € is a bounded domain in R?, o > 0, p € [0,4) and with Dirichlet boundary
condition. It will be prove the well-posed of the problem in the space H?(), for
this purpose, we will use the reasoning and arguments made by Conti, Marchini
and Pata [7]. For the existence of a solution, we use weak and weakx topology
arguments and, mainly, the Faedo-Galerkin method, which remain valid, provided
that an approximate solution in finite dimension has been previously found, for this
we will use Carathedory’s theorem. For uniqueness, we use a result on the continuous

dependence of the weak solution.

Keywords: Memory equation, Faedo-Galerkin method and continuous dependence.



Introduccion

En los tultimos anos se ha incrementado el estudio al andlisis cualitativo de los
problemas con valores iniciales de las ecuaciones no lineales que permiten modelar

diversos fenémenos fisicos, bioldgicos, quimicos, etc.

El objetivo de este trabajo es demostrar la buena colocacién de un problema, es
decir, demostrar la existencia, unicidad y cambio continuo de las soluciones respecto

al cambio de los datos iniciales de la siguiente ecuacion
|0u|POpu — Adyu — aAu + / w(s$)Au(t — s)ds + f(u) = h (P)
0

definida en un dominio  C R? acotado con frontera suave, con condicién de frontera

tipo Dirichlet y considerando los parametros a > 0y p € [0,4).

El presente estudio es basado sustancialmente en los resultados propuestos por Con-
ti, Marchini & Pata [7]; Conti, Ma, Marchini & Seminario [8]; Ferreira [5]; Cavalcanti
M., Cavalcanti D., Prates & Soriano [5]. La viscoelasticidad del problema esta repre-
sentada por el término de integral de convolucién que describe efectos de memoria
del material, asimismo, la nocién de historia (para este trabajo) viene de que en el
término de convolucién de (P), se exige conocer u(x,t) para t € (—oo,0). Por otra
lado, se puede decir que la dificultad para probar la existencia de solucién esta en los
términos no lineales |u;|?uy y f(u). La primera prueba sobre la buena colocacién (en
el sentido de Hadamard), fue realizada recientemente por Araidjo, Ma & Qin [1] con
la restriccién p > 1. Es importante mencionar que la ecuacion (P) ha sido bastante
estudiada por diversos autores, véase [1, 5, 7, 12| entre otros, con ligeras variacio-
nes, generalizando algunas condiciones y restringiendo otras. Mas precisamente, se
estudiaron para el caso p = 0 y anulando el término Auy con lo que se obtiene la
ecuacion de ondas viscoeldsticas); también, para el caso f(u) = o(u’); para un caso
més general, donde se adiciona el término a(—A)?0,u a la ecuacién (P) se estudio
en [7] y para el caso cuando f puede alcanzar el polinomio critico de orden 5, en [7],

etc.

VI



Introduccion VII

Este trabajo estara presentado de la siguiente forma: en el Capitulo I presentamos
definiciones y resultados previos para la buena argumentacién y comprension de la
ecuacion y su respectivo estudio; en el Capitulo II, estudiamos la viscoelasticidad
con historia, siguiendo la estructura y el razonamiento de los articulos de Conti,
Marchini & Pata [8]; en el Capitulo III, presentamos la buena colocacién del pro-
blema correspondiente a la ecuacién (P), para tal objetivo, primero demostramos
la existencia de solucién para un problema que se aproxime a (P), luego, median-
te convergencias convenientes logramos extender la solucion a todo el espacio que
deseamos, es decir, utilizaremos el método de Faedo-Galerkin para demostrar la
existencia de soluciones débiles. Finalmente mostramos algunas conclusiones sobre

nuestros resultados asi como también proyectos a futuro sobre el problema (P).



Capitulo 1

Preliminares

En este apartado presentamos un breve y resumido repaso sobre las herramientas
principales que debemos conocer para entender el planteamiento y la demostracion
de la existencia y unicidad de solucién del problema viscoelastico no lineal. Para
desarrollar estos preliminares nos guiamos de Folland [10], Medeiros [15] y Yosida
[20].

1.1. Espacios de Sobolev

Iniciamos presentando algunas definiciones y resultados sobre los espacios de Sobo-
lev. Para ello nos guiamos de Medeiros [15], para mayor detalle el lector también

puede revisar Brezis [3].

Definicién 1.1. Sea 2 C R" un subconjunto abierto. Definimos el siguiente con-

jJunto.

LP(Q) :={u:Q —R| u es medible y/ |u(z)|Pdr < oo}.
0

Definicién 1.2. Sea 2 C R"™ un subconjunto abierto. Definimos el siguiente con-

Junto

L*(Q) :={u:Q—R| sup{lu(z)|:x € Q\N} < oo donde m(N) = 0}.
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1 1
Lema 1.3. (Desigualdad de Young). Para todo p,q € (1,+00) tales que —+ — =1,
b q

se cumple
a? b
ab < —+ —  para todo a,b > 0.
p q
Demostracion. Dado que la funcién exponencial f(z) = €* es una funcién convexa,
puesto que f”(x) > 0 para todo z € R, por lo que, para todo s,t >0 con s+t =1

se cumple

f(sz+ty) < sf(z)+tf(y).

Ahora, si a = 0 o b = 0 la desigualdad se cumple inmediatamente. Supongamos

a,b > 0, entonces asumiendo

s=—-, t=—-, x=plna, e y=qlnbd,
p q
obtenemos ) ) . . A—
ab = f(=x + ~y) < -0 4 et = 5 —,
p q p q p q
por lo que queda demostrado. O

1
Lema 1.4. (Desigualdad de Young con €). Para todo p,q € (1,400) tales que — +
p
1
— =1 y cualquier € > 0, se cumple que
q
ab < ea” + C(e)b?  para todo a,b > 0.
donde C(€) = (ep)fgq_l. Cuando p = q = 2, se obtiene
2 1y
ab < ea” + 4—b para todo a,b > 0.
€
Demostracion. Haciendo los cambios de variable
N 1 ~ 1
a=(ep)ra y b= (ep) rb,
para todo € > 0 y utilizando el lema 1.3, obtenemos
1

= ((ep)ra)” + ((ep) ~b)" = ea’ + C(e)b,
p q

_I_

Q| T

- ~D
ab=ab< L
P

donde C'(e) = (ep)fsq_l. O
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Teorema 1.5. Si u y v pertenecen al espacio LP(Q) y LY(QQ) respectivamente, tales

1 1
que — + = = 1, entonces el producto uv pertenece al espacio L'(Q) y
q

lu(@)o(e)]lr < flullzef[v]| L.

1 1 1 1
Teorema 1.6. Sean 1 < ry,ry,--- ,1r, <00 tales que — + — +---+ — = — < 1.

T1 T2 Tn r
Siu; € L"(Q) parai=1,2,--- n, entonces

U= Uy - - - Uy € LN(Q)

ullzr) < [Jurllm @ lluallLr @) - - - [unllLre -

Usando la desigualdad del Lema 1.3 y el teorema 1.5, se demuestra que el conjunto

LP(£2) es un espacio vectorial normado completo para todo 1 < p < oo, con la norma

[ullLr ) = (/Q |u(x)\pdx); .

En particular, se demuestra que L*(£2) es un espacio de Hilbert con producto interno

(1, v) = /Q w(@)o(x)dz,

para todo u,v € L*(9).

Asimismo, L*(2) es un espacio vectorial normado completo, con la norma
|u]|oo ;== f{C >0 | |u(z) <C ct.p. xeQ}.

Teorema 1.7. Dado Q C R" un subconjunto tal que |Q] < oo y seal < p < q < o0.

Entonces se satisface
L9(Q) = LP(Q).

Ahora, para definir los espacios de Sobolev debemos considerar una nueva nocién de
derivada para funciones en L?, esta es la derivada distribucional. Para mayor detalle
sobre la definicién y algunos ejemplos, remitimos a revisar Medeiros [15] (capitulo

1) o cualquier otro texto sobre espacios de Sobolev.

Definicién 1.8. Sea Q un subconjunto abierto de R", p € [1,00] y m un nimero
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natural. El “espacio de Sobolev de orden m”se define
WmP(Q) :={u € LP(Q)/ D*u € LP(Q) para todo |a| < m},

donde D%u denota “la derivada distribucional de orden o”, donde o es un multi-

indice: a:= (my,...,my) para todo m; € NU{0} y |af :=mq + -+ my,.

Se demuestra que el conjunto WP(Q2) es un espacio vectorial normado para 1 <

p < 0O Ccon norma

Sl

lallwnaey = | D 1D*ulf0q

laj<m

De igual forma, si p = oo, el conjunto W™°(2) es un espacio vectorial normado,

con
lullwmse@ = Y 1Dul| ().

|lo|<m

Estos espacios nos permiten concluir que los espacios de Sobolev no son otra cosa
que el conjunto de funciones Lebesgue integrables cuyas derivadas distribucionales
también son funciones Lesbesgue integrables para un mismo valor p > 1. Estos
espacios estan incluido estrictamente en el espacio LP puesto que existen funciones
Lebesgue integrables con derivadas que no pertenecen a dicho espacio, més atun,
existen funciones cuyas derivadas no son funciones, como la funciéon de Heaviside.
En lo que sigue, para evitar sobrecargar la notacion, salvo excepciones, cambiaremos
LP(Q2) por LP.

Teorema 1.9. Dado €2 un subconjunto abierto de R" y m un nimero natural.
a) W™P(Q) es un espacio de Banach para 1 < p < oo.
b) W™P(Q) es un espacio reflexivo para 1 < p < oo.
c) W™P(Q) es un espacio separable para 1 < p < oo.

d) Parap =2, W™(Q) es un espacio de Hilbert cuyo producto interno es

(U, V) pme = Z (D%, D%v) e,

|laj<m

en este caso se denotada como H™(Q).
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Definicién 1.10. Sea 2 un subconjunto abierto de R", p € [1,00) y m un nimero

natural. El espacio Wy"(Q) se define de la siguiente forma:
m —— WP (Q)
Wi (@) := D(Q) ,

esto quiere decir, que este espacio es la cerradura del conjunto de las funciones test

D(Q) con la norma de W™P(Q). Si p =2 se denota WJ"*(Q) = H™(Q).

Definicién 1.11. Sea 2 un subconjunto abierto de R", p € [1,00) y m un nimero

natural. Se denota el dual de W"P(Q2) de la siguiente manera
(Wo ()] := W=™4(4),

1 1
donde — 4+ = =1, y para el caso p = 2 se denota [WJ*(Q)] := H ™(Q).
P q

1.1.1. Inmersiones en los espacios de Sobolev

Veamos algunos resultados sobre inmersiones continuas.

Teorema 1.12. Sea 2 C R"™ un subconjunto abierto acotado de clase C™, n > 2 y

p € [1,00), entonces

np
n—mp

a) WmP(Q) — L1(Q)), 1<¢< =p° st mp<n.
b) WmP(Q) — L), 1<g<oo si mp=n.
c) W™P(Q) — C*(Q), si mp > n.

n
Para c), tenemos que k es un nimero natural tal que k <m —— <k+1y X es un
p

nimero real tal que0<)\§m—k—2:)\g<1 yAe (0,1) si Ao =1.
p
Teorema 1.13. Con las mismas condiciones del teorema 1.12 conn > 1, se obtiene
W™= (Q) — C™ HH(Q).

En los teoremas anteriores de inmersion se puede reemplazar los espacios W por los

espacios Wj.



6 Capitulo I. Preliminares

Observacién 1.14. Para el caso Hy(2) — L*(), la mejor constante para tal
inmersion es \1, siendo su valor el primer autovalor del operador —A. En otras

palabras, se cumple
|ul|3, < /\IIHUH% para todo u € Hy(9),

donde

2
Ay = inf { ||V“”L2| u € H&(Q)} .

lullZ2

A continuacién algunos resultados sobre las inmersiones compactas.

Teorema 1.15. (Teorema de Rellich-Kondrachov)
Sea Q@ C R" abierto acotado, tal que Q es de clase C' y sea 1 < p < oo. Entonces

se obtiene las inmersiones compactas
1 np « .
a) WP(Q) — L), 1<g<——=p" si p<n.
n—p
b) WP (Q) — L), 1<g<oo sip=n.
c) WP (Q) — C°(Q), si p>n.

Corolario 1.16. Sea un abierto acotado Q@ C R™ tal que Q es de clase C™ y

1 < p < oo. Entonces las siguientes inmersiones son compactas

a) WmHhP(Q) — W™4(Q), 1<q<

=p* si p<n.
n—p
b) WP (Q) — L™4(Q), 1< q< oosi p=n.

c) WmHhP(Q) «— C™(Q), si p > n.

Corolario 1.17. Dados Q. C R" y 1 < p < co. Entonces

C«m—H

a) si§) es de clase entonces la siguiente inmersion

WmHLP(Q) < W™(Q)

es compacta.
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b) si 2 no tiene condiciones de reqularidad entonces la siguiente inmersion es com-

pacta:

We P (Q) = Wg(Q).

Teorema 1.18. Dados 2 C R"™ un subconjunto abierto acotado, 2 de clase C™ vy

1 < p < o0. Entonces las siguientes inmersiones son compactas

a) WmP(Q) — L1(Q), 1<¢< np =p" si mp <n.
n—mp

b) WmP(Q) — L), 1<g<oo si mp=n.

c) WmP(Q) — C’k(ﬁ), kE<m— n < k+1 si mp>n donde k es un entero no
p
neqativo.

Teorema 1.19. Si Q un dominio acotado de R™ y p € (1,+00). Entonces existe

C € R positivo tal que
|lull» < C||Vul|Le, para todo u € WP (Q).

La ezistencia de C' depende, unicamente, de p y |$2|. Esta desigualdad es llamada

desigualdad de Poincaré.
Definicién 1.20. Dado un X espacio de Banach e p € (1,4+00). Definimos
LP(0,7;X) :=={u:(0,7) = X| ||u(t)|]|x € L*(0,7)},
se demuestra que este conjunto es un espacio de vectorial normado completo, con
lullsany o= ([ Ol
y denotamos este espacio normado por
(LP(0, 75 X): [l e omix))-
Ahora, si p = 0o, entonces definimos el espacio

L>=0,7;X) :={u:(0,7) = X| |lu(t)||x € L=(0,7)}.
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También se demuestra que este conjunto es un espacio de vectorial normado, con
[ull o< (0,7:x) = sup{ess|lu(@)|x |t € (0,7)},
este espacio normado se denota por
(L2200, 75 X); ||l (0,7:))-

Ahora que se ha definido este tipo de espacio L?, podemos enunciar el siguiente

teorema, el cual tendrd una recurrente utilidad a los largo del capitulo 3.

Teorema 1.21. (Teorema de compacidad de Simon)

Dados los espacios de Banach X, Y y Z que satisfacen X S 7oY. Si
a) (un)nen es acotada en L>(0,1; X).
b) (Opun)nen es acotada en LP(0,7;Y), p > 1.

Entonces, (un)nen €s relativamente compacto en C(0,7; 7).

Ahora el siguiente lema que nos permitird demostrar la dependencia continua de

soluciones del problema viscoelastico.

Lema 1.22. (Desigualdad de Gronwall)
Sea A una constante positiva, v € L'(a,b) y u € L™¥(a,b) tales que v > 0 y u > 0.
Si ,

u(t) < A —i—/ u(s)v(s)ds, para todo t € (a,b),

entonces
fbv(s)ds
u(t) < Aela : para todo t € (a,b).

1.2. Espacio de Bochner con peso

Para encontrar solucién a la ecuacion principal haremos un cambio de variable, el
cual nos permitird “cambiar” el término de historia por algtin tipo de funcién. Este
cambio nos permitira un mejor estudio sobre la ecuacion principal; sin embargo, este
cambio de variable nos lleva a un nuevo espacio, llamado espacio de Bochner con

peso.
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Este apartado inicia con los resultados principales sobre el espacio de Bochner.

Entonces, remitimos al lector a revisar los textos de Folland [10] y Yosida [20].
Dado un intervalo I C R (finito o no). Consideremos la funcién f : [ — X,

donde X es un espacio de Banach. Dado p una medida positiva continua, definimos

v una medida positiva en I tal que dv(s) = u(s)ds.

Definicién 2.23. Sea {FE;}r_, una sucesion finita de subconjuntos de I = (a,b) tal
que E; N E; = para todo i # j y v(E;) finita para todo i = 1,....k. Sean {x;}f_ un

subconjunto de X . Entonces, una funcion simple es una funcion de la forma

k
ft) = ZXEZ.:E“ para todo t € (a,b).
i=1

Cuya integral estd definida

k k

L%WWFXMM=ZVJ@®%

i=1 i=1 Y B

Se demuestra que la integral es independiente de la particion. Esta integral es llamada

integral de Bochner.

Ahora, llamamos a una funcién f : (a,b) — X “fuertemente medible” en (a,b), si
existe una sucesion (f,)nen de funciones simples con soporte compacto en (a,b) tal
que
lim 420~ FOlx =0, ctpen (ab)
Su integral de Bochner en (a, b) estd definida como
b

b
/ f(s)dv(s) = lim fa(s)dv(s)

n—oo a

Se demuestra que la integral de Bochner no depende la sucesion de funciones simples

cuyo limite es f. Veamos una caracterizacién para estas funciones.

Teorema 2.24. Una funcion f : (a,b) — X es Bochner integrable si, y solo si, la

funcion ||f()]lx : (a,b) — R es integrable en (a,b).
Este espacio de funciones Bochner integrables es denotado por Lﬁ(a, b; X).

Definicién 2.25. En el espacio L (a,b; X)
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a) Sil <p< oo, sunorma se define

b :
11| 2 apix) = (/ ||f(s)||§<u(s)ds) < 0.

Denotamos este espacio normado por (L (a,b; X); |||l (ap:x))-

b) Sip= o0, sumnorma se define
1/ || Lge apix) »= sup{ess|| f(s)x | s € (a,0)} <o

Teorema 2.26. FEl espacio LZ(CL, b; X) para 1 < p < 0o es un espacio completo. En

particular, si X es un espacio de Hilbert, entonces Li(a, b; X) es de Hilbert con

b
<U,U>L§(a,b;X)ng(a,b;X) ZZ/ H(S)<U7U>X><Xd5-

1.3. Solucién débil

Ahora presentamos un breve repaso referente a la teoria de semigrupos, sistemas
dinamicos y, finalmente, hacemos una revision sobre las soluciones suaves en el sen-

tido de A. Pazy [18].

Definicién 3.27. Decimos que una familia {S(t)}>0 := {5 : [0,00) — L(X)} de

operadores es un semigrupo si satisface las dos primeras condiciones
a) S(0) =1 (I es operador identidad en X).
b) S(t+s)=S(t)S(s) para cada t,s > 0.

¢) La aplicacion [0,00) x X — S(t)(x) € X es continua para cada (t,z) €
[0,00) x X.

Si ademds el semigrupo {S(t) }1>o satisface la tercera condicion, entonces es llamado

Co-semigrupo.

Definicién 3.28. Sea {S(t)}i>0 un semigrupo. El operador A : D(A) — X definido

por
Azr = lim Mm
h—0
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es llamado “generador infinitesimal del semigrupo {S(t)}>0”. Donde
h)—1
D(A) :=={z € X| lim &x existe}.
h—0 h

Ahora consideremos el problema

du(t)
e Au(t) + f(t), t >0 (11)
u(0) = =z

donde f es una funcién definida en [0,7) al espacio X y A es el operador infinite-
simal de un Cy-semigrupo, de tal manera que (1.1) admita una dnica solucién para

cualquier elemento x en D(A).

Definicién 3.29. Decimos que una funcion u definida en el intervalo [0,7] con
valores X es una “solucion clasica”del problema (1.1) en el intervalo [0,7) si u €
C([0,7)) NC'(0,7)). Ademds, se cumple que u(t) € dom(A) para todo 0 <t <7 y
se satisface (1.1) en 0 <t < 7.

Teorema 3.30. Si f es una funcion en el espacio L'(0,7;X), entonces cada ele-
mento x en X el PVI (1.1) tiene una unica “solucion cldasica” wu de la siguiente

forma
u(t) = S(t)x + /0 S(t—s)f(s)ds

donde {S(t)}t>0 es el semigrupo.

Definicién 3.31. Dado {S(t)}i>0 un Co-semigrupo y su respectivo generador infi-
nitesimal A. Ademds, si x es un elemento de X y f una funcién en L'(0,7;X),

entonces la funcion

u(t) == S(t)x —1—/0 S(t—s)f(s)ds, te]0,7] (1.2)

pertenece a C([0, 7], X). Esta es llamada solucion débil de (1.1).

Observacién 3.32.

a) Existen soluciones débiles que no son soluciones cldsicas.
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b) Por el teorema 5.30, si f € L'(0,7; X) entonces (1.1) tiene una tinica solucion

clasica, luego tiene una unica solucion debil.

Ahora veamos los tipos de convergencias que utilizaremos para extender nuestras

soluciones aproximadas. Mas precisamente, veamos un repaso de las convergencias
débil y débil*.

Definicién 3.33. Una sucesion {un,tneny C LP(0,T; X) converge débilmente para u
en LP(0,T; X) si

[ 00wt — [ @)

para todo v € LP(0,T; X"). Esta convergencia se denota: u, — u.

Observacién 3.34. Si X = H;(Q). Entonces, X' = H '(Q) y u, — u significa

/0(()un dt—>/ )dt,

para cada elemento w en el espacio L*(0,T; L*(9)).

Definicién 3.35. Una sucesion {u, tneny € L=(0,T; X") converge débil* para u €
L>(0,T; X"), si

/0 (n (1), w(E)) s xlt —> /0 (u(t), w(t)) xrnxlt,

para todo w en el espacio LI(O, T; X). Esta convergencia se denota: u, Ny

Observacién 3.36. La convergencia u, — u en el espacio L>(0,T; L*(Q)), quiere

/0<<> dt—>/ \dt,

para cualquier w en el espacio L*(0,T; L*(€2)

decir

Proposicién 3.37. Siu, — u en el espacio LOO(O, T; X") entonces u, — u.

Finalmente, mencionamos un teorema fundamental que servird para extender las

soluciones aproximadas.

Teorema 3.38. (Banach-Alaoglu)
Sea X es un espacio normado. Entonces la bola unitaria cerrada en X es compacta

con la topologia débil estrella.
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1.4. Teorema de Caratheodory

Definicién 4.39. Sea 2 C RxR" un subconjunto abierto. Decimos que una funcion

f:Q — R" cumple las “condiciones de Caratheodory”, si
(a) f(t,x) es medible en t, para cada x € R™ fijo tal que (t,z) € Q.
(b) f(t,x) es continua en x, para cada t € R fijo tal que (t,x) € Q.

(¢) Para todo subconjunto K C Q0 compacto, existe mg(t) una funcion real e

integrable que depende de la eleccion del subconjunto K, tal que

| f (&, 2)|| < mg(t), para todo (t,x) € K.

Teorema 4.40. (Teorema de Caratheodory)
Supongamos que existan constantes reales positivas a, b y f : Q — R" una funcion,

siendo ) definido por
Q= {(t,x) e R™; |t —to| <a, & — x| <b}.

Si la funcion f wverifica las condiciones de la definicion 4.39, entonces el problema

de valor inicial
{ 2 = f(t,x)

x(t0> = X,

posee solucion en un entorno |t —to| < 5, 5> 0.

1.5. Un ejemplo sobre una ecuaciéon hiperbdlica

no lineal

En este apartado tratamos de forma concisa una ecuacién hiperbédlica no lineal
estudiada en J,-L. Lions [13]. La idea de esta seccién es presentar un esquema sobre
como encontraremos solucion en la ecuacion viscoeldstica no lineal con memoria y

como utilizaremos el método de Faedo-Galerkin. Estudiamos la siguiente ecuacion

U= Au+ WPy =f, 2eQ, te(0,7), (1.3)
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donde p > 0, con condiciones iniciales
u=0 sobre 0, (1.4)
y condiciones de contorno
w(z,0) =up(x), u'(x,0)=u(x), z€. (1.5)
Este problema es similar a la ecuacion
W —Au+uffu=f, ze€Q, te(0,T). (1.6)

donde el término |u'[Pu’ es cambiado por el término |u[Pu. Observamos que la no
linealidad de (1.3) es “més fuerte”que (1.6). No obstante, encontrar solucién de
(1.3) es menos dificultoso que para la ecuacién (1.6) ( para ver la solucién de (1.6)

ver [13] Cap. 1) ya que se observa los siguientes detalles:

a) utilizando resultados sobre inmersiones compactas y o inmersiones continuas
podemos obtener mas desigualdades a priori sobre la ecuacién (1.3) que la

ecuacion 1.6.

b) podemos usar el método de monotonicidad de [13] Cap. 2.

1.5.1. Teorema de existencia y unicidad

Teorema 5.41. Sea el sistema (1.3) con condiciones (1.4)-(1.5) y sea f,ug,u; tales

que
feL*0,T; Hy(Q), [ eL*0,T;L*(Q)) = L*(Q), (1.7)

uo € H2(Q) N H(9Q), (1.8)

ui € HY(Q) N L2+ (Q). (1.9)

donde 2 C R" tiene frontera regular.

Entonces el problema (1.3)-(1.4)-(1.5) admite una unica solucion u tal que
u € L(0,T; H*(2) N HY)N)), (1.10)

u' € L0, T; Hi(Q), (1.11)
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u” € L(0,T; L*(2)), (1.12)
u' € LPT2(Q). (1.13)

Demostracion.

Unicidad

Sea u y v dos soluciones del sistema (1.3)-(1.4)-(1.5). Sea w := u — v, entonces
w = 0 sobre 9 y wy = 0, w; =0 en Q.

Como ambas soluciones, u y v, satisfacen (1.3), restando obtenemos
w" — Aw + |[u|Pu" — ]P0 = 0, (1.14)
multiplicando (1.16) por w’ (el producto interno en L*(€2) lo denotamos: (-, -))
(W w") = (Aw,w") + (|u')Pu" — ||, w') = 0, (1.15)
que es lo mismo que,

1d
sl + Vel + [ (P = P - v)de =0 (L16)
Q

Por la monotonicidad
0< /(|u’|pu’ ) — o)
Q
reemplazando esta desigualdad en (1.16), obtenemos
5 i + 17wl <0 (1.17)
2at Y i =5 '
como w(x,0) =0y w'(0,x) = 0, integrando (1.17) de 0 a ¢ , obtenemos
Lo
Ul + [Vl <0, (1.18)

lo que implica w = 0; es decir, u = v.
Existencia de Solucion
Solucion Aprozimada.

La solucion aproximada es una solucion de un problema aproximado. Para plantear

dicho problema aproximado necesitamos una base de funciones w; la cual se obtiene
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como valores propios del operador —A con condiciones de Dirichlet, es decir,

— Aw; = \jw;, paratodoj €N, w; =0 en 00Q.

(1.19)

Debemos suponer que la frontera de €2 es lo suficientemente regular como para que

w; € H*(w) vy wj € LD (Q),
elegimos (uop, ), (u1m) C gen{wy, -+ ,wy,} tal que
Uom — g en H?(Q) N H(Q),
Ut — up en HY(Q) N L2PHD(Q),
luego definimos u,,(t) € gen{wy,--- ,w,,} solucién de
(i (£), w5) + @(um(t), w;) + ([, ()70, (1), wy) = (F(£),w5),

ou Ov

para todo 1 < j < m, donde a(u,v) = Z/
i=1 7

Con condiciones iniciales

Um (0) = ugpm, ul,(0) = upp.

(1.20)

(1.21)

(1.22)

(1.23)

(1.24)

Luego, de la teoria de ecuaciones diferenciales ordinarias tenemos que el sistema

(1.23)-(1.24) admite solucién local en [0, t,,]. Lo que sigue es obtener estimaciones

a priori que implican t,, =T
Estimacion a priori 1:

Si .
() = Y wjm(t)w;,
7=1

multiplicando (1.23) por u,,(t) y sumando en j obtenemos

(W (£), U (£)) + @t (), 13, () 4 ([, (8) P20, (8), 203, (8)) = (£ (2)
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lo que significa

3 O + IV OIF) + [ (0172 = (£0), (0

luego integrando de 0 a ¢

%(Hu’ DI + [V (?) //|u (5)|"*2dads — (1.25)

- / (F0) ()5 + (il + Va0, (1.26)

0
ahora, de (1.21)-(1.22), de (1.13), (1.7) y (1.11), conseguimos que a partir de un

mg € N existe una constante C' > 0 tal que

[ O + [[Vum ()] < € (1.27)

/ |l ||/ T2dzdt < O (1.28)
Q

es decir, si la solucion esta acotada, entonces por la teoria de ecuaciones diferenciales
ordinarias sabemos que la solucion esta definida en todo el intervalo de definicion.

Por lo tanto, t,, =T para todo m > my.
Estimacion a priori 2:

Por la igualdad (1.19) podemos reemplazar w; por —Aw, en (1.23). Multiplicando

nuevamente por u, (t) y sumando de j = 1 hasta j = m

= Z u;m(t)wﬁ
7j=1

obtenemos

0000+ (B0, 30,0+ 3 [ 7t ) S = a0, 1),
- (1.29)

el término no bilineal de (1.29) es igual a

(p+1 Z/(\um\éa“ ) _ P“ 2/( (o’ |8l ))de
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y reemplazando en (1.29), obtenemos

1d ! 2 2 p+1
I I+ A1) Z [ (5

e integrando de 0 a ¢

§<\|Vu;n<t>\|2+|rmm<>2 p“ / / Z(

2
kv )) drds =

- %(HWMHZ +8unl) + [ al).wn(o)ds. (130

Usando (1.21)-(1.22) y con la misma idea de (1.27)-(1.28), llegamos a

ul, pertenece a L>=(0, T, Hy(f2)), (1.31)
u,, pertenece a L>=(0, T, H*(12)), (1.32)
9]
5 (Jul, |2 u!) pertenece a L?(Q) para todoi=1,...,n. (1.33)
T

Estimacion a priori 3:
Reemplazando w; por u;,(0) en (1.23), obtenemos:
[ (0)* = (Ao, 3, (0)) + (£(0), 1 (0)) = (Juam| v, 3, (0)),

utilizando la desigualdad del producto interno con la norma, obtenemos

|t (0)] < |Augm| + [ f(0)] — (/Q |u1m|2(p+1)d$)2>
nuevamente de las convergencias de (1.21)-(1.22), obtenemos
|um (0)] < C. (1.34)
Por otro lado, derivando (1.23) respecto de ¢, conseguimos:

(tt (1), w5) + @ty (), w;5) + (0 4 1) ([t (8) P, (8), w5) = (f'(£), wy). (1.35)
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Multiplicando (1.35) por uf,,(t) y sumando de j = 1 a j = m, deducimos

%(IIU%(@H2 + [V, 017) + (p + 1)/ [ ()P (1) de = (f'(t), up (1)), (1.36)
Q

N

el término no bilineal en (1.36) es igual a

u’ Py 2 x:Ll 2 u’ p/2u/ ? T
) [t e = £ [ (G0 0) @

por tanto, integrando (1.36) de 0 a ¢ llegamos a
1 " 2 / 2 p+ 1 ! 0 1 op/2,.0 ’
5 (lum I + [V, ) + ———3 —([ur, ["uy, | dxds =
2 (g + 1) o Ja \Ot

]' " 2 / 2 ! ! "
= 5 (lum O + [V, | )+/0 (f(s), up(s))ds, — (1.37)

asi, a partir de (1.34) obtenemos (1.31) y

u! pertenece a L>=(0, T, L*(2)), (1.38)
9 e 2
E(\umpum) pertenece a L7(Q). (1.39)

Pasando el limite

A partir de (1.27),(1.28),(1.31),(1.32),(1.33),(1.38) y (1.39) deducimos que podemos

extraer una subsucesion (ug)r>1 de (uy,)r>1 tal que

w, = u en L0, T; H*(Q) N H(Q)), (1.40)
uj, = ' en L(0,T; Hy(2)), (1.41)

uj = u” en L®(0,T; L*(9)), (1.42)

uf, — ' en L*(Q), (1.43)

[uj|"uy, — @ en LEHEED(Q), (1.44)

|y — ¢ en HY(Q), (1.45)
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A partir del lema 1.3 de J.Lions [13] cap. 1 pag 12, obtenemos
o=, 6= [,
Por lo tanto, la afirmacion del teorema se satisface. O

Veamos la siguientes observaciones.

Observacién 5.42.

a) El teorema 5.41 se extiende para el caso donde € no estd acotado, “acercdndo-

se” a €2 por una secuencia de conjuntos abiertos acotados.

b) Usando teoremas de compacidad mds elaborados que podemos obtener una so-

lucion (mas débil) bajo condiciones mds generales.

c¢) El problema del teorema 5.41 se extiende al problema
u" + A()u+ [ Pu = f,

donde A es un operador eliptico de sequndo orden tal que A(t)* = A(t).



Capitulo II

Ecuacion viscoelastica no lineal

con memoria

En este capitulo presentamos y estudiamos las condiciones que debe tener la ecuacion
viscoeldstica para su buena colocacién. Explicaremos minuciosamente el entorno
funcional que envuelve al problema y como vamos a encaminar la “historia” envuelta
en nuestra ecuacién. Para ello seguiremos los argumentos de Dafernos [9]. Asimismo,
trataremos de plasmar los estudios de Conti, Marchini & Pata [8], para este y el

siguiente capitulo.

2.1. Hipdtesis y consideraciones

A continuacién, enunciamos las condiciones a la que sujeta la ecuacién viscoelastica

que estamos estudiando. Empezamos enunciado la ecuacion viscoelastica
|0ru|? O — ADyu — aAu + / w(s)Au(t — s)ds + f(u) = h, (2.1)
0

definida en un dominio acotado €2 de R? con frontera es suficientemente suave tal
que satisface las condiciones de Dirichlet. Donde p € [0,4) y a > 0 son pardmetros

fijos.

Estudiamos el problema (2.1) bajo las siguientes condiciones:
(Hy) Se verifica

u(x,0) =ug, Ou(z,0) =vy, u(r,—$)|s>0 = Po(s) paratodo z € €,

21
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donde wuy y vy funciones definidas en Q y ¢ : Q x R" — R son funciones
establecidas. Se observa que la funcién ¢, proporciona informacion acerca de

la historia pasada de u.

(H3) h pertenece al espacio L*(Q) y representa alguna fuerza externa al sistema y

es independiente del factor temporal.

(H3) f es posiblemente no lineal, localmente Lipschitz y cumple

7(0) = 0, (2.2)

ademas
|f(u) = f()] < clu—v[(L+ [u]* + |v]), (2.3)

donde ¢ es una constante positiva, ¢ € [0,4) y ademés satisface la condicién
de disipacion
u
lim 1'nfM > — A, (2.4)

|u|—> o0 U

donde \; es el primer autovalor de —A. Por otro lado, sea f (u) == / fly)dy
0

con la condicién que requerimos

A~

fw)u— f(u) > —§u2 —my para todo u en R, (2.5)

donde my es positivo y 0 < 5 < A;.

(Hy) p> 0 cumple
ue O RY) NINRY), /(s) <0, (2.6)

esta funciéon p es denominada “El ntcleo de la convolucion”. Ademas, existen

ko, k1 > 0, ko > 0 tales que

/ p(s)ds = ko, donde 0 < ko < a, (2.7)
0
W (s) < —kyu(s) paratodo s >0 (2.8)
y o0
/ —i'(s)ds = ko, 0 < kg < 0. (2.9)
0

Observacion 1.1. De las hipdtesis anteriores se obtiene que ko > koky.
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Observacion 1.2. Para hacer mas sencillos los calculos y, sin perder generalidad,

asumiremos que

2.2. Entorno funcional

Ahora, mediante las herramientas del capitulo 1, se construyen espacios donde estén
definidas las soluciones débiles de la ecuacién (2.1). Como mencionamos anterior-
mente,para ello tendremos que definir una nueva variable en el sistema (2.1) para

evitar el término de convolucién que refiere la historia del material.
Observacion 2.3. Para evitar recargar las notaciones usaremos ciertas notaciones:

a) Asumiendo que A es el operador Laplaciano, lo denotamos por

A=-A,
entonces
dom(A) = H*(Q) N HH(Q) < L*(Q).
b) Denotaremos ||ull, = |lullzr para 1 < p < 00 y (u,v) := (u,v)r2x12 para
p=2.
¢) Para H(Q) denotamos lull g == IVulla, este hecho se puede justificar usan-

do la observacion 1.14. Ast, denotamos el producto interno <UaU>H3ng =
(Vu, Vo) := (u,v); en Hy(S).

d) La dualidad entre el espacio H *(Q) y Hy(Q) se denota (f,u) = (f, U) -1 -

Definicién 2.4. Con las condiciones de (2.6), en (RY, Bg+) se define v, una medida,

de la siguiente forma

Definicién 2.5. Dado v como en la definicion (2.4), se define el espacio
M = Li(R*; H (), (2.11)

conocido como el espacio de historia (espacio de Bochner con peso j).
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Por la observacién 2.3, se demuestra que M es un espacio de Hilbert con el siguiente

producto interno

(U, V) pm := /000 p(s)(u(s),v(s))rds Yu,v € M.

Definicién 2.6. Definimos el siguiente semigrupo S(t) en M dado por

S(t)u(s) = (2.12)

0, st 0<s<H,
u(s—t), si s>t

Tal semigrupo serd llamado ‘Semigrupo traslacion a la derecha’.
El semigrupo traslaciéon a la derecha satisfaze que
a) Es un Cy-semigrupo.

b) Tiene generador infinitesimal 7" : dom(T') — M tal que

Tu=—v, dom(T)={ue M: u e M,u(0)=0}. (2.13)

Teorema 2.7. Sea S(t) un semigrupo como en la definicion 2.6, con su correspon-

diente generador infinitesimal T (2.13), se cumple que

(Tn,n)am < 0,9 € dom(T).
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Demostracién: Sea n € dom(T), entonces

(T, m)a = (—1f ) a = / " (st mads

=5 [ wIvaasit [P

1 [o¢]
<5 [1f wenvn s,
o Jo
por (2.6) tenemos que p’ < 0, por lo tanto

(T'n,m)am <0, Vi € dom(T).

2.3. Problema con historia

Para trabajar en el problema viscoelastico, vamos a modificar nuestra ecuacién por
medio de un ‘desplazamiento’, la cual generara una nueva variable. Para ello conti-

nuaremos con el trabajo de Dafernos [9].

Definicién 3.8. Definimos el ‘desplazamiento relativo a la historia del sistema’,

denotado por n y definido por
n=n"(x,s) =u(zx,t) —ulx,t —s), (r,5) € A x RT t>0. (2.14)

Una pregunta que surge de manera natural es, ;por qué la necesidad de definir un
desplzamiento? La que tiene como respuesta: reescribir la integral de convolucién con

el objetivo de tratarla adecuadamente el prolema viscoelastico. Ademas, se observa
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que al derivar n se verifica
ni(z,s) = —n'(x,s) +ux,t), paratodo (z,s) € A x RT, t>0, (2.15)

entonces, reemplazando (2.14) en el término de la historia (convolucién), obtenemos

/0°° p(s)Au(t — s)ds = (/OOO u(s)ds) Au — /OOO 11(s) Aft (s)ds.
N

ko

Reemplazando esta igualdad en (1.1), obtenemos
|0yu|POpu — Adyu — aAu + (k‘oAu — / u(s)An%s)ds) + f(u) = h.
0

Ahora, recordando la observacién (1.2) donde o — kg = 1 y cambiando la notacién

(Oyu = wy), reescribimos (2.1) como
|| Pug — Auy — Au — / w(s)An'(s)ds + f(u) = h. (2.16)
0

Por otro lado, para poder reescribir la ecuaciéon en términos de desplazamiento,

necesitamos definir nuestra condicién inicial para 7.
Usando (H;) se obtiene la condicién inicial para desplazamiento relativo a la memo-

ria

n°(x,8) := up(x,0) — u(x, —s) = up(x,0) — do(z, s), para todo (z,s) € Q x R*.
(2.17)

Observacion 3.9. Observemos que, la condicion inicial (2.17) asi definida, es com-
patible con (2.15), esto quiere decir que, ahora tendremos un sistema de ecuaciones

con dos variables w y n, en lugar de una ecuacion con una variable.

Continuando la idea de justificar nuestra variable n nos preguntamos. j en qué espacio
habita el desplazamiento? Precisamente por ello se ha tenido en cuenta el espacio

de historia M. Analizemos 7.

Observemos, que 1 estd definida como

n:[0,00) x A x R — R
77(757%3) = T]t(.T,S):U(I‘,t)—U(SL’,t—S).
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Fijando t € [0, 00) tenemos
77t LS nt('as) S H3<Q)7

observando el término de la ecuacién (2.16)

/ " u(s) An(s)ds,

vemos que necesitamos tener un buen espacio para tener control sobre el término
anterior. Para ello, fijamos t € [0, 00), y obtendremos que 7' es un elemento de M,
donde M es como en (2.11). De aqui se desprende la motivacién de definir el espacio

de historia de esa manera.

Por consiguiente, la ecuacién (2.1) se escribird (cambiando A = —A):
[ug|Pug + Auy + Au +/ w(s)An'(s)ds + f(u) =h en Q x RT, (2.18)
0
ni(s) = —nk(s) + us en RT x Q x RT, (2.19)

con condiciones de frontera
u=0 sobre 90 x R*, (2.20)

n=0 sobre RT x 9Q x R, (2.21)

con condiciones iniciales

u(z,0) = uo(z), w(z,0) =vo(z), n'(x,0)=0, 7°x,s)=no(x,s), (2.22)

donde
no(z,s) = up(z,0) — ¢(x,s) para todo (z,s) € Q x RT.

Observacién 3.10. Por (2.19) nt € M, y también n'(0) = 0 para todo z € 9,
entonces por el resultado de (2.13) tenemos que n* € dom(T). Por lo tanto, (2.19)

se puede escribir en términos del operador lineal como

n =Tn'(s) +u; en RY x Q x RT. (2.23)



Capitulo III
Buena colocaciéon del problema

En este capitulo presentamos y desarrollamos el resultado principal de este tra-
bajo: “la buena colocacién del problema”. Iniciamos este capitulo definiendo lo que
es una solucién débil, luego reducimos el problema (2.18)-(2.19) a un problema
aproximado (una ecuacién diferencial ordinaria) en la cual encontramos solucién
débil por el teorema de Caratheodory, luego extendemos las soluciones aproxima-
das gracias al teorema de compacidad. En otras palabras, utilizaremos el método
de Faedo-Galerkind para encontrar solucion débil, este método estd desarrollado en
Lions [13]. Para la prueba de existencia de soluciones estudiamos los resultados pre-
sentados por Cavalcanti, D. Cavalcanti & Ferreira [5] y Han y Wang [11]; asimismo,
para mostrar la unicidad de solucion y el cambio continuo respecto al cambio de
datos iniciales, haremos un estudio detallado de los trabajos de Conti, Marchini &
Pata [7] y Araujo, Ma & Qin [1].

3.1. Planteamiento del problema

Comenzamos definiendo el ‘Espacio de fase’ para el sistema. Este espacio nos dira

donde habitan las soluciones débiles que vamos a definir.

Definicién 1.1. El ‘Espacio de fase H’ se define
H = H)(Q) x Hy(Q) x M,
donde M es como en (2.11).

28
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Este espacio vectorial es normado con la norma definida
2 1 2 1 o Lo
(0.3 = SlIVally + SIVOlls + Slinllae - para todo (u,v,m) € H.

Ahora que ya definimos el espacio de fase podemos definir solucion débil para sistema
considerando (2.18)-(2.19).

Definicién 1.2. (Solucion débil)

Sea T positivo. Dado (2.18)-(2.19), con condiciones iniciales (2.22) y condiciones
de frontera (2.20)-(2.21). Si (ug,vo,n0) estd en el espacio H y h € L*(S2), implica
que z = (u,uy,n) € C([0,7],H) es una ‘solucion débil’ de (2.18)-(2.19) si satisface

la condicion inicial z(0) = (ug, vy, M0) Y
(e ure, @) + (g, O)1 + (u, d)1 + /OOO p(s)(n'(s), rds + (f(u), d) = (h,¢), (3.1)

para cualquier ¢ en H&(Q), & en M yt pertenece a [0, 7] en casi todo punto.

Observaciéon 1.3. Ahora, una prequnta que surge es, ;qué sentido tiene las expre-
siones (|u|Puw, @) y (f(u), @) en la ecuacion (3.1)-(3.2)%. Para ello, analizamos los

siguientes casos.

i) Caso (|ug|’us, ¢):
Siu y u; en el espacio C([0,7], Hy(Q)) y p en el intervalo [0,4), luego se
cumple
|ue|Puy € L(0, 7; L%(Q)),

ya que

(p+2)(p+1)

/ ()] dw = / g1 dx = [[un($)II 13 < COF2[[ V()15 < oo,
@ Q

donde C' es una constante positiva que se obtiene de la inmersion Hy(Q) —

LPT2(Q) que se obtiene como caso particular del teorema 1.12, ya que 2* <
BIC N
(3) = (1)(2)

Ademds, si [|[Vui|l2 < R para algin R > 0, se tiene que |ui|’uy es uniforme-

p+2<2" =
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mente limitada en L%(Q)) con respecto a t, dado que
T (P+2)(P+ p+2 +2 7 p+2 +2 +2
lug ()| P+r dedt= ||ut (B zdt < C” ||Vut(t)]|2 dt <TRPT=CPT".
0Ja

Asimismo, tenemos:

1 d

— (Jue@®) , 6(t)) D)< ()

<|ut‘putt(t)7qb(t))D'(Q)XD(Q) = <1 + pdt d
1

= — [ — D7) o(t)d
5 (™) o0
1
= —— )| pu(t)d
= | pto s,
para cualquier elemento ¢ en el espacio D([0,7],9) y t € [0,7] c.t.p. Da-
do que L%(Q) — L) = D'(Q). Observando que Hy(S) es la cerradu-
ra de D(Q2) en la norma de H'(Q), entonces por densidad obtenemos ¢ €
H} (), ademds como L%(Q) = (L"T2(Q)) tenemos que L%(Q) — HHQ),
por consiguiente, podemos ver la expresion (|us|"uwu(t), () p(ayxp) como
(luelPus(t), @) -1 5cprs para cualquier ¢ en Hy(Q) y casi todo 0 < t < 7.

Entonces

1
1+p

(JugPu(t), o)) -1 (@)wmp) = — (Jue (D) ur(t), 60 (1)) 1) x B (0)-

i1) Caso (f(u(t)), o):

2
Procedemos como el caso anterior. Observamos que f(u(t)) € L%(Q) para
casi todo t € [0,7]. En el desarrollo que sigue omitiremos la variable temporal
t.

[ < [ a4 ol s
Q Q
< cgﬁ2gﬁ[/[|u|gﬁdx+/ 2]
Q Q

a2 gt2 42 a+2 _g+2
= 2 )i + 2 )
g+1

O it C2\ it
(3)" 1w+ (F)" 1vug <,

donde, para la primera desigualdad utilizamos (2.2)-(2.3), y para la peniltima
desigualdad utilizamos las inmersiones Hy(€2) < Lt (Q) y Hy(Q) — LT2(Q)

q+2
q+2

IN
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(Teorema 1.12) puesto que q € [0,4). Donde las constantes C’} y C’fc dependen

de ¢, q. Continuando con esta ultima desigualdad obtenemos
at2 e 1 2 q+1
I7@)lz = ([ 1@ o)™ < CITulle + IVl (33)
Observacion 1.4. Si (u,u:,n) es solucion débil de (2.18)-(2.19) tendremos que

n € C([0,7], M) y u; € L*(0,7; M). Por lo cual, podemos afirmar que n es una

solucion suave para la ecuacion (2.19), y de su forma equivalente (2.23), es decir

d
d_7t7 = TT] + Ut,
770 = To-

Entonces, como ny € M, por la definicion tenemos que

t
' = S(om -+ [ S - yuly)dy
0
esto implica, por (2.12), que n' en forma explicita esta dada por

by u(t) —u(t—s), si 0<s<t,
n(s)_{no(s—t)—i-u(t)—uo, st s>t

Observemos que esta expresion es acorde con nuestra definicion de desplazamiento
t

n.

Ahora, que ya tenemos definido lo que es una solucién débil del sistema (2.18)-(2.19),

comenzaremos demostrando la existencia de dichas soluciones débiles.

3.2. Existencia de soluciones débiles

En esta seccion demostramos la existencia de solucion débil mediante el método de
F-G (Faedo-Galerkin), para los pormenores remitimos a ver Conti, Marchini & Pata
[8] v Araujo, Ma & Qin [1]. Comenzamos enunciando el teorema que serd probado

a lo largo de esta seccion.

Teorema 2.5. (Existencia de soluciones débiles)
Dado el sistema (2.18)-(2.19), con condiciones de frontera (2.20)-(2.21) y condi-
ciones iniciales (2.22). Supongamos ciertas (H1)-(H4). Si la condicion (ug,vo,no)
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estd en el espacio € M y h pertenece al espacio L*(Q2), entonces (2.18)-(2.19) posee
solucion débil
(u,u,m) € C([0,7],H), V7 >0 (3.4)

satisfaciendo
we ™R HY(Q)), € L=(R; HL(Q)),

ue € L*([0, 7] Hy (), n € L¥(R; M).

Para probar el teorema 2.5 comenzamos mostrando las herramientas que contribuira
a aplicar le método de F-G. Recordemos que el mecanismo de F-G radica en conse-
guir una base de autofunciones y sobre el espacio generado por una cantidad finita
de autofunciones definir el problema aproximado para luego probar la existencia
de soluciones en dicho espacio generado, estas soluciones son llamadas soluciones
aproximadas, finalmente se utilizan tipos de convergencias para poder extender las
soluciones aproximadas a la solucion general. Comenzamos proporcionando la base
de autofunciones.

Dada la ecuacién —Au = Au en {2, con condiciones de Dirichlet, existe {w;}72; una
base de autofunciones que satisface la ecuacién. Esta base es ortonormal en L*(()

y ortogonal en H}(f2). Cada autofuncién satisfaze

—ij = /\j(x)j, st x €l
w; =0, st x € 0N,

donde A; son los autovalores positivos, j es natural y A\; # \; siempre que i # j.

Observacion 2.6. Observemos que dicha base de autofunciones existe, puesto que
—A = A es operador con A : dom(A) C L*(Q) — H(Y) con la inmersion
H&(Q) < L*(Q). Asimismo, el operador A es cerrado, no acotado, definido po-
sitivo, autoadjunto (ver Temam [19] Cap. 2). Por lo tanto, de la teoria espectral,

existe tal base {w;}72;.

Esto quiere decir que ya tenemos una base para L*(Q) y Hy(f2). Resta encontrar o

construir una base para M.

Lema 2.7. Dado el espacio M = L2(R*; Hy(Q)), existe una base {(;}52, orto-
normal tal que cada (; es un elemento de C3°(R™; Hy () para cualguier j mimero

natural.
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Demostracion. Sea {h;}52, una base ortonormal de L7 (R*) N Cg°(RT) y {w;}32,

tal que
_ Y

w
T [Vwll

Definiendo (; = hywy y ¢ = hmwy,, obtenemos:

para todo 7 € N.

(G Cim = / " (5 (G &)1 ds

_ /0 ) ( /Q vgvgjdx) ds

_ /0 (8o () P (5) ( /Q vwkvwndx> ds

= 5pm6kn
Asi, el lema se satisface. 0

Ahora que estd justificadas las respectivas bases ortonormales para cada espacio,

podemos comenzar la prueba del teorema 2.5.
Demostracion del Teorema 2.5

La prueba sera desarrollada en cinco etapas. En resumen, primero definiremos
el problema aproximado para el sistema (2.18)-(2.19), en seguida probaremos la
existencia de solucion en dicho problema aproximado y finalmente procederemos a
extender dicha solucién de manera global. Para este ltimo procedimiento, haremos
tres tipos diferentes de estimativas y explicaremos de que manera se utilizaran los

limites para extender el problema aproximado.

3.2.1. Problema aproximado

Para cada m natural, definimos el subespacio generado
S = <w17”' 7wm> - H&(Q) y Im= <<17"' 7CWL> c M.

Para (ug,vg,10) en H, buscamos soluciones aproximadas

W) =Yl ¥ (0 = D bag(6(9), (35

Jj=1



34 Capitulo III. Buena colocacion del problema

tales que

(Ju” |putt’WJ>+<ungj>1+<umawj>1+/ooo u(s) ("™ (s), wi)rds+(f (u™),w;) = (h,w;),

(™ 40l Gy = (W (8), G m

para cada j € [1,m], con condiciones iniciales
u"(0) =g, w'(0)=vg' y " =g

Cada ug", v(",ny" es elegido de manera tal que

ul' — ug en Hy(Q), vf* — v en Hy(Q), n5* — no en M.

Reemplazando (3.5) en (3.6)-(3.7), obtenemos

Z&/rlrn(t)“u?l‘pwi?wj> + Z wwwj 1+ Zamz wzawj 1+
=1

i=1

m

YSUNCIAINED SUNCIHRONES SEMCIIRIN
Moo, denotames
(1) byt (1)
o= |0y b= |

(3.6)
(3.7)

(3.9)

+mei(t)/0m 1($) (G wyhads + (f Zam w)ywy) = (hywy), (3.10)

(3.11)
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Haciendo variar de 7 = 1 hasta j = m, obtenemos las siguientes matrices. Para el

primer término de (3.10),

(lug"Pwr,wi) (e Pwr,wa) - ([P, wm) || aga (F)
u|Pws, w uMPwa,we) - (Ul Pwa, Wi ar o(t
vy o | Q) Ponn) o) | | alatt)
([ud"[Pwm, w1) ([uf" P wm,wa) - ([0 W, W) | | G (F)
(3.12)

Para el segundo término de (3.10),

(Wi, wi)1 (w,w2)r o (Wi, W)t agﬂ(t)
. a"(t) _ (wa,wi)1 (w2, w2)1 (W, W1 a%z(t)
<Wm7w1>1 <wm7w2>1 <Wmawm>1 alrlnm(t)

como (w;,w;)1 = (—Aw;, w;) = A\;{w;, w;), entonces

A 0 - 0 al (t)
O R R 3.13)
0 0 A Lt
Asimismo, para el tercer término de (3.10),
A 0 - 0 A1 (1)
Koapy= | Ol (3.14)
0 0 Al Lamal®)
Para el cuarto término de (3.10),
(Chwim  (Chw)m - (Cuwmdm | | oma(?)
B b(t) = <C270'Jl>/\4 <<27‘f)2>/\/l (Czau‘fmbvt bm%(t) . (3.15)

(Crywi) i ACmywahrt = Gy Wiy ] | B ()
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Para el sexto término de (3.10),

(h,w1)

(h,wo)

<h7 w2>
Para el primer término de (3.11),

(G2 Gm) | | Vs (2) 10 ..
(Co, Cm) | | V() 01 ---

(€1, ¢) Gy G2)

Pl'b/(t) _ <C27:<1> <C2,<2>

CnC) (G oG] [0om®] 00

Para el segundo término de (3.11),

<gia Cl) <C{7€2>
Py-b(t) = <C2’: Sy <C27:C2>
<C;nvgl> <€;n7<-2>

Para el tercer término de (3.11),

<Z a;ni(t)wh Cm)/\/l
Por lo tanto, obtenemos la siguiente ecuacion matricial
(M(d'(t))+ K)-a"(t) + K -a(t) + B-b(t) + Fi(a(t)) = H,

PV (t)+ Py b(t) = Q(a'(2)),

(3.16)

b’m;(t)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)
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con condiciones iniciales

A1 (0) Am1 (0) bml (0)
m2(0 Ama(0 bmg 0
a(0) :=ag := :< ) , d(0):=aqy:= :< ) b(0) := by := ( )
A (0) A (0) b (0)
(3.22)
Haciendo el cambio de variable ¢(t) = a'(t), conseguimos
a'(t) c(t)
)| = |(M(c(t))+ K) ' (H — Fy(a(t)) — B-b(t) — K -a(t))| . (3.23)
b'(t) PrH(Q(c(t) — Py - b(1))
con condiciones iniciales
a(0) ao
c(0)| = |ap| - (3.24)
b(0) bo
Denotando X (¢) = (a(t), c(t), b(t))*, tenemos que
{ X' =F(t, X) (3.25)
X(0) = Xy

Definida en el conjunto S = [0,00) x W, donde, W = {X € R*: || X| < r¢} para
ro positivo tal que Xy € W.

Observemos en (3.23), que la inversa de las matrices Py y M (c(t))+ K estd garantiza-
do por (3.17), (3.12) y (3.13). Ahora, por la condiciones (Hs) y (H3) impuestas sobre
la funcién f y h, obtenemos que la funcién F' de (3.25) satisface las dos primeras
condiciones de la definicién 4.39. Veamos la tercera condicion, sea W un subcon-
junto compacto. Para conseguir la funcién my, medible e integrable que domine a
la funcién F(t, X), tomaremos la norma de F(t, X) e iremos estimando utilizando
propiedades sobre matrices vistas como transformaciones lineales limitadas (pues-
to que estamos en dimensién finita). Para evitar cargar la notacién utilizaremos el

simbolo ||.| para denotar cualquier norma y sobrentenderemos el espacio en que la
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norma esta siendo utilizada.
IFE XN < e+ [[(M(c(t) + K) ™ (H = Fi(a(t)) — B - b(t) — K - a(t))[|+

+HIPHQ(e(t) — P2 - b(1))|

< le®ll+ CoMIH — Fia(t)) — B-b(t) = K - a(t)]|+
+C|Q(e(t)) — P - b(t)]]
< le@ll + Co®UH + [ Fr(a@®)]] + Callb(@)]] + Colla@)])+

+CL([[Qe®) || + Cs[lb()]])-
(3.26)

Donde Cy(t) es la norma de || (M (c(t)) + K)~!|| en el espacio de las transformaciones
lineales; las constantes Cy, Cs, C3 y Cj4 son positivas que acotan a las matrices
P~', K, Py B respectivamente. Asimismo, observemos de (3.27) que ||H|| es una

constante, || Fi(a(t))|| es una funcién continua por (Hs) y ||Q(c(t))|| es continua por
(3.19). Asi, podemos definir

my ()= c(®)[|+Co () ([1H [+ F1(a(t)) [+ Cal[b@) |+Calla®) ) +Cr([[Qc(®) |+ Cs[[bE)[)-

Por lo tanto, el PVI (3.6)-(3.7) bajo la condicién inicial (3.8), posee solucién local
via el teorema 4.40. Ahora resta tomar el limite, en algin sentido, a cada término
para poder extender esta solucion de manera global, para ello necesitaremos estimar
algunos términos, lo que nos permitird extender, bajo el limite, estas soluciones

locales (u™,u",n"™) a todo [0, 0).

3.2.2. Primera estimativa

Como
m m

u () =Y an (e vy 0" =D by (D¢(s),

j=1 =1
entonces multiplicando a;,;(t) a la ecuacién (3.6) y by (t) a la ecuacién (3.7) y

sumando en j, obtenemos

<IUT|”UZL,U?“>+<UQ?7UT>1+<W,U§”>1+/O p(s) (" (s), uy rds+(f (u™), u")=(h, ui"),
(3.27)
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m= =" )+ (), 1) (3.28)

Ahora definimos los funcionales de energia que nos permitiran conseguir las estima-

tivas
Definicién 2.8. Se define
1 1 1
e(t) = 5IVu@llz + SIVu @z + SIV0 (Ol = Iu(t), we®), n' () s (3.29)
el cual es llamado “funcional de energia auziliar de (2.18)-(2.19)”.

Entonces, teniendo en cuenta el problema aproximado, denotamos

(1) = SO+ 3 IV (1 + ST (1) = N (), u(0) ™ ()
(3.30)

b

el cual serd llamado “funcional de energia auxiliar aproximada de (3.27)-(3.28)”.

Definicién 2.9. Definimos el funcional

E(t):pLHut( 1742 4 e / Flut))dz — / hu(t)de.  (3.31)

Este funcional serd llamado “funcional de energia del sistema (2.18)-(2.19)”.

Nuevamente, teniendo en cuenta el problema aproximado anterior, denotamos

m 1 m
(0= — IOl + e / Fum (#))dr — / i (Hde. (3.32)
el cual llamamos “funcional de energia aproximada del sistema (3.27)-(3.28)”. Deri-
vando (3.32)

d d 1
@t = LU pupongt+ Seni + L [ Faronie— 2 [ o
FE"(0) = G @IS+ e+ g [ Fam@)ds u

utilizando la relacién entre el producto interno y la derivada de una norma conse-

guimos (omitiendo la variable )

d m m m m m m m m m m

%E = (| [Pudy, ug) (™ uy (s ug >1+<77? Y a(f (™), w)) — (hy ),
(3.33)
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reemplazando en (3.27)-(3.28, obtenemos

d m m m m m
%E ) = =t 0" = ("™ "™ g <0, (3.34)

donde la ultima desigualdad es por el teorema 2.7. Integrando (3.34) de 0 a t,

obtenemos

E™(t) < E™(0), (3.35)

mas aun, podemos mejorar esta desigualdad a partir de las condiciones iniciales.

Para ello analizamos £™(0), en efecto

E"(0) = O35 + "0 + [ farO)de — [ (e, (330

de donde se observa que:

= Si suponemos que ||(ug, v, 0)||3, < R, entonces

gm(o) H(%navgl»% )||’2H

y por las convergencias de (3.8), obtendremos que €™(0) < @1(R) donde @, :

R™ — R™ es una funcién creciente e independiente del tiempo.

= Si suponemos que ||(ug, v, 0)||3, < R, entonces

1 pt2
SO < —5C RV 05 < —5Cr R = Qu(),

donde la primera desigualdad es por la inmersién Hy(2) < LFT2(Q) (que se
obtiene como caso particular del teorema 1.12 item a)) con constante C' > 0.
También, andlogo a ()1, tenemos que (o es una funcién cresciente e indepen-

diente del tiempo.

= Si supongamos que ||(ug, vo, M) |3, < R, entonces

/Q Flum o))z = | )i

por la hipétesis Hz tenemos que

s

() < Flupurt S v, < lul (ufyut S tm, < elfu ™) 2 a4 m,
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integrando conseguimos
/ f(w) < Co / jul?dz + ¢ / [ ™2dz + | = Collull? + cllull 2 + ma|€2,
Q Q Q

nuevamente, por la inmersién Hy(Q) — LYT2(Q) y Hy(Q) — L*(Q2) tenemos

. 1\?2
[ < (5) Gl vul+ o2 gulg + mjol.
Q 1
por lo tanto, existe una funcién ()3 creciente positiva tal que

/Q F(u™(0))dz < Qs(R).

= Si suponemos ||(ug, vo, o)||3, < R, entonces utilizando la desigualdad de Young
y la inmersién Hj(Q) < L*(Q)

| O)de < [l < el + 3o < el + 5 IV,
(3.37)

1
haciendo € = I obtenemos
1

1 1
(/mwmmg—m@+4wwﬁ. (3.38)
Q A 4
Analogo a los otros casos, existe una funcién Q4 tal que

[ oo < Qu(r)
Q

Por lo tanto, si ||(ug, vo,m0)||3, < R, y reemplazando las desigualdades de los ftems

anteriores en (3.36), obtenemos
E™(0) < Q2(R) + Q1(R) + Q3(R) + Qua(R).

donde funcién Qg := Q1 + Q2 + Q3+ Q4 es creciente e independiente del tiempo, tal
que
E™(0) < Qo(R). (3.30)

Observacién 2.10. Observemos que Qo(R), depende de ||h||, my, B, p, q, ||, M\
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y de las constantes de inmersiones.

Ahora veamos que existe una relacién entre €™ (¢) y £™(0). En efecto, como

1 m 9
P @)l > 0,

E™(t / Fum(@®))de — /Q hu™ (t)dx

y de (3.37) obtenemos

entonces

= [ e =~ - 1V O,
Q 1
por lo cual
Em(t) > / Flam e)de - -1 (3.40)

Resta estimar el término central del lado derecho de la desigualdad. Para ello, ob-

servemos de las hip6tesis (2.4), dado un € > 0 (pequeno) existe R > 0 tal que

f)

>—A\+e€ si |yl >R,
Yy

para A := A\ — € > 0 con € suficientemente pequeno existe una constante C' > 0 tal
que

Observemos que la constante C' > 0 también viene de 0 < |y| < R. Luego, integrando

de 0 a u respecto a y, obtenemos

A
f<u> 2 _§u2 - C'LL,
lo que implica

/f(u)dx > —3/ yumx—c/ u| dz > —)\/ |ul? de, (3.41)
Q 2 Q Q Q

donde X se obtiene por la inmersién de L? en L. Asimismo, por la observacién 1.14
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existe Ay positivo tal que

. Y 2\
/ fyde > — 2| Vul2 > —22e(0).
o ¥ ¥

Entonces para e positivo suficientemente pequeno, existe una constante A positiva
tal que
1
™ () 2 Ae"(t) — +I1hl3
1

para todo m > mg = myg(e). Por lo tanto,

- E™(t)+
e"(t) < — i

1
donde C}, = )\—HhHg Considerando (3.35) y (3.39), suponiendo que ||(ug, vo, 70)[|7, <
1

R, entonces existe ) : Rt — R™ cresciente que no depende de ¢ de manera que
m 1 m||2 1 m||2 1 t,m |2
() 1= LIV 3+ LIVuPIE + LIV < Q).
Con esta estimativa y recordando la inmersion Hy () < L*(Q2), concluimos que
(u™(t)) es acotado en L°(R*; Hy(S2)),

(' (1)) s acotado en L*(R; HY(©),
(n"™(t)) es acotado en L®(R™; M).

Esto implica, por el teorema 1.21, que estas sucesiones convergen débil estrella (sien-

do generalmente subsucesiones)
u™ > uen LR HI(Q)),

up'(t) = up en L (R Hy (),

n*™ 5 p® en L®(RY; M).

Observacién 2.11. La expresion n®™ significa la funcién n®™ : Rt — M, donde

n*"(t) = n"". De la misma forma con n°.
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3.2.3. Segunda estimativa

Antes de iniciar esta subseccion, recordemos que el objetivo de esta seccion es
poder tomarle el limite a cada término de nuestro problema aproximado (3.6)-(3.7).
En la primera estimativa obtuvimos el limite de los términos u™,u)" y n"™. En

esta subseccién el objetivo es tomarle el limite a u;; y para ello debemos estimar
t
/ |Vui(s)||ads para t € [0, 7] para 7 > 0 fijo.
0

Comenzamos multiplicando la ecuacién (3.6) por a;%j para enseguida sumar de 1

hasta m respecto de j, con lo que conseguimos

(Jug gy, wig )+ Vg |5 = <um,%’2>1—/000u(8)<77t’m( ), ug hds—(f(u™), wii)+(h, ugy),
(3.42)

y como {|u*|Puyy, uyy) es mayor o igual a cero, obtenemos
IVullz < =™, uh — / p(s) (0" (s), uig)rds — (f(u™), ug) + (h, uy). (3.43)
0

Observemos que para estimar || Vuj?||3, necesitamos estimar el lado derecho de (3.43)

e Estimando (u™, uy});.

(™, uif)y < [[Vu™ ||| Vg,

3 Estimando/ p(s)(nt™(s), ul})1ds.
0

/OOO () ("™ (s), ufhhds = /Ooo 11(s) [/Q Vn“m(s)vuggdx] ds

< [ IV vuds]ads

— ugasts ([ a6 )

= ||Vl ( / b b )| (s >uzds)

< Ivugaste ([ u(s)ds)é ([ wenwnmolgas)

1
= kg [V |2 | m-

Entonces -
/0 u(s) ™ (s), wads < k3 Vo™ (3.44)
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e Estimando (f(u™),u}}).

Por el item a) de la observacién 1.3, tenemos que
m m m m m m m 1
(Fm)ug) < I F@™)azzllugllgse < ClIVug2(CHIVU™ |2 + CF[ VU™ [57).

donde C' > 0 proviene de Hj(2) — Li"%(Q), ya que q € [0,4).

e Estimando (h,uy}).
Utilizando la desigualdad del producto interno y la observacién 1.14, obtenemos
m 1 m
(hs uy) < )\_HhH2HVUtt 2.
1
Por lo tanto, reemplazando todas estas estimativas en (3.43), conseguimos que

1 1
IVuit|l3 < [Vuggl2(IVu™ [ 4+kg 10" [ m+CCH [ Vu™ ||, +CCF| Vu ||%“+A—1Hh\lz)-

Anélogamente, como (ug, vo, 7o) es dominada por la constante R, existe Q : RT —

R™ creciente e independiente del tiempo de forma que
m||2 1 m||2 1
Va1 < SIVa | + SQ(R),

entonces

IVuil; < Q(R).
Ahora, sea 7 > 0 fijo con t € [0, 7]. Integrando de 0 a ¢ tenemos

/0 IVugi(s)|2ds < 1Q(R) < 7Q(R), 1€ [0.7]

Observemos que 7Q(R) depende de 7.

Por lo tanto, concluimos que
(u}}) es acotada en L*(0,7; Hy(Q2))

nuevamente, por el teorema 1.21, obtenemos que esta sucesiéon (siendo generalmente

subsucesion) converge débil estrella, es decir

ulm = wy en L2(0, 75 HY(S2)).
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3.2.4. Tercera estimativa

Finalmente, del problema aproximado (3.6)-(3.7), observamos que queda el término

|uy™ () |Pupy (t) por justificar su limite. Para ello serd necesario estimar |||u;" (¢) | ug" ()] HER
ot

Iniciando, tenemos

1 1
" @)1 u Ol ez = " @)][55 < CoH VU ()15

donde C' > 0 se obtiene de la inmersién Hy(Q) — LPt?(Q). Procediendo del mis-

mo modo que la segunda estimativa, asumiendo que ||ug, vo, 70|| < R tenemos que

existe una funcién Qs : R™ — R™ creciente e independiente del tiempo, tal que
Ifut" (@) u ()] o2 < @5(R), por lo cual
P

(Jui*|Puy™) es acotada en L*°(0, T; L%(Q))

3.2.5. Pasando el limite

Por las estimativas anteriores obtenidas podemos extender estas soluciones; sin em-

bargo, tendremos problema para extender los términos no lineales, por tal motivo

en esta subseccién estudiamos la convergencia ‘en algiin sentido’ para cada uno de

estos términos. Notemos que los términos no lineales del problema son

De igual forma, analizamos la convergencia del problema aproximado.

» Limite para |u;"|’u};.

Como vemos en la observacion 1.3, para cada t € [0, 7], tenemos que |u}"(t)[°u;" (t)
pertenece al espacio Lot (). Por la inmersién WH(0, 7; HL(Q)) < C([0, 7]; L*(Q)),

y pasando a una subsucesion, si fuera necesario, obtenemos
m . T2
Uy —> Ug €1 C([O,T], L (Q))a
esto se debe a las dos primeras estimativas. Ademas, tenemos

lug"[Puy® — |ug|Puy en casi todo punto en Q x [0, 7).
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Ademas, por la tercera estimativa tenemos que
(Ju*|Pui®) es acotada en L*°(0, 7; L%(Q)),

. . pt2
es decir, |uy"|Pu)" es uniformemente acotada en L#+1(€2) respecto a t € [0, 7].

Por el TCD (“Teorema de la Convergencia Dominada”) obtenemos

1

o+l OT<’“%"<t>|pu1”<t>,¢t<t>>dt — / et un(t), o(6))dt,

donde ¢ € D([0, 7]; Hy(£2)). Por otro lado, como

g oo, oo = [ e, o,

entonces
/0 g (6) P (), B(6) dt — / {ue®) P (t), (1)) .

Por la arbitrariedad de ¢, concluimos que

(luf (©)Pugz (t), o(1)) — (lue(®)[Pus(t), (1)) Vo € Hy(Q) c.t.p t € [0, 7).
(3.45)

» Limite para f(u™).
De igual manera, de la inmersién W5H(0, 7; H2(Q)) <> C(]0, 7]; L*(Q)) existe

una subsucesion tal que
u™ — u  c.t.p.en Q x[0,7],
por otro lado, dado que f es continua tenemos que

fw™) — f(u) ct.penx][0,7].

+2
Por la observacién 1.3 tenemos que f(u™) es uniformemente acotada en Lo+ (£2)

en relacion a la variable temporal ¢, entonces

/O (), vt — / "(F(u), @)t para todo ¢ € D((0,7); HL ().
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—Hl(Q)

Como D() = H}(9), entonces

(f(u™),¢) — (f(u),¢) paratodo ¢ € Hy(2) c.t.pt € [0,7].

= Sobre el limite para la ecuacién 2.19.
Se observa por la primera estimativa que n*™ € dom(T), y procediendo de la
misma forma que la observacién (1.4), la representacién para "™ esta dado

por
m u™(t) —um(t — s), si 0<s<t

n"ms) =9 . - V ,

no (s —t) +u™(t) — ug', si s>t

Ahora, como uy" — uy y 1" — no fuertemente, y recordando la primera

. . . b . .
estimativa, conseguimos que 7*" — 7* en L*(R™; M). Asimismo, obtenemos

—tm( ) u(t)_u(t_s), st 0<s<t
b S —
! no(s —t) + u(t) — uo, si s>t

y como 7*™ = n® en L(R*; M), lo cual nos dice que 77 = 7. Entonces, '
es una solucién suave para la ecuacién (2.19), y en particular, dado que ya

tenemos la representacion de 7', esto satisface (3.7).

Por lo tanto, por las diferentes estimativas y por los limites de cada término del
problema aproximado (3.6)-(3.7), podemos garantizar la existencia de solucién débil

para (2.18)-(2.19), lo que prueba el Teorema 2.5.

3.3. Dependencia continua de las soluciones débi-

les

En esta seccién presentamos y demostramos un resultado realizado por Conti,
Marchini & Pata [7], que muestra el cambio de las soluciones respecto al cambio
de las condiciones iniciales para el sistema (2.18)-(2.19). Este resultado serd crucial
para demostrar la unicidad de solucion en la siguiente seccion.

Sea 7 un nimero real positivo. Sean (u',u;,n™'), (v, uZ,n%*) € C([0,7],H) dos

soluciones débiles para el sistema (2.18)-(2.19), satisfaciendo las condiciones iniciales

(ul(o)’ ui(O), "707i) = 22(0)7
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donde ¢ = 1,2 tal que 21,2, € H. Dado que necesitamos probar la unicidad de

solucién, denotaremos la diferencia de dichas soluciones como

a=u'—u?, [=n"t-—n"% (3.46)

De donde se deduce que w, 7 € C([0.7],H) y Ty = u; — u.

3.3.1. Dependencia continua de soluciones débiles

Iniciamos esta subseccién presentando el teorema que afirma el cambio continuo de
soluciones respecto al cambio de las condiciones iniciales. Para demostrar este teo-
rema definiremos un nuevo sistema de ecuaciones, luego conseguiremos estimativas

convenientes para usar la desigualdad de Gronwall.

Teorema 3.12. Sea R un nuimero real positivo y u,u; y 7 como en (3.46). Si

|zill < R para i =1,2 entonces
Va3 + IV @) + 1713 < (1+7)QR)e™ ™Dz — 2|3, (3.47)

para todo t € [0,7], donde Q : RT — R™ es creciente y no depende de T positivo.

Demostracion. Definimos las variables
t t
w) = [udy v €)= [ o)y
0 0

También, definimos la funcién o : H}(Q) — L%(Q) tal que

v|vl|”. 3.48
Observacién 3.13.

p+2

» Siu€ Hy(R), entonces o(u) € Lo+1(R), pues

pt2 1 1 2
[loiFar = [ e = g3
Q Q (1 + p) p+1 (1 + p)p+l
Cp+2
< = IVullg < oo,
(14 p)rt

donde C > 0 es la constante de la inmersion Hy(2) < LFT2(Q).
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» De la misma manera que en la observacion (1.3), como L%(Q) = (L"2(Q))
y Hy(Q) — L72(Q), dado que p € [0,4) entonces L%(Q) < H'(Q). Porlo

tanto, tiene sentido la siguiente expresion
(o(u),6) == (o(u), ) -vge para todo ¢ € Hy.

Puesto que o(u) € L%(Q) — L (), entonces se puede ver a o(u) como

una distribucion.
» Por la condicion 0 < p < 4, la funcion o es mondtona (Ver [22] sec. 25.5a).

= Sea u y v numeros reales cualesquiera. Entonces, para cada 0 < p < 4 existe
¢y >0 tal que
o(u) —o(v)| < colful” + [v]?)[u —v].

En efecto, probamos el resultado para p € (0,4), ya que si p =0 la prueba es

immediata. Observemos que

1 1
o(u) —o(w)| = ulfu — |v|Pv] = ——(p+ 1)|€|°|u — v,
|o(u) — o (v)| p+1|H |v]Pv] p+1(p )€l [u — vl

donde & € [u,v], esto por el teorema del valor medio. Entonces, existe 6 € [0, 1]

tal que & = (1 — 0)u + Ov, entonces

|o(u) = o (v)]

(1= 0)u+ 0v|’|u —v|

< 2°||lu — Qul? + |0v]?||u — v|
< 21270l + |ul” + [v]?|Ju — v
< 27027 + Dful” + |v]?[|lu — |

Col[ul” + Jv[?||u = v].

Donde c, = 2% + 2°. Con lo cual probamos el resultado.

Entonces, integrando (2.18) de 0 a ¢, tenemos

ty1 d o0 ¢
- p+1 A A AnY _
/0 <p+1dt|ut| T Al + “*/0 1i(s)An (S)d8+f(U(y))>dy /Ohdy,
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asi obtenemos
o0 t
o (u;) + Awy + Aw + / (s)Ag(s)ds + / f(u(y))dy = th + g, (3.49)
0 0

donde
g = Aut(0) + o (1 (0)).

Ahora, definimos una variable para cada una de las soluciones (u', u;, n"') y (u?, u?, n"?)

de (2.18)-(2.19) de la siguiente manera

t t
wz(t)z/ u'(y)dy, 5“2/ n’'(s)dy, i=12.
0 0
Ademas, denotamos
w(t)=w'(t)—w(t) y € =¢'-¢”

Reemplazamos cada solucion (u',u;,n"!) vy (u? u?,n"?) en la ecuacién (3.49) y ha-

ciendo la diferencia, obtenemos que (w, Et) satisface el sistema

o(uy) — o(u?) + AWy, + AW + /0 M(S)Agt(s)ds +F =G, (3.50)

& =T¢ +w, —u(0) + 7", (3.51)

con condicion inicial
F(t) = /0 [f(u'(y) = f(u*)]dy, G = Aw(0) + o(u,(0)) — o (u(0)).

En efecto, como Et = ¢ — ¢y Ty = —n con n € Dom(T) y restando e integrando

las respectivas soluciones 7' y n’?, obtenemos

t t ¢
/ it —nlPdy = —/ et —n?dy +/ u (y) — i (y)dy.
0 0 0

De donde se tiene

t t
10 =70 = (00~ #(0) = = [ =gty + [
0 0
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por lo cual
& —7(0) = T¢ +7(t) —a(0).

De donde sigue la ecuacién (3.51). Por otro lado, multiplicando Wy, = u; — u? a la

ecuacién (3.50) obtenemos

(o(uy)—o(u?), W)+ { AWy, Wy )+ (AW, mt)+/ooo u(s)(ft,@tthds—l—(F, Wy) = (G, Wy).
(3.52)

y por la monotonia de la funcién o, (o(u;) — o(u?),wy) > 0, obtenemos
_ _ °° Sty _ _
IV@ull5 < — (@, W) —/ 1(s)(€ (8), We)1ds — (F, W) + (G, Wy).  (3.53)
0

Con la idea de tener un mejor panorama sobre el sistema (3.50)-(3.51) definimos el

siguiente funcional.

Definicién 3.14. Definimos
1 o 9 1 o 2 1 =t 2 _ _ =t\ 12
A(t) = S IVo@)llz + S IV@O) |l + SIE I = @), we(t), )l (3.54)

El cual es llamado “Funcional de energia auxiliar para (3.50)-(3.51)”.

Nuestro objetivo en esta subseccion es acotar de forma conveniente cada término
de (3.47), para tal efecto servird la Energia auxiliar de (3.50)-(3.51). Para ello,
dividimos la prueba en tres etapas.

Prueba del teorema: Estimacién para ||[Vu(t)]|3

Observemos que

SA(E) = ), T + @), B + (€ T (3.55)

Entonces, multiplicando w; a la ecuacién (3.50) y Et la ecuacién (3.51), obtenemos

(0(uy) — o(uf), We) + (AWy, W) + (AW, W) + @tawt%w + (F,wy) = (G, wy),

=t —t =t —t __ =t _ |
(€ € = (T€, &) pa + (@4, € ) — (@(0) = 7%, € ) m,
reemplazando estas dos ecuaciones en (3.55) obtenemos

d

) = (T E ) (o (u)) =0 (), W) —(F.00) +(G.00) + (1 —(0), € ). (3.56)
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Ademas, observemos que

d
- E(F,@—{—Et) -+ (Ft,ﬁ—kﬁt} - —<F,@t> - (F,@@, (357)
d, . _ L
%<G, w + wt> = <G, W + wtt); (358)

ahora, como <T§t,gt> M < 0 por el teorema 2.7, obtenemos que (3.56) resulta

iA(l‘) < —(o(u}) = o(u}), @) — (F,w0) + (G, ) + (7° = 1(0), €

e Y. (3.59)

Sumando las desigualdades (3.53) y (3.59), y teniendo en cuenta las igualdades
(3.57)-(3.58), obtenemos

d d
SN+ IVTall} < ~(o(ud) — o), W) — SH{F.T+T) + (F, T+ )

# G+ 1 = 0),E e — (.00~ [ ()€ (), s

(3.60)
Por otro lado, de la hipétesis ||z;]| < R, existe Qp : Rt — R* creciente que no
depende de t, de modo que

Va3 + [IVugll3 + [In" 13 < Qo(R)  parai=1,2. (3.61)

Observacion 3.15. Para evitar recargar la notacion, en adelante, denotamos por

Q(R) a cualquier funcion cresciente no dependiente de t que mayore a Qy(R).
Antes de estimar (3.60) veamos la siguiente observacion.

Observacion 3.16. En la estimativa anterior, hemos utilizado la observacion 3.15

y el teorema 1.6, puesto que

,0+ 1 L+ r
p+2 p+2 p+2

Esto se usarda en adelante.

e Estimativa para (o(u}) — o(u?), w,).
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Utilizando H} () < L’T2(Q) y observando que Wy = u; — u;, tenemos que

(o(uy) — o(uf), W)

IN

co [ (udle + i) dz
Q

IN

CJHU% ’|g+2|‘wtt”p+2”wt”p+2 + CUHU?HZ-MHmtt||p+2‘|mt||p+2

IN

OV |5 Vit 2| VTel2 + coClIV 6 (5] Vet ]| V|2

IN

Q(R)IVwu Vw2 + Q(R) Vw2 Vw2

IN

1, _ _
§vatt”§ + Q(R)||[ Vw3

e Estimativa para (7" — H(O),Et)M.

— _ =t __ _ =t
(@ —1(0), & )m < V()13 + 171134 + crll€ 134,

donde ¢; > 0 es una constante del lema 1.4.

e Estimativa para (w, W), —i—/ M(S)<Et(3)uwtt>ld&
0

<@a@tt>1+/ u(s) (€ () Wu)ids < (Vs + kZIIE a0 VT2
0
_ —t 1,
< o(IVal; + 1€ 113) + §!|tht|!§,

donde ¢y > 0 es la constante que viene del lema 1.4.
Estas dos estimativas se consiguen de manera analoga a la segunda estimativa de
la seccion anterior. Asi, reemplazando estas estimativas en la desigualdad anterior
(3.60), obtenemos

d d

1
E/\(t)JrIIV%H% < §||thtl|g+Q<R>vat“g_%<F)m+wt>+<Ftaw+wt>

d o _ _ —t
+ (G W+ W) + IVa(0)15 + [17°1 34 + 1 ll€ 1134

_ =t | —
Fea IVl + 1€ 1150 + S IVwl3.
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1 1 1 =
Recordando (3.54), A(t) := §||Vw(t)\|§ + §\|V@t(t)\|§ + §||£t|].2M, obtenemos

CAW) < 2RI ~ S(Fw ) + (B, w47,

d
+ (G + W) + Va0 5 + 713 + CoA®),

donde Cj es una constante que depende de c1, ¢3. Por lo cual, obtenemos

iA(t) < Q(R)A(t)—i<F,m+m>+%<G,w+wt)+(Ft,m+m>+\|W(0)y|§+|\ﬁ°|ﬁ4.

dt dt
(3.62)

Ahora, integramos (3.62) en el intervalo (0, s) respecto de t (s € [0, 7]), tenemos

As) = A(0) < Q(R)/OSA(t)dt—<F(S),@(S)+@t(8)>+<F(0)>@(0)+@t(0)>

+(G, w(s) +w(s)) — (G, u(0)) + /0 (Fy(t),w(t) +wy(t))dt

+s([VaO)|3 + 17°l34)-

1 1
Como que A(0) = §]|V@t(0)|\ = §HVE(O)H y F(0) =0, obtenemos

A(s) < Q(R) /:A(t)dt — (F(s),w(s) +w(s)) + (G, w(s) +w(s))

(G a(0)) + / (R, () +m(0))dt + (14 ) [ VEO) |2 + 5|70
(3.63)

Ahora, observemos que
(F(s),w(s) +wi(s)) < ClF(s)l[m-1(0IVW(s) + Vwi(s)|2
1 _ _
< €CE )10 + 5 (IVBEIE + [IVE(s)]3)

1
< €CQI|F(S)II§1—1(Q>+ZA(S),

donde ¢ > 0 viene del lema 1.4 y la constante C' > 0 de la inmersién Hg(Q) <

L72(Q). Procediendo de manera similar para § > 0, obtenemos

1
(G, w(s) +Wi(s)) < C*)|Gllfg-110) + 5A0).
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Entonces, ajustando valores para € y 0 obtenemos que
—(F(s),70(s) + Tuls)) + (G.0(s) +T1(5)) — (G.(0)) < e F($)]-s gy + el Gl

1
+5A(s) + | Va(0)s,
(3.64)
donde ¢ = ¢(¢,0,C) > 0.
Ahora, sustituyendo (3.64) en (3.63) obtenemos
s 1 u
A(s) < Q(R)/O A©)dt + e F(s)[5-1(0) + el Glli-1(0) + 5A(s) + el Va(O) I3

[10pt] + / (Fi(1),@(t) + @i(1)dt + (1 + s)[[Va(0)[[3 + s[[7°5-
0
o Lo vz Lo vz o 102
Recordando que [|z; — 2|3, = §||Vu(0)||2 + §|\Vut(0)||2 + §||77 |44 obtenemos

As) < QR) / ALYt + ol F() 31y + ol G
(3.65)

- / E), W) + W)t + o1+ )21 — 2l

donde ¢y > 0 es una constante que depende ¢ > 0.
Ahora estimamos el lado derecho de (3.65).

e Estimativa para ||F(s)||3-1 o
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Como ¢ € [0,4) y por la inmersién de L%(Q) en el espacio H'(£2) conseguimos

q+2 q+2
IG5 g < CIF(s) i =cl / - F )yl

=¢ /Q[/O clul(y) — w*()|(1+ [u ()|* + [u(y)[*)dy) 7 do

= C/ / (14 [ (1)]2 + [u2(m)]) 75 [u (y) — u?(y)| 71 dady
0 Q

s g o
< Csehicht / </(1 +[ul]? + |U2’q)gﬁq:1dx> - (/ |g|q+2dx) - dy
o \Jo .

< quilcgﬁ/ (Cl + 02||Vu1||q+2 —I—Cg||VU2||q+2> (C ||vu||q+2) Ty
0

q+2

< sHQ(R / Va1 dy,

donde en la primera desigualdad C' > 0 es una constante de la inmersién Lot (Q) —
H™'(Q); en la cuarta desigualdad, se utilizé la desigualdad de Holder Generali-
zada; en la quinta, las Cy,Cy, O3 > 0 son constantes de la inmersién Hj(Q) —

L1*2(Q), y para la tltima desigualdad utilizamos (3.61). Ademas, Q(R) depende de
¢, C,q,19, R. Ahora, como

5 < 1, conseguimos que

q -+
2 q+1 2(a+1)
PO g < sT2QR ||w 5 dy) B
< SQ(R) / ||va<y>||3dy (3.66)
0
<

SQ(R) / “Aly)dy.

e Estimativa para ||GH§{71(Q).
Realizando técnicas multiplicativas similares a la la estimativa || F(s)[|7;-1(q), obte-

nemos que

IN

1 2 = o 1 2 otz et2
lo(ug (0)) = o (uz (0)) 1722 5’ /Q(\ut(o)|”+ |ui (0)[7) #+7 [, (0) ]+ dw

P+l
p+2

QR)[IVa,(0)ll5™,

IN
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esto equivale a
G F-1() < Q(R)[[VE(0)]f3- (3.67)

e Estimativa para / (Fy(t),w(t) + we(t))dt.
0

Razonando de igual manera que la estimativa de |G ||12L1_1(Q), obtenemos que F; se

estima
et2 et2 pt2 pt2  p42 o+2
IFIES = 1) —f ()53 < e /Q<1+|u1|p+|u2|ﬂ>5+l [al 7 de < QR)[Valls™,
P P

donde ¢ > 0 es de la hipétesis (2.3). Por lo cual
IE (D)l oz2 < QR)|[VE|2.
Entonces
/05<Ft(t)@(t) +w(t)dt < /0 (QR)[IVallz) (o) llpre + [[w: (@) p+2)dt

< Q(R) /0 V@ llo([[V@(@) 2 + [V (t)||2)dt

IN

1, 1, _
QR [ 51w+ FIVTOI + | Vo

< Qo) [ A

Donde, principalmente, hemos utilizado la inmersién L%(Q) — H(Q) y la ob-
servacion 3.15.

Entonces, reemplazando estas estimativas en la desigualdad (3.65), obtenemos

M) < Q) [ AW+ Q) [ Awdy+ Q)T OB
0 0 (3.68)

1Q(R) / A+ o1+ 8)]| 2 — 2,

esto implica que

A(s) < (1+8)Q(R) /OSA(t)dtJr (1+ $)Q(R)||z1 — 2%, Vs € [0, 7].
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Finalmente, usando el Lema 1.22, obtenemos
A(s) < (14 8)Q(R)e™ QR 12 — 52, Vs € [0, 7). (3.69)
Que en particular
IVa(s)l < (1 +7)QR)e™ VUMD |zy — 2|3, Vs € [0,7].

Prueba del teorema: Estimacién para ||Vu|3

Recordemos la estimacién para wy, que proviene de la desigualdad (3.53), es decir
_ _ > =t _
IVwull < @+ | n(9)AE (s)ds + F(t) - G
0
Notando que w;; = w;, obtenemos

_ 1 o 1y 1,
Va5 < ()\—IHV’LUHz +EGNIE v+ 1l a-1(9) + 1Glla-10))* + §HVUtH§7

N | —

y por la desigualdad (3.69) y (3.66)-(3.67), obtenemos
IVE(s)]l3 < (1 +7)Q(R)e DD 2 — 23, Vs € [0,7).

Prueba del teorema: Estimacién para |||,

Finalmente, para estimar [|7’||3,, primero aplicamos 7 a la siguiente igualdad
7, =11+ w.
De lo que sigue
d 2 _ _ Sl [ (= —112 = 112
2 Ml = T, Mo+ (T Mo < kg [IVE 2l < 171+ cllVadl; — (3.70)

donde la constante ¢ > 0 es por el lema 1.4.

Nuevamente, usando el Lema 1.22 en (3.70), y observando la estimativa sobre

|V ||2, obtenemos

17°134 < (1 +7)QR)e™ DUV 2 — 23, Vs € [0, 7).
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Por lo tanto, sumando todas las estimativas anteriores tenemos que
IVa(s)[I3 + V()15 + 17134 < (1+7)Q(R)e™ W]z — 2|3, Vs € [0,7],

con lo cual se prueba el teorema.

3.4. Unicidad de soluciones débiles

Teorema 4.17. Sea 7 > 0 fijo pero arbitrario. Dado el sistema (2.18)-(2.19),
con condiciones de frontera (2.20)-(2.21) y condiciones iniciales (2.22). Suponien-
do ciertas las condiciones (Hy)-(Hy). Si (ug,vo,m0) estd H y h pertenece a L*(Q),

entonces (2.18)-(2.19) posee una unica solucion débil en [0, T].

Demostracion. Por el teorema 2.5, sean (u,u;,n") y (v,v;, &) dos soluciones para

(2.18)-(2.19) con las condiciones iniciales (2.22). Entonces tomando

EZU—U, ﬁt:nt_§t7 21 = (UOaU())T]O) = Z2.

y por el Teorema 3.12 tenemos
Va3 + 1IVa®ll3 + 713 < 1+ 7)QR)e™ D2y — 2|3, vt € [0, 7].

Como 2; = 29, obtenemos que (u,us,n") = (v, v, ") para todo t € [0,7], lo que

prueba la unicidad de la solucién débil. O



Conclusiones

En el presente trabajo se estudio la ecuacion viscoeldstica no lineal con memoria
|0yu|POpu — Adyu — aAu + / p(s)Au(t — s)ds + f(u) = h, (P)
0

con dominio  C R? acotado, con condicién de frontera tipo Dirichlet y los pardme-
tros a > 0, p € [0,4), asumiendo condiciones sobre f, h 'y p. Asimismo, listamos las

conclusiones a las que llegamos, asi como también los trabajos a futuro.

[a)] Por las condiciones exigidas sobre la historia pasada de la solucién futura u
se consiguié formar el espacio de Bochner M, y ello permitié definir un sistema
equivalente a (P) cuya solucién estaba definida en Hy () x Hy () x M.

[b)] Por las condiciones exigidas sobre €2 y las funciones f, h y p, se demostré la

existencia y unicidad de solucién de (P).

[c)] Asimismo, las condiciones de crecimiento y de disipacién sobre la funcién f
fueron cruciales para demostrar la dependencia continua de soluciones, de donde se

obtuvo la unicidad.

[d)] En adelante, puede estudiarse la ecuacién de evolucién con memoria hereditaria
y variable densidad

t
|0vu | Opu — Adyu — aAu + / p(t — s)Au(s)ds — vyAdwu = f(u)

—00

(z,t) € Q x RY,
u(z,t) =0, (z,t) €90 xR,

L ou(z,0 =uy, ulz,0)=u;, x€§,

donde €2 es dominio acotado en R", bajo ciertas condiciones sobre f y i se demuestra
la existencia y unicidad del problema. Para mayor detalle consultar F. Li [14]. Asi

como analizar estudiar la existencia de atractores globales (véase [8, 16]).
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