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RESUMEN

Método del Punto Proximal y su Aplicacion

a Modelos Economicos

Se considera el siguiente problema de optimizacion:
(P)min{f(x): x = 0}

donde f:M — R U {+o0} es una funcién propia semicontinua inferior y x >0
denota que todas las componentes del vector x son no negativas.
Se analiza la convergencia de un método de optimizacién denominado método
de punto proximal para resolver el problema dado para el caso no convexo y
aplica los resultados de convergencia a la solucion de problemas econémicos en
particular de microeconomia. EI método considera un punto inicial x, € R"++
(arbitrario) y genera una sucesion de puntos {x*} dada por:

0 € A(f() + (A /2)A(, x* 1)) ("),
donde 0 es el subdiferencial de Fréchet, donde d es un tipo de distancia que
asegura que las iteraciones se mantengan el interior de las restricciones y 4, es
un parametro positivo para cada k, donde A, cumple una funcion de
regularizacién, esto es, no puede ser tan pequeno ni tan grande. Con respecto a
la aplicacién del método a la microeconomia, presentamos un ejemplo cuando
la funcion objetivo es una funcién de produccién e implementamos el algoritmo
para resolver el problema. También presentamos adicionalmente algunos
experimentos numéricos de la implementacion del algoritmo que dan
confiabilidad a los resultados tedricos.

Palabras Claves: método de punto proximal, funciones no convexas,
convergencia global, funcién de produccién.



ABSTRACT

PROXIMAL POINT METHOD AND ITS APPLICATION TO ECONOMIC
MODEL

LUCY HAYDEE DE LA CRUZ CUADROS
ENERO - 2022
Adviser: Dra. Esther Berger Vidal

Obtained Degree: Master in Operational Research.

We consider the following optimization problem:
(P)min{f(x): x = 0}

where f: M — R U {40} is a proper lower semicontinuous function and x > 0

denotes that all the components of the vector x are nonnegative.

La present thesis analise the convergence of an optimization method called
proximal point method to solve the above problem for the non convex case and
applied the convergence results to the solution of economic problems in particular
in microeconomy. The method considers the initial point x, € R™ ..(arbitrary) and

generates a sequence of points {x*} given by:

0 €(f() + (A /2)d (., ¥ 1)) ("),

where 3 is the Fréchet subdifferential, d is a certain distance which assure the
iterations restaint in the interior of the constraints and A, is a positive parameter

for each k.

With respect to the applications of the proposed method in microeconomy, we
present an example when the objective function is a production function and we
implemented the algorithm to solve the problem. Also, we additionaly present
some numerical experiments to obtain confiability of the theory results.

Keywords: Proximal point method, quasiconvex functions, global convergence,
production function.
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Capitulo 1
INTRODUCCION

1.1 Situacion Problematica

Las aplicaciones de la optimizacién matematica son muy importantes y de gran
interés en la comunidad cientifica y tecnol6gica, por ejemplo, en los negocios, en
la administracion, en la economia, las ingenierias, entre otros, motivo por el cual
su estudio se ha intensificado en los ultimos 20 afilos mediante publicaciones
cientificas, eventos internacionales, libros de especialidad, creacion de nuevos

softwares de optimizacion, entre otros.

Los modelos de optimizacion matematica consisten en minimizar o maximizar
una determinada funcién limitado con recursos escasos en su dominio. Uno de
estos modelos en el campo de la Teoria Econdmica es la toma de decisiones del
consumidor, que consiste en maximizar la utilidad entre todos los bienes que se
encuentran a su disposicion, es decir, se trata de escoger las mejores opciones
entre aquellas que sean posibles.

Recientes avances en estos modelos econdmicos consideran problemas de
optimizacion no convexa como modelos mas cercanos a la realidad y por ende
se necesita de un software para poder resolver esta clase de problemas. Los
métodos de optimizacion existentes en la actualidad, en general, no garantizan
encontrar la solucion éptima después de una serie de iteraciones, por lo tanto,
es necesario realizar mas investigaciones para verificar si el método o la

extension de este es capaz de encontrar estos puntos éptimos.

El “Método del Punto Proximal” , introducido en los afos 70 por Martinet (1970)
es el mas atractivo para estudiar una clase de Métodos de Optimizacion No
Convexa, por algunas razones: una de estas es la intima relaciéon con la Teoria
de Convergencia de los métodos de multiplicadores que son utilizados en
muchos softwares para resolver problemas de optimizacion con restricciones;
otro motivo es que son considerados los mejores métodos para resolver
problemas dificiles de optimizacion; otra razén es que las iteraciones del método
funcionan de una manera totalmente natural para encontrar el siguiente punto

que se aproxime a la solucién pues la funcidn que se va a minimizar en la



iteracion actual tiene mejores propiedades de convexidad que la funcion original
y, por lo tanto, es de facil implementacion.

En esta tesis extendemos el “Método del Punto Proximal”, en la resolucién de
problemas de optimizacion no convexa y lo aplicamos a una clase de modelos
econdmicos en teoria de decision. Este método como cualquiera de los
métodos de optimizacion genera una sucesion de puntos y bajo algunas
condiciones de convexidad converge al 6ptimo del problema y si quitamos la
condicion de convexidad a la funcion objetivo convergira a un punto critico del
problema.

Este trabajo aporta al progreso de una eficiente solucién de problemas con
funciones objetivos son cuasi-convexas usando una extensién del método de
punto proximal. Anteriores trabajos resultan ser casos particulares de nuestro

enfoque general.

El procedimiento del método es el siguiente: considerando el problema en el
ortante no negativo y dado un punto inicial en el interior de este conjunto el
algoritmo en la iteracion k-ésima tiene un punto ya conocido x*~! cuyas
componentes son estrictamente positivas y encuentra un punto critico x* de la
funciéon f(-) + (A /2)d(.,x*"1), sin considerar ninguna restriccion, observe que
la funcion depende del término conocido x*~!, por este motivo es llamado

método proximal. A diferencia de otros métodos para funciones no convexas este
método no es un método heuristico ni probabilistico.

1.2 Formulacion del Problema

1.2.1 Problema General

¢, De qué forma sera posible utilizar el Método del Punto Proximal , para
resolver modelos econémicos de optimizacion para la toma de decisiones,
¢con funciones no convexas?

1.2.2 Problemas especificos

¢ De qué manera sera posible utilizar el Método del Punto Proximal, para
problemas de maximizacién o minimizacién no convexa?

¢, Cdémo sera posible extender el método de punto Proximal propuesto a modelos

de decisidon en microeconomia?



1.3 Justificacion Teorica

No existe una teoria de convergencia de un algoritmo que obtenga éptimos
globales de problemas de optimizacién no convexa.

Muchos algoritmos de optimizacién que funcionan para problemas convexos no
siempre funcionan o no pueden ser extendidos para resolver problemas no

convexos.

Todos los softwares de optimizacion estan basados en algoritmos de
optimizacién y un buen funcionamiento del algoritmo se basa en sus propiedades
tedricas de convergencia y que debe ser probado matematicamente. Otro
método de optimizacion puede existir para resolver el mismo problema y las
técnicas para saber qué método es mejor esta basado en sus propiedades de
convergencia y su velocidad de convergencia. Es por eso que es importante

analizar las propiedades de convergencia de un método de optimizacion.
1.4 Justificacion Practica

Los modelos de optimizacidn que aparecen en economia, por ejemplo, en el area
de teoria de decisidn, estan relacionados naturalmente a la no convexidad de la
funcion obijetivo, por lo tanto, es de interés estudiar algoritmos que puedan
resolver esta clase de problemas.

Actualmente no existen softwares eficientes de optimizacién para resolver

problemas de optimizacién no convexa.

Dariamos una opcidn a los especialistas para construir prototipos o software de
optimizacidén que consideren los casos no convexos usando el “Método del
Punto Proximal”y sus variantes.

1.5 Objetivos
1.5.1 Objetivo general

Aplicar el “Método del Punto Proximal” para resolver modelos econémicos no
lineales en funciones no convexas.

1.5.2 Objetivos especificos

Proponer una extensioén del " “Método del Punto Proximal
problemas no convexos de optimizacion.

para resolver

3



Verificar si la extensién propuesta del “Método del Punto Proximal” es aplicable
en la resolucion de problemas de decision en microeconomia.

1.6 Hipotesis
Hipétesis general

Usando un concepto de subdiferencial de Fréchet es posible extender el
“Método del Punto Proximal” para solucionar modelos econdémicos de
optimizacién para la toma de decisiones, con funciones no convexas.

Hipétesis especificas

e Usando un concepto de subdiferencial de Fréchet es posible extender el
“Método del Punto Proximal” para solucionar problemas de optimizacién
no convexa.

e Usando un concepto de subdiferencial de Fréchet es posible extender el
“Método del Punto Proximal” para solucionar problemas de decision en
microeconomia usando Cobb Douglas.

Capitulo 2



MARCO TEORICO

2.1 Marco Filoséfico o Epistemoldgico de la Investigacion

Esta tesis parte de un marco filosofico matematico de la Investigacion de
Operaciones, basado en la extension de un algoritmo que genera a partir de una
sucesién de puntos que basados en demostraciones ldgicas daran como
resultado la convergencia hacia un punto critico en el caso no convexo y al
optimo en el caso convexo, luego, basandonos en el mismo marco, aplicamos el

algoritmo a la solucion de una clase de modelos econémicos.

Cuando tenemos un problema cuya formulacién matematica tiene una funcién
objetivo no lineal con recursos escasos de un problema es una funcién no lineal,

entonces decimos que pertenece al area de la Programacién No Lineal.
2.2 Antedecedentes de la Investigacion

El Método del Punto Proximal para minimizar funciones convexas sin
restricciones fue introducido por Martinet (3) en1970 y fue muy estudiado por
Rockafellar (1976 i) para resolver problemas mas generales de encontrar ceros
de operadores mono6tonos maximales, De la Cruz,L, Papa E. (2013) , ver
definicion 2.3.20.

El algoritmo es el siguiente:

Sea f: R" — RU{+} una funcién propia dada la definicion 2.3.5, semicontinua

inferior, ver definicion 2.3.3 y consideremos resolver el problema de minimizacion
min{f(x) : x € R"} (2.1)
donde f es convexa, esto es cuando f satisface:
fAx+ A =Dy <Af () + A =Df(y), x,yedomf

Se da una sucesién de puntos {x*}, con un punto inicial x°, y un cierto k = 1,2,....
si 0 € df (x*1), donde

f(x) ={s: f(y) = f(x) + s"(y — x),VyeR"}



es el subdiferencial de f para funciones convexas (que es la generalizacién del
vector gradiente Vf para el caso donde f no es diferenciable) entonces el

algoritmo finaliza. Caso contrario, encuentra un x* € R" tal que
. A
xK € argmin {f(-) + (7") || —xk_lllz} ,

que significa que xX es un punto de minimo de la funcion f(-) + (%) ||e —xk1||2
y A, €s un parametro positivo para cada k. Se demuestra en Kaplan y Tichatsche

(1998), que se cumple que:

+00

D=t

= M
decimos,que la sucesion {f(x*)} tiende al infimo de f , ademas el conjunto no
vacio de soluciones 6ptimas, en general los métodos proximales cuando el

parametro tiende a cero la convergencia es superlineal, luego, {x*} converge a

una solucién del problema.

La funcién que cumple el parametro A, es asegurar la convergencia de la
sucesion {x*}, este parametro es independiente en el sentido que es un dato
inicial del algoritmo y en un caso practico puede tomarse como A, = 1/k,, A, =
1, donde k es un numero entero positivo que contabiliza las iteraciones del

algoritmo.

Posteriormente Kaplan y Tichatsche (2004) estudiaron el método para una clase
de funciones no convexas cuando la funcion regularizada f(-) + (%) [[o —x®=1|?

que significa que a la funcién principal le adicionamos a una funcion fuertemente
convexa y diferenciable, (una funcién ges fuertemente convexa si g(dx +

1-2Dy)<Ag(x)+ (1 -21Dg(y) —ur(l—2)|lx — y||? para todo x,ye dom g) es
fuertemente convexa en un conjunto convexo bajo una adecuada eleccion de A,.

Los autores probaron que la sucesién finaliza en un ndmero finito de iteraciones
en un punto estacionario o todo punto cimulo de {x*} es llamado punto

estacionario de la funcién f, ver Definicion 2.3.27.



Cuando f es propia (el dominio no es vacio y todo punto del dominio no es -)
ver Definicion 2.3.5, localmente Lipschitzana (que significa que la funcion en una
vecindad es Lipchitziana), no diferenciable y sobre todo cuasiconvexa, ver Pan
S, Chen JS (2007) es,

fx + (1 =Dy) < max{f(x), f(y)}, xyedomf,

Papa Quiroz y Oliveira (2012ii) introdujeron el siguiente algoritmo: dada una
sucesion de parametros positivos {1,} y un punto inicial x° € R", para cada k =
1,2,.., Si 0 € 3 (f(x*1), entonces, el método finaliza. De otro modo buscamos

un x* € R™ tal que

0€0(f() + i /DI =x*HIP)(x"),

donde 4 es el subdiferencial de Fréchet esto es:

fO)—f(x) —(s,y —x) - 0}

f(x) = {seRn: lim inf,_, Ty ==

y A, €S un parametro positivo para cada k.

Observemos que este método es una extensién del "Método del Punto
Proximal" con funciones no convexas, en efecto si f es convexa entonces la
iteracién se convierte en:

x* = argmin {f(x) + (};—k) lx —x*"1||%:x € ]R”}.

Se observa también que esta metodologia solo necesita encontrar un punto
estacionario, ver definicion 2.3.27. 0 € 4 (f(") +(A« /2) II . - x*"12)(xk) (no
necesariamente un minimo global) de la funcién regularizada, entonces, el
algoritmo puede ser usado satisfactoriamente en cada iteracion, ya que al ser un

problema no convexo esta puede tener puntos criticos que no son minimos.

Si f es semicontinua inferior, ver definicion 2.3.3 y acotada inferiormente
entonces las iteraciones {x*} son bien definidas y si f es cuasi-convexa,
entonces {f(x*)} es no creciente, {x*} converge a un punto estacionario del
problema (P). Definiendo un conjunto X = {x: f(x) < f(x*), vk} que contiene el
conjunto de soluciones Optimas del problema podemos obtener que, si el

conjunto de X es vacio, entonces;
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Si el conjunto de X es no vacio y {1,} son acotados, entonces {x*} converge a
un punto critico. Ademas, si cada x* es un minimo global de la funcion
regularizada dado por (f() + (A/2)|l.,x* 1> y Ak = 0 se probd que {x*}
converge a un punto minimo del problema. Como caso particular, se obtuvo la
convergencia del método a un punto minimo global para funciones
pseudoconvexas y convexas. Recordemos que una funcién es Pseudoconvexa
siparatodo x,y € dom f: Vf(x)T(y — x) = 0, entonces f(x) < f(y).

Tomamos la resolucion de un modelo de optimizacion en general de la forma:
(P)  Min f(x)

sa. x EDcR"Donde f:R" >R - es una funcién, comunmente
continua y diferenciable, y D es el dominio de factibilidad del problema,

generalmente dado por:
D={xeR"/gi(x)=b; i=1,..,m; h(x) <d,r=1,..,1}

Decimos que x* € D es un minimo global o solucién éptima del problema
P) ssi:

f(x*) < f(x) paratodox € D
Por otra parte, decimos que x" € D es un minimo local del problema P)

ssi: f(x") < f(x) paratodo x en una vecindad (x € D n (x",€))

Ahora, consideremos el problema restricto al ortante no negativo

min{f(x) : x = 0}, (2.2)

Donde f: R™ - R U {4+00} es una funcién propia ver, Definicion 2.3.5, acotada

inferiormente y semicontinua inferior, ver definicion 2.3.3.

y x = 0 significa que x; = 0,Vi = 1,...,n; el método de punto proximal para esta
clase de problemas genera una sucesion {x*} dado por x° € R* + + (punto

arbitrario)



x* € argmingo{f(x) + Axd(x,x* 1)}, (2.3)

Donde la funcibn d cumple con algunas propiedades aceptables pues se
parecen al de una distancia euclidiana con la condiciéon de que las iteraciones
esten dentro del interior de un conjunto de restricciones y 1, es un parametro
positivo. Mostraremos algunas funciones basadas en distancias con esta

metodologia:

Definicion 2.2.1 Distancias de Bregman, Kullback-Leibler). Ver Kiwiel 1997:

n

Dy, (x,y) = Z (xi log (;%) +yi— xi)-

i=1

donde h: R™ - R es una funcion de Bregman ver Eckstein J (1998) ,(ver la

definicién formal de funcién de Bregman, Solodov MV, Svaiter BF (2000)

Definicion 2.2.2 Distancias ¢ —divergentes:

n x1
dpry) =Y yio (),
— Vi
=1
n

d@y) = ) (v0g(5}) +x— )

i=1

donde ¢: R+ —» (—o,+0) es una funcion que cumple con algunas propiedades
de diferenciabilidad y convexidad tal que la distancia se transforma en
estrictamente convexa en la primera variable, ver Auslender y Teboulle (1999).

Asumiendo que f es una funcion propia ver definicion 2.3.5, semicontinua

inferior, convexa,

domf N R™ + + # @ y {A,} satisface
o 1
Ver Auslender y Teboulle (2006), demostraron que usando la distancia proximal

LMy 400 f(X¥) = inf{f(x): x = 0}



Donde el conjunto de 6ptimas soluciones es no vacio, dado el problema (2.2),

vemos que {x*} tiende a una solucién 6ptima.

Definicion 2.2.3 Distancia homogénea de segundo orden definida por:,

n
20 (%
do(x,y) = ) yto (),
— Vi
=1
n

Xi
dy) =y (x ~ xi— yflog (y—))
i

i=1
la cual es llamada distancia Logaritmo cuadratico.

Si f es una funcion cuasi-convexa sobre el ortante no negativo hay algunos

desarrollos recientes en la literatura.
Por ejemplo, podemos mencionar:

Attouch y Teboulle (2004), con un regularizado Lotka, Volterra, han demostrado
la convergencia del método continuo con el punto que pertenece a cierto
conjunto de puntos 6ptimos; ver también Alvarez et al. (2004), que trata una clase
general de sistemas dindmicos que incluye la de Attouch y Teboulle (2004).
Cunha et al. (2010) y Chen y Pan (2008), con una distancia ¢ -divergente en
particular, han probado la convergencia completa del método proximal al punto
KKT del problema cuando el parametro 4, esta limitado y la convergencia a una
solucién 6ptima cuando 4, — 0. Chen y Pan (2008), que incluye el Logaritmo-
Cuadratico Proximal, y Souza et al. (2010) con una clase de Bregman separado
de distancias, han demostrado el mismo resultado de convergencia de Cunha et
al. (2010) y Chen y Pan (2008), probaron la convergencia a un cierto conjunto
que pertenece al conjunto de soluciones éptimas y convergencia a un punto de

KKT cuando la funcién es continuamente diferenciable.

Como la tesis estd motivada a resolver el problema (2.2), cuando f es no
convexa usando el método proximal, Attouch H, Bolte J, Svaiter B (2010), el
problema (2.3) no es necesariamente convexo debido a la no convexidad de f,
por eso, que el problema (2.2), el resolver que el problema original puede ser
tedioso si no se toman algunas consideraciones sobre el algoritmo y también
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sobre los parametros A,, ahi radica la importancia del pardmetro de

regularizacion.

De esta forma proponemos, similarmente a los trabajos de Papa Quiroz y Oliveira

(2012i) la iteracion:
0€ A{f() + A, d(,x*" ) I(x") (2.5)

donde 3 denota el subdiferencial de Fréchet, esto es:

f(x) = {s e R™:lim inf,_, f(y)_ﬂ;x_);ﬁs’y_x) > 0},

Donde lim inf,_,g(y) es el limite inferior de g en el punto x. Observemos que
(2.5) es mas comprensible resolver un problema teérico y practico que hallar la

funcion minimizada en el punto {x*}.

O + 2 d,x ),

Basta hallar un punto critico generalizado. Asi bajariamos el costo
computacional por las iteraciones en referencia al "Método del Punto Proximal

clasico".

Del punto de vista practico, damos una aplicacion del método a la
microeconomia, presentando un ejemplo cuando la funcién objetivo es una
funcion de produccién e implementamos el algoritmo para resolver el problema.
Ademas, presentamos adicionalmente algunos experimentos numéricos que dan

confiabilidad a los resultados teoéricos.

Del punto de vista académico, debemos resaltar que este trabajo serd de mucha

utilidad también en la construccién de software de optimizacion.

La diferencia con respecto a los trabajos de Papa Quiroz y Oliveira (2012ii,
2012iii) es que ellos consideraron el caso cuasi-convexo, Langenberg N,
Tichatschke R (2012) y en este trabajo estamos considerando el caso no

convexo que es mas general.
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2.3 Bases Teoricas

En esta seccion presentamos un resumen de la teoria de optimizacién
diferenciable y optimizacion convexa, temas que seran utiles para el desarrollo
de la tesis. Las demostraciones se pueden encontrar para mas detalle y
profundizacién de los temas en las referencias de Bazaara MS, Sherali HD,
Shetty CM (1993), Barbolla et al. (2000), Luenberger and Ye (2008), Minoux
(1986).

2.3.1 Existencia de Puntos de Minimo Global

En esta subseccién mostramos soluciones de problemas de optimizaciéon dadas

las condiciones suficientes que nos garantizen dicha solucién.

Debemos observar que el espacio euclidiano en el que se da este estudio para
formular problemas de optimizacién es un espacio natural en problemas de
optimizacion, pues el problema de optimizacibn se da en un espacio de
dimension infinita con diferentes métodos de discretizacién que nos ayuda a

cambiar el problema original en un problema dado en un espacio euclidiano.
Definicién 2.3.1 (Minimo local y minimo global)

Si definimos la funcién f: x € R™ - R sobre x, llamado punto de minimo local
de f sobre X con un punto x € X ,si existe ¢ > 0 de manera que la funcidon
f(%) < f(x), paratodo x € X N B(x, §).

El punto x € X decimos que el punto de minimo global de f sobre X si f(x) <

f(x), para todo x € X.
Observacion 2.3.1

Teniendo en cuenta estas definiciones dadas decimos que un minimo global es
también minimo local, pero el reciproco no iempre se cumple. Veremos en el

ejemplo 2.1.
Ejemplo 2.1

Min  f(x)=x—-2)(x—3)(x—4)(x—5)(x—6)

s.a. 2<x<6

12



Figura 2.1

Grafica de un polinomio con minimos locales

GRAFICO DE POLINOMIO

Nota: En la grafica de la Figura 1, observamos que hay dos minimos locales
xTy x*

Donde: Minimo local es x*

Minimo global es x* , ver Definicion 2.3.1
Dados los puntos x* y x*, la soluciéon éptima o minimo global es  x*
Definicién 2.3.2 (Maximo local y maximo global)

Si definimos x € X un punto de maximo de una funcién f: X € R™ - R sobre X.
es llamado un de f sobre X donde ¢ > 0tal que f(x) = f(x), paratodo x € X n

B(x,%).

Llamamos el punto x € X maximo global de f sobre X es, si f(x) = f(x), para
todo x € X.

Observacion 2.3.2

Dado un problema de maximizacion se puede trabajar con otro problema de

minimizacién, por eso trataremos el analisis de minimizacién en los problemas.

Consideremos el problema:

13



min{f(x) : x € X},

Tenemos una funcion definida sobre X donde f: X € R™ — R . queremos hallar
un punto que resuelva el problema formulado. Por eso sera necesario trabajar

varias condiciones de f y sobre X.
Definicién 2.3.3

Decimos que una funcién f es semicontinua inferior en x, Donde f: X € R" -
R. € X, si para toda sucesion {x'} de X tiende a x .
Liminfi 4o f(x*) = f(2),

Si f es semicontinua inferior donde el Lim infy_ . f(x*) =
SUppen infisn £(x%). para todo x € X, entonces diremos que f es semicontinua

inferior en X.
Teorema 2.3.1

Decimos que un conjunto no vacio y compacto X, existe un punto de minimo
global de una funcion f: X € R™ - R. Donde f es semicontinua inferior, ver
definicion 2.3.3.

Una condicion compacidad de X es muy fuerte para garantizar la existencia de

un minimo global. En efecto, considere el problema
min{x?: x € R} (2.6)
Aqui X = R no es compacto, pero existe el minimo global.

Definamos, para a € R, el conjunto de compacidad Lf(a):{x € X: f(x) < a} para
debilitar la hipdtesis de compacidad de X, , al que se conoce como conjunto de

nivel inferior de f.

Definicién 2.3.4 Identificamos la sucesion {x*} en X como critica (en conexién
al conjunto X) si: limk_,s Il x¥ lI= +o0 V limk_ .. x* = ¥ € X\X, donde la
notacién x € X\ X significaque x € Xy x ¢ X. La funcién f:X ¢ R" - R al que

llamamos coerciva en X si en toda sucesion critica {x*} tenemos:

Lim supy_+o f(x*¥) = 400, donde limsupy_ ;e f(x%) 1= infren SUPkan f(x5).

Corolario 2.3.1
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Decimos que una funcién f es coerciva y semicontinua inferior ver definicion
2.3.3. Silafuncion f:X € R"™ - R. de un conjunto no vacio X,hay un punto X.

minimo global en f .
Corolario 2.3.2

Sea un conjunto A ¢ R",donde A es cerrado < FrAc A

Observaciéon 2.3.3 En el corolario 2.3.2, la condicién de cerradura de X es

fundamental. En efecto, consideremos:
Ejemplo 2.2, X = (—1,1] y f(x) = (x + 1)2. Donde a € R+ + con Lf(a)=
(=1,va — 1] es acotado no vacio, si f es continua pero no tiene un minimo

global de f en X.

Una de las condiciones de existencia de minimos globales se usa para debilitar

dichas condiciones por esto definiremos una funcién coerciva.

Definicion 2.3.5 Decimos que f:R"™ - R U {+x} es una funcién propia tal que
dom f N R} # @ y x = 0, donde cada componente es no negativo en x.

2.3.2 Problemas sin Restricciones con condiciones de Optimalidad

La mayoria de problemas en la practica se dan con restricciones pero el estudio
de técnicas de optimizacidn sin restricciones es fundamental por muchas
razones, una de estas razones es que se resuelven problemas con restriccién
transformandolos en algoritmos con una sucesion de problemas sin
restricciones, otra de las razones es que los algoritmos de optimizacién sin
restricciones pueden ser usadas de manera natural en la resolucion de

problemas restrictos.

Consideramos en esta subseccion, los problemas de optimizacién sin

restricciones
min{f(x) : x € R"} (2.7)
donde f es una funcion definida en el espacio euclideano R™.

Teorema 2.3.2 (Condicion Necesaria de 1er Orden)

15



Si una funcién diferenciable f: R™ - R en x *. Donde decimos que x * punto de

minimo local, Vf(x *) = 0, ver problema (2.7).
Teorema 2.3.3 (Condicion Necesaria de 2do Orden)

Si una funcién diferenciable dos veces f : R" - R en x *. Decimos que x * es
minimo local del problema (2.7), por tanto Vf(x*x)=0 y V?f(x*) es

semidefinida positiva.
Teorema 2.3.4 (Condicion Suficiente de una funcion de 2do Orden)

Si una funcién f es diferenciable dos veces, donde f : R"™ - R enx *. Si Vf(x *
) =0y V2f(x ) es definida positiva, decimos que x * es un minimo local estricto
ver (2.7).

Observacion 2.3.4 Un teorema reciproco de 2.3.4 es falso. En efecto, considere:

Ejemplo 2.3, f(x) = x*yx = 0. Dado minimo global estricto en x de una

funcién f con f"'(x) = 0.

Observacion 2.3.5 Consideremos ahora el problema de maximizacién
max{f(x): x € R"}.

Vemos que en el ejemplo 2.3 que es un problema semejante a
min{—f(x) : x € R"}.

Donde los valores obtenidos del problema minimizado teniendo las condiciones

en el caso de maximizacién son:

1. Condicién necesaria en 1er orden de: Cuando f : R™ — R es diferenciable en

x * como punto local maximo punto de, donde Vf(x *) = 0.

2. Condicion necesaria de segundo orden: decimos que f: R®"—>R es

diferenciable dos veces en un maximo local con punto x *, con VZf(x *) < 0.

3. Condicion suficiente de 2do orden: Cuando x cumple con Vf(x) =0y

también V2f(x) < 0, entonces, x es un punto de maximo local estricto de f.
Consideraremos un problema

P) Min f(x),con x € R"
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En este tipo de problemas podemos ver por ejemplo el problema de
aproximacion y ajuste de curvas. Pero una de las causas para del estudio
consiste en la extension de casos y algoritmos sobre este tipo de problemas de

optimizacién restricta.

Podemos ver un resumen de ciertos resultados teodricos en este tipo de
problemas:

Teorema 2.3.5 (condiciones necesarias de 1er orden). Dado una funcion
continuamente diferenciable f con x* € R™ minimo local de P) donde: Vf(x*) =
0.

Teorema 2.3.6 (condiciones necesarias de 2do orden). Dado una funcion f dos

veces diferenciable y continua, donde x* € R™ es minimo local de P), donde:
VFi(x*) =0 vy D?f(x*) es definida semipositiva.

Del Teorema 2.3.6, podemos decir que no siempre los puntos de x € R"
cumplen con las propiedades mencionadas son minimos locales de la funcién, a
veces hay resultados que se dan las condiciones suficientes y necesarias para

x* sea minimo local.
Teorema 2.3.7 (condiciones necesarias y suficientes de 2do orden).

Una funciéon f es dos veces diferenciable y continua en x* € R™. Si Vf(x*) =

0 y D?f(x*) definida positiva, decimos que x* es punto estricto minimo local.

Teorema 2.3.8 Decimos que funcién convexa f es continuamente diferenciable,

donde x” serd un minimo global siy solo si Vf(x*) = 0.
Ejemplo 2.4
Consideremos:

fx1, %) = 3x2 + x5 — 1.5x7

su gradiente y matriz Hessiana corresponden a:

70 = [305 3]
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DEf(x) = [8 6x20— 3]

Donde se dan dos posibles puntos, x* = (0, 0)Ty x* = (0, 1)7, los cuales cumplen

con las condiciones necesarias de 1er orden.

DEf(x) = [8 6x20— 3]

Pero en el problema es definida positiva en x* = (0,1), de manera que x* es

minimo local.

Los algoritmos generales de descenso en optimizacidn nos ayuda a resolver este
tipo de problemas que pertenecen a estos métodos ,ver Humes Jr C, Silva PJS
(2005) , estos nos ayudan a hallar un minimo local y asi reducir el el calculo de

esta secuencia para problemas con busqueda unidimensional.

Denotamos d como direccion del descenso de una funcién f,donde d € R" -
es de la en el punto x” si y solo si la derivada direccional de f en x™ con direccidn

negativa de d .
Consideremos ademas la funcién unidimensional
gla) = f(x* + ad)

Tomamos a es el tamafno del paso que es un escalar real. La funcién nos da el
resultado de la funcion f cuando este se desplaza partiendo de un punto x* hacia

la direccién d de determinado ..

Verificamos, si g'(0) = VfT(x*)d < 0,seria posible tomar un paso o de

manera:
g(@) =f(x" + ad) < f(x*) = g(0)

Donde g(a) reduce el valor en referencia al valor actual evaluado en x*.

2.3.2.1 Algoritmo general de descenso

1) Considerar como semilla x = x°. Haciendo k = 0

2) Veremos la direccion de descenso d* que se toma.
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3) Buscaremos un paso ok lineal, de manera:

gi(a) = fF(x* + agd®) < f(x*) = g, (0)
4) Hacer xkH = xk 4+ qyd®
5) Hacer una prueba de convergencia.

Si, parar
no, hacer k = k + 1, volver al paso 2

Converge {
De 5), verificaremos que se cumplan los criterios mas usados de convergencia:
VF(xk) < €

[fGH) = FO / A+IfFGMD <e

Para un determinado numero L, con numeros consecutivos k, y tomando un

cierto € como error, en este caso tomaremos como error de tolerancia e = 104 .

Hay una variedad de algoritmos para escoger con el método de direccion de
descenso.

Método del Descenso mas Rapido

También conocido como Método de Cauchy o Gradiente, Attouch H, Bolte J,

Svaiter B (2010), x*, la direccion de descenso se escoge como:
d* = —Vf(x¥) (2.8)
Figura 2.2

Método del Descenso mas Rapido
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Ejemplo 2.5

Dada la funcién de minimizacion:
Min  (x; —2)* + (x; — 2x,)?
S.a:

x € R?

Aplicaremos el método del descenso iniciando con los puntos x,° = 0,x,° =3

4G — 22 + 20 — 2x) | [4(x — 2)3 + 2(x; — 2x5)
VI = o — 2 (=2) ] = [ —4(x, — 2x,)

Evaluandoenx?=0,x, =3 vy
xtl = x* + opdf - x1 =x° + ayd®

Verificando  f(x;) = (x; —2)*+ (x; — 2x,)2 = (0 —2)*+ (0 —2(3))? = 52

4(xy — 2)% + 2(x; — 2x3) ] _ [4(0 —2)3+2(0-2(3)) ] _ [_44]
24

Vi) = —4(x, — 2x,) —4(0 - 2(3))

Tabla 1

Meétodo del Descenso mas Rapido

Iteracion k Xy, flx) Viixy) o,
1 (0.00,3.00) 52.00 (-44.00,24.00)  0.062

2 (2.70,1.51) 0.34 (0.73, 1.28) 0.24

3 (2.52,1.20) 0.09 (0.20, -0.48) 0.11

4 (2.43,1.25) 0.04 (0.18, 0.28) 0.31

5 (2.27,1.16) 0.02 (0.20, -0.20) 0.12

5 (2.33,1.18) 0.01 (0.08,0.12) 0.36

7 (2.30,1.14) 0.009 (0.15, -0.08) 0.13

8 (2.28,1.15) 0.007 (0.05, 0.08)

Autor: J. Moré and S. Wright (1993)
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2.3.2.2 Método de Newton

El algoritmo de Newton es uno de los que utilizan derivadas, no siempre
encontraremos su solucién como éptimo global, como consecuencia, por lo que
se tomara diferentes puntos para ver si el problema tiene varias soluciones

Optimas.

Cuando un problema tiene funciones diferenciables, entonces podemos aplicar
programacion no lineal podemos usar varios algoritmos de soluciénen los que se
hallan derivadas. Por ello debemos tener conceptos basicos como el Hessiano
el cual tiene una funcién que sea dos veces diferenciable y el gradiente con

funcion diferenciable
Algoritmo de Newton:

Paso 0: Elegir € > 0 para tener una precisidén minima. Para comenzar se elige

como punto inicial x.
Paso 1:

Calcular Vf(x1) y Hf (x1), Hallar x? = x* — Hf (x1)71Vf(x1),Ir al Paso 2.
Paso 2:

Si ||x?—x<eb

V(DI <,

entonces parar, decimos que x' es una solucién para el problema. Pero si no

se cumple debemos tomar x? = x* y luego ir al Paso 1.
Condiciones:

1. Solo se puede aplicas si las funciones son 2 veces diferenciables.
2. Se aplicara en una funcién con aproximacion cuadratica.

3. Veremos que puntos de la funcidén da cero en la gradiente.

4. Verificar si hay inversa en cada punto del hessiano.

Calcular el vector d* como solucion del sistema de ecuaciones:

D%f(x)d* = —Vf(x) (2.9)
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Pero este método es mas eficiente por su velocidad de convergencia en cada
iteracion, este necesita hallar segundas derivadas parciales y resolver el sistema
de ecuaciones. Adicionalmente sabemos que, d* es una direccién de descenso

esta garantizada cuando D?f(x*) es definida positiva.
Ejemplo 2.6

Problema con algoritmo de Newton.

Max x%*y+ 2xy —y? —3y

of (x,y)
_ Ox B 2xy + 2y
VI =1 ar(xy) | = (xz +2x—2y—3)

ay

*f(x,y) 0*f(x,y)

dx? d0xdy 2y 2x + 2
H = =
f&ey) 0%f(x,y) 0%f(x,y) 2x + 2 -2
dyodx dy?

x? =x' —Hf )7V (Y

lteracién 1
= (2 - e =(_y)

L

HfGD =( %

0 3
lteracion 2

. (-1 2 0 0\ _ (-1
= (_1) - . 1 (_2) = (_2)
2

x? = (:;) - Vf = (8) parar

Al aplicar el método en el ejemplo 2.6, se tiene:
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Cuando un problema tiene funciones diferenciables, podemos aplicar el
Algoritmo de Newton en programacion no lineal y hallar algoritmos que utilizan
derivadas en la solucién. Usando conceptos basicos como el Hessiano el cual
tiene una funcién que sea dos veces diferenciable y el gradiente con funcién

diferenciable

Denotamos f : R™ — R, como el gradiente de f , (Vf)

af(xlﬂ"ixn) af(xli"'xn) af(xlﬂ"'xn)>t

) L |
dx, 0x, 0x,

V(x1, X0, o Xp) = <

flxp) = (g — 2)* + (xy — 2x,)?

[4(x1 —2)3 + 2(x; — 2x,)

Vi(xy) = —4(x; — 2x,)

El gradiente de una funcién nos indica la direccién del maximo crecimiento. la
funcién en un punto del hiperplano es tangente al vector normal de la funcién en
el punto inicial (0,3) .

4‘(x1 - 2)3 + 2(x1 - 2x2)

Vf(x,x2) = —4(x; — 2x;)

D?f(x)d* = —Vf(x)

f(x,x) = (g —2)*+ (x; —2x,)? = (0—2)*+(0—2(3))%? =52

4(x; —2)3 + 2(x; — 2x,)
—4(x; — 2x,)

_74(0-23+2(0-2(3)1 _ [—44

B —4(0 —2(3)) —Lo24

sz(x)dk =—Vf(x1,x2) =

Tabla 2

Algoritmo de Newton
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Iteracion k X}, flx) V(xg)
1 (0.00,3.00) 52.00 (-44.00,24.00)
2 (0.67,0.33) 3.13 (-9.39,-0.04)
3 (1.11,0.56) 0.63 (-2.84,-0.04)
4 (1.41,0.70) 0.12 (-0.80,-0.04)
5 (1.61,0.80) 0.02 (-0.22,-0.04)
6 (1.74,0.87) 0.05 (-0.07, 0.00)
7 (1.83,0.91) 0.0009 (-0.0003,-0.04)

Autor: J.Moré and S.Wright (1993)

2.3.3 Restricciones de Igualdad con condiciones de optimalidad

En el problema:

P)  Minf(x) (2.10)
s.a. g;(x)=b,
92(x) = b,
Im(x) = by, m<n

Definicién 2.3.6 Decimos que un punto regular x € R™ de las restricciones P) si

y solo si:
gi(x)=b; i=12.,m
Vg1(x),Vg,(x), ..., Vgm(x), son vectores linealmente independientes

Dada la definicién 2.2.4, la que usaremos para mostrar los minimos locales
varios casos tedricos, que nos ayuda para verificar el cumplimiento de algunas

condiciones de regularidad de P).

Definicion 2.3.7 Funcién Lagrangiana asociada a P):
m
L) = £ + ) Ai(gix) = b)
i=1

Considerando A = (Aq, Ay, ..., A)T como el vector de los Multiplicadores de
Lagrange, se debe a Joseph Louis Lagrange, cuando queremos maximizar o

minimizar funciones con varias variables, y esta restringida ciertos recursos
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escasos. Este método nos ayuda a tener un problema restringido en n variables
en otro irrestricto de n + 1 variables y asi de esta manera tomar las ecuaciones
para su resolucion. Tomamos (A) como una variable escalar, llamado
multiplicador de Lagrange, donde las restricciones estan determinados por una
combinacién lineal, las cuales incluyen a los multiplicadores (L) como
coeficientes. Rockafellar, R. T. (1976 ii)

Veremos los resultados tedricos consideran algunas propiedades que cumple un
minimo local, las que consideran, de manera particular en una funcion

lagrangiana veremos que se trata un punto estacionario ver definicion 2.3.27.
Teorema 2.3.9 (Condiciones necesarias de primer orden):

Sean las funciones continuamente diferenciales f(x) y g:(x), g,(x), ..., gm(x) ,
donde x" un punto regular en las restricciones P), ademéas minimo local diremos

que 3 un vector A" € R™, de multiplicadores de Lagrange:
m
7, LG, 2 = VFG) + ) A Vgy(x®) = 0
i=1

Teorema 2.3.10 (Condiciones necesarias y suficientes de 2do orden).

Dadas las funciones f,91, 92 -, 9m SON dos veces continuamente
diferenciables con un punto regular x" € R* en las restricciones de P) con

A" € R*, cumplen:
RL(" A = Vf(x") + I, 4 Vg (x") = 0
y que D*f(x") + ZZ1 4; D?gi(x")
es una matriz definida positiva donde x" es un minimo local de P).
Ejemplo 2.7

Min x? + x5

sa: xqy+x, =4

Hallaremos la solucién 6ptima utilizando las condiciones de optimalidad:
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fX)=xf+x7 ;m=1 gx)=x,+x,—4=0

L(x,4) = f(x) +zli(9i(x) —b)L(X1,X;,A) = X2+ X2+ A (X + X, —4)

=1

Vf(x) = (2x1, 2x)" Vg(x) =@, DT
Luego, las condiciones de primer orden son, ver Teorema 2.3.9:
m
7, L(x" A" = PF(x") + Z 2 Vgi(x") =0
i=1
oL

X,

oL

— =2X,+ A =0 ...Factibilidad
X,

Solucionando el sistema de ecuaciones x; = x, = 2, 1 = —4: de un problema

(P) en el sistema:
x1 = Z,XZ = 2

Luego verificamos las condiciones de segundo orden ver Teorema 2.3.10, se
cumplen pues:

m
7 Lo A = VR + Z 2 7g(x) =0
i=1

D*f(x") + X214; D?gi(x")

20]

=2 9 pgw=[) o

3 8ol 16 ¢
es definida positiva.
Notar que en x* se tiene:

—Vf(x") = X%, 4 Vg(x™)

Vf(x) = (2xq, 2x)7T Vg(x) =1, Dl ,donde x; =2,x, =2,1 = —4
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7r = (52) = () 7o) = (1)

_Vf(x) = za;f Pgx*) = —[4 47 =—4[1 17
Ejemplo 2.8

Como invertir un recurso, donde el riesgo asociado (en miles de soles) se da en
la siguiente tabla, de tal forma que se minimice la funcién 800y 2 +400x 2 + 200xy
+ 400yz. + 1600z 2

Alternativa Porcentaje % del
riesgo
X 10
Y 10
Z 15
Riesgo por retorno 12
esperado
Solucion

X; : Porcentajes de los recursos a invertir en miles de soles en la alternativa tipo i
X,Y,72)

Min Z = 400X,* + 800X, + 200X, X, + 1600X5* + 400X,X;

X1+X2 +X3=1 ............ (0()
10X, 410X, +15X; =12 > 1,0X;+1,0X, +1,5X; = 1,2 ... (B)
X;, Xy, X320

Veremos la factibilidad de las restricciones, igualando («) y (8) se obtiene:

02

X. =
37 o5

=0,40.......(p),
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Reemplazando en el Multiplicador de Lagrange:

L) = F() + ) Ai(gi) = by

L(Xl ,XZ,X?),Al,/lz)
= 400X,% + 800X,2 + 200X, X, + 1600X;2 + 400X,X5
+ A4 X+HX X -+, X+ X, +1,5X,—1,2)

y, luego las condiciones de primer orden de KKT se escriben:

oL
—— =800X, + 200X, + A, +1, =0

X,

oL

0X,

;’TL = 3200X5 + 400X, + A, + 1,51, = 0...Factibilidad
3

Resolviendo el sistema con las condiciones de primer orden de KKT se obtiene

la solucién éptima:
Por ejemplo

oL
— = 800X, + 200X, + A, + A,

X,
=800 (0.50) + 200(0.10) — 1380 + 1800 = 0
X, = 0,50
X, = 0,10
X, = 0,40
A, =—1380
A, = 1800

Verificando si se dan las condiciones de segundo orden:
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m
7 L, A) = VF(x') + Z 2 7gi(x") =0
i=1

Luego, como
Vg, = (1,1,1)Ty Vg, = (1,1,1.5)7 son linealmente independientes,

Entonces, el problema siempre se cumple, por esto los valores reemplazados en

la funcién objetivo es 390 000 soles.

Por el teorema de Weierstrass, ver Teorema 2.3.20, obtenemos una solucion, si
consideramos las variables (X; =0 ,X, =0,X; >0 en reemplazo de X; >0
,X, >0,X; >0 respectivamente, es decir relajamos la positividad). Ademas,

como se cumple por (¢),...X; = 0,40

Por lo tanto, vemos que X; =0,50,X, =0,10,X; = 0,40 es la solucién del
problema. Con las condiciones de KKT podemos comprobar que el problema
tiene una funcion objetivo y restricciones de la forma convexa los que nos indican

que es éptimo.

2.3.4 Restricciones con Desigualdad y condiciones de optimalidad
Dado P) un problema con restricciones de desigualdad
(P) min{f(x) : g(x) < 0}

donde f : R™ — R es una funcién con valor real, g : R™ - RP es una funcion tal
que g(x) = (91(x),g2(x),...,gp(x)), con g; : R* - R y la notacion g(x) < 0
significa que g;(x) < 0, paratodoi =1,2,...,p.

Definicion 2.3.8 Para cada x€ X = {x e R": g(x) < 0}, g; es llamada
restriccion activa en x si g;(x) = 0. Andlogamente llamamos a g; restriccion

inactiva en x si g;(x) < 0.
Dado x denotaremos I(x) ={i € {1,2,...,p}: gi(x) = 0}.

Definicién 2.3.9 Un punto llamado regular de (P),donde x € X = {x € R":

gx) < 0}y {Vg;(x)}i € I(x) 3y son linealmente independientes.
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Teorema 2.3.11 (Condicién de Karush-Kuhn-Tucker). Dado un minimo local
regular x x del problema (P), conf y g;i € I (x*), son continuas y
diferenciablesen x x y g;,i € I (x *), decimos que existen 4; * € R tnicos , para
todoi €I (x *), dado

VG ) AiVgix) =0
iEl(x*)

A; =0, paratodo i € I(x").

Corolario 2.3.3 Con las hipétesis del teorema 2.3.9 y la funcién g;

diferenciables Vi & I(x*), por lo que 2;20 son unicos paratodoi=1,2,...m:

p
V() + ) AiVgix) = 0
i=1
Aigi(x*) =0, i=12..,p
=0, i=12..,p.
Observacion 2.3.6 El resultado dado en el corolario 2.3.2, nos ofrece un método
para obtener los candidatos a solucion mediante la solucién del sistema que
denominaremos condiciones de optimalidad de (Karush-Kuhn-Tucker) KKT.
p
Vi) + ) lﬂngi(x) =0
1=
gix) <0, i=12..,p
Aigi(x) =0, i=1,2 Y
=0 i=12..p.
Teorema 2.3.12 Si f,g;,i € I(x*), son dos veces diferenciables en x*, g;, i ¢
I(x*)siendo continuas en los puntos minimo local regular x* y x* de (P), por lo
tanto existen puntos unicos A; > 0,i = 1,...,m, de manera que 1.

LVf(x") + Z A Vg (x%) = 0.

iEI(x*)

2.vTV2, L(x*,A")v = 0,para todo v € R*:Vg;(x)Tv =0y todoi € I(x*),
p
donde L(x,A) = f(x) + Z 24:9:(x).
i=1

Teorema 2.3.13 Sean f, g;, i € I(x"), dos veces diferenciables en x*. Si x* €
X ={x € R™ g(x) < 0} satisface: Entonces x* es un minimo local estricto de f
en X.
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LVF(x™) + Yierxn A Vi (x*) = 0,para algunos A; = 0,i € I(x")

ii.vT (sz(x*) + Z Al Vzgi(x*)> v > 0,para todov € R, v # 0:Vg;(x*)Tv
i€l(x*)

=0,ytodoi € I(x").
Entonces x* es un minimo local estricto de f en X.

Método de multiplicadores de Lagrange (1)

Usaremos las derivadas parciales 6 podemos usar diferenciales totales y la regla
de la cadena. Podemos obtener una funcién que sea igual a cero usando alguna
funcién implicita en las que se dan condiciones de Kuhn-Tucker, ver Bazaara
MS, Sherali HD, Shetty CM (1993).

Las condiciones de Kuhn-Tucker, consideran:

Dado (x, y) un punto méximo local f(x,y) < 0, hay un valor A no negativo donde
qué Ay (x,y) cumplen con las condiciones de optimalidad de kuhn-tucker, ver
Teorema 2.3.11

dfy) ,d9tey) o
dx dx

dfy) ,d9Gey) _

dy dy 0

Ag(x,y) =0
glx,y) <0

Esta condicion es suficiente, si f(x,y) y g(x,y) son céncavas hacia abajo por
esto se trata de un punto maximo f(x,y) analogamente diremos que este es

punto minimo de —f(x, y).

Ejemplo 2.9

Minimizar el costo, f(x,y) = 6x? + 3y?,
s.a.

si x+y =24
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Aplicando Kuhn-Tucker tenemos
gx,y)=x+y—24 =20

af (x,y) dg(x,y) d(6x* +3y* ) dx+y—24)
-4 =0 - - A =

dx dx dx dx 0
d(6x2+3y* ) 1 dlx+y—24) _ 0 512x—A(1)=0—— — —¢
dx dx
df (x,y) dg(x,y) d(6x? + 3y?) dix +y—24)
-1 =0 - -1 =0

dy dy dy dy

d(6x? + 3y?) dix+y—24)
-2
dy dy

=0-6y—-A1)=0————p

Verificamos las condiciones de KKT

Agl,y) =0 - A(x+y—-24)=0

gx,y) <0 - (x+y—-24) <0,
Alx+y—-24)=0
(x+y—-24)<0

De a > 12x—1=0->1=12x

De p — 6y —A(1) =0 - A =6y ,lgualando los términos - 12x =6y -y =
2x

Para que se cumpla A(x +y —24) =0 - Decimosque A =0
(x+y—-24) =0

Si A=0entonces x =y =0, vemos que el punto (0, 0) no cumple la condicion
de KKT, ver Teorema 2.3.9.

Remplazando en el punto (0, 0)

Reemplazando vemos que (0 + 0 — 24 ) < 0, por lo tanto, el punto P (0,0) no

es optimo .

PerosiAn=0,(x+y—24) =0 > (x+2x—-24) =0->x=8y y=16
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Donde los puntos P (8, 16) satisfacen la condicién de KUHN-TUCKER
(84+16 —24) = 0, entonces el punto (8, 16) es éptimo

Vemos que la funcién de costo f(x,y) = (6x? + 3y? ) evaluadaen (8,16), es un
minimo ya que la funcion de costo es concava hacia arriba sujeta a la restriccidon

X+y—24>0

2.3.5 Elementos de convexidad

Definicién 2.3.10 Un conjunto € < R" es llamado convexo si C = @ o para todo
x,y € C y todo a € [0,1] tenemos ax + (1 —a)y € C. Donde A c R" es un
conjunto llamado afin, Vx,y€A y Vte R tx+ (1—-t)y € A. Teniendo un

subconjunto K € R™® seraun conosi,vd e Kyt >0,td € K.

Definicion 2.3.11 Sea un conjunto convexo C no vacio y f:C c R" - R con

funcién f llamada convexa si cumple:

flax; + (1 —a)xy) < af(x) + (1 —a)f(x,), para todo x;,x, €C y todo a €
[0,1]. f es estrictamente convexa en C si f(ax; + (1 —a)x,) < af(x;) + (1 —

a)f(xy), es estrictaV xq,x, € C,x; # x, y a € (0,1).

Definicion 2.3.12: Dado un conjunto convexo € no vacioy f:C c R™ - R una

funcién f llamada fuertemente convexa con médulo y > 0 si

flax + (1= a)y) < af(x) + 1 — ) f(¥) — ya(l — a)|lx — y||?, para todo x,y €
Cyael[01].

Observacion 2.3.7 Observemos que de las definiciones 2.3.9, 2.3.10 decimos
que si f es fuertemente convexa — f es estrictamente convexa implicaque si  f
es convexa, pero los reciprocos no siempre son verdaderos veremos en el

ejemplo 2.10.

Ejemplo 2.10 Mostraremos varias funciones convexas que son fuertemente

convexas y estrictamente convexas.

1. f(x) = x? es fuertemente convexa en R.
2. f(x) = e* no es fuertemente convexa en R (pero si estrictamente convexa).

3. f(x) = x no es estrictamente convexa en R (pero es convexa).
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Definicion 2.3.13 Sea un conjunto convexo C no vacio y f:C c R®™ - R una
funcion f es llamada céncava (estrictamente céncava) si —f es convexa

(estrictamente convexa).

Definicidon 2.3.14 Sea un conjunto convexo € no vacioy f:C ¢ R" = R una

funcién f es llamada fuertemente concava si —f es fuertemente convexa en C.

Definicidn 2.3.15 Una funcién f : R® - R es afin si para todo x,y E Rya €R

se tiene que

flax+ (1 = a)y) = af (x) + (1 = ) f (¥),

Teorema 2.3.14 Dado un conjunto convexo C # @. f:C = R, es una funcion
convexa ssi el conjunto Epi(f):={(x,r) €ECXR: f(x) <r} es convexo en
R*xR. T

Teorema 2.3.15 Dado un conjunto convexo C # @, con f:C — R, una funcion
convexa. Vemos que el conjunto de nivel L¢(a) := {x € C: f(x) < a} es convexo

en R™ para todo a € R.

Observacion 2.3.8 El reciproco del Teorema 2.3.13 no es verdadero,
considere por ejemplo 2.11, la funcién f(x) = Inx, no es convexa, pero
podemos observar que el conjunto de nivel L¢(a) es convexo,Va € R.

Proposicion 2.3.1 Sea f : R" —» R. Entonces f es convexa si, y solamente si,

para todo x € R", d # 0,g(t) = f(x + td) es convexa en R.
Definicién 2.3.16 Sea un conjunto convexo no vacio,D c R™, es si y solo si:
Ax+ (1 —-A)y€D,paratodox € D,y €D,con A€ [0,1].

Definicién 2.3.17 Decimos que un operador T: H = H es de Lipschitz con
constante L > 0, siparatodo x,x' € D

ly —v'll <L|lx—x'|l,paratodo y € T(x),y paratodoy' € T(x'),

Teorema 2.3.16 Sea f: C — R una funcion convexa y x° € int(C), entonces f es

localmente Lipschitziana en x°.

Corolario 2.3.4 Dado C conjunto convexo y f:C — R una funcién convexa, Si

X € int(C), entonces f es continua en x.

34



Corolario 2.3.5 Sea f : R" — R una funcion convexa, entonces f es continua en
Rn

Teorema 2.3.17 Sean C un conjunto convexo con int(C) # @y f:C - R una
funcion convexa, entonces para x € int(C) y d € R",d # 0, donde:
1. Donde ¢ es una funcién no decreciente

2.Si f'(x,d) la derivada direccional 3.

Lema 2.3.1 Sean C un conjunto convexo, f:C — R una funcién convexa y x €

int(C), entonces f'(x,.) : R® > R es homogénea de grado 1, convexa y para
todoyeC:f(y) = f(x)+ f'(x,y — x).

Definicién 2.3.18 Sea C un conjunto convexo de R"y f: C — R una funcion. El

punto s € R™ es un subgradiente de f en x € C si

f(y) = f(x) +(s,y— x),paratodoy € C.

El conjunto de subgradientes de f en X denominado subdiferencial de f en x y
es denominado df(x), donde, df(x) = {s € R": f(y) = f(X) + (s,y — X) para
todo y € C}.

Definicion 2.3.19

Decimos que (9 ) subdiferencial de Fréchet es:

f(x) = {SER”: lim infy_mf(y) RACURC St > 0}

ly — x|
Definicién 2.3.20 Un operador T: H = Hes denominado monatono, si para todo
x,x €D(T). (y—y,x—x')= 0,paratodo y € T(x) y para todo y’ € T(x).

El operador T es denominado estrictamente mondtono cuando la desigualdad

anterior es estricta para x # x'.

Definiciéon 2.3.21 Un operador T:H = H es denominado monétono maximal
(m.m) si T es mondtono y el grafo de T no esta contenido propiamente en el grafo
de cualquier otro operador monotono. En otras palabras, si T es monétono y para

todo T' monoétono tal que T(x) c T'(x) para todo x, se cumple que T = T'.

Ejemplo 2.12
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Sea f: R — R definida por f(x) = |x|, entonces,

_ (1, six > 0
of ={{7 x> o0

Teorema 2.3.18 Sea C un conjunto convexo y f:C — R una funcién convexa y

x € int(C) entonces df (x) es no vacio y acotado.

Corolario 2.3.6. Dado un conjunto convexo C y f:C — R una funcién convexa,

inferior semicontinua, x € int(C) - df (x) es convexo no vacio y compacto.

Proposicion 2.3.2 Sea C un conjunto convexo, f:C — R una funciéon convexa y
x € int(C). donde f es diferenciable en x, = df (x) = {Vf(x)}.

Teorema 2.3.19 Sea C un conjunto convexo y abierto de R" y f:C - R una

funcidn diferenciable en C. Entonces, f es convexa ssi:

fx) = f)+(Vf(¥),x —y), paratodo x,y € C.

En la solucion del problema de programacion no lineal nos asegura la unicidad y

existencia.

Teorema 2.3.20 (Weierstrass). Dado una funcién continua f es y conjunto

cerrado no vacio D, acotado de R™, — un problema P) tiene 6ptima solucion.

Teorema 2.3.21 Dada una funcién continua f y D es un conjunto cerrado no

vacio y ademas f cumple que: | f”{} f(x) = 4+, entonces un problema P) tiene
X|—>+00

solucion éptima.

La unicidad en la solucién 6ptima nos confirma bajo ciertas condiciones muy

especiales.

También es posible asegurar que, si el problema tiene un minimo local, es

minimo global.

Dado el problema P) debemos ver si el problema es convexo, vemos que la

funcion objetivo y la regién factible también son un conjunto convexo.

Definicidn 2.3.22. Decimos que f: R™ —» R es una funciéon convexa ssi:

fOAx+ (1 =Dy) SAf () + A =Df(y)
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para todo x,y € D(x # y) con A € [0,1]

Si fAx+A-Dy) <Af(x)+ (A —-A)f(y) se verifica en forma estricta,

entonces f es estrictamente convexa.

Definicion 2.3.23

Hallaremos la longitud de paso que de un “descenso suficiente” de f aunque esta
bdsqueda es inexacta en relacidén con el valor f(x;).Ver Dennis J. and R. B.
Schnabel (1996).

Consideramos f diferenciable, x,,d; dados y fijos. Definimos ¢(t) = f(x, +

td,) .Paraun punto fijo o € (0,1), tomamos los t, de manera que:
¢ =< ¢(0) + atd(0).

Las condiciones de Armijo se dan en términos de f.

fQo +tdy) < f(x) + atVe(x) dy

Esta condicién de Armijo es equivalente al valor de la derivada direccional y la

longitud del paso ty, .

Donde el algoritmo, se da de la forma:

1. Iniciarcont = 1.

2. Si f(x, +tdy) < f(xx) + o tVf(x)"dy, entonces definir ¢, = t;

3. Caso contrario, debemos reducir t con tomando diferentes criterios hasta que
se de la condicién.

Posible manera de cumplir con t:
calcular t (puede ser el punto medio del intervalo)

Teorema 2.3.22 Dada una funcién dos veces diferenciable y continua, las

condiciones son equivalentes:

1. Unafuncibn f es convexa

2. f)=fO)+VfT(y)(x —y) parados puntos x ey.
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3. Las segundas derivadas parciales de f, se trabajan en la hessiana

denotada por D?f(x), V x es positiva semi definida .

Podemos tomar un conjunto cualquiera convexo o no, cumpliendo la definicion

siguiente:

Teorema 2.3.23 Dado un conjunto convexo C abierto de R" y una funcién f: C -
R,dos veces continuamente diferenciable en C. Donde f es convexa sii
Vif(x) =0,V x € C.

2.3.6 Optimizacién Convexa

El problema de optimizacion convexa en el espacio euclidiano R™ consiste en

resolver el siguiente problema de optimizacion:

opt{f(x) : x € X}
donde f es una funcién convexa f: X ¢ R™ - R y X un conjunto convexo en R™".
El problema de optimizacion lineal

Decimos que min{(c,xi): Ax =b,x > 0},es un problema de optimizacién

convexa, sujeta A € R™"™, b € R™,c € R"™.

Ejemplo 2.13 El problema de optimizacién
1
Min{E(Qx,x)—(c,x):Ax = b,x = 0},
Donde una matriz simétrica Q es positiva semidefinida, del problema de

optimizacion convexa.

Una mportante propiedad de minimizaciéon convexa es que un minimo local es

minimo global el que mostramos el resultado siguiente.

Teorema 2.3.24 Si una funcion f convexa f:X c R™ - R definida en un

subconjunto convexo X — todo minimo local es global.
Teorema 2.3.25 Considere el problema de minimizacién convexa
min{f(x) : x € X c R"*}.

Diremos que el conjunto de soluciones éptimas, X *,de un probelma es convexo.
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Teorema 2.3.26 Dada una funcion estrictamente convexa f: X c R" - R esta
definida en el subconjunto convexo X donde X es un minimo de f — x es el

punto minimo global unico.
Teorema 2.3.27 Considere el problema de minimizacion
min{f(x) : x € X}

donde una funcién convexa f: X ¢ R® = R es un conjunto convexo X # @y f es
diferenciable en R™ — x es un minimo global de f en X si y solo si (Vf(x),x —

x) = 0, paratodo x € X.
Corolario 2.3.7 Considere el problema de minimizacién sin restricciones
min{f(x) : x € R"},

donde f es una funcién diferenciable en R™. Entonces, x es un minimo global si,

y solo si, V'f(x)= 0.

Definicion 2.3.24 Una funcion diferenciable pseudoconvexa,f:R"™ - R es, V

par de puntos distintos x,y tenemos (Vf(x),y — x) = 0, entonces f(y) = f(x).

Definiciéon 2.3.25 Dado un conjunto convexo C y f:C — R una funcion real. f

llamada funcién cuasi convexaenC, V x,y € C,t € [0,1], se cumple que

fltx + (1 =10y) < max{f(x),f()}

Teorema 2.3.28 Sea C un conjunto convexo y f:C — R una funcién. f es
cuasiconvexa en C si, y solamente si, para cada c € R el conjunto de nivel inferior
de f, Lf(c) = {x € C: f(x) < c}, es convexo.

Definicion 2.3.26

Si una funciéon f: R" —R, se denomina Hessiano de f, (Hf)

azf(xlr"'xn) azf(xll"’xn)
0x,0x, 0x,0xy,
Hf (xq,x5..,%,) =
azf(xlf"’xn) azf(xl""xn)
0x,0x, 0x,0x,

La funcion Hessiana nos ayuda para dar la condicidn suficiente de un punto
estacionario el cual pude ser un maximo o minimo (relativo)
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Definicion 2.3.27

Si una funcién en un punto tiene gradiente cero, entonces decimos que es una
condicién necesaria donde el punto es un maximo o minimo (local), Guler,O
[1991 ], Kaplan y Tichatsche(1998) probaron que la sucesion finaliza en un
namero finito de iteraciones en un punto estacionario o de acumulacién de { x;}

es estacionario.
2.3.7 Optimizaciéon Cuasi-convexa

El problema de optimizacién cuasi-convexa ver definicion 2.3.25, en el espacio
euclidiano R™ , Arrow KJ, Enthoven AC (1961), consiste en resolver el siguiente

problema de optimizacion:

opt{f(x) : x € X}

Decimos que una funcion f: X ¢ R™ — R cuasi convexay X un conjunto convexo

en R™.
Ejemplo 2.14

Una funcion cuasi convexa en economia, es la funcion de Coob-Douglas

f(xy,x5) = —x x5 cuando a; + a, > 1

Dado una funcién convexa h(x) y el conjunto convexo D = {x € R"/h(x) < d}

para un escalar real d.

Se puede probar que la interseccién de conjuntos convexos es también un

conjunto convexo.
(P)  minf(x)
s.a. h.(x)<d, (r=12..,0

Tenemos funciones convexas f(x) y h.(x) para d, r=12,..,1 es un
problema convexo, donde la interseccién de los conjuntos convexos es el
dominio de factibilidad.

D, ={x€eR"/h,(x) <d, parar=1,..,1}
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Teorema 2.3.29 Si un problema convexo, donde x* un minimo local de un
problema — x* es una solucién 6ptima o minimo global de un problema, si x* es

una solucion éptima unica cuando la funcidn es estrictamente convexa .

Los problemas de programacién no lineal tienen como principal dificultad la
inclusién de restricciones no lineales de la forma g(x) = b, dado una sucesion de
puntos {x € R":g(x) = b} cuando g(x) es una funcién no lineal casi siempre no
es convexo. Vemos que algunos de los problemas de programacion no lineal son
Nno convexos por eso no podemos garantizar que la solucion de un problema sea

Optima.

Ejemplo 2.15 Como puede verse en este ejemplo, resolviendo graficamente,
esta geometria de los problemas también cambia respecto a lo visto en

programacion lineal.

Veremos en el problema siguiente:
Min  (x; —3)? + (x, — 4)?
sa. (x;+x,)<5

(xg—x) <3
x1=0,x, =

Figura 2.3

Grafica de un modelo no lineal, dominio de factibilidad del problema

=6 T =412
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Nota: En la figura 2.3., tenemos x* como solucion optima x;* = 2,x," = 3, con un
unico punto en la curva de nivel con un valor menor cruza con puntos factibles

de la region factible.

Verificamos que los valores no coinciden con los vértices del dominio de

factibilidad, aunque esta solucién se alcanza en el limite del conjunto.
Ademas, vemos que a diferencia de programacién lineal, no siempre se da.
Ejemplo 2.16 Modificando el problema del ejemplo 2.15:
Min  (x; —2)? + (x, — 2)2
s.a (x;+x,) <5
(xg—x) <3
x1=20,x,=20
Figura 2.4

Grafica de un modelo no lineal con dominio de factibilidad del problema

Nota: Vemos que la solucion cambia a lo hallado en la figura 2.3, cuando la
solucién optima era x;* = 2,x," = 2,ahora vemos que la nueva solucién cuyo

dominio de factibilidad pertenece al interior de la region.
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Observamos graficamente en la figura 2.3, que la solucién éptima no esta en el
interior del dominio de factibilidad.

2.3.8 Métodos de optimizacion con restricciones

a) Método de activacion de restricciones

Se usa este método en problemas que sélo con restricciones de desigualdad.
Un problema sin restriccidon tiene una solucion 6ptima que no necesariamente
cumple con algunas de las restricciones, se toma k restricciones como si fueran
ecuaciones resolviendo el problema con restricciones hasta encontrar los valores
partiendo de restricciones activas cumpliendo ademas con las restricciones no
utilizadas.

1: Resolver el problema sin restricciones. Parar si el punto éptimo cumple con
todas las restricciones, si no se cumple, tomar k=1 ir al paso siguiente.
2: Tomar una de las k restricciones y encontrar la solucion factible que cumpla
con condiciones de optimalidad KKT entonces parar. Si no activar otro conjunto
de k restricciones y repetir. Cuando se probaron con todos los conjuntos de k
restricciones y no se encuentra una solucion factible entonces ir a 3.
3: Tomemos k = N (donde N es el numero total de restricciones) no hay una
solucién factible. Si no, tomar k= k+1 luego ir a 2:

Ejemplo 2.17. Dado el problema:

Min (2x; —5)? + (2x, — 1)?
s.a. X1+ 2xy <2

xX1,%; =0
Tomando el problema irrestricto con solucion.
x,"=5/2 y x,"=1/2
Cuando se usa: Vf(x)=0
Vemos que el punto no cumple la restriccion:
hy(x1,x5) = x4 + 2x, < 2
Reemplazando esto en la restriccion lineal activa:
VF(x1,x2) + 1 Vhy(x1, %) = 0
hi(x1, %) = 2
Hallamos la solucion optima:
x, =22

A
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u," = —2.4 perono cumple que x, >0
Pero sitomamos a x; = 0 vemos que podemos hallar un minimo local:
x,=0,x,=1/2
By =0p,=0p,=0
Se puede hallar otro minimo local tomando una restriccion activa
X1 +2x, <2 yx, =0

Hallando el punto  x; = 2,x, =0

b) Método de Frank — Wolfe.

Usamos este método cuando la funcidn objetivo es convexa no lineal con todas
las restricciones lineales. Se sustituye la funcion objetivo aproximando en una
secuencia de funciones lineales, que dan como resultado una secuencia de
problemas de programacion lineal.

Ejemplo 2.18

MinZ = —10X,? — X, + 10X, + 25X, —4X, X,
s.a.
X, +2X, <10
X, +X, <9
X1,X, =0
Aplicando multiplicadores de Lagrange

L(X11X2JAIJAZ)
= —10X,2 — X,2 + 10X, + 25X, — 4X, X, + A, (X, + 2X, — 10)
+ X+ X, —9) —u(Xy) —up(X3)

Las primeras derivadas parciales son:

JL
10— 20X, —4X, + A, + Ay —pty =0
ax,
dL
_:25_2X2_4'X1+ 2/11 +/12 —,LLZZO
ax,
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El problema de programacion lineal equivalente al original de acuerdo con el

método de Wolfe A, u

Man:Al +A2

S.a.

20X, 44X, — Ay — Ay +py + A, =10
4X, 42X, — 20 — Ay +py  + A4, =25
X, +2X, +S, =10
X+ X, +S, =9

En el software POM, usaremos esta nomenclatura,

‘ Xl X2 L1 L2 W1 W2 Al A2 53 54 RHS Equation form
Winimize 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 Win At +A2
Constraint 1 20 4 -1 -1 1 0 1 0 0 0= 10] 20X1+ 4X2-L1-L2+ M1 +A1
Constraint 2 4 2 -2 -1 0 1 0 1 0 0= 25| 4X1+ 22 -2L1-12+ M2+ A2
Constraint 3 1 2 0 0 0 0 0 0 1 0= 10 X1+ 2%2+53=10
Constraint 4 1 1 0 0 0 0 0 0 0 1= 9 Xi+X2+54=9

Con las siguientes restricciones de holgura complementaria:

ﬂlx1=0

Azxz =0

Utilizando el método simplex se tiene que la solucién basica inicial es:

Ci

teration 1

0
0 artfcl 2 4 2 -2 1 0 1 0 1 0 1 0 0 25
0 slack 3 1 2 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 10
0 slack 4 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 9
zZj -24 5 3 2 il -1 0 0 0 0 0 0 35
cj-zj 24 6 -3 -2 1 1 1 1 0 0 0 0

W =-35 A4, =10; A, = 25:S; = 10;S, =9

En la iteracién 2, entra X;. El punto extremo luego se recalcula
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Cj Basic 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0

Variables x1 x2 L1 L2 M1 M2 Al A2 artfcl 1 artfcl 2 slack 3 slack 4 Quantity
Heration 2

0 X1 1 0.2 -0.05 -0.05 0.05 0 0.05 0 0.05 [ [ [ 0.5
0 artfcl 2 0 1.2 -1.8 -0.8 -0.2 1 -0.2 1 -02 1 0 0 23
0 slack 3 0 18 0.0 0.0 0.05 0 -0.05 0 -0.05 0 1 0 95
0 slack 4 0 038 0.0 0.05 -0.05 0 -0.05 0 0.05 0 0 1 8.5
zj 0 -1.2 1.8 . 2 1 1.2 0 12 0 0 0 23

cj-zj 0 1.2 1.8 -0.8 -0.2 1 0.2 1 -1.2 0 0 0

W =-23; X, =05;4, = 23;S; =9.5;5, = 8.5

En la iteracidn 3, entra X, y sale X;. El punto extremo luego se recalcula

o
artfel 2

Ll o

| i Baskc
slack 3 | slack 4

Varabies

1 [
AZ artfel 1

X1

Quaniiy

[Raraton 3 R FR S S—— - —— G E— E— E—— S— — N E_——

[ X2 5 [ 0.2 028 0.25 0 0.25 [] 0.25 ] [] ] 28
9 artfel 2 FY o 15 2 oE 1 05 1] 05 1] [ ] 20.0
[] wack 3 50| [ 05 n 05 o a5 Al 05 [] 1 ] 50
] ack 4 40| [ 0.25 0.2% 025 o 0.25 0| 025 0| [] l 65
Y 8| [] 15 E 5 4 15 Al 15 [] [] ] 20.0

o £0 o 15 ) 08 1 08 1] A5 9 [ ]

W =—20; X, =2.5; A, = 20;S3 = 5;S, = 6.5

La ultima iteracion (A1=0 y A2=0), Luego el punto extremo es:

1

G Basic 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
Variables Xi X2 u L2 ]| W2 Al A2\ arfclf| arfcd2|  slckd]  slackd|  Quaniiy

i | IS IS N A S S S S —— —_—
0 X2 5| 1] -0.25 -0.25| 0.25| 0 0.25 [] 0.25 | [ [ [] 25
o M2 5.0 0 15 05 0.5 1 05 1 <05 1 a o 200
0 | sck3| 9.0 0 0s 05| 05| 0 05| 0} 05| 0 1] [] 5.0|
o slack 4| 40 0 025 0.25 028 o -0.25 o 028 L a 1 65
2| 0| ] 0 0| o 0 2 2| 0| 0 a ] 0|

o) 0| '] '] 0 0 0 -1 - 0 ] a ]

W=0;X, =25; u, =20;5; =5;5, =6.5

MinZ = —10X,? — X, + 10X, + 25X, — 4X, X, = —(6.25) + 25(2.5) = 56.25
La solucién éptima es: X; =0; X, =5;Z = 56.25

c) Problemas con restricciones de desigualdad e igualdad.

Tomamos el problema P):
P)  Min f(x)
sa. gx)=b i=12,...m
h.(x)=d, r=12,..,1
En este caso decimos que x" es un punto regular de las restricciones del
problema ssi:

9;x)=b;, i=12,..,m
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h(x")#d, r=12..,1

Vg, (x"),Vgo(x"), ... VG (x™), Vh;(x") vectores linealmente independientes
Conj €{r/h.(x")<d, parar=1,..,1}

Teorema 2.3.30 (Condiciones necesarias de 1er orden de KKT).

Suponer que las funciones son continuas f,91,92 «»9m R, Ry by, Y
diferenciables. Donde x" un minimo local y punto regular de P), tomamos los
multiplicadores de Lagrange: Ay, Az, .., A, 1y By ooy ity =0

m l
PFG) + ) A Vi) + ) Vhe(x) = 0

W) —d)=0 ;r=12 ..., 1

2.4. El Método de los Multiplicadores como caso particular del APP

Una amplia variedad de problemas puede ser considerados como casos
especiales basado en el articulo de Souza SS, Oliveira PR, da Cruz Neto JX,
Soubeyran A (2010), algunos ejemplos son los problemas convexos de
programacion no lineal, problemas de complementariedad monétono, problemas
de flujos en redes, desigualdades variacionales y sistemas de ecuaciones e

inecuaciones lineales.

La aplicacién mas importante se encuentra en el método de los multiplicadores
de Hestenes y Powell (1969). Este algoritmo fue propuesto para resolver
problemas de programacion convexa Hestenes, (1969). A continuacion,
mostraremos que el método de los multiplicadores de Hestenes y Powell es un

caso particular del algoritmo de punto proximal.
Consideremos el problema
min f(x) (2.11)

s.a.gi(x) <0 (1<i<m) (2.12)
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donde f, g;: R™ = R son funciones convexas y diferenciables.

El lagrangiano estandar para este problema es L: R" x R™ — R definido por

f(x)+z3’igi(x) ,siy >0
i=1

L(x,y) = (2.13)

400 , caso contrario

Para cada x € R", sea x* € R" definido por x;* = max{x;,0}. y sea a >0y

definiremos el Lagrangiano aumentado L,: R" X R™ - R como
1 m
La(t,9) = () + 7= D ([0 + 2090 I — ¥2}-
i=1
Es claro que, como f'y g; son diferenciables entonces L, es diferenciable y
m
+
Vlo(6,) = VF () + ) (3 + 2agi(0) Vgi(x). (214)
i=1

El método de los multiplicadores genera sucesiones {x*} c R", {y*} c R™

mediante: Dados y° € RT”* y y* € R™

x* = arg min L, (x, y*) (2.15)
XERN

yitt = (yZ‘ + Zagi(xk))+ : (2.16)
Consideremos ahora la funcién objetivo dual ¢: R™ — R definido por
¢(y) = min L(x,y) (2.17)
con L definido en (2.13). Es claro que ¢ es una funcion cdéncava.

A continuacién, probaremos que la sucesion {y*} generada por (2.15), (2.16) es

la misma que la sucesion generada por el “algoritmo punto proximal” aplicado

a— .
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Teorema 2.4.1 Sea {y*} ¢ R™ la sucesién generada por el algoritmo de punto

proximal paramin,cgm{—@(y)}, con 4, = i y{y*} la sucesién generada.
Siy° = y° entonces y* = y* para todo k.

Demostracion. La prueba se hara por induccién, para k = 0, por hipotesis y° =

y°. Asumamosy® = y*, asi

Gk+1

1
— ; _ —vk|2
y —argyrgﬂlgr,;l{ e+ —lly -y II}

luego como —¢ y || —y*||? son funciones propias y convexas, por la Proposicion
2.3.1 se tiene que

1
_ . e —ark2 Gk+1
065( )+l =y=ll >(y )
ademas, como r.i(dom(—¢)) Nr. i(dom(ll- —y"llz)) * 0,

Luego obtenemos

1
ypol

1
2 (oG ) + 7 = yHIP) = 0(=p ) + 0 (17 = ¥4I

asi,
=k+1 1 =k+1 k|2
0 € 3(—p@ )+ (- 17" = 112,
pero, como || —y*||? es diferenciable, entonces

0 € 9(~p(*D) + 5 G+ =)

2x
es decir,

— (F**1 - y*) € 3, (T**D). (2.18)

De la definicion de d,,, (2.48) es equivalente a
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o) = o) + i()‘/k“ — yk,y*+1 — ) para todo u > 0.
es decir,
o) < p(F*t) — i()‘/k“ — yk, y**1 — u) para todo u > 0. (2.19)

Debido a que (2.19) determina a y**! de manera Unica, es suficiente mostrar

que sustituyendo y*** por y**1 también se cumpla (2.19).
De (2.44), (2.45) y (2.46), se tiene que

0=ViL, (xk: yk)

=Vf(x*) + i (v + 20191-(96"))+ Vgi(x*)

=VfM) + ) yfHvg (")
2
Luego, de (2.13)

m
0= VFGH) + ) Y IVgi(c9) € L (e, y* )

=1

asi, se tiene que x* es un minimizador de L(:, y**1) y por (2.17)
m
PO = F() + ) Yt (k). (2.20)
i=1

Aqui, tenemos una expresion para el primer término de (2.19) con y**! en vez
— . , . . 1
de y**1. Ahora analizaremos el segundo término, es decir, Z(yk“ — yk, yktl

u).

De (2.46), se tiene que

1= (o + 200,) = max{O + 220160
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Asi
Y =y = -y + max{0,yf + 2ag;(x")}
= max{—y} + 0, =y + y¥ + 2ag;(x*)}
= max{—y}, 20,6}
> 2ag;(x") (2.21)
esto implica que
Yt = yf) = 2ay{* g ("), (2.22)
Asi, para cualquier u > 0, de (2.21) y (2.22), se tiene que

k+1

1 1 1
5 0 =y —w) = - (T =y ) ) = 5 T - ) ()

L

= giy[ T - (T -y ) <y g () — g () (2.23)

De (2.20) y (2.23) se tiene

1
qo(yk“) _ % (yk+1 _ yk’yk+1 _ u)

m m m
2 fO)+ ) Yg () = ) g + ) wigi(xh)
i=1 i=1 i=1

= FOR) + ) wgi(h)
= L(x*,u)

> grclg]}%r}l L(x,u)

= p(w)

asi,

o) < P(y**1) — = (y*+1 — yk, yk*+1 ) para todo u = 0

2a

esto es equivalente a
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1
k+1 _ ) _ k2
y argymeﬂg,;l{ o)+ lly ==l }

xk+1 = p (x¥) (2.24)
por lo tanto, y**1 = y**1 y el procedimiento de induccién esta completo.

Observacion 2.4.1 Pero si bien teoricamente es posible ejecutar la iteracion
proximal (2.24), en la practica se puede realizar solo en unos pocos casos. Dos

situaciones en los que el paso proximal puede calcularse facilmente es cuando:

(i) T(x) = Ng(x) es el operador normal asociado a algun conjunto
convexo cerrado C c H.

(ii) T(x) = Ax + b es una funcion afin.
En (i), el cono normal a C en x es definido por

{ze H:(z,x"—x) < Oparatodox" € C} ,six€C
[0} , caso contrario

Ne(x) = {

y la funcién proximal asociado P = (I + N;)~! es la proyeccion ortogonal sobre

C. Veamos esto.
Sea P: H — H un operador, probaremos que P(x) = argmin{|ly — x||:y € C}.
Debido a que
argmin{|ly — x||:y € €} = argmin{|ly — x|l + §c(y):y € H}
= argmin{(1/2)|ly — x> + 6¢(y):y € H}

1 . . .
y como > I- —x|I? + 8. (*) es coerciva, continua y estrictamente convexa entonces

existe x Tal que

xargminf||y — x||:y € C} = argmin{(1/2)|ly — x|I* + 6:(y):y € H}

luego

0 € (/DI =xII* + 8c()) (D),

52



como %ll- —x||? + 6, son funciones propias, convexas y r.i (dom G [ —x||2)> N

T. i(dom(&c)) # @, entonces se tiene que
0 € a((1/2)lI —x1?)(®) + 35(x)

luego como %II- —x||? Es diferenciable y de la definicion 2.3.21, se tiene que

06 (%) = N (x), asi
0€x—x+ N(%)
X € X+ Ng(%)
de esta manera
x € (I+Ng)(x)
asi,
xe(+N:) ()

pero, como (I + N;)~! es un operador univoco, entonces x = (I + Ny) 1(x) =
P(x)

Por lo tanto, P = (I + V)™ ! es la proyeccion ortogonal sobre C.

En (ii), la iteracion proximal en (2.54) presenta la misma dificultad que resolver

un sistema de ecuaciones lineales.
Veamos esto, dado x* € H, de la iteracion proximal (2.54) se tiene
XK+ = (1 + T)~1(xk)
xk =+ T)(x**)
xk = k1 4 T(xk+1)
xk = xk*1 4 Ax**1 4+ p

xk =+ A)x* +b
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x*¥ —b = (I + A)xkt1

Denotando A =1 + Ay b = x* — b, entonces debemos resolver el sistema lineal

Ax**1 = p para obtener la siguiente iteracién proximal.
2.5 Distancia Generalizada

Presentaremos la definicion de la distancia proximal y de la distancia proximal
inducida, que fueron introducidas por Auslender A, Teboulle M (1999) el que

adaptaremos a nuestra situacion para el conjunto R%.

Definicion 2.5.1 Una funcion d: R™ x R™ - R, U {+} conocida como distancia
proximal en R%},., si vy € R}, se cumplen las propiedades:

1.d(-,y) es una distancia estrictamente convexa, semicontinua inferior,

propia, y continuamente diferenciable en R , ;

2.domd(,y) € R} ydom d,d(-,y) = R}, donde d,d(-,y) denota la funcion

subdiferencial clasica de la funcion d (-, y)con respecto a la primera variable;
3.d(-,y) es coerciva en R"(i.e.,lim5ed(u,y) = +o ;
4.d(y,y) = 0.

Donde D(R%,) es una familia de funciones que cumplen con los puntos dados.

Definicion 2.5.2 Dado una distancia proximal d € D(R%,), donde la funcion
H:R" X R"™ - R, U{+w} es inducida por d, se dice que H es una funcion de

valores finitos en R}, X R}, y para cada a,b € R}, se satisface
(i) H(a,a) = 0.
(i) (¢ — b,V d(b,a)) < H(c,a) — H(c,b) — H(a,b),Vc € R},
El gradiente V,d(:,y) de la funcion d(-,y) se refiere a la primera variable.

Denotemos por (d,H) € F(R},) a la distancia proximal e inducida cumple con
las condiciones ver definicion 2.5.1, también denotemos por (d,H) € F(R%,) si

existe un H tal que:
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(liii) H es de valores finitos en R’} , x R, satisfaciendo (li) y (lii), para cada
c € R7%.

(iv) Para cada c € R%, H(c,") tiene conjuntos de nivel acotados en R .
Luego tenemos (d,H) € F.(R%), cuando
(v) (d,H) € F(R}).

(vi) vy € R? y V{y*} c R%, acotada conlim,_,,.,H(y,y*) = 0, entonces

k —

lim =y.

k-4
(vii) Vy € R% ,donde Y{y*} c R%, tal que lim,_..y"* =y, entonces

limk—>+ooH(yl yk) =0.

Algunos casos de distancias proximales que satisfacen las condiciones
mostradas, como las distancias de Bregman, distancias proximales basadas en
¢ — divergencias, distancias auto-proximales, y distancias basadas en distancias

proximales logaritmo cuadraticos, ver Auslender A, Teboulle M (2006)

Distancias Bregman: Sea h: R™ — R U {+o0} una funcion propia y diferenciable

en int(domh). Definimos la funcién Dy, (:,;"): R™ X R® - R U {+} por
Dy (x,y) = h(x) = h(y) = (VR(¥),x — y).

La funcion h es denominada una funcion Bregman con zona S si:

(1) h es continua y estrictamente convexa enS.

(2) h es diferenciable y continua en S;

(3) Dado cualquier x € Sy § € R, el conjunto de nivel inferior

Lp,(x,6) = {y € S: Dp(x,y) < 6}, es acotada;

(4) Si{y*} c S converge a y entonces D, (y,y*) converge a 0.
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Cuando h es una funcion Bregman entonces D, es denominada distancia

Bregman asociado a h, ver Eckstein J (1998).

Ademas, se ha probado (Bauschke y Borwein (1997)) que las condiciones (1) —

(4) implican lo siguiente:

(5) El conjunto de nivel inferior L, (8,y) = {x € S:Dy(x,y) < 8} es acotado para

todoy € S.

(6) Si {z¥} c S es acotada, {y*} c S converge a y,ylimy_ Dy (z%, y*) =0,

entonces limy,_,, ,z* = y.

Sea 6:R - RU {+o0} una funcion propia convexa y semicontinua inferior ver
definicion 2.3.3, con (0, +) < dom@ < [0, +) tal que 8 € C2((0,+)),6"® >
0,vt > 0ylim,,,+0'(t) = —oo . Denotemos por ©, a la clase de funciones que
satisfacen las propiedades antes mencionadas y 6(0) < +o y definir h =
i1 0(x;), asi

DgCxy) = ) (06 = 00x) — 0'G) (i = ¥0).
i=1

esto es, D, es separable. Algunos ejemplos de funciones que pertenecen a 6,

son los siguientes:

(a) 6,(t) = tlogt para el cual

n

x.
Dy, (x,y) = z (Xi logj +yi— xi) -
l

i=1

Esta funcion es denominada distancia divergente Kullback-Leibler.

(b)6,(t) =tP —t9, sit=>0y6,(t) =40, sit<0; conp>1y0<qg<l1.
Parap = 2,q =%, tenemos

1

Due,y) = = yIP+ ) o= — 7).

(c) 65(t) = j(pt —tP),sit=0y05(t) =400, sit<0;conp € (0,1) Asi
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- 1 _
Du(xy) = ) (yf e Gt )) -

=1

Es facil probar que la distancia Bregman separable Dy, satisface las condiciones

de la ver teorema 4.4.2, para cada 0 € 0, por lo tanto Dy € D(R%.).

Ahora definimos H(x,y) = Dp(x,y), asi H(a,a) = 0,Va € R}, y de la identidad
de los tres puntos, Solodov MV, Svaiter BF (2000), obtenemos

(c —b,V,D7(b,a)) < H(c,a) —H(c,b) — H(a,b).

Ademas, como Dy(c,) tiene conjuntos de nivel acotado en R%,, entonces

(Dy, H) € F(R},). Finalmente, de (B6) y (B4) tenemos, respectivamente
() vy € R} ,v{y*} € R}, acotada con limy_,.H(y,y*) = D7 (y,y*) =0,
entonces lim y* =y,
k—+o0
(i) Vy € Rt yv{yk} c R%, tal que limp,,.y*=7vy,  entonces

Jim H(y,y*) = Dp(y,y*) = 0.

Esto es,(Dy, H) € F,(R?%).

2.6 Variables utilizadas en el modelo de Cobb Douglas

Una funcién de produccién muy conocida usado en microeconomia para ver
procesos de produccion, este se uso por primera vez en un estudio empirico en
Estados Unidos donde se veia la relacion en la productividad con el capital y la
fuerza de trabajo. Tomando la funcién de produccién original homogénea se

consider6 de rango 2 1 en ambos factores, con rendimientos constantes a escala.

La formula de produccién se puede expresar como:

Q =AxL*K'@
Teniendo un valor positivo a < 1 que indica la elasticidad del factor trabajo (L).
La elasticidad del factor capital (K) seria el complemento del factor elasticidad

del trabajo 1-a= P, corresponde a la existencia de constantes a escala de

rendimientos. La constante A seria un parametro.
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La homogeneidad de grado 1 es una de las condiciones que posee la funcién
Cobb- Douglas, ademas de tener facilidad de estimacion y los rendimientos
marginales decrecientes en cada factor de la produccion.

Podemos escribir la funcion Cobb-Douglas de la forma:

Q =F(LK) =AxLKF (2.25)

de manera que puede tomar distintos rendimientos a escala:
A"Q = F(AL,AK) = 2%*F(A x L*KP)

Entonces diremos que los rendimientos son crecientes si o + B > 1, pero tendra
rendimiento decreciente si o + < 1, pero si los rendimientos constantes a
escala;seracuando sia +p=1.
Cuando queremos trabajar con los datos podemos hacer uso de una
transformacion logaritmica:

LogQ = logA + aLogL + BLogK (2.26)
Caracterizacion de las variables utilizadas en la especificacion

Como queremos hallar una estimacioén en el caso de Peru de la funcién
produccién para el, se analizé cuales son las fuentes que nos ayudaria a
extraer los datos con el objeto de obtener los datos de fuerza de trabajo asi
como el capital. Por eso definimos las caracteristicas de estas variables.

Factor de trabajo

Denotamos L como el factor trabajo, por eso se buscé la informaciéon estimada
por el INEIl sobre la PEA ocupada, obteniendo la informacién anualizada, debido
a que la no disponibilidad de la informacion del INEIl se usaron los datos
correspondientes al periodo 2001-2019.

Factor de capital

Como no se contaba con el dato inicial correspondiente al capital tuvo que
estimarla. Por esto, se estimd nivel inicial de stock de capital de 13 032 (Miles de
soles) para el aino 1994. Donde el acervo de capital para los siguientes afos se
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calculé con el método de inventarios perpetuos considerando la inversion bruta
fija, Ana Azofeifa V. & Marlene Villanueva S. (1996) y una tasa de depreciacion.

Tomamos una tasa de depreciacién anual de 5 %, Shirley Miller L. (2002).
Produccion

Se uso el Producto Interno Bruto (PBI) en miles de soles como indicador a

precios constantes.

Tomamos la inversién bruta fija no residencial como variable relevante en el
célculo del stock de capital. Como no se tiene esta variable se consideré la
inversién bruta interna Zivot, E. and D. W. Andrews (1992)., en los que se
considera los inventarios y la inversién residencial, los cuales no ayudan a

incrementar la capacidad productiva.

Los inventarios perpetuos se utilizan para poder estimar el stock de capital
mediante la forma recursiva: K; = (1 —8)K;_; + I;_, tal que denotamos a la
inversion bruta fija como |,ver Ana Azofeifa V. & Marlene Villanueva S. (1996) y

§ es la tasa de depreciacion, Shirley Miller L. (2002).
Productividad

Como no se puede medir directamente el nivel de productividad debemos
obtenerlos como resto de la ecuacién, ver Hamilton, J. D. (1994). Ver (2.25),
cuando se hallan los parametros de elasticidad « y S (en cuanto a la fuerza
laboral y el capital), Perron, P. (1994). Ver figura 4.1 (PBI-Millones de Soles-
2007)
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Capitulo 3

3. METODOLOGIA

Se tomaron las siguientes partes en el trabajo:

3.1 El Universo

El universo en espacios Euclidianos en nuestra investigacién de optimizacién no
convexa y su aplicaciéon a una clase de modelos econémicos de decisiébn como
problemas de la cartera, problemas de producciéon. En Investigacion de
Operaciones uno de los casos que se estudia son problemas de optimizacién no
convexa y asi hallar los valores maximos o minimos de funciones no convexas
restringidas en un conjunto convexo. Por otro lado, los modelos econémicos de
decisidn representan situaciones donde el agente econdmico trata de obtener la
mejor decision dentro de todas las posibilidades.

3.2 Técnicas de recopilacion de datos

En la investigacion a trabajar fue necesaria una busqueda en revistas publicadas
de informacién cientifica, uso de hemerotecas y bibliotecas especializadas,

asistencia a eventos cientificos y reuniones con algunos especialistas en el tema.
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Los datos de microeconomia (Modelo Cobb Douglas), se obtuvieron de la

informacion en las tablas extraidas de estadisticas publicadas por INEl y BCR.

3.3 Técnicas descriptivas para la contrastacion o demostracion de las

hipétesis

Luego se tomo como metodologia un enfoque de tipo inductivo-deductivo
tomando en cuenta investigaciones recientes, con el fin de poder aplicarlo a
nuestros requerimientos y asi lograr los resultados que detallaremos en las

siguientes secciones.

Encontramos resultados de algoritmos utilizados para hallar resultados en
problemas de optimizacién en funciones cuasi-convexas, pero no se encuentra

en el caso genérico no convexa de minimizacion.

Estudiamos los articulos en mencion y observamos que podiamos extender mas

aun el método considerando algunas hipdtesis apropiadas.

Observamos también que no se habian publicado experimentos
computacionales aplicados a modelos econémicos salvo algunas experiencias

de funciones no convexas, por esto se mostrd una aplicacién de Cobb Douglas.
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Capitulo 4
4. RESULTADOS Y DISCUSION

4.1 Analisis, interpretacion y discusion de resultados

Los resultados de esta tesis son los siguientes:

- Convergencia débil de la extension del método proximal propuesto a un punto
de KKT generalizado.

- Aplicacién del método para la solucidén de problemas econdémicos de decisién.

- Presentacion de algunos resultados computacionales del método propuesto en
la solucién de algunos problemas académicos para constatar los resultados

teoricos.

Los resultados anteriores podemos interpretarlos como la extension del método
proximal en el caso de problemas de optimizacion no convexa en el ortante no

negativo.

En casos practicos es importante resolver problemas no convexa de
optimizaciéon en el ortante no negativo pues estas restricciones reflejan la

62



cantidad elegida en la decisién de un agente econémico en teoria de decision,
cantidad producida en produccion, etc.

En el capitulo 4, Cobb, C. W. y Douglas, P. H. (1928): se muestra un caso con

este método ilustrando su utilidad en las aplicaciones.
Con respecto a la discusidn de los resultados podemos mencionar lo siguiente:

- La aplicacién del método a problemas econdmicos presentados en esta tesis
se puede ampliar desde compafias individuales hasta cuestiones econémicas

globales.

4.2 Pruebas de hipétesis

Usando un concepto de subdiferencial de Fréchet y sus propiedades
geomeétricas fue posible extender el "Método del Punto Proximal ", para
solucionar problemas no convexos de optimizacién y en particular cuando la
funcién es convexa el método se reduce al clasico método de optimizacion
propuesta por Martinet (1970).

Usando la teoria de sucesiones y andlisis matematico fue posible obtener la
convergencia generada en la sucesion por la extension del "Método del Punto
Proximal “, Articulo PESQUIMAT De la Cruz, L, Papa, E. (2013).

Mostramos en las aplicaciones que los modelos de decision en economia estan
intimamente relacionados a problemas de optimizacién no convexa, en particular

usando Cobb Douglas.
4.3 Presentacion de resultados de Cobb Douglas

Presentamos los resultados obtenidos en el modelo de Economia (Cobb
Douglas) en el periodo 1994 -2019.

Ver anexos 1-8 (Se muestran las tablas extraidas de estadisticas del INEl y
BCR)

Figura 4.1
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PBI-Millones de Soles-2007
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Figura 4.2

Los estadisticos Cusum y Cusum cuadrado

D Workfiler COE NZ7ADO) -3}

Fovecast stats Resats S

[View]proc| object [ Print  Name ¢
Dependent Vanable. LNPBIR
Method: Least Squares

Date: 07/21/21 Time: 10:16

Sample: 2001 2019
Included observations. 19

e st

Vanable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.

C 3.17E-10 8.39E-11 3.776740 0.0018

LNA 1.000000 6.42E-12 1.56E+11 0.0000

LNDLABOR 0.490000 1.35E-11 3.63E+10 0.0000

LNINCAPITAL 0.510000 311E-12 1.64E+11 0.0000

R-squared 1.000000 Mean dependentvar 1281453

Adjusted R-squared 1.000000 S.D. dependentvar 0.299493

SE. of regression 1.10E-12 Sum squared resid 181E-23

F-statistic 4 45E+23 Durbin-Watson stat 0911998
Prob(F-statistic) 0.000000
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Nota: Tomando estadisticos Cusum y Cusum cuadrado los cuales nos indican
que los coeficientes son estables en la regresién del ajuste, podemos observar
que el coeficiente de determinacién (R2ajustado) es bastante alto, lo que no da
la idea que la mayor parte de la produccion puede darse por el aporte de los
factores de produccién.

Figura 4.3

Graéfica de los estadisticos Cusum y Cusum cuadrado
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4.4 Algoritmo Proximal para Minimizacion
Estamos interesados en resolver el problema
min{f(x): x = 0} (4.1)

donde f:R™ - RU {+o0} es una funcion propia ver definicion 2.3.5, tal que
dom f N R} # @ y x = 0 nos indica que x, x;, €s no negativo.
En esta subseccidn presentamos una extension del "Método del Punto

Proximal “. con una distancia proximal y asi hallar los resultados del problema
planteado basado en el articulo de Papa Quiroz y Oliveira (2012i).

4.4.1 El Algoritmo

Tenemos un punto inicial y una sucesién de parametros positivos {A;} y
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x% € R%,.

Para cada k = 1,2, ..., si 0 € df(x*~1), hallamos el valor. Si no hallar un x* € R™

de manera
0 € (£ () + Ad(,x*1) ) ("),
donde d es una distancia proximal tal que (d, H) € F,(R%}).

Observacion 4.4.1 Observamos que el algoritmo es una extension (para
funciones no convexas) "Método del Punto Proximal ". donde, la funcion f es
convexa decimos que las iteraciones se dan de la forma.

x¥ = arg mi(r)l{f(x) + Ad(x, x* 1)},
Xz

Observacion 4.4.2 Como estamos interesados en resolver (4.1) donde f es no
convexa es necesario ver que en el algoritmo solo se necesita hallar un punto
estacionario, en cada iteracion, ver definicion 2.3.27 ( no un minimo global) de la
funcion regularizadora f(+) + A,d (-, x*~1) vemos asi que los algoritmos locales

se pueden hallar en cada iteracion de manera satisfactoria.

Observacion 4.4.3 Dado (4.3), con (4,/2)d(-,x*1), es continuamente

diferenciable, obtenemos que
0 € 0f (x*) + A, V,d (x¥, xk D).
Asi, existe gk € df(x*) tal que
gk = =, Vid(xk, x*1).
4.4.2 Resultados de Convergencia

Teorema 4.4.1 Sea f una funcion semicontinua inferior y acotada
inferiormente donde la sucesion {x*}, generada por "Método del Punto

Proximal ", en el ortante x* € R%. .esta bien definida.

Demostracion. Como f es acotada inferiormente y semicontinua inferior y la
distancia d(,y) es coerciva, ver Definicion 2.3.4, f(x)+ A,d(x,x*"1)
semicontinua inferior, ver definiciéon 2.3.3 y coerciva se confirma la existencia

de {x*},la positividad de x* es inmediata de la definicion de d.
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Hipétesis A. f:R"™ - RU {+x} es una funciéon propia ver definicion 2.3.5,

acotada inferiormente y semicontinua inferior ver definicién 2.3.3.

Para hallar el punto limite tomamos una clase especial de las distancias
proximales a otra de las distancias proximales separables,

n
d(x,y) = Z d; (xi, yi),
i=1

donde d;: R X R - R U {+00}.
Definamos también:
J(x)={ie{1,2,..,n}:x; > 0}.

Teorema 4.4.2 Digamos que la hipotesis A es satisfecha, d es separable. Si
0 < A, < A, para todo k y algtin A > 0, - la sucesién {x*} converge debilmente
a un punto x tal que:

i) % >0, Vi=12,..,0;

i) liminfy_ 40 g =0, Vi € J(X)

i)  liminf,,xFgk >0, Vie]j).
4.5 Aplicaciones a Economia

Al aplicar modelos con el "Método del Punto Proximal “, se dan en diversas
lineas de investigacion en optimizacién fraccionaria, teoria de localizacién,
teoria de decisiones y en casos de economia. En esta tesis damos un ejemplo
de la teoria del consumidor, en un modelo de microeconomia.

En la mayoria de los problemas se hacen hipotesis de tal forma que los modelos
sean convexos, Y luego se usa cualquier metodo de optimizacién de problemas

convexos, restringiendo su aplicacion a casos mas generales.

Segun nuestra investigacion no existe aun un software que trate problemas
especificamente no convexos, es por eso por lo que esta tesis es un aporte para

este fin.

4.5.1 Aplicacion del Método a la Teoria Econdmica de decision.
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En la teoria econémica de la decisién se dan modelos matematicos que se da
en la eleccion éptima de un agente econdémico (un Estado, empresa, etc.) con
una variedad de alternativas a escoger. Tomando el agente econémico en un

problema de decision:
» Teniendo alternativas el que nos ayuda a elegir el universo de ellos.

* En el agente economico evalla las diferentes alternativas tomando el criterio
de valorizacion de ellos. Este criterio se usa en una relacion binaria reflexiva y
transitiva (), definida econémicamente como “es al menos tan preferible” el que
nos indica sus preferencias sobre el conjunto de eleccién. En economia

llamamos preferencia a esta relacion.

* Los recursos escasos delimitan al conjunto de oportunidades en la que el

agente econdmico efectivamente se puede elegir.
Donde el conjunto de eleccion X, se dice que u: X — R llamada funcion de
utilidad () sivx,y € X

y Sx,sii p(y) < ux).
Las preferencias (<), sujetas a condiciones sobre X pueden ser dados por una
funcion de utilidad p . de manera que se pueda elegir la mejor alternativa para
maximizar la funcién u . podemos decir que resolver el problema de decision del

agente econdmico es equivalente a resolver el problema de maximizacion:
max{u(x): x € X}.

Un de los casos de una funcion de utilidad es la funcién cuasi-concava, donde ,

u cumple con:
u(Ax + (1 —2)y) = min{u(x), u(y)}, paratodox,y € X;ytodoi € [0,1].

Podemos probar que la funcion esta relacionada intimamente a la hipétesis de
convexidad de la preferencia, osea <, es convexa si para x,y,z € X con x <

yyx 3 zenXy0 < a < 1entonces

xS ay + (1—-a)z
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La definicion < en el caso econdémico, se puede decir como la tendencia
natural del agente econdémico a diversificar las mejores entre todas posibles
elecciones, donde, si z e y son dos alternativas al < x, entonces, podemos
pensar que la combinacion ay + (1 —a)z, va € [0,1], es continda siendo al
menos tan preferible como x.

La condicion de convexidad de la preferencia < y ciertas condiciones
apropiadas sobre X, permiten ver la existencia de una funcion de utilidad p cuasi
céncava y por lo que tener un problema de optimizacién cuasi-céncavo y las

restricciones son cuasi-coéncavas.
Ejemplo 4.5.1

Una empresa puede producir n productos en cantidades x;, x5, ... , X, siendo sus
costos de produccién (por unidad) respectivamente igual a py,p, ...,.pn, donde
p. > 0, paratodoi = 1,2,...,n. Con un capital de b soles en la produccién y
una funcién continua f nos indica la utilidad de produccién de los n productos, el

problema de conocer una utilidad maxima este dado:
max{f(x): pT x < b,x; = 0}.

En economia una de las funciones mas conocidas que expresan la funcién de
produccién de una empresa es la funcién de Cobb-Douglas, Zivot, E. and D. W.
Andrews (1992),

f(x) = k.x;%1x,% ... x, %,
donde k >0, a; @y, ...,y >0y a; +a, + -+ a, = 1.

Cobb, C. W. y Douglas, P. H. (1928): publicaron un estudio en el cual modelaban
el crecimiento de la economia estadounidense durante el periodo 1899-1922.
Ellos tomaron un punto de vista simple en la economia con la produccion
determinada por el numero de mano de obra relacionada x; y el numero de
capital invertido x,. Hay varios factores que pueden afectar el rendimiento
economico, este caso resultdé notablemente exacto. La funcién utilizada en el

modelo de produccién de manera que

f(x) = k.x;“1x,%2,
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Donde la produccion total f(x;,x,) (el valor monetario de todos los bienes
producidos anualmente), la mano de obra x; es la cantidad total de HH
trabajadas al ano) y el capital invertido x, es el valor monetario de toda la
maquinaria, equipo, edificios, etc). Usando derivadas parciales para demostrar
cémo la forma particular del modelo se infiere de ciertas suposiciones que

plantearon con respecto a la economia.

. .z .z . . a 7
Si la funcion de produccién f (x4, x,), con derivada parcial de % eslarazénala
1

cual cambia la produccién con respecto a la cantidad de mano de obra. Los
economistas conocen como produccién marginal respecto a la mano de obra o

productividad marginal de la mano de obra, ver De Lamo, A. R. y Dolado, J. J.
(1993); analogamente tenemos la derivada parcial de :Tf es la razén a la cual
2

cambia la produccion en referencia a la cantidad de capital invertido | que se
denomina productividad marginal del capital. En estos términos las suposiciones

que plantearon Cobb y Douglas se pueden plantear como sigue:

1) Sila mano de obra o el capital disminuye, entonces pasa lo mismo con la

produccion.

2) La produccién marginal respecto a la mano de obra es equivalente a la

cantidad de produccion por unidad de mano de obra.

3) La productividad marginal del capital es proporcional a la cantidad de

produccién por unidad de capital.

Debido a que la produccién por unidad de mano de obra es xi la hipétesis 2)

plantea que

d
O _of

6x1 .'X,'l,

Para algun a > 0. Sitenemos x, constante diremos que la ecuacién diferencial

parcial se convierte en una ecuacion diferencial ordinaria

dxq xq

o _ L
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Si resolvemos esta ecuacion diferencial separable obtenemos:
g(x1) = f(xy,x2) = c(xz). x,*

De forma analoga con respecto a la otra variable da
h(xz) = f(x1,x3) = C(x1)-x2ﬁ

Para algun g > 0. Al comparar las dos ecuaciones anteriores obtenemos:
) =koxy“x,P (6)

donde k es una constante que es independiente tanto de x; € x,.

En la ecuacién anterior, la mano de obra x; y el capital x, aumenta un factor m

es independiente tanto de x;, x,, entonces en (8) tenemos:
f(mxy, mx,,) = k(mx1)a(mx2)ﬁ = km**F x1ax2ﬁ = m*+F f(xq,x2).
Si, ademas, a + f = 1, entonces:
f(mxy, mx;,) = mf(xq,x2),

condicién que es llamada en economia funcion homogénea de grado 1 y que se
interpreta como la produccién se incrementa en un valor m. por eso Cobb y

Douglas tomaron a + B = 1, por lo que, se tiene:
f(x) = k.x, % x,' 7,

Tomamos la funcién de dos variables en Cobb y Douglas en produccién, ver
Felipe, Jesus y Adams, F. Gerard (2005).

Cobb y Douglas tomaron los datos que publicé el gobierno en el afio 1899 como
una linea de referencia f, x; y x, en el aino 1899 se le dio un valor de 100 para
la Tabla 3.

Los datos de otros afios se tomaron como porcentajes de los valores de 1899.

Cobb, C. W. y Douglas, P. H. (1928): aplicaron el método de los minimos

cuadrados para ajustar los datos, ver la Tabla Nro: 3 a la funcién:
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f(x) = 1.01.x,%75x,%25,

En efecto, de la funcién f(x) = k.x;%x,1~%, dividiendo por x,
x,17¢ 1
L = k. xla.< Z ) = k.xla. <_a>
X X2 X

tomando logaritmos a ambos lados tenemos:

In <£> = In(k) + aln <ﬁ>

X2 X2

Si hacemos x = In (ﬁ)

X2

y=lIn (L) tenemos que y = ax + In (k).
X2

Tabla 3.

Crecimiento de la Economia Estadounidense durante el periodo 1899 — 1922

Ano f(x1,%2) X1 X2
1899 100 100 100
1900 101 105 107
1901 112 110 114
1902 122 117 122
1903 124 122 131
1904 122 121 138
1905 143 125 149
1906 152 134 163
1907 151 140 176
1908 126 123 185
1909 155 143 198
1910 159 147 208
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1911 153 148 216

1912 177 155 226
1913 184 156 236
1914 169 152 244
1915 189 156 266
1916 225 183 298
1917 227 198 335
1918 223 201 366
1919 218 196 387
1920 231 194 407
1921 179 146 417
1922 240 161 431

Autor: Charles Cobb y Paul Douglas (1928,)

Usando la Tabla 3 y elaborando una tabla de valores de x = In (%) yy=In (L)

X2
y luego usando una regresion cuadratica para calcular la recta que pasa por los

puntos x = ln(z_:) yy = ln(;

2

), se obtienen los valores de a« = 0.75y k = 1.01.

Consideremos el siguiente problema de optimizacion:

La produccién total f de un determinado producto tiene como variable
dependiente la cantidad x; de mano de obra usada y de la cantidad x, de
inversién de capital. Considerando los supuestos de Cobb y Douglas dados

anteriormente:

La funcion de Cobb Douglas esta dada, ver Felipe, Jesus y Adams, F. Gerard
(2005).

f(x) = _k-x1ax21_a,

donde k >0y 0 < a < 1. Donde m es el costo unitario de mano de obra y n el
costo unitario de capital, la empresa puede gastar su presupuesto pero sélo
hasta p ddélares del total, tomando P como funciéon de produccion que se

maximiza bajo determinadas condiciones:
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mx; + nx, <p
y por lo tanto, el problema de optimizacién consiste en:
min{f(x) = —k.x;%x,1 % mx; + nx, < p,x; = 0x, = 0} (4.2)

Usaremos el “Método del Punto Proximal”, presentado en este articulo De la

Cruz, L, Papa E. (2013), para encontrar la solucién del problema.

4.5.2. Pruebas econdmetricas para obtener el valorde ay 8

Se definen a y B, ver 2.6, debemos estimar estos valores de las funciones de
produccién utilizando analisis de regresion lineal clasico, también se puede usar
el método de regresion no lineal. En los dos casos se estiman los parametros de
la funcién mediante varios algoritmos; uno de ellos es con Minimos Cuadrados
Ordinarios (MCO), los cuales se obtienen de minimizar una de las desviaciones
cuadraticas de los datos observados y los datos estimados de la variable
dependiente. Otro caso se puede usar la Maxima Verosimilitud, (MV), el cual
tiene algunas propiedades estadisticas mas fuertes que MCO esto resulta de
hallar los pardmetros de manera que la probabilidad de observar un valor
determinado de la variable dependiente sea maxima. En el caso de estimar el
modelo de una funcién de producccion en el caso de Peru utilizando el software

econométrico Eviews 8.

Como el tamafo muestral utilizado es pequefo, recomendamos tener cuidado al
evaluar los resultados anteriores. Se sabe que la literatura dice que existen
varias limitaciones con muestras pequeinas, porque pueden surgir sesgos al

estimar por Minimos Cuadrados Ordinarios (MCO).
4.5.3. Resultados con funciéon Cobb-Douglas

Para hallar la relacién entre las funciones del tipo Cobb-Douglas, se uso la
transformacion logaritmica en un modelo lineal:

Log Q; = Log A; +« Log L; + BLog K; (4.3)

Para la especificacion teorica 3.1 se presenta el siguiente modelo econométrico:
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Yt =CO+CIX1 + 62X2 + C3X3 + Et (44)
Donde x; = Log At, x, = Log Lt, x3 = Log K¢,

Ademads de ello se estimd la serie en primeras diferencias para corregir el

problema de la no estacionariedad de las variables.

En la funcion de produccién se hallo que la participacion del factor trabajo en el
producto es aproximadamente a 0,50 (Ver Figura 4.2)

Quedando la formulaciéon de esta manera  minf(x) = — x;%°x,%° (4.5)

Los valores de a y B, son las elasticidades de la produccion en relacién a los
factores, Ver (Figura 4.2). muestran que los valores del estadistico "F", que
corresponden a cada parametro, vemos que ambos factores son significativos.
La variable ficticia con el signo esperado, resulto significativa y, esto nos dice
que, en efecto, la crisis del periodo 2008 recibio el peso del ajuste, el cual se
manifesté fuertemente en una reduccién de la produccion. El uso de esta
variable se determina al momento de observar la serie del PBI, se observa un
cambio en el periodo 2008, la razdén fundamental de éste quiebre es el impacto
que tuvo de la crisis financiera internacional en la economia nacional. (Ver Figura
4.1) Los estadisticos Cusum y Cusum cuadrados indica que los coeficientes de
regresion del ajuste son estables. (Ver Figura 4.3). El valor (R?ajustado) es
bastante alto, lo cual indica que la mayor parte de la produccion podria explicarse
por el aporte de los factores productivos. (Ver Figura 4.2), se utilizé el paquete

econométrico Eviews 8.

Para la implementacién usamos una computadora Core i5, 2.30 GHz, 3Gb de
Ram, Windows 7 como sistema operativo con 64 bits usamos el Software
MATLAB 7.10 .

En los ejemplos que estamos usando, tomaremos 4, = 0.125 , el punto inicial
(1, 2) y el error de tolerancia 0.0001.

Problema 1: Consideremos el problema aplicando al resultado de Cobb-Douglas
(Ver 4.2y 4.5):

min{f (x) = — x,;%%x,%5: 2x; + x, < 6,x;, = 0,x, > 0}
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Notemos que la funcion f: R? - R U {+o} definido por f(xy,x;) = x,%°x,%> | f

es propia, pues
dom f = {(x1,x,) € R?/ x,%%x,%5 < 400} # @
V (x1,%,) Edom f: — o0 < x,%%x,%5.

Ademas, la funcién f es continua (asi es semicontinua inferior) y el punto éptimo,

x* = (3/2,3), es el punto de minimo global de f.

Tomamos para este problema la distancia proximal:

D(x,2z) = d(y(x),y(2)),
Donde:

D es la distancia proximal, donde d sera la distancia dada con Kullback-Leibler,

ver definicion 2.2.1.:

2
u.
d(u,v) = z u;log (U—l) +v; —u;,
i=1 !

Que reemplazada en la funcién D, da:

6 —2x1 — X,

D(x,z) = (6—2x1—x2)log( )+(221+Zz—2x1 —x,) +

6—2z1 — 27,
(xllog (;C—i) + 2z, — xl) + (leog (z—j) +2z, — xz)h

La funcion regularizada es:

fi = — x,%5%,%5 + AkD(x’xk—l)_

Los resultados de las iteraciones se dan en la figura 4.4.

Figura 4.4 Distancia proximal de Kullback-Leibler:
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Distancia proximal de Kullback-Leibler

NO Xs FObj Criterio de
error
0 (1.00000 2.00000) -1.41421 0.77587

1 (1.49969 2.84477) -2.06549 0.98149
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Problema 2: Consideremos el problema aplicando al resultado de Cobb-Douglas
(Ver 4.2 y 4.5) donde hallaremos las variables y la funcion objetivo de:

min{f (x) = — x,%°x,%%: 2x; + x, < 6,x; = 0x, = 0}
Tomamos para este problema la distancia proximal:

D(x,2) = d(y(x),y(2)),
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Pero ahora la distancia d estard dada por la distancia ¢ -divergencia, ver
definicion 2.2.2.

v
d(u,v) = vilog —l +u; —v;

i=1 :

Que reemplazada en la funcion D, da:

6 —22z, — 7y
D(X,Z) = (6 - 221 - Zz)lOg m + (le +x, — 221 - Zz) +
1 2

zZ; Z,
z1log - +x; — 2z, )+ | 23log - +x,— 2, ).
1 2

La funcion regularizada es:
fie = — %.%%%,%% + A, D(x, x*71).
Las iteraciones las obtenemos en la figura 4.5:

Figura 4.5

Distancia ¢ — divergencia

x
File Edit Debug Parallel Desktop Window Help
TS| 6 MR ¢ | & B | @ Curent Folder| C\Users\Erik\ Documents\MATLAB vl @
* Shorteuts (7] How to Add (2] What's New
Current Folder GeaCladals Worisp uClaial
@ |l « MATLAB v 0 45 | @ New to MATLAB? Watch this Video, see Demes, or read Getting Started. x| & o ] % B | | L0 select datatoplot ~
Name =2 EHMEGL 1| Name = Value
J = M 2 H
fjjp"'e:m;m & Critério de error del problema fue sacisfecho para |x°k - x*k-1]:= 0.000025 %N N
pruebag.m
) restricm , s HH x <102 double>
) restiiczm Hamero de iteraciones ki= 9 HH dados <1065 double>
7] restricbreg2.m £ epsilon 1.0000e-04
) restricbreg3.m M eitflag 2 ]
) restricbregz2.m i3 1 2 Ik - wk-1] £(x7k) itx M [-1.4142,-1.8263 -2.06... -
) restrichreged.m & funx @(ml(-1)*sqrt{mi1))
£ restricMP1.m £ tval 21213
B Mpm 0 1.00000 2.00000 0.00000 ~1.41421 o EHn [0,0.7759,0.2461,0.072... 1
) MP1m HH i [011,821298895 1
=) mp2m 1 1.38916 2.67121 0.77587 -1.92633 11 ﬁ k o v
#) PMAPDbregman.m < >
£ PMAPDBregman2.m 2 1.47641 2.90132 0.24610 -2.06967 8 - -
#) PMAPDbregman3.m Cummfnd History. oax
fcle
£ PMAPDIogquadratic-giemplatm 3 1.49504 2.97168 0.07278 -2.10779 E | . .
#) PMAPDIogquadratic.m -clear all
#) PMAPDIogquadratic2.m i 1 4585e 3. 55208 o B2 =2 11978 o ~-PMphidivergencia
%] PMAPDIogquadratic3.m -PMphidivergenciaPrusba
#) PMAPDphidivergencia.m Ve
) PMAPDphidivergenciozm 5 1.49978 2.99782 0.00580 -2.12040 B iele
PMAPDphic i-clear all
6 1.49995 2.99941 0.00159 -2.12108 [ *-PMphidivergenciaPrusba
B-%-- 29/07/17 23:59 —3%
%] PMphidivergenciam & 149983 2.99984 Rl -2.12128 & *-PMphidivergenciaPrusba
%] PMphidivergenciaPrueba.m B-3-- 30/07/17 00:38 ——%
) pruebz1o.m 8 1.50000 2.98885 0.00011 -2.12130 H 3 it i
*-PMphidivergenciaPrusba
8 prubiizim B-8-- 30/07/17 20:34 —-%
#) pruebaism 9 1.50001 2.99998 0.00002 -2.12132 5 s - HEes T
#) nruchalZm hdll 9SS T {“PMEullbackLeibler
PMKullbackLeibler.m (MATLAB Seripth o < > =-PMPhi v

|4 Start| OVR

21
30/07/2017

78



Tabla 5

Distancia ¢ — divergencia

NO Xs FObj Criterio de error
0 (1.00000 2.00000) -1.41421 0.77587
1 (1.38916 2.67121) -1.92633 0.77587
2 (1.47641 2.90132) -2.06967 0.24610
3 (1.49504 2.97168) -2.10779 0.07278
4 (1.49896 2.99208) -2.11778 0.02077
5 (1.49978 2.99782) -2.12040 0.00580
6 (1.49995 2.99941) -2.12108 0.00159
7 (1.49999 2.99984) -2.12126 0.00043
8 (1.50000 2.99995) -2.12130 0.00011
9 (1.50001 2.99998) -2.12132 0.00002

Problema 3: Consideremos el problema:
min{f(x) = — x,%%x,%%: 2x; + x, < 6,x; = Ox, > 0}

Ya sabemos que la solucion 6ptima es:

xy=3/2,x,=3

Tomamos para este problema la distancia proximal:
D(x,2) = d(y(x), y(2)),

Pero ahora la distancia d, estara dada por la distancia Logaritmo cuadratico, ver
Xu'Y, Bingsheng H, Xiaoming Y (2006), ver definicién 2.2.3.

2

d(u,v) = Z (uiz — u;v; — v;%log (%)),
i

i=1
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Figura 4.6

Distancia Logaritmo cuadratico
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0 (1.00000 2.00000) -1.41421 0.00000

1 (1.49799 2.98995) -2.11634 1.10815

2 (1.50003 2.99995) -2.12132 0.01021

3 (1.50003 2.99995) -2.12132 0.00000

4.6 Experimentos Computacionales

En cada problema académico se aplicara el metodo proximal usando las distintas
distancias proximales como son las distancias ¢ —divergencias, distancias
homogéneas de segundo orden llamado distancia Logaritmo cuadratico y
Distancia proximal de Kullback-Leibler con A, = 1/k,Vk = 1,2,..., asi como los

programas del método usado.
Ejemplo 4.5.2 Consideremos el problema

min (Inx;)? + (Inx,)?
s.a
(x1,%2) € RE,

...(4.6)

Notemos que la funcion f:R? - R U {+} definido por f(xi,x,) = (Inx;)? +

(Inx,)? , f es propia, pues

dom f = {(x1,x,) € R?/ (Inx;)? + (Inx,)? < +oo} # @
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V (x1,x;) €Edom f: — oo < (Inx;)? + (Inxy)?%.

Ademas, la funcién f es continua (asi es semicontinua inferior) y el punto x* =

(1,1), es el punto de minimo global de f.

Para aplicar el algoritmo consideremos como punto inicial x° = (4,9) y los

escalares 4, = 1/ k paracada k = 1,2,..., debemos obtener un x* tal que
0 €0 (f() + Ad(, x* 1)) (")

resolveremos estos subproblemas usando una distancia homogénea de
segundo orden, Pan S, Chen JS (2007).

d(x,y) =X, — xiy: = yilog ()
la cual es llamada distancia Logaritmo-cuadratico.

Primera lteracion:

Como V7f(x%) = (0.6931,0.4883) # (0,0) tomamos un punto x° = (x4, x,), tal

que

0 €0 (f() + 1.d(, (49)(x)
Ver definicion 2.2.3
Ejemplo 4.5.3

Resolver el sistema del ejemplo 4.5.2
V(xy,x2) + 1.V1d((x1,%2),(4,9)) = (0,0)

es decir, debemos resolver el sistema

2 16
x—llnxl + 1.(2x1 —4— x_1) =0

2 81
;lnxz + 1.(2x, —9 — x—z) =0
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cuya solucion x!,es

(x1,%,) = (3.7701,8.8367)
con x! = (3.7701,8.8367) , pasamos a la segunda iteracion.
Segunda Iteracion:

Como Vf(x') = (0.7040,0.4932) # (0,0) debemos obtener un punto

x! = (x1,x), tal que
0 €df() + 1/2.d(-,(3.7701,8.8367)))(x)

notamos que debemos resolver el sistema

VF(xy,xp) + %.Vld((xl,xz),(3.7701,8.8367)) = (0,0)

es decir, debemos resolver el sistema

14.2137
X1

2 lnx, + =.(2x;, —3.7701 — )= 0
X1 2

78.0873
X2

;—zlnx2 + 2. (2x, —8.8367 — )= 0

cuya solucion es

(x1,%,) = (3.3092,8.5053)

asi x? = (3.3092,8.5053) y pasamos a la tercera iteracion.

Tercera lteracion:

Como Vf(x?) = (0.7233,0.5034) # (0,0) debemos obtener un punto x2 =
(x1,x5), tal que

0 €JF(C) + 1/3.d(,(3.3092,8.5053)))(x)

notamos que debemos resolver el sistema

Vf(xy,x,) + %.Vld((xl,xz),(3.3092,8.5053)) = (0,0)

82



es decir, debemos resolver el sistema

10.9508

Z Inx, + .(2x, — 3.3092 — )y =0
X1 3

X1

72.3401

2 Inx, + =.(2x, —8.5053 — )y =0
Xz 3

X2
cuya solucion es
(x1,%;) = (2.6319,7.9962)

asi x3 = (2.6319,7.9962) y pasamos a la siguiente iteracion.

De esta manera procede el algoritmo hasta que ||Vf(x*)|| < &, donde & es un
margen de error permitido por el programador. En el programa siguiente

tomaremos & = 107°.

A continuacién, mostraremos el programa del algoritmo que fue implementado
en el software MATLAB para resolver este ejemplo y seguidamente mostraremos

los resultados numéricos de la implementacion.

Programa del método

x = [4;9]; % punto inicial

s = 1; sigma = 0.1; beta = 0.5; % pardmetros dados, ver definicion 2.3.21.

& =0.000001; % error permitido para resolver el problema

tol = 0.000001; % error permitido para resolver los subproblemas

Nmax = 100; % numero maximo de iteraciones para resolver cada subproblema
Mmax = 100; % numero maximo de iteraciones para resolver el problema
B=[10; 01]; % matriz inicial para el método Cuasi-Newton

M = 1; %contador del nimero de iteraciones

fprintf(\n Punto Inicial: %f’, x)
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a=1[4;9];

while M<=Mmax

fprintf(’\n Iteracion N: %d’,M)

G =[2%(1/x(1)) * log(x(1)); 2 * (1/x(2)) * log (x(2))]

Normadf= sqrt(G(1,:)"2 + G(2,:)"2)

if Normadf >= epsilon % compara con el maximo error permitido "epsilon"
% empieza el algoritmo Cuasi-Newton

k=1;

while k<=Nmax,

G =[2+(1/x(1)) * log(x(1)) + (1/M) * (2 * x(1) — a(1) — (a(1)"(2)/x(1)));

2% (1/x(2)) * log(x(2)) + (1/M) * (2 * x(2) — a(2) — (a(2)"(2)/
x(2)))];%gradienteenx

P =—-inv(B) * G ;

V=B; % salvando el valor de B

Normadf= sqrt(G(1,:)"2 + G(2,:)"2);

if Normadf >= tol

m=0; % iniciamos la busqueda unidimensional

factual = log(x(1))*2 + log(x(2)"2 + (1/M) * (x(1)"2 — x(1) * a(1)
— (a(1)"2

*log(x(1)/a(1))) + x(2)"2 — x(2) * a(2) — (a(2)"2 * log(x(2)/a(2))));

fnuevo = log(x(1) + P(1))"2 + log(x(2) + P(2))"2 + (1 /M) » ((x(1) + P(1))"2
(x(D) +P(1) *a(1) = (a(D)"2 * log((x(1) + P(1))/a(1))) + (x(2) + P(2))"2

84



—(x(2) + P(2)) * a(2) — (a(2)"2 * log((x(2) + P(2))/a(2))));
dif=fnuevo-factual;

lambda=1;

test=sigma*lambda*G™*P ;

while dif > test,

m=m+1;

lambda=beta"m*s ;

x1=x(1)+lambda*P(1);

x2=x(2)+lambda*P(2);
dif=log(x1)"2+log(x2)"2+(1/M)*((x1)*2-(x1)*a(1)-(a(1)*2*log(x1/a(1)))
+(x2)"2-(x2)*a(2)-(a(2)"2*log((x2)/a(2))))-1*(log(x(1))*2+log(x(2))"2
+(1/M)*(x(1)*2-x(1)*a(1)-(a(1)*2*log(x(1)/a(1)))+ x(2)*2-x(2)*a(2)
(a(2)*2"log(x(2)/a(2)))));

test=sigma*lambda*G’*P;

end %terminamos la busqueda unidimensional

w=X; % salvando los valores de x

x=w+lambda*P;

fprintf('\n nuevo punto x1=: %f,x(1));

fprintf(\n nuevo punto x2=: %f,x(2));

%gradiente en el antiguo x

T =[2+(1/w(1)) *logw(D) + (1/M) * (2 *w(1) — a(l) — (a(D"2/w(1)));
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2% (1/w(2)) * log(w(2)) + (1/M) » (2 * w(2) — a(2) = (@(2)"2/w(2))];
%gradiente en el nuevo x

H = [2 % (1/x(1) * log (x(1)) + (1/M) * (2 * x(1) — a(1) = (a(1)"2/x(1));
2% (1/x(2)) * log(x(2)) + (1/M) * (2 * x(2) — a(2) =~ (a(2)"2/x())];
S=Xx-w;

y=H-T;

B=V—((V*S)*(V*S))/(S+V*S)+ ¥ *y)/ *S5);

k=k+1,;

else

fprintf('\n criterio de error del subproblema satisfecho=:%f,Normadf)
fprintf(\n el punto x1 aproximado es: %f,x(1))

fprintf(\n el punto x2 aproximado es: %f,x(2))

fprintf("\n nimero de iteraciones del subproblema es:%d’ k-1)

k=1000000;

end

end

% termina el algoritmo Cuasi-Newton

a=x;

M=M+1;

else

fprintf('\n criterio de error satisfecho Normagradiente=:%f,Normadf)
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fprintf(\n ’)

fprintf(\n =====================================)
fprintf('\n el punto x1 aproximado es: %f’,x(1))

fprintf('\n el punto x2 aproximado es: %f’,x(2))

fprintf(\n =====================================)
fprintf(\n ’)

fprintf('\n numero de iteraciones es: %d’,M-1) %

M =1000000;

end

end

if M > 999999

fprintf('\n resolvimos el problema aproximadamente:%f’)
else

fprintf(’\n : nUmero de iteraciones excedido a%d’,M-1)

end

Los resultados numéricos son presentados en la tabla 6.

Tabla 6

Distancia Logaritmo-cuadratico.

NO Xs FObj NorGrad
1 ( 3.770004, 8.836622 ) 6.5088 0.8596
2 (3.309218, 8.505339 ) 6.0147 0.8812
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3 (2.631944, 7.996157 ) 5.2586 0.9006
4 (1.853270, 7.292258 ) 4.3281 0.8604
5 (1.285544, 6.367920 ) 3.4903 0.7006
6 (1.064830, 5.188019 ) 2.7144 0.6455
7 (1.011773, 3.730841 ) 1.7337 0.7062
8 (1.001868, 2.186358 ) 0.6119 0.7156
9 (1.000267, 1.271684 ) 0.0578 0.3780
10 (1.000035, 1.039644 ) 0.0015 0.0748
11 ( 1.000004, 1.004863 ) 2.3276e-005 0.0096
12 ( 1.000001, 1.000538 ) 2.8955e-007 0.0011
13 ( 1.000000, 1.000056 ) 3.1013e-009 1.1137e-004
14 ( 1.000000, 1.000005 ) 2.9057e-011  1.0781e-005
15 ( 1.000000, 1.000001 ) 3.2871e-013  1.1467e-006
16 ( 1.000000, 1.000000 ) 2.7250e-015  1.0440e-007

En los resultados de la tabla 6, podemos observar de los ejemplos 4.5.2 'y 4.5.3
que eligiendo a la distancia homogénea de segundo orden (Logaritmo-
cuadratico) en la definicidon del algoritmo, resolvimos el problema en una mayor
cantidad de iteraciones en comparacion de la distancia de Bregman (Kullback-
Leibler) ver definicion 2.2.1.

Ejemplo 4.5.4 Para el mismo problema del ejemplo 4.5.3, si consideramos en
cada subproblema los parametros 4, = 1 paracada k = 1,2,.., cambiando en
el programa anterior 1 /M por 1, obtenemos los resultados numéricos que se
presentan en la tabla 7.
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Tabla 7
Distancia de Bregman (Kullback-Leibler)

NO Xs FObj NorGrad

1 (3.770004, 8.836622 ) 6.5088 0.8596

2 (3.537013, 8.671606 ) 6.2617 0.8709

3 (3.301437, 8.504898 ) 6.0088 0.8814

4 (3.063943, 8.336445 ) 5.7508 0.8905

5 (2.825573, 8.166190 ) 5.4889 0.8973

6 (2.587902, 7.994072 ) 5.2251 0.9003

7 (2.353257, 7.820028 ) 4.9624 0.8976

8 (2.124957, 7.643992 ) 4.7050 0.8868

9 (1.907515, 7.465895 ) 4.4585 0.8652

10 (1.706601, 7.285662 ) 4.2295 0.8304

11 (1.528470, 7.103219) 4.0238 0.7829

12 (1.378629, 6.918483 ) 3.8442 0.7277

13 (1.260051, 6.731372) 3.6892 0.6750

14 (1171984, 6.541797 ) 3.5529 0.6349

15 (1.110301, 6.349667 ) 3.4275 0.6120

16 (1.069141, 6.154886 ) 3.3069 0.6036

64  (1.000000, 1.000001) 1.1461e-012 2.1412e-006
65 (1.000000, 1.000001 ) 4.1261e-013 1.2847e-006
66 (11.000000, 1.000000 ) 1.4854e-013 7.7082e-007

En el ejemplo 4.5.4 notamos la importancia que toma la eleccién de los
parametros A, para definir la funcidn objetivo de cada subproblema, ya que en la
tabla 7, podemos observar que la solucién del ejemplo 4.5.4 se ha obtenido con
mas iteraciones, cuando tomamos A, = 1 que cuando tomamos 4, = 1/k para
cadak = 1.2,...

Asi podemos concluir que con una mejor eleccién de los parametros A, en este

caso 1, = 1/ k , podemos obtener mejores resultados computacionales.

Ejemplo 4.5.5 Consideremos el problema
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min (Inx;)? + (Inx,)?
s.a Para aplicar el algoritmo 2.6. escojamos
(X1, %) € IR%,

como punto inicial x° = (4,9) y los escalares A, = 1/ k para cada k = 1,2,...,

debemos obtener un x* tal que
0 € O{f() + A, d(,x*") }(x")

resolveremos estos subproblemas usando una distancia ¢ -divergencia definida

por:
d(x,y) = ?=1(yi10g (z—) +x; = yi)
Tedricamente para la

Primera lteracion:

Como Vf(x®) = (0.6931,0.4883) # (0,0) debemos obtener un punto

x% = (x,x;), tal que

0 €df()+ 1.d( (49))X)

notamos que por la definicidn 2.2.2, debemos resolver el sistema
Vf(xIIXZ) + L Vld((xlr-XZ)' (4'9)) = (O'O)

es decir, debemos resolver el sistema
2 4
x—llnxl + 1(1 - x_l) = 0
2 9
zlnxz + 1(1 —z) = O
cuya solucion es
(x1,x3) = (2.3184,5.5665)

asi x! = (2.3184,5.5665) y pasamos a la segunda iteracion.

Segunda Iteracion:
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Como Vf(x') = (0.7254,0.6168) # (0,0) tomamos el punto x! = (x,x,), tal

que
A 1
0 €edf()+ 3 .d(-,(2.3184,5.5665)))(x)
notamos que debemos resolver el sistema
1
Vf (1, x2) + 5. V1d((x1,x5), (2.3184,5.5665)) = (0,0)

es decir, debemos resolver el sistema

2.3184
X1

2 1
x—llnx1+5.(1— ):O

5.5665
X2

x%lnx2+%.(1— ) =0

cuya solucion es

(x1,%;) = (1.2924,2.2763)

asi x? = (1.2924,2.2763) y pasamos a la tercera iteracion.

Tercera lteracion:

Como Vf(x?) = (0.3969,0.7227) # (0,0) debemos obtener un punto x? =

(x1,x5,), tal que
A 1
0 €edf() + §.d(-, (1.2924,2.2763)))(x)
notamos que debemos resolver el sistema
1
VfGux2) + 3. 71d((x,x2), (1.2924,2.2763)) = (0,0)

es decir, debemos resolver el sistema

1.2924

X1

(1 -

2
x—llnx1+ ) =20

2.2763
X2

Zlnx, + =.(1 — )y =0
X2
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cuya solucion es

(x1,%x,) = (1.0426,1.1971)

asi x3 = (1.0426,1.1971) y pasamos a la cuarta iteracion.
Cuarta Iteracion:

Como Vf(x3) = (0.0094,0.0428) # (0,0) tomamos el punto  x3 = (x;,x,), tal

que
A 1
0€edf()+ + Z'd("(1'0426’1'1971)))(x)
notamos que debemos resolver el sistema
1
Vf(xl, xZ) + Z.Vld((xl, xz), (10426,11971)) = (0,0)

es decir, debemos resolver el sistema

1.0426
X1

2 1
x—llnx1+z.(1— )—0

1.1971
X2

2 1
zlnxz + Z(l -

cuya solucion es
(x1,%,) = (1.0047,1.0221)
Asi x* = (1.0047,1.0221) y pasamos a la siguiente iteracién.

De esta manera procede el algoritmo hasta que ||[Vf(x*) || < &, donde ¢ es un
margen de error permitido por el programador. En el programa siguiente
tomaremos ¢ = 107%. A continuacién, mostraremos el programa del ver
definicidén 2.2.2, que fue implementado en el software MATLAB para resolver
este ejemplo y seguidamente mostraremos los resultados numéricos de la

implementacion.

Programa del metodo restricto
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x=[4;9]; % punto inicial

s=1; sigma=0.1; beta=0.5; % parametros dados, ver definicién 2.3.21
¢=0.000001; % error permitido para resolver el problema

tol=0.000001; % error permitido para resolver los subproblemas
Nmax=100; % numero maximo de iteraciones para resolver cada subproblema
Mmax=100; % numero maximo de iteraciones para resolver el problema
B=[1 0; 0 1 ]; % matriz inicial para el método Cuasi-Newton

M=1; %contador del nUmero de iteraciones

fprintf(\n Punto Inicial: %f’,x)

a=[4:9];

while M<=Mmax

fprintf('\n Iteracién N: %d’,M)

G=[2"(1/x(1))*log(x(1));2*(1/x(2))"log(x(2))]
Normadf=sqrt(G(1,:)"2+G(2,:)"2)

if Normadf >=epsilon % compara con el maximo error permitido "epsilon”
% empieza el algoritmo Cuasi-Newton

k=1;

while k<=Nmax,

G = [2+(1/x(1)) * log(x(1)) + (1/M) * (—(a(1)/x(1)) + 1);

2% (1/x(2)) *log(x(2)) + (1/M) * (—(a(2)/x(2)) + 1)]; % gradiente en x

P=-inv(B)*G;
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V=B; %salvando el valor de B

Normadf=sqrt(G(1,:)"2+G(2,:)*2);

if Normadf >= tol

m=0; % iniciamos la bisqueda unidimensional
factual=log(x(1))*2+log(x(2))"2+(1/M)*(a(1)*log(a(1)/x(1))

-a(1)+x(1)+ a(2)*log(a(2)/x(2))-a(2)+x(2));
fnuevo=log(x(1)+P(1))"2+log(x(2)+P(2))"2+(1/M)*(a(1)*log(a(1)/(x(1)+P(1))
—a(1l) + (x(1) + P(1)) + a(2) *log(a(2)/(x(2) + P(2))) — a(2) + x(2) + P(2));
dif=fuevo-factual;

lambda=1;

test=sigma*lambda*G"*P;

while dif > test,

M=m+1;

lambda=beta*m*s;

x1=x(1)+lambda*P(1);

x2=x(2)+lambda*P(2);

dif =log(x1)"2+log(x2)"2+ (1/M) * (a(1) * log(a(1)/(x1)) — a(1) + (x1)
+a(2) *

log(a(2)/(x2)) —a(2) + x2) — 1 * (log(x(1))*2 + log(x(2)"2+ (1/M) *
(a(1) * log(a(1)/x(1)) — a(1) + x(1) + a(2) * log(a(2)/x(2)) — a(2) + x(2)));
test=sigma*lambda*G"™P ;

end % terminamos la busqueda unidimensional
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w=X; % salvando los valores de x

x=w+lambda*P;

fprintf("\n nuevo punto x1=: %f,x(1));

fprintf("\n nuevo punto x2=: %f ,x(2));
T=[2"(1/w(1))*log(w(1))+(1/M)*(-(a(1)/w(1))+1);
2*(1/w(2))*log(w(2))+(1/M)*(-(a(2)/w(2))+1)];%gradienteenelantiguox
H=[2*(1/x(1))*log(x(1))+(1/M)*(-(a(1)/x(1))+1);
2*(1/x(2))*log(x(2))+(1/M)*(-(a(2)/x(2))+1)]; Y%gradiente en el nuevo x
S=x-w;

y=H-T;

B=V-((V*S)*(V*S))(S™V*S)+(y*y)/(y™*S);

k=k+1;

else

fprintf(’\n criterio de error del subproblema satisfecho=:%f",Normadf)
fprintf('\n el punto x1 aproximado es: %f’,x(1))

fprintf('\n el punto x2 aproximado es: %f’,x(2))

fprintf("\n nimero de iteraciones del subproblema es:%d’,k-1)
k=1000000;

end

end

% termina el algoritmo Cuasi-Newton
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a=x;
M=M+1;

else

fprintf(’\n criterio de error satisfecho Normagradiente=:%f",Normadf)
fprintf(\n ’)

fprintf(\n =====================================')
fprintf('\n el punto x1 aproximado es: %f’,x(1))

fprintf('\n el punto x2 aproximado es: %f’,x(2))

fprintf(\n =====================================')
fprintf(\n ’)

fprintf('\n numero de iteraciones es: %d’,M-1) %

M =1000000;

end

if M > 999999

fprintf('\n resolvimos el problema aproximadamente:%f’)

else

fprintf(’\n : nUmero de iteraciones excedido a%d’,M-1)

end

Los resultados numéricos son presentados en la Tabla 8.

Tabla 8.
Distancia ¢ -divergencia con Ax= 1
NO Ns Xs FObj NorGrad
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1 10 (2.318317, 5.566476 ) 3.6543 0.9522

2 9 (1.292379, 2.276289 ) 0.7424 0.8245
3 7 (1.042522, 1.197063 ) 0.0341 0.3110
4 5 (1.004735, 1.022110) 5.0057e-004 0.0438
5 3 ( 1.000430, 1.002012 ) 4.2247e-006  0.0041
6 2 ( 1.000033, 1.000155 ) 2.5036e-008 3.1641e-004
7 2 ( 1.000002, 1.000010) 1.1128e-010 2.1098e-005
8 1 ( 1.000000, 1.000001 ) 5.1155e-013  1.4305e-006
9 1 ( 1.000000, 1.000000 ) 1.7746e-015  8.4252e-008

Ejemplo 4.5.7 Para el mismo problema del ejemplo 4.5.6 si consideramos en
cada subproblema los parametros Ak = 1 para cada k = 1,2,..., cambiando en el

programa anterior 1/ M por 1, obtenemos los resultados numéricos presentados

en la tabla 9.

Tabla 9

Distancia ¢ -divergencia con Ax = 1/M
NO Ns Xs FObj NorGrad
1 10 (2.318317, 5.566476 ) 3.6543 0.9522
2 6 (1.503168, 3.224759 ) 1.5370 0.9063
3 5 (1.177085, 1.920053 ) 0.4521 0.7338
4 7 (1.060190, 1.337880 ) 0.0881 0.4489
5 5 (1.020197, 1.116852) 0.0126 0.2017
6 4 (1.006748, 1.039456 ) 0.0015 0.0756
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15

16

17

(1.002251, 1.013210)
(1.000751, 1.004410)

(1.000250, 1.001471)

( 1.000000, 1.000002 )
( 1.000002, 1.000001 )

( 1.000000, 1.000000)

1.7728e-004

1.9923e-005

2.2221e-006

4.1749e-012

4.6387e-013

5.1541e-014

0.0263

0.0089

0.0030

4.0865e-006

1.3622e-006

4.5405e-007

Capitulo 5

5. IMPACTOS

* Vemos que el trabajo nos ayuda en problemas de minimizacion con funciones

objetivos cuasi-convexas en el progreso y la obtencién de una solucion eficiente

usando una extensién del método de punto proximal. Anteriores trabajos resultan

ser casos particulares de nuestro enfoque general.

* De los ejemplos numéricos podemos ver que con una mejor eleccion de los

parametros A;, podemos obtener mejores resultados computacionales, en todos

los casos la mejor eleccibnes A, = 1/ k

Esta tesis tiene dos contribuciones:

El “Método del Punto Proximal” funciona bien en problemas grandes no

diferenciables, convexos
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Capitulo 6

CONCLUSIONES

Se presento el Método del Punto Proximal, para minimizar funciones cuasi-
convexas que aparecen en la microeconomia, presentado es globalmente
convergente, que significa que, dado cualquier punto inicial, la sucesién
generada por el algoritmo converge en el caso cuasi-convexo y converge
débilmente para el caso no cuasi-convexo, en el ortante no negativo, damos una
condicion suficiente en la distancia proximal para obtener la convergencia del
problema y la soluciéon éptima en modelos econdmicos para la toma de

decisiones, con funciones no convexas.

Uno de los resultados mas importantes de esta investigacion es que se ha podido
extender el método proximal clasico a un meétodo proximal para resolver
problemas de maximizaciébn y minimizacion con funciones objetivos no
convexas, en cada iteracion para resolver los subproblemas solo pedimos hallar
en la funcion regularizadora un punto estacionario, y que no siempre sea un

minimo global.

Se ha realizado experimentos computacionales para verificar que método de
punto proximal propuesto a modelos de decision en microeconomia en un
modelo de Cobb Douglas es implementable y aplicable a problemas académicos
tanto para el caso restricto e irrestricto.

RECOMENDACIONES

La obtencién de la convergencia a un punto generalizado de KKT es aceptable
pero no éptima, en futuros trabajos en este tema se puede considerar modificar

un poco el método para obtener convergencia a un punto éptimo.

La desventaja es que la convergencia es solamente lineal, por esto se
recomienda en futuros trabajos usar otras variantes para mejorar la velocidad de

la convergencia para funciones no diferenciables y no convexas.
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ANEXOS

Anexo 1

Demanda interna -inversion bruta interna

) .
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Anexo 2

PBI (S/. 2007)

1ILS
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Anexo 3

PBI per capita (S/. 2007)

https://estadisticas.berp.gob.pe/estadisticas/series/anuales/resultados/PM048624 4/ html/ 1993/ 2020/
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Anexo 4

PERU: Producto bruto interno total y por habitante, 1994-2019

httos: i inel gob pelestadisticaslindice-tematicol 5l

PERL: PRODUCTD BRUTO INTERNO TOTAL Y POR HABITAMNTE, 1554-2015
Producto Brato Isterno B3 B“_tn e
- e por kabitante
Ano Willones Iazaz T cblacion Tazaz
de Anwales Zoles Anmales
Enlez A de
1954 152,044 123 23501974 T.r46 10.3
1395 135,556 T4 24242600 A, IER 41
1396 201,003 28] 24683213 a4z n4a
1357 214,025 BA| 25145317 2512 45
1958 215,130 0.4 25532876 a0 -2
1999 26,577 165 26,013,829 a.a1a -0.1
2000 2ezanT 27 26390142 2420 12
2001 225550 0E| 2B6714547 2369 -0.E
2002 2EETTS RA| 26393025 8 43
2003 245535 421 27204 E32 a,011 A
2004 257,770 501 27432091 9.37R 41
2005 273,311 B3| 27722342 9,383 a4
2006 234 535 Tal 27934754 10,546 6.7
2007 313,635 a.h 23,122,158 11,368 7.3
2008 345,870 A1 28300372 12,327 a.4
2009 352,633 11 28485,319 12,382 04
2010 5205 2.3 28632915 13,3418 7h
201 405 25E B3| 28306725 14,055 A
2012 431,133 E.1 29113182 14,211 A4
2013 45F, 455 BAl 29341346 15,566 Tl
2014 6T, 308 24 2 E1E.414 15,773 14
2015 452 505 23] 29,964 4393 16,1033 2.1
2016 51,551 4.0 0422834 16,447 24
2017 514,215 20 3097393592 16,602 07
2018 55, 525 4.0 21,562,130 16,333 21
2013 546 405 22 3213400 17,005 0.4
YHasta el afio 1934 se tomao del documento Perd: Estimaciones y Proyecciones
Fuente: Instituto Nacional de Estadistica e Informatica.
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Anexo 5

PERU: Formacidn bruta de capital fijo, publica y privada, 1994-2019

PERU: FORMACION BRUTA DE CAPITAL FUO PUBLICA Y PRIVADA, 1994
Valores a precios constantes de 2007
(Millones de salesz)
Aiio Total Piblica Privada
1994 33,234 3,046 24,188
1945 40, 335 a.408 B0,927
1996 39,183 8853 30,338
1947 45,167 9,880 3R, 287
1398 44,635 10,136 34,439
1999 39,700 10,859 2884
2000 37,654 3,176 28,473
2001 34, 602 7038 27 BE4
2002 I8, T E, rOE 28,016
2003 36,725 7134 2959
2004 39 430 Toaid 32,098
2005 43,816 8236 35,5810
2006 52 g4 34496 42 588
2007 63,892 11433 52454
2008 81,666 15,283 EE, 37T
2009 18,886 19,826 53,060
2010 96,141 23,087 73,074
201 105,687 20465 80,222
20z 121,423 24 B2E 96,897
2013 127,954 27,540 100,414
2014 125,380 27841 a7 529
2015 116 404 26, 2E1 an. 143
2016 1,207 28277 24,930
2017 112,639 2R 2B g8y.avs
2018 117,898 2B 322 40,978
2014 121,232 2B, 7ES 94 4B
Fusnts: Inrtitutm Hacimsal ds Ertadirtica & Infermfitica.
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Anexo 6

Poblacion econdmicamente activa ocupada, segun dambito geogrdfico,

2007 - 2019(miles de personas)
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Cjomaras s mid  meng Py ER] ey
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Cases my  mey ey omd o omy  my
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Anexo 7

Data de Cobb Douglas

ANOD L A

A=YV alfa][Kit)
PB1- Hilones Sokes| oo D% o Ocupada - “beta
2007 Capital - Millones \ies de personas alfa= 0,31 a 0,65 [0,45:
Soles - 2007 1950-2000]
beta= 1- alfa
2001 223,580 34 602 11,862 10.92
2002 235,173 4772 12,034 11.40
2003 245 593 36,725 12 837 11.18
2004 257 770 39,430 13,060 11.23
2005 273971 43816 13,120 11.29
2006 294 598 52,084 13,683 10.89
2007 319,693 63,892 14188 10.46
2008 348 870 81,666 14 460 958
2009 352,693 18,806 14762 10.16
2010 382,081 96,141 15,093 9.85
2011 406,256 105,687 15,307 0.91
2012 431,199 121,823 15,543 9.72
2013 456435 127 554 15,683 9.98
2014 457 308 125,380 15,797 10.29
2015 432 506 116,404 15919 10.59
2016 501,581 111,207 16,197 11.50
2017 514 215 112,639 16 511 11.70
2018 a3 625 117,898 16,776 11.79
2019 546 408 121,232 17133 11.76
INEl | DATOS INEI Data INEl | ECRP Data BECRP Hojal
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