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RESUMEN

Existencia y Multiplicidad de Soluciones para una Clase de Problemas
Elípticos

ELARD JUÁREZ HURTADO

2021

Asesor: DR. ALFONSO PÉREZ SALVATIERRA

Título Obtenido: Licenciado en Matemática Pura

En este trabajo haremos uso de herramientas de métodos variacionales para probar

resultados de multiplicidad de soluciones para un problema de Dirichlet envolviendo el operador

p−Laplaciano. Luego, estudiaremos la existencia de soluciones para un problema elíptico

envolviendo el operador 1−Laplaciano en el marco de los espacios de variación limitada, para lo

cual será necesario obtener estimativas uniformes independientes de p, y aproximar el problema

del p−Laplaciano para obtener nuestros resultados. Además, se demuestra una identidad de tipo

Pohoz̆aev.
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ABSTRACT

Existence and Multiplicity to a Class Elliptic Equations

ELARD JUÁREZ HURTADO

2021

Advisor:: DR. ALFONSO PÉREZ SALVATIERRA

Obtained title: Graduate in Mathematics

In this work we will make use of variational methods tools to prove results of multiplicity

of solutions for a Dirichlet problem involving the p−Laplacian operator. Then, we will study

the existence of solutions for an elliptic problem involving the operator 1−Laplacian in the

framework of the space of functions of bounded variation, for which it will be necessary to

obtain uniform estimates independent of p, and approximate the problem of the p−Laplacian to

get our results. Furthermore, a Pohoz̆aev type identity is proved.
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Capítulo

1

Introducción

El objetivo de esta tesis es estudiar la multiplicidad de soluciones del

siguiente problema de Dirichlet envolviendo el operador p−Laplaciano

{
−∆pu = f(x, u) en O,
u|∂O = 0,

(1.1)

aqui ∆p, 1 < p < ∞, es el operador p−Laplaciano y f : O × R −→ R es una

función de Carathéodory verificando adecuadas condiciones de crecimiento.

También será estudiado un problema elíptico envolviendo el operador

1−Laplaciano

{
−div

(
Du
|Du|

)
= f(x, u) en O,

u|∂O = 0,
(1.2)

para esto será utilizado los resultados obtenidos para la ecuación (1.1), de

donde se obtendra las soluciones aproximadas y luego se hara un proceso de

aproximación cuando p → 1+, para obtener las soluciones del problema (1.2),

además, se demuestra una identidad de tipo Pohoz̆aev, cabe resaltar que para

el estudio de este segundo problema será necesario trabajar en los espacios de

variación limitada.

Resaltamos que problemas similares tienen diversas aplicaciones y se han



estudiado en los últimos años. En efecto, ecuaciones de difusión se han

estudiado sistemáticamente desde fines de la década de 1970 (ver por ejemplo

las referencias [18, 34] ). Más precisamente, los problemas de Dirichlet con

el operador de tipo p−Laplaciano (p > 1) con un término con crecimiento

subcrítico, es decir:




−∆pu = |u|q−1u en O,
u = 0 sobre ∂O,

(P)

con q ∈ (0, p⋆ − 1) (donde p⋆ es el exponente crítico de Sobolev), han sido

ampliamente estudiados en el contexto de la teoría de ecuaciones diferenciales

parciales mediante el uso de diferentes enfoques (vea por ejemplo [1, 15]).

Por ejemplo, en [16] los autores, han utilizado el conocido "Teorema del

Paso de la Montaña"de Ambrosetti y Rabinowitz [28], probaron que la solución

trivial es un mínimo local del funcional asociado y luego, dado que el funcional

energia verifica la geometría, encuentran otros puntos críticos ( a saber un punto

positivo y un punto crítico negativo), que son soluciones del problema (P).

Hacemos notar que en la prueba de la condición de Palais - Smale se usa la

reflexividad de W 1,p
0 (O). Además, la restricción q < p⋆ − 1 asegura que la

inmersión W 1,p
0 (O) →֒ Lq(O) es compacta, lo cual es esencial para el enfoque

abordado en [15].

El operador 1−Laplaciano que aparece en (1.2) presenta algunas dificultades

adicionales y características especiales. Recordamos que en los últimos años

han sido muchos los trabajos dedicados a este operador (por ejemplo consulte

[12, 13, 24]). Uno de los principales intereses para estudiar el problema de

Dirichlet para ecuaciones que involucran el operator 1−Laplaciano proviene

del enfoque variacional de la restauración de imagen (nos referimos a [3]

para una revisión de los primeros modelos variacionales en el procesamiento

de imágenes y su conexión con el 1−Laplaciano). Esto ha dado lugar a una

gran cantidad de artículos que tratan problemas que involucran el operador 1−
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Laplaciano.

La modelización de un gran número de problemas en física, mecanica, o

procesamiento de imagenes requiere la introducción de un nuevo espacio de

funciones permitiendo discontinuidades de la solución. En transición de fase,

segmentación de imagenes, teoría de plasticidad, la solución de los problemas

presenta discontinuidades. Sus primeras derivadas distribucionales son ahora

medidas y las soluciones de estos problemas pueden no pertenecer al clásico

espacio de Sobolev. Así, la clásica teoría de espacios de Sobolev debe ser

completada por el nuevo espacio de variación limitada BV.

Existe una extensa literatura sobre los antecedentes de los temas aqui

tratados. Varios de estos, cercanos a los problemas tratados en esta tesis, son

citados en la bibliografía. No se ha pretendido que la bibliografía sea exhaustiva,

pero es necesario mencionar que con las referencias en esta citadas, tenemos un

espectro bastante detallado sobre el trabajo.

El trabajo esta organizado de la siguiente forma: En el Capítulo 1, se

dan algunas definiciones y resultados que serán usados en toda la tesis. En

el Capítulo 2 se estudia un problema de Dirichlet envolviendo el operador

p−Laplaciano con una no linealidad en la parte derecha con crecimiento

subcrítico y serán utilizadas técnicas variacionales para obtener las soluciones.

En el Capítulo 3, se estudia un problema de Dirichlet envolviendo el operador

1−Laplaciano en el marco de las funciones de variación limitada, se mostrara

la existencia de soluciones via un proceso de aproximación de problemas

envolviendo el operador p−Laplaciano.
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Capítulo

2

Preliminares

Este capítulo es dedicado a presentar algunos resultados fundamentales, teoría

de la medida, teoría de distribuciones, espacios de Sobolev y espacios de

variación acotada, que usaremos en toda la tesis. Para evitar una exposición

extensa, omitiremos los detalles de las demostraciones de algunos de los

resultados. Para finalizar, presentamos la definición de solución de variación

acotada y una versión del Teorema del Paso de la Montaña. De ahora en adelante

denotaremos por O un conjunto abierto no vacio de RN .

En este capítulo presentamos resultados escenciales de la teoría de

integración envolviendo medidas de Radon y sobre el operador p−Laplaciano,

para más referencias [5, 7, 14, 21, 23, 30, 27].

2.1 Teoría de la medida

Definición 2.1. Sea ❳ un espacio topológico. Decimos que la σ−algebra

generada por la família de conjuntos abiertos de ❳ es la σ−algebra de Borel

sobre ❳, la cual es denotada por B❳ o B(❳). Sus elementos son llamados

conjuntos de Borel o Borelianos.

Definición 2.2. (Medida de Borel) Considere ❳ un espacio topológico.

Decimos que una medida con dominio B❳ es una medida de Borel.



2.2 Medidas de Hausdorff e dimensão de Hausdorff

Esta sección tiene como objetivo definir brevemente la noción intuitiva de

longitud, área y volumen. Más precisamente, proporcionar una medida no

negativa para cualquier subconjunto de RN , que concuerda con la conocida

medida k−dimensional para superficies k−dimensionales regulares cuando k

es un número entero. La construcción de Hausdorff es particularmente buena

adecuado a la geometría de los conjuntos y no requiere ninguna parametrización

local en estos conjuntos por lo tanto, no se necesita suposición de regularidad.

Por ejemplo, la medida de Hausdorff ofrece la posibilidad de medir conjuntos

fractales, así como definir una nueva noción de dimensión para cualquier

conjunto, extendiendo así la dimensión topológica clásica. Tenga en cuenta

que el proceso descrito en la primera subsección es el enfoque general para

construir una medida a partir de una función de conjunto σ−subaditivo (o

medida externa).

2.2.1 Medidas exteriores de Hausdorff y medidas de Hausdorff

Denotaremos la colección de todos los subconjuntos de RN por P(RN) y para

conjunto no vacio E de P(RN), definimos diam(E) = sup{d(x, y) : (x, y) ∈
E}, el diametro de E, donde d es la distancia euclidiana de RN . Cuando s es

un entero positivo denotaremos el volumen de la bola unitária de Rs por O; en

el caso general s ⩾ 0, establecemos

Os =
πs/2

Γ(1 + s/2)
,

donde Γ es la función de Euler

Γ(t) =

∫ +∞

0

xt−1e−x dx.

También definimos cs = 2−sOs. Sea E cualquer conjunto de P(RN) y δ > 0.
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Una família finita o enumeráble (Ai)i∈N de conjuntos en P(RN) satisfaciendo

0 < diam(Ai) ⩽ δ y E ⊂ ∪i∈NAi se llamará un δ−recubrimiento de E.

Definición 2.3. Para cada s ⩾ 0, δ > 0 y E ⊂ RN , definimos

H
s
δ :=

{
cs
∑

i∈N
diam(Ai)

s : (Ai)i∈N es un δ − recubrimiento deE

}
.

La medida de Hausdorff externa de dimensión s es el mapeo de conjuntos

H s que toma sus valores en [0,∞] definido por

H
s(E) = sup

δ>0
H

s
δ (E) = lim

δ→0
H

s
δ (E).

Proposición 2.1. La función H s : P(RN) → [0,∞] es una medida exterior,

es decir, verifica

(i) H s(∅) = 0;

(ii) (σ− subaditiva) para todas las sucesiones (Ei)i∈N de subconjuntos de RN

tal que E ⊂ ∪i∈NEi,

H
s(E) ⩽

∑

i∈N
H

s(Ei);

(iii) H s es una función de conjunto no decreciente, esto es, H s(A) ⩽ H s(B)

cuando A ⊂ B.

Siguiendo la construcción clásica de una medida a partir de una medida

exterior, definimos el subconjunto Ms de conjuntos H s−medibles en el

sentido de Carathéodory:

A ∈ Ms ⇔ ∀X ∈ P(RN), H
s = H

s(X ∩ A) + H
s(X \ A).

Note que ∅ and RN pernecen a Ms.
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Proposición 2.2. El conjunto Ms es un σ−álgebra y H s es σ−aditivo sobre

Ms.

Definición 2.4. La restricción a Ms de la función de conjunto H s es llamado

la medida de Hausdorff de dimension s.

La medida de Hausdorff de dimensión s es una medida de Borel valorada en

[0,∞] en el siguiente sentido.

Proposición 2.3. La σ−álgebra contiene la σ−álgebra de todos los conjuntos

de Borel de RN .

Teorema 2.1. Para todos los conjuntos Lebesgue medibles E en RN , tenemos

H s(E) = Ls(E), donde Ls denota la medida de Lebesgue en RN . Además,

H s(E) = 0 para s > N, mientras que H 0 es la medida de conteo.

Proposición 2.4. Sea A un subconjunto cualquier de RN y λ > 0. Entonces

H
s(λA) = λsH s(A).

Proposición 2.5. Sea A un subconjunto cualquera de RN y f : A → RN tal

que para todos x, y ∈ A

∥f(x)− f(y)∥ ⩽ L|x− y|α,

donde L > 0 y α > 0 dos constantes. Entocnes

H
s/α(f(A)) ⩽

cs/α
cs
Ls/α

H
s(A),

y si f es una isometría, entonces

H
s(f(A)) = H

s(A).

Lema 2.1. Para todo conjunto fijo A de RN , el mapeo s 7→ H s(A) es no

decreciente. Más precisamente, para todo δ > 0 y para t > s, tenemos

9



H
t
δ (A) ⩽ δt−s ct

cs
H

s
δ (A).

Teorema 2.2. (definición de dimensión de Hausdorff) Sea A un subconjunto

de RN y

s0 := inf{t ⩾ 0 : H
t(A) = 0}.

Entonces s0 verifica

H
s =

{
+∞ si s < s0,

0 si s > s0.

El número real s0 se denomina dimensión de Hausdorff del conjunto A y se

denota por dimH(A). En el valor crítico s0,H
s0(A) puede ser cero o infinito o

puede satisfacer 0 < H s0(A) < +∞. En en este último caso, A se denomina

un s0 conjunto.

Note que dimH(R) = 1 y H 1(R) = +∞.

Observación 2.1. Tomando, como δ−recubrimiento, la clase de bolas de RN ,

se puede definir

H̃
s
δ (E) = inf

{
cs

∞∑

i=1

diam(Bi)
s : E ⊂ ∪∞

i=1Bi, 0 < diam(B)i ⩽ δ, Bi bolas de RN

}
,

y el conjunto de funciones H̃ s, por

H̃
s(E) := sup

δ>0
H̃

s
δ (E) = lim

δ→0
H̃

s
δ (E).

Entonces no es dificil verificar la siguiente estimatica

H
s(E) ⩽ H̃

s(E) ⩽ 2sH s(E).

10



Gracias a esta estimativa, las dimensiones de Hausdorff definidas a partir de

las dos mapeos H s y H̃ s son iguales.

El siguiente resultado es útil para encontrar la dimensión de Hausdorff.

Proposición 2.6. Sea A cualquier conjunto en RN .

(i) Las siguientes implicaciones son verdaderas:

H
s(A) < +∞ ⇒ dimH(A) ⩽ s,

H
s(A) > 0 ⇒ dimH(A) ⩾ s,

(ii) Sea f : A→ Rm tal que para todo x, y ∈ A,

|f(x)− f(y)| ⩽ L|x− y|α,

donde L > 0 y α > 0 constantes. Entonces dimH(f(A)) ⩽
1
αdimH(A).

Ejemplo 2.1. Cuando U es un subconjunto abierto deRN , entonces dimH(U) =

N.

Ejemplo 2.2. Cualquier subconjunto enumeráble A de RN es un conjunto de

dimensión cero de Hausdorff.

Ejemplo 2.3. Consideremos N ⩽ m una función inyectiva f : RN → Rm de

clase C1. Sea E un subconjunto compacto de RN . Se tiene que dimH(f(E)) =

N.

Ejemplo 2.4. Consideremos el conjunto de Cantor en el intervalo [0, 1].

Entonces dimH(C) =
ln 2
ln 3 .

Proposición 2.7. Existe un conjunto compacto E de [0, 1] tal que H 1(E) = 0

y dimH(E) = 1.
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Teorema 2.3. (medida n−dimensional de Hausdorff y la medida de Lebesgue)

Se tiene que

H
N = LN en RN .

Note también que se verifica H s(SN−1) = 0 si s > n y H s(SN−1) = ∞ si

s < N.

2.2.2 Medidas regulares y de Radon

Definición 2.5. Una medida µ es una medida de Radon en O si es una medida

de Borel que es finita en compactos, regular exterior sobre todo boreliano y

regular interior sobre todo conjunto abierto. Esto es:

• µ(K) <∞ para todo conjunto compacto K ⊂ O.

• µ(A) = inf{µ(U) : A ⊂ U,U abierto} para todo boreliano A ⊂ O.

• µ(A) = sup{µ(K) : K ⊂ A,K compacto} para todo boreliano A ⊂ O.

Se denotará por M(O) el espacio de las medidas de Radon en O.

Proposición 2.8. Para una medida finita de Borel µ, la medida regular interior

y exterior son equivalentes.

Teorema 2.4. (Descomposición de Lebesgue-Radon-Nikodym) Sea ν medida

σ−finita con signo y µ medida positiva σ−finita sobre (O,M). Entonces,

existen únicas medidas σ−finitas con signo λ, ϱ en (O,M) tales que

λ ⊥ µ, ϱ≪ µ, ν = λ+ ϱ.

Mas aún, existe una función µ−integrable f : O → R tal que ϱ = fdµ y

cualesquiera dos de estas funciones son iguales µ-c.s.

Se define el soporte de f : O → R como el conjunto

supp(f) = {x ∈ O : f(x) ̸= 0}O.
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Una función tiene soporte compacto si supp(f) es compacto. Además

definimos los siguintes conjuntos:

Cc(O) :=
{
f : O → R : f es continua con soporte compacto

}

y

C0(O) :=
{
f : O → R : f ∈ C(O) se anula en el infinito

}
.

2.2.3 El espacio dual

Dado O ⊂ RN , el espacio Cc(O) es denso en C0(O) con respecto a la

norma uniforme, por tanto si µ es una medida de Radon, entonces el funcional

L(f) =

∫

O
fdµ definido en Cc(O) se extiende continuamente en C0(O) si y

solamente si, L es acotado con respecto a la norma uniforme.

Teorema 2.5. (Representación de Riesz-Alexandroff) Sean O ⊂ RN , µ ∈
M(O), f ∈ C0(O) y Lµ(f) :=

∫
O fdµ. Entonces la aplicación µ 7−→

Lµ es un isomorfismo isométrico de M(O) en C0(O)∗. Es decir, C0(O)∗ es

isometricamente isomorfo a M(O).

Definimos la convergencia debil en medida.

Definición 2.6. Una sucesión (µn) en M(O) converge debilmente para µ ∈
M(O), que será denotado por µn ⇀ µ en M(O), si para todo φ ∈ Cc(O) se

tiene ∫

O
φdµn →

∫

O
φdµ

cuando n→ ∞.

2.2.4 Los espacios Lp

Definición 2.7. Sea O un dominio no vacio de RN , para 1 ⩽ p < ∞. El

conjunto de todas las funciones f medibles tal que
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∥f∥p :=
(∫

O
|f |p dx

) 1
p

<∞

será denotado por Lp(O).

Proposición 2.9. (Lema de Fatou) Sea (O,M, µ) un espacio de medida, donde

µ es una medida positiva. Sea (fn) una sucesión de funciones medibles de

O → R+. Entonces

∫

O
f dx ⩽ lim inf

n→∞

∫

O
fn dx.

Teorema 2.6. (Teorema de la Convergencia Dominada de Lebesgue) Sea

(O,M, µ) un espacio de medida, µ una medida positiva. Sea (fn) una sucesión

en L1(O) tal que

(a) Convergencia simple. Para todo x ∈ X fn → f c.s. en O.

(b) Dominación. Existe una función no negativa g ∈ L1(O) tal que |fn(x)| ⩽
g(x) c.s. para todo x ∈ O y para todo n ∈ N.
Entonces f ∈ L1(O) y

limn→∞
∫
O |f − fn| dx = 0, lo que implica lim

n→∞

∫
O fn dx =

∫
O f dx.

Lema 2.2. Si p, p′ ∈ (0,∞) son exponentes conjugados y a, b ⩾ 0, entonces

b ⩽
1

p
ap +

1

p′
bp

′

y la igualdad vale si y solamente si b = ap−1.

Esta desigualdad es también conocida como desigualdad de Young.

Teorema 2.7. Suponga 1 ⩽ p < ∞ y 1 < p′ ⩽ ∞ son exponentes conjugados

y f ∈ Lp(O), h ∈ Lp′(O), entonces fh ∈ L1(O) y

∫

O
|fh|dx ⩽

(∫

O
|f |pdx

) 1
p
(∫

O
|h|p′dx

) 1
p′

.
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Esta desigualdad es también conocida como desigualdad de Hölder.

Proposición 2.10. ([20, Proposicion 2.46], [17, Teorema 1.42],[5, Corolário

2.4.3]) Sea (X,µ,M) un espacio de medida y 1 < p ⩽ ∞. Seja (un) ⊂ Lp(X)

tal que supn∈N ∥un∥p < ∞, entonces existe una subsucesión (unk
) tal que

unk
⇀ u en Lp(X) para algun u ∈ Lp(X). Esta propriedad vele en L∞ con

respecto a la convergencia debil estrella, si L1(X) es separable.

2.3 Generalidades sobre distribuciones

En esta, sección presentamos algunos resultados sobre distribuiciones y

derivada distribucional. De ahora en adelante en todo este caítulo denotaremos

por O ⊂ RN um conjutno aberto no vacio.

Definición 2.8. El espacio de las funciones test o de prueba denotado por

C∞
c (O) es el conjunto:

C∞
c (O) = {u ∈ C∞(O) : supp (u) es compacto }

Convergencia em C∞
c (O)

Definición 2.9. (Convergencia de funciones test) Una sucesión (φn) de

funciones de C∞
c (O) converge en C∞

c (O) para una función φ ∈ C∞
c (O) si:

(i) Existe K ⋐ O tal que supp (φn) ⊂ K para todo n ∈ N.

(ii) Dαφn → Dαφ uniformemente sobre K para todo α ∈ NN .

El espacio vectorial C∞
c (O) con esta convergencia es denotado por D(O).

Definición 2.10. Una distribución en O es un funcional lineal T : D(O) → R

continua, es decir, para toda sucesión (φn) en D(O) que converge para φ ∈
D(O), entonces T (φn) → T (φ) . El espacio de las distribuciones en O es

denotado por [D(O)]′.
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Notación. Para (T, u) ∈ [D(O)]′ × D(O), T (u) ∈ R y se denota T (u) =

⟨T, u⟩.

Teorema 2.8. Sea T un funcional lineal en D(O); las siguientes afirmaciones

son equivalentes:

(i) T ∈ D′(O).

(ii) Para todo compacto K de O existen m ∈ N y CK,m > 0 tal que para

ψ ∈ D(O) tal que supp (ψ) ⊂ K,

|⟨T, ψ⟩| ⩽ CK,m max
|α|⩽m

max
x∈K

|Dαψ(x)|.

Proposición 2.11. Sea f ∈ L1
loc(O). Podemos asociarlo con una distribución

en D(O), denotado por Tf , definida por

⟨Tf , φ⟩ =
∫

O
f(x)φ(x) dx, φ ∈ D(O).

Proposición 2.12. (Lema de Dubois-Reymond) Sea f ∈ L1
loc(O). Suponga que

para todo φ ∈ D(O),

∫

O
f(x)φ(x) dx = 0. Entonces f = 0 casi siempre.

Observación 2.2. Vale la siguiente inmsersión continua,

D(O) →֒ Lp
loc(O) →֒ [D(O)]′,

para p ∈ [1,∞).

Derivación de distribuciones

Definición 2.11. Para T ∈ D′(O) y γ ∈ NN . Denominamos de derivada de

orden γ de T y es denotado por DγT a la aplicación:

DγT : D(O) → R, ψ 7→ ⟨DγT, ψ⟩ = (−1)|γ|⟨T,Dγψ⟩, para cualquier φ ∈ D(O).
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Proposición 2.13. Para todo T ∈ [D(O)]′ y para todo γ ∈ NN , DγT es una

distribución.

Corolário 2.1. Toda distribución es infinitamente derivable y sus derivadas son

distribuciones.

2.4 Espacios de Sobolev

Definición 2.12. Sea 1 ⩽ p ⩽ ∞. El espacio de Sobolev W 1,p(O) es definido

por

W 1,p(O) =

{
u ∈ Lp(O) :

∂u

∂xk
∈ Lp(O) para todo k = 1, . . . , N

}
.

El espacio W 1,p(O) es equipado con la norma

∥u∥W 1,p(O) =

[
∥u∥pp +

N∑

k=1

∥∥∥∥
∂u

∂xk

∥∥∥∥
p

p

] 1
p

para 1 ⩽ p <∞,

∥u∥W 1,∞(O) = max

{
∥u∥∞,

∥∥∥∥
∂u

∂x1

∥∥∥∥
∞
, . . . ,

∥∥∥∥
∂u

∂xN

∥∥∥∥
∞

}
para p = ∞.

Otra norma equivalente sobre W 1,p(O) esta dado por

|u|W 1,p(O) = ∥u∥p +
N∑

k=1

∥∥∥∥
∂u

∂xk

∥∥∥∥
p

para todo u ∈ W 1,p(O).

Note que C∞
c (O), el espacio de las funciones test, también denotado por

D(O), es un subespacio deW 1,p(O) para 1 ⩽ p ⩽ ∞. Asi, podemos considerar

su clausura en W 1,p(O).

Definición 2.13. W 1,p
0 (O) = C∞

c (O)
∥·∥W1,p(O).

Proposición 2.14. Las siguientes afirmaciones son validas:
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(a) W 1,p(O) es un espacio de Banach para todo 1 ⩽ p ⩽ ∞.

(b) W 1,p(O) es un espacio reflexivo para 1 < p <∞.

(c) W 1,p(O) es un espacio separable para 1 ⩽ p <∞.

Definición 2.14. Decimos que ∂O es Lipschitz si puede representarse

localmente como el gráfico de una función Lipschitz definida en alguna bola

de RN−1.

Ahora presentamos un resultado importante también conocido como teorema

de Stampacchia.

Proposición 2.15. ([29, Teorema A.1 ]) Si O ⊂ RN abierto acotado con

frontera Lipschitz, X = W 1,p(O) o X = W 1,p
0 (O) con 1 ⩽ p < ∞. Si

u, v ∈ W 1,p(O), entonces

(a) u+ = max{u, 0}, u− = min{−u, 0}, |u| ∈ W 1,p(O) y

∇u+ =




0 , c.s. {u ⩽ 0},
∇u , c.s. {u > 0},

, ∇u− =




0 , c.s. {u ⩾ 0},
−∇u , c.s. {u < 0},

∇|u| =





−∇u , c.s. {u < 0},
0 , c.s. {u = 0}
∇u , c.s. {u > 0}.

Entonces, ∇u = 0 casi siempre sobre el conjunto {u = 0}.

Teorema 2.9. Sea O ⊂ RN un conjunto abierto de clase C1. Sean u ∈ W 1,p(O)

y φ ∈ D(RN ,RN). Entonces

∫

O
∇u(x)φ(x) dx+

∫

O
u(x)divφ(x) dx =

∫

∂O
γ0u(s)φ(s)η⃗(s) dσ(s),

18



donde dσ es la densidad superficial en ∂O y η⃗ el vector normal unitario a ∂O,
los términos ∇u(x)φ(x) y φ(s)η⃗(s) son productos escalares de vectores en RN

y la divergencia de φ es definida por divφ(x) =
∑N

i=1 ∂i(φ)(x).

Teorema 2.10. Si O ⊂ RN es un conjunto abierto con frontera Lipschitz y sea

1 ⩽ p <∞, entonces:

(a) Cuando 1 ⩽ p < N, se tiene W 1,p(O) →֒ Lr(O) para todo r ∈ [1, p⋆ =

Np/(N − p)] y la inmersión es compacta si 1 ⩽ r < p⋆.

(b) Cuando p = N, entonces W 1,p(O) →֒ Lr(O) para todo r ∈ [1,∞] y la

inmsersión es compacta.

(c) Cuando p > N, entonces W 1,p(O) →֒ C(O) es compacto.

Este resultado es conocido como el Teorema de Rellich-Kondrachov.

Observación 2.3. La inmserión W 1,p(O) →֒ Lp⋆(O) nunca es compacta.

También O no es acotado, entonces la inmersión W 1,p(O) →֒ Lp⋆(O) no es

compacta.

Teorema 2.11. (Desigualdad de Poincaré) Si O ⊂ RN es un abierto acotado,

entonces ∥u∥ = ∥u∥r + ∥∇u∥p es una norma equivalente en W 1,p(O) en los

siguientes casos:

(i) 1 ⩽ r ⩽ p⋆ si 1 ⩽ p < N.

(ii) 1 ⩽ r <∞ si p = N.

(iii) 1 ⩽ r ⩽ ∞ si p > N.

Para el espacio W 1,p(O) tenemos el siguiente resultado conocido como la

Desigualdad de Poincaré.

Proposición 2.16. Si O ⊂ RN es un abierto acotado y 1 ⩽ p < ∞, entonces

existe una constante c = c(p,N,O) > 0 tal que ∥u∥p ⩽ c∥∇u∥p para todo

u ∈ W 1,p
0 (O).
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Corolário 2.2. Si O ⊆ RN es un abierto acotado y 1 ⩽ p < ∞, entonces

| · | = ∥∇(·)∥p es una norma equivalente en W 1,p
0 (O).

2.5 El operador p−Laplaciano

El operador p−Laplaciano es definido por

∆pu = div(|∇u|p−2∇u) =
N∑

i=1

∂

∂xi

(
|∇u|p−2 ∂u

∂xi

)
, 1 < p <∞.

Teorema 2.12. Sea O ⊂ RN un conjunto abierto acotado.

(1) ∆p : W 1,p
0 (O) −→ (W 1,p

0 (O))′ es uniformemente continuo en conjuntos

acotados.

(2) (−∆p)
−1 : (W 1,p

0 (O))′ −→ W 1,p
0 (O) es continuo.

(3) El operador compuesto

(−∆p)
−1 : (W 1,p

0 (O))′ −→ W 1,p
0 (O) →֒ Lq(O)

es compacto si 1 ⩽ q < p⋆.

Teorema 2.13. El operador −∆p verifica la condición (S+), si un ⇀ u en

W 1,p
0 (O) y lim sup

n→∞
⟨−∆pun, un − u⟩ ⩽ 0, entonces un → u en W 1,p

0 (O).

2.6 Diferenciabilidad

Definición 2.15. Seja O um aberto de un espacio de Banach X e Ψ : O → R.

El funcional Ψ es Gâteaux diferenciable en x ∈ O si existe Ξ ∈ X ′ tal que para

todo h ∈ X,

lim
t→0

Ψ(x+ th)−Ψ(x)− ⟨Ξ, th⟩
t

= 0.
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Si existe el limite, este es único y la derivada de Gâteaux en x es denotado por

Ψ′(x),

⟨Ψ′(x), h⟩ := lim
t→0

1

t
(Ψ(x+ th)−Ψ(x)).

El funcional φ tiene derivada de Fréchet Ξ ∈ X ′ en x si

lim
h→0

1

∥h∥(Ψ(x+ th)−Ψ(x)− ⟨Ξ, h⟩) = 0.

El funcional Ψ ∈ C1(O,R) si φ tiene derivada de Fréchet y esta es continua en

O.

Observación 2.4. Note que toda funcional Fréchet diferenciable es Gâteaux

diferenciable

Ejemplo 2.5. El funcional J : W 1,p
0 (O) → R,

J(u) =
1

p

∫

O
|∇u|p dx =

1

p
∥u∥1,p,

es Gâteaux diferenciable con

⟨J ′(u), v⟩ =
∫

O
|∇u|p−2∇u∇v dx.

2.7 Operador de Nemytskii

Las principales referencias en esta sección son [15, 16, 19].

Definición 2.16. Sea O ⊂ RN un aberto acotado con frontera Lipschitz. Se

dice que una función φ : O × R −→ R es de Carathéodory, si verifica:

(i) Para ξ ∈ R, la función x 7−→ φ(x, ξ) es Lebesgue medible en O.

(ii) Para casi todo x ∈ O, la función ξ 7−→ φ(x, ξ) es continua en R.
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Observación 2.5. Haremos la convención que en el caso de una función de

Carathéodory, la afirmación “x ∈ O” será entendida en el sentido “casi siempre

x ∈ O”.

Denotamos M = {u : O −→ R : u es medible}.
Proposición 2.17. Si φ es una función de Carathéodory, entonces, para cada

u ∈ M, la función Nφ(u) : O −→ R, (Nφ(u))(x) = φ(x, u(x)), x ∈ O es

medible en O.

En virtud de la proposición anterior, la función de Carathéodory φ unduce a

definir la aplicación Nφ : M −→ M, (Nφu)(x) = φ(x, u(x)), denominado

operador de Nemytskii.

El operador de Nemytskii es un operador potencial, esto es:

Proposición 2.18. Suponga que f sea una función de Carathéodory

verificando:

|φ(x, ξ)| ⩽ C|ξ|q−1 + β(x) para x ∈ O, ξ ∈ R,

donde C ⩾ 0, q > 1, β ∈ Lq′(O), 1
q +

1
q′ = 1.

Sea Φ : O × R→ R definida por Φ(x, ξ) =

∫ ξ

0

φ(x, σ) dσ. Entonces:

(i) La función Φ es de Carathéodory y existe una constante C1 ⩾ 0 y

c ∈ L1(O) tal que

|Φ(x, ξ)| ⩽ C1|ξ|q + c(x) para x ∈ O, ξ ∈ R.

(ii) El funcional Λ : Lq(O) → R definido por Λ(u) :=
∫
O NΦ(u) dx =∫

O
Φ(x, u) dx es continuamente Fréchet diferenciáble y Λ′(u) = Nφ(u),

para todo u ∈ Lq(O).

Para el problema (P), supondremos que la función f es de Carathéodory y

que verifica

|f(x, ξ)| ⩽ K|ξ|q−1 + β(x), x ∈ O, ξ ∈ R, (2.1)
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con K ⩾ 0, q ∈ (1, p∗), β ∈ Lq′(O), 1
q +

1
q′ = 1.

Desde que q ∈ (1, p∗), entonces la inmersión W 1,p
0 (O) →֒ Lq(O) es

compacta, entonces se tiene la siguiente cadena de diagramas

W 1,p
0 (O) →֒Id Lq(O) →֒Nf Lq′(O) →֒I∗d W−1,p′(O)

muestra que el operador Nf es compacto (continuo y que mapea conjuntos

acotados en conjuntos relativamente compactos) de W 1,p
0 (O) en W−1,p′(O).

Lema 2.3. Sea φ una función de Carathéodory que verifica (2.1). Entonces el

funcional Ψ : W 1,p
0 (O) → R, dado por

Ψ(u) =

∫

O
Φ(x, u) dx

donde Φ(x, ξ) =
∫ ξ

0 φ(x, τ) dτ es continua, Fréchet diferenciable en W 1,p
0 (O) y

⟨Ψ′(u), ψ⟩ =
∫

O
φ(x, u)ψ, dx para todo ψ ∈ W 1,p

0 (O).

En el siguiente capítulo abordaremos el estudio del problema usando métodos

variacionales para encontrar las soluciones del problema (P). En realidad estas

soluciones son puntos críticos de un funcional de clase C1 en W 1,p
0 (O).

Por la condicion (2.1) y teniendo en cuenta que la inmersión W 1,p
0 (O) →֒

Lq(O) es compacta (por tanto contínua), el funcional Φ : W 1,p
0 (O) −→ R,

Φ(u) =
∫
O F(x, u) dx con F(x, ξ) =

∫ ξ

0 f(x, ϱ) dϱ, es continua, Fréchet

diferenciable en W 1,p
0 (O)(Lema 2.3) y Φ′(u) = Nf(u). Por tanto, el funcional

F : W 1,p
0 (O) −→ R definido por

F(u) =
1

p
∥u∥p1,p − Φ(u)

=
1

p
∥u∥p1,p −

∫

O
F(x, u) dx,
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es de clase C1(W 1,p
0 (O),R) y

F′(u) = −∆pu−Nf(u).

Entonces, encontrar soluciones del problema (P), equivale a buscar los puntos

críticos del funcional F, esto es, funciones u ∈ W 1,p
0 (O) tal que F′(u) = 0.

2.8 Funciones de variación acotada

En esta sección se presentan los principales resultados sobre el espacio de

funciones de variación acotada, para más referencias [3, 5, 30] .

Definición 2.17. La función u : O −→ R es una función de variación

acotada si u ∈ L1(O) y su gradiente Du en el sentido distribucional pertenece

a ∈ M(O,RN), donde Du =
(

∂u
∂x1
, . . . , ∂u

∂xN

)
y ∂u

∂xj
son las derivadas

distribucionales de u. Denotaremos por BV (O), el espacio vectorial de todas

las funciones de variación acotada en O esto es,

BV (O) =
{
u ∈ L1(O) : Du ∈ M(O,RN)

}
.

Ahora un resultado que permite cacarterizar si una función pertenece a

BV (O) tenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.14. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) u ∈ BV (O);

(ii) u ∈ L1(O) y para i = 1, . . . , N, ∂u
∂xi

∈ M(O);

(iii) u ∈ L1(O) y ∥Du∥ := sup
{
⟨Du, ϕ⟩ : ψ ∈ Cc(O,RN), ∥ϕ∥∞ ⩽ 1

}
<∞;

(iv) u ∈ L1(O) y

∥Du∥ = sup

{∫

O
u div ϕdx : ψ ∈ C1(O,RN), ∥ϕ∥∞ ⩽ 1

}
<∞,

24



donde ⟨Du, ϕ⟩ =
N∑

i=1

∫

O
ϕi
∂u

∂xi
y también ∥Du∥ =

∫

O
|Du|.

El espacio BV (O), será equipado con la siguiente norma, el cual extiende la

clásica norma en W 1,1(O)

|u|BV (O) := ∥u∥L1(O) + ∥Du∥

que es equivalente a la norma que será utilizada en el capítulo 3.

La norma | · |BV (O) es una extensión de la norma en W 1,1(O), es decir, dado

u ∈ W 1,1(O), tenemos que

|u|BV (O) = ∥u∥L1(O) + ∥Du∥ =

∫

O
|∇u|dx+

∫

O
|u|dx = |u|W 1,1(O).

Entonces W 1,1(O) ⊂ BV (O). Sin embargo, el espacio W 1,1(O) es subespacio

própio del espacio BV (O) como muestra el siguiente ejemplo que proporciona

una función u que pertenece al espacioBV (O) y que, sin embargo, no pertenece

al espacio W 1,1(O).

Ejemplo 2.6. Sea E ⊂ O abierto con frontera suave tal que |E| < ∞ y

HN−1(∂E) <∞, donde |E| denota la medida de Lebesgue en RN del conjunto

E y HN−1 denota la medida de Hausdorff de dimensión N − 1. Note que la

función ✶E ∈ BV (O) mas ✶E /∈ W 1,1(O).

Ejemplo 2.7. Considere la función característica ✶BR(0) del espacio RN . Note

que ✶BR(0) ∈ L1(RN) y el gradiente ∇(✶BR(0)) = −(x/|x|)δ|x|=R. En efecto, si

φ ∈ D(RN ,RN), entonces por la fórmula clásica de Green

−
∫

RN

∇(✶BR(0))φ =

∫

BR(0)

divφ(x) dx

=

∫

|x|=R

φ(x).n dx =

∫

|x|=R

x

|x|φ(x) dx.
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En virtud de estos ejemplos, tenemos que W 1,1(O) esta incluido estrictamente

en BV (O).

Ahora se definira la noción de convergencia débil y convergencia

intermediaria.

Definición 2.18. Decimos que una sucesión (un) ⊂ BV (O) converge

debilmente a una función u ∈ BV (O), que denotaremos por un ⇀ u, si

• un → u fuerte en L1(O).

• Dun ⇀ Du debilmente en M(O,RN).

Teorema 2.15. Sea (un) ⊂ BV (O) sucesión acotada en BV (O) que converge

fuerte para u en L1(O) y supn∈N
∫
O |Dun| < +∞. Entonces,

(i) u ∈ BV (O) y

∫

O
|Du| ⩽ lim inf

n→∞

∫

O
|Dun|,

(ii) un ⇀ u debilmente en BV (O).

Demostración. (i) Para todo φ ∈ C1
c (O,RN) tal que |φ|∞ ⩽ 1. Entonces,

considere un conjunto compacto K tal que supp(φ) ⊂ K. Note que

supp divφ ⊂ K, sea Q = sup
x∈K

| divφ(x)|.
Entonces,

lim
n→∞

un(x) divφ(x) = u(x) divφ(x) c.s. en K,

|un(x) divφ(x)| ⩽ Q|un(x)| c.s. en K,

lim
n→∞

∫

K

|un|dx =

∫

K

|u|dx,

luego, debido al Teorema de la Convergencia Dominada de Lebesgue, tenemos

que
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∫

O
u divφdx =

∫

K

u divφdx

= lim
n→∞

∫

K

un divφdx

= lim
n→∞

∫

O
divφdx.

Por tanto,

∫

O
u divφdx = lim inf

n→∞

∫

O
un divφdx

⩽ lim inf
n→∞

∫

O
|Dun|.

Una vez que esta desigualdad es válida para cualquier φ ∈ C1
c (O,RN), con

|φ|∞ ⩽ 1, tenemos que

∫

O
|Du| ⩽ lim inf

n→∞

∫

O
|Dun|.

(ii) Para todo φ ∈ C∞
c (O,RN) se tiene

⟨Dun, φ⟩ =
N∑

i=1

∫

O
φi
∂un
∂xi

= −
N∑

i=1

∫

O
un
∂φi

∂xi
dx

= −
∫

O
un divφdx.

(2.2)

Como un → u en L1(O), es como en (i), debido al Teorema de la Convergencia

Dominada de Lebesgue, tenemos que

−
∫

O
un divφdx −→ −

∫

O
u divφdx = ⟨Du, φ⟩

cuando n→ ∞.
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Por tanto, ⟨Dun, φ⟩ converge para ⟨Du, φ⟩, para cualquier φ ∈ C∞
c (O,RN).

Por la densidad de C∞
c (O,RN) en C0(O,RN), y como la sucesión (Dun) es

acotada, tenemos que Dun ⇀ Du.

Como una consecuencia de la propiedad de semicontinuidad (i), BV (O) es

un espacio normado completo.

Teorema 2.16. El espacio (BV (O), | · |BV (O)) es un espacio de Banach.

Corolário 2.3. Si u ∈ W 1,1(O) entonces ∥u∥W 1,1 = ∥u∥BV .

Teorema 2.17. El espacio BV (O) no es reflexivo.

Recordando que |·|BV (O) extiende |·|W 1,1(O) y que C∞(O)
|·|W1,1

= W 1,1(O) ⊊

BV (O) tenemos que

C∞(O) ∩BV (O)
|·|BV (O) ⊂ W 1,1(O).

Por tanto, C∞(O) ∩ BV (O) no es denso en BV (O) con la convergencia

fuerte. Entonces, será definido el concepto de convergencia intermediaria.

Definición 2.19. Sea la sucesión (un) ⊂ BV (O) y u ∈ BV (O). Decimos que

un converge para u en el sentido de la convergencia intermediária si

• un → u fuerte en L1(O) cuando n→ ∞.

•
∫

O
|Dun| →

∫

O
|Du| cuando n→ ∞.

La convergencia intermediaria es debido a Teman [31] y es también conocida

como convergencia estricta.

Teorema 2.18. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) un → u en el sentido de la convergencia intermediaria,

(ii)




un ⇀ u débil en BV (O)∫

O
|Dun| →

∫

O
|Du|.

28



Ejemplo 2.8. La convergencia intermediaria es más fina que la convergencia

débil en BV (O), es decir, la topología generada por la convergencia débil es un

subconjunto própio de la topología generada por la convergencia intermediaria.

Sea la sucesión BV (0, 1) definida por

un(x) =

{
nx si 0 < x ⩽

1
n ,

1 si 1
n < x < 1.

La sucesión (un) converge debilmente para 1 en BV (0, 1) sin embargo no

converge en el sentido intermediário.

Ahora, serán presentados algunos resultados necesarios para la demonstración

de un resultado fundamental de densidad en el espacio BV (O).

Definición 2.20. Una función regularizante ϱϵ ∈ C∞
c (RN) es definida como

ϱϵ(x) = ϵ−Nϱ

(
x

ϵ

)
,

donde ϱ es una función no negativa que satisface

∫

RN

ϱ(x)dx = 1, con

supp(ϱϵ) ⊂ B1(0).

Observe también que para todo µ ∈ M(RN ,Rm) se define

ϱϵ ∗ µ(x) :=
∫

RN

ϱϵ(x− y)µ(y).

Teorema 2.19. Sean ϱϵ, ϱϵ ∗ µ como en la Definición 2.20 y f ∈ Lp(RN),

p ∈ [1,∞). Entonces ϱϵ∗µ ∈ C∞(RN ,Rm), y además son válidas las siguientes

propriedades:

(i)

∫

RN

|ϱϵ ∗ µ| ⩽
∫

RN

|µ|;

(ii)

∫

RN

|ϱϵ ∗ µ| →
∫

RN

|µ| cuando ϵ→ 0;

29



(iii) f ∗ ϱϵ ∈ Lp(RN);

(iv) |f ∗ ϱϵ|Lp(RN ) ⩽ |f |Lp(RN );

(v) f ∗ ϱϵ → f en Lp(O) cuando ϵ→ 0;

(vi) Dα(ρϵ ∗ µ) = Dαρϵ ∗ µ para todo α ∈ NN .

Teorema 2.20. (Aproximación por funciones suaves) El espacio C∞(O) ∩
BV (O) es denso en BV (O) equipado con la convergencia intermediaria. Por

tanto, C∞(O) es también denso en BV (O) con la convergencia intermediaria.

Observación 2.6. Ahora presentamos resultados sobre las inmersiones

continuas de BV (O) →֒ Lq(O), con q ∈ [1, 1∗] y cuando O ⊂ RN es acotado.

Teorema 2.21. (Inmersión continua) Sea O ⊂ RN abierto con frontera

lipschitziana. Entonces, la inmersión

BV (O) →֒ Lr(O), r ∈ [1, 1∗ =
N

N − 1
]

es continua. Mas precisamente, existe una constante c = c(O, r, N) tal que

para todo v ∈ BV (O) tenemos que

|v|Lr(O) ⩽ r|v|BV (O).

Observación 2.7. Desde que la inmersión BV (O) →֒ Lr(O), r ∈ [1, 1∗], es

continua, es posíble tomar en la demonstración del Teorema 2.20 funciones

regularizantes en la norma Lq(O) y así, obtenemos como resultado que para

todo u ∈ BV (O) existe uma sucesión (un) ⊂ C∞(O) ∩ BV (O) que cumple

• un −→ u en Lq(O),

•
∫
O |Dun| −→

∫
O |Du|,
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cuando n→ ∞.

Teorema 2.22. (Inmersión compacta) Sea O ⊂ RN abierto acotado con

frontera lipschitziana. Entonces, para p ∈ [1, 1∗) la inmersión

BV (O) →֒ Lp(O)

es compacta. Mas precisamente, dada una sucesión (un) acotada en BV (O),

existe una subsucesión que converge fuerte en Lp(O).

2.9 Fórmula de Green para funciones de variación limitada

Una vez que nuestro concepto de solución se basa en la Teoría de Anzellotti,

ahora presentamos algunos conceptos y propriedades que serán usado en el

Capítulo 3, para maiores referencias [3, 4]. En esta sección vamos a definir

una función [z, ν] ∈ L∞(∂O) asociado a cada campo vectorial z ∈ L∞(O,R)
tal que div(z) es una medida limitada em O.

Seja O um aberto de RN , N ⩾ 2 e 1 ⩽ p ⩽ N, N
N−1 ⩽ r ⩽ ∞.

Consideremos los siguientes espacios:

BV (O)r := BV (O) ∩ Lr(O), BV (O)c = BV (O) ∩ L∞(O) ∩ C(O),

Xp(O) = {z ∈ L∞(O;RN) : div(z) ∈ Lp(O)},

e

XN(O) = {z ∈ L∞(O;RN) : div(z) es una medida limitada em O}.

Teorema 2.23. Sea O ⊂ RN un conjunto abierto acotado con frontera

∂O Lipschitz continua. Denotamos por ν la normal exterior unitaria a ∂O.
Entonces existe una aplicacion bilineal ⟨z, u⟩∂O : XN(O)× BV (O)c → R tal
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que

⟨z, u⟩∂O =

∫

∂O
u(x)z(x) · ν(x) dHN−1 si z ∈ C1(O.RN) (2.3)

|⟨z, u⟩∂O| ⩽ ∥z∥∞
∫

∂O
|u| dHN−1 para todo z, u. (2.4)

Teorema 2.24. Sea O ⊂ RN un abierto acotado con frontera ∂O Lipschitz

continua. Entonces existe un operador lineal γ : XN(O) → L
∞

(∂O) tal que

∥γ(z)∥∞ ⩽ ∥z∥∞ (2.5)

⟨z, u⟩∂O =

∫

O
γ(z)(x)u(x)dHN−1 para todo u ∈ BV (O)c (2.6)

γ(z)(x) = z(x) · ν(x) para todo x ∈ ∂O si z ∈ C1(O,RN). (2.7)

La función γ(z) es una traza débil sobre ∂O de la componente normal z.

Denotaremos a γ(z) por [z, ν].

Note que Xp(O) ⊂ XN(O) para todo p ⩾ 1 e entonces, la traza [z, ν] está

definida para todo z ∈ X(O)p.

2.9.1 La medida (z,Du)

Haciendo aproximación por funciones suaves y aplicando la fórmula de Green

se obtiene el siguiente resultado.

Proposición 2.19. Seja O ⊂ RN un abierto acotado con frontera ∂O Lipschitz

contiuna y 1 ⩽ p ⩽ ∞. Entonces, para cada z ∈ Xp(O) y u ∈ Lp′(O) ∩
W 1,1(O), se cumple

∫

O
u div(z) dx+

∫

O
z · ∇u dx =

∫

∂O
[z, ν](x)u(x)dHN−1. (2.8)
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En lo que sigue consideraremos los pares (z, u) tales que cumplen alguna de

las condiciones siguientes:

(a) u ∈ BV (O)p′, z ∈ X(O)p y 1 < p ⩽ N ;

(b) u ∈ BV (O)∞, z ∈ X(O)1;

(c) u ∈ BV (O)c, z ∈ XN(O)

Definición 2.21. Sean z, u verificando uno de las condiciones (a), (b), (c).

Entonces definimos el funcional (z, Du) : D(O) → R como

⟨(z, Du), φ⟩ := −
∫

O
uφdiv(z) dx−

∫

O
uz · ∇φdx.

Teorema 2.25. Para todo abierto U ⊂ O y para toda función ϕ ∈ D(U), se

tiene

|⟨(z, Du), ϕ⟩| ⩽ ∥ϕ∥∞∥z∥L∞(U)

∫

U

|Du|, (2.9)

entonces (z, Du) es una medida de Radon en O.

Demostración. Seja (un) ⊂ C∞(O) convergiendo para u en el sentido de la

convergencia intermediaria . Dada ϕ ∈ D(U) consideremos un abierto V tal

que supp(ϕ) ⊂ V ⋐ U. Entonces,

|⟨(z, Du), ϕ⟩| ⩽ ∥ϕ∥∞∥z∥L∞(U)

∫

V

|Dun| para todo n ∈ N.

Tomando n→ ∞, concluimos la prueba.

Denotemos por |(z, Du)| la variación total de la medida (z, Du) y por∫
B |(z, Du)|,

∫
B(z, Du) el valor de estas medidas en cada conjunto de Borel

B ⊂ O.
Por Teorema anterior tenemos el siguiente resultado.
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Corolário 2.4. Las medidas |(z, Du)| e (z, Du), son absolutamente continuas

con respecto a la medida |Du| y también

∣∣∣∣
∫

B

(z, Du)

∣∣∣∣ ⩽
∫

B

|(z, Du)| ⩽ ∥z∥L∞(U)

∫

B

|Du| (2.10)

para cada conjunto de Borel B y para cada conjunto abierto U tal que B ⊂ U ⊂
O.

Además, la Definición 2.21 coincide com el sentido clásico, esto es

[z, ν] = z · ν para z ∈ C1(Oδ,R), (2.11)

donde Oδ = {x ∈ O : dist(x, ∂O) < δ}, para algun δ suficientemente pequeño.

2.9.2 La fórmula de Green

Lema 2.4. Supongamos que u, z verifican uno de los incisos (a), (b) o (c). Sea

(un) ⊂ BV (O) ∩ C∞(O) convergiendo para u en el sentido de la convergencia

intermediaria. Entonces

∫

O
z · ∇un dx→

∫

O
(z, Du).

Veamos ahora la fórmula de Green que relaciona la función [z, ν] y la medida

(z, Du).

Teorema 2.26. (Fórmula de Green para funciones de variación acotada) Seja

O ⊂ RN un abierto acotado con frontera ∂O Lipschitz continua y sean z, u

cumpliendo una de las condiciones (a), (b) y (c). Entonces

∫

O
u div(z) +

∫

O
(z, Du) =

∫

∂O
[z, ν]u dHN−1. (2.12)

Observación 2.8. Usando el teorema anterior, para el caso O = RN , se obtiene

la fórmula: sean z y ϑ verificando una de los incisos (a), (b), o (c), se tiene
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∫

RN

ϑdiv(z) +

∫

RN

(z, Du) = 0.

Ahora se enuncia un resultado escencial.

Teorema 2.27. (Desigualdad en BV ) Sea O ⊂ RN con frontera Lipschitz.

Entonces existe una constante C = C(O, N) > 0 tal que

∫

O
|u|dx ⩽ C

(∫

O
|Du|+

∫

∂O
|u|∂HN−1

)
.

2.10 Gradientes generalizados

En esta sección se presenta algunas definiciones y resultados envolviendo la

teoría de subdiferenciales (consulte por ejemplo [6, 9, 10, 33]).

Sea X un espacio de Banach y Φ : X −→ (−∞,+∞] una función convexa

y localmente Lipschitz. El conjunto ❉(Φ) := {u ∈ X : Φ(u) <∞} es llamado

dominio efectivo de Φ. De esta forma, dado u ∈ ❉(Φ), el conjunto:

∂Φ(u) =
{
u∗ ∈ X ′ : Φ(v)− Φ(u) ⩾ ⟨u∗, v − u⟩, ∀ v ∈ X

}

es llamado subdiferencial de Φ en u, donde ⟨·, ·⟩ denota la dualidad X ′ en X .

Definición 2.22. Sea Ψ = Φ − G definido en X , en que Φ es semicontinuo

inferiormente y convexa, G ∈ C1(X,R). Un punto u ∈ ❉(Φ) es denomidano

punto crítico de Ψ si G′(u) ∈ ∂Φ(u), es decir, si u verifica:

Φ(v)− Φ(u) ⩾ ⟨G′(u), v − u⟩ para todo v ∈ X.

Proposición 2.20. Seja φ : X → R uma función convexa finita y continua en

el punto u ∈ X , entonces ∂φ(u) ̸= ∅.

Observación 2.9. Usando esta definición, se verifica que u0 es un mínimo global

de Φ si y solamente si 0 ∈ ∂Φ(u0).
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Las funciones Gâteaux diferenciables son un caso especial de funciones

subdiferenciables.

Ejemplo 2.9. Sea φ una función convexa y Gâteaux diferenciable en x.

Entonces, ∂φ(x) = {φ′(x)} y

lim
ξ→0

φ(x+ ξh)− φ(x)

ξ
=< φ′(x), h > para h ∈ X

Ejemplo 2.10. Sea Ψ : RN → R definida por ℘(x) := ∥x∥, x ∈ RN , entonces

∂℘(x) =





x
∥x∥ si x ̸= 0

B1(0) si x = 0.

Ejemplo 2.11. Seja O ⊂ RN un conjunto abierto acotado con frontera suave.

Consideremos el funcional σ : L2(O) → [−∞,∞] definido por

σ(x) =





1
2

∫
O |∇u|2 si u ∈ W 1,2

0 (O)

+∞ si u ∈ L2(O) \W 1,2
0 (O).

Entonces D(∂σ) = W 1,2
0 (O) ∩ W 2,2(O) y ϑ ∈ ∂σ(u) si y solamente si

ϑ = −∆u. Por tanto son equivalentes:

1. u es solución del problema variacional σ(u) = min
O∈L2(O)

σ(O).

2. u es solución debil del problema de Dirichlet





−∆u = 0 en O,

u = 0 sobre O.
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Capítulo

3

Existencia de soluciones

El principal objetivo de este capítulo es estudiar la existencia de soluciones para

el problema {
−∆pu = f(x, u) en O,
u|∂O = 0,

(P)

aqui ∆pu = div(|∇u|p−2∇u), 1 < p < ∞, es el p−Laplaciano y f : O ×
R −→ R es una función de Carathéodory verificando adecuadas condiciones

de crecimiento.

Las principales referencias en este capítulos son los trabajos de Dinca

[15, 16, 19].

3.1 Existencia de solución

En esta sección supondremos que la función de Carathéodory f : O × R → R

verifica la condición de crecimiento (2.1).

La existencia de puntos críticos no triviales para el funcional de clase C1

definido por F : W 1,p
0 (O) → R es equivalente a que el problema (P) tiene

soluciones debiles no triviales.

El resultado fundamental que será usado con esta finalidad es el Teorema

del Paso de la Montaña (ver [28]).



Definición 3.1. SeaX un espacio de Banach y I ∈ C1(X,R). Se dice que c ∈ R
es un valor crítico de I si existe u ∈ X con I ′(u) = 0 y I(u) = c.

Definición 3.2. Una sucesión (un) ⊂ X es una sucesión de Palais-Smale

o secesión (PS) del funcional I do funcional I, si (I(un)) es acotada y

I ′(un) −→ 0 enX ′. Se dice además que I verifica la condición de Palais-Smale

o condición (PS), si toda sucesión (PS) posee una subsucesión convergente en

X.

Observación 3.1. (i) La condición de Palais-Smale no prejuzga la existencia

de un valor crítico o la existencia de una sucesión de este tipo, llamada

sucesión de Palais-Smale. Esta sólo dice que si tenemos una tal sucesión,

entonces esta sucesión es necesariamente relativamente compacta.

(ii) Las dos hipótesis son independientes. En efecto, si c = inf
X
I, podemos

perfectamente tener una sucesión minimizante (un) tal que I ′(un) ↛ 0.

Basta tomar X = R, I(un) = sen(u2), c = −1 y un =
(
3π
2 + 2nπ +

1√
(2πn)

) 1
2 . Entonces I(un) → −1 y I ′(un) → 2.

(iii) Tenga en cuenta que la topología aquí considerada es la topología fuerte.

Coloquemos otro ejemplo. En primer lugar, está claro que la función I(u) =

expu definido en R no satisface la condición Palais-Smale para c = 0. Sin

embargo, lo verifica para todos los demás valores reales (simplemente porque

no existe suceciones de Palais-Smale en estos niveles).

Teorema 3.1. ([28], Teorema 2.2) SeaX un espacio de Banach y I ∈ C1(X,R)

verificando la condición de Palais-Smale (PS). Supongamos I(0) = 0 y que

sean validas las siguientes condiciones:

(a) Existen constantes ρ, α > 0 tal que en la esfera ∥u∥ = ρ vale la

desigualdad

I(u) ⩾ α;
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(b) Existe un elemento e ∈ X tal que ∥e∥ > ρ y I(e) ⩽ 0.

Entonces, I tiene un valor crítico c ⩾ α. También, c es caracterizado por

c = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

I(t), (3.1)

en que

Γ =
{
γ ∈ C1([0, 1], X) : γ(0) = 0, γ(1) = e

}
.

Note que cada punto crítico u en el nivel c definido por (3.1) (I ′(u) = 0, I(u) =

c) es no trivial. Por tanto, si las hipótesis del Teorema 3.1 se cumplen con

X = W 1,p
0 (O) y I = F, entonces se garantiza la existencia de soluciones no

triviales para el problema (P).

A continuación se presenta interpretación del teorema anterior, siguiendo [25].

Observación 3.2. La expresión "paso de la montaña" se entiende mejor

si interpretamos las condiciones (a) a (b) geométricamente, o más bien

geográficamente, en el caso cuando X = R2 y I(u) representa la altitud de

un punto en la superficie de la tierra plana que se proyecta verticalmente sobre

u. Las condiciones (a) y (b) significa que el origen se encuentra en un cuenco

rodeado de montañas que son al menos tan alto como α. La condición (b)

significa que más allá de estas montañas, existe un punto más bajo e, digamos

en un valle.

Entonces parece intuitivamente claro que si queremos ir continuamente de

0 a e, la mejor manera de hacerlo es ir através de un paso de montaña, que

está destinado a existir. De hecho, la construcción min-máx nos dice que hacer:

mirar la altitud máxima alcanzada en cada camino y encontrar un camino que

minimice esta altitud máxima entre todos los caminos.

Si tomamos un camino que culmina a una altitud que es un valor regular,

entonces el Lema de la Deformación construye otro camino mejor para

nosotros, que culmina estrictamente más bajo. Si un camino culmina en la

infinidad de las altitudes de los puntos culminantes de todos los caminos,
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entonces su altitud es un valor crítico y estamos en un paso de montaña.

(ii) Sin embargo, la intuición del alpinismo debe tomarse con cuidado. Así,

el Teorema 3.1 es cierto incluso sin la condición de Palais-Smale cuando

X = R, por el Teorema del Valor Intermedio y el Teorema de Rolle. Falla sin

la condición de Palais-Smale en dimensiones superiores a 2. Puede no existir

ningún paso de montaña porque no se alcanza la altura máxima del sendero.

Aquí un ejemplo de esta situación intuitiva. Consideremos la función en dos

variables

I(x, y) = x2(1 + y)3 + y4,

entonces

I ′(x, y) =

[
2x(1 + y)3

3x2(1 + y)2 + 4y3

]

note que sólo hay un punto crítico en R2, a saber, el origen, donde I(0, 0) = 0.

Este punto crítico es un mínimo local estricto, porque I(x, y) ∼ x2 + y4 en un

entorno de (0, 0). Por tanto, el origen se sitúa realmente en un cuenco rodeado

de montañas. Es posible bajar aún más afuera del cuenco, ya que inf
R2
I = −∞.

Este es un ejemplo de una función con un solo punto crítico que es un mínimo

local, pero no global. Dado que no existe otro punto crítico que el mínimo local,

esto significa que no existe un paso de montaña para salir del cuenco y bajar al

valle más allá. Esto sólo puede suceder si los caminos de minimización van al

infinito. Esta pérdida de compacidad está naturalmente relacionada con el hecho

de que I no cumple la condición (PS) a nivel del min-max.

Si nos fijamos en lo que está sucediendo en las curvas x = ± 2|y| 32√
3(1+y)

,

parametrizada por −1 < y ⩽ 0, vemos que x → ±∞, I ′ → 0 y I → 1

cuando y → −1.Moviéndonos a lo largo de estas curvas, podemos así construir

sucesiones (PS) en el nivel c = 1 que no son relativamente compactos, por
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ejemplo (y)n = −1 + 1
n . Además, se puede comprobar que el nivel c = 1 es

precisamente el min-max de I de los caminos que salen del cuenco.

Para ver esto, podemos, por ejemplo, unir (0, 0) con (5,−2) (sólo para elegir

un punto donde I < 0) siguiendo la curva anterior hasta y = −1+ 1
n yendo para

y = −2 manteniendo x1 constante, luego uniendo x = 5 con y = −2 constante.

En la propia curva I < 1, en el segmento x constante, su máximo tiende a 1

cuando n→ ∞ y en el segmento y = −2, I < 0.

Lema 3.1. Si (un) ⊂ W 1,p
0 (O) es una sucesión acotada y F′(un) → 0, n → ∞,

entonces (un) tiene una subsucesión convergente.

Demostración. Desde que W 1,p
0 (O) es reflexivo, podemos extraer una

subsucesión (unj
)j∈N de (un)n∈N tal que unj

⇀ u ∈ W 1,p
0 (O). Como F′(unj

) →
0, tenemos que

⟨F′(unj
), unj

− u⟩ = ⟨−∆punj
−Nf(unj

), unj
− u⟩ −→ 0 (3.2)

cuando j → ∞.

Aserción.

⟨Nf(unj
), unj

− u⟩ −→ 0 cuando j −→ ∞. (3.3)

En efecto, una vez que unj
⇀ u en W 1,p

0 (O), por la inmersión de Rellich-

Kondrachov, W 1,p
0 (O)

c−֒→ Lq(O), tenemos que unj
→ u en Lq′(O) y note que

(N (unj
)) es acotada en Lq′(O), entonces por la desigualdad de Hölder, tenemos

que

|⟨Nf(unj
), unj

− u⟩| ⩽ ∥Nf(unj
)∥q′∥unj

− u∥q

tomando limite cuando j → ∞, se tiene que

⟨Nf(unj
), unj

− u⟩ −→ 0 cuando j −→ ∞,

lo cual prueba la aserción.
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Por tanto de (3.2) y (3.3), tenemos que

⟨−∆punj
, unj

− u⟩ → 0 cuando j → ∞.

Asi, desde que el operador p-Laplaciano es del tipo (S+) (vea Teorema 2.13),

obtenemos que unj
→ u en W 1,p

0 (O).

Teorema 3.2. Si existe σ > p y ξ0 > 0 tal que

σF(x, ξ) ⩽ ξf(x, ξ) para x ∈ O, |ξ| ⩾ ξ0, (3.4)

entonces F satisface la condición (PS).

Demostración. En virtud del Lema 3.1, es suficiente probar que toda sucesión

(un) ⊂ W 1,p
0 (O) es acotada, para la qual la sucesión (F(un)) es acotada y

F′(un) → 0.

Como (F(un)), existe c ∈ R tal que F(un) ⩽ c para todo n ∈ N. Denotamos

por

On = {x ∈ O : |un(x)| ⩾ ξ0}, O′
n = O \ On,

para cada n ∈ N.
Entonces,

1

p
∥un∥p1,p −

(∫

On

F(x, un) dx+

∫

O′
n

F(x, un) dx

)
⩽ c. (3.5)

En lo que sigue obtendremos estimativas uniformes independientes de n para

las integrales en (3.5).

Sea n ∈ N arbitrariamente escogido. Si x ∈ O′
n, entonces |un(x)| < ξ0 y por la

Proposición 2.18(i), tenemos que

F(x, un) ⩽ K1|un(x)|q + γ(x)

⩽ K1ξ
q
0 + γ(x),
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lo cual implica que

∫

O′
n

F(x, un) dx ⩽ K1ξ
q
o|O|+

∫

O
γ(x) dx = C1. (3.6)

Si x ∈ On, entonces |un(x)| ⩾ ξ0 y así por (3.4), tenemos que

F(x, un) ⩽
1

σ
f(x, un(x))un(x),

de donde inferimos que

∫

On

F(x, un) dx ⩽

∫

On

1

σ
f(x, un)un dx

=
1

σ

(∫

O
f(x, un)un dx−

∫

O′
n

f(x, un)un dx

)
.

(3.7)

Por (2.1), obtenemos que

∣∣∣∣
∫

O′
n

f(x, un)un dx

∣∣∣∣ ⩽
∫

O′
n

(K|un|q + β(x)|un|) dx

⩽ Kξqo|O|+ ξ0

∫

O
β(x) dx = C2.

Entonces,

− 1

σ

∫

O′
n

f(x, un)un dx ⩽
C2

σ
. (3.8)

Finalmente, por (3.2), (3.6), (3.7) y (3.8), sumando y sustrayendo∫

O′
n

F(x, un) dx, obtenemos que

1

p
∥un∥p1,p −

1

σ

∫

O
f(x, un)un dx ⩽

1

p
∥un∥p1,p −

∫

On

F(x, un) dx

− 1

σ

∫

O′
n

f(x, un)un dx

⩽c+ C1 +
C2

σ
= C,
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es decir,
1

p
∥un∥p1,p −

1

σ
⟨Nf(un), un⟩ ⩽ C. (3.9)

Por otro lado, una vez que F′(un) → 0 cuando n → 0, existe n0 ∈ N tal

que |⟨F′(un), un⟩| ⩽ ∥un∥1,p para todo n ⩾ n0. Por tanto, para todo n ⩾ n0,

tenemos que

|⟨−∆pun, un⟩ − ⟨Nf(un), un⟩| ⩽ ∥un∥1,p,

es decir ∣∣∣∣∥un∥
p
1,p − ⟨Nf(un), un⟩

∣∣∣∣ ⩽ ∥un∥1,p,

lo que implica que

∥un∥p1,p − ⟨Nf(un), un⟩ ⩾ −∥un∥1,p.

Entonces,

− 1

σ
∥un∥p1,p −

1

σ
∥un∥1,p ⩽ −1

σ
⟨Nf(un), un⟩. (3.10)

Por (3.9) y (3.10) tenemos que

(
1

p
− 1

σ

)
∥un∥p1,p −

1

σ
∥un∥1,p ⩽ C

y desde que σ > p, tenemos que (un) es acotada en W 1,p
0 (O).

Observación 3.3. Cabe resaltar que por la desigualdad (3.4): existen σ > 2 y

σ0 > 0 tal que

0 < σF(x, ξ) ⩽ ξf(x, ξ), x ∈ O, |ξ| ⩾ ξ0,

introducido por primera vez por Ambrosetti y Rabinowitz como una condición

suficiente para garantizar que F satisface la condición (PS) para el caso p = 2.

Ahora, en virtud del Teorema 3.1 inciso (b), el próximo paso es obtener

condiciones suficientes para F sea acotada inferiormente en W 1,p
0 (O).

Lema 3.2. El funcional F verifica:
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(i) F(0) = 0.

(ii) F mapea conjuntos acotados en conjuntos acotados.

Demostración. (i) Esto se sigue de la definición de F.

(ii) Desde que F′(u) = −∆pu−Nf(u), tenemos que

∥F′(u)∥∗ ⩽ ∥−∆pu∥∗ + ∥Nf(u)∥∗
⩽ ∥u∥p−1

1,p + C∥Nf(u)∥q

para todo u ∈ W 1,p
0 (O).

Además, debido a la inmersión compacta W 1,p
0 (O) →֒ Lq(O) y desde que

Nf mapea conjuntos acotados de Lq(O) en conjuntos de Lq′(O), por tanto F′

envia conjuntos acotados de W 1,p
0 (O) en conjuntos acotados de W−1,p′(O).

Considere v ∈ W 1,p
0 (O) arbitrário. Por el Teorema del Valor Medio, tenemos

que

|F(v)| = |F(v)− F(0)| = |⟨F′(tv), v⟩|
⩽ ∥F′(tv)∥∗∥v∥1,p

con t ∈ (0, 1). Por tanto, el inciso (ii) se obtiene usando la estimativa sobre

F′.

Observación 3.4. Note que el inciso (ii) del Lema 3.2 es una consecuencia de

la condición (2.1) y del hecho que ∥−∆pu∥∗ = ∥u∥p−1
1,p .

Observación 3.5. Suponga F no sea acotado inferiormente. Entonces, para todo

r > 0, existe e ∈ W 1,p
0 (O) con ∥e∥1,p ⩾ r tal que F(e) ⩽ 0. En efecto,

supongamos, por contradicción, que existe algun r > 0 tal que u ∈ W 1,p
0 (O)

con ∥u∥1,p ⩾ r, se verifica F(u) ⩾ 0. Entonces por el Lema 3.2 (ii), el conjunto

{F(u) : ∥u∥1,p < r} es acotado. Por tanto F es acotado inferiormente, lo cual

es una contradicción.

El siguiente resultado proporciona condiciones para que el funcional F sea

acotado inferiormente.
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Teorema 3.3. Suponga que existen números σ > p y ξ1 > 0 tal que

0 < σF(x, ξ) ⩽ ξf(x, ξ) para x ∈ O, ξ ⩾ ξ1, (3.11)

entonces F es acotado inferiormente.

Demostración. Mostremos que si u ∈ W 1,p
0 (O), u > 0 es tal que |M1(u)| > 0,

con

M1(u) = {x ∈ O : u(x) ⩾ ξ1},

entonces F(tu) → −∞ cuando t→ ∞.

Para t ⩾ 1, donotemos por

Mt(u) = {x ∈ O : tu(x) ⩾ ξ1}

y note que M1(u) ⊂ Mt(u), por tanto |Mt(u)| > 0.

Por otro lado, existe una función ϕ ∈ L1(O), ϕ > 0 tal que

F(x, ξ) ⩾ ϕ(x)ξσ para x ∈ O, ξ ⩾ ξ1. (3.12)

En efecto, para x ∈ O y τ ⩾ ξ1, por (3.11) tenemos que

σ

τ
⩽
f(x, τ)

F(x, τ)
=

F ′
τ(x, τ)

F(x, τ)
,

ahora integrando de ξ1 a ξ tenemos que

ln

(
ξ

ξ1

)σ

⩽ lnF(x, ξ)− lnF(x, ξ1),

lo cual implica la desigualdad (3.12) con ϕ(x) = F (x,ξ1)
ξσ1

> 0.

Ahora, sea t ⩾ 1. Entonces,

F(tu) =
tp

p
∥u∥p1,p −

(∫

Mt(u)

F(x, tu) dx+

∫

O\Mt(u)

F(x, tu) dx

)
. (3.13)
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Si x ∈ Mt(u) entonces tu(x) ⩾ ξ1 y por (3.12)

F(x, tu(x)) ⩾ ϕ(x)tσuσ.

Entonces,

∫

Mt(u)

F(x, tu) dx ⩾ tσ
∫

Mt(u)

ϕ(x)uσ dx

⩾ tσ
∫

Mt(u)

ϕ(x)uσ dx

= tσC1(u)

(3.14)

para algún C1(u) > 0.

Si x ∈ O \Mt(u), entonces tu(x) < ξ1 y por la Proposición 2.18(i), tenemos

que

|F(x, tu(x))| ⩽ K1ξ
q
1 + γ(x).

Entonces,

∣∣∣∣
∫

O\Mt(u)

F(x, tu) dx

∣∣∣∣ ⩽ K1ξ
q
1|O|+

∫

O
γ(x) dx = C2. (3.15)

Por (3.13), (3.14) y (3.15), tenemos que

F(tu) =
tp

p
∥u∥p1,p −

∫

Mt(u)

F(x, tu) dx−
∫

O\Mt(u)

F(x, tu) dx

⩽
tp

p
∥u∥p1,p − tσC1(u)−

∫

O\Mt(u)

F(x, tu) dx

⩽
tp

p
∥u∥p1,p − tσC1(u) + C2 −→ −∞ cuando t→ +∞,

(3.16)

una vez que σ > p.

El siguiente resultado será necesario para obtener una caracterización de la

solución no trivial del problema (P).
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Lema 3.3. (i) Si u ∈ W 1,p
0 (O) es una solución del problema (P) tal que

f(x, ξ) ⩾ 0, x ∈ O

y además ξ ⩽ 0, entonces u ⩾ 0.

(ii) Si u ∈ W 1,p
0 (O) es una solución del problema (P) tal que

f(x, ξ) ⩽ 0,

x ∈ O y además ξ ⩾ 0, entonces u ⩽ 0.

Demostración. (i) Sea u ∈ W 1,p
0 (O) una solución del problema (P) y

denotemos O− = {x ∈ O : u(x) < 0}. Definamos u− = max{−u, 0}. Por

la Proposición 2.15, u− ∈ W 1,p
0 (O), y

∇u− =




−∇u , x ∈ O,
0 , x ∈ O \ O−.

Desde que ∫

O
|∇u|p−2∇u∇u− dx =

∫

O
f(x, u)u− dx.

Entonces,

∫

O
|∇u|p−2∇u∇u− dx+

∫

O\O−

|∇u|p−2∇u∇u− dx =

∫

O
f(x, u)u− dx

+

∫

O\O−

f(x, u)u− dx,

de donde obtenemos que

−
∫

O−

|∇u|p dx = −
∫

O−

f(x, u)u dx ⩾ 0.

Por tanto, ∇u = 0 c.s. en O−; de donde obtenemos que ∇u− = 0 c.s. en O.
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Entonces, ∥u−∥1,p = 0, entonces u− = 0 c.s. en O. Por tanto |O−| = 0, esto es,

u ⩾ 0 c.s. en O.

(ii) Seguir el mismo razonamiento que (i).

Ahora probaremos el principal resultado de este capítulo.

Teorema 3.4. Sea f : O×R −→ R una función de Carathéodory que verifica:

(i) Existe q ∈ (1, p⋆) tal que

|f(x, ξ)| ⩽ c(|ξ|q−1 + 1) para x ∈ O, ξ ∈ R,

en que c > 0.

(ii) Se cumple que

lim sup
ξ→0

f(x, s)

|ξ|p−2s
< λ1 uniformemente con x ∈ O,

donde λ1 es el primer autovalor de −∆p en W 1,p
0 (O).

(iii) Existen constantes σ > p y ξ0 > 0 tal que

0 < σF(x, ξ) ⩽ ξf(x, s) para x ∈ O, |ξ| ⩾ ξ0.

Entonces el problema (P) tiene soluciones no triviales u− ⩽ 0 ⩽ u+.

Demostración. Probemos que el problema (P) tiene una solución no trivial

u+ ⩾ 0 (argumentando similarmente se prueba la existencia de la solución

u−). Definimos la función f+ : O × R −→ R por f+(x, s) = f
(
x, ξ+|ξ|

2

)
, es

decir,

f+(x, ξ) =




0, si ξ ⩽ 0,

f(x, ξ), si ξ > 0,
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y sea F+ : O × R→ R definida por

F+(x, ξ) =

∫ ξ

0

f+(x, σ) dσ.

Las siguientes afirmaciones son válidas:

(I) La función f+ es de Carathéodory y satisface

|f+(x, ξ)| ⩽ C(|ξ|q−1 + 1) x ∈ O, ξ ∈ R;

(II) lim sup
ξ−→0

f+(x,ξ)
|ξ|p−2ξ < λ1 uniformemente con x ∈ O;

(III) σF+(x, ξ) ⩽ f+(x, ξ), x ∈ O, |ξ| ⩾ ξ0;

(IV ) 0 < σF+(x, s) ⩽ ξf+(x, ξ), x ∈ O, ξ ⩾ ξ0.

En efecto,

Prueba de (I). Como f+(x, ξ) = f
(
x, ξ+|ξ|

2

)
, tenemos que f+ es una función

de Carathéodory, desde que f es de Carathéodory. Note que

|f+(x, ξ)| =




0 ⩽ C(|ξ|q−1 + 1) si ξ ⩽ 0

|f(x, ξ)| ⩽ C(|ξ|q−1 + 1) si ξ > 0 por (I).

Entonces, σF+(x, ξ) ⩽ ξf+(x, ξ), x ∈ O, |ξ| ⩾ ξ0.

Prueba de (II). Note que

lim sup
ξ→0

f+(x, ξ)

|ξ|p−2ξ
= max

{
lim sup

ξ↑0

f+(x, ξ)

|ξ|p−2ξ
, lim sup

ξ↓0

f+(x, ξ)

|ξ|p−2ξ

}

= max

{
0, lim sup

ξ↓0

f+(x, ξ)

|ξ|p−2ξ

}
< λ1

uniformemente con x ∈ O.
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Prueba de (III).

F+(x, ξ) =

∫ ξ

0

f+(x, σ) dσ =




0, si ξ ⩽ 0,
∫ ξ

0 f(x, σ) dσ = F(x, ξ), si ξ > 0.

Entonces,

σF+(x, ξ) =




0 ⩽ ξf+(x, ξ) = 0, si ξ ⩽ 0,

σF(x, ξ) ⩽ ξf(x, ξ) = ξf+(x, ξ), si ξ > 0.

Prueba de (IV ). Debido a (III), tenemos que σF+(x, ξ) ⩽ ξf+(x, ξ) si ξ > 0;

en particular, si |ξ| ⩾ ξ0 > 0. Como F+(x, ξ) = F (x, ξ) si ξ > 0, obtenemos

que (III) prueba (IV ).

Tomando en cuenta (I)−(IV ) obtenemos que el funcional F+ : W 1,p
0 (O) →

R es de clase C1 definida por

F+(u) =
1

p
∥u∥p1,p −

∫

O
F+(x, u) dx,

posse un punto crítico no trivial u+ ∈ W 1,p
0 (O).

Esto se deduce al aplicar el Teorema 3.1 con I = F+, esto es posible pues

los resultados para F son válidos para F+, con f sustituido por f+. Note que

F+(0) = 0.

Por (I)-(II) y el Teorema 3.1, existen α, ρ > 0 tal que F+
|∥u∥1,p=ρ

⩾ α. Además

por (IV ), Teorema 3.3 (I) y el Lema 3.2 (vea también la Observación 3.5),

existe e ∈ W 1,p
0 (O) con ∥e∥1,p ⩾ ρ tal que F+(e) ⩽ 0.

Note que, por (III) y debido al Teorema 3.2, el funcional F+ satisface la

condición (PS).

El punto critico no trivial u+ ∈ W 1,p
0 (O) (cuya existencia es garantizado por

el Teorema 3.1) verifica

∫

O
|∇u+|p−2∇u+∇v dx =

∫

O
f+(x, u+)v dx (3.17)
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para todo v ∈ W 1,p
0 (O).

Desde que f+(x, s) = 0 para x ∈ O, s ⩽ 0 y debido al Lema 3.3, tenemos

que u+ ⩾ 0.

Ahora, por la definición de f+ y (3.17), tenemos que

∫

O
|∇u+|p−2∇u+∇v dx =

∫

O
f(x, u+)v dx

para todo v ∈ W 1,p
0 (O). Lo que prueba el resultado.

Observación 3.6. El Teorema anterior fue originalmente establecido por

Ambrosetti y Rabinowitz (ver Corolário 3.11 en [28], en el caso cuando p = 2).

Este resultado es una referencia bastante citada como un clásico resultado de

existencia para problemas de Dirichlet con la no linealidad en la parte derecha

de la ecuación con un crecimiento superlineal (vea por ejemplo las referencias

[28, Corolário 2.23], [19, Teorema 6.9], [32, Teorema 6.2]).

En este sentido, el teorema prueba la existencia de soluciones para problemas

involucrando el p-Laplaciano con una no linealidad en el lado derecho con

crecimiento más rápido que la potencia ”p− 1”, la condición (iii) implica

lim
|ξ|−→∞

f(x, ξ)

|ξ|p−2ξ
= +∞. (3.18)

Note también que por (3.18) se muestra que la generalidad del Teorema anterior

no es perdida si en (i) q ∈ (p, p∗) en lugar de (1, p∗).

Por otro lado, de forma análoga a la prueba del Teorema 3.3 se muestra que

las condiciones (iii) y (i) del Teorema 3.4 implican la existencia de alguna

ϕ ∈ L∞(O), ϕ > 0, tal que F(x, ξ) ⩾ ϕ(x)|ξ|σ para x ∈ O y |ξ| ⩾ ξ0. Esto

muestra que el potencial F crece más rápido que |ξ|p o más lento que |ξ|p para

más referencias el consulte Costa-Magalhaes [8].
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Capítulo

4

Existencia de soluciones para el problema

de Dirichlet envolviendo el operador

1−Laplaciano

Este capítulo esta dedicado al estudio del problema de Dirichlet envolviendo el

operador 1−Laplaciano con una no linealidad de crecimiento tipo subcrítico,

más precisamente





−div

(
Du
|Du|

)
= f(x, u), en O,

u = 0, sobre ∂O,
(4.1)

en que O ⊂ RN (N ⩾ 2) es un abierto acotado con frontera Lipschitz y

0 < q < 1
N−1 , la función f : O × R −→ R es una función de Carathéodory

verificando las hipótesis:

(i) Existe α > 0 tal que

lim sup
ξ→0

|f(x, ξ)|
|ξ|α <∞ uniformemente en x ∈ O.



(ii) Existe q ∈
(
0, 1

N−1) y C > 0 tal que

|f(x, ξ)| ⩽ C(1 + |ξ|q), x ∈ O ξ ∈ R.

(iii) Existe κ > 1 y ξ0 > 0 tal que

0 < κF (x, ξ) ⩽ ξf(x, ξ), x ∈ O, |ξ| ⩾ ξ0,

donde F (x, ξ) =
∫ ξ

0 f(x, t) dt.

El objetivo es obtener soluciones no triviales (en el sentido de la Definición 4.1),

para este capítulo seguiremos los trabajos [2, 5, 26, 12, 10]. Ahora presentamos

el principal resultado del capítulo.

Teorema 4.1. Bajo las hipótesis anteriores, existen por lo menos dos soluciones

no triviales v, w ∈ BV (O) del problema (4.1). Adicionalmente, v ⩽ 0 ⩽ w c.s.

x ∈ O.
La estrategia para probar la existencia será considerar aproximaciones de

problemas del p−Laplaciano y luego el límite cuando p→ 1+ de sus soluciones

no triviales, tomaremos la solución wp por ejemplo. Para esto, es fundamental

lograr la existencia de una constante positiva C̃ independiente de p tal que

∥wp∥W 1,1
0 (O) ⩽ C̃,

para que estén uniformemente acotados enW 1,1
0 (O). Sin embargo, tenemos que

comprobar cuidadosamente que su límite no sea la solución trivial.

Definición 4.1. Decimos que u ∈ BV (O) es una solución de (4.1) si existe un

campo vectorial z ∈ XN(O) con ||z||∞ ⩽ 1 tal que

(1) −div z = f(x, u) en D′

(O),

(2) (z, Du) = |Du| como medida sobre O,

(3) [z, φ] ∈ sign(−u) sobre ∂O.
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Observación 4.1. Note que nuestra solución pertenece al espacio BV (O) ⊂
L

N
N−1 (O). Asi la condición (ii) satisfecha por la función f implica que

|f(x, u(x))| ≤ C(1 + |u(x)|q) ∈ L
N

q(N−1) (O)

para 1 < q < 1
N−1 , con lo cual f(·, u) ∈ LN(O). Del inciso (1) de la definición

anterior tenemos que div z ∈ LN(O), asi la teoría de Anzellotti es aplicable.

Observación 4.2. Primeramente, la condición (1) de la Definición 4.1 solo

nos permite tomar funciones de test en el espacio C∞
c (O). Observamos que,

como consecuencia de la teoría de Anzellotti, podemos elegir cualquier función

w ∈ BV (O) como una función test. Entonces, por la formula de Green,

tenemos que

∫

O
(z, Dw)−

∫

O
f(x, u)w =

∫

∂O
w[z, φ]dHN−1.

Observe que el campo vectorial z no necesariamente es único. Por ejemplo,

podemos escoger z = (1, 0, . . . , 0) ó z = (0, 1, . . . , 0) para verificar que u ≡ 0

es solución de (1).

Lema 4.1. Dado u ∈ BV (O) y z ∈ L∞(O;RN) con ||z||∞ ⩽ 1, div z ∈
LN(O), (z, Du) = |Du| y [z, ν] ∈ sign(−u) sobre ∂O. Sea ωu : BV (O) → R

un funcional lineal definido por

ωu(v) := −
∫

O
v div z.

Entonces, ωu ∈ ∂||u||.

Demostración. Note que ωu ∈ BV (O)
′

como consecuencia de la teoría de

Anzellotti. En efecto, por la fórmula de Green y ||z||∞ ⩽ 1, tenemos que
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|ωu(v)| ⩽
∣∣∣∣
∫

O
(z, Dv)

∣∣∣∣+
∣∣∣∣
∫

∂O
v[z, ν]dHN−1

∣∣∣∣

⩽

∫

O
|Dv|+

∫

∂O
|v|dHN−1,

para cualquier v ∈ BV (O). Entonces ωu ∈ BV (O)
′

y ∥ωu∥ ⩽ 1.

Por otro lado, para todo v ∈ BV (O) tenemos que

ωu(v − u) =

∫

O
−div z(v − u)

=

∫

O
(z, D(v − u))−

∫

∂O
(v − u)[z, ν]dHN−1

=

∫

O
(z, Dv)−

∫

O
|Du| −

∫

∂O
(v[z, ν] + |u|)dHN−1

⩽ ||z||∞
∫

O
|Dv| −

∫

O
|Du|+ ||z||∞

∫

∂O
|v|dHN−1 −

∫

∂O
|u|dHN−1

⩽ ||v|| − ||u||.

Sea J : BV (O) → R definida por

J (u) =

∫

O
|Du|+

∫

∂O
|u|dHN−1 −

∫

O
F (x, u).

Definición 4.2. Diremos que u0 ∈ BV (O) es un punto crítico del funcional J
si existe z ∈ L∞(O;RN) con ||z||∞ ⩽ 1 tal que

(⊛) −
∫
O w div z =

∫
O f(x, u0)w para todo w ∈ BV (O),

(⊛) (z, Du0) = |Du0| en O

(⊛) [z, ν] ∈ sign(−u0) sobre ∂O.

En virtud del Lema 4.1, el funcional dado por ω(w) = −
∫
O w div z pertenece
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a ∂∥u0∥. Note que los puntos críticos de J coincide con las soluciones del

problema (4.1).

4.1 Prueba del Teorema 4.1

4.1.1 Existencia de soluciones no triviales (Problema Aproximado)

Probaremos que el problema (4.1) posee una solución no trivial w ⩾ 0. Un

argumento similar muestra que existe una solución no trivial v ⩽ 0.

Sea p̃ = min{1 + α, κ, q + 1}. Para cada 1 < p < p̃, considere el problema

aproximado




−div

(
|∇u|p−2∇u

)
= g(x, u), en O,

u = 0 sobre ∂O.
(4.2)

donde g(x, ξ) = f(x, ξ)|ξ|p−2s. Por nuestras hipótesis y la elección de p̃, las

siguientes afirmaciones son válidas para todo p ∈ (1, p̃):

(a) |g(x, ξ)| ⩽ C(1 + |ξ|q) con 0 < q < p∗ − 1,

(b) lim
ξ→0

sup g(x,ξ)
|ξ|p−2ξ = 0 uniformemente con x ∈ O,

(c) 0 < κg(x, ξ) ⩽ ξf(x, ξ) para x ∈ O, |ξ| ⩾ ξ0 y κ > p.

Note que como consecuencia de (f1), (f2) y (f3) las afirmaciones (a), (b)

y (c) son verdaderas. En efecto, para mostrar (a), debido a (f2) se tiene que

q ∈ (0, 1
N−1) y para p ∈ (1, p̃),

|g(x, ς)| < C(1 + |ς|q), q ∈ (0, p⋆ − 1)

una vez que 0 < q < p⋆ − 1 < 1
N−1 .

Para (b), por (f1) existe α > 0 tal que

lim sup
ξ→0

|f(x, ξ)|
|ξ|α <∞.
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Dado p ∈ (0, p̃), se tiene que p < α, por tanto

lim sup
ξ→0

|g(x, ξ)|
|ξ|p−1

= lim sup
ξ→0

|f(x, ξ)||ξ|p−1

|ξ|p−1

|ς|α
|ξ|α

< lim sup
ξ→0

f(x, ξ)

|ξ|α |ξ|α → 0.

(4.3)

Para probar (c), observamos usando integración por partes tenemos, para cada

x ∈ O

G(x, ξ) = F (x, ξ)|ξ|p−1 − (p− 1)

∫ ξ

0

F (τ)|τ |p−2 dτ

por tanto,

g(x, ξ)ξ

G(x, ξ)
=

f(x, ξ)|ξ|p−1ξ

F (x, ξ)|ξ|p−1 − (p− 1)
∫ ξ

0 F (τ)|τ |p−2 dτ

=
g(x, ξ)ξ

F (x, ξ)− (p− 1) 1
|ξ|p−1

∫ ξ

0 F (x, τ)|τ |p−2 dτ

(4.4)

cuando ξ > 0. Una vez limξ→∞ F (x, ξ) = +∞ y por la regla de L’Hôpital, se

sigue que

lim
ξ→+∞

(p− 1)
1

|ξ|p−1

∫ ξ

0

F (x, τ)|τ |p−2 dτ = +∞.

Entonces

g(x, ξ)ξ

G(x, ξ)
⩾
f(x, ξ)ξ

F (x, ξ)
⩾ κ

para ξ suficientemente grande.

Entonces, es conocido que el problema (4.2) tiene soluciones no triviales

vp ⩽ 0 ⩽ wp (ver capítulo 2). Estas soluciones son obtenidas usando el Teorema

3.1 de Ambrosetti-Rabinowitz [28] para los funcionales J ±
p : W 1,p

0 (O) → R
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dados por

J ±
p (u) =

1

p

∫

O
|∇u|p −

∫

O
G±(x, u),

donde F±(x, ξ) =
∫ ξ

0 g±(x, t) dt, siendo g± : O × R→ R definido por

g+(x, ξ) =




0 si ξ ⩽ 0,

g(x, ξ) si ξ > 0,
g−(x, ξ) =




g(x, ξ) si ξ ⩽ 0,

0 si ξ > 0.

Esto es, para soluciones no negativas wp usaremos el funcional J +
p (mientras

que el funcional J −
p será usado para la solución no negativa vp). Ahora

considerando el funcional

Ip(u) = J +
p (u) +

p− 1

p
|O|.

Por la desigualdad de Young, tenemos que

∫

O
|∇u|p1 ⩽ p1

p2

∫

O
|∇u|p2 + p2 − p1

p2
|O|, 1 ⩽ p1 ⩽ p2,

entonces,

Ip1(u) ⩽ Ip1(u), para p1 ⩽ p2,

es decir el funcional Ip es no decreciente con respecto a p. Por otro lado, fijando

0 < ϕ ∈ C∞
c (O) y desde que Ip(tϕ) → −∞ cuando t→ ∞, entonces podemos

tomar e = Tϕ (para algún T > 0) tal que Ip̃(e) < 0. Entonces, debido a la

monoticidad del funcional energia, obtenemos que

Ip(e) < 0 para todo p ∈ (1, p̃).

Asi mismo, debido al hecho que los puntos críticos de J+
p son determinados

únicamente por puntos críticos de Ip, entonces u ≡ 0 es un mínimo local de Ip
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y wp ⩾ 0 es punto crítico no trivial de Ip el cual se obtiene usando el Teorema

3.1. Es decir, satisface

Ip(wp) = inf
γ∈Γp

max
t∈[0,1]

Ip(γ(t)),

donde

Γp =
{
γ ∈ C

(
[0, 1],W 1,p

0 (O)
)
: γ(0) = 0, γ(1) = e

}
.

A continuación afirmamos que la sucesión (Ip(wp))1<p<p̃ es creciente. En

efecto, sea 1 < p1 < p2 < p̃ y gracias a la monoticidad de Ip y el hecho

que Γp2 ⊂ Γp1 (desde que W 1,p2
0 (O) ⊂ W 1,p1

0 (O)), tenemos que

Ip1(wp1) = inf
γ∈Γp1

max
t∈[0,1]

Ip1(γ(t))

⩽ inf
γ∈Γp2

max
t∈[0,1]

Ip1(γ(t))

⩽ inf
γ∈Γp2

max
t∈[0,1]

Ip2(γ(t))

= Ip2(wp2)

y la afirmación esta probada. Asi, para p0 ∈ (1, p̃) fijado, tenemos que Ip(wp) ⩽

Ip0(wp0) para todo p ∈ (1, p0) y entonces

1

p

∫

O
|∇wp|p −

∫

O
G(x, wp) ⩽ C para todo p ∈ (1, p0), (4.5)

con C = C(p0) > 0 independiente de p. Observe que se esta escribiendo

G(x, wp) en lugar de G+(x, wp) una vez que wp ⩾ 0 (una observación analoga

vale para g+(x, wp)).

Denotemos por Op = {x ∈ O : wp(x) ⩽ ξ0} , para cualquier p ∈ (1, p0)

(observe que este conjunto es medible). Entonces, por la condición (a) y la

definición de G(x, ξ), tenemos que
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∫

Op

G(x, wp) ≤ Cξ0(1 + ξq0)|O| = C1, (4.6)

donde C1 es independiente de p. También, debido a la condición (c) y desde que

wp es una solución, entonces

∫

O\Op

G(x, wp) ⩽
1

κ

∫

O
wpg(x, wp) =

1

κ

∫

O
|∇wp|p. (4.7)

Sustituyendo (4.6) y (4.7) en (4.5), tenemos que

(
1

p0
− 1

κ

)∫

O
|∇wp|p ⩽

(
1

p
− 1

κ

)∫

O
|∇wp|p ⩽ C + C1.

Entonces, desde que κ > p0, concluimos que

∫

O
|∇wp|p ⩽ C̃ para todo p ∈ (1, p0), (4.8)

para alguna constante positiva C̃ = C̃(p0), independiente de p.

Esta última desigualdad (4.8) permite establecer la siguiente afirmación:

Aserción. Existe un campo vectorial acotado z ∈ L∞(O;RN) con ||z||∞ ⩽ 1

tal que

|∇wp|p−2∇wp ⇀ z, débil en Lr(O;RN) para todo 1 ⩽ r <∞, (4.9)

cuando p→ 1+. En particular,

∫

O
|∇wp|p−2∇wp · ∇φ→

∫

O
z · ∇φ para todo φ ∈ C1

c (O). (4.10)
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En efecto, para todo q ∈ [1, p′) por la desigualdad de Hölder se tiene que

∫

O
|∇wp|(p−1)q

⩽

(∫

O
|∇wp|p

) (p−1)q
p

|O|1−
(p−1)q

p

⩽ C̃
(p−1)q

p |O|1−
(p−1)q

p .

(4.11)

Note que

∥|∇wp|p−2∇wp∥qq =
∫

O
|∇wp|q(p−1) dx. (4.12)

Por (4.11)-(4.12), la sucesión (|∇wp|p−2∇wp) es limitada en Lq(O,R), por

tanto por la Proposición 2.10, existe un campo zq ∈ Lq(O,R) tal que a menos

de subsucesión

|∇wp|p−2∇wp ⇀ zq ∈ Lq(O,RN) para todo 1 < q ⩽ ∞.

Ahora usando un argumento de diagonal se prueba que el limite z no depende

de z, esto es

|∇wp|p−2∇wp ⇀ z ∈ Lq(O,RN) para todo 1 < q ⩽ ∞.

Ahora note que una vez que la norma en Lq es semicontinua inferiormente y

gracias a la desigualdad (4.11), tenemos la estimativa

∥z∥q ⩽ lim inf
p→1+

∥|∇wp|p−2∇wp∥q

⩽ C̃
(p−1)q

p |O|1−
(p−1)q

p

⩽ |O| 1q
(4.13)

para todo q ∈ (1,∞), por tanto tomando limite q → ∞, obtenemos que

z ∈ L∞(O,R) y ∥z∥∞ ⩽ 1.

Por otro lado, por (4.8) y la desigualdad de Young, tenemos que
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∥wp∥ ⩽

∫

∂O
|wp|dHN−1 +

1

p

∫

O
|∇wp|p +

p− 1

p
|O| ⩽ C̃ + |O|,

asi la sucesión (wp)p>1 es acotada en BV (O). Entonces, existe w ∈ BV (O) tal

que, a menos de una subsecesión,

(A) wp → w, en Lm(O), para 1 ⩽ m < N
N−1 .

(B) wp(x) → w(x), casi siempre x ∈ O.

(C) Existe g ∈ Lm(O)(1 ⩽ m < N
N−1) tal que |wp(x)| ⩽ g(x).

Observe que w ⩾ 0 (una vez que wp ⩾ 0 para todo p > 1). Entonces, debido a

(B) y del hecho que f(x, s) es una función de Carathéodory, tenemos que

g(x, wp(x)) → g(x, w(x)), c.s. x ∈ O.

Además, de (C) deducimos que

|g(x, wp(x))| ⩽ C(1 + |wp(x)|q) ⩽ C(1 + h(x)q) ∈ LN(O).

Consecuentemente, por el Teorema de la Convergencia Dominada de Lebesgue,

∫

O
g(x, wp)φ→

∫

O
g(x, w)φ para todo φ ∈ C1

c (O). (4.14)

Usando (4.10) y (4.14) tenemos que

− div z = g(x, w) en D′

(O). (4.15)

Con la finalidad de probar que (z, Dw) = |Dw|, notamos que es suficiente

mostrar ⟨|Dw|, φ = ⟨(z, Dw), φ⟩⟩ para todo 0 ⩽ φ ∈ C1
c (O). Desde que

||z||∞ ⩽ 1 y por (2.10), no es difícil probar la desigualdad ⟨(z, Dw), φ⟩ ⩾

⟨|Dw|, φ⟩. Debido a la definición de (z, Dw), es suficiente probar que:
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−
∫

O
w div zφ−

∫

O
w z · ∇φ ⩾

∫

O
|Dw|φ φ ∈ C1

0(O) φ ⩾ 0. (4.16)

Con esta finalidad, tome 0 ⩽ wpφ ∈ W 1,p
0 (O) como una función test en el

problema (4.2), entonces tenemos que

∫

O
|∇wp|pφ+

∫

O
wp|∇wp|p−2∇wp · ∇φ =

∫

O
g(x, wp)wpφ. (4.17)

Ahora se va estimar la primera integral en (4.17), por la desigualdad de Young:

∫

O
φ|∇wp| ⩽

1

p

∫

O
φ|∇wp|p +

p− 1

p

∫

O
φ.

Usando la semicontinuidad inferior del funcional involucrado, tenemos que

lim inf
p→1+

∫

O
φ|∇wp|p ⩾ lim inf

p→1+

∫

O
φ|∇wp|

⩾

∫

O
φ|Dw|.

Por otro lado, por (A) y (4.9)

∫

O
wp|∇wp|p−2∇wp · ∇φ→

∫

O
w z · ∇φ cuando p→ 1+.

El lado derecho de (4.17) será analizado a continuación. Note que de

|g(x, wp)wpφ| ⩽MC|wp|(1 + |wp|q) ⩽ C1h(x)(1 + h(x)q) ∈ L1(O)

y de la convergencia puntual, en virtud Teorema de la Convergencia Dominada

de Lebesgue, se obtiene que
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∫

O
g(x, wp)wpφ→

∫

O
g(x, w)wφ = −

∫

O
div z wφ.

Entonces, tomando el límite cuando p → 1+ en (4.17), obtenemos la

desigualdad que queriamos (4.16) para concluir que

(z, Dw) = |Dw|. (4.18)

Ahora, mostraremos que [z, ν] ∈ sign(−w) sobre ∂O. No es difícil probar que

este hecho es equivalente a mostrar que

∫

∂O
(|w|+ w[z, ν])dHN−1 = 0, (4.19)

pues |[z, ν]| ⩽ ||z||∞ ⩽ 1. Desde que −w[z, ν] ⩽ ||z||∞|w| ⩽ |w| y así

∫

∂O
(|w|+ w[z, ν])dHN−1

⩾ 0,

queda por probar la desigualdad inversa. Para esto, tomemos wp − φ, con

φ ∈ C1
0(O), como una función test en (4.2), obtenemos

∫

O
|∇wp|p =

∫

O
|∇wp|p−2∇wp · ∇φ+

∫

O
g(x, wp)(wp − φ). (4.20)

Entonces, por la desigualdad de Young, tenemos que

p

∫

O
|∇wp| ⩽

∫

O
|∇wp|p + (p− 1)|O|

=

∫

O
|∇wp|p−2∇wp · ∇φ+

∫

O
g(x, wp)(wp − φ) + (p− 1)|O|.

Ahora, teniendo en cuenta (4.9), la semicontinuidad inferior débil de la

variación total y por los argumentos anteriores, podemos pasar el limite cuando

p→ 1+, obteniéndose así
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∫

O
|Dw|+

∫

∂O
|w|dHN−1

⩽

∫

O
z · ∇φ−

∫

O
g(x, w)φ+

∫

O
g(x, w)w

=

∫

O
f(x, w)w,

(4.21)

debido a (4.15). Además, por (4.15), Teorema 2.26 y (4.18), tenemos que

∫

O
g(x, w)w = −

∫

O
w div z

= −
∫

∂O
w[z, ν]dHN−1 +

∫

O
(z, Dw)

= −
∫

∂O
w[z, ν]dHN−1 +

∫

O
|Dw|.

Reemplazando esta igualdad en (4.21) obtenemos la igualdad deseada en (4.19)

y concluimos que

[z, ν] ∈ sign(−w) sobre ∂O. (4.22)

Entonces, por (4.15), (4.18) y (4.22) obtenemos que w es una solución no

negativa para el problema (4.1) en el sentido de la Definición 4.1.

Con la finalidad de verificar que w es no trivial, por hipotesis (i), g(x, 0) = 0

y existe δ > 0, suficientemente pequeño, tal que |g(x, ξ)| ⩽ K1|ξ|α para todo

|ξ| ∈ (0, δ) y para algun K1 > 0. Además, por definición de G+(x, ξ) tenemos

que

G+(x, ξ) =

∫ ξ

0

g+(x, t) dt ⩽

∫ ξ

0

|g(x, ξ)| ⩽ K1

1 + α
|ξ|1+α,

para |ξ| ∈ (0, δ). Entonces, para u ∈ BV (O), tenemos que
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J(u) = ∥u∥ −
∫

O
G+(x, u)

⩾ ∥u∥ − K1

1 + α

∫

O
|u|1+α

⩾ ∥u∥ −K2||u||1+α.

Escogiendo ρ < min

{
δ,

(
1

2K2

) 1
α

}
, tenemos que

J(u) ⩾
∥u∥
2

para ||u|| ⩽ ρ.

Recordando que J(e) < 0, deducimos que ∥e∥ > ρ. Ahora, fijando p ∈ (1, p0).

Gracias a la desigualdad de Young, tenemos que Ip(u) ⩾ J(u) para todo

u ∈ W 1,p
0 (O). Ahora, considere un camino γ ∈ Γp. Por la continuidad de la

función t 7→ Ip(γ(t)), existe t0 > 0 tal que ∥γ(t0)∥ = ρ. Entonces

Ip(wp) = inf
γ∈Γp

max
t∈[0,1]

Ip(γ(t)) ⩾
ρ

2
. (4.23)

Por otro lado, tenemos que

lim
p→1+

1

p

∫

O
|∇wp|p = lim

p→1+

1

p

∫

O
g(x, wp)wp

=

∫

O
g(x, w)w

=

∫

O
(z, Dw)−

∫

∂O
w[z, ν]dHN−1

=

∫

O
|Dw|+

∫

∂O
|w|dHN−1,

donde en la última igualdad hemos usado que w es una solución de (4.1).

Adicionalmente, (C) también implica que
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κ|G(x, wp)| ⩽ wp|g(x, wp)| ⩽ Ch(x)(1 + h(x)q) ∈ L1(O)

entonces, gracias al Teorema de la Convergencia Dominada de Lebesgue,

lim
p→1+

∫

O
G(x, wp) =

∫

O
G(x, w).

Al usar estas dos últimas igualdades, podemos afirmar que

lim
p→1+

Ip(wp) = J(w). (4.24)

Resumiendo, por (4.23) y (4.24) concluimos que J(w) ⩾ ρ
2 y entonces w es no

trivial, pues J(0) = 0.

Con respecto a la existencia de una solución no trivial v ⩽ 0 del problema

(4.1), hacemos un razonamiento análogo aplicado al funcional

Ĩp(u) =
1

p

∫

O
|∇u|p −

∫

O
G−(x, u) +

p− 1

p
|O|,

obtenemos que vp → v cuando p → 1+. Aqui, vp es una solución no positiva

del problema del p− Laplaciano (4.2).

4.1.2 Acotación de las soluciones

En esta subsección, se denota S1 la mejor constante de inmersión de Sobolev

W 1,1
0 (O) →֒ L

N
N−1 (O). Recordemos que en la demostración del Teorema 4.1

hemos denotado por wp ∈ W 1,p
0 (O) siendo wp no negativo, la solución de (4.2)

y hemos encontrado p0 > 1 tal que la estimación (4.8) se cumple para todos

p ∈ (1, p0). A continuación, para cada ℓ ⩾ 0 y p ∈ (1, p0), definimos

Aℓ(wp) = Aℓ,p = {x ∈ O : |wp(x)| > ℓ}.

68



Lema 4.2. Para todo ε > 0, existe ℓ0 > 0 (que no depende de p) tal que

∫

Aℓ,p

(1 + wq
p) < ϵ

para todo ℓ ⩾ ℓ0 y para todo p ∈ (1, p0).

Demostración. Usando dos veces la de Hölder, la desigualdad de Sobolev y

teniendo en cuenta que

|Aℓ,p| ⩽
1

ℓ
N

N−1

∫

Aℓ,p

w
N

N−1
p . (4.25)

En efecto, note que

∫

Aℓ,p

1 dx <

∫

Aℓ,p

wp

ℓ
dx ⩽

(∫

Aℓ,p

(
wp

ℓ

) N
N−1

)(∫

Aℓ,p

1N dx

)
1

N
,

de donde se obtiene (4.25).

Usando nuevamente la desigualdad de Hölder, se tiene que

∫

Aℓ,p

(1 + wq
p)

N
⩽ 2N−1

(
|Aℓ,p|+

∫

Aℓ,p

wqN
p

)

⩽ 2N−1

(
|Aℓ,p|+

(∫

Aℓ,p

w
N

N−1
p

)q(N−1)

|Aℓ,p|1−q(N−1)

)

⩽
2N−1(1 + ℓqN)

ℓ
N

N−1

∫

O
w

N
N−1
p

⩽
2N−1(1 + ℓqN)

ℓ
N

N−1

S
N

N−1

1

(∫

O
|∇wp|

) N
N−1

⩽
2N−1(1 + ℓqN)

ℓ
N

N−1

S
N

N−1

1

(∫

O
|∇wp|p

) N
p(N−1)

|O|p−1
p

N
N−1 .

(4.26)

Recordando (4.8), existe una constante C̃ > 0 que no depende de p, verificando

(∫

O
|∇wp|p

) 1
p

⩽ C̃
1
p < 1 + C̃

1
p , para todo p ∈ (1, p0).
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Desde que |O|p−1
p < 1 + |O|, se sigue que existe C = C(N, q,S1, |O|) > 0 tal

que ∫

Aℓ,p

(1 + wq
p)

N <
C(1 + ℓqN)

ℓ
N

N−1

→ 0,

cuando ℓ→ ∞, una vez que q < 1
N−1 .

Observación 4.3. Argumentando de forma similar se muestra que existe ℓ0 > 0

que no depende de p tal que

∫

Aℓ,p

(1 + |vp|q)N < ε

para todo ℓ ⩾ ℓ0 y para todo p ∈ (1, p0). Aqui 0 ⩾ vp ∈ W 1,p
0 (O) es la solucion

negativa de (4.2) y Aℓ,p = A(vp).

Ahora, estamos preparados para demostrar la acotación de las soluciones v y w

del problema (4.1).

Prueba de la acotación. Se probará la limitación de la solucion positiva w. La

prueba de la solución negativa es similar.

Para todo ℓ > 0, definimos la función auxiliar Gℓ : R→ R por

Gℓ(s) =





s− ℓ si s > ℓ

0 si |s| ⩽ ℓ

s+ ℓ si s < −ℓ
Entonces, escogiendo Gℓ(wp) como una función de prueba en (4.2), tenemos

que

∫

O
|∇Gℓ(wp)|p =

∫

O
g(x, wp)Gℓ(wp). (4.27)
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Por (4.27), inmsersión de Sobolev, desigualdad de Young y Hölder, se tiene que

(∫

O
Gℓ(wp)

N
N−1

)N−1
N

⩽S1

∫

O
|Gℓ(wp)|

⩽
S1

p

∫

O
|Gℓ(wp)|p +

S1(p− 1)

p
|O|

⩽S1

∫

O
|g(x, wp)|Gℓ(wp) +

S1(p− 1)

p
|O|

⩽CS1

∫

Aℓ,p

(1 + wq
p)Gℓ(wp) +

S1(p− 1)

p
|O|

⩽CS1

(∫

Aℓ,p

(1 + wq
p)

N

) 1
N
(∫

O
Gℓ(wp)

N
N−1

) N
N−1

+
S1(p− 1)

p
|O|

(4.28)

Por el Lema 4.2, existe ℓ̃0 que no depende de p tal que

∫

Aℓ,p

(1 + wq
p)

N <
1

(2CS1)N
para todo ℓ ⩾ ℓ̃0,

y para todo p ∈ (1, p0). Por tanto, obtenemos

∫

O
Gℓ(wp)

N
N−1 ⩽

(
2S1(p− 1)|O|

p

) N
N−1

.

Una vez que wp(x) → w(x) c.s. x ∈ O, por el Lema de Fatou, podemos tomar

el limite cuando p→ 1+

∫

O
(w(x)− ℓ)

N
N−1 = 0 ∀ℓ ⩾ ℓ̃0.

Por tanto ∥w∥∞ ⩽ ℓ̃0.
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4.2 Una identidad tipo Pohoz̆aev

En esta sección proporcionamos una identidad de tipo de Pohoz̆aev para

problemas elípticos que involucran el operador 1−Laplaciano

{
−div

(
Du
|Du|

)
= f(u) en O,

u|∂O = 0 sobre ∂O,
(4.29)

De hecho, solo necesitaremos que f(u) ∈ LN(O). En general se puede asumir

que la no linealidad f verifica la siguiente condición:

|f(u)| ⩽ C(1 + |ξ| 1
N−1 ), ξ ∈ R.

De ahora en adelante, para cualquier función h evaluada en ∂O, se escribirá∫
∂O h en lugar de

∫
∂O h dHN−1 sin dar lugar a confusión.

Proposición 4.1. (Identidad tipo Pohoz̆aev) Asumiendo que u es solución del

problema (4.29) tal que u ∈ W 1,1(O) y x ·∇u ∈ W 1,1(O). Entonces, u verifica

la identidad

(N − 1)

∫

O
uf(u)−

∫

O
F (u) +

∫

∂O
F (u)x · ν

=

∫

∂O
|∇u|x · ν −

∫

O
(x · ∇u)[z, ν] + (N − 1)

∫

∂O
|u|.

(4.30)

Demostración. Por hipótesis x · ∇u ∈ W 1,1(O), entonces

∇(x · ∇u) = ∇u+D2u · x, en D′(O), (4.31)

donde (D2u · x)j =
∑N

i=1
∂2u

∂xi∂xj
xi (j = 1, . . . , N). Donde D2u denota las

segundas derivadas de u en el sentido de las distribuciones y x define una C∞

función, asi cada (D2u · x)j es una distribución bien definida.

Por hipótesis deducimos que (D2u · x)j ∈ L1(O) (j = 1, . . . , N). Además
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por el Teorema de Stampacchia (vea Proposition 2.15), se tiene que ∇(x·∇u) =
0 c.s. en el conjunto {x · ∇u} lo cual usando (4.31) implica

(D2u · x)j = 0, c.s en {|∇u| = 0}.

Entonces integrando por partes, se tiene que

∫

O
divz(x · ∇u) =

∫

∂O
(x · ∇u)[z, ν]−

∫

O
z · ∇(x · ∇u)

=

∫

∂O
(x · ∇u)[z, ν]−

∫

O
|∇u| −

∫

O
(D2u · x) · z.

(4.32)

De otro lado

N

∫

O
|∇u| =

∫

∂O
|∇u|x · ν −

∫

O
x · ∇(∇u)

=

∫

∂O
|∇u|x · ν −

∫

O
(D2u · x) · z,

(4.33)

donde en el último término integral reemplazamos ∇u
|∇u| por z una vez que se ha

asumido que |∇u| > 0. Combinando (4.32) y (4.33), se tiene que

∫

O
divz(x · ∇u)

=

∫

∂O
(x · ∇u)[z, ν] + (N − 1)

∫

O
|∇u| −

∫

∂O
|∇u|x · ν.

(4.34)

Desde que u es solución de (4.29), podemos escoger x · ∇u ∈ W 1,1(O) como

una función de prueba y usando integración por partes
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∫

O
divz(x · ∇u) = −

∫

O
f(u)(x · ∇u)

= −
N∑

i=1

∫

O
xi
∂F (u)

∂xi

= −
∫

∂O
F (u)x · ν +N

∫

O
F (u).

Ahora, tomando u como función de prueba tenemos

∫

O
|∇u| =

∫

O
uf(u) +

∫

∂O
u[z, ν].

Reemplazando las dos desigualdades enteriores en (4.34) y recordando que

u[z, ν] = −|u|, se obtiene (4.30). Finalmente, en el caso |∇u| = 0 en O, se

consigue la identidad

(N − 1)

∫

O
uf(u)−N

∫

O
F (u) +

∫

∂O
F (u)x · ν = (N − 1)

∫

∂O
|u|.

Observación 4.4. Una pregunta natural es si la suposición x · ∇u ∈ W 1,1(O)

es realmente necesario o la Proposición 4.1 permanece válido con menos

regularidad sobre u cuando x · ∇u ∈ BV (O). Se destaca que el Teorema

de Stampacchia requiere nuestra suposición, y esto ya no es válido para una

función BV general.

Corolário 4.1. En el caso O = BR (la bola de radio R > 0). Con las mismas

hipótesis de la Proposición 4.1, las soluciones para (4.29) deben satisfacer la

desigualdad

(N − 1)

∫

BR

uf(u)−N

∫

BR

F (u) +R

∫

∂BR

F (u) ⩾ (N − 1)

∫

∂BR

|u|.
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Demostración. Una vez que x · ν = R y como (2.10) vale, se sigue que

∫

∂BR

|∇u|x · ν −
∫

∂BR

(x · ∇u)[z, ν]

⩾ R

∫

∂BR

|∇u| − ∥z∥∞
∫

∂BR

(x · ∇u)

⩾ R(1− ∥z∥∞)

∫

∂BR

|∇u| ⩾ 0.

(4.35)

Sustituyendo en (4.30), obtenemos el resultado.

Cuando la solución satisface la condición de frontera en el sentido de trazas,

la Proposición 4.1 se puede simplificar. Esto se muestra en el siguiente resultado

que es similar al obtenido por F. Demengel en [11, Sección 4].

Corolário 4.2. Además de las hipótesis de la Proposición 4.1, se asume que u

es una solución positiva verificando la condición de frontera u|∂O ≡ 0 y que

asociado al campo vectorial z ∈ C1(Oδ,R
N) (para algun δ suficientemente

pequeño). Entonces

(N − 1)

∫

O
uf(u) = N

∫

O
F (u).

Em particular para f(ξ) = |ξ|q−1ξ se sigue que q = 1
N=1 .

Demostración. Recordamos que, por (2.11), se tiene que [z, ν] = z · ν el

producto escalar usual. Por otro lado, desde u es positivo y u|∂O ≡ 0 deducimos

que z es paralelo a ν en ∂O, de modo que z · ν = 1, en {|∇u| > 0}. Además,

en el mismo conjunto, se cumple la identidad |∇u|z = ∇u, con ∇u · ν = |∇u|.
Por lo tanto, podemos realizar las siguientes manipulaciones:

∫

∂O
|∇u|x · ν =

∫

∂O
x · ∇u =

∫

∂O
(x · ∇u)(z · ν).

Dado que los otros términos de la frontera desaparecen, debido a nuestra

suposición u|∂O ≡ 0, la prueba queda completada.
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