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RESUMEN

Existencia y Multiplicidad de Soluciones para una Clase de Problemas
Elipticos

ELARD JUAREZ HURTADO
2021

Asesor: DR. ALFONSO PEREZ SALVATIERRA

Titulo Obtenido: Licenciado en Matemadtica Pura

En este trabajo haremos uso de herramientas de métodos variacionales para probar
resultados de multiplicidad de soluciones para un problema de Dirichlet envolviendo el operador
p—Laplaciano. Luego, estudiaremos la existencia de soluciones para un problema eliptico
envolviendo el operador 1—Laplaciano en el marco de los espacios de variacion limitada, para lo
cual serd necesario obtener estimativas uniformes independientes de p, y aproximar el problema
del p—Laplaciano para obtener nuestros resultados. Ademds, se demuestra una identidad de tipo
Pohozaev.
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ABSTRACT

Existence and Multiplicity to a Class Elliptic Equations

ELARD JUAREZ HURTADO
2021

Advisor:: DR. ALFONSO PEREZ SALVATIERRA

Obtained title: Graduate in Mathematics

In this work we will make use of variational methods tools to prove results of multiplicity
of solutions for a Dirichlet problem involving the p—Laplacian operator. Then, we will study
the existence of solutions for an elliptic problem involving the operator 1—Laplacian in the
framework of the space of functions of bounded variation, for which it will be necessary to
obtain uniform estimates independent of p, and approximate the problem of the p—Laplacian to
get our results. Furthermore, a PohoZaev type identity is proved.
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Capitulo

1

Introduccion

El objetivo de esta tesis es estudiar la multiplicidad de soluciones del

siguiente problema de Dirichlet envolviendo el operador p—Laplaciano

{ —Ayu = f(z,u)en O, (L.1)

ulgo = 0,
aqui Ay, 1 < p < oo, es el operador p—Laplacianoy f : O x R — R es una
funcion de Carathéodory verificando adecuadas condiciones de crecimiento.
También serd estudiado un problema eliptico envolviendo el operador

1—Laplaciano

{ —div(|g—5|) = f(z,u)en O, (12)

ulgo = 0,
para esto serd utilizado los resultados obtenidos para la ecuacién (1.1), de
donde se obtendra las soluciones aproximadas y luego se hara un proceso de
aproximacion cuando p — 17, para obtener las soluciones del problema (1.2),
ademas, se demuestra una identidad de tipo Pohozaev, cabe resaltar que para
el estudio de este segundo problema serd necesario trabajar en los espacios de
variacion limitada.

Resaltamos que problemas similares tienen diversas aplicaciones y se han



estudiado en los ultimos afnos. En efecto, ecuaciones de difusion se han
estudiado sistematicamente desde fines de la década de 1970 (ver por ejemplo
las referencias [18, 34] ). Mdas precisamente, los problemas de Dirichlet con
el operador de tipo p—Laplaciano (p > 1) con un término con crecimiento

subcritico, es decir:

—Apu=|u|"'u enO,

u=>0 sobre 00,

(B)

con g € (0,p* — 1) (donde p* es el exponente critico de Sobolev), han sido
ampliamente estudiados en el contexto de la teoria de ecuaciones diferenciales
parciales mediante el uso de diferentes enfoques (vea por ejemplo [1, 15]).

Por ejemplo, en [16] los autores, han utilizado el conocido "Teorema del
Paso de la Montafa"de Ambrosetti y Rabinowitz [28], probaron que la solucion
trivial es un minimo local del funcional asociado y luego, dado que el funcional
energia verifica la geometria, encuentran otros puntos criticos ( a saber un punto
positivo y un punto critico negativo), que son soluciones del problema (*13).
Hacemos notar que en la prueba de la condicion de Palais - Smale se usa la
reflexividad de W, ”(©). Ademds, la restriccién ¢ < p* — 1 asegura que la
inmersion WO1 P(O) — L1(O) es compacta, lo cual es esencial para el enfoque
abordado en [15].

El operador 1—Laplaciano que aparece en (1.2) presenta algunas dificultades
adicionales y caracteristicas especiales. Recordamos que en los dltimos afios
han sido muchos los trabajos dedicados a este operador (por ejemplo consulte
[12, 13, 24]). Uno de los principales intereses para estudiar el problema de
Dirichlet para ecuaciones que involucran el operator 1—Laplaciano proviene
del enfoque variacional de la restauracion de imagen (nos referimos a [3]
para una revision de los primeros modelos variacionales en el procesamiento
de imégenes y su conexion con el 1—Laplaciano). Esto ha dado lugar a una

gran cantidad de articulos que tratan problemas que involucran el operador 1—



Laplaciano.

La modelizacion de un gran nimero de problemas en fisica, mecanica, o
procesamiento de imagenes requiere la introducciéon de un nuevo espacio de
funciones permitiendo discontinuidades de la solucién. En transicion de fase,
segmentacion de imagenes, teoria de plasticidad, la solucion de los problemas
presenta discontinuidades. Sus primeras derivadas distribucionales son ahora
medidas y las soluciones de estos problemas pueden no pertenecer al cldsico
espacio de Sobolev. Asi, la clisica teoria de espacios de Sobolev debe ser
completada por el nuevo espacio de variacion limitada BV.

Existe una extensa literatura sobre los antecedentes de los temas aqui
tratados. Varios de estos, cercanos a los problemas tratados en esta tesis, son
citados en la bibliografia. No se ha pretendido que la bibliografia sea exhaustiva,
pero es necesario mencionar que con las referencias en esta citadas, tenemos un
espectro bastante detallado sobre el trabajo.

El trabajo esta organizado de la siguiente forma: En el Capitulo 1, se
dan algunas definiciones y resultados que serdn usados en toda la tesis. En
el Capitulo 2 se estudia un problema de Dirichlet envolviendo el operador
p—Laplaciano con una no linealidad en la parte derecha con crecimiento
subcritico y serdn utilizadas técnicas variacionales para obtener las soluciones.
En el Capitulo 3, se estudia un problema de Dirichlet envolviendo el operador
1—Laplaciano en el marco de las funciones de variacion limitada, se mostrara
la existencia de soluciones via un proceso de aproximacién de problemas

envolviendo el operador p—Laplaciano.



Capitulo

2

Preliminares

Este capitulo es dedicado a presentar algunos resultados fundamentales, teoria
de la medida, teoria de distribuciones, espacios de Sobolev y espacios de
variacion acotada, que usaremos en toda la tesis. Para evitar una exposicion
extensa, omitiremos los detalles de las demostraciones de algunos de los
resultados. Para finalizar, presentamos la definicion de solucion de variacion
acotada y una version del Teorema del Paso de la Montafia. De ahora en adelante
denotaremos por O un conjunto abierto no vacio de R".

En este capitulo presentamos resultados escenciales de la teoria de
integracion envolviendo medidas de Radon y sobre el operador p—Laplaciano,
para mas referencias [5, 7, 14, 21, 23, 30, 27].

2.1 Teoria de la medida

Definicion 2.1. Sea X un espacio topologico. Decimos que la o—algebra
generada por la familia de conjuntos abiertos de X es la c—algebra de Borel
sobre X, la cual es denotada por Bx o B(X). Sus elementos son llamados

conjuntos de Borel o Borelianos.

Definicion 2.2. (Medida de Borel) Considere X un espacio topoldgico.

Decimos que una medida con dominio Bx es una medida de Borel.



2.2 Medidas de Hausdorff e dimensao de Hausdorff

Esta seccion tiene como objetivo definir brevemente la nocion intuitiva de
longitud, drea y volumen. Mds precisamente, proporcionar una medida no
negativa para cualquier subconjunto de R, que concuerda con la conocida
medida £—dimensional para superficies k—dimensionales regulares cuando k
es un nimero entero. LLa construccién de Hausdorff es particularmente buena
adecuado a la geometria de los conjuntos y no requiere ninguna parametrizacion
local en estos conjuntos por lo tanto, no se necesita suposicion de regularidad.
Por ejemplo, la medida de Hausdorff ofrece la posibilidad de medir conjuntos
fractales, asi como definir una nueva nocién de dimensién para cualquier
conjunto, extendiendo asi la dimension topoldgica clasica. Tenga en cuenta
que el proceso descrito en la primera subseccion es el enfoque general para
construir una medida a partir de una funcidon de conjunto o—subaditivo (o

medida externa).

2.2.1 Medidas exteriores de Hausdorff y medidas de Hausdorff

Denotaremos la coleccién de todos los subconjuntos de RY por Z2(RY) y para
conjunto no vacio £ de Z(R"), definimos diam(E) = sup{d(x,y) : (z,y) €
E}, el diametro de E, donde d es la distancia euclidiana de R”. Cuando s es
un entero positivo denotaremos el volumen de la bola unitdria de R® por O; en

el caso general s > 0, establecemos

donde I es la funcidn de Euler

+o00
[(t) = / e " da.
0

También definimos ¢, = 27°O,. Sea F cualquer conjunto de Z(R")y § > 0.



Una familia finita o enumerdable (A;);cy de conjuntos en & (RY) satisfaciendo

0 < diam(A;) < dy E C U;enA; se llamard un §—recubrimiento de .

Definicién 2.3. Para cada s > 0,6 > 0y E C RY, definimos
I = {Cs Z diam(A;)° : (A;)ien es un § — recubrimiento deE}.
1eN
La medida de Hausdorff externa de dimension s es el mapeo de conjuntos

® que toma sus valores en [0, oo] definido por

JC(E) =sup IG5 (F) = %i_r}r(l) IG5 (E).

6>0

Proposicion 2.1. La funcién 7#° . Z(RY) — [0, o0| es una medida exterior,

es decir, verifica
(i) 2°(0) = 0;

(ii) (o — subaditiva) para todas las sucesiones (E;);cy de subconjuntos de R

tal que E C U;enE;,

AE) <Y H(E);

1eN

(iii) F* es una funcion de conjunto no decreciente, esto es, 7°(A) < H°(B)
cuando A C B.

Siguiendo la construccion cldsica de una medida a partir de una medida
exterior, definimos el subconjunto M de conjuntos 77°—medibles en el

sentido de Carathéodory:

Ae M, &VX ¢ PRY), #° =45 (XNA) + 55X\ A).

Note que () and RY pernecen a M,.



Proposicion 2.2. El conjunto M es un o—dlgebra y €7 es o—aditivo sobre

M.

Definicion 2.4. La restriccion a M de la funcion de conjunto ¢° es llamado

la medida de Hausdorff de dimension s.

La medida de Hausdorff de dimension s es una medida de Borel valorada en

[0, 0o] en el siguiente sentido.

Proposicion 2.3. La o—dlgebra contiene la 0 —dlgebra de todos los conjuntos
de Borel de RY .

Teorema 2.1. Para todos los conjuntos Lebesgue medibles E en RY, tenemos
H3(E) = L5(E), donde L* denota la medida de Lebesgue en R”. Ademds,
H4(E) = 0 para s > N, mientras que ° es la medida de conteo.

Proposicion 2.4. Sea A un subconjunto cualquier de RY y X > 0. Entonces
HP(NA) = N (A).

Proposicion 2.5. Sea A un subconjunto cualquera de RY y f : A — RY tal

que para todos x,y € A

1f(z) = FW)ll < Llz = y[*

donde L > 0y a > 0 dos constantes. Entocnes

A (F(A) < L Lol (A),

Cs

y si f es una isometria, entonces
A (f(A)) = A°(A).

Lema 2.1. Para todo conjunto fijo A de RY, el mapeo s +— #*(A) es no

decreciente. Més precisamente, para todo 6 > 0y parat > s, tenemos

9



H(A) < 5L (A).

CS
Teorema 2.2. (definicion de dimension de Hausdorff) Sea A un subconjunto
de RN y

so :=inf{t > 0 : H#"'(A) = 0}.

Entonces s verifica

400 s1 5 < S,
I =
0sis> sg.

El niimero real sy se denomina dimension de Hausdorff del conjunto A y se
denota por dimy (A). En el valor critico sy, 7% (A) puede ser cero o infinito o
puede satisfacer 0 < F*°(A) < 400. En en este iiltimo caso, A se denomina

un sy conjunto.
Note que dimy (R) = 1y (R) = +o0.

Observacion 2.1. Tomando, como d—recubrimiento, la clase de bolas de RY ,

se puede definir

J(E) = inf {cs Y diam(B;)*: E C U, B;, 0 < diam(B); < 6, B; bolas de RY }
1=1

y el conjunto de funciones .7, por

}KV”S(E) := sup C%A”(;/S(E) = lim ifc’vj;s(E)
5>0 6—0

Entonces no es dificil verificar la siguiente estimatica

—

H°(E) < H°(E) < 2°°(E).

10



Gracias a esta estimativa, las dimensiones de Hausdorff definidas a partir de
las dos mapeos J7° y ¢° son iguales.

El siguiente resultado es ttil para encontrar la dimensién de Hausdorff.

Proposicion 2.6. Sea A cualquier conjunto en RY .

(i) Las siguientes implicaciones son verdaderas:

H(A) < o0 = dimp(A) < s,

HC(A) > 0= dimg(A) > s,

(ii) Sea f : A — R™ tal que para todo x,y € A,

[f(x) = F(y)l < Lz =yl
donde L > 0y o > 0 constantes. Entonces dimy (f(A)) < 2dimp(A).

Ejemplo 2.1. Cuando U es un subconjunto abierto de RY, entonces dimg (U) =
N.

Ejemplo 2.2. Cualquier subconjunto enumersble A de RY es un conjunto de

dimension cero de Hausdorff.

Ejemplo 2.3. Consideremos N < m una funcién inyectiva f : RV — R™ de

clase C!. Sea E un subconjunto compacto de R”. Se tiene que dimy (f(E)) =
N.

Ejemplo 2.4. Consideremos el conjunto de Cantor en el intervalo [0, 1].

Entonces dimy (C) = {22.

Proposicion 2.7. Existe un conjunto compacto E de [0,1] tal que 71 (E) = 0
ydimy(E) = 1.

11



Teorema 2.3. (medida n—dimensional de Hausdorf{f y la medida de Lebesgue)

Se tiene que
AN =LY en RY,
Note también que se verifica 7#°(SV1) = 0sis > ny °(SV) = cosi

s < N.

2.2.2 Medidas regulares y de Radon

Definicion 2.5. Una medida . es una medida de Radon en O si es una medida
de Borel que es finita en compactos, regular exterior sobre todo boreliano y

regular interior sobre todo conjunto abierto. Esto es:
e 1(K) < oo para todo conjunto compacto K C O.
o u(A) =inf{u(U) : A C U,U abierto} para todo boreliano A C O.
o u(A) =sup{u(K): K C A, K compacto} para todo boreliano A C O.
Se denotara por M(Q) el espacio de las medidas de Radon en O.

Proposicion 2.8. Para una medida finita de Borel 11, la medida regular interior

y exterior son equivalentes.

Teorema 2.4. (Descomposicion de Lebesgue-Radon-Nikodym) Sea v medida
o—finita con signo y | medida positiva oc—finita sobre (O, M). Entonces,

existen tinicas medidas o—finitas con signo X\, o en (O, M) tales que
ALy, oL, v=XA+p.

Mas aiin, existe una funcion u—integrable f : O — R tal que 0 = fdu 'y

cualesquiera dos de estas funciones son iguales i-c.s.

Se define el soporte de f : O — R como el conjunto

supp(f) = {w € O : J(x) £ 0} .

12



Una funcién tiene soporte compacto si supp(f) es compacto. Ademads

definimos los siguintes conjuntos:

C.(0) = { f: O — R f es continua con soporte compacto}

Co(0) :={f: 0 = R: f €C(O) se anula en el infinito }.

2.2.3 El espacio dual

Dado O C RY, el espacio C.(O) es denso en Cy(O) con respecto a la

norma uniforme, por tanto si p es una medida de Radon, entonces el funcional
L(f) = / fdu definido en C.(O) se extiende continuamente en Cy(O) si y
o)

solamente si, L es acotado con respecto a la norma uniforme.

Teorema 2.5. (Representacion de Riesz-Alexandroff) Sean © C RY, u €
M(O), f € C(O) y Lu(f) = [, fdu. Entonces la aplicacién . +——
L, es un isomorfismo isométrico de M(QO) en Cy(O)*. Es decir, Co(O)* es

isometricamente isomorfo a M(QO).
Definimos la convergencia debil en medida.

Definicion 2.6. Una sucesion (i) en M(QO) converge debilmente para | €
M(O), que serd denotado por ji, — pen M(QO), si para todo ¢ € C.(O) se

/ odpin — / pdp
O @

tiene

cuando n — oo.

2.2.4 Los espacios L

Definicién 2.7. Sea O un dominio no vacio de RY, para 1 < p < oo. El

conjunto de todas las funciones [ medibles tal que

13



£l = ( / If\pdx)p < o0

serd denotado por LP(O).

Proposicion 2.9. (Lema de Fatou) Sea (O, M, 1) un espacio de medida, donde
i es una medida positiva. Sea (f,) una sucesion de funciones medibles de

O — R... Entonces

/ fdx < liminf/ fndx.
O n—o0 O

Teorema 2.6. (Teorema de la Convergencia Dominada de Lebesgue) Sea

(O, M, 1) un espacio de medida, ;1 una medida positiva. Sea ( f,,) una sucesion
en LY(O) tal que

(a) Convergencia simple. Para todo x € X f, — f c.s. en O.

(b) Dominacién. Existe una funcién no negativa g € L'(O) tal que | f,(z)| <

g(x) c.s. para todo x € Oy para todo n € N.

Entonces [ € L'(O)y

im0 [ |f — ful dz =0, lo que implica 711521() Jo fodz = [, fdz.
Lema 2.2. Sip,p’ € (0, 00) son exponentes conjugados y a,b > 0, entonces

1 1.
bé—ap—i——/bp
p p

y la igualdad vale si y solamente si b = a” 1.
Esta desigualdad es también conocida como desigualdad de Young.

Teorema 2.7. Suponga 1 < p < ooyl < p' < oo son exponentes conjugados
y f € LP(O), h € LP(O), entonces fh € L*(O) y

1
7

/O]fh|d:c< (/@ﬂpdx); (/pr’dx)p .
14



Esta desigualdad es también conocida como desigualdad de Holder.

Proposicion 2.10. (/20, Proposicion 2.46], [17, Teorema 1.42],[5, Coroldrio
2.4.3]) Sea (X, pu, M) un espacio de mediday 1 < p < co. Seja (u,) C LP(X)
tal que sup,cy ||un|l, < o0, entonces existe una subsucesion (u,,) tal que
Up, — wen LP(X) para algun v € LP(X). Esta propriedad vele en L™ con

respecto a la convergencia debil estrella, si L*(X) es separable.

2.3 Generalidades sobre distribuciones

En esta, seccion presentamos algunos resultados sobre distribuiciones vy
derivada distribucional. De ahora en adelante en todo este caitulo denotaremos

por @ C RY um conjutno aberto no vacio.

Definicion 2.8. El espacio de las funciones test o de prueba denotado por

C°(O) es el conjunto:
CX(0) ={u € C>®(0) : supp (u) es compacto }

Convergencia em C°(O)

Definicion 2.9. (Convergencia de funciones test) Una sucesion (p,) de

funciones de C2°(O) converge en C°(O) para una funcion ¢ € C°(O) si:
(1) Existe K € O tal que supp (p,) C K paratodon € N.
(ii) D%p, — D®p uniformemente sobre K para todo oo € N".
El espacio vectorial C>°(O) con esta convergencia es denotado por D(O).

Definicion 2.10. Una distribucion en O es un funcional lineal T' : D(O) — R
continua, es decir, para toda sucesion () en D(Q) que converge para p €

D(O), entonces T(p,) — T(p) . El espacio de las distribuciones en O es
denotado por [D(O)]'.
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Notacién. Para (T, u) € [D(O)] x D(O), T(u) € Ry se denota T'(u) =
(T, u).

Teorema 2.8. Sea T un funcional lineal en D(O); las siguientes afirmaciones

son equivalentes:
(1) T € D(O).

(i7) Para todo compacto K de O existen m € Ny Ck,, > 0 tal que para
Y € D(O) tal que supp (V) C K,

(T, )| < Ck,m max max | D%(z)].
|a|<m zeK

Proposicion 2.11. Sea f € Li (O). Podemos asociarlo con una distribucion

loc

en D(O), denotado por T, definida por

(T} ) = /O f(#)o(z) dz. o € D(O).

Proposicion 2.12. (Lema de Dubois-Reymond) Sea f € L} (O). Suponga que

loc

para todo ¢ € D(O), / f(x)p(x)dx = 0. Entonces f = 0 casi siempre.
o

Observacion 2.2. Vale la siguiente inmsersién continua,

D(O) — L}

loc

(0) = [D(O)],

parap € [1,00).

Derivacion de distribuciones

Definicién 2.11. Para T € D'(O) y v € N¥. Denominamos de derivada de
orden vy de T’ y es denotado por D"'I" a la aplicacion:

DT :D(O) = R, ¢ — (DT, ) = (—=1)NT, D), para cualquier ¢ € D(O).

16



Proposicion 2.13. Para todo T € [D(O)]' y para todo v € NV, DT es una

distribucion.

Coroldrio 2.1. Toda distribucién es infinitamente derivable y sus derivadas son
distribuciones.

2.4 Espacios de Sobolev

Definicion 2.12. Sea 1 < p < oo. El espacio de Soboley WP (O) es definido

por

WP () = {u e LP(O): 887 € LP(O) para todo k = 1,...,N}.
k

El espacio WP(O) es equipado con la norma

ou
Jullroco [||uup+2 " ] para 1< p < oo,
ou ou
o) = mas { e, | 52 ‘—M b parap = .

Otra norma equivalente sobre W!?(O) esta dado por

|U\W1m(0) — HUHp

—|| paratodo u € W*(0O).
P

Note que C°(O), el espacio de las funciones test, también denotado por
D(O), es un subespacio de W () para 1 < p < oo. Asi, podemos considerar

su clausura en W1P(Q).
Definicién 2.13. W, (0) = COO(O)H'HWLP(O).

C

Proposicion 2.14. Las siguientes afirmaciones son validas:

17



(a) WHP(O) es un espacio de Banach para todo 1 < p < oo.
(b) WLP(O) es un espacio reflexivo para 1 < p < oo.
(c) WP(O) es un espacio separable para 1 < p < oo.

Definicion 2.14. Decimos que OO es Lipschitz si puede representarse

localmente como el grdfico de una funcion Lipschitz definida en alguna bola
de RN,

Ahora presentamos un resultado importante también conocido como teorema

de Stampacchia.

Proposicién 2.15. ([29, Teorema A.1 ]) Si © C RN abierto acotado con
frontera Lipschitz, X = W"(0) 0 X = Wy?(O) con1 < p < oo. Si
u,v € WHP(0), entonces

(a) ut = max{u,0}, v~ = min{—u, 0}, |u| € WP(O)y

0, cs.{u<0 0, cs.{u =0
Vu = t J , Vu = { )
Vu, cs {u> 0}, —Vu, cs {u<0},

e

—Vu, cs. {u <0},
Vlu|=140, cs {u=0}
| Vu, cs. {u>0}

Entonces, Vu = 0 casi siempre sobre el conjunto {u = 0}.

Teorema 2.9. Sea O C RY un conjunto abierto de clase C*. Sean v € W'*(O)
y o € D(RY,RY). Entonces

/Vu d:c+/0u(a:)divg0(x) dx:/aofy()u(s)gp(s)ﬁ(s) do(s),
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donde do es la densidad superficial en 0O y 1j el vector normal unitario a 0O,
los términos Vu(z)p(z) y ©(s)ij(s) son productos escalares de vectores en RY

y la divergencia de o es definida por divip(x) = Zi:l 0i(p)(x).

Teorema 2.10. Si O C RY es un conjunto abierto con frontera Lipschitz y sea

1 < p < o0, entonces:

(a) Cuando 1 < p < N, se tiene W1P(O) — L"(O) para todo r € [1,p* =

Np/(N — p)| y la inmersion es compacta si 1 < r < p*.

(b) Cuando p = N, entonces W''(O) — L"(O) para todo r € [1,00] y la

inmsersion es compacta.
(c) Cuando p > N, entonces W(O) — C(O) es compacto.
Este resultado es conocido como el Teorema de Rellich-Kondrachov.

Observacién 2.3. La inmserion W'?(O) < I[P (O) nunca es compacta.
También O no es acotado, entonces la inmersién W1?(O) — LP (O) no es

compacta.

Teorema 2.11. (Desigualdad de Poincaré) Si O C RY es un abierto acotado,
entonces ||u| = ||ull, + ||Vull, es una norma equivalente en W?(O) en los

siguientes casos:

(i) 1<r<psil<p<N.
(i) 1 <r<oosip= N.
(iii) 1 <r<oosip> N.

Para el espacio W1?(QO) tenemos el siguiente resultado conocido como la

Desigualdad de Poincaré.

Proposicién 2.16. Si © C RY es un abierto acotado y 1 < p < oo, entonces

existe una constante ¢ = c(p, N,O) > 0 tal que ||u||, < c||Vul|, para todo

ue W,?(0).
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Coroldrio 2.2. Si ©® C RY es un abierto acotado y 1 < p < oo, entonces

|| = ||V(-)]|, es una norma equivalente en W, *(©).

2.5 El operador p—Laplaciano

El operador p—Laplaciano es definido por

N

0 ou
Ayu = div(|Vu[P 2V ——g VulP2=— ), 1 :
pu = div(|Vu] u) 2 (95132(’ ul 8:1:2-)’ <p< oo

Teorema 2.12. Sea O C RY un conjunto abierto acotado.

(1) A, - WyP(O) — (WyP(O)) es uniformemente continuo en conjuntos

acotados.
(2) (=A,) 1 (WyP(0)) — W, P(O) es continuo.

(3) El operador compuesto

(=4,)7" s (W"(0)) — WP (0) = LU(0)
es compacto si 1 < q < p*.
Teorema 2.13. El operador — A, verifica la condicion (Sy), si u, — u en

W (O) y lim sup(—Ayuy, t, — u) < 0, entonces u, — u en Wy(O).

n—oo

2.6 Diferenciabilidad

Definicion 2.15. Seja O um aberto de un espacio de Banach X e V : O — R.
El funcional V es Gateaux diferenciable en x € O si existe = € X' tal que para
todo h € X,

) \I/(ac + th) — \I!(x) — <E,th>
lim
t—0 t

= 0.
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Si existe el limite, este es uinico y la derivada de Gdteaux en x es denotado por
V'(z),

(U (@), h) = lim (U (z + th) — U(x)).

t—0 t

El funcional o tiene derivada de Fréchet = € X' en x si

i ! = _
lim (P +th) = W(a) = (2.1) =0

El funcional V € C'(O,R) si o tiene derivada de Fréchet y esta es continua en
0.

Observacion 2.4. Note que toda funcional Fréchet diferenciable es Gateaux

diferenciable

Ejemplo 2.5. El funcional J : W,?(0) — R,

1 1
J(u) = > / Vul dr = lfulli.
@) p

es Gateaux diferenciable con

(J’(u),v):/O|Vu|p_2Vquda:.

2.7 Operador de Nemytskii

Las principales referencias en esta seccion son [15, 16, 19].

Definicion 2.16. Sea O C RY un aberto acotado con frontera Lipschitz. Se

dice que una funcion ¢ : O x R — R es de Carathéodory, si verifica:

(1) Para & € R, la funcion v — @(x,&) es Lebesgue medible en O.

(17) Para casi todo x € O, la funcion & — p(x, &) es continua en R.
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Observacion 2.5. Haremos la convencién que en el caso de una funcién de
Carathéodory, la afirmacion “z € O” serd entendida en el sentido ““casi siempre
x e O

Denotamos M = {u : O — R : u es medible}.
Proposicion 2.17. Si ¢ es una funcion de Carathéodory, entonces, para cada
u € M, la funcion Ny(u) : O — R, (M,y(u))(z) = ¢(z,u(z)), x € O es
medible en O.
En virtud de la proposicion anterior, la funcion de Carathéodory ¢ unduce a
definir la aplicaciéon NV, : M — M, (N,u)(x) = ¢(x,u(x)), denominado
operador de Nemytskii.

El operador de Nemytskii es un operador potencial, esto es:

Proposicion 2.18. Suponga que [ sea una funcion de Carathéodory

verificando:
(2, 8)] < €E]*™! + B(x) para x € O, R,

donde@i}(),q>1,B€Lq/((’)),%+$:1.

£
Sea ® : O x R — R definida por ®(z,§) = / o(x,0) do. Entonces:
0

(1) La funcion ® es de Carathéodory y existe una constante C; > 0y
c € LY(O) tal que

|D(x,&)| < Ch|€| + c(z) para z € O, € € R.

(#4) El funcional A : LY(O) — R definido por A(u) = [, Ng(u)dx =
®(x,u) dx es continuamente Fréchet diferencidble y N'(u) = N,(u),
o
para todo u € L1(O).

Para el problema (*13), supondremos que la funcién f es de Carathéodory y

que verifica

1f(z, )] < K|E|7 "+ B(z), € O, {€R, (2.1)
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con K >0,q€(L,p), 3 €L(0),; + 5 =1
Desde que ¢ € (1,p*), entonces la inmersién W, 7(O) < L(O) es

compacta, entonces se tiene la siguiente cadena de diagramas
Wy P(0) =1t L9O) =N L1(0) i wLr'(0)

muestra que el operador Ay es compacto (continuo y que mapea conjuntos

acotados en conjuntos relativamente compactos) de W, ”(O) en W~17(0O).

Lema 2.3. Sea ¢ una funciéon de Carathéodory que verifica (2.1). Entonces el
funcional W : W, ?(O0) — R, dado por

donde ®(x, &) = fo x, T) dT es continua, Fréchet diferenciable en W P(O)y

(U (u), ) = / o(z, u), dz para todo ¢ € W, (O).
0

En el siguiente capitulo abordaremos el estudio del problema usando métodos
variacionales para encontrar las soluciones del problema (7). En realidad estas
soluciones son puntos criticos de un funcional de clase C' en VVO1 P(0).
Por la condicion (2.1) y teniendo en cuenta que la inmersién W, ”(O) —
Lq(C’)) es compacta (por tanto continua), el funcional ¢ : Wl’p (0O) — R,
= Jo F(z,u)dz con F(x,¢) fo x,0) do, es continua, Fréchet
d1ferenc1able en W, 7(O)(Lema 2.3) y ®'(u) = N #(u). Por tanto, el funcional
§ : W,?(O) — R definido por
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es de clase C1(W,”(O),R) y
' (u) = =Apu — Ni(u).

Entonces, encontrar soluciones del problema (P), equivale a buscar los puntos

criticos del funcional §, esto es, funciones u € W, (0) tal que §F(u) = 0.

2.8 Funciones de variacion acotada

En esta seccion se presentan los principales resultados sobre el espacio de

funciones de variacion acotada, para mas referencias [3, 5, 30] .

Definicion 2.17. La funcion v : O — R es una funcion de variacion

acotada si u € L*(O) y su gradiente Du en el sentido distribucional pertenece
a ¢ M(O,RY), donde Du = (8“ L ) y % son las derivadas

O0x1’ ' Oz N

distribucionales de u. Denotaremos por BV (Q), el espacio vectorial de todas

las funciones de variacion acotada en O esto es,

BV(0) = {u € L'(O) : Due M(O,R")}.

Ahora un resultado que permite cacarterizar si una funcién pertenece a

BV (0O) tenemos el siguiente resultado.
Teorema 2.14. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(1) uw e BV(0);
(i) u e LY(O)yparai=1,...,N, = € M(O);
(i66) w € LY(O) y [ Dul == sup {(Du, 6) : ¥ € (O, BY), [[¢]lc < 1} < o0

(iv) ue LY(O)y

| Dul|| = sup { / u div ¢dz = € CHO,RY), [|¢]| 0 < 1} < 00,
0
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N
ou
donde (Du, ¢) = / Oi y también || Du|| = / Dul.
Dud) =3 [ oz 1Dul= | 1ul

El espacio BV (O), sera equipado con la siguiente norma, el cual extiende la

cldsica norma en W11(O)

u| By (o) == ||ullryo) + || Dull

que es equivalente a la norma que serd utilizada en el capitulo 3.
Lanorma | - | gy (o) s una extension de la norma en W"'(0), es decir, dado

u € WHHO), tenemos que

\u\va):HUHL1<0>+HDUH=/O\VU\de+/OIUId$=IUIWL1<0>-

Entonces W1(O) c BV(0O). Sin embargo, el espacio W1(O) es subespacio
prépio del espacio BV () como muestra el siguiente ejemplo que proporciona

una funcion u que pertenece al espacio BV (Q) y que, sin embargo, no pertenece
al espacio W11(0).

Ejemplo 2.6. Sea ' C O abierto con frontera suave tal que |F| < ooy
HY"L(OF) < oo, donde |E| denota la medida de Lebesgue en RY del conjunto
E 'y HN-1 denota la medida de Hausdorff de dimensién N — 1. Note que la
funcion 1z € BV (O) mas 1 ¢ WH(O).

Ejemplo 2.7. Considere la funcion caracteristica 1p,) del espacio RY. Note
que 15,0 € L*(RY) y el gradiente V(1 5,(0)) = —(2/|2])/=r. En efecto, si

¢ € D(RY,RY), entonces por la férmula cldsica de Green

_/ v(]1193(()))80:/ divp(z) dz
RN Bgr(0)
T

- / . o(z)nda = / . L) e
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En virtud de estos ejemplos, tenemos que W11(QO) esta incluido estrictamente
en BV (O).
Ahora se definira la nocién de convergencia débil y convergencia

intermediaria.

Definicion 2.18. Decimos que una sucesion (u,) C BV (O) converge

debilmente a una funcion uw € BV (O), que denotaremos por u,, — u, i
o u, — ufuerte en L'(O).
e Du, — Du debilmente en M(O,RY).

Teorema 2.15. Sea (u,) C BV (O) sucesion acotada en BV (O) que converge
fuerte para u.en L'(O) y sup,,cy [, [Dun| < +00. Entonces,

(1) uwe BV(O /\Du| hmlnf/ | Dy, |,

n—oo

(17) u, — u debilmente en BV (O).

Demostracion. (i) Para todo ¢ € CH(O,RY) tal que |p|c < 1. Entonces,
considere un conjunto compacto K tal que supp(p) C K. Note que
supp divp C K, sea Q = sup | div ¢(z)].

reK
Entonces,

lim u,(z)dive(r) = wu(x)div gp(;z:) c.s.en K,

n—oo
Qlu,(x)| c.s.en K,

|up () div p(z)|
hm/ |u,|dx /\u!daj
n—oo

luego, debido al Teorema de la Convergencia Dominada de Lebesgue, tenemos

/N

que
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/udivgodx:/udivgodx
o K

= lim [ w,divedr
n—o0 K

= lim [ divpdz.

n—oo O

Por tanto,

/ wdiv pdx = lim inf / Uy, div pdx
o o

n—oo

<liminf/ | Dy,
0

n—oo

Una vez que esta desigualdad es vdlida para cualquier ¢ € C}(O,RY), con

/|Du| hmmf/|Dun|.
n—oo

(4i) Para todo ¢ € C°(O,RY) se tiene

|| < 1, tenemos que

B 3% (2.2)
B Z/ o (9937

= —/undivgoda7.
0

Como u,, — u en L*(O), es como en (i), debido al Teorema de la Convergencia

Dominada de Lebesgue, tenemos que

—/undivgpdac—>—/UdiV90d$: (Du,@)
O O

cuando n — oo.
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Por tanto, (Du,,, ¢) converge para { Du, ), para cualquier o € C°(O, RY).
Por la densidad de C>°(O,RY) en Cy(O,RY), y como la sucesién (Du,,) es

acotada, tenemos que Du,, — Du. [

Como una consecuencia de la propiedad de semicontinuidad (z), BV (O) es

un espacio normado completo.

Teorema 2.16. El espacio (BV (O),| - |gv(0)) es un espacio de Banach.
Coroldrio 2.3. Siu € WH(O) entonces ||ully1 = ||ul| v

Teorema 2.17. El espacio BV (O) no es reflexivo.

Recordando que || gy () extiende |-|y1.1(0) y que COO((’))HWL1 =WhHH0) ¢
BV (0O) tenemos que

C=(0) N BV(0) " « wii(0).

Por tanto, C*°(O) N BV (O) no es denso en BV (O) con la convergencia

fuerte. Entonces, serd definido el concepto de convergencia intermediaria.

Definicion 2.19. Sea la sucesion (u,) C BV (O) yu € BV(O). Decimos que

u, converge para u en el sentido de la convergencia intermedidria si

o u, — u fuerte en L'(O) cuando n — oo.
o / | Du,,| — / | Du| cuando n — c.
o o

La convergencia intermediaria es debido a Teman [31] y es también conocida

como convergencia estricta.
Teorema 2.18. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) u, — u en el sentido de la convergencia intermediaria,

u, — u débil en BV (O

ZZ
/\Dunm/ D
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Ejemplo 2.8. La convergencia intermediaria es mds fina que la convergencia
débil en BV (0O), es decir, la topologia generada por la convergencia débil es un
subconjunto prépio de la topologia generada por la convergencia intermediaria.
Sea la sucesion BV (0, 1) definida por

(z) na:si0<a:<%,
U (x) = _
151%<x<1.

La sucesion (u,) converge debilmente para 1 en BV (0,1) sin embargo no

converge en el sentido intermedidrio.

Ahora, serdn presentados algunos resultados necesarios para la demonstraciéon

de un resultado fundamental de densidad en el espacio BV (O).

Definicion 2.20. Una funcion regularizante o. € C°(RY) es definida como

o(x) =™ Q(%) ,

donde o es una funcion no negativa que satisface / o(x)dr = 1, con

_ RN
supp (o) C B1(0).
Observe también que para todo j1 € M(RN ,R™) se define

oonta) = [ oo = uly)

Teorema 2.19. Sean o., 0. * |t como en la Definicion 2.20 y f € LP(RY),
p € [1,00). Entonces o i € C°(RY,R™), y ademds son vdlidas las siguientes

propriedades:

(i)/ Ige*u|</ 1|5
RN RN

(17) / |0c * p| — || cuando € — 0;
RN RN
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(ii1) f* o0 € LP(RY);

(10) [f * 0clLony < [flrownys

(v) f*0e— fenLP(O) cuando € — 0;

(vi) D*(pe * 1) = D%p, * ju para todo o € NV,

Teorema 2.20. (Aproximacion por funciones suaves) El espacio C*(QO) N
BV (O) es denso en BV (O) equipado con la convergencia intermediaria. Por

tanto, C*(O) es también denso en BV (O) con la convergencia intermediaria.

Observacion 2.6. Ahora presentamos resultados sobre las inmersiones
continuas de BV (0) — L%(O), con g € [1,1*] y cuando O C R¥ es acotado.

Teorema 2.21. (Inmersion continua) Sea © C RY abierto con frontera

lipschitziana. Entonces, la inmersion

BV(0) = L'(0), rel1 =——]

es continua. Mas precisamente, existe una constante ¢ = ¢(O,r, N) tal que

para todo v € BV (O) tenemos que

V|- 0y < || BV (0)-

Observacion 2.7. Desde que la inmersion BV (O) — L"(O), r € [1,1%], es
continua, es posible tomar en la demonstracion del Teorema 2.20 funciones
regularizantes en la norma LY(Q) y asi, obtenemos como resultado que para
todo u € BV (Q) existe uma sucesion (u,) C C*(O) N BV (O) que cumple

e u, — u en L1(0O),
e [, |Duy| — [,|Dul,
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cuando n — o0.

Teorema 2.22. (Inmersiéon compacta) Sea © C RY abierto acotado con

frontera lipschitziana. Entonces, para p € [1,1%) la inmersion

BV (O) — LP(O)
es compacta. Mas precisamente, dada una sucesion (u,,) acotada en BV (QO),
existe una subsucesion que converge fuerte en LP(Q).

2.9 Féormula de Green para funciones de variacion limitada

Una vez que nuestro concepto de solucion se basa en la Teoria de Anzellotti,
ahora presentamos algunos conceptos y propriedades que serdn usado en el
Capitulo 3, para maiores referencias [3, 4]. En esta seccion vamos a definir
una funcién [z, v] € L*(00) asociado a cada campo vectorial z € L>*(O,R)
tal que div(z) es una medida limitada em O.

Seja O um abertode RV, N >2e1 < p < N, 7 <7 < 0.

Consideremos los siguientes espacios:

BV(0), == BV(O)NL'(0), BV(0), = BV(O)nL*©)NC(O),

X,(0) = {z € L™(O;R") : div(z) € LF(O)},

Xn(0) = {z € L(O;RY) : div(z) es una medida limitada em O}.

Teorema 2.23. Sea © C R un conjunto abierto acotado con frontera
0O Lipschitz continua. Denotamos por v la normal exterior unitaria a 00.

Entonces existe una aplicacion bilineal (z,u)s0 : Xn(O) x BV (O), — R tal
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que

(Z,u)po = /aou(x)z(a:) v(z)dHNsiz € CHORY) (2.3)

{z, u)po| < ||ZHOO/ lu| dHN ! para todo z,u. (2.4)
00

Teorema 2.24. Sea © C RY un abierto acotado con frontera OO Lipschitz
continua. Entonces existe un operador lineal vy : Xn(O) — L™ (00) tal que

7 (2)ll0 < llZloc (2.5)

(z,u)po = / v(z)(z)u(z)dHY ! para todo u € BV (O). (2.6)
(@]

v(z)(z) = z(x) - v(z) para todo x € 0O siz € C'(O,RY). (2.7)
La funcion ~(z) es una traza débil sobre 0O de la componente normal z.
Denotaremos a y(z) por |z, v].
Note que X,(0O) C Xy (O) paratodo p > 1 e entonces, la traza [z, v] esta
definida para todo z € X (0O),,.
2.9.1 Lamedida (z, Du)

Haciendo aproximacion por funciones suaves y aplicando la féormula de Green

se obtiene el siguiente resultado.

Proposicién 2.19. Seja © C RY un abierto acotado con frontera 0O Lipschitz
contiuna'y 1 < p < oo. Entonces, para cada z € X,(0) yu € LP(0O)N
WL O), se cumple

/0 u div(z) dx + /O z-Vudr = /a O[z,y](:c)u(a:)dHN_l. (2.8)
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En lo que sigue consideraremos los pares (z, u) tales que cumplen alguna de

las condiciones siguientes:
(@ ueBV(O)y,ze X(O),yl<p<N;
(b) u € BV(O)x,z € X(O)y;

(¢) u e BV(O).,z € Xy(O)

Definicion 2.21. Sean z,u verificando uno de las condiciones (a), (b), (c).

Entonces definimos el funcional (z, Du) : D(O) — R como

(2. Du).h =~ |

wediv(z) do — / uz - Vdz.
o

o
Teorema 2.25. Para todo abierto U C O y para toda funcion ¢ € D(U), se

tiene

(2. D). )| < olaliellmr [ 1Dl 29)
entonces (z, Du) es una medida de Radon en O.

Demostracion. Seja (u,) C C*(O) convergiendo para u en el sentido de la
convergencia intermediaria . Dada ¢ € D(U) consideremos un abierto ) tal

que supp(¢) C V € U. Entonces,

(2. D), ¢} < ol lzlio) | 1Dl paratodo n € N.

Tomando n — oo, concluimos la prueba. [

Denotemos por |(z, Du)| la variacién total de la medida (z, Du) y por

[51(z, Du)|, [4(z, Du) el valor de estas medidas en cada conjunto de Borel
BCO.

Por Teorema anterior tenemos el siguiente resultado.

33



Coroldrio 2.4. Las medidas |(z, Du)| e (z, Du), son absolutamente continuas

con respecto a la medida | Du| y también

/(Z,Du) </\(Z,Du)|< ||z|\Loo(U)/ Dy (2.10)
B B B

para cada conjunto de Borel B y para cada conjunto abierto U talque B C U C

O.

Ademas, la Definicion 2.21 coincide com el sentido cléasico, esto es
[z,v] =z -vparaz € C'(O; R), (2.11)
donde O; = {z € O : dist(x,00) < §}, para algun ¢ suficientemente pequeio.

2.9.2 La formula de Green

Lema 2.4. Supongamos que u, z verifican uno de los incisos (a), (b) o (c). Sea
(u,) C BV(O)NC>(O) convergiendo para u en el sentido de la convergencia

intermediaria. Entonces

/z-Vundx%/(z,Du).
0 0

Veamos ahora la férmula de Green que relaciona la funcién [z, v] y la medida
(z, Du).

Teorema 2.26. (Formula de Green para funciones de variacion acotada) Seja
O C RY un abierto acotado con frontera OO Lipschitz continua y sean z,u

cumpliendo una de las condiciones (a), (b) y (¢). Entonces

/udiv(z)—l—/(z,Du) :/ [z, V]u dHY . (2.12)
o o o0

Observacion 2.8. Usando el teorema anterior, para el caso O = R se obtiene
Y

la férmula: sean z y ¥ verificando una de los incisos (a), (b), o (¢), se tiene
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/RN vdiv(z) + /RN(Z’DU) = 0.

Ahora se enuncia un resultado escencial.

Teorema 2.27. (Desigualdad en BV) Sea © C RY con frontera Lipschitz.
Entonces existe una constante C' = C(O, N) > 0 tal que

/ lulde < C </ | Du| +/ ]u]@HN_1> :
0 0 00

2.10 Gradientes generalizados

En esta seccion se presenta algunas definiciones y resultados envolviendo la
teoria de subdiferenciales (consulte por ejemplo [6, 9, 10, 33]).

Sea X un espacio de Banachy ¢ : X — (—o00, +00] una funcion convexa
y localmente Lipschitz. El conjunto D(®) := {u € X : ®(u) < oo} es llamado

dominio efectivo de ®. De esta forma, dado u € D(®), el conjunto:

0P(u) = {u* € X' : ®(v) — ®(u) = (u',v —u),Vve X}

es llamado subdiferencial de ® en u, donde (-, -) denota la dualidad X’ en X.

Definicion 2.22. Sea UV = & — & definido en X, en que ® es semicontinuo
inferiormente y convexa, ® € C'(X,R). Un punto u € D(®) es denomidano

punto critico de V si &' (u) € 0P (u), es decir, si u verifica:

P(v) — P(u) = (&' (u),v — u) para todo v € X.

Proposicion 2.20. Seja ¢ : X — R uma funcion convexa finita y continua en

el punto u € X, entonces Op(u) # 0.

Observacion 2.9. Usando esta definicion, se verifica que u( es un minimo global

de ® si y solamente si 0 € 9P (uy).
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Las funciones Gateaux diferenciables son un caso especial de funciones

subdiferenciables.

Ejemplo 2.9. Sea ¢ una funcién convexa y Gateaux diferenciable en =x.

Entonces, 0p(z) = {¢'(z)}y

i P&+ ER) — ()

- /
Jim : =< ¢'(x),h > parah € X

Ejemplo 2.10. Sea ¥ : RY — R definida por p(z) := ||z||, € R", entonces

i st x#0

||

dp(r) =

B(0) si xz=0.

Ejemplo 2.11. Seja © C R un conjunto abierto acotado con frontera suave.

Consideremos el funcional o : L*(O) — [—o0, o] definido por

Yo Vul? si we Wy (0)
o(x) =

+00 si u e L*0)\ W,*(0).

Entonces D(do) = W,(O) N W22(0) y ¥ € do(u) si y solamente si

9 = —Au. Por tanto son equivalentes:

1. u es solucién del problema variacional o(u) = OHLliI(lo) a(0).
c 2

2. u es solucion debil del problema de Dirichlet
—Au=0 en O,

u=>0 sobre O.
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Capitulo

3

Existencia de soluciones

El principal objetivo de este capitulo es estudiar la existencia de soluciones para

el problema

{ —Ayu = f(x,u)en O, o)

’U,|3(’) - 07

aqui Ayu = div(|VulP~2Vu), 1 < p < oo, es el p—Laplaciano y f : O X
R — R es una funcién de Carathéodory verificando adecuadas condiciones
de crecimiento.

Las principales referencias en este capitulos son los trabajos de Dinca
[15, 16, 19].

3.1 Existencia de solucion

En esta seccion supondremos que la funcién de Carathéodory f: O x R — R
verifica la condicion de crecimiento (2.1).
La existencia de puntos criticos no triviales para el funcional de clase C*
definido por § : VVO1 P(O) — R es equivalente a que el problema (P) tiene
soluciones debiles no triviales.

El resultado fundamental que serd usado con esta finalidad es el Teorema
del Paso de la Montana (ver [28]).



Definicion 3.1. Sea X un espacio de Banachy I € C'(X,R). Se dice que c € R

es un valor critico de I si existe u € X con I'(u) =0y I(u) = c.

Definicién 3.2. Una sucesion (u,) C X es una sucesion de Palais-Smale
o secesion (PS) del funcional I do funcional I, si (I(u,)) es acotada y
I'(u,) — 0en X'. Se dice ademds que I verifica la condicion de Palais-Smale

o condicion (PS), si toda sucesion (PS) posee una subsucesion convergente en
X.

Observacion 3.1. (i) La condicién de Palais-Smale no prejuzga la existencia
de un valor critico o la existencia de una sucesion de este tipo, llamada
sucesion de Palais-Smale. Esta so6lo dice que si tenemos una tal sucesion,

entonces esta sucesion es necesariamente relativamente compacta.

(i) Las dos hipétesis son independientes. En efecto, si ¢ = igl(f I, podemos
perfectamente tener una sucesion minimizante (u,) tal que I’'(u,) - 0.

Basta tomar X = R, I(u,) = sen(u?), ¢ = =1y u, = (5 + 2nm +
1

(2mn

)?. Entonces I (u,) = —1y I'(u,) — 2.
(i11) Tenga en cuenta que la topologia aqui considerada es la topologia fuerte.

Coloquemos otro ejemplo. En primer lugar, estd claro que la funcién [ (u) =
exp" definido en R no satisface la condicion Palais-Smale para ¢ = 0. Sin
embargo, lo verifica para todos los demds valores reales (simplemente porque

no existe suceciones de Palais-Smale en estos niveles).

Teorema 3.1. (/28], Teorema 2.2) Sea X un espacio de Banachy I € C'(X,R)
verificando la condicion de Palais-Smale (PS). Supongamos 1(0) = 0y que

sean validas las siguientes condiciones:

(a) Existen constantes p,a > 0 tal que en la esfera ||u|| = p vale la
desigualdad
I{u) > o;
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(b) Existe un elemento e € X tal que |le|| > py I(e) < 0.

Entonces, I tiene un valor critico ¢ > a. También, ¢ es caracterizado por

= inf I(t 3.1
TREEO: o

en que
['={veC'([0,1],X):7(0) =0,7(1) = e}.

Note que cada punto critico u en el nivel ¢ definido por (3.1) (I'(u) = 0, I(u) =
¢) es no trivial. Por tanto, si las hipdtesis del Teorema 3.1 se cumplen con
X = VVO1 P(O) y I = §, entonces se garantiza la existencia de soluciones no
triviales para el problema (°3).

A continuacidn se presenta interpretacion del teorema anterior, siguiendo [25].

Observacion 3.2. La expresion "paso de la montafia" se entiende mejor
si interpretamos las condiciones (a) a (b) geométricamente, 0 mds bien
geograficamente, en el caso cuando X = R? y [(u) representa la altitud de
un punto en la superficie de la tierra plana que se proyecta verticalmente sobre
u. Las condiciones (a) y (b) significa que el origen se encuentra en un cuenco
rodeado de montafias que son al menos tan alto como «. La condicién (b)
significa que mds alla de estas montafias, existe un punto mas bajo e, digamos
en un valle.

Entonces parece intuitivamente claro que si queremos ir continuamente de
0 a e, la mejor manera de hacerlo es ir através de un paso de montafia, que
esta destinado a existir. De hecho, la construccion min-méx nos dice que hacer:
mirar la altitud méxima alcanzada en cada camino y encontrar un camino que
minimice esta altitud mdxima entre todos los caminos.

Si tomamos un camino que culmina a una altitud que es un valor regular,
entonces el Lema de la Deformacion construye otro camino mejor para
nosotros, que culmina estrictamente mas bajo. Si un camino culmina en la

infinidad de las altitudes de los puntos culminantes de todos los caminos,
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entonces su altitud es un valor critico y estamos en un paso de montafia.

(i1) Sin embargo, la intuicién del alpinismo debe tomarse con cuidado. Asi,
el Teorema 3.1 es cierto incluso sin la condicién de Palais-Smale cuando
X = R, por el Teorema del Valor Intermedio y el Teorema de Rolle. Falla sin
la condicion de Palais-Smale en dimensiones superiores a 2. Puede no existir
ningun paso de montafia porque no se alcanza la altura maxima del sendero.

Aqui un ejemplo de esta situacion intuitiva. Consideremos la funcion en dos

variables

I(z,y) = 2*(1+y)* +y",

entonces

2z(1 +y)?

I'(z,y) =
(@.9) 32%(1 +y)? + 4y°

note que s6lo hay un punto critico en R?, a saber, el origen, donde 1(0,0) = 0.
Este punto critico es un minimo local estricto, porque I (z,y) ~ 22 + y* en un
entorno de (0, 0). Por tanto, el origen se sitda realmente en un cuenco rodeado
de montanas. Es posible bajar aun mds afuera del cuenco, ya que iﬂng I = —o0.
Este es un ejemplo de una funcion con un solo punto critico que es un minimo
local, pero no global. Dado que no existe otro punto critico que el minimo local,
esto significa que no existe un paso de montafia para salir del cuenco y bajar al
valle més alld. Esto s6lo puede suceder si los caminos de minimizacién van al
infinito. Esta pérdida de compacidad est4 naturalmente relacionada con el hecho

de que / no cumple la condicién (P.S) a nivel del min-max.

2ly|?
V3(1+y)’
parametrizada por —1 < y < 0, vemos que © — oo, I’ - 0y I — 1

Si nos fijamos en lo que estd sucediendo en las curvas x = =+

cuando y — —1. Moviéndonos a lo largo de estas curvas, podemos asi construir

sucesiones (P.S) en el nivel ¢ = 1 que no son relativamente compactos, por
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ejemplo (y), = —1 + % Ademas, se puede comprobar que el nivel ¢ = 1 es
precisamente el min-max de I de los caminos que salen del cuenco.

Para ver esto, podemos, por ejemplo, unir (0, 0) con (5, —2) (s6lo para elegir
un punto donde / < 0) siguiendo la curva anterior hastay = —1+ % yendo para
y = —2 manteniendo x; constante, luego uniendo x = 5 con y = —2 constante.
En la propia curva I < 1, en el segmento x constante, su maximo tiende a 1

cuando n — ooy en el segmentoy = —2, I < 0.

Lema 3.1. Si (u,) C W, (O) es una sucesioén acotada y §'(u,) — 0, n — oo,

entonces (u,) tiene una subsucesion convergente.

Demostracion. Desde que I/VO1 P(O) es reflexivo, podemos extraer una
subsucesion (uy, ) jen de (un )nen tal que u,, — u € Wol’p(O). Como §'(uy,) —

0, tenemos que
(F (tn,), tn, — u) = (—Apun, — Ny(un,), tn, —u) — 0 (3.2)

cuando 7 — oo.

Asercion.

(Ny(up,), up, —u) — 0 cuando j — co. (3.3)

En efecto, una vez que u,, — u en W,?(O), por la inmersién de Rellich-
Kondrachov, W, (0) <% L9(0O), tenemos que Up; — U €N L7(0) y note que
(N (un,)) es acotada en L9 (0), entonces por la desigualdad de Holder, tenemos
que

[N (un, )y tiny = ) | <IN ()l = uly

tomando limite cuando 7 — 00, se tiene que
(Ny(un,), tn, —u) — 0 cuando j — oo,
lo cual prueba la asercion.
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Por tanto de (3.2) y (3.3), tenemos que
(—=Aptp,, tuy;, —u) — 0 cuando j — oo.

Asi, desde que el operador p-Laplaciano es del tipo (S, ) (vea Teorema 2.13),

obtenemos que u,, — u en W, 7(0). O

Teorema 3.2. Si existe 0 > py & > 0 tal que

oF(x,8) <&f(x,€) para x € O, [€] = &, 3.4)

entonces F satisface la condicion (PS).

Demostracion. En virtud del Lema 3.1, es suficiente probar que toda sucesion
(un) C W,P(O) es acotada, para la qual la sucesién (F(u,)) es acotada y
5 (u,) — 0.

Como (§(u,)), existe ¢ € R tal que §(u,) < ¢ para todo n € N. Denotamos

por

Op={x€0:|uy(x)| =2 &}, O,=0\0,,

para cadan € N.

Entonces,

1
~luallf, — (/ F(zyu,) de+ | F(x,uy) dx) <. (3.5)
p On O,

En lo que sigue obtendremos estimativas uniformes independientes de n para
las integrales en (3.5).
Sea n € N arbitrariamente escogido. Si x € O/, entonces |u,(z)| < & y por la

Proposicion 2.18(7), tenemos que

Fla, un) < Kifun(2)|* 4 ()
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lo cual implica que

F(x,uy,) de < Ki&2O| + / v(z) de = &. (3.6)
o 0

Siz € O,, entonces |u,(x)| > & y asi por (3.4), tenemos que

F(x,up) < —f(x, up(x))uy(z),

Q|

de donde inferimos que

1
/ F(x,u,) de < / —f(x, up)u, dr
On On o

1 (3.7)
= —(/ f(x, up)u, de — / f(x, up)uy, dx).
g\Jo 8
Por (2.1), obtenemos que
[ s o] < [ (Kl s do
8 4
< KEYO| + 50/ B(x) de = &,.
@)
Entonces, . ¢
- — f(x, up)u, de < =, (3.8)
g o g

Finalmente, por (3.2), (3.6), (3.7) y (3.8), sumando y sustrayendo

F(z,uy) dz, obtenemos que
o,

1

- — f(z, un)un dx
g o

¢
<C+€1+_2:Q:7
g
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es decir,
1

Sl = N (). ) < € (3.9
Por otro lado, una vez que §'(u,) — 0 cuando n — 0, existe ng € N tal
que |(F'(un), un)| < |Juy||1,p para todo n > ng. Por tanto, para todo n > ny,
tenemos que

[{=Aptn; tn) — Ny (un), un)| < [lun

|]-7p7

es decir
lunl[¥ ) = N (), ) | < a1,
lo que implica que
lunllyp = Ny (), tn) 2 —|lun]l1p.
Entonces,
el — Moty <~ N (), ) 3.10)
— —unlly, — =|un|lip < —— Up )y Up)- :
Por (3.9) y (3.10) tenemos que
1 1 1
- n b == n < ¢
(5= ) Teally = Sl
y desde que o > p, tenemos que (u,,) es acotada en W, ?(O). O]

Observacion 3.3. Cabe resaltar que por la desigualdad (3.4): existen 0 > 2y
oo > 0 tal que

0 <oF(z,§) <&f(x,€), z€0, [¢] =&,

introducido por primera vez por Ambrosetti y Rabinowitz como una condicién

suficiente para garantizar que § satisface la condicion (PS) para el caso p = 2.

Ahora, en virtud del Teorema 3.1 inciso (b), el pr6ximo paso es obtener

.. . . . 1
condiciones suficientes para § sea acotada inferiormente en W, ”(O).

Lema 3.2. El funcional § verifica:
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(¢) §(0) = 0.
(77) § mapea conjuntos acotados en conjuntos acotados.

Demostracion. (i) Esto se sigue de la definicion de §.

(ii) Desde que §'(u) = —A,u — Ny(u), tenemos que

[=Apulls + [Ny (u)]l+

18" (w)ll+ <
<l + NG (W)l

|
|
para todo u € W,(0).

Ademds, debido a la inmersién compacta W, ”(O) «— LI(O) y desde que
N mapea conjuntos acotados de L?(©) en conjuntos de L¢(O), por tanto §'
envia conjuntos acotados de W, (©) en conjuntos acotados de W~ (O).

Considere v € M/O1 P(Q©) arbitrério. Por el Teorema del Valor Medio, tenemos

que

()] = [F(v) = F(0)] = |(F'(tv),v)]
< [I§ (@)l [[vll1p

con t € (0,1). Por tanto, el inciso (ii) se obtiene usando la estimativa sobre
5. O]
Observacion 3.4. Note que el inciso (i7) del Lema 3.2 es una consecuencia de

la condicién (2.1) y del hecho que || —A,ul|. = HuH]f;l

Observacion 3.5. Suponga § no sea acotado inferiormente. Entonces, para todo
r > 0, existe e € W,"(O) con ||e|1, > 7 tal que F(e) < 0. En efecto,
supongamos, por contradiccion, que existe algun » > 0 tal que u € I/VO1 P(O)
con ||lu||;, = r, se verifica §(u) > 0. Entonces por el Lema 3.2 (ii), el conjunto
{§(u) : Jjull1p < r} es acotado. Por tanto § es acotado inferiormente, lo cual

es una contradiccion.

El siguiente resultado proporciona condiciones para que el funcional § sea

acotado inferiormente.
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Teorema 3.3. Suponga que existen niimeros o > py & > 0 tal que

0<oF(r,§) <Ef(x,€) para x € O, £ = &,

entonces JF es acotado inferiormente.

(3.11)

Demostracion. Mostremos que si u € W,"(O), u > 0 es tal que |2 (u)| > 0,

con

Mi(u) = {z € O:ulx) =&},

entonces §(tu) — —oo cuando t — oo.

Parat > 1, donotemos por
M (u) ={x € O :tu(x) =&}

y note que My (u) C My (u), por tanto [N (u)| > 0.
Por otro lado, existe una funcién ¢ € LY(O), ¢ > 0 tal que

F(x,§) = o(x)¢” para z € O, £ 2 &
En efecto, parax € Oy 7 > &, por (3.11) tenemos que

o _ fler) _ Flla.)

T Flz,7)  Flz,7)’

ahora integrando de &; a £ tenemos que

In (g)g <InF(x, &) —InF(z, &),
1

lo cual implica la desigualdad (3.12) con ¢(z) = Z28) > g,

&
Ahora, seat > 1. Entonces,

D

(3.12)

t
S(tu) = —|lullf, — (/ F(z,tu) dz +/ F(z,tu) dx) . (3.13)
p I (u) O\ (u)
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Sixz € My (u) entonces tu(x) > & y por (3.12)
F(z,tu(x)) = o(x)tu’.
Entonces,

/ F(z,tu) de > t"/ o(z)u’ dx
My (u) My ()
> t"/ o(x)u’ dx (3.14)
Emt(u)
= tUCl (U)

para algin C(u) > 0.
Siz e O\ M (u), entonces tu(x) < & y por la Proposicién 2.18(i), tenemos

que

| F (2, tu(@))] < Kigf + ().

Entonces,

| / F(z,tu) dx
O\IM; (u)

Por (3.13), (3.14) y (3.15), tenemos que

<K+ [ @ de=Co 319
@

p

t
§(tu) = —HuHZf’p — / F(x,tu) do — / F(x,tu) dz
p M (u) O\M(u)
4
< —|lullf, =t Ci(u) — / F(z,tu) do (3.16)
D ’ O\IM, (u)

"y
< EHUWfp —t°Ci(u) + C3 — —oo cuando t — +o0,

una vez que o > p. []

El siguiente resultado serd necesario para obtener una caracterizacion de la

solucién no trivial del problema (P).
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Lema 3.3. (i) Siu € W,"(O) es una solucién del problema () tal que
f(2,6) >0, 2€0

y ademds ¢ < 0, entonces u > 0.

(i1) Siu e WyP(O) es una solucién del problema (1) tal que

f(x,§) <0,

x € O yademas & > 0, entonces u < 0.

Demostracion. (i) Sea v € W,"(©O) una solucién del problema () y
denotemos O~ = {z € O : u(z) < 0}. Definamos v~ = max{—u,0}. Por
la Proposicién 2.15, u~ € W, ?(O), y

—Vu, z e,
Vu~ =
0,zc0\0O".
Desde que
/ |VulP2VuVu~ dx = / f(z,u)u” d.
O o
Entonces,

/ |VulP?VuVu~ dz + / |VulP?VuVu~ dx =/ fz,w)u™ dx
0 0\0- 0

+/(9\(9— f(z,u)u” dx,

de donde obtenemos que

—/ \Vul|l doe = — f(z,u)udz > 0.
o~ 0~

Por tanto, Vu = 0 c.s. en O~; de donde obtenemos que Vu~ = 0 c.s. en O.
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Entonces,

u”||1p = 0, entonces u~ = 0 c.s. en O. Por tanto |O~| = 0, esto es,

uw>0cs.enO.

(74) Seguir el mismo razonamiento que (%).

Ahora probaremos el principal resultado de este capitulo.
Teorema 3.4. Sea f : O x R — R una funcion de Carathéodory que verifica:

(1) Existe q € (1,p*) tal que
[f@ Ol < el +1) para z €0, (R,

en que c > (.

(17) Se cumple que

lim sup f(x’f)
£—=0 ‘g‘p— s

< A1 uniformemente con x € Q,

donde \, es el primer autovalor de — A, en W,*(O).

(1i1) Existen constantes o > py &y > 0 tal que
0 <oF(x,§) <&f(x,s) para x €O, [¢] = &.

Entonces el problema (*R3) tiene soluciones no triviales v~ < 0 < u™.

Demostracion. Probemos que el problema (*J3) tiene una solucién no trivial

ut

- . 2 . _ £+¢]
u~). Definimos la funcién f* : O x R — R por f*(z,s) = f (x, T>’ es

decir,

> (0 (argumentando similarmente se prueba la existencia de la solucion

[, &) =



ysea F: O x R — R definida por

3
f+($,f) :/O f+($70) do

Las siguientes afirmaciones son validas:

(I) La funcién f* es de Carathéodory y satisface

[P, <O +1) 2€0, EeR

(I1) lim sup {g‘é £) < \; uniformemente con z € O;
&E—0

(I11) oF " (x,€) < fH(x,6), x € O, [§] = &;

(IV)0<oFT(x,s) <EfT(x,8), 2 € O,€ = &.

En efecto,
Prueba de (I). Como f(z,&) = f (:z: §+—|5|) tenemos que f es una funcién
de Carathéodory, desde que f es de Carathéodory. Note que

Clé]et+1) si €0
|f(z, &) < CO(|€]97 + 1) si &> 0por (I).

Entonces, 0 F " (x,&) < fT(x,€),z € O, €] = &
Prueba de (/7). Note que

[f"(@,8)] =

. f-l—(x:g) { . er('I 5) er(.Z',é.)}
lim — max < lim lim
e €2 B G T T T T

L
— max {0, lin§¢%up f’ : ’;_’2? } <A\

uniformemente con x € O.
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Prueba de (//1).

. |
P = [ frwoydo=" S
0 Jo f(z,0) do = F(x,§), si £€>0.

Entonces,

0<EfT(x,8) =0, si £<0
F(z,8) <Ef(2,8) =Ef(x,6), si €>0.

Prueba de (V). Debido a (I1I), tenemos que o F T (z,£) < {f T (x,€) si € > 0;
en particular, si [£] > & > 0. Como F"(x,&) = F(z,§) si £ > 0, obtenemos
que (/I1) prueba (IV).

Tomando en cuenta (1) — (IV') obtenemos que el funcional F* : W, ?(0) —

oF " (x,8) =

R es de clase C! definida por
5§ (u) = —HuH /.7’:+ T, u)

posse un punto critico no trivial ut € W, (0).
Esto se deduce al aplicar el Teorema 3.1 con I = FT, esto es posible pues
los resultados para § son vélidos para §*, con f sustituido por f*. Note que
§7(0) =
Por (I) (I1) y el Teorema 3.1, existen a, p > 0 tal que &L\lp )

por (IV), Teorema 3.3 (/) y el Lema 3.2 (vea también la Observacién 3.5),
existe ¢ € W,”(O) con |[e||,, > p tal que F*(¢) < 0.

> «. Ademas

Note que, por (/1) y debido al Teorema 3.2, el funcional F* satisface la
condicién (PS).
El punto critico no trivial u™ € VVO1 P(O) (cuya existencia es garantizado por

el Teorema 3.1) verifica

/ IVul P 2Vut Vo dz = / [Tz, ut)v de (3.17)
(@] (@]
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para todo v € W, 7(O).
Desde que f*(x,s) = 0paraz € O, s < 0y debido al Lema 3.3, tenemos
que u™ > 0.

Abhora, por la definicién de f* y (3.17), tenemos que
/ Vul P *Vut Vo do = / flx,uM)v dx
o) o)

para todo v € W, ?(O). Lo que prueba el resultado. O

Observacion 3.6. El Teorema anterior fue originalmente establecido por
Ambrosetti y Rabinowitz (ver Corolario 3.11 en [28], en el caso cuando p = 2).
Este resultado es una referencia bastante citada como un clésico resultado de
existencia para problemas de Dirichlet con la no linealidad en la parte derecha
de la ecuacion con un crecimiento superlineal (vea por ejemplo las referencias
[28, Coroléario 2.23], [19, Teorema 6.9], [32, Teorema 6.2]).

En este sentido, el teorema prueba la existencia de soluciones para problemas
involucrando el p-Laplaciano con una no linealidad en el lado derecho con

crecimiento mas rapido que la potencia ”p — 17, la condicién (7i7) implica

lim L8 (3.18)

o0 [EP2E

Note también que por (3.18) se muestra que la generalidad del Teorema anterior
no es perdida si en (i) ¢ € (p, p*) en lugar de (1, p*).

Por otro lado, de forma andloga a la prueba del Teorema 3.3 se muestra que
las condiciones (iii) y (i) del Teorema 3.4 implican la existencia de alguna
¢ € L*(0), ¢ > 0, tal que F(x,&) > ¢(z)|E]” paraxz € Oy €] = &. Esto
muestra que el potencial F crece mas rapido que |£|P o mds lento que |£]? para

mas referencias el consulte Costa-Magalhaes [8].
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Capitulo

4

Existencia de soluciones para el problema

de Dirichlet envolviendo el operador

1—Laplaciano

Este capitulo esta dedicado al estudio del problema de Dirichlet envolviendo el
operador 1—Laplaciano con una no linealidad de crecimiento tipo subcritico,

mas precisamente

—diV(ng) = f(z,u), en O,
u = 0, sobre 00,

4.1

en que O C RY (N > 2) es un abierto acotado con frontera Lipschitz y

1
N-1

verificando las hipotesis:

0<qg< la funcién f : O x R — R es una funcién de Carathéodory

(1) Existe a > 0 tal que

< oo uniformemente en z € O.

o (6
1
Yo e



(i) Existe ¢ € (0, /) y C' > 0 tal que

1f(z,6)| < C(A+€]9), z€ O £ €R.

(i11) Existe k > 1y & > 0 tal que

0 <wF(2,6) <Ef(2,6), v €O, ¢ = &,

donde F'(z,¢) = fogf(x,t) dt.

El objetivo es obtener soluciones no triviales (en el sentido de la Definicion 4.1),
para este capitulo seguiremos los trabajos [2, 5, 26, 12, 10]. Ahora presentamos

el principal resultado del capitulo.

Teorema 4.1. Bajo las hipotesis anteriores, existen por lo menos dos soluciones
no triviales v,w € BV (O) del problema (4.1). Adicionalmente, v < 0 < w c.s.
x e .

La estrategia para probar la existencia serd considerar aproximaciones de
problemas del p—Laplaciano y luego el limite cuando p — 1% de sus soluciones
no triviales, tomaremos la solucion w, por ejemplo. Para esto, es fundamental

lograr la existencia de una constante positiva C' independiente de p tal que

||prW(}=1(o) < C,

; : 1,1 .
para que estén uniformemente acotados en W (O). Sin embargo, tenemos que

comprobar cuidadosamente que su limite no sea la solucion trivial.

Definicion 4.1. Decimos que u € BV (QO) es una solucion de (4.1) si existe un

campo vectorial z € Xn(O) con ||z||x < 1 tal que
(1) —divz = f(x,u) en D (O),
(2) (z, Du) = | Du| como medida sobre O,
(3) |z, ] € sign(—u) sobre 0O.
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Observacion 4.1. Note que nuestra solucién pertenece al espacio BV (O) C

L~ (O). Asi la condicion (i7) satisfecha por la funcién f implica que

£, u(@)| < O+ Ju(2)]?) € L (0)

paral < ¢ < =, conlo cual f(-,u) € L¥(O). Del inciso (1) de la definicién

anterior tenemos que div z € LY (0), asi la teoria de Anzellotti es aplicable.

Observacion 4.2. Primeramente, la condicién (1) de la Definicién 4.1 solo
nos permite tomar funciones de test en el espacio C2°(Q). Observamos que,
como consecuencia de la teoria de Anzellotti, podemos elegir cualquier funcion

w € BV(0O) como una funcién test. Entonces, por la formula de Green,

tenemos que

/O(Z7Dw)_/Of(x7U)w:/aow[Z’¢]leN_l'

Observe que el campo vectorial z no necesariamente es unico. Por ejemplo,
podemos escoger z = (1,0,...,0) 6z = (0,1,...,0) para verificar que u = 0

es solucién de (1).

Lema 4.1. Dado u € BV(0)yz € L®(O;RY) con ||z]|l« < 1,divz €
LYN(0), (z, Du) = |Du| y [z, v] € sign(—u) sobre 00. Sea w, : BV(0) — R

un funcional lineal definido por

Entonces, w,, € J||ul|.

Demostracion. Note que w, € BV(O) como consecuencia de la teorfa de

Angzellotti. En efecto, por la férmula de Green y ||z||» < 1, tenemos que
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wu (V)| < +

/(Z,Dv) / v[z,u]dHNfl
6] o0
</ ]DU\+/ |v|d7—[N_1,

(@) 00

para cualquier v € BV (O). Entonces w, € BV (O)'y |lw.|| < 1.
Por otro lado, para todo v € BV (O) tenemos que

v — 1) = /O _div 2(v — 1)
_ /O(Z,D(v _ u)) —/ (v — )z, V]dHN !

00

— @Dy~ [ 1D~ [ @ims] +
@ @ 00
<lfall [ 1D~ [ 1Dul izl [ Jela [ jujan
@ @ 00 00

< ol = full.

Sea J : BV(O) — R definida por

j(u):/O|Du|+/80\u\dHN_1—/OF(:C,u).

Definicion 4.2. Diremos que uy € BV (Q) es un punto critico del funcional J

si existe z € L(O;RY) con ||z]|s < 1 tal que

(®) — Jowdivz = [, f(x,up)w para todow € BV (O),
(®) (z, Dug) = |Dug| en O

(®) [z,v] € sign(—ug) sobre JO.

En virtud del Lema 4.1, el funcional dado por w(w) = — [, w div z pertenece

56



a O||ug||. Note que los puntos criticos de J coincide con las soluciones del

problema (4.1).

4.1 Prueba del Teorema 4.1

4.1.1 Existencia de soluciones no triviales (Problema Aproximado)

Probaremos que el problema (4.1) posee una solucion no trivial w > 0. Un
argumento similar muestra que existe una solucién no trivial v < 0.
Sea p = min{l + a, k,q + 1}. Paracada 1 < p < p, considere el problema

aproximado

—div (|[Vu[P~*Vu) = g(x, u), en O,
u = 0 sobre 00.

4.2)

donde g(z,§&) = f(x,&)|€[P~2s. Por nuestras hipétesis y la eleccion de p, las

siguientes afirmaciones son vélidas para todo p € (1, p):

@) [g(2,§)[ < C(1+[€]?) con0 < g <p*—1,

(,8)

‘%p,zg = ( uniformemente con x € O,

(b) éin%sup
(©) 0 <rg(z,§) <&f(x,§)paraz € O, ¢ =2 &y k> p.

Note que como consecuencia de (f1), (f2) y (f3) las afirmaciones (a), (b)

y (c¢) son verdaderas. En efecto, para mostrar (a), debido a (f2) se tiene que

q € (0, ) yparap € (1,p),

lg(x,¢)| < C(1+s]?), g€ (0,p"—1)

unavezque0<q<p*—1<ﬁ.

Para (D), por (f1) existe a > 0 tal que

)
P e
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Dado p € (0, p), se tiene que p < «, por tanto

S S BN 02
eso P €0 &t N
4.3)
< limsup J(, )|§|O‘
£—0 ’5’

Para probar (c), observamos usando integracion por partes tenemos, para cada
reO

I3
@%O=H%WW”—@—DAFWWWWT

por tanto,

g(r,0)¢ _ (a: E)lelrte
G(x,§)  F(a, -1 _(p—1) 2
) (@)l @@? Dl
([E f) ‘§|p T fO 33 T ‘7-|p 2dr

cuando ¢ > 0. Una vez lim¢_,o F'(x,§) = +o0 y por la regla de L’'Hopital, se

sigue que

1
lim (p—1)

i3
F P2 dr = :
Jm |€|p1/0 (x,7)|7] T = +00

Entonces

90,6 _ f(x. 0
G.6) - Fre) ="

para & suficientemente grande.

Entonces, es conocido que el problema (4.2) tiene soluciones no triviales
v, < 0 < w, (ver capitulo 2). Estas soluciones son obtenidas usando el Teorema
3.1 de Ambrosetti-Rabinowitz [28] para los funcionales 7" : W, ?(0) - R
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dados por

1
T == [ vy~ [ Gatau)
pJo o
donde F.(z,§) = fog g+(x,t) dt, siendo g+ : O x R — R definido por

0si¢ <0, Osie<o,
go(me) = {0%¢ g (w6) = IO siE
g(z,€) si€ >0, 0si€ >0,

Esto es, para soluciones no negativas w, usaremos el funcional .,7p+ (mientras
que el funcional 7~ serd usado para la solucion no negativa vy,). Ahora

considerando el funcional

—1
Iw) = 7, () + —=|0].

Por la desigualdad de Young, tenemos que

/|vu|p1 <@/ v + 2= P0) 1 <pr < o,
o b2 Jo P2

entonces,

Ipl (u) < ]pl (u)7 para pp < D2,

es decir el funcional [, es no decreciente con respecto a p. Por otro lado, fijando
0 < ¢ e CX(O)ydesde que [,(tp) — —oo cuando t — oo, entonces podemos
tomar e = T'¢ (para algin 7' > 0) tal que I;(e) < 0. Entonces, debido a la

monoticidad del funcional energia, obtenemos que

I,(e) <0 paratodop € (1,p).

Asi mismo, debido al hecho que los puntos criticos de J;“ son determinados

Unicamente por puntos criticos de /,,, entonces u = 0 es un minimo local de I,
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y w, = 0 es punto critico no trivial de J, el cual se obtiene usando el Teorema

3.1. Es decir, satisface

Iy(wy) = inf max T,(7(t)),

donde
r, = {'y eC ([o, 1], Wol’p(O))  7(0) = 0,7(1) = e} .
A continuacién afirmamos que la sucesion (I,(w,))1<p<5 €s creciente. En

efecto, sea 1 < p; < p» < py gracias a la monoticidad de I, y el hecho
que T',, C T',, (desde que W,*(0) C W, "' (0)), tenemos que

Iy (wp,) = inf masc 1, (7(t))

< inf I
Vg;m max Iy, (v(¥))

< inf I
yg;m mnax . (Y(2))

- IP2 (wpz)

y la afirmacion esta probada. Asi, para py € (1, p) fijado, tenemos que I,(w,) <

I, (w,,) para todo p € (1,py) y entonces

/ |Vw,|P — / G(z,w,) < C paratodop € (1,pp), (4.5)

con C = C(py) > 0 independiente de p. Observe que se esta escribiendo
G(z,w,) en lugar de G, (z,w,) una vez que w, > 0 (una observacién analoga
vale para g (x, w,)).

Denotemos por O, = {z € O : wy(z) < &} , para cualquier p € (1,pp)
(observe que este conjunto es medible). Entonces, por la condicién (a) y la

definicién de G(z, £), tenemos que
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/0 G(z,wy) < C&(14£5)|0] = C, (4.6)

donde (] es independiente de p. También, debido a la condicion (c) y desde que

w, es una solucion, entonces

1
G(z,wy) < — /wpg T, W) / |V, P. 4.7
0\0, KJo

Sustituyendo (4.6) y (4.7) en (4.5), tenemos que

(1) [y« (3-2) foorcoe

Entonces, desde que x > pg, concluimos que

/ |Vw,|P < C paratodo p € (1,py), (4.8)
0

para alguna constante positiva cC=C (po), independiente de p.
Esta tltima desigualdad (4.8) permite establecer la siguiente afirmacion:
Asercion. Existe un campo vectorial acotado z € L>(O;RY) con ||z||, < 1

tal que

|Vw,|P>Vw, — z, débilen L"(O;RY) paratodol1 <r < oo, (4.9

cuando p — 17. En particular,

/ Vw,|P2Vw, - Vi — / z - Vi paratodo ¢ € CH(O). (4.10)
0 0

61



En efecto, para todo ¢ € [1,p’) por la desigualdad de Holder se tiene que

(p—1)q

./'va‘(p_l)q<< ‘va‘p> p |O|17(p;1)q
o o (4.11)
\é(pp)q| |1 (p—1)q
Note que
|V, [PV, |2 = /O |V, |9P~Y dz. (4.12)

Por (4.11)-(4.12), la sucesién (|Vw,|[P">Vw,) es limitada en L¢(O,R), por
tanto por la Proposicion 2.10, existe un campo z, € L¢(O, R) tal que a menos

de subsucesion

|Vw,|P*Vw, — 2, € LY(O,RY) para todo 1 < ¢ < oo.

Ahora usando un argumento de diagonal se prueba que el limite z no depende

de z, esto es
|Vw,|P?Vw, — z € LY(O,R") paratodo 1 < ¢ < oo.

Ahora note que una vez que la norma en L? es semicontinua inferiormente y

gracias a la desigualdad (4.11), tenemos la estimativa

1]l < lim inf [[[Vao,[P~*Vwy |l
—1t

o o) (4.13)

NN

O]«

para todo ¢ € (1,00), por tanto tomando limite ¢ — o0, obtenemos que
2 € L¥(O,R)y ||z]|o < 1.
Por otro lado, por (4.8) y la desigualdad de Young, tenemos que
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1 -1 N
ey < / | dHN T+ L / Vo, + P Lo < E 1 0],
00 PJo p

asi la sucesion (w,),~1 es acotada en BV (O). Entonces, existe w € BV (O) tal

que, a menos de una subsecesion,

(A) wy, = w,en L™(O),paral < m < %

(B) wy(x) — w(x), casi siempre z € O.

(C) Existe g € L™(0)(1 < m < ) tal que |w,(2)| < g(z).

Observe que w > 0 (una vez que w, > 0 para todo p > 1). Entonces, debido a

(B) y del hecho que f(x, s) es una funcién de Carathéodory, tenemos que

g(z,wy(x)) = g(z,w(x)), cs.ze.

Ademas, de (C') deducimos que

l9(z, wp(2))] < C(1+ Jwy(2)|) < C(1+ h(z)?) € LY(O).

Consecuentemente, por el Teorema de la Convergencia Dominada de Lebesgue,

/g(:c,wp)go—>/g(a:,w)cp para todo o € C}(O). (4.14)
0 0

Usando (4.10) y (4.14) tenemos que

—divz = g(z,w) en D (O). (4.15)

Con la finalidad de probar que (z, Dw) = |Dw|, notamos que es suficiente
mostrar (|Dwl|, o = {((z, Dw), )) para todo 0 < ¢ € C(O). Desde que
l|z|| < 1y por (2.10), no es dificil probar la desigualdad ((z, Dw), p) >

(|Dwl, ). Debido a la definicién de (z, Dw), es suficiente probar que:
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—/wdivzgp—/wz-Vgp}/|Dw\g0g0€(3§(@) ©>0. (4.16)
0 o @

Con esta finalidad, tome 0 < wyp € I/VO1 P (O) como una funcion test en el

problema (4.2), entonces tenemos que

/O|pr\pgo—|—/pr\pr|p_2pr-Vg0:/Og(x,wp)wpgp. 4.17)

Ahora se va estimar la primera integral en (4.17), por la desigualdad de Young:

1 p—1
/w\pr\ <—/90|prlp+—/s0-
1) pJo p 1)

Usando la semicontinuidad inferior del funcional involucrado, tenemos que

liminf/ ¢|pr|p>liminf/ ©|Vw,|
o o

p—1t p—1t

> / | Dwl.
o
Por otro lado, por (A) y (4.9)

/ w,| Vw, [P~ *Vw, - Vi — / wz-Ve cuandop — 17
@ @

El lado derecho de (4.17) sera analizado a continuacion. Note que de

l9(@, wy)wyp| < MClwy|(1+ |wy|?) < Crh(x)(1 + h(2)?) € L'(O)

y de la convergencia puntual, en virtud Teorema de la Convergencia Dominada

de Lebesgue, se obtiene que
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/g(x,wp)wpgpﬁ/g(x,w)wwz —/ div z wep.
0) 16) 6]

Entonces, tomando el limite cuando p — 17 en (4.17), obtenemos la

desigualdad que queriamos (4.16) para concluir que

(z, Dw) = |Dw|. (4.18)

Ahora, mostraremos que [z, ] € sign(—w) sobre 0. No es dificil probar que

este hecho es equivalente a mostrar que

/ (] + wlaz, v])dH " = 0, (4.19)
o0
pues |[z, V]| < ||z]|o < 1. Desde que —w|z, ] < ||2||co|w| < |w]| y asi
| (Gl + vl > 0
00

queda por probar la desigualdad inversa. Para esto, tomemos w, — ¢, con

¢ € CL(O), como una funcién test en (4.2), obtenemos

/O\pr\p = /@ Vw,|P*Vw, - Vi + /Og(a:,wp)(wp — ). (4.20)

Entonces, por la desigualdad de Young, tenemos que

p [Vl < [ [Fup - /o
O O
= [ Vv, Vot [ g w)w,— o) + =10l

Ahora, teniendo en cuenta (4.9), la semicontinuidad inferior débil de la
variacion total y por los argumentos anteriores, podemos pasar el limite cuando

p — 17, obteniéndose asi
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Dl [ jula < / V- / slaw)e+ [ gl

4.21)

debido a (4.15). Ademés, por (4.15), Teorema 2.26 y (4.18), tenemos que

/Og(x,w)w:—/owdivz
_ —/aow[z,l/]dHN_1+/O(Z7Dw)

:—/ w[z,z/]dHN_1+/ | Dw|.
o0 0

Reemplazando esta igualdad en (4.21) obtenemos la igualdad deseada en (4.19)

y concluimos que

[z, v] € sign(—w) sobre 00. (4.22)

Entonces, por (4.15), (4.18) y (4.22) obtenemos que w es una solucién no
negativa para el problema (4.1) en el sentido de la Definicion 4.1.

Con la finalidad de verificar que w es no trivial, por hipotesis (i), g(x,0) = 0
y existe d > 0, suficientemente pequefio, tal que |g(z,&)| < K;|£|* para todo
€] € (0,0) y para algun K; > 0. Ademads, por definicién de G (x, &) tenemos

que

G0 = [ (i) /|ga:5|\1+a15\1+a

para [£| € (0,0). Entonces, para u € BV (O), tenemos que
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J(u) = Jlul - /O G (2 0)

K
1+1a/ ’u’Ha
@)

> [|ull = Kaful 7.

2 [|ul| =

1 \=
Escogiendo p < min< J, | —— , tenemos que
2K,

7w) > 10 para ) <
Recordando que J(e) < 0, deducimos que ||e|| > p. Ahora, fijando p € (1, po)-
Gracias a la desigualdad de Young, tenemos que [,(u) > J(u) para todo
€ VVO1 7(O). Ahora, considere un camino v € T',. Por la continuidad de la

funcién t — 1,(y(t)), existe ¢y > 0 tal que ||y(to)|| = p. Entonces

I,(w,) = inf max I,(y(t)) >

4.23
~v€el, te[0,1] ( )

NIRS

Por otro lado, tenemos que

lim — / |Vw,|P = hm — g(x,wp)wp

p—=1T D p—1T D

Z/Og(w,w)w
:/O(Z,Dw)—/8(911)[Z,V]al3'-[N_1

:/ \Dw|+/ lw|dHN
o 00

donde en la dltima igualdad hemos usado que w es una solucién de (4.1).

Adicionalmente, (C') también implica que
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k|G (2, wy)| < wplg(z,wy)| < Ch(z)(1+ h(x)?) € LY(0O)

entonces, gracias al Teorema de la Convergencia Dominada de Lebesgue,

lim OG(:L‘,wp):/OG(:U,w).

p—1t

Al usar estas dos ultimas igualdades, podemos afirmar que

lim I,(w,) = J(w). (4.24)

p—1+
Resumiendo, por (4.23) y (4.24) concluimos que J(w) > § y entonces w es no
trivial, pues J(0) = 0.
Con respecto a la existencia de una solucion no trivial v < 0 del problema

(4.1), hacemos un razonamiento andlogo aplicado al funcional

N 1 —1
[p(u):—/ |Vu|p—/G_(5c,u)+p—](’)],
PJo O p

obtenemos que v, — v cuando p — 1%. Aqui, v, es una solucién no positiva

del problema del p— Laplaciano (4.2).

4.1.2 Acotacion de las soluciones

En esta subseccion, se denota S; la mejor constante de inmersién de Sobolev
W, (0) — L%((’)). Recordemos que en la demostracion del Teorema 4.1
hemos denotado por w), € VVO1 ?(0O) siendo w, no negativo, la solucién de (4.2)
y hemos encontrado py, > 1 tal que la estimacion (4.8) se cumple para todos

p € (1,pg). A continuacién, paracada ¢ > 0y p € (1, py), definimos

A(wy) = Arp ={x € O |wy(x)| > ¢}.
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Lema 4.2. Para todo € > 0, existe {y > 0 (que no depende de p) tal que

/A (1+wl) <e

£,p

para todo ¢ > {y y para todo p € (1, py).

Demostracion. Usando dos veces la de Holder, la desigualdad de Sobolev y

teniendo en cuenta que

A< o1 4.25
|€,p‘\NAwp- (4.25)

~
i

En efecto, note que

w wy \ V!
oee e ()
/;4@,1) Ag_’p Z Agyp g

de donde se obtiene (4.25).

Usando nuevamente la desigualdad de Holder, se tiene que

/A (1+ wg)N < 2NV (‘Af’p| +/ ng>
£,p

£,p

2N—1 1 qN N
UL [ (4.26)
(N1 @)
ON=1(1 4+ V) _x w1
<20 ([ 1vu)
(N1 o
ON=L(] 4 faN) x PN
<E U ([ 1ue) o
(N1 o

Recordando (4.8), existe una constante C>0 que no depende de p, verificando

(/(9 \pr|p>p < C» <1+ Cr, paratodop € (1, po).

69



Desde que \(’)\% < 1+ 0], se sigue que existe C' = C(N, ¢, S1,|0|) > 0 tal

que
C(1 + 02N
/ (1+wg)N<—( — ) — 0,
Arp N

1

cuando £ — oo, una vez que ¢ < - [l

Observacion 4.3. Argumentando de forma similar se muestra que existe £, > 0

que no depende de p tal que

JACERTUAE
A

£,p
para todo ¢ > £y y para todo p € (1,py). Aqui 0 > v, € W,"(O) es la solucion
negativa de (4.2) y Ay, = A(vy).

Ahora, estamos preparados para demostrar la acotacidn de las soluciones v y w
del problema (4.1).

Prueba de la acotacion. Se probara la limitacion de la solucion positiva w. La
prueba de la solucion negativa es similar.

Para todo ¢ > 0, definimos la funcién auxiliar Gy : R — R por

( .
s—V s1 s>V

Gi(s) =14 0 si|s| </

K$+E si s < —V

Entonces, escogiendo G/(w,) como una funcién de prueba en (4.2), tenemos

que

/@ 1V Gi(w,)? = /O 9(z, wy)Gi(uwy). 4.27)

70



Por (4.27), inmsersion de Sobolev, desigualdad de Young y Holder, se tiene que

N—-1

( / gAwp)NN—l)N <si [ 16i(uw,)

/@wp\p ( Sile =10,

S _
<s, /O l9(2,w,)|Geluwy) + 8-

Do
<CS, /A (1 + w1 G ()

+
4,p
1 N
N N \ N1
qu)(/@%N>

]
0]

Si(p
p

5( )|O|

£,p

(4.28)

Por el Lema 4.2, existe Zo que no depende de p tal que

1 -
/A (1+ wg) oS para todo ¢ > {y,

£,p

y para todo p € (1, py). Por tanto, obtenemos

N 28, (p — 1 N1
/@%N\(wp>w).

Una vez que w,(z (x) c.s. z € O, por el Lema de Fatou, podemos tomar

el limite cuando p — 1+

/(w(az) —6)% =0V >0
o

Por tanto ||w||s < bo.
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4.2 Una identidad tipo PohoZaev

En esta seccion proporcionamos una identidad de tipo de Pohozaev para

problemas elipticos que involucran el operador 1—Laplaciano

{ —div(g—z‘) = f(u)en O, (4.29)

u|oo = 0 sobre 0O,

De hecho, solo necesitaremos que f(u) € LY (O). En general se puede asumir

que la no linealidad f verifica la siguiente condicion:

1f(u)] < C(1 + |¢|71), € €R.

De ahora en adelante, para cualquier funcién h evaluada en 0O, se escribird

[50 henlugarde [, hdH" ! sin dar lugar a confusion.

Proposicion 4.1. (Identidad tipo PohoZaev) Asumiendo que u es solucion del
problema (4.29) tal que u € WH(O) y - Vu € WH(O). Entonces, u verifica
la identidad

(N—1)/Ouf(U)—/OF(U)+/aOF(U)$'V @30,
:/80|Vu|az-1/—/o(:c-vu)[z,V]+(N—1)/80’“’- |

Demostracion. Por hipétesis z - Vu € W1(0), entonces
V(z-Vu) =Vu+ D*u-z,enD'(O), (4.31)

donde (D%u - x); = S, 52% 4, (j = 1,...,N). Donde D?u denota las
iU

segundas derivadas de u en el sentido de las distribuciones y x define una C*>

funcion, asi cada (D*u - x); es una distribucién bien definida.

Por hipétesis deducimos que (D?u - x); € LY(O) (j = 1,...,N). Ademds
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por el Teorema de Stampacchia (vea Proposition 2.15), se tiene que V(z-Vu) =

0 c.s. en el conjunto {x - Vu} lo cual usando (4.31) implica

(D*u-x); =0, c.sen {|Vu| = 0}.

Entonces integrando por partes, se tiene que

/Odivz(x-Vu):/ao(x-Vu)[z,V]—/Oz-V(x-Vu)

:/ao(x-Vu)[z,V]—/O|Vu\—/O(Dzu-:c)-z.

N/|Vu|:/ |Vu\3:-1/—/:c-V(Vu)
0 00 0
:/ |Vu\x-v—/(D2u-x)-z,
00 0

Vu
[Vl

asumido que |Vu| > 0. Combinando (4.32) y (4.33), se tiene que

(4.32)

De otro lado

(4.33)

donde en el ultimo término integral reemplazamos por z una vez que se ha

/(9 divz(z - Vu)

:/ao(:c-Vu)[z,V]+(N—1)/O\Vu\—/80|Vu\x-u.

Desde que u es solucién de (4.29), podemos escoger x - Vu € WH(O) como

(4.34)

una funcidn de prueba y usando integracion por partes
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/dlvzx Vu) /f (x - Vu)
@)

OF (u)
N _Zz:;/oxZ 0w,

:—/80F(u)x-v+N/OFu

Ahora, tomando u como funcion de prueba tenemos

/OWU|=/Ouf(u)+/aOu[z,u].

Reemplazando las dos desigualdades enteriores en (4.34) y recordando que
ulz,v] = —|ul, se obtiene (4.30). Finalmente, en el caso |Vu| = 0 en O, se

consigue la identidad

(N—l)/ouf(u)—N/OF(u)—i—/aoF(u)a:-u:(N—l)/ao\u\.

Observacion 4.4. Una pregunta natural es si la suposicién z - Vu € WH(O)

[]

es realmente necesario o la Proposicion 4.1 permanece vélido con menos
regularidad sobre u cuando z - Vu € BV(0O). Se destaca que el Teorema
de Stampacchia requiere nuestra suposicion, y esto ya no es valido para una

funcién BV general.

Coroldrio 4.1. En el caso O = Bpg (la bola de radio R > 0). Con las mismas
hipotesis de la Proposicion 4.1, las soluciones para (4.29) deben satisfacer la

desigualdad

(N—l)/BRuf(u)— F(u)+R/aBRF(u) > (N—l)/a .

Br Br
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Demostracion. Una vez que x - v = Ry como (2.10) vale, se sigue que

/ |Vu\x-y—/ (x - Vu)[z, V]
8BR aBR
>R/ V| — HZHOO/ (x-Va)  (435)
aBR aBR

> R(1 — |lz]l) / V| > 0
O0Bgr

Sustituyendo en (4.30), obtenemos el resultado.
]

Cuando la solucion satisface la condicion de frontera en el sentido de trazas,
la Proposicion 4.1 se puede simplificar. Esto se muestra en el siguiente resultado

que es similar al obtenido por F. Demengel en [11, Seccién 4].

Coroldrio 4.2. Ademds de las hipdtesis de la Proposicién 4.1, se asume que u
es una solucion positiva verificando la condicion de frontera u),, = 0y que

asociado al campo vectorial z € C'(O;, RY) (para algun § suficientemente

oo foor=x o

Em particular para f(§) = |£]7'¢ se sigue que ¢ = .

pequeno). Entonces

Demostracion. Recordamos que, por (2.11), se tiene que [z,v] = z - v el
producto escalar usual. Por otro lado, desde u es positivo y u,, = 0 deducimos
que z es paralelo a v en 0O, de modo que z - v = 1, en {|Vu| > 0}. Ademas,
en el mismo conjunto, se cumple la identidad |Vu|z = Vu, con Vu-v = |Vu.

Por lo tanto, podemos realizar las siguientes manipulaciones:

/80\Vu]x-V:on-Vu:/ao(sc-Vu)(z-u).

Dado que los otros términos de la frontera desaparecen, debido a nuestra

suposicion u,, = 0, la prueba queda completada.
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