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sis, Universidad Nacional Mayor de San Marcos. Facultad de

Ciencias Matemáticas.
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RESUMEN

Estabilidad de un modelo de Cobweb modificado con

ecuaciones en diferencias

Angel Estuard, Antezana Elorrieta

Setiembre - 2021

Asesor

Titulo obtenido

: Mg. Jesús Virgilio, Luque Rivera.

: Licenciado en Matemática.

Estidiaremos un problema de ecuaciones en diferencias de primer orden, que se expresa

como:

(P )































qdt = α− βpt

qst = −γ + δp∗t

qdt = qst

p∗t − p∗t−1 = k(pt−1 − p∗t−1)

Donde qdt y qst representan la cantidad demandada y la cantidad ofertada respectiva-

mente en un determinado tiempo t, y Pt es el precio en el instante t, con α, β, γ, δ

constantes positivas, P ∗

t denota el precio esperado para el periodo t, pn es el precio

normal y k es el coeficiente de las expectativas.



ABSTRACT

Stability of a modified Cobweb model with difference equations

Antezana, Angel

May - 2021

Adviser

Obtained

: Mg. Jesús Virgilio, Luque Rivera.

: Graduate in Mathematics.

In this paper, we consider the first order difference equation problem, which is

expressed as:

(P )































qdt = α− βpt

qst = −γ + δp∗t

qdt = qst

p∗t − p∗t−1 = k(pt−1 − p∗t−1)

Where qdt and qst represent the quantity demanded and quantity supplied respecti-

vely at a given time t, and Pt is the price at time t, α, β, γ, δ positive constants, P ∗

t

denotes the expected price for period t, pn is the normal price and k is the expectation

coefficient.

Keywords: Difference equation, Cobweb model, Difference operators, Cobweb model

stability.
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2.1. Marco Teórico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

2.1.1. Solución del modelo de Cobweb Modificado . . . . . . . . . . . 18

2.1.2. Análisis de la solución del modelo . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

3. Conclusiones y/o Sugerencias 25

5. Bibliografia 25

8



Introducción

Mediante las ecuaciones en diferencias obtenemos la descripción de la evolución

temporal de un fenómeno, de forma que los diferentes estados discretos por los que

pasan sucesivamente son funciones directas de los estados inmediatamente anteriores;

estos son los llamados sistemas dinámicos discretos, los cuales tienen cambios con

saltos en intervalos de tiempo y no de forma continua, lo que vendŕıa expresado por

una ecuación en diferencias.

Nuestro interés de estudiar las ecuaciones en diferencias, es por el rol fundamental

e importante en la vida cotidiana, existen diversas aplicaciones en diferentes campos

tales como: en las ciencias de la computación y sobre todo en lo referente a sistemas

de control digital, señales en el tiempo discreto, y en otras muchas áreas del saber. La

aplicación de esta herramienta matemática nos permite la śıntesis de programas que

realicen una determinada tarea que sabemos con certeza como seŕıa (o habŕıa de ser),

de forma emṕırica, mediante una secuencia de n elementos.

En este trabajo se haŕıa un ejercicio de abstracción, para estudiar un poco más a

fondo las ecuaciones de este tipo, de manera espećıfica el modelo de la telaraña y su

variante, que explica la forma de lograr el equilibrio en determinados tipos de mercados,

cuando las decisiones de producción y de consumo están dispersas en el tiempo.

9



1 Preliminares

En este capitulo empezaremos introduciendo definiciones básicas de ecuaciones en

diferencias (EED)

1.1. Ecuación Ordinaria en diferencias

Definición 1. “Una ecuación ordinaria en diferencias es una ecuación que contiene

una o más diferencias de una función desconocida que depende del tiempo.”

f(xt,∆xt,∆
2xt,∆

3xt, ...,∆
nxt) = 0

donde ∆ representa el operador diferencia ,asi pues si un sistema se encuentra en un

estado xt+1 , t ∈ Z
+ es decir t ∈ {0, 1, 2, 3, ..., a, a + 1, a + 2, ..} y de forma general

podemos escribir de la siguiente manera:

xt+1 = f(xt)

o tambien podemos partir de un estado inicial t0 es decir:

t0 , f(x0) , f(f(x0)) , f(f(f(x0))) , ...

esto es :

x0 = f 0(x0)

x1 = f 1(x0) = f(x0)

x2 = f 2(x0) = f(f(x0))

x3 = f 3(x0) = f(f(f(x0)))

...

xn+1 = fn+1(x0) = f(fn(x0))

Para entender mejor como movilizar la notación en estos casos diremos que:

f(x0) se llama primera iteración de x0 en la función f .

10



f 2(x0) se llama segunda iteración de x0 en la función f .
...

fn(x0) se llama n−ésima iteración de x0 en la función f .

Al conjunto de todas la iteraciones que denotamos por fn(x0), n ∈ Z
+

Ejemplo 1. Sea f(xt) = (xt)
1/2 y x0 = 256. Entonces la sucesión es

x0 = 256

f(x0) = 16;

f(f(x0)) = 4;

f(f(f(x0))) = 2;

f(f(f(f(x0)))) = 1.41; ...

que es 256, 16, 4, 2, 1.42, 1.19, ...

1.2. Operadores

Generalmente en (EED) se usarán operadores,ahora definimos una función discreta

f : S ⊂ N −→ R

t −→ f(t) = xt

Definición 2. Llamaremos Operador de Identidad (I) aquella operación que no genera

cambios en su estado es decir

Ixt = xt , ∀ t ∈ Z

y su aplicación sucesiva será:

Ikxt = Ixt = xt

Definición 3. El Operador de Desplazamiento (E) es definido como

Ext = xt+1

y su aplicación sucesiva

Ekxt = xt+k , ∀k ≥ 1



Definición 4. “El Operador de Diferencia (∆) es el proceso que lleva obtener la dife-

rencia entre dos estados consecutivos, aśı”

∆xt = xt+1 − xt

= Ext − Ixt

= (E − I)xt

Este operador se puede aplicar sucesivamente y tenemos lo siguiente

∆kxt = (E − I)kxt

recordando el binomio de newton

(x− y)k =
k
∑

i=0

(−1)k
(

k

i

)

xk−iyi

tenemos que

∆kxt = (E − I)kxt

=
k
∑

i=0

(−1)k
(

k

i

)

Ek−iI ixt

=
k
∑

i=0

(−1)k
(

k

i

)

Ek−ixt

=
k
∑

i=0

(−1)k
(

k

i

)

xt+k−i

asi mismo se tiene que

Ekxt = (∆ + I)kxt

=

(

k
∑

j=0

(

k

j

)

Ik−j∆j

)

xt

=
k
∑

j=0

(

k

j

)

∆jxt

Resulta interesante la analogia entre operador de diferencias ∆ y la derivada .

Definición 5. “El Operador Antidiferencia (∆−1) es el proceso que consiste en desha-

cer la operación correspondiente al operador diferencia, es decir:

∆(∆−1xt) = xt



”

Debemos tener en claro, la relación que existe entre la definición del operador en

diferencias y de la ecuación en diferencias:

xt+1 = f(xt) ∧∆xt = xt+1 − xt

∆xt+1 = xt+2 − xt+1

∆f(xt) = f(xt+1)− f(xt)

1.3. Propiedades de los Operadores Definidos

Si yt , zt son dos funciones discretas, se cumple que los operadores son lineales, es

decir :

1. I(yt + zt) = Iyt + Izt y I(λyt) = λIyt

2. E(yt + zt) = Ext + Ezt y E(λyt) = λEyt

3. ∆(yt + zt) = ∆yt +∆zt y ∆(λyt) = λ∆yt

1.4. Punto de Equilibrio de una Ecuación en dife-

rencias

Dado el sistema descrito por xt+1 = f(xt), diremos que x∗ es un punto o estado de

equilibrio si cumple

x∗ = f(x∗)

1.5. Ecuaciones en diferencias lineales de primer or-

den

Definición 6. El orden de una Ecuación en diferencias (E.D.D) esta determinada por

el orden del operador de diferencias más alto que aparece en tal ecuación.



Ejemplo 2. ∆xt = t2 + 1 tiene orden 1

Ejemplo 3. ∆xt − qxt−1 = b tiene orden 1

Ejemplo 4. ∆2xt − a1∆xt − a0xt = bt tiene orden 2

Definición 7. Se llama Ecuaciones de recurrencia a una relación de recurrencia ex-

presada en terminos de los terminos anteriores (y/o posteriores) de una sucesión.

Ejemplo 5. xt = xt−1 + xt−2 es una ecuación en recurrencia

Observación 1. Toda ecuación en diferencias puede expresarse como una ecuación de

recurrencia.

Ejemplo 6. xt − xt−1 = t2 − 4 es una ecuación de recurrencia.

Ejemplo 7. (1− a1 − a0)xt + (a1 − 2)xt−1 + xt−2 = bt es una ecuación de recurrencia.

Observación 2. El orden de una ecuación de recurrencia (E.D.D) es la diferencia

entre el mayor α y menor β tal que xα, xβ aparecen en la ecuación, en el ejemplo

anterior el orden de la ecuación en recurrencia es 2.

1.6. Solución de las ecuaciones lineales en diferen-

cias

“Si tenemos una ecuación lineal de cualquier grado, sea homogénea o no, con coefi-

cientes constantes o variables es decir

xt+1 =
n
∑

k=0

gk(t)xt , ∀t ∈ Z

admite mas de una solución, la combinación lineal de la soluciones también es solución

de la ecuación.

Sean pt y qt dos soluciones cualesquiera, la combinación

yt = apt + bqt (1.1)

” con a y b ∈ R también es solución.

De (1.1) tenemos que

xt+1 −
n
∑

k=0

gk(t)xt = 0 (1.2)



como pt y qt son soluciones, ambas verifican (1.2) entonces

pt+1 −

n
∑

k=0

gk(t)pt = 0

qt+1 −

n
∑

k=0

gk(t)qt = 0

reemplazamos en una iteración más de (1.1)

a

(

pt+1 −

n
∑

k=0

gk(t)pt

)

+ b

(

qt+1 −

n
∑

k=0

gk(t)qt

)

= 0

“esto resulta muy útil para obtener las soluciones generales de estas ecuaciones, pues

estas nos permitiran definir la evolución del sistema correspondiente para cualquier

condición inicial.

Un conjunto de soluciones linealmente independientes de una ecuación lineal, es decir,

una combinación lineal arbitraria de ellas en la forma

P1x1t + P2x2t + P3x3t + ...+ Pmxmt

que solo se puede anular cada uno de los coeficientes Pm, la combinación anterior es

también solución no trivial de la ecuación. Si este conjunto de soluciones es completo, es

decir hemos encontrado todas las soluciones linealmente independientes, esta solución

nos genera la solución general, la cual nos permitira determinar el valor de xt para un

valor x0 cualquiera.”

1.7. Ecuaciones lineales en diferencias

Definición 8. Una ecuación en diferencia es lineal, si se puede expresar de la siguiente

forma:

a0(t)xt+n + a1(t)xt+n−1 + ...+ an−1(t)xt+1 + an(t)xt = g(t)

en donde a0, a1, ..., an−1, an y g son funciones de t (pero de xt) definidas para t ∈ Z
+

“Una ecuación en diferencias de orden n puede escribirse como función impĺıcita de

los valores de la variable x en n diferentes valores de t (es decir, los n valores espaciados

de x)”.

F (xt+n, xx+n−1, ..., xt, t) = 0



El conocimiento de t + 1 valores de x permite calcular el valor de x y sus primeras n

diferencias

F (∆nxt,∆
n−1xt, ...,∆xt, xt) = 0

Ejemplo 8.

∆2xt − 3∆xt − 3xt = t, también puede escribirse como

∆(xt+1 − xt)− 3∆xt − 3xt = t

(xt+2 − 2xt+1 + xt)− 3(xt+1 − xt)− xt = t

xt+2 − 5xt+1 + xt − t = 0

“Ahora estudiaremos el método de solución para las ecuaciones en diferencias de

primer orden con coeficientes constantes, además estudiaremos el comportamiento de la

sucesión que representa una solución, y se definen asi mismo los conceptos de equilibrio

y estabilidad.

Toda ecuación lineal en diferencias lineal y de primer orden, puede escribirse de la

forma”

a0(t)xt+1 + a1(t)xt = g(t), t ∈ N, a0(t) ̸= 0 y a1(t) ̸= 0

que tambien podemos expresarlo :

xt+1 = −
a1(t)

a0(t)
xt +

g(t)

a0(t)

Tomaremos el caso en donde a1(t), a2(t) y g(t) son constantes es decir no dependen de

t entonces

xt+1 = axt + b (1.3)

donde a, b son constantes y a ̸= 0 aśı (1.3) es la ecuación general lineal de primer

orden con coeficientes constantes.



La solución de (1.3) se obtiene por inducción de la forma:

x1 = ax0 + b

x2 = ax1 + b = a(ax0 + b) + b+ b = a2x0 + ab+ b

x3 = ax2 + b = a(a2x0 + ab+ b) + b = a3x0 + a2b+ ab+ b

x4 = ax3 + b = a(a3x0 + a2b+ ab+ b) + b = a4x0 + a3b+ a2b+ ab+ b

...

xn = anx0 + b(1 + a+ a2 + a3 + ...+ an−1)

observamos que 1 + a+ a2 + a3 + ...+ an−1 =
1− an

a− a
, entonces la solución de (1.3) es

xt = atx0 + b

(

1− at

1− a

)

, cuando a ̸= 1, t = 0, 1, 2, ...

xt = x0 + bt, cuando a = 1, t = 0, 1, 2, ...

Mencionaremos tres casos de (1.3) que son recurrentes en el análisis de datos económi-

cos.

Caso 1:La diferencia del primer orden es igual a una constante

Es decir xt+1 − xt = b (caso a = 1) entonces la solución es xt = x0 + bt.

Caso 2:“La diferencia del primer orden es proporcional a la variable”

Es decir xt+1−xt = αxt+1 (caso especial: a =
1

1− α
, b = 0) entonces xt =

(

1

a− α

)t

x0

Caso 3:“La diferencia del primer orden es función lineal de la variable”

Es decir xt+1 − xt = αxt+1 + β (caso especial: a =
1

1− α
, b =

1

1− α
) entonces la

solución es xt =

(

1

1− α

)t

x0 +
β

α

[

(

1

1− α

)t

− 1

]

Teorema 1. La ecuación en diferencias lineal y de primer orden xt+1 = axt+ b donde

t = 0, 1, 2, ... tiene la solución

xt = at(x0 − x∗) + x∗ si a ̸= 1, t = 0, 1, 2, ..

xt = x0 + bt si a = 1, t = 0, 1, 2, ..

donde x∗ =
b

1− a
, converge en x∗ si −1 < a < 1 y diverge si a ≥ 1 ∨ a ≤ 1 a no se

que xt = x0.



2 Problema Principal

2.1. Marco Teórico

2.1.1. Solución del modelo de Cobweb Modificado

El modelo de Cobweb Modificado es también conocido como el modelo de la tela-

raña modificada y se expresa como:































i) qdt = α− βpt

ii) qst = −γ + δp∗t

iii) qdt = qst

iv) p∗t − p∗t−1 = k(pt−1 − p∗t−1)

(2.1)

Para estudiar la estabilidad del siguiente modelo debemos resolver (2.1), reempla-

zamos i) y ii) en iii) esto nos resulta:

α− βpt = −γ + δp∗t (2.2)

despejando p∗t se tiene :

p∗t =

(

α + γ

δ

)

−

(

β

δ

)

pt (2.3)

y reemplazamos (2.3) en (2.1) iv):

(

α + γ

δ
−

β

δ
pt

)

−

(

α + γ

δ
−

β

δ
pt−1

)

= k

(

pt−1 −
α + γ

δ
+

β

δ
pt−1

)

(2.4)

β

δ
(pt−1 − pt) = k

((

1 +
β

δ

)

pt−1 −

(

α + γ

δ

))

(2.5)

k

(

α + γ

δ

)

=

(

k + k
β

δ
−

β

δ

)

pt−1 +
β

δ
pt (2.6)

k

(

α + γ

β

)

+

(

1− k −
δ

β
k

)

pt−1 = pt (2.7)

de forma abreviada es:

b+ a pt−1 = pt (2.8)
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donde :

a =

(

1− k −
δ

β
k

)

, b = k

(

α + γ

β

)

(2.9)

las ecuaciones (7) y (8) son ecuaciones en diferencias de primer orden.

“Como δ > 0, β > 0 y 0 < k < 1 de (9) resulta que a < 1.”

Supongamos que el precio en el instante t = 0 es p0 (precio inicial)y los precios en los

periodos de tiempo t = 1, t = 2, t = 3 son:

p1 = ap0 + b (2.10)

p2 = ap1 + b = a(ap0 + b) + b = a2p0 + ab+ b = a2p0 + b(1 + a) (2.11)

p3 = ap2+b = a(a2p0+b(1+a))+b = a3p0+ab(1+a)+b = a3p0+b(1+a+a2) (2.12)

y asi podemos deducir que :

pt = atp0 + b(1 + a+ a2 + a3 + ...+ at−1) (2.13)

De nociones previas sabemos que :

1 + a+ a2 + a3 + ...+ at−1 =
1− at

1− a
(2.14)

ahora pasamos a sustituir (2.14) en (2.13) y tenemos que :

pt = atp0 + b

(

1− at

1− a

)

(2.15)

pt = atp0 +
b− bat

1− a
= at

(

p0 −
b

1− a

)

+
b

1− a
(2.16)

De (2.9) tenemos los valores de a y b entonces :

a =

(

1− k −
δ

β
k

)

⇒

(

k + k
δ

β

)

= 1− a ⇒ k

(

1 +
δ

β

)

= 1− a (2.17)

b = k

(

α + γ

β

)

y
b

1− a
=

k

(

α + γ

β

)

k

(

1 +
δ

β

) ⇒
b

1− a
=

α + γ

β + δ
(2.18)

Ahora reemplazamos en (2.16) y asi tenemos

pt =

(

p0 −
α + γ

β + δ

)

at +

(

α + γ

β + δ

)

(2.19)



Para ahorrarnos notación diremos que:

ζ =

(

p0 −
α + γ

β + δ

)

y ω =

(

α + γ

β + δ

)

(2.20)

entonces nuestra ecuación (2.16) queda expresada de la forma

pt = ζat + ω (2.21)

y esta representa la solución del modelo de Cobweb modificado con la condición inicial

(precio inicial p0) la cual genera una sucesión de precios que es denotado por {pt}.

2.1.2. Análisis de la solución del modelo

“Para estudiar la estabilidad de la ecuación en diferencias (2.7) y por tanto el mo-

delo de Cobweb, analizaremos la sucesión {pt} dado en (2.19).

Si ζ = 0 en la ecuación en diferencias dada en (2.7), tiene por solución a la constante

pt = ω para todo t = 0, 1, 2, 3, ... como se muestra en la siguiente imagen. Entonces

en este caso la sucesión {pt} converge al valor ω llamado precio en equilibrio o precio

estacionario de dicha sucesión.”

✬

✫

✩

✪
t

pt

p
1

p
2

p
3

p
4

p
5

p
6

p
7

p
8

ω = p0

Trayectorias temporales : ζ = 0



Ahora supongamos que ζ ̸= 0. En efecto, el precio inicial es diferente al precio de

equilibrio.

Si a ̸= 0 tenemos que pt = ω, ∀ t = 1, 2, 3, ... por lo que tenemos el mismo caso anterior

en el que ζ = 0.(ver imagen anterior).

Por lo tanto la sucesión {pt} converge al valor ω, independiente de las condiciones ini-

ciales.

Si a = −1 y t = 2k, ∀ k = 1, 2, 3, ...:

De (2.19) tenemos que pt =

(

p0 −
α + γ

β + δ

)

(−1)2k +

(

α + γ

β + δ

)

⇒ pt = p0

Si a = −1 y t = 2k + 1, ∀ k = 1, 2, 3, ...:

De (2.19) tenemos que pt =

(

p0 −
α + γ

β + δ

)

(−1)2k +

(

α + γ

β + δ

)

⇒ pt = p0 +2

(

α + γ

β + δ

)

es decir

pt = p0 + 2ω

esto significa que las sucesión oscila en forma acotada y por lo tanto es divergente, a

continuación se muestra la gri¡fica de la sucesión.

✬

✫

✩

✪t

pt

p
1

p
2

p
3

p
4

p
5

p
6

p
7

p
8

p
9

p
10

p
11

p0 + 2ω

Trayectorias temporales : ζ ̸= 0, a = −1 y p0 < ω

ω

p0

Si −1 < a < 0 entonces si t → +∞ de (2.21) se tiene que at → 0 en consecuen-

cia pt → ω.

Por lo tanto {pt} converge de forma oscilatoria al precio en equilibrio.En la siguiente



gráfica se observa que los precios tienden al precio en equilibrio.

✬

✫

✩

✪t

pt
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1

p
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p
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p
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7

p
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p
9

p
10

p
11

Trayectorias temporales : ζ ̸= 0,−1 < a < 0 y ω < p0

ω

p0



Si a < −1 de (2.21) se tiene que ĺım
t→+∞

at no existe en consecuencia ĺım
t→+∞

pt no existe

es decir la sucesión {pt} no es acotada pues es divergente.

✬

✫

✩

✪t

pt

p
1

p
2
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3

p
4

p
5

p
6

p
7

p
8

p
9

p
10

p
11

Trayectorias Temporales : ζ ̸= 0, a < −1 y ω < p0

ω

p0

Si 0 < a < 1 entonces si t → +∞ de (2.21) se tiene que pt → ω esto significa que la

sucesión {pt} converge monótonamente al precio en equilibrio. En la gráfica siguiente

se observa como los precios van tendiendo al precio de equilibrio.



✬

✫

✩

✪t

pt

p
1

p
2

p
3

p
4

p
5

p
6

p
7

p
8

p
9

p
10

p
11

p0

ω

Trayectorias temporales : ζ ̸= 0, −1 < a < 0 y p0 < ω



3 Conclusiones y/o Sugerencias

En (1.1) estudiamos la solución del modelo de Cobweb modificado es decir se analizó

la convergencia de los precios {pt} dada en (2.21) en la siguiente tabla se detallan

nuestros resultados encontrados.

Convergente

monótona

Convergente

oscilatoria
Divergente a

Divergente

oscilatoria

• ζ = 0

• ζ ̸= 0, 0 ≤ a < 1

• ζ ̸= 0, −1 < a < 0 • ζ ̸= 0, a < −1 • ζ ̸= 0, a = −1

La estabilidad del modelo de cobweb modificado que se planteó en (2.1) depende de la

ecuación en diferencias establecido en (2.7), es decir dependerá de la convergencia al

precio de equilibrio ω “de la sucesión de precios dada en” (2.21) Como a = 1−k−
δ

β
k,

llamaremos η = −
δ

β
=⇒ a = 1− k + ηk como 0 ≤ a < 1

Entonces 1− k + ηk < 1 =⇒ η < 1.

De −1 < a < 0 =⇒ −1 < 1 − k + ηk =⇒ −1 < 1 − k + ηk =⇒ −2 < −k + ηk =⇒

1−
2

k
< η

∴ es estable si: 1−
2

k
< η < 1

además como a ≤ −1 =⇒ 1− k −
δ

β
k ≤ −1 =⇒ η ≤ 1−

2

k

∴ es inestable si: η ≤ 1−
2

k
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