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RESUMEN

Estabilidad de un modelo de Cobweb modificado con
ecuaciones en diferencias
Angel Estuard, Antezana Elorrieta

Setiembre - 2021

Asesor : Mg. Jesus Virgilio, Luque Rivera.

Titulo obtenido : Licenciado en Matemaética.

Estidiaremos un problema de ecuaciones en diferencias de primer orden, que se expresa

COImMo:

q? = a— fp
@ = —+op
(P) . .
qy = a4y
P —pi1 = kPe-1—piq)

\

Donde ¢¢ y ¢¢ representan la cantidad demandada y la cantidad ofertada respectiva-
mente en un determinado tiempo ¢, y P, es el precio en el instante ¢, con «, 3,7,
constantes positivas, P denota el precio esperado para el periodo ¢, p, es el precio

normal y k es el coeficiente de las expectativas.



ABSTRACT

Stability of a modified Cobweb model with difference equations
Antezana, Angel

May - 2021
Adviser : Mg. Jesus Virgilio, Luque Rivera.
Obtained : Graduate in Mathematics.

In this paper, we consider the first order difference equation problem, which is

expressed as:

q? = a — Bpy
G = —y+op
(P) . .
qy = 4y
pi—pio1 = k(pe1—pi,y)

\

Where ¢¢ and ¢ represent the quantity demanded and quantity supplied respecti-
vely at a given time ¢, and P, is the price at time ¢, «, 3,7, positive constants, P
denotes the expected price for period ¢, p, is the normal price and k is the expectation

coefficient.

Keywords: Difference equation, Cobweb model, Difference operators, Cobweb model

stability.
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Introduccion

Mediante las ecuaciones en diferencias obtenemos la descripcién de la evolucion
temporal de un fenémeno, de forma que los diferentes estados discretos por los que
pasan sucesivamente son funciones directas de los estados inmediatamente anteriores;
estos son los llamados sistemas dindmicos discretos, los cuales tienen cambios con
saltos en intervalos de tiempo y no de forma continua, lo que vendria expresado por
una ecuaciéon en diferencias.

Nuestro interés de estudiar las ecuaciones en diferencias, es por el rol fundamental
e importante en la vida cotidiana, existen diversas aplicaciones en diferentes campos
tales como: en las ciencias de la computacion y sobre todo en lo referente a sistemas
de control digital, senales en el tiempo discreto, y en otras muchas areas del saber. La
aplicacion de esta herramienta matemaédtica nos permite la sintesis de programas que
realicen una determinada tarea que sabemos con certeza como seria (o habria de ser),
de forma empirica, mediante una secuencia de n elementos.

En este trabajo se haria un ejercicio de abstraccion, para estudiar un poco mas a
fondo las ecuaciones de este tipo, de manera especifica el modelo de la telarana y su
variante, que explica la forma de lograr el equilibrio en determinados tipos de mercados,

cuando las decisiones de produccién y de consumo estan dispersas en el tiempo.



Preliminares

En este capitulo empezaremos introduciendo definiciones béasicas de ecuaciones en

diferencias (EED)

1.1. Ecuacion Ordinaria en diferencias

Definicién 1. “Una ecuacion ordinaria en diferencias es una ecuacion que contiene

una o mds diferencias de una funcion desconocida que depende del tiempo.”

f(l’t, AfL’t, A2It, A?’[Bt, ciey A"xt) =0

donde A representa el operador diferencia ,asi pues si un sistema se encuentra en un
estado xy 1 , t € ZT es decir t € {0,1,2,3,....,a,a+ 1,a + 2,..} y de forma general

podemos escribir de la siguiente manera:

Tep1 = f(24)

o tambien podemos partir de un estado inicial ty es decir:

to f(LEo) ) f(f(xo)) ) f(f(f(xo))) y oo

esto es :

Tn1 = [ (x0) = f(f" (w0))

Para entender mejor como movilizar la notacién en estos casos diremos que:

f(zo) se llama primera iteracién de zy en la funcién f.

10



f?(xp) se llama segunda iteracién de zg en la funcién f.

f™(zo) se llama n—ésima iteracién de xq en la funcién f.

Al conjunto de todas la iteraciones que denotamos por f™(xg), n € Z*
Ejemplo 1. Sea f(z;) = (;)Y/? y 19 = 256. Entonces la sucesion es

o = 256

f (o
f(f (o
ff(f(z

FFCf(f (o)
que es 256,16,4,2,1.42,1.19, ...

)
)
0)))
)

1.2. Operadores

Generalmente en (EED) se usaran operadores,ahora definimos una funcién discreta

f:SCN — R
t — f(t) =4

Definicién 2. Liamaremos Operador de Identidad (I) aquella operacion que no genera

cambios en su estado es decir
IfEt = Tt ,Vt - Z

y su aplicacion sucesiva serd:

[k.f[,'t = [l’t = Tt
Definicién 3. El Operador de Desplazamiento (E) es definido como
Fr, = x4

y su aplicacion sucesiva

Ekxt = Tt+k Vk Z 1



Definicién 4. “El Operador de Diferencia (A) es el proceso que lleva obtener la dife-

rencia entre dos estados consecutivos, asi’

Axy = 441 — T4
= El't — ]It

Este operador se puede aplicar sucesivamente y tenemos lo siguiente
Az, = (B — D)Fa,

recordando el binomio de newton

tenemos que

asi mismo se tiene que

Efz, = (A + Ik,
k

I
S
~__

~
el

d

>

<

~__—
8

Resulta interesante la analogia entre operador de diferencias A y la derivada .

Definicién 5. “El Operador Antidiferencia (A™1) es el proceso que consiste en desha-

cer la operacion correspondiente al operador diferencia, es decir:

A(A_ll’t) = Tt



Debemos tener en claro, la relacion que existe entre la definicién del operador en

diferencias y de la ecuacion en diferencias:

Ty = f(x) NAzy = 2441 — 14

AZi1 = Tpg — Tigr

Af(xt) = f($t+1) - f(xt)

1.3. Propiedades de los Operadores Definidos

Si y; , 2z son dos funciones discretas, se cumple que los operadores son lineales, es

decir :
L Iy +2z) =Ty + Iz y I(Ay) = My,
2. E(ys +2) = Ex, + Ez y E(A\y,) = AEy,

3. Ay +z1) = Ay + Az y A(Ay) = Ay,

1.4. Punto de Equilibrio de una Ecuacién en dife-
rencias

Dado el sistema descrito por x;11 = f(x;), diremos que z* es un punto o estado de

equilibrio si cumple

1.5. Ecuaciones en diferencias lineales de primer or-
den

Definicién 6. El orden de una Ecuacion en diferencias (E.D.D) esta determinada por

el orden del operador de diferencias mds alto que aparece en tal ecuacion.



Ejemplo 2. Ax, = t*> + 1 tiene orden 1
Ejemplo 3. Ax; — qv;_1 = b tiene orden 1
Ejemplo 4. A%z, — a;Axy — apxy = by tiene orden 2

Definicién 7. Se llama Ecuaciones de recurrencia a una relacion de recurrencia ex-

presada en terminos de los terminos anteriores (y/o posteriores) de una sucesion.
Ejemplo 5. z; = x;_1 + 242 es una ecuacion en recurrencia

Observacion 1. Toda ecuacion en diferencias puede expresarse como una ecuacion de

TeCUrrencia.
Ejemplo 6. x;, — 2,1 = t> — 4 es una ecuacion de recurrencia.
Ejemplo 7. (1 —ay — agp)zy + (a1 — 2)xy_1 + 242 = by es una ecuacion de recurrencia.

Observacion 2. El orden de una ecuacion de recurrencia (E.D.D) es la diferencia
entre el mayor a y menor [ tal que x,,xs aparecen en la ecuacion, en el ejemplo

anterior el orden de la ecuacion en recurrencia es 2.

1.6. Solucion de las ecuaciones lineales en diferen-
clas

“Si tenemos una ecuacion lineal de cualquier grado, sea homogénea o no, con coefi-
cientes constantes o variables es decir

Ti41 = ng(t)xt 7\V/t eEZ

k=0

admite mas de una solucién, la combinacion lineal de la soluciones también es solucion
de la ecuacién.

Sean p; v q; dos soluciones cualesquiera, la combinacion

Y = ap, + by, (1.1)

7

con ay b € R también es solucién.

De (1.1) tenemos que

Tip1 — > ge(t)z, =0 (1.2)
k=0



como p; v g son soluciones, ambas verifican (1.2) entonces

Dit1 — Z gr(t)pe =0

k=0

g1 — Y or(t)g =0
k=0

reemplazamos en una iteracion més de (1.1)

a (pt+1 - ng(t)pt> +b <Qt+1 - ng:(t)Qt> =0
k=0 k=0

“esto resulta muy util para obtener las soluciones generales de estas ecuaciones, pues
estas nos permitiran definir la evolucién del sistema correspondiente para cualquier
condicién inicial.

Un conjunto de soluciones linealmente independientes de una ecuacién lineal, es decir,

una combinacién lineal arbitraria de ellas en la forma
Pixyy + Poxoy + Pswge + ... + Py

que solo se puede anular cada uno de los coeficientes P,,, la combinacién anterior es
también solucion no trivial de la ecuacion. Si este conjunto de soluciones es completo, es
decir hemos encontrado todas las soluciones linealmente independientes, esta solucion
nos genera la solucion general, la cual nos permitira determinar el valor de x; para un

valor x( cualquiera.”

1.7. Ecuaciones lineales en diferencias

Definicién 8. Una ecuacion en diferencia es lineal, si se puede expresar de la siguiente
forma:

ao()xin + a1()iin_1 + oo + an_1(t) T + an(t)z, = g(t)

en donde ag, @y, ..., an_1, 0, Y g Son funciones de t (pero de x;) definidas para t € Z*

“Una ecuacién en diferencias de orden n puede escribirse como funcién implicita de
los valores de la variable x en n diferentes valores de ¢ (es decir, los n valores espaciados
de x)”.

F(It—&—naxm—i-n—lv ...,th,t) =0



El conocimiento de ¢t + 1 valores de x permite calcular el valor de x y sus primeras n
diferencias

F(A"xt, An_ll't, S A.Tt, l‘t) =0
Ejemplo 8.

A%z, —3Ax, — 3z, =t,  también puede escribirse como
A(l’prl — l't) — 3A.I't — 3371/ =1
(g2 = 2041 + 24) — 3(Tpg1 — ) — 0 = 1

Tipo — L1+ —t =10

“Ahora estudiaremos el método de solucién para las ecuaciones en diferencias de
primer orden con coeficientes constantes, ademés estudiaremos el comportamiento de la
sucesion que representa una solucién, y se definen asi mismo los conceptos de equilibrio
y estabilidad.

Toda ecuaciéon lineal en diferencias lineal y de primer orden, puede escribirse de la

forma”
ao(t)zr41 + ar(t)ry = g(t),t €N, ag(t) # 0y ai(t) # 0
que tambien podemos expresarlo :

ay (t) g (t)
a0 T )

Ti41 = —

Tomaremos el caso en donde a4 (t), as(t) y g(t) son constantes es decir no dependen de

t entonces
Tyyr = ax; + b (1.3)

donde a, b son constantes y a # 0 asi (1.3) es la ecuacién general lineal de primer

orden con coeficientes constantes.



La solucién de (1.3) se obtiene por induccién de la forma:

r1=axro+b
Ty = ax; +b=alaxg+b) +b+b=a’xg+ab+b
T3 = ary + b = a(a’ro +ab+b) + b= a’vy + a*b+ab+ b

ry = ars + b= a(a®sy + a*b 4+ ab+b) + b = a*zg + a®b + a®b+ ab + b

Tp=a"zo+b(l+a+a®+a®+ ... +a" )

1—a"

a—a

n—1 _

observamos que 1 +a+a?*+a®*+ ...+ a , entonces la solucién de (1.3) es

1 —at

xt:atxg—l—b(l

) ,cuandoa # 1, t=0,1,2, ...
ry =1x9+ bt,cuandoa =1, t=0,1,2, ...

Mencionaremos tres casos de (1.3) que son recurrentes en el analisis de datos econémi-
COs.
Caso 1:La diferencia del primer orden es igual a una constante

Es decir z;11 — 2y = b (caso a = 1) entonces la solucién es x; = zq + bt.

Caso 2:“La diferencia del primer orden es proporcional a la variable”

t
. . 1 1
Es decir z;11 — x; = axyyq (caso especial: a = T b = 0) entonces z; = T
—« a—«

Caso 3:“La diferencia del primer orden es funcion lineal de la variable”

1 1
Es decir 441 — 2y = awxy1 + F (caso especial: a = 1 b = ] ) entonces la
y LN By
solucibnes x; = ( —— | o+ — -1
1— o 11—«

Teorema 1. La ecuacion en diferencias lineal y de primer orden xyy1 = ax; +b donde
t=20,1,2,... tiene la solucion
r, = a'(xg — ) + 2 sta#1,t=0,1,2,..

xy = xo+ bt sita=1,1t=0,1,2,..

donde x* = , converge en x* st —1 < a <1 y diverge sia>1Va <1 ano se

que T; = T.



Problema Principal

2.1. Marco Tedrico

2.1.1. Solucidon del modelo de Cobweb Modificado

El modelo de Cobweb Modificado es también conocido como el modelo de la tela-

rana modificada y se expresa como:

i) @ = a— Bpy
w g = oy (2.1)
i) gl = qr

\iv) Py —0i_1 = k(pe—1 —pj_1)

Para estudiar la estabilidad del siguiente modelo debemos resolver (2.1), reempla-

zamos 1) y ii) en iii) esto nos resulta:

o — Bpr = —v + 0p} (2.2)

p; = (a;m) - (?) De (2.3)

y reemplazamos (2.3) en (2.1) iv):

(a;—v_?p&_(ag—v ) k(ptl_a}_’y‘i_?ptl) (2-4)

ﬁ
P
?(pt 1= Dt) zk(< ) Pi-1 — (&;7» (2.5)

despejando p; se tiene :

‘H” k+/<:§— Py + 2 b, (2.6)
) )
k(o‘+7)+(1—k—ék) _ (2.7)
/8 ﬁ pt—]. pt .
de forma abreviada es:
b+ api_1=p; (2.8)

18



donde :

a:(l—k—%k) ,b:k(o‘;7> (2.9)

las ecuaciones (7) y (8) son ecuaciones en diferencias de primer orden.
“Como d >0,8>0y0<k<1de(9) resulta que a < 1.7
Supongamos que el precio en el instante t = 0 es py (precio inicial)y los precios en los

periodos de tiempo t = 1,t = 2,¢t = 3 son:
p1=apo+0 (2.10)

p2 = apy +b = alapy + b) + b = a’*py + ab+ b = a*py + b(1 + a) (2.11)
ps = apy+b = a(a’po+b(1+a))+b = a’py+ab(1+a)+b = a*py+b(1+a+a?) (2.12)

y asi podemos deducir que :
ot 2 , 3 t—1
p=ap+bl+ata +a"+..+a ) (2.13)

De nociones previas sabemos que :

l+a+a’+d®+ .. +ad' = 11__65 (2.14)

ahora pasamos a sustituir (2.14) en (2.13) y tenemos que :
pt:atPO‘f‘b(ll__CZ) (2.15)
pe = a'po+ bl—_bzt _ o (po -5 0 a) + b - (2.16)

De (2.9) tenemos los valores de a y b entonces :

az(l—k—%k):>(k+k%>:1—a=>k(1+%):1—a (2.17)

1 a+7)

B a+ b (ﬁ b a+y

b_k</3> yl_“_k<HJ5:$1—@_ﬁ+5 (2.18)
p

Ahora reemplazamos en (2.16) y asi tenemos

B at7) o+
pe = <p0 B+5>a + (ﬁ+5) (2.19)




Para ahorrarnos notacion diremos que:

B _aty (ot
C—(po —BJF(S) yw_(BJré) (2.20)

entonces nuestra ecuacién (2.16) queda expresada de la forma

pr=Ca' +w (2.21)

y esta representa la soluciéon del modelo de Cobweb modificado con la condicién inicial

(precio inicial pg) la cual genera una sucesion de precios que es denotado por {p;}.

2.1.2. Analisis de la solucion del modelo

“Para estudiar la estabilidad de la ecuacion en diferencias (2.7) y por tanto el mo-
delo de Cobweb, analizaremos la sucesién {p;} dado en (2.19).
Si ¢ = 0 en la ecuacién en diferencias dada en (2.7), tiene por solucién a la constante
pr = w para todo t = 0,1,2,3,... como se muestra en la siguiente imagen. Entonces
en este caso la sucesién {p;} converge al valor w llamado precio en equilibrio o precio

estacionario de dicha sucesién.”

-~

Db

Trayectorias temporales : ¢ =0

W = Do ® ) ® @ @ @ @ @ @

—]
\)
(o8}
H~
o
(=}
N
oo
~




Ahora supongamos que ( # 0. En efecto, el precio inicial es diferente al precio de
equilibrio.

Sia # 0 tenemos que p; = w, V't =1,2,3,... por lo que tenemos el mismo caso anterior
en el que ¢ = 0.(ver imagen anterior).

Por lo tanto la sucesién {p;} converge al valor w, independiente de las condiciones ini-
ciales.

Sia=—-1yt=2k,Vk=1,23, ..

De (2.19) tenemos que p; = (pg - gig) (—1)% + (g
Sia=—-1yt=2k+1,Vk=1,2,3,..:

+
De (2.19) tenemos que p; = (po - %ig) (—1)%* + (a +7) = pr = po+2 (a +7)

+
-2

):>pt:p0

(=%

=
+
>,

es decir

Dt = po + 2w

esto significa que las sucesion oscila en forma acotada y por lo tanto es divergente, a

continuacion se muestra la grijfica de la sucesion.

bt Trayectorias temporales : ( # 0,a = —1y py < w
Po + 2w 0 e e e 9 e
w
\_ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 ¢

Si —1 < a < 0 entonces si t — 400 de (2.21) se tiene que a’ — 0 en consecuen-
cla py — w.

Por lo tanto {p;} converge de forma oscilatoria al precio en equilibrio.En la siguiente



grafica se observa que los precios tienden al precio en equilibrio.
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Si a < —1 de (2.21) se tiene que lfim a' no existe en consecuencia lim p; no existe
t—+o00 t—+o00

es decir la sucesién {p;} no es acotada pues es divergente.

-~

Trayectorias Temporales : ( #0,a < —1 y w < po

4
Dt
?
Po e
.%, "‘."
4..0 "‘“ ::: _-1:::
-:.: By
:s:
\_ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 ¢

Si 0 < a < 1 entonces si t — +o0o de (2.21) se tiene que p;, — w esto significa que la
sucesion {p;} converge monétonamente al precio en equilibrio. En la gréfica siguiente

se observa como los precios van tendiendo al precio de equilibrio.
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Conclusiones y/o Sugerencias

En (1.1) estudiamos la solucién del modelo de Cobweb modificado es decir se analizé
la convergencia de los precios {p;} dada en (2.21) en la siguiente tabla se detallan

nuestros resultados encontrados.

Convergente Convergente ) Divergente
Divergente a
mondétona oscilatoria oscilatoria
e (=0

o (#0, -1<a<0|e(#0,a<—1|e(#0 a=—1
e(#0,0<a<1

La estabilidad del modelo de cobweb modificado que se planted en (2.1) depende de la
ecuacién en diferencias establecido en (2.7), es decir dependera de la convergencia al

J

precio de equilibrio w “de la sucesién de precios dada en” (2.21) Como a = 1 — k — =k,

p

4]

Hamaremosn:—g:>a:1—k+7]kcom00§a<1
Entonces 1 —k+nk<1=n< 1.
De-1<a<0= -1<l—k+4nk= -1<1—-k+nk = —2< —-k+nk =

2
1-2 <

ko ,

*. es estable si: 1—%<n<1

0 2
ademads como a < —1 :>1—k—Bk:§—1=>77§1—E

. es inestable si: n <1 — z
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