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RESUMEN

Conjuntos en R"™ Hechos de una Sola Pieza y el Seno del
Topologo

Katherina Marilu, Cornelio Zarate

Octubre - 2021

Asesor : Mg. Pedro Angel Becerra Pérez.

Titulo obtenido : Licenciada en Matemética.

En este trabajo de tesis, consideramos una curva que esta incluida en R? la cual es

14

conocida como el Seno del Topdlogo:
A:(0,1] — R?

t— \t) = (t,sent)

T

donde X = A[(0,1]] es la imagen de la curva.”

El objetivo de este trabajo, es ver de manera didactica que la nocién de conexidad
para conjuntos no necesariamente significa que este esta hecho de una sola pieza para
ello se probard que X U {(0,0)} es un conjunto conexo.

Ademas se incluird como la nociéon de caminos es fundamental para decir que un con-

junto esta hecho de una sola pieza o no.

Palabras claves: Conjuntos conexos,Caminos,Seno del Topdlogo,Conexo por Ca-

minos, Topologia en R™.



ABSTRACT

Sets in R"™ Made of a Single Piece and the Sine of the Topologist

Cornelio, Katherina

October - 2021

Adviser : Mg. Pedro Angel Becerra Pérez.
Obtained : Graduate in Mathematics.

In this thesis work, we consider a curve that is included in R? which is known as
the Sine of the Topologist:

A:(0,1] - R?

t — A(t) = (t, seny)
where X = A[(0, 1]] is the image of the curve.”

The objective of this work is to see in a didactic way that the notion of connection
for sets does not necessarily mean that it is made in a single piece, for this it will be
shown that X U {(0,0)} is a connected set.

In addition, it will be included how the notion of paths is fundamental to say that a
set is made of a single piece or not.

Keywords:Connected sets, Paths, Sine of the Topologue, Connected by Paths, Topo-
logy in R™.
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Introduccion

En nuestra vida diaria nos encontramos muy a menudo con lo que es un conjunto,
ya que este estd determinado cuando se da una regla que nos permita decidir si un ob-
jeto pertenece o no a él. Esta definicién matematica que tenemos nos permite describir

infinidad de conjuntos que nos seran tutiles en distintas ramas de la matemaética.

Entre estos conjuntos, existen los cuales aceptan escisiones, intuitivamente podriamos
decir que pueden ser divididos y por otro lado existen conjuntos que solo aceptan la
escision trivial, a este tipo de conjuntos se les llama conexos y es alli donde profundi-

zaremaos.

El estudio de la conexidad de un conjunto ha sido de mucha importancia a lo largo
del tiempo, ya que esta propiedad permanece inalterable por funciones continuas lo
que la hace mas interesante a la topologia.

De estos conjuntos conexos se puede decir que sus elementos estan conectados dentro
del mismo conjunto, en la recta real intuitivamente se dice que son conjuntos los cuales
no pueden ser divididos es decir son “hechos de una sola pieza’por ejemplo el intervalo
[0,1] es un conjunto conexo y el conjunto A = R — {0} es disconexo. Intuitivamente
es 16gico pensar que la idea de R se mantiene en R"(n > 2) al hablar que un conjunto

conexo esta “hecho de una sola pieza”.

En nuestro caso, demostraremos de manera didactica como la idea intuitiva de la
recta real que un conjunto conexo esta “hecho de una sola pieza’no es suficiente para

el espacio R"(n > 2) simplemente con la definicién de conexidad ya que veremos una
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curva que esta incluida en R? la cual es conocida como el Seno del Topélogo el cual
nos muestra que un conjunto conexo no esta hecho de una sola pieza. Para ello hemos
dividido el presente trabajo en 4 capitulos:

En el capitulo 1 mostraremos las nociones bésicas del espacio Euclidiano para también
ver la topologia de este espacio y las propiedades bésicas de conexidad, en el capitulo
2 presentaremos lo que son los caminos en R" definiciones importantes y propiedades
basicas que nos ayudaran a demostrar el problema principal, en el capitulo 3 mostrare-
mos conjuntos hechos de una sola pieza o no y resolveremos nuestro problema principal
dando a conocer el Seno del Topdlogo y se adicionard que se necesita para decir que
un conjunto estda hecho de una sola pieza y la relacion importante que tiene con las

nociones de caminos y por ultimo en el capitulo 4 daremos nuestras conclusiones finales.



Preliminares

En los siguientes capitulos mostraremos algunas definiciones y teoremas previos que

nos ayudaran a entender las futuras demostraciones.

1.1. El espacio Euclideano R"

Definicién 1.1.1.

“El conjunto R™ es definido como:

R" ={z = (z1,29,...,2,) 1 x; E R, 1 < i < n}

Definicién 1.1.2.

2

“Sean z,y € R", decimos que: x = y si y solo si, se tiene que x; = y;, Vi = 1,2, ..., n.

Definicién 1.1.3.
“Sea z,y € R", a € R. Definimos la suma de vectores x e y, denotada por z + y y el

producto del escalar « por el vector x, denotado por ax, como:
Tty = (‘rl T Y1, T2+ Y2, Ty yn)

ar = (axy, axy, ..., ar,)

Definicién 1.1.4.
Sea x = (r1,%2, .., Tn),y = (Y1,Y2,---,Yn) € R", @ € R, el producto interno de x,y se

define como:
i=1
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Teorema 1.1.1.

En R" se cumple:
1. (z,z) >0,Vz e R"
2. (z,2) =0 2=0,Vr € R"
3. (z,y) = (y,z), Vx,y € R"
4. (x4, y) = (z,y) + (&', y), Vo, 2",y € R
5. {ax,y) = (r,ay) = a(z,y), Ve,y e R" y a € R

Definicién 1.1.5.

La norma de x € R", se define como:
2]l = v {z, z)

Observacién 1.1.1.
La norma de = (||z||) es interpretada geométricamente como la longitud de la flecha

que representa el vector x

Teorema 1.1.2 (Cauchy-Schwarz).

Tenemos lo siguiente:
L |Gz, < llllllyll, vz, y € R?
2. [{z, )| = ||z]|||lyll & In a,b € R, no ambos nulos, tal que ax + by =0
Demostracién. Ver [3] pag. 9.

Teorema 1.1.3.

Se cumple para todo z,y € R", a € R

L =[] =0

2. [z =0 2=0

3. [lz+yll < |lz| + |ly|] (Desigualdad triangular)
4. o] = Jaf =]

11



Demostraciéon. Probando la desigualdad triangular:

lz +yl* = (z +y,x +y)
lz + 511 = ll2l* + 2(z, y) + llyll*
Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz
lz+yl* < llzll* + 21z, »)| + [yl

Iz + 11 < ll2l* + 2l 1y ]| + llyll*
lz +yl1* < (2l + lly)*

[+ yll < (=[] + llyl)

Las deméds demostraciones ver [1]pag.59.

Definicién 1.1.6.

La distancia entre z, e y € R", se define como:

d(z,y) = llz =yl = [ly — «|

Observacion 1.1.2.
Se cumple que Vz € R”
Jz]| = d(x,0)

1.2. Bolas abiertas y cerradas en R"

Definicién 1.2.1.

“Seaa e R"yr >0:
1. La bola abierta de centro a y radio r, es el conjunto definido por:
B,(a) ={z e R"||z —a| < r}
2. La bola cerrada de centro a y radio r, es el conjunto definido por:

B.la] = {x e R"||z —al| < r}
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3. La esfera de centro a y radio r, es el conjunto definido por:

Spla] = {z € Rz — a| = r}

1.3. Conjunto convexo

Definicién 1.3.1.
“Sean z,y € R", el segmento de recta que los une es, denotado por [z,y] y definido
como:

[z, y] = {(1 =Nz +Ay: A€ [0,1]}

Definicién 1.3.2.
“Decimos que X C R" es un conjunto convexo si y solo si, para todo par de puntos =,

y € X, se tiene que [z,y] C X7

Proposicién 1.3.1.
“Sia € R"yr >0 entonces B,(a) y B,[a] son conjuntos convexos.”

Demostracién. Ver [3]pag. 13.

1.4. Swucesiones en R"

Definicién 1.4.1.
“Una sucesién en R™ es una funcién z : N — R", que a cada m € N se le asocia un

x(m) = x,, el cual es llamado m-ésimo término de la sucesion.

Notacion: Las sucesiones seran denotadas como:

(.Z'l,l'g,.%'g, vy Timysy ) = (xm)mEN = (xm) g R™

Definicién 1.4.2.

“Si (zx) € R™, entonces:
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1. lim zp =L < Ve > 0,3dky € N tal que k > kg entonces

k—o00

|lxx — L|| <€

2. Decimos que (zy) es convergente si y solo si 3o € R” tal que

lim x, =L
k—o0

3. Decimos que (xy) es divergente si y solo si (x;) no es convergente.

Observacién 1.4.1.

Si tenemos

1. En términos de bolas; lim xz; = a siy solo si
k—so00

Ve > 0,3ko € N : {xg,, Tiot1, .-} € Bela)
Ve > 0, dko € N : {xk}kao - BE(CL)
2. lim =z # a siy solo si
k— 00
Je > 0,Vk € N : {xy, Tgy1, ...} € Be(a)

Si y solo si

de > 0,Vk € N,Imy >k : |jzg —al| > €

Corolario 1.4.1 (Unicidad del limite).

“Si existe el limite de una sucesion convergente en R™ este es tinico.”
Demostracién. Ver [10]pag. 118.

Corolario 1.4.2 (Algebra de limites).

“Si (z1), (yx) € R™ (ag) € R son sucesiones, entonces::
(zr £ yr), (k) € R, ((2r, y)), (lzl), (dlzn, i) S R
son convergentes y se cumple:
L k‘h—I)noo(xk +ye) = k&)noo o E kﬁnoo Ik
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2. lim (agpzg) = ( lim ag)( Hm )
k—so00 k—>o00 k—o00

3. lim (zy,yr) = ( Um xp, Hm yy)
k—>00 k—>00 k—>00
4. lim ||z = Um x|
k—00 k— o0
5. lim d(zk,yx) = d( im x, lim yy)
k—00 k—00 k— 00
” Demostracién. Ver [9]pag. 16.

Definicién 1.4.3 (Sucesién acotada).

Decimos que una sucesion (xy) (zx) € R™ es acotada, si Ir > 0 tal que ||zx|| < r,Vk € N

Proposicién 1.4.1.
Toda sucesién (x;) C R™ convergente, es acotada.

Demostracién. Ver [10]pag. 118.

Definicién 1.4.4.

“Sea (zx) CR"™y M : N — N estrictamente creciente. La composicién de
rom:N—R"

que a cada k € N le asocia (z om), = x(m(k)) = z,,, € R" es llamada subsucesion de

(z1).”

Teorema 1.4.1 (“Bolzano-Weierstrass”).
De toda sucesion acotada en R™ se puede obtener una subsucesion convergente.

Demostracién. Ver [9]pag. 17.

Definicién 1.4.5.

“Decimos que (z,,) € R™ es una sucesiéon de Cauchy si y solo si

Ve>0,Tko € N:k k' > ko= |lzg —xy|| <e

Teorema 1.4.2.
(zx) € R™ es de Cauchy si solo si (z) C R"™ es convergente.

Demostracién. Ver [9]pag. 18
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1.5. Conjuntos Abiertos y cerrados

Definicién 1.5.1.
“Sea X € R™.

1. Sea a € R™ es punto interior de X si y solo si existe € > 0 ta que Bc(a) C X

2. El conjunto de todos los puntos interiores de X se llama interior de X y es

denotado por int(X) = X

3. X es abierto si y solo si X = int(z)

Observacién 1.5.1.

Sea X C R".
1int(X)C X
2. es suficiente probar que X C int(X), para decir que X es un conjunto abierto.

Ejemplo 1.5.1.
Toda bola abierta y el complemento de una bola cerrada, son conjuntos abiertos de

R".

Proposicién 1.5.1.

En R™ se cumplen:
1. X CY — int(X) Cint(Y)
2. int(int(z)) = int(X)
Demostracién. Ver [3]pag. 30.

Teorema 1.5.1.

“Se cumplen las siguientes propiedades:
1. Los conjuntos () y R™ son abiertos.

2. Si By y E5 son conjuntos abiertos, entonces £ N Fy es un conjunto abierto.
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3. Si {E)}ren es una coleccién arbitraria de conjuntos abiertos, entonces |J E) es
AEA
un conjunto abierto.

” Demostracién. Ver [9]pag. 36.

Definicién 1.5.2 (Abiertos relativos).
“Sea X C R", X # (). Decimos que un subconjunto de A C X es abierto relativo a X

o simplemente abierto en X si y solo si existe U C R" abierto tal que A=UNX.”

Proposicién 1.5.2.

“Sea X CR™", X #( y AC X. Son equivalentes:

1. A es abierto en X.

2. Ya€ A, 35 =6(a) > 0 tal que Bs(a) N X C A
” Demostracién. Ver [3|pag. 32.

Definicién 1.5.3.

Sea X C R", la frontera de X se define como:
0X = {a & B.(a) N X # 0, B(a) N (R" — X) # 0, Ve > o}

Observacién 1.5.2.

También se puede denotar como: F'r(z) = 0X

Definicién 1.5.4.
“Sea X C R"

1. Sea a € R™ es punto adherente de X si y solo si 3(x,,) C X tal que lim z,, =a

m—o0
2. X = {a € R";a es adherente a X} = cl(X).

X es llamado cerradura 6 clausura de X.

3. X es cerrado si y solo si X = X

Teorema 1.5.2.

“Sea X € R" , a € R" son equivalentes :

17



l.ae X
2. B(a)NX #0;Ve >0
” Demostracién. Ver [3]pag. 36.

Teorema 1.5.3.
Un conjunto es cerrado si y solo si su complemento es abierto.

Demostracién. Ver [1]pag. 63.

Ejemplo 1.5.2.

La bola cerrada y el complemento de la bola abierta, son conjuntos cerrados.

Teorema 1.5.4.

“ Se cumplen las siguientes propiedades:
1. E1 ) y R™ son conjuntos cerrados.
2. Si Fy y E5 son conjuntos cerrados, entonces E; U Fy es un conjunto cerrado.

3. Si {E)\}ea es una coleccién arbitraria de conjuntos cerrados, entonces (] E) es
AEA
un conjunto cerrado.

” Demostracién. Ver [9]pag. 40.

Definicién 1.5.5 (Cerrados relativos).
“Sea X C R™, X # (). Decimos que un subconjunto de F' C X es cerrado relativo a X

o simplemente cerrado en X si y solo si exsite G C R" cerrado tal que A =GN X.”

Teorema 1.5.5.

“Sea FFC X CR" F es cerrado en X siy solo si X — F' es abierto en X.”

Demostracion. Ver [3|pag. 38.

1.6. Funcion entre espacios Euclidianos

Definicién 1.6.1.
“Sea X CR™, f: X —R'"yae X .

Decimos que lim f(x) = L si y solo si
Tr—a

18



Ve>0,30>0:2€ XANO< |z —al <o

entonces

() = Ll <€

Observacién 1.6.1.
Se tiene las siguientes equivalencias:
1. lim f(x) = L si y solo si
r—a

Ve > 0,30 >0:2 € Bs(a) N (X —{a}) = f(z) € B(L)

si y solo si
Ve > 0,30 > 0: f[Bs(a) N (X —{a})] C B.(L)
2. lim f(x) # L siy solo si

3e.¥6 > 0: f[Bs(a) N (X — {a})] ¢ B.(L)

si y solo si

de,Vd > 0,3z € Bs(a) N (X —{a}) : f(z) & Be(L)

si y solo si

Je,Vi>0,Jr e X :0< |lx—a| <IN |f(x)—L|| > €

Definicién 1.6.2 (Funcién continua).

“Sea X CR" f: X — R”

1. fescontinuaena € X siysolosiV>0,30 >0/x € X, ||l —al| <J entonces
1f(z) = fla)] <€

2. f es discontinua en a € X siy solo si f no es continua en a.

3. f es continua en todo X siy solo si f es continua en a, Va € X.
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Teorema 1.6.1.

“Sea X CR" f: X — R" a € X son equivalentes:
1. f es continua en a

2. (zx) C X tal que lim z; = a entonces
k—o0

lim f(x) = f(a)

k<—o00
Demostracién.” Ver [9]pag. 26.

Teorema 1.6.2.

Sea X CR™ | f=(f1,f2 f3,-, fn) : X — R™y a € X, son equivalentes:
1. f es continua en a
2. f1, f2, f3..., fn son continuas en a.

Demostracién. Ver [9]pag. 25.

Teorema 1.6.3.

Sea X CR™y f,g: X — R", a: X — R funciones continuas, entonces

L f+g: X —R", (f +9)(x) = f(z) + g()

2. af:X —R", (a.f) () = a(z).f(z)

3.(f19): X —R, (5 g)(x) = (f(z); 9(2))

41X >R (3)(@) = 755, definida si f(z) # 0

también son funciones continuas.

Demostracién. Ver [9]pag. 26.

1.7. Conjuntos conexos en R"

Definicién 1.7.1.

“Sea X C R"™ decimos que A, B C X forman una escision de X si y solo si:
1. X=AUB
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Observacién 1.7.1.

Sea X CR", tomemos A =0, B=X (6 B=0, A= X) entonces A, B es una escisién
de X.

Donde llamaremos A, B la escision trivial de X.

También podemos inferir que todo X C R™ admite por lo menos una escision: la trivial.

Aquellos conjuntos que solo admiten la esicién trivial son llamados conjuntos conexos.

Definicién 1.7.2.

X C R™ es conexo si y solo si X solo admite la escision trivial.

Observacién 1.7.2.

A los conjuntos que no son conexos los llamaremos disconexo.

Teorema 1.7.1.

“Sea X C R" y A, B forman una escision de X si y solo si se satisfacen las siguientes

condiciones:
1. X=AUB
2. ANB =10

3. Ay B son abiertos en X.”
Demostracién. Ver [3|pag. 48.

Teorema 1.7.2.

“Sea X C R" y A, B forman una escisién de X si y solo si se satisfacen las siguientes

condiciones:
1. X=AUB
2. ANB =10

3. Ay B son cerrados en X
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” Demostracién. Ver [9]pag. 56.

Proposicién 1.7.1.
El I C R un intervalo es un conjunto conexo.

Demostracién. Ver [7]pag. 56.

Teorema 1.7.3.
Un subconjunto X C R es conexo si y solamente si, es un intervalo.

Demostracién. Ver [9]pag. 56.

Teorema 1.7.4.
Sean X CY C X en R”. Si X es conexo, entonces Y es conexo.

Demostracién. Ver [3]pag. 49.

Teorema 1.7.5.
La imagen de un conjunto conexo por una funciéon continua es un conjunto conexo.

Demostracién. Ver [9]pag. 56.

Teorema 1.7.6.

“Sea {X)}aea una coleccién arbitraria de subconjuntos conexos de R™ tales que si

NX\#0

A€A

Entonces |J X es un conjunto conexo.
AEA

Demostracién. Ver [3]pag. 49.
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Caminos en R"

En nuestra vida cotidiana nos encontramos muy a menudo con sucesos geométricos,
tales por ejemplo la trayectoria que describe un auto para ir de una ciudad a otra, el
lanzamiento de bala de un canon, la caida libre de un objeto desde un edificio, la érbita

que realiza un planeta o un satélite, entre otros fenémenos.

Todos estos sucesos pueden ser descritos mateméticamente por la definicién de ca-

minos, en este capitulo definiremos y daremos sus propiedades més importantes:

2.1. Nociones basicas y ejemplos

Definicién 2.1.1.

Una funciéon A : I — R"™ donde I es un intervalo en R, es llamada camino en R".

Observacién 2.1.1.

De la definicion anterior:

= El [ es cualquier intervalo, como por ejemplo:

la,b[, [a,b], [a,b], ]a,b], ] — 00, al, | — o0,a], |a, +o0], [a, +o0], Joo, co[=R

= A : ] — R™ es un camino, entonces A(t) € R"; para todo ¢t € I, llamaremos
parametro a t y por esto el camino también es conocido como curva parametri-
zada.

Generalmente en las aplicaciones, representa tiempo.
» El conjunto A[I] = {A(¢) : t € I} C R" es llamado traza de .

= Debemos diferenciar entre la definicién de camino (funcién) con la nocién de

traza.

Ejemplo 2.1.1.

A [0,27] — R?
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Ejemplo 2.1.2.

[43

Ejemplo 2.1.3.

13

t— A(t) = (cos(t), sen(t))

N
%

A [-2,2] — R?

t= At) = (1t 4+ 1)

A [0,27] — R?

t — A(t) = (4cos(t), sen(2t))”
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35 a0 2 A4 ! ’ ’ ’

-1

=34

Ejemplo 2.1.4.

AR — R?

t A(t) = (8° — 2t, 82 — 2)7

I ! 2 : : ’

-1

Ejemplo 2.1.5.

AR R?

t A(t) = (deos(t), dsen(t), )7
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Ejemplo 2.1.6.

[43

AR — R?

t > At) = (cos(t), t + sen(t), cos(t))”

2.2. Limite de Caminos

Definicién 2.2.1.
“Sea A : I — R™ un camino y a € I'. Diremos L € R" es el limite de A(t) cuando ¢

tiende a a, lo que denotamos por:

lfm A(t) = L

t—a

siysolosiVe>0,30 =d(e) >0talquesite[,0<|t—a|] <d=|\t)—L| <¢€
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Teorema 2.2.1.

Sean A\ : [ — R™ un camino y a € I'. Son equivalentes:

1. lim A(t) =L

t—ra

2. (ty) €I —{a} tal que lim ty =a= lim A(tx) =L
k—so00 k

—00

Demostracién. Ver [2]pag. 33.

Corolario 2.2.1 (Unicidad del limite).

Sean A : I — R™ un camino y @ € I'. lim A\(t) = Ly lim A(¢) = L' entonces L = L'
t—a t—a
Demostracién. Ver [2|pag. 34.

Teorema 2.2.2.
“‘Seana € I''L,M e R*, A\: [ - R" , yu: 1 — R" caminos y a : I —> R tales que

7511_r>na A(t) = L, th_1>na,u(t) =My th_r)rzoz(t) = . entonces:

—_

: th_r>na()\ +u)t)=L+M

2. lImA—p)t)=L—-M

t—a

3. lim (ap)(t) = agM

t—a

4. lim (A(t), u(t) = (L, M)
5. Jim [|u(t)]| = | M]
6. lim d(\(t), u(t)) = d(L, M)

t—a

” Demostracién. Ver [2]pag. 35.

2.3. Continuidad de caminos

Definicién 2.3.1.

Sea I C R un intervalo y A : I — R" un camino.

= )\ es un camino continuo en a € I, si y solo si Ve > 0,30 = d(¢) > 0 tal que si:

tel,0<|t—al<d=||At)—Aa)]| <€
» El camino A es discontinuo en a € [ siy solo si A no es continuo en a.
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Teorema 2.3.1.

Sean I C R un intervalo ; A : I — R" y a € I. Son equivalentes:
1. X es continua en a
2. (zx) C I tal que lim x; = a entonces lim A\(xy) = A(a)
k—o0 k—o0
Demostracién. Ver [2|pag. 37.

Teorema 2.3.2.

“Sea I C R un intervalo , A : I — R™. Denotamos Y = A\[I] C R™. Son equivalentes:
= )\ es continua en a
» Si V es un conjunto abierto en Y, entonces A7'[V] es un conjunto abierto en I.
” Demostracién. Ver [2]pag. 38.

Teorema 2.3.3.
Sean A : I — R™ camino continuo e I C R un intervalo, entonces A[I] es un conjunto
CONExXo.

Demostracién. Ver [2]pag. 40.
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Problema Principal

En este capitulo presentamos el resultado principal del trabajo de tesis, partiremos

en dar a conocer conjuntos hechos de una sola pieza.

3.1. Conjuntos en R" hechos de una sola pieza

Los conjuntos hechos de una sola pieza son aquellos conjuntos que no se pueden
dividir. Bajo esta idea es l4gico pensar en la definicion de conexidad ya que hemos visto
que un conjunto conexo no puede ser descrito como una unién disjunta de conjuntos

abiertos (6 cerrados).

Para ello veamos algunos ejemplos:

1. Sea A = [0;1] como sabemos es un intervalo el cual hemos visto que es conexo.

Gréaficamente tendriamos:

A

(§
T ILALAARARS! T T ) 4

4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 'R

Este conjunto esta hecho de una sola pieza ya que vemos que no esta dividido.

2. Sea A = [0,1] U [2, 3] vemos que no es conexo y también nos damos cuenta que

no estd hecho de una sola pieza al igual que por ejemplo C' =R — {0}

L 2

—4 -3 -2 -1

W
=

L 2
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3. Sea S' = {(z,y) € R*/z* + y* = 1}.
Veremos ahora que este conjunto es un conjunto conexo:

Si sabemos que:

f:[0,27] — S*
t— f(t) = (cos(t), sen(t))”

Como sabemos que tanto el cos(t) y el sen(t) son funciones continuas entonces
f(t) = (cos(t), sen(t)) es una funcién continua.
Por otro lado el intervalo [0,27] es conexo y f una funcién continua entonces

f([0,27]) = ST es conexo.

Graficamente tendriamos:

Vemos que el conjunto esta hecho de una sola pieza.

4. Sean:

A={(z,y) e R?/a® +y? < 1}
B ={(z,y) eR*/(z —3)* +y> < 1}

Donde C' = AU B, nos damos cuenta que C' es la unién disjunta de dos conjuntos

cerrados y por lo tanto no es un conjunto conexo.
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Graficamente tenemos:

Nos damos cuenta también que C' no es un conjunto hecho de una sola pieza.

5. Si tenemos el camino:

“A: [0, 27] — R?

t — A(t) = (4cos®(t), 4sen?(t))”

-5

Esta traza de este camino estd hecho de una sola pieza y también como sabe-

mos que tanto el 4cos3(t) y el 4sen®(t) son funciones continuas entonces A\(t) =

31



(4cos3(t),4sen?(t)) es una funcién continua.
Por otro lado el intervalo [0,27] es conexo y A una funcién continua entonces

A([0,27]) es un conexo.
6. Sea el camino:
A (=2,2) — R?

t= At) = (t, 1)

t

Como nos damos cuenta la traza de este camino no esté hecho de una sola pieza,
ya que el camino no es continuo en ¢t = 0. Por otra parte la traza del camino no

es conexo ya que A\[(—2,0)], A[(0,2)] es una escisién de A\[(—2,2)].

A partir de estos ejemplos podemos intuir que al hablar de conjuntos conexos es lo
mismo que decir conjuntos hechos de una sola pieza, sin embargo esto no es del todo

cierto.

Recordemos que en la recta real (R) los conjuntos conexos son los puntos y los
intervalos por ende alli si podemos decir que los conjuntos conexos son hechos de una

sola pieza.

Por otra parte veremos que no podemos generalizar esta misma idea para R™(n > 2)

y nos atreveremos a decir que existen conjuntos conexos que no estan hechos de una
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sola pieza.

Para ello vamos a abordar el siguiente problema conocido como el seno del topdélogo.

3.2. Seno del tépologo

Probaremos que existe un conjunto conexo que no es de una sola pieza

Prueba. Sitenemos:
“X:(0,1] — R?
t— A(t) = (t,seng) ”

A(t) = (t, sen(1/t) Ny

-05

1

Como vemos “A” es una funcién continua ya que:

M) = (Ai(t), Aa(t)) = (t> 36”%)

donde Ai(t) =ty Xo(t) = sen(7) y ademds ¢ € (0,1] con lo cual cada una de estas

funciones son continuas y por lo tanto A es una funcién continua.

Por otra parte tenemos al intervalo (0, 1] el cual por lo visto anteriormente es un

conjunto conexo y como A es una funcién continua, entonces:

A[{0, 1]] es un conjunto conexo de R?
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Llamaremos X = A[(0, 1]].

Consideramos:

Y = X U{(0,0)}

Y= XU {(0,0)}

05

Ahora demostraremos que Y es un conjunto conexo, para ello veremos lo siguiente:

Afirmacién:

X=XU{0t):-1<t<1}

Prueba. Probaremos por doble inclusion:

(2)

Por demostrar que: X U{(0,¢): -1 <t<1}C X

Sea x € X U{(0,t): —1 <t < 1} entonces tenemos dos casos:

s SizeX —sreX
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» Size{(0,t): 1<t <1}
Entonces x serfa de la forma: x = (0,7 para algin T € [—1, 1]
Como: -1 <T <1

Entonces:

ArcSen(—1) < ArcSen(T) < ArcSen(l)--- (+2nm) (3.1)

ArcSen(—1) 4+ 2nm < ArcSen(T) +2nm < ArcSen(l) + 2nrw (3.2)

—g +2nm < ArcSen(T) +2nm < g + 2nm (3.3)
1 1 1
T+ 2nm ArcSen(T') + 2nm —5 +2n7
1

Llamaremos z,, = , como n —» 400 estd sucesion z,, € (0, 1]

ArcSen(T) + 2nw

1
ArcSen(T) + 2nm

Entonces: z,, = , donde z,, — 0

También:
1 1
Sen (x_) = Sen T = Sen(ArcSen(T) + 2n)

ArcSen(T) + 2nm

1
Hemos encontrado una sucesién | z,,, Sen <—)) € X de tal forma que su limite
Ty

de convergencia es (0, 7).
Entonces por definicién de cerradura (0,7) € X

Por lo tanto z € X
De ambos casos obtenemos que z € X por lo tanto:
XU{(0,t):—-1<t<1}C X
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Ahora pasaremos a demostrar la otra inclusién:

(<)

Por demostrar que: X C X U {(0,¢): =1 <t <1}

Sea z € X

Entonces:

z:(x,y)€7:m:{(x756nl> :a:e((),l]}

xz

Entonces por definicién de cerradura:

= <mn,56n (i)> C X, con (xn,Sen (i>) — z=(z,y)
Tn Tn

De donde se obtiene que:

(=)
Tp —rrySen|— | —vy
x

n

También, como (x,) C (0,1] — x € (0,1] = [0, 1]

De donde se pueden tener dos casos:

1 1
1. Si z # 0, entonces — — — y por la continuidad del seno:
x x

n

1 1
Sen (—) — Sen— =y

T T
Entonces:

z=(z,y) = (x,Senl) e X

T

Por lo tanto concluimos que si z € X — 2z € X
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1
2. Si x = 0 entonces, como —1 < Senf <1 — —1 < Sen (—) <1
x?’l

Aplicando limite tendriamos:

1
lim —1< lim Sen(—)g lim 1 —-1<y<1

n—»o0 n—>:00 Tn n—»o0

Entonces:
2= (2.y) = (0,y) € {(0,6) : ~1 <t < 1}

Por lo tanto concluimos que si 2 € X — 2z € {(0,¢): =1 <t <1}

De ambos casos tenemos que:

z€X —2eXU{(0,t): -1<t<1}

Entonces concluimos:

XCXU{(0,t):—-1<t<1}

De ambas inclusiones hemos demostrado finalmente la afirmacién:

X=XU{0t):-1<t<1}

Ahora retomando a la demostracién de nuestro problemas:

Tenemos lo siguiente:
1. X = A[{0,1]]
2.V = X U{(0,0)}

3. X =XU{(0,t): -1 <t <1}
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Entonces de todos estos datos tenemos: X CY C X
Ahora por el teorema 1.7.4, como X es conexo entonces Y es conexo.

Hemos demostrado entonces que el conjunto:

Y =XU{(0,0)} = A0, 1]JU{(0,0)}

¥= XU {(0,0)}

05

El cual no esta hecho de una sola pieza es conexo. O

Entonces ahora podemos afirmar que la conexidad en R™(n > 2) no es suficiente
para decir que un conjunto esta hecho de una sola pieza.
Para ello debemos tener una definicion adicional y es aqui donde entra a tallar nuestras
nociones de caminos.
Para esto tenemos la siguiente definicién que nos garantiza que un conjunto esta hecho

de una sola pieza.

3.3. Conexo por Caminos

En estd parte veremos de manera formal la nocién matematica de un conjunto
hecho de una sola pieza.

Para ello tenemos la siguiente definicion:

Definicién 3.3.1.
Un subconjunro X C R" es llamado arco conexo o conexo por caminos si y solo si

Vz,y € X existe un camino continuo A = A, ,, : [0,1] — X, tal que A(0) =z, A\(1) = y.
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Observaciéon 3.3.1.
Un conjunto hecho de una sola pieza matematicamente es denotado Conjunto conexo
por caminos ya que para cualquier par de puntos siempre va existir un camino continuo

entre estos puntos y esto hace que no haya quiebres ni saltos.

Proposicion 3.3.1.

Si X C R™ es convexo entonces X es un conjunto conexo por caminos

Prueba. En efecto:

Sean z,y € X como X es convexo, entonces [z,y] C X.

Counsidero:
A=y [0,1] — X
t—= At)=(1—t)z+ty

El cual es continua y también satisface A(0) = z, A\(1) = y.

Como tomamos x,y arbitrarios entonces X es conexo por caminos. ]

Entonces con esta proposicién podemos decir que todo conjunto convexo estd hecho

de una sola pieza.

Ejemplo 3.3.1.
Como B,[a], B,(a) € R™ son conjuntos convexos entonces son conjuntos conexos por

caminos, Vr > 0, Va € R".

Teorema 3.3.1.

Si X C R™ es un conexo por caminos entonces X es conexo.
Prueba. En efecto:
» Si X =0 (No hay nada que demostrar)

» Si X # () entonces, sea a € X, sea cualquier z € X
Por hipétesis tenemos que 3\, : [0, 1] — X tal que \,(0) =ay A\, (1) ==z

Como [0, 1] es conexo y A, es continuo entonces A, ([0, 1]) es conexo.

39



También como a € A\,([0,1]) entonces Vz € X se tiene que:

() 2=([0,1]) # 0

reX
Donde A,([0,1]), Vo € X son conexos.

Por el Teorema 1.7.6 tenemos:
LJAe([0,1))
rxeX

Es conexo.

Afirmacion

Ur(0,1]) = X

zeX

Demostraremos por doble inclusién:

C (Por demostrar que | J A\.([0,1]) € X )
rzeX

Como A,([0,1]) C X, Vx € X

Entonces |J A\.([0,1]) C X
zeX

D (Por demostrar queX C [J A.([0,1]) )

zeX

Sea x € X entonces x € A\,([0,1]) € |J A.([0,1])

zeX

Entonces como tome x arbitrario Vo € X se tiene que z € (J A\,([0,1])
zeX

Por lo tanto X C J A.([0,1])

zeX

De ambas inclusiones : |J A.([0,1]) = X

reX

Finalmente como [J A.([0,1]) es conexo, entonces X es conexo.
zeX
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Observacién 3.3.2.

Con el anterior teorema podemos afirmar que:
= Todo conjunto hecho de una sola pieza es conexo
= Un conjunto que no es conexo no esta hecho de una sola pieza

= La reciproca de este teorema es falsa ya que como vimos en el seno del topdlogo

es conexo pero no es un conjunto hecho de una sola pieza.

Ahora veremos de manera formal que el problema del seno del top6logo no es conexo
por caminos.
Si tenemos:
“N:(0,1] — R?
Fs A(E) = (&, Sen%) »

Consideramos:

Y = X U{(0,0)}

Y= Xu {(0,0)}

05

(0, 0)

-05

Como sabemos Y = X U {(0,0)} es conexo (probado anteriormente) ahora demos-

traremos que Y no es conexo por caminos.

Prueba. En Efecto:
Probaremos por reduccion al absurdo:

Supongamos que Y = X U {(0,0)} es conexo por caminos, entonces por la definicién
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3.3.1 tenemos que:

Para todo par de puntos a,b € Y, existe un camino continuo “

w:[0,1] tal que p(0) = a,pu(l) =0

Entonces escogemos:
» a=(0,0)
= be X = \[{0,1]]
Como b € A[(0, 1]], entonces:
b= (t, Sen%) para algin ¢ € (0, 1]

Entonces, existe un camino continuo yu tal que:
p:[0,1] — Y

p = u(p) = (z(p), y(p))
donde:

= 1(0) = (0,0)
] M(l) == b € X

1
Por otra parte, sea t, = —, n € N
n

Comon >1
1
=1>->0
n
=0<t,<1
=t, € (0,1] C [0,1]
También:
lim ¢, =0
n—-aoo

Por continuidad de p:
lim_pu(t,) = 1(0) = (0,0)

n—aoo
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Por otra parte:

1 1
lim w(t,) = lm (z(t,),y(t,)) = lim (tn,Sen—>): lim | —, Sen
n—so00 n—so0 n—so00 tn n—oo | n
; , 1 P S
lim p(t,) = lim (—,Sen(n)) = ( lim —, lim Sen(n))
n—so00 n—oo \ N n—soo0 1, N—00
1
Donde lim — =0, pero # lim Sen(n) entonces, # lim u(t,)
n—oo 1 n—oo n—soo
(<)

Por lo tanto no es conexo por caminos.
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Conclusiones y/o Sugerencias

1. Probamos la existencia de un conjunto conexo conocido como el seno del topélogo
el cual no esta hecho de una sola pieza, esto significa que al hablar de conjuntos
conexos no es lo mismo decir conjuntos hechos de una sola pieza, logrando el

objetivo.

2. La definiciéon matemaética de un conjunto conexo por caminos o también llamado
arco conexo es de gran importancia a la hora de definir un conjunto hecho de una

sola pieza.

3. Si un conjunto no es conexo entonces dicho conjunto no esta hecho de una sola

pieza
4. Todo conjunto convexo estd hecho de una sola pieza.

5. Si un conjunto esta hecho de una sola pieza entonces este conjunto es conexo.
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