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RESUMEN

CONTROLABILIDAD BAJO RESTRICCIONES POSITIVAS PARA
EDPS PARABÓLICAS CUASILINEALES

MIGUEL ROBERTO NUÑEZ CHÁVEZ

Asesora : Dra. Yolanda Silvia Santiago Ayala.

Tı́tulo Obtenido : Licenciado en Matemática.

En esta tesis se abordará el análisis del control interno con restricción
de tipo positivo de una EDP parabólica con difusión no lineal cuando el
horizonte temporal es suficientemente grande. El tiempo de controlabili-
dad mı́nimo será estrictamente positivo.

Primero, mostramos un resultado de controlabilidad global en estado
estacionario con restricción para un sistema parabólico cuasilineal con no
linealidad en el término de difusión.

Luego, para el sistema con evolución temporal, bajo una adecuada su-
posición disipativa y con resultados de controlabilidad local y principios
de comparación, concluı́mos el mismo resultado que en el caso estaciona-
rio para cualquier dato inicial y para algunas trayectorias objetivo.

Palabras Claves: EDP parabólica cuasilineal, controlabilidad global,
restricciones positivas, tiempo mı́nimo positivo.
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ABSTRACT

CONTROLLABILITY UNDER POSITIVE CONSTRAINTS FOR
QUASILINEAR PARABOLIC PDES

MIGUEL ROBERTO NUÑEZ CHÁVEZ

Advisor : Dra. Yolanda Silvia Santiago Ayala.

Obtained Title : Degree in Mathematics.

This thesis will address the analysis of the internal control with positi-
ve type restriction of a parabolic PDE with non-linear diffusion when the
time horizon is sufficiently large. The minimum controllability time will
be strictly positive.

First, we show a result of global controllability in steady state with res-
triction for a quasilinear parabolic system with non-linearity in the diffu-
sion term.

Then, for the system with time evolution, under an adequate dissipa-
tive assumption and with results of local controllability and principles of
comparison, we conclude the same result as in the stationary case for any
initial data and for some target trajectories.

Keywords: Quasilinear parabolic PDE, global controllability, positive
constraints, positive minimal time.
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Introducción

El estudio de la Teorı́a de Control en las EDPs ha sido el objetivo de mu-
chos trabajos en las últimas décadas, tanto para el caso parabólico cuanto
para el hiperbólico. Podemos entender dicha Teorı́a como la perturbación
de un sistema de Ecuaciones Diferenciales para alcanzar de manera exacta
o aproximada algún resultado deseado, siempre respetando los paráme-
tros establecidos.

Sobre la controlabilidad en ausencia de restricciones tanto en el estado
cuanto en el control, tenemos una variedad de resultados para EDPs pa-
rabólicas de clases lineales, semilineales y cuasilineales, donde obtenemos
la controlabilidad para cualquier tiempo positivo (ver [5, 10, 13, 16, 23]).

Sin embargo, aún trabajando inicialmente en ausencia de restricciones,
algunas veces los controles que logran el objetivo en el momento final
son restricciones de soluciones de otros sistemas relacionados al sistema
original como es el caso del sistema adjunto. Estos controles experimen-
tan grandes oscilaciones en la proximidad del tiempo final. En particular,
cuando el horizonte temporal es demasiado corto, estas oscilaciones impi-
den que el control cumpla con la restricción de positividad.

Ahora, sobre la controlabilidad bajo restricción en un sistema parabóli-
co, tenemos el primer trabajo en [17] (2017), los autores trataron una ecua-
ción de calor lineal en dimensión N , considerando varios tipos de proble-
mas de contorno, también realizaron varias simulaciones numéricas con
resultados interesantes, luego en [19] (2018) los autores trabajaron con una
ecuación semilineal con no linealidad de clase C1 sin la condición en dicha
función sobre el signo y sin la condición de globalmente Lipschitz. En [21]
(2019) los autores trabajaron con ecuaciones de reacción-difusión sobre la
misma pregunta.

Inspirado por [17] y [19], consigo probar un resultado más general
(ver [18]), esto es, demuestro los resultados obtenidos en el caso lineal y
semilineal para un problema con no linealidad en el término de difusión
(caso cualineal). En realidad se obtienen dos resultados, el primero para

1



el caso estacionario (ausencia de la evolución temporal) y el segundo para
el caso de evolución temporal. Dichos resultados serán expuestos en esta
tesis.

La tesis de divide en los siguientes capı́tulos:
En el Capı́tulo 1, se presentan las notaciones y los resultados más bási-

cos empleados en todo el trabajo.

En el Capı́tulo 2, se plantea el problema de controlabilidad bajo restric-
ciones positivas en una EDP parabólica cuasilineal y se enuncian los dos
teoremas importantes de esta tesis.

En el Capı́tulo 3, se resuelve el problema en el caso estacionario, el
método de la demostración utiliza un ”argumento de escalera”, que con-
siste en pasar de un estado estable a otro vecino, utilizando pequeños con-
troles de amplitud, de forma recursiva, para llegar al objetivo final des-
pués de varias iteraciones y preservar las limitaciones que impone el con-
trol a priori. Sin embargo, este método de escalera conduce a resultados de
control restringido solo cuando el tiempo de control es lo suficientemente
grande, y este horizonte de tiempo aumenta cuando lo hace la distancia
entre los estados estacionarios inicial y final.

En el Capı́tulo 4, se resuelve el problema en el caso general (de evo-
lución temporal), aquı́ se usa un argumento de estabilización en normas
L2-L∞ aplicado a un tiempo conveniente que sirve para garantizar un re-
sultado de controlabilidad local y ası́ finalmente concluir la controlabili-
dad bajo restricciones.

En el Capı́tulo 5, se estudia la positividad del tiempo mı́nimo de con-
trolabilidad, para esto vemos lo que sucede a continuación, una vez que
la propiedad del control haya sido demostrada, esto es, que obtengamos
controles con signo no negativo, los clásicos principios de comparación o
del máximo para ecuaciones parabólicas permiten probar que el signo del
estado adjunto de un determinado sistema también es no negativo, este
último resultado es importante para concluir el resultado deseado.

Todas las técnicas y resultados mostrados en los Capı́tulos 1 y 2 requie-
ren que el tiempo de control sea lo suficientemente grande. Por lo tanto,
es natural analizar si se puede lograr la controlabilidad en un tiempo pe-
queño y arbitrario. En [17] y [19] (esto es, para las ecuaciones de calor li-
neal y semilineal respectivamente) se demostró que la controlabilidad bajo
restricciones no se mantiene cuando el horizonte de tiempo es demasiado
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corto. En realidad, para las ecuaciones cuasilineales tenemos el mismo re-
sultado y se demuestra también en este capı́tulo.

En el Capı́tulo 6, se presentan las conclusiones del trabajo, algunos co-
mentarios y se proponen algunos problemas en abierto para un futuro.

Luego, se tienen dos apéndices donde se muestran resultados impor-
tantes que serán de mucha utilidad en este trabajo:

En el Apéndice A, se demuestra un resultado de controlabilidad local
por trayectorias que es clave para la demostración de los teoremas plan-
teados en el Capı́tulo 2. Para este fin, se siguen las técnicas de [16] para
obtener una Desigualdad de Observabilidad y se emplean argumentos de
Punto Fijo para concluir la prueba.

En el Apéndice B, se demuestra la propiedad de estabilización en nor-
mas L2-L∞, que permite demostrar el segundo teorema planteado en el
Capı́tulo 2. Aquı́ se emplean los argumentos de [20] y una condición im-
puesta a la trayectoria objetivo a la cual se desea alcanzar.
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Capı́tulo 1

Notaciones y Resultados Básicos

1.1. Notaciones

N : número entero mayor o igual que 1,

Ω : subconjunto de R
N abierto, acotado y no vacı́o,

∂Ω : frontera de Ω,

Ω := Ω ∪ ∂Ω,

C(Ω) (C(Ω)): espacio vectorial de las funciones contı́nuas en Ω (Ω),

||ϕ||C(Ω) := sup
x∈Ω

|ϕ(x)|
(

||ϕ||C(Ω) := sup
x∈Ω

|ϕ(x)|
)

,

Considerando m un número entero tal que m ≥ 1,

Cm(Ω) (Cm(Ω)) : espacio vectorial de las funciones m veces conti-
nuamente diferenciables en un abierto que contiene a Ω (Ω), esto es,
cuyas derivadas de orden m son contı́nuas,

||ϕ||Cm(Ω) :=
m
∑

k=0

sup
x∈Ω

|ϕ(k)(x)|
(

||ϕ||Cm(Ω) :=
m
∑

k=0

sup
x∈Ω

|ϕ(k)(x)|
)

,

C∞(Ω) (C∞(Ω)): espacio vectorial de las funciones continuas e infi-
nitamente diferenciables en Ω (Ω),
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supp(ϕ) := {x ∈ Ω; ϕ(x) 6= 0}: soporte de una función real ϕ, donde
ϕ : Ω → R es contı́nua,

C∞
0 (Ω) (C∞

0 (Ω)) : espacio vectorial de las funciones continuas e infi-
nitamente diferenciables con soporte compacto en Ω (Ω),

D(Ω) : espacio vectorial C∞
0 (Ω) dotado de la convergencia usual,

D′(Ω) : espacio vectorial de las distribuciones, esto es, dual topológi-
co del espacio vectorial D(Ω) dotado de la convergencia usual,

Considerando p un número real tal que 1 ≤ p <∞,

L-medible: Lebesgue medible,

Lp(Ω) := {f : Ω → R; f L-medible y

∫

Ω

|f(x)|pdx <∞},

||f ||Lp(Ω) :=

(∫

Ω

|f(x)|pdx

)1/p

,

c.t.p.: casi todo punto,

L∞(Ω) := {f : Ω → R; f L-medible y ∃C > 0 tal que |f(x)| ≤ C
c.t.p. en Ω},

||f ||L∞(Ω) := supess
x∈Ω

|f(x)| := inf {C; |f(x)| ≤ C c.t.p. en Ω},

Wm,p(Ω) := {u ∈ Lp(Ω);Dαu ∈ Lp(Ω), ∀α ∈ R
N tal que |α| ≤ m},

||u||Wm,p(Ω) :=





∑

|α|≤m

∫

Ω

|Dαu(x)|pdx





1/p

,

||u||Wm,∞(Ω) :=
∑

|α|≤m

supess
x∈Ω

|Dαu(x)|,

Hm(Ω) := Wm,2(Ω),

(u, v)Hm(Ω) :=
∑

|α|≤m

(Dαu,Dαv)L2(Ω),

Wm,p
0 := D(Ω)

Wm,p(Ω)
,

Hm
0 (Ω) := W 2,p

0 (Ω),
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W−m,q(Ω) : dual topológico de Wm,p
0 (Ω), donde 1/p+ 1/q = 1,

H−m(Ω) := W−m,2(Ω),
〈

f, g
〉

: producto dual entre f ∈ H−m(Ω) y g ∈ Hm
0 (Ω),

Consideremos θ un número real tal que 0 < θ < 1,

Cm+θ(Ω) : espacio vectorial Hölder Contı́nuo de orden m e ı́ndice θ,
esto es, subespacio vectorial de Cm(Ω) tal que satisface la condición
de Hölder:

||u||m,θ := sup
|α|=m

sup
x1 6=x2

|∂αxu(x1)− ∂αxu(x2)|

|x1 − x2|θ
<∞,

||u||Cm+θ(Ω) := ||u||Cm(Ω) + ||u||m,θ,

Consideremos X espacio de Banach y T un número real positivo,

B-medible: Bochner medible,

Lp(0, T ;X) := {u : [0, T ] → X; u B-medible y

∫ T

0

||u(t)||pXdt <∞},

||u||Lp(0,T ;X) :=

(∫ T

0

||u(t)||pXdt

)1/p

,

L∞(0, T ;X) := {u : [0, T ] → X; u B-medible y supess
0<t<T

||u(t)||X <∞},

||u||L∞(0,T ;X) := supess
0<t<T

||u(t)||X ,

Lq(0, T ;X ′) : dual topológico de Lp(0, T ;X), donde X ′ es el dual to-
pológico de X y 1/p+ 1/q = 1,

C([0, T ];X) := {u : [0, T ] → X; u B-medible y max
0≤t≤T

||u(t)||X <∞},

||u||C([0,T ];X) := max
0≤t≤T

||u(t)||X ,

Q := Ω× (0, T ), cilindro de base Ω y altura T ,

Σ := ∂Ω× (0, T ), frontera lateral del cilindro Q,
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Cm,l(Q) : espacio vectorial de las funciones m veces continuamente
diferenciables en relación a la variable espacial y l veces continua-
mente diferenciables en relación a la variable temporal,

Cm+θ,l+θ/2(Q) : espacio vectorial Hölder Contı́nuo de ordenm para la
variable espacial, de orden l para la variable temportal y de ı́ndice θ,
esto es, subespacio vectorial de Cm,l(Q) tal que satisface la siguiente
condición de Hölder:

||u||m,l,θ := sup
|α|=m

sup
(x1,t1) 6=(x2,t2)

|∂αx∂
l
tu(x1, t1)− ∂αx∂

l
tu(x2, t2)|

(|x1 − x2|+ |t1 − t2|1/2)θ
<∞,

||u||Cm+θ,l+θ/2(Q) := ||u||Cm,l(Q) + ||u||m,l,θ.

1.2. Resultados Básicos

Lema 1.1 (Lema de Fursikov). Sea ω0 ⊂ Ω un conjunto abierto no vacı́o tal

que ω0 ⊂ Ω, existe una función α0 ∈ C2(Ω) con las siguiente propiedades

α0(x) > 0 en Ω; α0(x) = 0 sobre ∂Ω; |∇α0(x)| > 0 en Ω\ω0.

Demostración:
Ver el libro de A. Fursikov y O. Imanuvilov [7], Capı́tulo 1, Lema 1.1. �

Teorema 1.1 (Teorema del Punto Fijo de Kakutani). Supongamos que

i) La aplicación multivaluada Λ : K → 2K es semicontinua superiormente

(tiene gráfico cerrado);

ii) K es un conjunto no vacı́o, compacto, convexo en un espacio localmente

convexo Z;

iii) El conjunto Λ(x) es no vacı́o, cerrado y convexo para todo x ∈ K.

7



Entonces Λ tiene (al menos) un punto fijo.

Demostración:
Ver el libro de E. Zeidler [24], Capı́tulo 9, Sección 3, Teorema 9.B. �

Teorema 1.2 (Agmon-Douglis-Nirenberg). Sea p un número real positivo tal

que 1 < p < ∞, entonces para todo f ∈ Lp(Ω), existe una única solución

u ∈ W 2,p(Ω) ∩W 1,p
0 (Ω) de la ecuación

−∆u+ u = f en Ω.

Demostración:
Ver el libro de H. Brezis [2], Capı́tulo 9, Sección 9, Teorema 9.32. �

Teorema 1.3 (Propiedades del primer autovalor). Sea L el operador unifor-

memente elı́ptico definido como

L[u] = −
N
∑

i,j=1

aij(x)uxi
uxj

+
N
∑

i=1

bi(x)uxi
+ c(x)u

con c ≥ 0. Entonces se satisface lo siguiente:

1. Existe un autovalor real λ1 para el operador L considerando la condición

de frontera de Dirichlet nula. Además, si λ ∈ C es cualquier otro autovalor

entonces Re(λ) ≤ λ1.

2. Existe una correspondiente autofunción φ1, la cual es estrictamente positiva

en Ω.

Demostración:
Ver el libro de L. Evans, Capı́tulo 6, Sección 5, Teorema 3. �
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Teorema 1.4 (Principio del Máximo). Sea L el operador uniformemente pa-

rabólico definido como

L[u] := ut −∇ · (a(x, t)∇u) +∇b(x, t) · ∇u+ c(x, t)u

con c ≥ 0. Supongamos que u sea solución de L[u] = f en Q con f ∈ L∞(Q) y

que satisface las condiciones inicial y de frontera:

u(x, 0) = g(x) en Ω; u(x, t) = h(x, t) sobre Σ,

donde h ∈ L∞(Σ) y g ∈ L∞(Ω). Entonces u ∈ L∞(Q), además existe una

constante C := C(Ω, a, b, c) tal que

||u||L∞(Q) ≤ eCT
(

||g||L∞(Ω) + ||h||L∞(Σ) + ||f ||L∞(Q)

)

.

Demostración:
Ver el libro de D. Gilbarg [8], Teorema 3.7, Capı́tulo 3, Sección 3 o tam-

bién ver el libro de M. H. Protter [22], Capı́tulo 3, Sección 4, Teorema 5,
Teorema 6 y Teorema 7. �

Teorema 1.5 (Principio de Comparación). Sea L el operador uniformemente

parabólico definido como

L[u] := ut −∇ · (a(u(x, t))∇u) +∇b(x, t) · ∇u+ c(x, t)u

con c ≥ 0. Supongamos que u sea solución de L[u] = f en Q y que satisface las

condiciones inicial y de frontera:

u(x, 0) = g(x) en Ω; u(x, t) = h(x, t) en Σ.

Si u1 y u2 satisfacen las siguientes condiciones:
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L[u1] ≤ f(x, t) ≤ L[u2] en Q;

u1(x, 0) ≤ g(x) ≤ u2(x, 0) en Ω;

u1(x, t) ≤ h(x, t) ≤ u2(x, t) sobre Σ.

Entonces

u1(x, t) ≤ u(x, t) ≤ u2(x, t) en Q.

Demostración:
Ver el libro de M. H. Protter [22], Capı́tulo 3, Sección 7, Teorema 12. �

1.2.1. Regularidad para un sistema parabólico lineal

Consideremos el siguiente sistema lineal:







yt −∇ · (a(x, t)∇y) + b∇y + cy = f en Q,
y(x, t) = 0 sobre Σ,
y(x, 0) = y0(x) en Ω,

(1.1)

Teorema 1.6. Supongamos que a ∈ L∞(Q), b ∈ L∞(Q) y c ∈ L∞(Q). Para

cada y0 ∈ L2(Ω) y f ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)), entonces existe una única solución

y(·, ·) de (1.1) tal que y ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)) ∩ C([0, T ];L

2(Ω)).

Demostración:
Ver el libro de J. L. Lions y E. Magenes, Capı́tulo 3, Sección 4.7, Ejemplo

4.7.1. �

Teorema 1.7. Supongamos que a ∈ W 1,∞(Q), b ∈ L∞(Q), c ∈ L∞(Q) y sea

p un número real tal que 1 < p < ∞. Para cada y0 ∈ W 2,p(Ω) ∩ W 1,p
0 (Ω) y

f ∈ Lp(Q), entonces:
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1. existe una única solución y(·, ·) de (1.1) tal que y ∈ Lp(0, T ;W 2,p(Ω)) con

derivada yt ∈ Lp(Q) satisfaciendo:

||y||Lp(0,T ;W 2,p(Ω)) + ||yt||Lp(Q) ≤ C(||y0||W 2,p(Ω) + ||f ||Lp(Q)),

2. si p > n + 2, y ∈ C([0, T ];C1,θ(Ω)) para algún θ ∈ (0, 1) y además se

satisface:

||y||C([0,T ];C1,θ(Ω)) ≤ C(||y0||W 2,p(Ω) + ||f ||Lp(Q)).

Demostración:

1. Ver el libro de G. Lieberman [14], Capı́tulo 7, Sección 7, Teorema 7.32,

2. Ver el libro de O. A. Ladyzhenskaya [12], Capı́tulo 2, Sección 9, Teo-
rema 9.1.

�

Teorema 1.8. Supongamos que a ∈ L∞(Q), b ∈ L∞(Q), c ∈ L∞(Q), f ≡ 0

y sea p un número real tal que 1 < p < ∞. Para cada y0 ∈ Lp(Ω), enton-

ces existe una única solución y(·, ·) de (1.1). Además existe una constante C =

C(||a||L∞(Ω), ||b||L∞(Ω), ||c||L∞(Ω), N, |Ω|) tal que para cada t ∈ [0, T ] tenemos:

||y(t)||L∞(Ω) ≤ CeCtt−
N
2p ||y0||Lp(Ω).

Demostración:
Ver el paper de A. Porreta [20], Teorema 1.7 o también ver el paper de

D. Pighin y E. Zuazua [19], Sección 3, Lema 3.1. �
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1.2.2. Resultado de existencia y unicidad para un sistema

cuasilineal elı́ptico

Consideremos el siguiente sistema

{

−∇ · (a(y)∇y) = f en Ω,
y = 0 sobre ∂Ω,

(1.2)

con a ∈ C2(Ω) satisfaciendo propiedades adecuadas (ver Capı́tulo 2, hipóte-
sis (2.2)).

Teorema 1.9. Si f ∈ C1/2(Ω), entonces (1.2) posee exactamente una única solu-

ción y ∈ C2+1/2(Ω), satisfaciendo la siguiente estimativa:

||y||C2+1/2(Ω) ≤ C||f ||C1/2(Ω),

donde C es una constante positiva que depende solamente de Ω y ||a||C(Ω).

Demostración:
Ver el libro de O. A. Ladyzhenskaya [11], Capı́tulo 4, Sección 6, Teorema

6.4. �

1.2.3. Resultado de existencia y unicidad para un sistema

cuasilineal parabólico

Consideremos el siguiente sistema







yt −∇ · (a(y)∇y) = f en Q,
y(x, t) = 0 sobre Σ,
y(x, 0) = y0(x) en Ω,

(1.3)

con a ∈ C2(Ω) satisfaciendo propiedades adecuadas (ver Capı́tulo 2, hipóte-
sis (2.2)).
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Teorema 1.10. Si y0 ∈ C2+1/2(Ω), f ∈ C1/2,1/4(Q), entonces (1.3) posee exacta-

mente una única solución y ∈ C2+1/2,1+1/4(Q), satisfaciendo la siguiente estima-

tiva:

||y||C2+1/2,1+1/4(Ω) ≤ C(||y0||C2+1/2 + ||f ||C1/2,1/4(Ω)),

donde C es una constante positiva que depende solamente de Ω, T y ||a||C(Ω).

Demostración:
Ver el libro de O. A. Ladyzhenskaya [12], Capı́tulo 5, Sección 6, Teorema

6.1 y Teorema 6.2. �
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Capı́tulo 2

Planteamiento del Problema

Sean ω, ω1 ⊂ Ω conjuntos abiertos no vacı́os, tal que ω1 ⊂ ω y ω1 ⊂ ω.
Se abordará la controlabilidad exacta por trayectorias para el sistema cua-
silineal







yt −∇ · (a(y)∇y) = v̺ω en Q,
y(x, t) = 0 sobre Σ,
y(x, 0) = y0(x) en Ω,

(2.1)

donde y es el estado asociado, v es el control y ̺ω ∈ C∞
0 (Ω) es la función

caracterı́stica regular, esto es, ̺ω = 0 en Ω\ω y ̺ω = 1 en ω1.
Aquı́ se asumirá que la función con valores reales a = a(r) satisface

a ∈ C2(R), 0 < a0 ≤ a(r) y |a′(r)|+ |a′′(r)| ≤M, ∀r ∈ R. (2.2)

Se distinguen los siguientes resultados: controlabilidad para estados
estacionarios y controlabilidad para trayectorias objetivo.

2.1. Controlabilidad de estados estacionarios

Comenzaremos con el caso estacionario, donde no hay evolución en el
tiempo, para eso necesitamos introducir algunos conceptos:

Definición 2.1. Dada la función v ∈ C1/2(Ω), la función y ∈ C2+1/2(Ω) es
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llamada de ”estado estacionario” para el sistema (2.1) si es solución de

−∇ · (a(y)∇y) = v̺ω en Ω, y = 0 sobre ∂Ω. (2.3)

La función v ∈ C1/2(Ω) es llamada de ”control estacionario”.

Observación 2.1. La aplicación Λ : v 7→ y mostrada en (2.3) es contı́nua, desde

que a(·) satisface (2.2).

Se denotará por S := Λ(C1/2(Ω)) el conjunto de todos los estados estaciona-

rios con controls estacionarios en C1/2(Ω).

Observación 2.2. Dados y0, y1 ∈ S , existen dos controles estacionarios v0, v1 ∈

C1/2(Ω) tal que Λ(v0) = y0 y Λ(v1) = y1. Entonces, existe (por lo menos) un

camino contı́nuo de controles estacionarios que dirigen v0 hacia v1 denotado por

λ (por ejemplo λ(s) := (1− s)v0 + sv1).

Definición 2.2. Fijados y0, y1 ∈ S , se define el camino conexo contı́nuo de esta-

dos estacionarios que dirige y0 hacia y1 como el siguiente camino contı́nuo

γ : [0, 1]
λ

−→ C1/2(Ω)
Λ

−→ S

s 7−→ λ(s) 7−→ γ(s) = Λ(λ(s)),

tal que γ(0) = y0 = Λ(v0), γ(1) = y1 = Λ(v1).

Para cada s ∈ [0, 1], se denotarán ys := γ(s) al estado estacionario y vs := λ(s)

al control estacionario asociados al camino contı́nuo γ .

Observación 2.3. Para cada par y0, y1 ∈ S fijados, existen infinitos caminos

conexos contı́nuos de estados estacionarios que dirigen y0 hacia y1, esto es debido
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a que existen infinitos caminos contı́nuos de controles estacionarios que dirigen

v0 hacia v1.

Introducimos el primer resultado importante de esta tesis para el caso
de estados estacionarios:

Teorema 2.1. Sean y0, y1 ∈ S fijados y sea γ(s) := ys un camino conexo

contı́nuo de estados estacionarios que dirige y0 hacia y1 con control estacionario

vs. Asumamos que existe una constante η > 0 tal que

vs ≥ η, ∀s ∈ [0, 1]. (2.4)

Entonces existe T0 > 0 tal que, para cada T ≥ T0 existe un control v ∈ L∞(Ω×

(0, T )) tal que el sistema (2,1) admite una única solución y(·, ·) que satisface

y(·, T ) = y1(·) en Ω y se tiene que v ≥ 0 en Ω× (0, T ).

2.2. Controlabilidad para trayectorias objetivo

Ahora trataremos con el caso de evolución en el tiempo, para ello va-
mos a introducir la siguiente definición:

Definición 2.3. Definamos una ”trayectoria objetivo” denotado por y = y(x, t)

como solución del siguiente sistema























yt −∇ · (a(y)∇y) = v̺ω en Q,

y(x, t) = 0 sobre Σ,

y(x, 0) = y0(x) en Ω,

(2.5)

16



con y0 ∈ C2+1/2(Ω) y v ∈ C1/2,1/4(Q) tal que

Ma‖∇y‖L∞(Ω×(0,T )) ≤
a0

2 C(Ω)
, (2.6)

donde la constante C(Ω) > 0 satisface ‖ · ‖L2(Ω) ≤ C(Ω)‖ · ‖H1
0 (Ω) y la constante

Ma es definida por Ma := sup
r∈R

|a′(r)|.

Observación 2.4. Es claro que se define de manera implı́cita la trayectoria obje-

tivo y que satisface (2.5) y (2.6) en relación a las condiciones iniciales y0, v y a la

función a(·). Mencionemos algunos detalles:

i) La condición (2.6) debe ser válida para todo T > 0, en otras palabras, la cota

relacionada al gradiente de la trayectoria objetivo debe ser independiente a

la variable temporal.

ii) Si los sistemas (2.1) y (2.5) fuesen lineales, esto es, si la función a(·) =

constante, entonces la condición (2.6) se satisfarı́a pues en este caso tenemos

que Ma = 0.

iii) Si la trayectoria objetivo fuese estacionaria (no hubiese evolución en el tiem-

po), la condition (2.6) se satisfarı́a, pero entonces estarı́amos en un caso

particular del Teorema 2.1.

iv) La prueba de la existencia de dicha trayectoria objetivo no es evidente. En

efecto, si consideramos el caso más simple (∇y = 0) llegarı́amos a una

contradicción. Si consideramos la solución y como una función de variables

separables, haciendo las respectivas cuentas vemos aún que es difı́cil probar

la existencia de tal solución.
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Debido a la Observación 2.4, item iv), se formulará el segundo resulado
importante de esta tesis para el caso de estados de evolución:

Teorema 2.2. Supongamos que existe una trayectoria objetivo y que satisface la

condición (2.6) con dato inicial y0 y control v. Asumamos que existe una constante

η > 0 tal que

v ≥ η en Ω× R
+. (2.7)

Para cada y0 ∈ C2+1/2(Ω) dato inicial, existe T0 > 0 tal que para cada T ≥ T0,

podemos encontrar un control v ∈ L∞(Ω×(0, T )) tal que la única solución y(·, ·)

para (2.1) satisface y(·, T ) = y(·, T ) en Ω y se tiene que v ≥ 0 en Ω× (0, T ).

Además, si y0 6= y0 entonces el tiempo mı́nimo de controlabilidad Tmin es estricta-

mente positivo, donde

Tmin := inf {T > 0; ∃ v ∈ L∞(Ω× (0, T ))+, tal que y(·, T ) = y(·, T ) en Ω}.

(2.8)

Observación 2.5. Nótese que considerando un estado estacionario como una tra-

yectoria objetivo, uno puede pensar que el Teorema 2.2 implica el Teorema 2.1, pero

este no es el caso, desde que no se necesita la condición (2.6) para el caso estacio-

nario (ver Observación 2.4, item iii)).
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Capı́tulo 3

Demostración del Teorema 2.1

En este capı́tulo, trabajaremos con el caso estacionario (estados estacio-
narios), para este propósito usaremos dos resultados importantes:

a) Controlabilidad local exacta por trayectorias con controles C1/2,1/4

(ver Apéndice).

b) El método de ”la escalera” para obtener el control global deseado
(ver Figura 3.1).

t

y(t)

0 1 2 3 4 5 · · · · · · T = n

y0 = γ(0)

y1

y(1) y(2)

y(3)

y(4)

y(5)

y(T ) = γ(1)

γ

Figura 3.1: Solución estado-control en azul. Camino de estado estacionario
en rojo.

Sean y0, y1 ∈ S fijados y sea γ(s) un camino conexo contı́nuo de estados
estacionarios que dirige y0 hacia y1.
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Paso 1: Consecuencias de la Controlabilidad Local
Tomando T = 1, R > 0 fijo y para cada ǫ > 0, aplicando el Lema A.1 (ver
Apéndice) existen dos constantes positivas C(R) y δǫ(R) tal que si

‖y0‖C1/2(Ω) ≤ R, ‖y1‖C1/2(Ω) ≤ R, ‖y1 − y0‖C2+1/2(Ω) ≤ δǫ, (3.1)

entonces existe una solución estado-control (y, v) tal que

v ∈ C1/2,1/4(Ω× [0, 1]), (3.2)

con y(x, 1) = y1(x) en Ω y tenemos la siguiente estimativa para el control

‖v − v‖C1/2,1/4(Ω×[0,1])) ≤ C(R)‖y1 − y0‖C2+1/2(Ω). (3.3)

Tomando δǫ > 0 suficientemente pequeño (por ejemplo δǫ ≤
ǫ

C(R)
), se

tiene
‖v − v‖C1/2,1/4(Ω×[0,1]) ≤ ǫ. (3.4)

Paso 2: Método de la escalera
Para n ∈ N fijado, dividamos el intervalo [0, 1] en n partes iguales y deno-
temos

yk := γ

(

k

n

)

, k = 0, 1, 2, . . . , n− 1, n,

donde y0 = γ(0) = y0 y yn = γ(1) = y1.
Es claro que (yk)1≤k≤n es una secuencia finita de estados estacionarios y
denotemos como vk el control estacionario de yk, luego por hipotesis (2.4)
tenemos que vk ≥ η > 0.

Debido al Paso 1, es suficiente verificar la condición (3.1) para yk, para
esto, tomemos R = sup

s∈[0,1]

‖γ(s)‖C1/2(Ω), de aquı́ es obvio que

‖yk‖C1/2(Ω) ≤ R, k = 0, 1, 2, . . . , n− 1, n.

Tomando ǫ = η, eligiendo n suficientemente grande y usando la continui-
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dad del camino conexo contı́nuo γ(·), obtenemos

‖yk − yk−1‖C2+1/2(Ω) ≤ δη,

donde δη > 0 es suficientemente pequeño.
Entonces, para cada 1 ≤ k ≤ n, podemos encontrar controles vk ∈ C1/2,1/4(Ω×
[0, 1]) uniendo los estados estacionarios yk−1 y yk, tal que

‖vk − vk‖C1/2,1/4(Ω×[0,1]) ≤ η.

Como tenemos que vk = vk − vk + vk, entonces

vk ≥ −|vk−vk|+vk ≥ −‖vk−vk‖C1/2,1/4(Ω×[0,1])+vk ≥ −η+η = 0, en Ω×(0, 1),
(3.5)

mostrando ası́ que cada control local vk satisface la condición (2.4).

Paso 3: Construcción del control global
Para T = n, hemos definido una secuencia de caminos conexos contı́nuos
que recorre a través de los siguiente puntos:

y0 = y(0) −→ y(1) −→ · · · −→ y(n− 1) −→ y(n) = y1.

Por este motivo, se define v : (0, T ) → L∞(Ω) como

v(t) := vk(t− (k − 1)), t ∈ (k − 1, k) para k = 1, 2, . . . , n− 1, n.

En resumen, obtenemos que v ∈ L∞(Ω× (0, T )) es el control deseado.

Observación 3.1. Note que por construcción, el tiempo empleado para controlar

el estado estacionario es el número de ”escalones” que empleamos en el método

de la escalera. Además, debido a la particularidad de la construcción, no podemos

afirmar o negar nada con respecto a lo que ocurre en tiempo pequeño (este asunto

será respondido en la Sección 5).
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Capı́tulo 4

Demostración del Teorema 2.2

En este capı́tulo, trabajaremos con el caso de evolución (trayectorias
objetivo), para este propósito usaremos dos resultados importantes (ver
Figura 4.1):

a) Propiedad de estabilización (ver Apéndice).

b) Controlabilidad exacta local por trayectorias con control C1/2,1/4 (ver
Apéndice).

t

y(t)

0 T − 2τ T − τ T

y0

y0

(y, v)

(y, v) (y, ṽ)

y(T − τ)

y(T − τ)

y(T ) = y(T )

stabilization control

Figura 4.1: Solución estado-control en azul. Trayectoria objetivo en rojo.

Sea y(·, ·) una trayectoria objetivo que satisface la condición (2.6) con
control v ∈ C1/2,1/4(Q) y dato inicial y0 ∈ C2+1/2(Ω).
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Paso 1: Estabilización del sistema (y − y)(x, t)
Sea τ > 0 fijo y T > 2τ suficientemente grande. En el intervalo de tiempo
[0, T − τ ] controlamos y(·, ·) con control v = v.

Se tiene la siguiente propiedad de estabilización de L2 en el intervalo
de tiempo [0, T − 2τ ]:

‖y(t)− y(t)‖L2(Ω) ≤ e−λt‖y0 − y0‖L2(Ω), ∀t ∈ [0, T − 2τ ]. (4.1)

En efecto, restando el sistema (2.5) al sistema (2.1) y luego multiplicando
al resultado obtenido (y − y) se tiene

∫

Ω

(y − y)t(y − y) dx−

∫

Ω

∇ · (a(y)∇(y − y))(y − y) dx +

−

∫

Ω

∇ · ((a(y)− a(y))∇y)(y − y) dx = 0.

Se sigue que

1

2

d

dt

(

‖y − y‖2L2(Ω)

)

+

∫

Ω

a(y)|∇(y − y)|2 dx +

+

∫

Ω

(a(y)− a(y))∇y · ∇(y − y) dx = 0.

Por un lado, tenemos que usando la hipótesis sobre a(·) en (2.2), consegui-
mos la siguiente estimativa

∣

∣

∣

∣

∫

Ω

(a(y)− a(y))∇y · ∇(y − y)dx

∣

∣

∣

∣

≤Ma‖∇y‖L∞(Ω×(0,T−2τ))

∫

Ω

|y − y||∇(y − y)|dx

≤Ma‖∇y‖L∞(Ω×(0,T−2τ))‖y − y‖L2(Ω)‖∇(y − y)‖L2(Ω)

≤MaC(Ω)‖∇y‖L∞(Ω×(0,T−2τ))‖∇(y − y)‖2L2(Ω).

Por otro lado, juntando los resultados obtenidos anteriormente y gracias a
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la condición (2.6), se obtiene

1

2

d

dt

(

‖y − y‖2L2(Ω)

)

+ a0‖∇(y − y)‖2L2(Ω) ≤
a0
2
‖∇(y − y)‖2L2(Ω),

luego aplicando el resultado de inmersión H1
0 (Ω) →֒ L2(Ω), se consigue

d

dt

(

‖y − y‖2L2(Ω)

)

+ λ‖y − y‖2L2(Ω) ≤ 0,

para algún λ > 0.
Finalmente, integrando en tiempo de 0 hasta t, donde t ∈ [0, T − 2τ ], se
prueba (4.1).

Si realizamos el cambio de variable z := y − y, notamos que z satisface







zt −∇ · (αz(x, t)∇z) +∇ · (βz(x, t)∇y z) = 0 en Ω× (T − 2τ, T − τ),
z(x, t) = 0 sobre ∂Ω× (T − 2τ, T − τ),
z(x, T − 2τ) = y(x, T − 2τ)− y(x, T − 2τ) en Ω,

(4.2)
donde

αz(x, t) := a(z(x, t) + y(x, t))

y

βz(x, t) :=







−
a(z(x, t) + y(x, t))− a(y(x, t))

z(x, t)
, si z(x, t) 6= 0,

−a′(y(x, t)) , si z(x, t) = 0.

Ahora, aplicando el Lema B.1 (ver Apéndice) para el tiempo [T−2τ, T− τ ],
esto es, con extremos de tiempo t1 = T − 2τ , t2 = T − τ y con control
(v − v)(·, t) = 0, se obtiene

‖y(T − τ)− y(T − τ)‖L∞(Ω) ≤ C(τ) eC(τ)ττ−
N
4 ‖y(T − 2τ)− y(T − 2τ)‖L2(Ω),

y utilizando la propiedad de estabilización de L2 obtenida en (4.1) con
t = T − 2τ , finalmente se concluye que

‖y(T − τ)− y(T − τ)‖L∞(Ω) ≤ C(τ) e−C(T−2τ)‖y0 − y0‖L2(Ω). (4.3)
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Paso 2: Controlabilidad local para el sistema y(x, t)− y(x, t)
En este paso, vamos a construir el control local con tiempo final t = T .
Desde que L∞(Ω) →֒ L2(Ω) y usando la estimativa (4.3) del Paso 1, se tiene
que

‖y(T − τ)− y(T − τ)‖L2(Ω) ≤ C‖y(T − τ)− y(T − τ)‖L∞(Ω)

≤ C(τ)e−C(T−2τ)‖y0 − y0‖L2(Ω).
(4.4)

Podemos considerar y(·, T − τ) como el nuevo dato inicial y y|Ω×(T−τ,T )

como la nueva trayectoria.
Note que, para η > 0 (ver condición (2.4)) y fijado un T > 0 suficiente-

mente grande, se tiene que

‖y(T − τ)− y(T − τ)‖L2(Ω) < δη,

donde δη > 0 es suficientemente pequeño.
Basta tomar R = ‖y‖C2+1/2,1+1/4(Ω×[T−τ,T ])+1, para garantizar las hipóte-

sis (o requisitos) del Lema A.1 (ver Apéndice), entonces existe un control
ṽ ∈ C1/2,1/4(Ω× [t− τ, T ]), tal que el estado y(·, ·) satisface y(·, T ) = y(·, T )
en Ω.
Además, se tiene la siguiente estimativa para el control

‖ṽ−v‖C1/2,1/4 ≤ C(τ)‖y(T−τ)−y(T−τ)‖L2(Ω) ≤ C(τ)e−C(T−2τ)‖y0−y0‖L2(Ω).

Vemos que como T > 0 es suficientemente grande, podemos conseguir
que ‖ṽ − v‖C1/2,1/4 ≤ η.

Como tenemos que ṽ = (ṽ − v) + v, podemos concluir que

ṽ ≥ −|ṽ − v|+ v ≥ −‖ṽ − v‖C1/2,1/4 + v ≥ −η + η = 0, en Ω× (T − τ, T ).

Paso 3: Construcción del control global
Finalmente, por lo visto en el Paso 2, es bastante natural definir el control
deseado como

v :=

{

v en (0, T − τ),

ṽ en (T − τ, T ),

y esto concluye la prueba.
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Observación 4.1. Note que en el Paso 1, aplicamos el Lema B.1 en el intervalo

de tiempo (T − 2τ, T − τ) desde que la longitud de dicho intervalo es τ , un valor

fijado que no depende de T . Si desconsideramos esta parte en la prueba, tendrı́amos

que en la estimativa (4.4) las constantes dependerı́an de T , y esto no servirı́a para

probar que la distancia entre el estado y(·, ·) y la trayectoria objetivo y(·, ·) sea

pequeña para algún tiempo. Y justamente esta última condición es importante

para aplicar el resultado de controlabilidad local y concluir la prueba.
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Capı́tulo 5

Positivitidad del Tiempo Mı́nimo

de Controlabilidad

Consideremos el par estado-control (y, v) solución de (2.1) con dato
inicial y0 ∈ C2+1/2(Ω); y consideremos la trayectoria objetivo y solución de
(2.5) con control v ∈ C2+1/2,1/4(Q), tal que v ≥ η > 0 (como en (2.7)) y dato
inicial y0 ∈ C2+1/2(Ω).

Recordemos la definición en (2.8):

Tmin := ı́nf {T > 0; ∃ v ∈ L∞(Ω× (0, T ))+, tal que y(T ) = y(T ) en Ω}.

Se plantea el siguiente resultado

Teorema 5.1. Supongamos que y0 6= y0. Entonces Tmin > 0.

Demostración:
Vamos a dividir la prueba en dos casos:

Caso 1: Si y0 6< y0.
Podemos asumir sin pérdida de generalidad que y0 > y0 en un con-

junto de medida positiva. Entonces, existe una función no negativa ϕ ∈
H1

0 (Ω)\{0}, tal que
∫

Ω

(y0 − y0)ϕ dx > 0.

27



Denotemos por z(·, ·) a la solución de (2.1) con dato inicial y0 y control

nulo. Desde que z − y ∈ C0([0, T ];H−1(Ω)) y
〈

z(·, 0)− y(·, 0), ϕ(·)
〉

> 0, se

concluye que

〈

z(T, ·)− y(T, ·), ϕ(·)
〉

> 0, ∀T ∈ [0, T0), (5.1)

con T0 > 0 suficientemente pequeño.

Mostraremos que Tmin ≥ T0. En efecto, si T ∈ (0, T0) y v ∈ L∞(Ω ×
(0, T )) es un control no negativo tal que (2.1) admite una solución y(·, ·)
con dato inicial y0 y control v. Entonces, por el Principio de Comparación
(ver Capı́tulo 1, Teorema 1.5), tenemos que y ≥ z. Juntando este último
resultado con (5.1), se obtiene que

〈

y(·, T ), ϕ(·)
〉

≥
〈

z(·, T ), ϕ(·)
〉

>
〈

y(·, T ), ϕ(·)
〉

.

Es fácil verificar que y(·, T ) 6= y(·, T ), en otras palabras no tenemos contro-
labilidad exacta en T , lo que concluye la prueba para el primer caso.

Caso 2: Si y0 < y0.
Denotemos por z(·, ·) a la única solución de (2.1) con dato inicial y0 y

control nulo. Entonces ξ := y − z es solución del sistema







ξt −∆(Φ(ξ + z)− Φ(z)) = v̺ω en Q,
ξ(x, t) = 0 sobre Σ,
ξ(x, 0) = 0 en Ω,

(5.2)

donde Φ(r) :=

∫ r

0

a(s)ds.

Además, ξ := y − z es solución del sistema (5.2) pero con dato inicial
y0 − y0 y control v. Ası́, el problema se reduce a probar la existencia de
un T0 > 0 tal que, para cada T ∈ (0, T0) y para cada control no negativo
v ∈ L∞(ω1 × (0, T )), se obtiene ξ(·, T ) 6= ξ(·, T ). Claramente, esto implica
que y(·, T ) 6= y(·, T ).

Supongamos por contradicción, para cada T0 > 0 existe un T ∈ (0, T0)
tal que ξ(·, T ) = ξ(·, T ).
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ξ(·, ·) es caracterizado por la identidad dualidad

〈

ξ(·, T ), ϕT (·)
〉

=

∫∫

ω×(0,T )

v̺ωϕdxdt, (5.3)

donde ϕ es solución para el sistema adjunto







−ϕt −Ψξ(z)∆ϕ = 0 en Q,
ϕ(x, t) = 0 sobre Σ,
ϕ(x, T ) = ϕT (x) en Ω,

(5.4)

con Ψξ satisfaciendo

Ψξ(s) =







Φ(ξ + s)− Φ(ξ)

s
si s 6= 0,

Φ′(ξ) si s = 0.

Si φ1 es la primera autofunción del operador Dirichlet Laplaciano en Ω,
sabemos que este es estrictamente positivo en Ω (ver Capı́tulo 1, Teorema
1.3). Para cada r > 0, se define el conjunto

Er := {x ∈ Ω\ω | dist(x, ∂ω) < r},

donde dist(x, ∂ω) es la distancia del punto x a la frontera de ω.
Consideremos una constante θ > 0 tal que

∫

Ω\(ω∪Ed)

(−φ1)(y0 − y0)dx ≤ −θ < 0,

donde d := dist(∂ω, ∂Ω)/2, entonces definimos

Cθ :=
θ

3‖φ1‖L∞(Ω)‖y0 − y0‖L1(Ω)

> 0.
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Consideremos también la función corte ζ ∈ C∞(Ω) tal que

ζ(x) :=











−1 si x ∈ Ω\(ω ∪ Eδ),

−1 ≤ ζ(x) ≤ Cθ si x ∈ Eδ,

Cθ si x ∈ ω,

para algún δ > 0.
Definamos el dato inicial para el sistema adjunto ϕT (x) := ζ(x)φ1(x)

(ver Figura 5.1), entonces por construcción existe una constante θ̃ > 0 tal
que

ϕT (x) ≥ θ̃, ∀x ∈ ω.

R
N

R

0

θ̃

Eδ Eδ
ω

Ω

ϕT

Figura 5.1: Dato inicial ϕT para el sistema adjunto.

Demostraremos que hay una contradicción con la dualidad (5.3) para
el dato inicial ϕT que acabamos de construir, para eso, primero probemos

que
〈

ξ(·, T ), ϕT (·)
〉

< 0. En efecto,

∫

Ω

(y0 − y0)ϕ
Tdx =

∫

Ω\(ω∪Eδ)

(y0 − y0)ϕ
Tdx+

∫

Eδ

(y0 − y0)ϕ
Tdx +

+

∫

ω

(y0 − y0)ϕ
Tdx.

Vamos a acotar cada sumando del lado derecho de la última igualdad.
Considerando δ > 0 suficientemente pequeño, por un lado, obtenemos
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que

∫

Ω\(ω∪Eδ)

(y0 − y0)ϕ
Tdx =

∫

Ω\(ω∪Eδ)

(y0 − y0)(−φ1)dx

≤

∫

Ω\(ω∪Ed)

(y0 − y0)(−φ1)dx ≤ −θ.

Por otro lado, conseguimos

∣

∣

∣

∣

∫

Eδ

(y0 − y0)ϕ
Tdx

∣

∣

∣

∣

≤ C‖y0 − y0‖L∞(Ω)‖φ1‖L∞(Ω)|Eδ| ≤
θ

3
.

Por último, se tiene que

∣

∣

∣

∣

∫

ω

(y0 − y0)ϕ
Tdx

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∫

ω

(y0 − y0)Cθφ1dx

∣

∣

∣

∣

≤ Cθ‖φ1‖L∞(Ω)‖y0 − y0‖L1(Ω) =
θ

3
.

Luego, juntando las tres últimas desigualdades concluı́mos que

∫

Ω

(y0 − y0)ϕ
Tdx ≤ −

θ

3
< 0. (5.5)

Por los resultados clásicos de trasposición (ver Capı́tulo 1, Teorema 1.6)
tenemos que ξ ∈ C([0, T ];H−1(Ω)). Por lo tanto, escogiendo T0 > 0 sufi-
cientemente pequeño, de la estimativa (5.5) podemos inferir que

〈

ξ(·, T ), ϕT (·)
〉

< 0, ∀T ∈ (0, T0]. (5.6)

Ahora, probemos que ϕ− = 0 en ω × (0, T0). En efecto, notemos que
ϕT ∈ W 2,p(Ω) ∩W 1,p

0 (Ω) para cada 1 < p <∞, esto es debido a la regulari-
dad bien conocida de la primera autofunción del operador Dirichlet Lapla-
ciano (ver Capı́tulo 1, Teorema 1.2), luego podemos concluir que ϕ ∈ C(Q)

(ver Capı́tulo 1, Teorema 1.7). Ası́, desde que ϕT ≥ θ̃ > 0 en ω, por la conti-
nuidad de ϕ, para un tiempo T0 suficientemente pequeño, obtenemos que
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ϕ(x, t) ≥ θ̃ > 0 en (x, t) ∈ ω × (0, T0), esto es

ϕ− = 0, en ω × (0, T0). (5.7)

Sustituyendo (5.6) y (5.7) en la dualidad (5.3), para cada T ∈ (0, T0), se
concluye que

0 >
〈

ξ(·, T ), ϕT
〉

=

∫∫

(0,T )×ω

v̺ωϕ dxdt ≥ 0.

Esto es una contradicción, por lo tanto ξ(·, T ) 6= ξ(·, T ) y con esto se finaliza
la prueba. �

Observación 5.1. El resultado de esta Sección es independiente de la manera

como se obtiene la controlabilidad bajo restricciones para trayectorias objetivo, esto

es, si existe Tmin y los datos iniciales de los sistemas (2.1) y (2.5) son diferentes,

entonces Tmin > 0.
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Capı́tulo 6

Conclusiones

Esta tesis forma parte de [18], y en dicho trabajo se han probado dos
resultados sobre controlabilidad exacta por trayectorias con restric-
ciones sobre el signo del control para el sistema parabólico cuasili-
neal (2.1), nos referimos a los Teoremas 2.1 y 2.2. En primer lugar se
ha estudiado el caso estacionario donde se han empleado para su de-
mostración las siguientes técnicas: método de la escalera y controla-
bilidad local sin restricciones, y luego se ha estudiado el caso de evo-
lución (no estacionario) con la condición (2.6) a la trayectoria objetivo
donde se han empleado para su demostración las siguientes técnicas:
establización y controlabilidad local sin restricciones. También se ha
estudiado la positividad del tiempo mı́nimo de controlabilidad don-
de se han empleado los Principios del Máximo y Comparación para
demostrar dicho resultado.

Los resultados de los Teoremas 2.1 y 2.2 son válidos si adicionamos
un término semilineal en el sistema (2.1), esto es, si consideramos el
siguiente sistema







yt −∇ · (a(y)∇y) + F (y) = v̺ω en Q,
y(x, t) = 0 sobre Σ,
y(x, 0) = y0(x) en Ω,

(6.1)

donde en este caso F (·) satisface las mismas condiciones como en
[19].
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La condición (2.6) es fundamental en este trabajo, necesitamos esta
desigualdad para probar la controlabilidad por trayectorias y la pro-
piedad de estabilización, en otras palabras, el resultado del Teorema
2.2 depende de la existencia de esta condición. Serı́a muy importan-
te e interesante probar los mismos resultados sin esta condición, esta
cuestión no parece sencilla debido a que necesitamos nuevas estima-
tivas para controlar este problema.

Es interesante estudiar la controlabilidad con restricciones para otros
tipos de EDPs parabólicas cuasilineales, por ejemplo cuando la no
linealidad a(y) es reemplazada por la no linealidad a(∇y) en el sis-
tema (2.1), parece que las técnicas aplicadas en este trabajo no son
suficientes. Necesitamos más regularidad para el coeficiente de la
parte principal para probar los resultados de controlabilidad local y
para probar el Principio de Comparación.
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Apéndice A

Resultado de Controlabilidad

Local

En este apartado probaremos el siguiente resultado de controlabilidad
local, que servı́o para probar el Teorema 2.1 y el Teorema 2.2.

Lema A.1. Dados T > 0 y R > 0 fijos. Entonces, existen constantes positivas

C y δ dependiendo de R y T tal que, para todas las trayectorias objetivo y ∈

C2+1/2,1+1/4(Q) que satisfacen la condición (2.6) con dato inicial y0 y control v; y

para cada dato inicial y0 ∈ C2+1/2(Ω), tal que si

‖y0‖C2+1/2(Ω) ≤ R, ‖y‖C2+1/2,1+1/4(Q) ≤ R y ‖y0 − y0‖C2+1/2(Ω) ≤ δ, (A.1)

podemos encontrar un control v ∈ C1/2,1/4(Q), tal que

y(T ) = y(T ),

‖v − v‖C1/2,1/4(Q) ≤ C‖y0 − y0‖C2+1/2(Ω).

35



Demostración:
Usaremos los mismos argumentos de [1] y [16] debido a que los pro-

blemas linealizados son muy similares, en otras palabras aplicaremos un
argumento de punto fijo sobre un sistema más adecuado, para lograr eso
transformaremos el problema original a un problema de control nulo.

Denotando z = y − y y u = v − v, el problema se reduce a probar la
controlabilidad local nula del siguiente sistema







zt −∇ · (αz(x, t)∇z) +∇ · (βz(x, t)∇y z) = u̺ω en Q,
z(x, t) = 0 sobre Σ,
z(x, 0) = y0(x)− y0(x) en Ω,

(A.2)

donde
αz(x, t) := a(z(x, t) + y(x, t))

y

βz(x, t) :=







−
a(z(x, t) + y(x, t))− a(y(x, t))

z(x, t)
, si z(x, t) 6= 0,

−a′(y(x, t)) , si z(x, t) = 0.

Ahora, fijemos una función w ∈ Z := {w ∈ C1+1/2,1+1/4(Q); w(·, 0) =
z0(·)} y consideremos el sistema linealizado







zt −∇ · (αw(x, t)∇z) +∇ · (βw(x, t)∇y z) = u̺ω en Q,
z(x, t) = 0 sobre Σ,
z(x, 0) = z0(x) := y0(x)− y0(x) en Ω,

(A.3)

donde
αw(x, t) ∈ C1,1(Q) (A.4)

y
βw(x, t)∇y ∈ C(Q). (A.5)

Consideremos el sistema adjunto asociado al sistema linealizado (A.3)







−pt −∇ · (αw(x, t)∇p) +∇ · (βw(x, t)∇y p) = 0 en Q,
p(x, t) = 0 sobre Σ,
p(x, 0) = pT (x) en Ω.

(A.6)
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Denotemos por

B :=
(

1 + ‖w‖2
C1,1(Q)

+ ‖y‖2
C2+1/2,1+1/4(Q)

)

. (A.7)

Dado ω0 un subconjunto de ω abierto, no vacı́o tal que ω0 ⊂ ω, por el
Lema de Fursikov (ver Capı́tulo 1, Lema 1.1) existe una función α0 ∈ C2(Ω)
tal que

α0(x) > 0 en Ω; α0(x) = 0 sobre ∂Ω; |∇α0(x)| > 0 en Ω\ω0.

Para cada λ > 0, definamos

φ(x, t) :=
eλα0(x)

t(T − t)
, α(x, t) :=

eλα0(x) − e2λ|α0|C(Ω)

t(T − t)
.

Procediendo como en [16], podemos probar la siguiente Desigualdad
de Observabilidad

‖p(0)‖2L2(Ω) ≤ Cee
CB

∫∫

ω1×(0,T )

e2sαφ3|p|2dxdt, (A.8)

donde C > 0 es una constante, B es la constante definida en (A.7), λ ≥ CB
y s ≥ CeCB.

De manera similar a la Proposición 4.1 en [16], podemos probar la con-
trolabilidad nula para el sistema linealizado (A.3), esto es, existe un control
v ∈ C1/2,1/4(Q) tal que el estado asociado z(·, ·) solución de (A.3) satisface
z(·, T ) = 0 en Ω. La estimativa para el control es

‖v − v‖C1/2,1/4(Q) ≤ Cee
CB

‖z0‖L2(Ω). (A.9)

Finalmente, usando los clásicos argumentos de Punto Fijo (especifica-
mente el Teorema del Punto Fijo de Kakutani), podemos concluir la prueba
del Lema A.1. En efecto, si definimos el conjunto

K := {z ∈ C2+1/2,1+1/4(Q); ‖z‖C2+1/2,1+1/4(Q) ≤ 1, z(·, 0) = z0(·)},
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y una aplicación (posiblemente multivaluada) Λ : Z → 2Z tal que para
cada w ∈ Z, le corresponde

Λ(w) := {z ∈ Z; ∃ v ∈ C1/2,1/4(Q) y una constante C > 0 tal que (z, v)

satisface (A.3), (A.9) y z(·, T ) = 0 en Ω}.

la aplicación Λ está bien definida. Esto es debido al resultado obtenido de
controlabilidad nula para el sistema linealizado (A.3).

Si el dato inicial z0 es suficientemente pequeño, entonces Λ(K) ⊂ K.
En efecto, por teorı́a clásica de sistemas parabólicos lineales tenemos la
siguiente estimativa para el estado z(·, ·):

‖z‖C2+1/2,1+1/4(Q) ≤ C(B)(‖z0‖C2+1/2(Ω) + ‖v − v‖C1/2,1/4(Q)).

Como ya consideremos que z0 es suficientemente pequeño, obtenemos
‖z‖C2+1/2,1+1/4(Q) ≤ 1.

Además, tenemos que K es un subconjunto de Z convexo, compacto
y no vacı́o, este resultado es inmediato pues sabemos que K esta inmerso
compactamente en Z.

Otro resultado que se obtiene es que Λ tiene el gráfico cerrado en Z.
Ası́, si z0 es suficientemente pequeño, por el Teorema del Punto Fijo de

Kakutani (ver Capı́tulo 1, Teorema 1.1), Λ posee al menos un punto fijo
denotado z. Esto significa que para el sistema cuasilineal (A.2), existe un
control v ∈ C1/2,1/4(Q) tal que la solución z(·, ·) satisface que z(·, T ) = 0 en
Ω. El costo (o estimativa) de la función control v verifica (A.9).

Esto completa la prueba del Lema A.1.
�
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Apéndice B

Propiedad de Estabilización en

normas L2-L∞

En este apartado probaremos el siguiente resultado de estabilidad, que
sirvió para probar el Teorema 2.2.

Lema B.1. Asumiendo las hipótesis del Teorema 2.2 para el dominio Ω× (t1, t2)

(donde t1, t2 satisface 0 ≤ t1 < t2 ≤ T ). Entonces, existe una constante positiva

C := C(Ω, a0, a1, M, ‖∇y‖L∞(Ω×(t1,t2))), tal que para cada t ∈ [t1, t2]: la única

solución y(·, ·) del sistema (2.1) satisface y(·, t) ∈ L∞(Ω) y se tiene la estimativa

‖y(·, t)− y(·, t)‖L∞(Ω) ≤ C eC(t−t1)(t− t1)
−N

4 ×

×
(

‖(y − y)(·, t1)‖L2(Ω) + ‖v − v‖L∞(Ω×(t1,t2))

)

.

(B.1)

Demostración:
Realizaremos la pueba en dos pasos.

Paso 1: Reducción al caso lineal
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Sea ψ := ψ(x, t) la solución del sistema















ψt −∇ · (αy−y(x, t)∇ψ) + βy−y(x, t)∇y · ∇ψ +
+ Cy−y ψ = |v − v|̺ω en Ω× (t1, t2),

ψ(x, t) = 0 sobre ∂Ω× (t1, t2),
ψ(x, t1) = |y(x, t1)− y(x, t1)| en Ω,

(B.2)
donde

αy−y(x, t) := a(y(x, t)),

βy−y(x, t) :=







−
a(y(x, t))− a(y(x, t))

y − y
, si y(x, t) 6= y(x, t),

−a′(y(x, t)) , si y(x, t) = y(x, t),

y
Cy−y :=M(‖∇y‖2L∞(Ω×(t1,t2))

+ ‖∆y‖L∞(Ω×(t1,t2))),

donde M > 0 fue definida en la hipótesis (2.2) sobre la función a(·).

Entonces, por argumentos de Comparación en el sistema (B.2), para
cada t ∈ [t1, t2], tenemos

|y(·, t)− y(·, t)| ≤ ψ(·, t), c.t.p. en Ω. (B.3)

En efecto, denotemos por

L[ψ] := ψt −∇ · (αy−y(x, t)∇ψ) + βy−y(x, t)∇y · ∇ψ + Cy−y ψ,

es fácil verificar que







L[y − y] ≤ L[ψ] en Ω× (t1, t2),
y − y = 0 = ψ sobre ∂Ω× (t1, t2),
(y − y)(x, t1) ≤ ψ(x, t1) en Ω.

Entonces, por el Principio de Comparación (ver Capı́tulo 1, Teorema 1.5),
concluimos que y(·, t)− y(·, t) ≤ ψ(·, t), c.t.p. en Ω. De manera similar, po-
demos probar que y(·, t) − y(·, t) ≤ ψ(·, t), c.t.p. en Ω. Esto completa la
prueba de (B.3).
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Paso 2: Efecto regularizante en el caso lineal
Dividamos la función ψ de la siguiente manera ψ := ξ + χ, donde ξ es
solución de:















ξt −∇ · (αy−y(x, t)∇ξ) + βy−y(x, t)∇y · ∇ξ+
+ Cy−y ξ = 0 en Ω× (t1, t2),

ξ(x, t) = 0 sobre ∂Ω× (t1, t2),
ξ(x, t1) = |y(x, t1)− y(x, t1)| en Ω,

(B.4)
mientras que χ es solución de:















χt −∇ · (αy−y(x, t)∇χ) + βy−y(x, t)∇y · ∇χ +
+ Cy−y χ = |v − v|̺ω en Ω× (t1, t2),

χ(x, t) = 0 sobre ∂Ω× (t1, t2),
χ(x, t1) = 0 en Ω.

(B.5)
En el sistema (B.5), por el Principio del Máximo (ver Capı́tulo 1, Teorema
1.4), para cada t ∈ [t1, t2], tenemos que χ ∈ L∞(Ω) y existe una constante
C1 := C1(Ω, a0, a1,M, ‖∇y‖L∞(Ω×(t1,t2))) > 0 tal que:

‖χ(·, t)‖L∞(Ω) ≤ eC1(t2−t1)‖v − v‖L∞(Ω×(t1,t2)).

En el sistema (B.4), por los resultados de regularidad para un sistema pa-
rabólico lineal (ver Capı́tulo 1, Teorema 1.8), se tiene que ξ(·, t) ∈ L∞(Ω),
para cada t ∈ [t1, t2].
Además, existe una constante C2 := C2(Ω, a0, a1,M, ‖∇y‖L∞(Ω×(t1,t2))) > 0,
tal que para cada t ∈ [t1, t2]:

‖ξ(·, t)‖L∞(Ω) ≤ C2 e
C2(t−t1)(t− t1)

−N
4 ‖(y − y)(·, t1)‖L2(Ω).

Estas dos últimas desigualdades producen la estimativa para ψ, pues el
resultado obtenido en (B.3) claramente permite concluir con la prueba. �
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cations, Dunod-Paris, vol. 1, (1968).

[16] X. Liu and X. Zhang, Local Controllability of Multidimensional Quasi-
Linear Parabolic Equations, SIAM Journal on Control and Optimiza-
tion, 50(4), (2012), 2046-2064.
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