Universidad Nacional Mayor de San Marcos
Universidad del Peru. Decana de América
Facultad de Ciencias Matematicas

Escuela Profesional de Matematica

Controlabilidad bajo restricciones positivas para EDPs
parabolicas cuasilineales

TESIS

Para optar el Titulo Profesional de Licenciado en Matematica

AUTOR
Miguel Roberto NUNEZ CHAVEZ

ASESOR
Dra. Yolanda Silvia SANTIAGO AYALA

Lima, Pera

2021



OleI®

Reconocimiento - No Comercial - Compartir Igual - Sin restricciones adicionales

https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/

Usted puede distribuir, remezclar, retocar, y crear a partir del documento original de modo no
comercial, siempre y cuando se dé crédito al autor del documento y se licencien las nuevas
creaciones bajo las mismas condiciones. No se permite aplicar términos legales o medidas
tecnologicas que restrinjan legalmente a otros a hacer cualquier cosa que permita esta licencia.



Referencia bibliografica

Nunez, M. (2021). Controlabilidad bajo restricciones positivas para EDPs
parabolicas cuasilineales. [Tesis de pregrado, Universidad Nacional Mayor de San
Marcos, Facultad de Matematica, Escuela Profesional de Matematica]. Repositorio
institucional Cybertesis UNMSM.




Metadatos complementarios

Datos de autor

Nombres y apellidos Miguel Roberto Nuiiez Chavez
DNI 46191725
URL de ORCID https://orcid.org/0000-0001-6517-654X

Datos de asesor

Nombres y apellidos Yolanda Silvia Santiago Ayala
DNI 06445705
URL de ORCID https://orcid.org/0000-0003-2516-0871

Datos de investigacion

Linea de investigacion

A.3.1.1. Ecuaciones Diferenciales (Ordinarias,
Parciales) y Analisis Funcional

Grupo de investigacion

Grupo de Ecuaciones Diferenciales, Andlisis y
Aplicaciones - GEDAAp

Agencia de financiamiento

Sin financiamiento

Ubicacion geografica de la investigacion

Pais: Peru

Departamento: Lima
Provincia: Lima

Distrito: Cercado de Lima
Latitud: -12.063897
Altitud: -77.064461

Afio o rango de afios en que se realizo la
investigacion

2020-2021

URL de disciplinas OCDE

Matematicas puras
https://purl.org/pe-repo/ocde/ford#1.01.01



https://purl.org/pe-repo/ocde/ford#1.01.01

UNIVERSIDAD NACIONAL MAYOR DE SAN MARCOS

(Universidad del Perid, DECANA DE AMERICA)

FACULTAD DE CIENCIAS MATEMATICAS
Escuela Profesional de Matematica

ACTA DE SUSTENTACION DE TESIS EN LA MODALIDAD VIRTUAL PARA
OBTENER EL TiTULO PROFESIONAL DE LICENCIADO EN MATEMATICA

En la UNMSM - Ciudad Universitaria - Facultad de Ciencias Mateméticas, siendo las 14:00
horas del martes 14 de septiembre del 2021, se reunieron los docentes designados como
Miembros del Jurado Evaluador de Tesis: Dr. Leonardo Henry Alejandro Aguilar
(PRESIDENTE), Mg. Andrés Guardia Cayo (MIEMBRO) Yy la Dra. Yolanda Silvia Santiago Ayala
(MIEMBRO ASESOR), para la sustentacién de la tesis titulada: “CONTROLABILIDAD BAJO
RESTRICCIONES POSITIVAS PARA EDPS PARABOLICAS CUASILINEALES”,
presentado por el sefior Bachiller Miguel Roberto Nufiez Chavez, para optar el Titulo
Profesional de Licenciado en Matematica.

Luego de la exposicion de la tesis, el Presidente invitd al expositor a dar respuesta a las
preguntas formuladas.

Realizada la evaluacion correspondiente por los miembros del Jurado Evaluador, el expositor
mereci6 la aprobacion Sobresaliente con mencion, con un calificativo promedio de
diecinueve 19.

A continuacion, el Presidente del Jurado, Dr. Leonardo Henry Alejandro Aguilar, manifesto
que el sefior Bachiller Miguel Roberto Nufiez Chavez, en vista de haber aprobado la
sustentacion de su tesis, serd propuesta para que se le otorgue el Titulo Profesional de
Licenciado en Matematica.

Siendo las 15:20 horas se levant6 la sesion firmando para constancia la presente Acta, en
archivo PDF.

DR. Leonardo Henry Alejandro Aguilar Mg. Andrés Guardia Cayo
PRESIDENTE MIEMBRO

/) ——
v 8V,
' ZZ~ '.!

Jotant

MIEMBRO ASESOR

La Vicedecana (e) de la Facultad de Ciencias Matematicas, Mg. Zoraida Judith Huamdan Gutiérrez, certifica
virtualmente la participacion del Jurado Evaluador, el titulando, el acto de instalacién y el inicio, desarrollo y
término del acto académico de sustentacion, dejando constancia en el acta respectiva.



A mis padres Luis y Paula,
a mis hermanos.



AGRADECIMIENTOS

= A Dios, porque con sus bendiciones pude lograr mis objetivos. A mi
familia por su gran apoyo en cada dmbito posible de mi etapa de
universitario.

= A mi ex-asesor, el Dr. Ratl Moisés Izaguirre (que ahora descanza en
paz), por su gran apoyo, por haberme dado los consejos que necesi-
taba para poder superarme académicamente.

= A mi asesora, la Dr. Yolanda Silvia Santiago Ayala, por su apoyo,
dedicacién y tiempo hacia mi persona en poder elaborar la tesis, por
sus consejos cuando fui su alumno que me sirvieron mucho en la
vida tanto personal como académica.

» A mis amigos y comparieros de la carrera de Matematica con quienes
comparti muchas experiencias y vivencias como también diversos
conocimientos.

» Unagradecimiento muy especial a la Facultad de Ciencias Matemati-
cas y a la Universidad Nacional Mayor de San Marcos, por recibirme
en sus aulas y por hacerme un buen profesional.

II



RESUMEN

CONTROLABILIDAD BAJO RESTRICCIONES POSITIVAS PARA
EDPS PARABOLICAS CUASILINEALES

MIGUEL ROBERTO NUNEZ CHAVEZ

Asesora : Dra. Yolanda Silvia Santiago Ayala.

Titulo Obtenido : Licenciado en Matemaética.

En esta tesis se abordara el analisis del control interno con restriccién
de tipo positivo de una EDP parabélica con difusién no lineal cuando el
horizonte temporal es suficientemente grande. El tiempo de controlabili-
dad minimo sera estrictamente positivo.

Primero, mostramos un resultado de controlabilidad global en estado
estacionario con restriccién para un sistema parabélico cuasilineal con no
linealidad en el término de difusion.

Luego, para el sistema con evolucién temporal, bajo una adecuada su-
posicién disipativa y con resultados de controlabilidad local y principios
de comparacién, concluimos el mismo resultado que en el caso estaciona-
rio para cualquier dato inicial y para algunas trayectorias objetivo.

Palabras Claves: EDP parabolica cuasilineal, controlabilidad global,
restricciones positivas, tiempo minimo positivo.
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ABSTRACT

CONTROLLABILITY UNDER POSITIVE CONSTRAINTS FOR
QUASILINEAR PARABOLIC PDES

MIGUEL ROBERTO NUNEZ CHAVEZ

Advisor : Dra. Yolanda Silvia Santiago Ayala.
Obtained Title : Degree in Mathematics.

This thesis will address the analysis of the internal control with positi-
ve type restriction of a parabolic PDE with non-linear diffusion when the
time horizon is sufficiently large. The minimum controllability time will
be strictly positive.

First, we show a result of global controllability in steady state with res-
triction for a quasilinear parabolic system with non-linearity in the diffu-
sion term.

Then, for the system with time evolution, under an adequate dissipa-
tive assumption and with results of local controllability and principles of
comparison, we conclude the same result as in the stationary case for any
initial data and for some target trajectories.

Keywords: Quasilinear parabolic PDE, global controllability, positive
constraints, positive minimal time.
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Introduccion

El estudio de la Teoria de Control en las EDPs ha sido el objetivo de mu-
chos trabajos en las tltimas décadas, tanto para el caso parabdlico cuanto
para el hiperbélico. Podemos entender dicha Teoria como la perturbaciéon
de un sistema de Ecuaciones Diferenciales para alcanzar de manera exacta
o aproximada algtn resultado deseado, siempre respetando los parame-
tros establecidos.

Sobre la controlabilidad en ausencia de restricciones tanto en el estado
cuanto en el control, tenemos una variedad de resultados para EDPs pa-
rabolicas de clases lineales, semilineales y cuasilineales, donde obtenemos
la controlabilidad para cualquier tiempo positivo (ver [5,10,13,16,23]).

Sin embargo, atin trabajando inicialmente en ausencia de restricciones,
algunas veces los controles que logran el objetivo en el momento final
son restricciones de soluciones de otros sistemas relacionados al sistema
original como es el caso del sistema adjunto. Estos controles experimen-
tan grandes oscilaciones en la proximidad del tiempo final. En particular,
cuando el horizonte temporal es demasiado corto, estas oscilaciones impi-
den que el control cumpla con la restriccién de positividad.

Ahora, sobre la controlabilidad bajo restriccién en un sistema parabdli-
co, tenemos el primer trabajo en [17] (2017), los autores trataron una ecua-
cién de calor lineal en dimension NV, considerando varios tipos de proble-
mas de contorno, también realizaron varias simulaciones numeéricas con
resultados interesantes, luego en [19] (2018) los autores trabajaron con una
ecuacion semilineal con no linealidad de clase C* sin la condicién en dicha
funcién sobre el signo y sin la condicién de globalmente Lipschitz. En [21]
(2019) los autores trabajaron con ecuaciones de reaccién-difusioén sobre la
misma pregunta.

Inspirado por [17] y [19], consigo probar un resultado méas general
(ver [18]), esto es, demuestro los resultados obtenidos en el caso lineal y
semilineal para un problema con no linealidad en el término de difusién
(caso cualineal). En realidad se obtienen dos resultados, el primero para



el caso estacionario (ausencia de la evolucién temporal) y el segundo para
el caso de evolucion temporal. Dichos resultados seran expuestos en esta
tesis.

La tesis de divide en los siguientes capitulos:
En el Capitulo 1, se presentan las notaciones y los resultados més basi-
cos empleados en todo el trabajo.

En el Capitulo 2, se plantea el problema de controlabilidad bajo restric-
ciones positivas en una EDP parabdlica cuasilineal y se enuncian los dos
teoremas importantes de esta tesis.

En el Capitulo 3, se resuelve el problema en el caso estacionario, el
método de la demostracién utiliza un “argumento de escalera”, que con-
siste en pasar de un estado estable a otro vecino, utilizando pequefios con-
troles de amplitud, de forma recursiva, para llegar al objetivo final des-
pués de varias iteraciones y preservar las limitaciones que impone el con-
trol a priori. Sin embargo, este método de escalera conduce a resultados de
control restringido solo cuando el tiempo de control es lo suficientemente
grande, y este horizonte de tiempo aumenta cuando lo hace la distancia
entre los estados estacionarios inicial y final.

En el Capitulo 4, se resuelve el problema en el caso general (de evo-
lucién temporal), aqui se usa un argumento de estabilizacién en normas
L*-L* aplicado a un tiempo conveniente que sirve para garantizar un re-
sultado de controlabilidad local y asi finalmente concluir la controlabili-
dad bajo restricciones.

En el Capitulo 5, se estudia la positividad del tiempo minimo de con-
trolabilidad, para esto vemos lo que sucede a continuacién, una vez que
la propiedad del control haya sido demostrada, esto es, que obtengamos
controles con signo no negativo, los cldsicos principios de comparacién o
del maximo para ecuaciones parabdlicas permiten probar que el signo del
estado adjunto de un determinado sistema también es no negativo, este
altimo resultado es importante para concluir el resultado deseado.

Todas las técnicas y resultados mostrados en los Capitulos 1 y 2 requie-
ren que el tiempo de control sea lo suficientemente grande. Por lo tanto,
es natural analizar si se puede lograr la controlabilidad en un tiempo pe-
quefio y arbitrario. En [17] y [19] (esto es, para las ecuaciones de calor li-
neal y semilineal respectivamente) se demostr6 que la controlabilidad bajo
restricciones no se mantiene cuando el horizonte de tiempo es demasiado
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corto. En realidad, para las ecuaciones cuasilineales tenemos el mismo re-
sultado y se demuestra también en este capitulo.

En el Capitulo 6, se presentan las conclusiones del trabajo, algunos co-
mentarios y se proponen algunos problemas en abierto para un futuro.

Luego, se tienen dos apéndices donde se muestran resultados impor-
tantes que serdn de mucha utilidad en este trabajo:

En el Apéndice A, se demuestra un resultado de controlabilidad local
por trayectorias que es clave para la demostracion de los teoremas plan-
teados en el Capitulo 2. Para este fin, se siguen las técnicas de [16] para
obtener una Desigualdad de Observabilidad y se emplean argumentos de
Punto Fijo para concluir la prueba.

En el Apéndice B, se demuestra la propiedad de estabilizacién en nor-
mas L?-L>, que permite demostrar el segundo teorema planteado en el
Capitulo 2. Aqui se emplean los argumentos de [20] y una condicién im-
puesta a la trayectoria objetivo a la cual se desea alcanzar.



Capitulo 1

Notaciones y Resultados Basicos

1.1.

Notaciones

N :ntmero entero mayor o igual que 1,

2 : subconjunto de RY abierto, acotado y no vacio,
0f2 : frontera de (2,

Q:=QuUo,

C () (C(Q)): espacio vectorial de las funciones continuas en (2 (Q),

lellere) = suple(@)] (llelle = suple(z)]),

[AS z€Q

Considerando m un namero entero tal que m > 1,

C™(Q) (C™(Q2)) : espacio vectorial de las funciones m veces conti-

nuamente diferenciables en un abierto que contiene a €2 (2), esto es,
cuyas derivadas de orden m son continuas,

lellom =3 suple® @) (|lellonm = Y suple®(@))

k=0 T€ k=0 T€Q

C>(Q) (C*(2)): espacio vectorial de las funciones continuas e infi-

nitamente diferenciables en (2 (£2),



supp(p) := {x € Q; p(z) # 0}: soporte de una funcién real ¢, donde
@ : { = R es continua,

C5o(2) (C§°(€2)) : espacio vectorial de las funciones continuas e infi-

nitamente diferenciables con soporte compacto en 2 (£2),
D(Q) : espacio vectorial C§°(€2) dotado de la convergencia usual,

D’'(12) : espacio vectorial de las distribuciones, esto es, dual topologi-
co del espacio vectorial D(€2) dotado de la convergencia usual,

Considerando p un ntimero real tal que 1 < p < oo,

L-medible: Lebesgue medible,

LP(Q) :=={f: Q2 — R; f L-medible y /Q |f(z)|Pdx < oo},

1/p
1 llzncey = ( / If(:v)l”dx) ,

c.t.p.: casi todo punto,

L>(Q) = {f : Q@ = R; f L-medible y 3C' > 0 tal que |f(z)] < C
c.t.p.en(},

[1f]l1=(e = supess | f(z)| := inf {5 |(2)| < C c.tp. en 2},

z€Q

Wmr(Q) == {u € LP(Q); Du € LP(Q),Va € RY tal que |a| < m},

1/p
el 2= (Z /QDaum”dx) ,
loe|<m

[|ullwme() == Y supess |Du(x)|,

|a\§m e

H™(S) = Wm2(9),

(u, U)Hm(Q) = Z (Do‘u, Do‘v)Lz(Q),

laj<m

W —D(Q)Wmﬂp(m,

Hi' () = Wo"(Q),



W=4(Q)) : dual topoldgico de Wi""(Q2), donde 1/p+1/¢ =1,
H=™(Q) := W™2(Q),
<f,g> : producto dual entre f € H(Q) y g € H'(Q),

Consideremos 6 un namero real tal que 0 < 0 < 1,

C™*9(Q) : espacio vectorial Holder Continuo de orden m e indice 6,

esto es, subespacio vectorial de C™(£2) tal que satisface la condicién
de Holder:

|07 u(1) — OFu(xs)]

w1 — 22|’

||| m,0 := sup sup

|a|=m z1#£x2

< 00,

lullgmro) = llullem @) + [1ullmo,
Consideremos X espacio de Banach y 7" un namero real positivo,

B-medible: Bochner medible,

T
LP(0,T7;X) :=={u:[0,7] — X;u B-medible y/ ||u(t)|[5dt < oo},
0

T 1/p
ulloz, = ( / ||u<t>||§<dt) ,
0

L>(0,7;X) :={u:[0,7] - X;u B-medible y supess ||u(t)||x < oo},

o<t<T

[lul[Lo0,7,x) = supess [|u(?)]]x,
0<t<T

L%(0,T; X’) : dual topoldgico de L?(0,7T; X), donde X' es el dual to-
polégicode Xy 1/p+1/q=1,

C(0,7T]; X) :={u:[0,T] — X;uB-medibleyomqsiéﬂu(t)ﬂx < o0},

|[ulleqomx) = (gaggpIIU(t)lle

Q :=Q x (0,T), cilindro de base 2 y altura T,

¥ =00 x (0,T), frontera lateral del cilindro @,



» C™Y(Q) : espacio vectorial de las funciones m veces continuamente
diferenciables en relacién a la variable espacial y | veces continua-
mente diferenciables en relacion a la variable temporal,

n CMHOIH0/2((Q)) - espacio vectorial Holder Continuo de orden m para la
variable espacial, de orden [ para la variable temportal y de indice 0,
esto es, subespacio vectorial de C™!(Q)) tal que satisface la siguiente
condicién de Holder:

[tllmio == sup  sup |020ku(z1, t1) — 020hu(wa, o)
e @A) (T — D] 4 [t — t|1/2)° ,

= [ullemrocrarsig) = lullomag) + [lullm.io-

1.2. Resultados Basicos

Lema 1.1 (Lema de Fursikov). Sea wy C €2 un conjunto abierto no vacio tal
que wy C €, existe una funcion ap € C*(Q) con las siguiente propiedades
apg(xz) >0 en Q; ap(x) =0 sobre 0Q; |Vag(x)] >0 en Q\wp.

Demostracion:
Ver el libro de A. Fursikov y O. Imanuvilov [7], Capitulo 1, Lema 1.1. B

Teorema 1.1 (Teorema del Punto Fijo de Kakutani). Supongamos que

i) La aplicacion multivaluada A : K — 2K es semicontinua superiormente

(tiene grifico cerrado);

ii) K es un conjunto no vacio, compacto, convexo en un espacio localmente

convexo Z;

iii) EI conjunto A(x) es no vacio, cerrado y convexo para todo x € K.
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Entonces A tiene (al menos) un punto fijo.

Demostracion:
Ver el libro de E. Zeidler [24], Capitulo 9, Seccién 3, Teorema 9.B. [ |

Teorema 1.2 (Agmon-Douglis-Nirenberg). Sea p un niimero real positivo tal
que 1 < p < oo, entonces para todo f € LP(2), existe una tinica solucién
w e WP(Q) N W,y (Q) de la ecuacién

—Au+u=f en .

Demostracion:
Ver el libro de H. Brezis [2], Capitulo 9, Seccién 9, Teorema 9.32. [ |

Teorema 1.3 (Propiedades del primer autovalor). Sea L el operador unifor-

memente eliptico definido como

N N
Lu] = — Z a” (2)ug,ug, + Z bi(x)uy, + c(x)u
ij=1 i=1

con ¢ > 0. Entonces se satisface lo siguiente:

1. Existe un autovalor real A\, para el operador L considerando la condicion
de frontera de Dirichlet nula. Ademds, si A\ € C es cualquier otro autovalor

entonces Re(\) < \j.

2. Existe una correspondiente autofuncion ¢, la cual es estrictamente positiva

en ().

Demostracion:
Ver el libro de L. Evans, Capitulo 6, Seccién 5, Teorema 3. [ |



Teorema 1.4 (Principio del Maximo). Sea L el operador uniformemente pa-

rabolico definido como
Lu] :=u; — V - (a(z,t)Vu) + Vb(x,t) - Vu + c(x, t)u
con ¢ > 0. Supongamos que u sea solucion de Lju] = fen Q con f € L>(Q)y
que satisface las condiciones inicial y de frontera:
u(z,0) = g(z) en Q; u(z,t) = h(zx,t) sobre ¥,

donde h € L*(X)y g € L*(Q2). Entonces u € L*(Q), ademds existe una

constante C := C(Q, a, b, c) tal que
lullz (@) < € (llgllz<coy + IIBllzecs) + [1fllz<@))-

Demostracion:

Ver el libro de D. Gilbarg [8], Teorema 3.7, Capitulo 3, Seccién 3 o tam-
bién ver el libro de M. H. Protter [22], Capitulo 3, Seccién 4, Teorema 5,
Teorema 6 y Teorema 7. n

Teorema 1.5 (Principio de Comparacién). Sea L el operador uniformemente
parabélico definido como
Liu] :=u; — V- (a(u(x,t))Vu) + Vb(x,t) - Vu + c(z, t)u
con ¢ > 0. Supongamos que u sea solucion de L[u] = f en Q y que satisface las
condiciones inicial y de frontera:
u(z,0) = g(z) en Q; u(z,t) = h(x,t)en 3.

Si uy Y ug satisfacen las siguientes condiciones:
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a Lu] < f(x,t) < L[us) en Q;
n ui(2,0) < g(x) < ua(z,0) en O
s uy(2,t) < h(z,t) < us(,t) sobre 3.
Entonces
(2, t) < u(z,t) < up(z,t) en Q.

Demostracion:
Ver el libro de M. H. Protter [22], Capitulo 3, Seccién 7, Teorema 12. W

1.2.1. Regularidad para un sistema parabdlico lineal

Consideremos el siguiente sistema lineal:

ye — V- (a(z,t)Vy) +bVy +cy=f en  Q,
y(z,t) =0 sobre 3 (1.1)
y(xa O) = yo(ﬂf) en Q7

Teorema 1.6. Supongamos que a € L>*(Q), b € L>(Q) y ¢ € L*(Q). Para
cada yo € L*(Q) y f € L*0,T; H (), entonces existe una tinica solucién

y(-,-) de (1.1 tal que y € L2(0,T; HL(Q)) N C([0, T); L3(Q)).

Demostracién:
Ver el libro de J. L. Lions y E. Magenes, Capitulo 3, Seccién 4.7, Ejemplo
4.7.1. |

Teorema 1.7. Supongamos que a € W>(Q), b € L>(Q), ¢ € L>(Q) y sea
p un niimero real tal que 1 < p < oco. Para cada yo € W?(Q) N W, "(Q) y

f € LP(Q), entonces:

10



1. existe una tinica solucion y(-,-) de (1.1) tal que y € LP(0,T; W*P(2)) con

derivada y, € LP(Q)) satisfaciendo:
Nyl oo zawze@) + 19illr@) < Clllollw2r) + [[fllr @)

2.sip>n+2,y € C(0,7T];C*(Q)) para algin § € (0,1) y ademds se

satisface:

yllcqoricro@y < CUlvollwee@) + |1 fllr@)-

Demostracion:

1. Ver ellibro de G. Lieberman [14], Capitulo 7, Seccién 7, Teorema 7.32,

2. Ver el libro de O. A. Ladyzhenskaya [12], Capitulo 2, Seccién 9, Teo-
rema 9.1.

Teorema 1.8. Supongamos que a € L>*(Q), b € L¥(Q), c € L¥(Q), f =0
y sea p un ntimero real tal que 1 < p < oo. Para cada y, € LP(X2), enton-
ces existe una tinica solucion y(-, -) de (1.1). Ademds existe una constante C' =

C(||al|ze (@), 16l L=(0), ||c] |z, IV, |S2|) tal que para cada t € [0,T'] tenemos:

_N
ly()|L=) < Cet 20 |yo|| Lo ()-

Demostracién:
Ver el paper de A. Porreta [20], Teorema 1.7 o también ver el paper de
D. Pighin y E. Zuazua [19], Seccién 3, Lema 3.1. |

11



1.2.2. Resultado de existencia y unicidad para un sistema

cuasilineal eliptico

Consideremos el siguiente sistema

—V-(a(y)Vy)=f en  Q,
{ y=20 sobre 012, (1.2)

cona € C?*() satisfaciendo propiedades adecuadas (ver Capitulo 2, hipéte-
sis (2.2)).

Teorema 1.9. Si f € C''/%(Q), entonces (1.2) posee exactamente una tinica solu-

cion y € C*T1/2(Q), satisfaciendo la siquiente estimativa:

yllczrz) < Cllfllerzqy,

donde C' es una constante positiva que depende solamente de Q y ||al|c(q).

Demostracién:
Ver el libro de O. A. Ladyzhenskaya [11], Capitulo 4, Seccién 6, Teorema
6.4. |

1.2.3. Resultado de existencia y unicidad para un sistema

cuasilineal parabélico

Consideremos el siguiente sistema
=0 sobre 3, (1.3)
Y

cona € C?(0) satisfaciendo propiedades adecuadas (ver Capitulo 2, hip6te-
sis (2.2)).
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Teorema 1.10. Si yo € C*71/2(Q), f € CV2Y4(Q), entonces (1.3) posee exacta-
mente una tinica solucion y € C*V/2Y4(Q), satisfaciendo la siguiente estima-
tiva:

lyllczrrzairaq) < Cllvollozrre + (I fller/ziag);

donde C' es una constante positiva que depende solamente de Q, T' y ||al|c(q)-

Demostracién:
Ver el libro de O. A. Ladyzhenskaya [12], Capitulo 5, Seccién 6, Teorema
6.1 y Teorema 6.2. u
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Capitulo 2

Planteamiento del Problema

Sean w,w; C €2 conjuntos abiertos no vacios, tal que w; Cwy w; C w.
Se abordara la controlabilidad exacta por trayectorias para el sistema cua-

silineal
ye — V- (a(y)Vy) =vo, en  Q,
y(z,t) =0 sobre X, (2.1)
y(x,0) = yo(x) en Q,

donde y es el estado asociado, v es el control y g, € C5°(€2) es la funcién
caracteristica regular, esto es, g, = 0 en Q\w y 0, = lenw;.
Aqui se asumira que la funcién con valores reales a = a(r) satisface

a€C*R), 0<ag<alr)y |dr)|+la"(r)] <M, VreR, (2.2)

Se distinguen los siguientes resultados: controlabilidad para estados
estacionarios y controlabilidad para trayectorias objetivo.

2.1. Controlabilidad de estados estacionarios

Comenzaremos con el caso estacionario, donde no hay evolucién en el
tiempo, para eso necesitamos introducir algunos conceptos:

Definicién 2.1. Dada la funcion v € CY2(Q), la funcion 5 € C*1/2(Q) es
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llamada de "estado estacionario” para el sistema (2.1) si es solucién de
—V - (a(®)Vy) =70, en Q, 7=0 sobre 0. (2.3)

La funcion v € C*/?(Q) es llamada de "control estacionario”.

Observacion 2.1. La aplicacion A : v — y mostrada en (2.3) es continua, desde
que a(-) satisface (2.2).
Se denotard por S := A(C'/%(2)) el conjunto de todos los estados estaciona-

rios con controls estacionarios en C/2(Q).

Observacion 2.2. Dados 1, y1 € S, existen dos controles estacionarios v°,v' €
CY%(Q) tal que A(T°) = yo y A(¥') = y1. Entonces, existe (por lo menos) un
camino continuo de controles estacionarios que dirigen v° hacia v denotado por

A (por ejemplo \(s) := (1 — s)v" + sv').

Definicién 2.2. Fijados yo,y1 € S, se define el camino conexo continuo de esta-

dos estacionarios que dirige vy, hacia y, como el siguiente camino continuo

vi[0,1] 2 c2(0) X S

s == Als) = (s) = AN(s)),

tal que 5(0) = yo = A("), 7(1) =y = A(D").
Para cada s € [0, 1], se denotardn y° := ~(s) al estado estacionario y v° := \(s)

al control estacionario asociados al camino continuo -y .

Observacion 2.3. Para cada par yo,y1 € S fijados, existen infinitos caminos

conexos continuos de estados estacionarios que dirigen y, hacia vy, esto es debido
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a que existen infinitos caminos continuos de controles estacionarios que dirigen
v” hacia v".

Introducimos el primer resultado importante de esta tesis para el caso
de estados estacionarios:

Teorema 2.1. Sean yo,y1 € S fijados y sea v(s) = y° un camino conexo
continuo de estados estacionarios que dirige vy, hacia y, con control estacionario

v°. Asumamos que existe una constante n > 0 tal que
v* >mn, Vsel0,1]. (2.4)

Entonces existe Ty, > 0 tal que, para cada T' > Ty, existe un control v € L>(§2 x
(0,7)) tal que el sistema (2,1) admite una tinica solucion y(-,-) que satisface

y(-,T) = yi(-) en Qy se tiene que v > 0 en Q x (0, 7).

2.2. Controlabilidad para trayectorias objetivo

Ahora trataremos con el caso de evolucién en el tiempo, para ello va-
mos a introducir la siguiente definicién:

Definicion 2.3. Definamos una “trayectoria objetivo” denotado por § = y(z,t)

como solucion del siguiente sistema

v — V- (a(y)Vy) =v0, en  Q,
y(z,t) =0 sobre X, (2.5)

y(x,0) = Go(x) en 9,
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con 7, € C*12(Q) y v e CY2Y4(Q) tal que

Qo
20(Q)

M|Vl e @x 0,y < (2.6)

donde la constante C'(§2) > 0 satisface || - ||L2) < C(Q)| - [ aa (o) ¥ la constante

M, es definida por M, = sup |a’'(r)|.

reR

Observacion 2.4. Es claro que se define de manera implicita la trayectoria obje-

tivo § que satisface (2.5) y (2.6) en relacion a las condiciones iniciales v, U y a la

funcion a(-). Mencionemos algunos detalles:

i)

ii)

iif)

iv)

La condicién (2.6) debe ser vilida para todo T' > 0, en otras palabras, la cota
relacionada al gradiente de la trayectoria objetivo debe ser independiente a

la variable temporal.

Si los sistemas (2.1) y (2.5) fuesen lineales, esto es, si la funcion a(-) =
constante, entonces la condicion (2.6) se satisfaria pues en este caso tenemos

que M, = 0.

Si la trayectoria objetivo fuese estacionaria (no hubiese evolucién en el tiem-
po), la condition (2.6) se satisfaria, pero entonces estariamos en un caso

particular del Teorema 2.1.

La prueba de la existencia de dicha trayectoria objetivo no es evidente. En
efecto, si consideramos el caso mds simple (Vy = 0) llegariamos a una
contradiccion. Si consideramos la solucién j como una funcion de variables
separables, haciendo las respectivas cuentas vemos atin que es dificil probar

la existencia de tal solucion.
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Debido a la Observacién 2.4, item iv), se formulard el segundo resulado
importante de esta tesis para el caso de estados de evolucién:
Teorema 2.2. Supongamos que existe una trayectoria objetivo y que satisface la
condicion (2.6) con dato inicial y, y control v. Asumamos que existe una constante
n > 0 tal que
v>n en QxR (2.7)

Para cada y, € C*V/%(Q) dato inicial, existe Ty > 0 tal que para cada T > Ty,
podemos encontrar un control v € L>°(Q2x (0,T)) tal que la tinica solucién y(-, -)
para (2.1) satisface y(-,T) =7y(-,T) en Q2 y se tiene que v > 0 en Q x (0,7).

Ademds, si yy # 7, entonces el tiempo minimo de controlabilidad T,,;, es estricta-

mente positivo, donde

Toin := inf{T > 0;3v € L=(Q x (0,T)*, tal que y(-,T) =7(-,T) en Q}.
2.8)

Observacion 2.5. Nétese que considerando un estado estacionario como una tra-
yectoria objetivo, uno puede pensar que el Teorema 2.2 implica el Teorema 2.1, pero
este no es el caso, desde que no se necesita la condicion (2.6) para el caso estacio-

nario (ver Observacion 2.4, item iii)).
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Capitulo 3

Demostracion del Teorema 2.1

En este capitulo, trabajaremos con el caso estacionario (estados estacio-
narios), para este propdsito usaremos dos resultados importantes:

a) Controlabilidad local exacta por trayectorias con controles C'/21/4
(ver Apéndice).

b) El método de “la escalera” para obtener el control global deseado
(ver Figura 3.1).

y(t)

Y1

Yo = ~(0)

Figura 3.1: Solucién estado-control en azul. Camino de estado estacionario
en rojo.

Sean yo, y1 € S fijados y sea y(s) un camino conexo continuo de estados
estacionarios que dirige y, hacia y;.
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Paso 1: Consecuencias de la Controlabilidad Local
Tomando 7" = 1, R > 0 fijo y para cada ¢ > 0, aplicando el Lema A.1 (ver
Apéndice) existen dos constantes positivas C'(R) y d.(R) tal que si

lvollcro@ < R, Nnlleve@ < By vy — wollcevieg <6, (3.1)
entonces existe una solucién estado-control (y, v) tal que
v e CY24Q x [0,1]), (3.2)

cony(z,1) = y1(z) en 2 y tenemos la siguiente estimativa para el control

v =0l cr21/s@xpo,) < CERyr = voll 212 (3.3)

Tomando . > 0 suficientemente pequefio (por ejemplo J. < (J(GR))’ se
tiene

[Che EHC’1/2!1/4(§><[0,1]) <e (3.4)

Paso 2: Método de la escalera
Para 7@ € N fijado, dividamos el intervalo [0, 1] en 7@ partes iguales y deno-
temos

k
T, ;:7(:> L k=0,1,2,...,n— 1,7,
n
donde 7, = 7(0) = yo y ¥ = ¥(1) = 1.
Es claro que (¥,)1<k<m €s una secuencia finita de estados estacionarios y
denotemos como vy, el control estacionario de 3, luego por hipotesis (2.4)

tenemos que v, > 1 > 0.

Debido al Paso 1, es suficiente verificar la condicién (3.1) para ¥, para

esto, tomemos R = sup ||7(s)[|c1/2), de aqui es obvio que
s€[0,1]

||yk‘|01/2(§) < R7 k= 07 1727 N 17ﬁ

Tomando e = 7, eligiendo 7 suficientemente grande y usando la continui-
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dad del camino conexo continuo (), obtenemos

1T = Urall ez < 0,

donde 4,, > 0 es suficientemente pequefio.
Entonces, para cada 1 < k < 7, podemos encontrar controles v, € C'1/%1/4(Q)x
[0,1]) uniendo los estados estacionarios y,_; y ¥, tal que

vk — EkHcl/%l/‘l(ﬁx[O,l]) < 1.
Como tenemos que v, = v — Uy + Uy, entonces

Vk Z —”l}k—@k’—i—@k 2 _HUk—EkH01/2’1/4(§><[0,1])+6k 2 —77+77 = 0, en QX(O, 1),
(3.5)
mostrando asi que cada control local v, satisface la condicién (2.4).

Paso 3: Construccién del control global
Para T' = m, hemos definido una secuencia de caminos conexos continuos
que recorre a través de los siguiente puntos:

vo=y(0) —y(1) — - —y@m—1) —yn) =y
Por este motivo, se define v : (0,7") — L*>°(2) como
v(t) =t —(k—1)), te(k—1,k) para k=1,2,....,n — 1,7.
En resumen, obtenemos que v € L>(£2 x (0,7")) es el control deseado.

Observacion 3.1. Note que por construccion, el tiempo empleado para controlar
el estado estacionario es el niimero de “escalones” que empleamos en el método
de la escalera. Ademds, debido a la particularidad de la construccién, no podemos
afirmar o negar nada con respecto a lo que ocurre en tiempo pequerio (este asunto

serd respondido en la Seccidn 5).
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Capitulo 4

Demostracion del Teorema 2.2

En este capitulo, trabajaremos con el caso de evolucién (trayectorias
objetivo), para este propoésito usaremos dos resultados importantes (ver
Figura 4.1):

a) Propiedad de estabilizacién (ver Apéndice).

b) Controlabilidad exacta local por trayectorias con control C'/%1/4 (ver
Apéndice).

y(t)

Yo

Figura 4.1: Solucién estado-control en azul. Trayectoria objetivo en rojo.

Sea 7(+,-) una trayectoria objetivo que satisface la condicién (2.6) con
control ¥ € CY21/4(Q) y dato inicial 5, € C?+/2(Q).
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Paso 1: Estabilizacién del sistema (y — y)(x, t)
Sea 7 > 0 fijo y T' > 27 suficientemente grande. En el intervalo de tiempo
[0,T — 7] controlamos y(-, -) con control v = .

Se tiene la siguiente propiedad de estabilizacion de L? en el intervalo
de tiempo [0, 7 — 27]:

Hy(t) — ?7(1?)”[12((2) S 6_/\t||y0 — y(JHL2(Q)7 Vit € [O, T — 27‘] (41)

En efecto, restando el sistema (2.5) al sistema (2.1) y luego multiplicando
al resultado obtenido (y — 7) se tiene

/Q<y—y>t<y—y> dx—/v<a<y>wy—g>><y—y> du +

- / V- ((aly) — (@) VH)(y —7) dx = 0.

Se sigue que

1d —112 / —\ 2
—— ly —¥ll12 + [ a(y)|V(y —79)|" do +
51 (0 =Tl + | @IV )

" / (aly) — a§) V7 - V(y —7) dr = 0.

Por un lado, tenemos que usando la hipétesis sobre a(-) en (2.2), consegui-
mos la siguiente estimativa

/Q (aly) — a(@)VF - V(y - P)da

< M| VT e oior2m) / ly — 7V (y — 7)lde
Q

< M|V Lo xo0.0—2e) 1y = Ul 2 IV (¥ = D) || 20
< Mo C(Q)IVY oo x0.7-2p IV (¥ = D720

Por otro lado, juntando los resultados obtenidos anteriormente y gracias a

23



la condicion (2.6), se obtiene

| =

Qo _
EHV(?J - y)”%%ma

(ly = Ty ) + a0l V= D)3y <

DO | —
Q

t

luego aplicando el resultado de inmersion H; (2) — L?*(2), se consigue

d _ _
o (ly =Ty ) + My = 320y <0

para algan A > 0.
Finalmente, integrando en tiempo de 0 hasta ¢, donde ¢t € [0,7 — 27], se
prueba (4.1).

Si realizamos el cambio de variable z := y — 7, notamos que z satisface

2 — V(o (2,t)V2) + V- (B,(2,t)Vy 2) =0 en Qx (T —-271,T—71),
2(z,t) =0 sobre 0Q x (T'—27,T — 1),
2(x, T =27) =y(x, T —27) —y(z, T —27)  en Q,

4.2)
donde
a(x,t) == a(z(z,t) + y(z,t))
g t)+ylx,t ylx,t
5 (x t) _ _a(z(m, )+yii; z)f; _a(y(l‘7 )) : si Z(I,t) # 07
—ad'(y(z,t)) , si z(z,t) = 0.

Ahora, aplicando el Lema B.1 (ver Apéndice) para el tiempo [T'—27,7— 7],
esto es, con extremos de tiempo t; = T — 27, t, = T — 7 y con control
(v —71)(+,t) = 0, se obtiene

_N _
ly(T = 7) = G(T = )|y < O(7) 7O 4 |y(T = 27) = (T — 27) | 12(02,

y utilizando la propiedad de estabilizacién de L? obtenida en (4.1) con
t =T — 27, finalmente se concluye que

ly(T = 7) = (T = )=y < O(1) e T lyo = Gyll 2. (43)

24



Paso 2: Controlabilidad local para el sistema y(x,t) — y(x, t)
En este paso, vamos a construir el control local con tiempo final ¢t = 7.
Desde que L>(2) — L*(Q) y usando la estimativa (4.3) del Paso 1, se tiene
que

[y(T = 7) =y(T = )2 < Clly(T —7) =H(T' = 7))

_ 4.4
< CMeCT )y — Gl Y

Podemos considerar y(:,7" — 7) como el nuevo dato inicial y y|oxr—r1)
como la nueva trayectoria.

Note que, para n > 0 (ver condicién (2.4)) y fijado un 7" > 0 suficiente-
mente grande, se tiene que

ly(T = 7) = 9(T = )l 2() < by,

donde 6, > 0 es suficientemente pequefio.

Basta tomar R = |[y|| c2+1/2.141/4@xr—r) + 1, para garantizar las hipéte-
sis (o requisitos) del Lema A.1 (ver Apéndice), entonces existe un control
o€ CY2V4(Q x [t — 7,T)), tal que el estado y(-, -) satisface y(-, T) = y(-,T)
en ().

Ademas, se tiene la siguiente estimativa para el control

[0=0]|c1/21/0 < C(O|[Y(T—7)=G(T=7)| 120 < C(T>€7C(T72T)||1/0_yOHL2(Q)'

Vemos que como 7" > 0 es suficientemente grande, podemos conseguir
que ||o —|c1/21/a < 1.
Como tenemos que ¢ = (0 — ) + T, podemos concluir que

0> —0—0|+7>—[|0—0l|greaa+>-n+n=0, enQx (T'—71,T).

Paso 3: Construccion del control global
Finalmente, por lo visto en el Paso 2, es bastante natural definir el control
deseado como
v en (0,7 —17),
vi=
0 en (I'—71,T),
y esto concluye la prueba.
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Observacion 4.1. Note que en el Paso 1, aplicamos el Lema B.1 en el intervalo
de tiempo (T' — 27, T — 7) desde que la longitud de dicho intervalo es T, un valor
fijado que no depende de T'. Si desconsideramos esta parte en la prueba, tendriamos
que en la estimativa (4.4) las constantes dependerian de T', y esto no serviria para
probar que la distancia entre el estado y(-,-) y la trayectoria objetivo y(-,-) sea
pequefia para algiin tiempo. Y justamente esta iiltima condicion es importante

para aplicar el resultado de controlabilidad local y concluir la prueba.
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Capitulo 5

Positivitidad del Tiempo Minimo

de Controlabilidad

Consideremos el par estado-control (y,v) solucién de (2.1) con dato
inicial yo € C**1/2(Q2); y consideremos la trayectoria objetivo 7 solucién de
(2.5) con control 7 € C*1/21/4(Q)), tal que ¥ > 7 > 0 (como en (2.7)) y dato
inicial 7, € C?+1/2(Q).

Recordemos la definicién en (2.8):

Tin == Wf {T' > 0;3v e L®(Q x (0,7))", tal que y(T) =7y(T) en Q}.
Se plantea el siguiente resultado
Teorema 5.1. Supongamos que yo # Y,. Entonces T, > 0.

Demostracion:
Vamos a dividir la prueba en dos casos:

Caso 1: Si yy £ Y.

Podemos asumir sin pérdida de generalidad que y, > 7, en un con-
junto de medida positiva. Entonces, existe una funcién no negativa ¢ €
H;()\{0}, tal que

(Yo — Yo)p dz > 0.
Q
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Denotemos por z(-,-) a la solucién de (2.1) con dato inicial y, y control
nulo. Desde que z — 5 € C°([0, T}; H-1(Q)) y <z(-, 0) — 5(-,0), 90(-)> >0, se
concluye que

<Z(T, ) — (T, "), cp(-)> >0, VT € [0,Ty), (5.1)

con Tj > 0 suficientemente pequefio.

Mostraremos que Tiin > 7. En efecto, si T € (0,7p) y v € L®(Q x
(0,7")) es un control no negativo tal que (2.1) admite una solucién y(-, -)
con dato inicial y, y control v. Entonces, por el Principio de Comparacién
(ver Capitulo 1, Teorema 1.5), tenemos que y > z. Juntando este dltimo
resultado con (5.1), se obtiene que

(v, T)e()) = (2, T)e()) > (B, T) o).

Es facil verificar que y(-,T') # y(-,T'), en otras palabras no tenemos contro-
labilidad exacta en 7', lo que concluye la prueba para el primer caso.

Caso 2: Si yp < Y.
Denotemos por z(-,-) a la tinica solucién de (2.1) con dato inicial y, y
control nulo. Entonces ¢ := y — z es solucion del sistema

§ = A(P(E+2) —0(2)) =vo, en  Q,
(z,t) =0 sobre X, 5.2)
§(z,0)=0 en Q,

donde ®(r) := /Or a(s)ds.

Ademés, £ := 7 — z es solucién del sistema (5.2) pero con dato inicial
Yo — Yo y control v. Asi, el problema se reduce a probar la existencia de
un 7y > 0 tal que, para cada ' € (0,7;) y para cada control no negativo
v € L®(w; x (0,T)), se obtiene &(+, T) # &(-,T). Claramente, esto implica
que y( T) # (-, 7).

Supongamos por contradiccién, para cada Ty > 0 existe un 7' € (0, 7p)
tal que £(-, T) = £(+, T).
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&(+,-) es caracterizado por la identidad dualidad

(o) = [ v,

donde ¢ es solucién para el sistema adjunto

o~ U(:)Ap=0 en  Q,
o(x,t) =0 sobre X,
p(z,T) = ¢"(z) en

con V. satisfaciendo

s
d'(€) sis=0.

(5.3)

(5.4)

Si ¢, es la primera autofuncién del operador Dirichlet Laplaciano en 2,
sabemos que este es estrictamente positivo en ) (ver Capitulo 1, Teorema

1.3). Para cada r > 0, se define el conjunto

E, = {x € Q\w | dist(z, 0w) < 1},

donde dist(z, dw) es la distancia del punto x a la frontera de w.

Consideremos una constante 6 > 0 tal que

/ (—¢1)(Yg — yo)dz < —60 < 0,
O\ (wUEq)

donde d := dist(0w, 0€2) /2, entonces definimos

0
3ol Lo 1To — Yol (o)

Cy - > 0.
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Consideremos también la funcién corte ( € C*°(£2) tal que

-1 si z € Q\(wU Ey),
C(z) =4 -1<((x) <Cy si xe€ ks,
Cy si x € w,

para algin 6 > 0.
Definamos el dato inicial para el sistema adjunto ¢”(z) = ¢ (2)¢1(x)

(ver Figura 5.1), entonces por construccion existe una constante ¢ > 0 tal
que

RN

Figura 5.1: Dato inicial ¢” para el sistema adjunto.

Demostraremos que hay una contradiccién con la dualidad (5.3) para
el dato inicial " que acabamos de construir, para eso, primero probemos

que <E(~,T), goT(~)> < 0. En efecto,

/ (To — Yo)" dx = / (To — Yo" da + / (To — Yo" dz +
Q Q\(wUEs)

Es

+ / (To — yo) " du.

Vamos a acotar cada sumando del lado derecho de la dltima igualdad.
Considerando § > 0 suficientemente pequefio, por un lado, obtenemos
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que

/ (Yo — QO)SDTde = / To — vo)(—¢1)dx
D\ (WUEs) O\ (WUEs)

/ (Yo — yo)(—¢1)dx < —6.
Q\(WUE,)

IN

Por otro lado, conseguimos

>

< Cllgo — yollz= @ |1l Loy | Es| < 3

/ (Yo — yO)<Pde
Es

Por altimo, se tiene que

- _ _ 7
/<yo — o)’ dz| = /(yo — Y0)Coprdz| < Col|n|=)l[¥o — woll21(0) = 3
Luego, juntando las tres tltimas desigualdades concluimos que
_ T 0
(%o = yo)p dr < =3 < 0. (5.5)
Q

Por los resultados clésicos de trasposicion (ver Capitulo 1, Teorema 1.6)
tenemos que ¢ € C([0,T]; H*(Q)). Por lo tanto, escogiendo Ty > 0 sulfi-
cientemente pequefio, de la estimativa (5.5) podemos inferir que

<§(-,T), ¢T(-)> <0, YT € (0,Ty). (5.6)

Ahora, probemos que ¢y_ = 0 en w x (0,7)). En efecto, notemos que
T € W?P(Q) N W, P(Q) para cada 1 < p < 00, esto es debido a la regulari-
dad bien conocida de la primera autofuncién del operador Dirichlet Lapla-
ciano (ver Capitulo 1, Teorema 1.2), luego podemos concluir que € C(Q)
(ver Capitulo 1, Teorema 1.7). Asi, desde que ¢ > 0>0enw, por la conti-

nuidad de ¢, para un tiempo 7T suficientemente pequefio, obtenemos que
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o(z,t) >0 > 0en (z,t) € w x (0,Ty), esto es
v =0, enw x (0,7Tp). (5.7)

Sustituyendo (5.6) y (5.7) en la dualidad (5.3), para cada 1" € (0, Tj), se
concluye que

0> <§(-,T),g0T> = // Vo drdt > 0.
(0,T)xw

Esto es una contradiccién, por lo tanto £(-, T') # £(+, T) y con esto se finaliza
la prueba. |
Observacién 5.1. El resultado de esta Seccion es independiente de la manera
como se obtiene la controlabilidad bajo restricciones para trayectorias objetivo, esto
es, si existe T, Yy los datos iniciales de los sistemas (2.1) y (2.5) son diferentes,

entonces T, > 0.
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Capitulo 6

Conclusiones

» Esta tesis forma parte de [18], y en dicho trabajo se han probado dos
resultados sobre controlabilidad exacta por trayectorias con restric-
ciones sobre el signo del control para el sistema parabélico cuasili-
neal (2.1), nos referimos a los Teoremas 2.1 y 2.2. En primer lugar se
ha estudiado el caso estacionario donde se han empleado para su de-
mostracion las siguientes técnicas: método de la escalera y controla-
bilidad local sin restricciones, y luego se ha estudiado el caso de evo-
lucién (no estacionario) con la condicién (2.6) a la trayectoria objetivo
donde se han empleado para su demostracion las siguientes técnicas:
establizacion y controlabilidad local sin restricciones. También se ha
estudiado la positividad del tiempo minimo de controlabilidad don-
de se han empleado los Principios del Maximo y Comparacién para
demostrar dicho resultado.

» Los resultados de los Teoremas 2.1 y 2.2 son vélidos si adicionamos
un término semilineal en el sistema (2.1), esto es, si consideramos el
siguiente sistema

w— V- (ay)Vy) + Fy) =vo, en @,
y(z,t) =0 sobre X, (6.1)
y(x,0) = yo(z) en Q,

donde en este caso F'(-) satisface las mismas condiciones como en
[19].
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» La condicién (2.6) es fundamental en este trabajo, necesitamos esta
desigualdad para probar la controlabilidad por trayectorias y la pro-
piedad de estabilizacion, en otras palabras, el resultado del Teorema
2.2 depende de la existencia de esta condicién. Seria muy importan-
te e interesante probar los mismos resultados sin esta condicién, esta
cuestién no parece sencilla debido a que necesitamos nuevas estima-
tivas para controlar este problema.

» Esinteresante estudiar la controlabilidad con restricciones para otros
tipos de EDPs parabdlicas cuasilineales, por ejemplo cuando la no
linealidad a(y) es reemplazada por la no linealidad a(Vy) en el sis-
tema (2.1), parece que las técnicas aplicadas en este trabajo no son
suficientes. Necesitamos mds regularidad para el coeficiente de la
parte principal para probar los resultados de controlabilidad local y
para probar el Principio de Comparacion.
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Apéndice A

Resultado de Controlabilidad

Local

En este apartado probaremos el siguiente resultado de controlabilidad
local, que servio para probar el Teorema 2.1 y el Teorema 2.2.

Lema A.1. Dados T > 0y R > 0 fijos. Entonces, existen constantes positivas
C' y 0 dependiendo de R y T tal que, para todas las trayectorias objetivo y €
CHY214Y4(Q) que satisfacen la condicién (2.6) con dato inicial T, y control ; y

para cada dato inicial yo, € C**Y/2(Q), tal que si

[yollczrrr2@ < R [Fllcorrzavag < R Y llyo = ollcerinm <6, (A1)

podemos encontrar un control v € CY2V4(Q), tal que
= y(T) =y(T),

" (o =0lc1r21a@) < Cliyo — Yollczer/2@m-
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Demostracién:

Usaremos los mismos argumentos de [1] y [16] debido a que los pro-
blemas linealizados son muy similares, en otras palabras aplicaremos un
argumento de punto fijo sobre un sistema mds adecuado, para lograr eso
transformaremos el problema original a un problema de control nulo.

Denotando z = y =y y u = v — 7, el problema se reduce a probar la
controlabilidad local nula del siguiente sistema

{ 2z — V- (ay(2,6)V2) + V- (B.(x,t)VY 2) = up, en Q,
z(z,t) =0 sobre X, (A.2)
2(2,0) = yo(x) — Yo(2) en
donde
a(x,t) == a(z(z,t) + y(z,t))

g t)+ylx,t ylx,t

B (x t) _ {G(Z(ZL‘, )—I—yii(L‘:; 2)53 —a(y(x, )) : si z(x,t) ?é 07

—ad'(y(z,t)) , si z(z,t) = 0.

Ahora, fijemos una funcién w € Z := {w € CHV/2IFA(Q); w(-,0) =
20(+)} y consideremos el sistema linealizado

2 — V- ((x,t)Vz) + V- (Bu(z,t)VY 2) = ug, en Q,
{ (x,t) =0 sobre ¥, (A.3)
(z,0) = z0(x) := yo(x) — Yo(x) en

aw(r,t) € CH(Q) (A4)

Buw(x,t)Vy € C(Q). (A.5)

Consideremos el sistema adjunto asociado al sistema linealizado (A.3)

p(z,t) =0 sobre ¥, (A.6)

{ -p— V- (aw(xat)Vp)+v' (ﬁw(Lt)Vgp) =0 en Q,
p(z,0) = pr(z) en Q.
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Denotemos por

B = (1 + ||w‘|é1,1@) + ||y’|é2+1/2,1+1/4@)) : (A7)

Dado wy un subconjunto de w abierto, no vacio tal que wy C w, por el
Lema de Fursikov (ver Capitulo 1, Lema 1.1) existe una funcién ap € C*(Q)
tal que

ap(z) > 0en Q; ap(z) =0 sobre 9Q; |[Vay(z)| > 0 en Q\wy.
Para cada )\ > 0, definamos

Ao () ekao(m) . 62>\\010|C(§>

HT —t)

tHT —t)

¢($’t) =

Procediendo como en [16], podemos probar la siguiente Desigualdad
de Observabilidad

1p(0) 2200y < Cee” / / e20 g3 p|Pdudt, (A8)
w1><(O,T)

donde C' > 0 es una constante, B es la constante definida en (A.7), A > CB
y s> Ce“B.

De manera similar a la Proposicién 4.1 en [16], podemos probar la con-
trolabilidad nula para el sistema linealizado (A.3), esto es, existe un control
v € CY2/4(Q) tal que el estado asociado z(-, -) solucién de (A.3) satisface
2(-,T) = 0 en Q. La estimativa para el control es

— GCB
v =ller21a) < Ce® 20/ 2(0)- (A9)

Finalmente, usando los clasicos argumentos de Punto Fijo (especifica-
mente el Teorema del Punto Fijo de Kakutani), podemos concluir la prueba
del Lema A.1. En efecto, si definimos el conjunto

K = {Z S 02+1/2’1+1/4(@); ||Z||CQ+1/2,1+1/4(@) <1, Z(,O) = Zo(')},
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y una aplicacion (posiblemente multivaluada) A : Z — 27 tal que para
cada w € Z, le corresponde

Aw) :={z € Z; Jv e CY*Y*(Q) y una constante C > 0 tal que (2, v)
satisface (A.3),(A.9) y z(-,7) =0 en Q}.

la aplicacion A esta bien definida. Esto es debido al resultado obtenido de
controlabilidad nula para el sistema linealizado (A.3).

Si el dato inicial z, es suficientemente pequefio, entonces A(K) C K.
En efecto, por teoria clasica de sistemas parabolicos lineales tenemos la
siguiente estimativa para el estado z(-, -):

12llc241/201/1) < C(B)(|20llgz1/20) + [0 = Tllcrrzasag))-

Como ya consideremos que 2, es suficientemente pequefio, obtenemos
||Z||C2+1/2,1+1/4(@) <1

Ademds, tenemos que K es un subconjunto de Z convexo, compacto
y no vacio, este resultado es inmediato pues sabemos que K esta inmerso
compactamente en Z.

Otro resultado que se obtiene es que A tiene el gréfico cerrado en Z.

Asi, si zj es suficientemente pequefio, por el Teorema del Punto Fijo de
Kakutani (ver Capitulo 1, Teorema 1.1), A posee al menos un punto fijo
denotado z. Esto significa que para el sistema cuasilineal (A.2), existe un
control v € CY/21/4(Q) tal que la solucién z(-, -) satisface que z(-,T) = 0 en
Q. El costo (o0 estimativa) de la funcién control v verifica (A.9).

Esto completa la prueba del Lema A.1.
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Apéndice B

Propiedad de Estabilizacion en

normas L2-I°

En este apartado probaremos el siguiente resultado de estabilidad, que
sirvi6 para probar el Teorema 2.2.

Lema B.1. Asumiendo las hipétesis del Teorema 2.2 para el dominio 2 x (t;,t2)
(donde t1, ty satisface 0 < t, < to < T'). Entonces, existe una constante positiva
C = C(Q,a0,a1, M, ||V Le(x(t.t2))), tal que para cada t € [t1,t,]: la inica

solucion y(-, -) del sistema (2.1) satisface y(-,t) € L>(Q2) y se tiene la estimativa

N
Iy 1) = G Dl < O e — 1) 7% x
% (I =7tz + 1o = Tlasonenann)-

(B.1)

Demostracion:
Realizaremos la pueba en dos pasos.

Paso 1: Reduccién al caso lineal
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Sea ) := (x,t) la solucién del sistema

¢t -V (ay—?(x7 t)V@D) + ,By_y(l‘, t)V@ : V¢ +
‘l‘Cy_yw: |U—U|Qw en Q x (tl,tg),

P(x,t) =0 sobre 0% x (t1,12),
w('ratl) = ‘y(xvtl) _y<x7t1>| en Qa
(B.2)
donde

ay5(, 1) = aly(z, 1)),

a(y(e,1) - aG(z,1) )
Byl t) = { si y(t) £ 3, t),

@I

Yy—
( (:L’,t)) , sl y(x7t> Zy(l’,t),

Cyg = MV Loe (@ (11 12)) T ATl e (@2 (01.27)):

donde M > 0 fue definida en la hipétesis (2.2) sobre la funcién af-).

Entonces, por argumentos de Comparacion en el sistema (B.2), para
cada t € [t1, o], tenemos

ly(-, ) —g(-, t)| < P(-,t), ctp.enfl. (B.3)

En efecto, denotemos por

L] = — V- (ay_g(z,t) V) + By_5(x,t)Vy - Vi + Cy_5 1,

es facil verificar que

{ Lly -] < L[Y] en  Qx(t, 1),
y—-y=0=1 sobre 00 X (ti,t2),
(=) (z,tr) <d(z,t1) en €

Entonces, por el Principio de Comparacién (ver Capitulo 1, Teorema 1.5),
concluimos que y(-,t) — y(-,t) < (-, 1), c.t.p. en 2. De manera similar, po-
demos probar que y(-,t) — y(-,t) < ¥(-,t), c.t.p. en Q. Esto completa la
prueba de (B.3).
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Paso 2: Efecto regularizante en el caso lineal
Dividamos la funcién ¢ de la siguiente manera ¢ := £ + x, donde ¢ es
solucion de:

& = V- (ay—g(2,)VE) + By5(x, 1) VY - VE+
+ Cy_gg =0 en Q x (t17t2)7
E(z,t) =0 sobre 0% X (t1,t2),
5(x7tl) = ’y<x>tl) _g(xatl)‘ en Q’
(B.4)
mientras que x es solucién de:

Xt — V- (ay—ﬂ(xa t)vX) + By—y(fﬂ, t)vy VX +
+Cygx=1|v—"7lg, en Q X (t1,t2),
x(z,t) =0 sobre 02 X (t1,1s),
x(z,t1) =0 en Q.
(B.5)

En el sistema (B.5), por el Principio del Méaximo (ver Capitulo 1, Teorema
1.4), para cada t € [t1,t5], tenemos que x € L>(Q2) y existe una constante
Cl = Cl(Q, Qap, g, M, HVyHLoo(QX(tLQ))) > ( tal que:

Ix ()| 2oy < €0 — B L 11,00

En el sistema (B.4), por los resultados de regularidad para un sistema pa-
rabolico lineal (ver Capitulo 1, Teorema 1.8), se tiene que £(-,t) € L>(2),
para cada t € [t1, 1]

Ademas, existe una constante C := C5(2, ag, a1, M, || V|| Lo @x(t1,2))) > O,
tal que para cada t € [ti,t5]:

_ _N —
e, )|y < Co et — 1) "7 l(y = 7, t1) | 22(0)-

Estas dos ultimas desigualdades producen la estimativa para ¢, pues el
resultado obtenido en (B.3) claramente permite concluir con la prueba. W
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