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RESUMEN

Comportamiento asintético para la ecuacién de onda semilineal con
amortiguamiento local en dominios no acotados

CARLOS ALBERTO PENA MIRANDA

Noviembre 2012

Asesor: Dr. Pérez Salvatierra Alfonso
Grado Obtenido: Magister en Matematica Pura

El objetivo de este trabajo, es estudiar la existencia y unicidad de la solucién regular como
también el decaimiento exponencial para la ecuaciéon de onda semilineal con disipacion
localizada sobre un dominio no acotado dado por,

uy — Au+ a(x)u+ f(u) +a(x)uy =0 en R™ x (0,00)
u(0) = up € H?(R"); u(0) = u; € HY(R")

Para alcanzar el objetivo planteado, se emplea la teoria de semigrupos, la técnica de los
multiplicadores y el método de la continuacion tnica, estudiado por Ruiz. [24]

Palabras claves: Ecuacién de onda, disipacién localizada, solucién regular, continuacion
Unica, decaimiento exponencial.

vi



ABSTRACT

Asymptotic behavior for the semilinear wave equation with local damping in
unbounded domains

CARLOS ALBERTO PENA MIRANDA

November 2012

Advisor: Dr. Pérez Salvatierra Alfonso
Obtained Grade: Master in Mathematics pure

The aim of this work is to study the existence and unique of the smooth solutions as well
as uniform exponential decay for the semilinear wave equation with localized damping in
unbounded domains given for,

uy — Au+ a(x)u+ f(u) + a(x)uy =0 in R™ x (0,00)
u(0) = up € H?(R"); u(0) = uy; € HY(R")

To achieve the objective set, used the theory of semigroups, multipliers technique and
unique continuation method studied by Ruiz.[24]

Key words: wave equation, localized dissipation, smooth solution, unique continuation,
exponential decay
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Introduccion

Desde el ano 1980, se viene estudiando la ecuacion de onda no homogénea con el término
disipativo u¢, dado por

ugp — Au+up = f en Q x (0, +00),

con condiciones de frontera del tipo Dirichlet o Neumann y sus respectivas condiciones
iniciales; esta ecuacién como el propio nombre lo dice, esta asociada a la propagacion de
ondas.

Los términos disipativos en una ecuacién, sirven para garantizar un comportamiento
asintotico de la energia asociada al sistema planteado.

Los trabajos de sistemas con disipacién localmente distribuidos son estudiados con bas-
tante interés desde la década de los 90, estos sobre dominios §2 acotados de R™, aplicados a
diferentes sistemas como podemos citar: visco eldstico, termoeldsticos, problemas de con-
tacto, ecuacién de Kirchoff, entre otros. Ver [5], [16], [18], [19], [20] y [21].

En el ano 1990, E. Zuazua [25], estudia la ecuacién de onda semilineal con disipacién
localizada en © dominio acotado de R", agregando el término disipativo a(x)u,
uy — Au+ au+ f(u) +a(z)uy =0 en  Q x (0,+00),
u(0) = ug, ut(0) =u; en £,
u =0 sobre T,
con I' = 9. Bajo las hipdtesis:
La funcién f € C*(R) es tal que f(s)s > 0, para todo s € R y satisface la condicién del
crecimiento
(@) = F)I < CA+ 2P+ [y )|z — yl; Yo,y €R,
para algin C >0y p > 1 con (n—2)p <n.
La funcién a = a(z) € L>®(N) es acotada y no negativa tal que,

a>ag>0cs. enw,

donde w es una vecindad de la frontera de €.

Con esas condiciones mencionda prueba que el problema planteado es bien puesto en el
espacio H}(Q) x L*(Q), es decir, para cualquier dato inicial {ug,u1} € H}(Q) x L*(Q),
existe una unica solucién débil en la clase

u € C([0,+00); HY(Q)) N CL([0, +00); L*(Q)).

Mediante técnicas multiplicativas y el método de la continuacién unica, prueba el decai-
miento exponencial uniforme de la energia E(t) asociado al sistema.



Como una proyeccién, el mismo autor al final de su articulo, plantea algunas posibles
extensiones con el método trabajado a varias ecuaciones, como por ejemplo: La ecuaciéon
con potencial dado por,

uy — Au+ w(x)u+ f(u) + a(z)uy =0 en  Q x (0, +00),

u(0) = up € H} (), u(0) =u1 € L2(Q) en Q,

u=0 sobre I x (0,400),

donde w(x) € LP(Q), w>0cs.en Qconp=2,sin=1;p>nsin>2.

Posteriormente el mismo autor E. Zuazua en el ano de 1991 en su articulo dado en [26],
profundiza el trabajo realizado en [25] al estudiar la ecuacién semilineal de onda con
disipacién localizada en R™ dado por,

uy — Au+ au+ f(u) + a(z)uy =0 en R™ x (0,+00), 0.1)
w(0) = ug € HY(R™); u,(0) = uy € L2(R™), '
con las hipétesis
(H1) a€ LY (R");a(z) >ap > 0cs. en Qp = R"\Bg = {z € R"/|z| > R}
(0.2)
para R > 0, con Bp = { € R"/|z| < R}.
(H2)  f(s)s >0, para todo s € R. (0.3)

(H3) f € CY(R), satisface la siguiente condicién de crecimiento: existe C' >0,  (0.4)
p>1, con (n—2)p <n tal que
|[f(z) = fy)l < O+ J2[P~ + |yPP~H)|a — y| para todo z,y € R.

Considerando « una constante real, prueba que el problema (0.1) es bien puesto en el
espacio H'(R™) x L?(R™), es decir, para cualquier dato inicial {ug,u;} € H'(R") x L3(R"),
existe una unica solucién débil de (0.1) en la clase

u € C([0,+00); HY(R™) N CY([0, +00); L*(R™)).

Nosotros estudiamos en el presente trabajo, el problema (0.1) considerando « una funcién
real de variable vectorial x, esto es a(x), y con la hipdtesis

(H4) o€ WH(R"); a(x) > ag c.s. en R” (0.5)

y con dato inicial {ug,u;} € H?(R") x H*(R"), se prueba que existe una tnica solucién
fuerte de (0.1) en la clase

u € C([0, +00); H*(R™)) N CH([0, +00); H' (R™)) N C*([0, +00); L*(R™)).
Este trabajo estd estructurado en tres capitulos, estudiamos de la siguiente manera:

En el capitulo 1, denominado Preliminares, se exponen definiciones y resultados impor-
tantes que serdn de utilidad en el desarrollo de los siguientes capitulos; particularmente
se muestran resultados sobre la teoria de semigrupos y sobre existencia y unicidad de
soluciones para el problema semilineal abstracto.



En el capitulo 2, denominado Existencia y unicidad de la solucién regular, se demuestra
con las hipétesis dadas por (0.2)-(0.5) que el problema (0.1) tiene una tnica solucién en

w € C([0,+00); HE(R™)) N1 CL([0, +00); H(R™)) 1 C2([0, +o0[; L2(R™)).
Ademas se deduce la energia asociada al sistema (0.1) estd dada por:

1

E(t) := 5 /n [|Vu(ac,t)|2 + Jug(z, t)]? + a(w)|u(:v,t)|2]da: + /n F(u(z,t))dz,

F(s) = / f(t)dt para todo s € R.
0

También se demuestra que la energia asociada al sistema (0.1) es una funcién no creciente
en la variable del tiempo, esto es, obtendremos que:

to
E(te) — E(t1) = —/ / a(x)|ug|?dzdt, para todo ty >t > 0.
t1JR

Por 1ltimo en el capitulo 3, llamado decaimiento exponencial de la solucién regular, basado
el trabajo de E. Zuazua [26], estudiamos el decaimiento exponencial de la energia asociada
al sistema (0.1), es decir, suponiendo que f cumple una de las siguientes condiciones:

a) (El caso globalmente lipschiptziana) ' € L>(R) y una de las siguientes dos
condiciones son verdaderas:

i) 3 lm fo)=/L y 3 lim fls)=/ 6

$——+00
i) 3 1m 18y
|s|=>+c0 S

b) (El caso siuper lineal) Existe § > 0 tal que

f(s)s>(2+0)F(s), paratodo s € R.

Se demuestra que
E(t) < CE(0)e™ ™, para todo t > 0. (0.6)

El procedimiento de la prueba esta basado en la técnica de los multiplicadores y el método
de la continuacién unica, dado por Ruiz A. [24].

Uno de los pioneros en usar la técnica de la continuacién tnica fue E. Zuazua en sus tra-
bajos realizados en [25] y [26]; antes de que Ruiz A. publicara su resultado dado en [24]
y cuando la disipacién ejercida por la funcién a(z)u; es determinada en un subconjunto
abierto w de la frontera €.

Para el caso lineal (f = 0) es posible mostrar el decaimiento dado por (0.6), adaptando el
método de C. Bardos, G. Lebeau y J. Rauch, ver [2] y [3], siendo a(x) > ap > 0 en algin
subconjunto abierto de € .

El caso particular cuando w es una vecindad de la frontera de €2 acotado, se puede usar
la técnica de los multiplicadores para obtener el decaimiento exponencial de (0.1), ver [5],
[16],[18], [20] y [26].



Existen resultados positivos para el decaimiento exponencial de (0.1), més simples cuando
a(z) > ag > 0 para todo z € Q,

donde €2 es un dominio acotado de R™, esto es, la disipacién es efectiva en todo ). En este
caso el decaimiento puede ser obtenido, construyendo la siguiente perturbacién de energia

n

E.(1) = E(t) + ¢ / (e, ug(z, D) da,

para la cual, las desigualdades diferenciales nos llevan a obtener el decaimiento exponencial

deseado, que son probados cuando € es positivo y suficientemente pequeno. Ver A. Haraux
[9].



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Teoria de distribuciones y los Espacios L’ (Q)

Sea €2 un conjunto abierto de R" y u : 2 — R una funcién continua dada. El soporte de
u es el conjunto

Sop(u) = {€ Q/u(x) £ 0} .

Definiciéon 1.1.1. Sea 2 un conjunto abierto de R". Decimos que u : £ — R tiene
soporte compacto si Sop(u) es un conjunto compacto de R™.

En el espacio C§°(12) se introduce la siguiente equivalencia de convergencia:

Proposicién 1.1.2. Sea la sucesion (pm)m>1 € C5°(Q). La sucesion (@m)m>1 converge
a @, sty solamente si,

a) Existe un subconjunto K compacto de 2, tal que Sop(om—¢) C K, para todo m > 1.
b) D%, — D“p uniformente en K, para cada o € N™.
Demostracién: Ver Rivera [23].

Observacién 1.1.3. El espacio C§°(Q2), dotado de las convergencias dada en la proposi-
cién 1.1.2, se llama Espacio de Funciones de Prueba y es denotado por D(Q)

Ejemplo 1. Sea

_1 .
w(x):{€21 Sl|x|<1,$€R.

0 sifz|>1

Se tiene que ¢ € C*°(R) y sop(v) =] —1,1] = [—1, 1], entonces ¢ € C§°(R). Ver Rivera
[23].

Definicién 1.1.4. Una funcién 7' : D(2) — R lineal y continua es denominada Distri-
bucién. El conjunto de las distribuciones es denotada por D'(€2).

El conjunto de las distribuciones es un espacio vectorial el cual lo denotaremos por,
D'(Q) ={T:D(Q) — R / T lineal y continua}.

Definicién 1.1.5. Sea €2 un conjunto abierto de R" y 1 < p < co. Definimos

LP(Q) = {u : Q1 > R / u medible y/Q |u(z)Pde < oo}

5



la norma en LP(£2) esta dado por:

[ulLp () = (/Q|u(:13)|pd:n);

Cuando p = oo, definimos

L>*(Q) = {u : Q2 — R; u medible y existe M > 0 tal que |u(z)| < M c.s. en Q}

ulpoe () = |uloo = Inf{M > 0; |u(z)| < M c.s. en Q}.

Observacién 1.1.6. Cuando p = 2 tenemos que L?(£2) es un espacio de Hilbert dotado
con el producto interno

(u,v)r2(0) = /Qu(x)v(x)d:p
el cual induce una norma

6f22 0 = /Q () Pde.

Proposicién 1.1.7. El espacio LP(QY) es Banach, para todo 1 < p < oo.
Demostracion: Ver Brézis [4].

Notacion. Sea 1 < p < oo, se denota por p’ el exponente conjugado de p, es decir,

1 1
p p

Teorema 1.1.8 (Desigualdad de Hoélder). Sean u € LP(Q) y v € LV (Q) con
1 < p < oo. Entonces uv € L*(2) y se tiene la siguiente desigualdad

[ u@y@lds < lulsalol o

Demostracién: Ver Brézis [4]

Proposicién 1.1.9 (Desigualdad de Holder generalizada). Sean fi, fo,..., fr fun-
1 1 1 1

ciones tal que f; € LPi(Q), 1 < i < k donde — = —+ — 4+ ...+ — < 1. Entonces el
p P P2 Pk

producto f = fifa... fr € LP(QQ) y se tiene la siguiente desigualdad

|flre) < |fileev @l flie ) - - - |kl Lex )

Demostracién: Ver Brézis [4].

Proposicién 1.1.10 (Desigualdad de interpolacién). Si u € LP(2) N L1(Q2) con

1 <p<q<ooentoncesu € L"(Q) para todo p < r < q y se tiene la siguiente desigualdad

[ulzr ) < Julfoio)lul Lafey

1 1-
dondef:QqLJ,Ogﬂgl.

r.p q
Demostracién: Ver Adams [1].

Proposicién 1.1.11 (Teorema de representacién de Riesz). Si ¢ € (LP(Q)) con
1 < p < 0o entonces existe una unica u € LP (Q) tal que:

(p,0) = /Q u(@y(@)de; Yo € 7' (9) y [ul ) = ¢l wray-

Demostracién: Ver Brézis [4].



Proposicién 1.1.12. Sea p € (L(Q))’ entonces existe una vnica u € L>=(Q) tal que

(,0) = /Q w(@)o(z)de; Yo € LNQ) y [ul ey = 10l -

Demostracién: Ver Brézis [4].

Definicion 1.1.13. Se dice que una funcién medible u :  — R es localmente integrable
en {2 si

/ |u(z)|dx < oo, para todo conjunto compacto K C €.
K

El espacio de las funciones localmente integrable serda denotado por L}OC(Q), es decir,
L,.(Q) = {u : Q=R /u eslocalmente integrable}.

Lema 1.1.14 (Lema Du Bois — Raymond). Sea u € L}, () tal que

/ u(z)p(x)dr =0, para todo ¢ € C5°(£).
Q
Entonces, u=0 c.s en (.

Demostracién: Ver Medeiros [15].

Definicion 1.1.15. Sean V' y H dos espacios vectoriales sobre K =R 6 C, con V C H .
Se dice que V estd continuamente inmerso en H cuando existe una aplicacién continua e
inyectora j : V' — H; siendo este el caso escribiremos V — H.

Proposicion 1.1.16. Dado un subconjunto €1 abierto y acotado de R™, entonces

D) — LP(Q) — LV

loc

(Q) < D'(Q).

Demostracién: Ver Kesavan [10].

1.2. Espacio de Sobolev

Sea 2 un conjunto abierto de R", m € Z* y 1 < p < oo. El Espacio de Sobolev W™P(())
se define por:

Wm™P(Q) = {u € LP(Q) / D*u € LP(Q), V]a| < m}
donde D%u es la derivada en el sentido distribucional, dotado con la norma

sy = X [ 1D u@)Pdr, si1<p<oc
Q

laj<m

’u‘Wm*oo(Q) = ‘gfé'}n(z ‘Dau’OO) si p =00,

hace de W™P () un espacio de Banach. Ver Adams [1].
Notacién. Cuando p = 2 el espacio W™2(Q) es denotado por H™ ().

Proposicién 1.2.1. El espacio H™(Q2) con el producto interno

(u, ) gm(q) = Z /QDau(x)Dav(m)dx

laj<m



y con norma inducida

|u|Hm(Q Z /|D04 )|Pdx

|a|<m
es un espacio de Hilbert, reflexivo y separable.
Demostracién: Ver Brézis [3].

Observacién 1.2.2. En particular para {2 = R", tenemos
H™(R") = {u € L*(R") / D*u € LAR"), V|o| < m}
con el producto interno
(U, 0) ey = D / D%u(x) D% (z)dx
la|<m

y con norma inducida

iy = 3 [ 1D"u(o)Pda (L1)
|a|<m

es un espacio de Hilbert, reflexivo y separable.

Proposicién 1.2.3 (Férmula de Green). Sea Q@ C R" abierto acotado bien regular.
Sean u,v € H'(Q), entonces pada cada 1 < i < n tenemos que

ou v J 0%u dr 4+ / ou
r=— | —svdzr —v,
donde v = (v1,va,...,vy) denota el vector normal unitario exterior de I.

Siu e H*(Q) yv e H(Q) tenemos

/Vu~Vv dgc:/( Au) vda:+/vdF
Q Q

u . . . . .,
donde W es la dertvada direccional en la direccion del vector v.
v

Demostracién: Ver Kesavan [10].

Proposicién 1.2.4. Sean u,v € H'(R"), entonces para cada 1 < i < n tenemos

(%d __/ ou
u@xix_ n 0x;

ou Ou

8% 81’1

denso en H!(R™) entonces existe una sucesion (um)m>1 C C§°(R™) tal que

Demostracién. Sea u,v € H!(R") entonces u, v, € L?(R™) y como C§°(R™) es

’Um - U|H1(R”) — 0.

De la desigualdad de Holder se tiene:

[l

/ oum, B ou d
e \ Oz, 0r )

Por lo tanto

< |um — ulp2@n) VU p2@®ny — 0, sim — oo,

< | Vum — V| 2@y [v] 2@@ny — 0, si m — oo.

8 dr = lim um@dw =— lim Ot vdr = — Ou vdx.
(%Z m—oo Jpn  Ox; m—oco Jpn O0x; rn OT;




Observacién 1.2.5. De la proposicion 1.2.4 tenemos que:

Vu - Vodr = / (—Au)vdz, para todo u € H*(R") y v € H'(R™).

n

Rn

Proposicién 1.2.6 (Derivacién del producto). Sean u, v € WIP(Q) N L*>®(Q) con
1 < p < oco. Entonces uv € WHP(Q) N L*®(Q) y para todo 1 < i < n se cumple:

0 ou ov

ox; (uv) = 3%1} ual'i.

Demostracién: Ver Brézis [3].

Proposicién 1.2.7 (Derivacién de una composicién). Sea G € C1(R) tal que
G(0) =0 y |G'(s)| < M, para todo s € R. Siu € WHP(Q), entonces

ou
83% '

O (Gou)=(G'ou)

GouecWh(Q) y o

Demostracién: Ver Kesavan [10].

1.3. La Transformada de Fourier

Sea u € L'(R"), la transformada de Fourier de u denotada por %, es una funcién definida
en R™ por,

(o) = [ e u(g)

n
donde (z,§) = Zngl es el producto interno en R™.
=1

Observaciéon 1.3.1. La transformada de Fourier estd bien definida pues la integral que
aparece en la definicion existe.

En efecto, como u € L'(R") tenemos:

)| < [ 1)l = [ fu@)ldg = ulan < o

Teorema 1.3.2. La funcidn u es uniformemente continua.
Demostracién: Ver Kesavan [10].

Por S(R™), representamos el espacio de Schwartz o espacio de funciones réapidamente
decrecientes, definido por:

S(R") = {(p €C™(®) / lim 28 D%p(z)] = 0; VB € N,a € N”}.
r|—0o0
Proposiciéon 1.3.3. Se cumple
S(R™) < LP(R™), 1< p < oo

Demostracién: Ver Medeiros [14].

Por S'(R™), representaremos el espacio de las distribuciones temperadas, definidas por :

S'(R") = {T : S(R™) =+ R / T es lineal y continua}.



Observacioén 1.3.4. Para p = 2, de la proposicion 1.3.3 tenemos
L*(R") = [L*(R™)] < S'(R"),
luego L?(R™) «— S'(R™).
Proposicién 1.3.5. Se cumple
S(R™) es denso en LP(R"), 1 <p < 0.
Demostracién: Ver Kesavan [10].

Teorema 1.3.6 (Plancherel). Eriste una tinica isometria P : L>(R") — L?>(R") la cual
es sobreyectiva y es tal que P(u) = u; Yu € S(R™).
Demostracién: Ver Kesavan [10].

Teorema 1.3.7. Siu € S'(R"™) y consideremos o € N entonces
a) DG = (—2mi)lel (%),
b) Dow = (2mi)lelzeq.

Demostracién: Ver Cavalcanti y Domingos [6].

Consideremos el siguiente espacio, definido para todo m € N

H= {u eS'(R) / (1+|a)™?ue LQ(R”)}

dotado del producto interno

(@)= [ (14 o) " (w)i(e)da
y con norma

[[ull7r = /Rn (1 + |=*) ™ (z)[Pde. (1.2)

Lema 1.3.8. Para todo x € R", existen constantes Cy y Cy (dependiendo de m yn) tales
que:
Cr(1+1]xf)™ < Y e < Co (14 [2[)™.

lo|<m
Demostracién: Ver Kesavan [10].

Proposicion 1.3.9. Para todo m € N, se cumple:
H™(R) = {u €S'(RY) /(14|22 de LQ(R”)}.

Ademds las normas dadas en (1.1) y (1.2) son respectivamente equivalentes.
Demostracién: Ver Cavalcanti y Domingos [6].

Definicién 1.3.10. Sea s € R, s > 0 definimos:
H*(R™) = {u eS'(RY) / 1+ ae L2<Rn)}
dotado del producto interno
(00) oy = [ (L [o2) 0e)00) o
y con norma
oy = [ (15 laP) fale) o

el cual hace de H*(R") un espacio de Hilbert. Ver Cavalcanti y Domingos [6].
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Proposicién 1.3.11. Sea o € WL°(R") y u € HY(R") tal que
— Au+ (a(-) + Du = f € L*(R"). (1.3)
Entonces u € H*(R").

Demostracién. Sea u € H'(R") se tiene

’ﬁ‘%Q(Rn) = /R" (z)|?dx < /]R" (14 |z?) [a(z)[*dz = |l 1 (rny < 00,

luego
u € L*(R"). (1.4)
Ademss

[(() + Dulremny < [(a()u)|p2@n) + [UlL2@n
= Ja()ulr2mny + [ulL2@n)
y como a € WH°(R") entonces
() + Dulremny < |efoo|ulr2mn) + [ulr2mn)
= (laloo + Dulg2@ny < oo,

—

luego (a(-) + 1)u € L2(R").
De la ecuacién (1.3) tenemos

Au=(a()+1)u— fe LR, (1.5)

Por el teorema 1.3.7b) se tiene Au = 472|z|?u y por la ecuacién (1.5) se tiene
lz|*0 € L*(R™). (1.6)
Por lo tanto, de (1.4) y (1.6) se tiene (1 + |z|?)u € L?(R") entonces u € H?(R™). O

Definicién 1.3.12. Sean V y H dos espacios vectoriales normados sobre K =R 6 C , con
V C H. El operador inmersion

j:V — H es definido por j(u) = u, para todo u € V
a) La inmersién j : V — H, denotado V < H, es continua si existe C' > 0 tal que

lulg < Cluly, para todo u € V. (1.7)

b) La inmersién V — H es llamada compacta si, y solamente si j es compacta, es decir,
vale (1.7) y cada sucesién acotada (u,,) en V posee una subsucesién (u,,, ) la cual
es convergente en H.

Teorema 1.3.13. SeameN y1<p< o

1 1
a) Simp<ny-—=—-— @, entonces W P(R"™) — L4(R"),
qg p n

b) Si mp =n, entonces W™P(R") — LI1(R™), Vq € [p, +00),
c) St mp > n, entonces W™P(R™) — L>®(R").
Demostracién: Ver Kesavan [10].

Observacién 1.3.14. Del teorema (1.3.13) se tiene:
a) HY(R") — L?P(R"), paran >2,1<p < LQ,
n J—

b) H'(R?) < L4(R?), para todo q > 2,
c) HY(R) — L=(R).
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1.4. Espacio de Funciones Vectoriales

Sea V un espacio de Banach y T' > 0 un ntimero real.

Definicién 1.4.1. La funcién u :]0, T[— V es llamada medible, cuando para cada
f eV (V' es el dual de V) la funcién numérica

(f,u(t))yr«y es medible — Lebesgue en |0, T'[
con (f,u(t))y'xyv se denota la dualidad entre V' y V.

Definicién 1.4.2. Una funcién u :)0,7[— V es integrable en el sentido de Bochner en
10,77, si u es medible y la funcién t — |u(t)|y es integrable — Lebesgue en 0, T7.

Observaciéon 1.4.3. Cuando u es Bochner — integrable, la integral de Bochner de u se

T
denota por / u(t)dt el cual es un vector de V' caracterizado por:
0

T T
<f,/0 u(t)dt>vxv, :/0 (frut))y oy dt, V€V

Definicién 1.4.4. Sea 1 < p < oo, se denota con LP(0,T’; V') el espacio vectorial de (clases
de) funciones u :]0,T[— V “medibles” tales que t — |u(t)|}, es integrable — Lebesgue en
10,T7].

En LP(0,7T;V) definimos la norma

T v
|ul oo,y = (/0 |u(t) ’%dt>

dotado de ésta norma, LP(0,T; V') resulta ser un espacio de Banach.

Observacién 1.4.5. Sip =2y V es un espacio de Hilbert, entonces L?(0,T; V) resulta
ser un espacio de Hilbert con el producto interno

T
() sz = [ (u(t)0(0)

donde (u(t), v(t))v denota el producto interno en V.
Definicion 1.4.6. Si p = oo, se define:

L>(0,T;V) = {T J0,T[— V / u es medible y sup ess|u(t)]y < oo}.
t€]0,T|

En L*>(0,7; V) definimos la norma

|u| oo 0,mv) = sup essl|u(t)|v
t€]0, T

con esta norma L>°(0,T"; V) resulta ser un espacio de Banach.

Definicién 1.4.7. Sea m € N, el espacio C™([0,T]; V') consiste de todas las funciones
continuas v : [0,7] — V tal que tiene derivadas continuas hasta el orden m sobre [0,7] y
cuya norma es dada por

Aqui las derivadas a derecha e izquierda en los puntos de frontera t =0y ¢t = T existen.
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Proposiciéon 1.4.8. Sean X eY espacios de Banach sobre K =R ¢ C entonces
a) C™([0,T]; X) con su respectiva norma es un espacio de Banach sobre K,
b) C™(]0,T); X) es denso en LP(0,T;X) y la inmersion
C™([0,T]; X) < LP(0,T; X) es continua,
c) LP(0,T; X) separable siempre que X es separable con 1 < p < oo.
d) Silainmersion X — Y es continua, entonces la inmersion LP(0,T; X) — L4(0,T;Y),
1 <q<p< oo estambién continua.
Demostracién: Ver Edwards [7].

Definicién 1.4.9. Una sucesién (U, )m>1 en un espacio de Banach V' es llamada débil-
mente convergente para u, denotado por

Uy, — U cuando m — 00
si y solamente si
(f, um) — (f,u) cuando m — oo, para todo f € V'.

Teorema 1.4.10. Toda sucesion acotada en un espacio de Banach reflexivo tiene una
subsucesion débilmente convergente.
Demostracién: Ver Brézis [4]

Observacién 1.4.11. Recordemos que, u,, — % cuando m — oo en un espacio de Ba-
nach V significa que |u,, — uly — 0 cuando m — oo. Esta convergencia usual en V es
comunmente llamada convergencia fuerte en V.

Definicién 1.4.12. Sea V' un espacio de Banach. Una sucesién ( fp,)m>1 en un espacio de
Banach V’, diremos que converge débil* a f, denotado por

fm = f cuando m — oo
si y solamente si
(fm,u) = (f,u) cuando m — oo, para todo u € V.

Teorema 1.4.13. Sea V un espacio de Banach separable. Entonces para cada sucesion
acotada (fm)m>1 en V' posee una subsucesion convergente débil*.
Demostracién: Ver Brézis [4].

Lema 1.4.14 (Lions). Sea Q un abierto de R™ acotado; (gx) y g funciones de LP(2), con
1 <p< oo, tal que:

a) (gr) es acotada en LP(),

b) gr — g casi siempre en Q.

Entonces g, — g débilmente en LP(Q).
Demostracién: Ver J. Lions [12].

Lema 1.4.15 (Lions — Aubin). Sean By, B y B espacios de Banach tal que
By <% B B1 donde By, B y By son reflexivos, definamos

W = {u; u € LP(0,T; By), u' € LP*(0,T; Bl)},
donde 1 < pg,p1 < 00 y T < oo con la norma definida por
lulw = ’U\LPO(O,T;BO) + | Lo (0,T;B1)"

Entonces W es un espacio de Banach y la inmersion W < Lo (0,T; B) es compacta.
Demostracién: Ver J. Lions [10].
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1.5. Algunos resultados importantes

Teorema 1.5.1 (Teorema de Lax — Milgram). Sea V' un espacio de Hilbert.
Sia:V xV — R es una forma bilineal, V' — coerciva y continua, entonces para todo
f eV’ existe un tnico u € V tal que

1
a(u,v) = (f,v), Yo € V ademds |uly < E’f‘vl.

Demostracién: Ver Brézis [4].

Observacion 1.5.2. El teorema de Lax — Milgram, significa lo siguiente: Si a(-,-) es una
forma bilineal, V' — coerciva y continua, entonces existe un isomorfismo lineal A : V — V’
tal que a(u,v) = (Au,v),Yu,v € V.

Teorema 1.5.3 (Teorema de Representacién de Riesz — Fréchet). Sea H un espacio
de Hilbert. Dada ¢ € H', existe una tnica f € H tal que {p,v) = (f,v), Vv € H.
Ademds, se verifica |f|g = |p|u-

Demostracién: Ver Brézis [4].

Observaciéon 1.5.4. El teorema de Representacién de Riesz — Fréchet, significa que la

aplicacién ¢ : H' — H es un isomorfismo isométrico que permite identificar H con H’.

1 1
Proposicién 1.5.5 (Desigualdad de Young). Sean 1 < p,q < oo tales que — + — =1
P q

entonces 1 1
ab < ];ap + gbq para todo a,b > 0.
Demostracién: Ver Medeiros y Mello [14].
Proposiciéon 1.5.6. Si1 <p < oo ya,b>0 entonces
(a+b)P < 2P~ (aP + bP).
Demostracién: Ver Adams [1].

Teorema 1.5.7 (Propiedad de la continucién unica). Supongamos que

u € L*(Q x (0,T)) y u solucién débil de uy — Au + v(z,t)u = 0 en Q x (0,T) tal que
T > diam(Q) y v € L®(0,T, L""1(Q)), donde Q es un abierto de R™. Si u = 0 en algin
conjunto {z € R" /a(z) >0} x (0,T) entonces u =0

Demostracién: Ver Ruiz A. [24].

Lema 1.5.8 (Gronwall). Sea m € L'(0,T) tal que m > 0 casi siempre en ]0,T[ y sea
a > 0. Consideremos ¢ € C([0,T],R) tal que

T
o(t)<a +/ m(s)e(s)ds, para todo t €]0,T7,
0
entonces
T
o(t) < a exp </ m(s)ds> , para todo t €]0,T.
0
Demostracién: Ver Brézis. [4].

Teorema 1.5.9 (Punto Fijo de Banach). Sea (X,d) un espacio métrico completo y
P : X — X una aplicacion tal que

d(P(u), P(v)) < kd(u,v), YV u,v e X

para algun k fijo tal que 0 < k < 1. Entonces P tiene un unico punto fijo, es decir, existe
unico u € X tal que Pu = u.
Demostracién: Ver Kreyszig A. [8].
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1.6. Teoria de Semigrupos

1.6.1. Semigrupos de clase C)

Sean X e Y espacios de Banach sobre K=R 6 C
Por L(X,Y) representaremos al conjunto de los operadores lineales acotados de X en Y
con dominio D(A), es decir

L(X,)Y)={A:D(A) C X - Y/ T es lineal y acotado}
dotado con la norma

”AHL(X,Y) = SUP{zeXx: |x|X§1}|A95’Y

es un espacio de Banach.

Definiciéon 1.6.1. Sea X un espacio de Banach. Diremos que una aplicacién
S :RT — L(X) es un semigrupo de operadores lineales acotado de X si:

a) S(0) =1, donde I es el operador identidad de L(X)
b) S(t+s) = S(t)S(s), Vt,s € Rt
Diremos que el semigrupo S es de clase Cj si

c) lim H(S(t) — Dzl =0,Vz € X.

t—0t

Teorema 1.6.2. Sea {S(t)}+>0 un semigrupo de clase Cy, entonces existenw >0y M > 1

tal que
1S()[| < Me*, vt > 0.

Demostracién: Ver Pazy A. [17].

Observacién 1.6.3. Tomando w = 0, el teorema (1.6.2) afirma que existe una constante
M > 1 tal que ||S(t)|| < M, para todo t > 0. En este caso diremos que {S(t)}+>0 es
un semigrupo uniformente acotado de clase Cy. Ademads si w = 0 y M = 1 diremos que
{S(t)}+>0 es un semigrupo de contracciones de clase Cp, es decir, [|S(t)]| <1, V& > 0.

Definicién 1.6.4. Sea X un espacio de Banach y sea {S(t)}+>0 un semigrupo de clase
Cy. El operador lineal A: D(A) C X — X, definido por

D(A) = {aj €eX: lim S(hi_lﬂv existe} y Az = lim S(h;L_IJ:, Vz € D(A)

h—0+ h—0t
es el generador infinitesimal del semigrupo {S(¢)}+>0 donde D(A) es el dominio de A.

Teorema 1.6.5. Sea {S(t)}i+>0 un semigrupo de clase Cy y A su generador infinitesimal.
Entonces

a) Para todo x € D(A), S(t)x € D(A) y

ds(t) B
g T AS(t)x = S(t)Ax.

b) Para todo v € D(A),

S(t)z — S(s)a = / t AS(r)zdr = / t S(r) Awdr.
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¢) Para todo z € X,

1
Iim

t+h
lim /t S(r)adr = S(t)a.

t
d) Para todo x € X, / S(t)xdr € D(A) y
0

St)r —x = A/O S(r)zdr.

Demostracién: Ver Pazy A. [17].

Corolario 1.6.6. El generador de un semigrupo de clase Cy es un operador cerrado con
dominio denso en X.
Demostracién: Ver Pazy A. [17].

1.6.2. Operadores maximales monétonos
Sea X un espacio de Banach, X’ el dual de X y (-,-) la dualidad entre X e X’. Para cada
x € X, definimos el conjunto
J(x) ={2" € X'/ (z,a') = |2 = ||"||*} .
Por el teorema de Hahn — Banach (Ver Brézis [4]), J(z) # ¢, Vx € X.

Definicién 1.6.7. Un operador A : D(A) C X — X es distpativo sipara todoz € D(A)
existe 2’ € J(x) tal que
Re(Ax,2") <0.

Teorema 1.6.8 (Lumer — Phillips). Sea X un espacio de Banachy A: D(A) C X — X
un operador lineal

a) Si A es disipativo e R(A\gI — A) = X para algin Ao > 0, entonces A es el generador
infinitesimal de un Cy semigrupo de contracciones en X.

b) Si A es el generador infinitesimal de un Cy semigrupo de contracciones en X, en-
tonces R(AI — A) = X para todo X > 0 y A es disipativo. Mds ain, Yx € D(A), se
tiene que Re(Az,2') <0, V2’ € J(z).

Demostracién: Ver Pazy A. [17].

Definicién 1.6.9. Sea H un espacio de Hilbert y A: D(A) C H — H un operador lineal
no acotado. Diremos que A es mondtono si

(Av,v) >0, Yv € D(A).

Observacién 1.6.10. Debido al teorema de representacion de Risz — Fréchet la definicién
de A operador mondétono es equivalente a la definicién de —A disipativo.
Entonces el problema de Cauchy dado por

d

o Au, t>0

dt

u(0) = ug, up € D(A)
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puede ser estudiado a partir de ahora, sustituyendo A por —A.
Es decir, se va a considera el siguiente problema de valor inicial para un operador monétono

A

du

— 4+ Au=0,t>0

i + Au , 1>
u(0) = up, ug € D(A).

Definicién 1.6.11. Sea H un espacio de Hilbert. Diremos que el operador A es maximal
monotono si A es monétono y también R(I + A) = H, es decir, para todo f € H existe
u € D(A) tal que u+ Au = f.

Proposicion 1.6.12. Sea A un operador maximal mondtono. Entonces
a) D(A) es denso en H,
b) A es cerrado.

Demostracién: Ver Brézis [4].

Teorema 1.6.13 (Hille — Yosida). Sea A un operador mazimal mondnoto en un espacio
de Hilbert H. Entonces, para todo ug € D(A) existe una tinica funcion

u € C*([0, +oo[; H) N C(]0, +00[; D(A))

tal que
d
diti +Au=0 en [0,+o0|
u(0) = up.

Ademds se verifica

du(t)
dt

u(®)] < Juol v \ — | Au(t)] < |Aug, ¥t > 0.

Demostracién: Ver Brézis [4].

1.6.3. Problema Semilineal Abstracto

Consideremos el problema de valor inicial abstracto dado por,

du(t)
o = Au(t) + F(u(t), t >0 (1.8)
u(0) = uo

donde A es el generador de un semigrupo contracciéon sobre un espacio de Banach H y
F : H — H una funcién continua.

Definiciéon 1.6.14. Diremos que u es una solucién clasica o fuerte del problema de valor
inicial (1.8) si w € C*([0,T); H) N C([0,T); D(A)).
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Observacién 1.6.15. Sea u = u(t) con t > 0 una solucién fuerte de (1.8) y {S(¢)}+>0
un semigrupo de contracciones generado por el operador A. Entonces usando la teorema
(1.6.5), la funcién g(s) = S(t — s)u(s) es diferenciable para 0 < s < t, ademds

W) A8t - syu(s) + 50t - ) 7
= AS(t—s)u(s) + S(t —s)(—Au(s) + F(u(s))
= AS(t— s)u(s) — S(t — s)Au(s) + S(t — s)F(u(s))

como F': H — H es continua, integrando desde 0 a t se tiene

;Atd?:)ziétsﬁ“ﬁfxuwnd&

Por lo tanto

u(t) = S(t)up + /0 S(t — s)F(u(s))ds. (1.9)

Definicién 1.6.16. Si u € C([0,T]; H) verifica el problema de valor inicial (1.9), diremos
que u es una solucién débil o generalizada de (1.8).

Definiciéon 1.6.17. Diremos que una aplicacién F' : H — H es localmente Lipschit-
ztana, si para cada constante positiva M existe una constante Ly tal que

[F(u) = F(v)| < Lylu — vl
para todo u,v € H tal que |u| < M y |v| < M.

Lema 1.6.18. Sean T >0 yup € H. Siu yv € C([0,T]; H) son dos soluciones de (1.9),
entonces u = v

Demostraciéon. Como u y v son dos soluciones de (1.9) entonces

u(t) = S(t)uo + /0 S(t — s)F(u(s))ds,

v(t) = S(t)uo + /0 S(t—s)F(v(s))ds.

Luego
u(t) —o(t)] = /0 S(t—s)(F(u(s)) — F(v(s)))ds
< / |1S(t = s)[|[F(u(s)) — F(v(s))|ds
0
< LM/O lu(s) —v(s)|ds
y por la desigualdad de Gronwall obtenemos u = v. O
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Teorema 1.6.19. Sea F': H — H localmente Lipschitziana, entonces para cada ug € H,
existe una unica solucion generalizada de (1.8) definida en [0, T]. Mas ain si ug € D(A),
la solucion es cldsica.

Demostracién. Sea K = {u € C([0,T}; H) / |u(t)| < |uo| + 1, Vt € [0,T]}, definamos
Dy : K—K
t
u = ou(t) = S(t)ug +/ S(t — s)F(u(s))ds
0

donde {S(t)}+>0 es el semigrupo de contracciones generado por el operador A.

Afirmacién 1: ¢ estd bien definido
En efecto,

6,01 < 15Olluol + [ 18( = 5)|(1F(u(s) - FO)| + |PO))ds
swww+A(LMww>+ume@
< MmM+A(LMUwﬂ+1%+UW®D%

= Juo| + T (Lt (|uo| + 1) + |F(0)]).
Considerando un T suficientemente pequeno tal que
T(Las(juol + 1)+ |F(0)]) < 1

resulta |¢,(t)| < |ug| + 1. Por lo tanto ¢, € K.
Afirmacién 2: ¢, : K — K es una contraccion.
En efecto, sea u,v € K entonces

u(t) — do(t)] = Aaw&mmmw—éarwwwmw

< A\Fw@»—w%wﬁds
< LM/O lu(s) — v(s)|ds

< TLalu(s) - v(s)]

< Kfu(s) - v(s),

donde k = T'(Las(Jup| + 1) + |F(0)]) < 1. Por el teorema del Punto Fijo de Banach, ¢,
tiene un unico punto fijo, es decir, existe una solucién generalizada de (1.8) definida en
[0, 7). O

Sean T1 < Ty y u1, ug dos soluciones de (1.8) sobre [0,7}] y [0, T3] respectivamente, por
unicidad tenemos que u; = ug sobre [0,7}]. Ahora vamos a considerar la familia (u;);cr
de todas las soluciones de (1.8) definidas en una familia de intervalos ([0, T;])ier
Definamos Ty, = sup T;, vamos a definir la funcién u(t) sobre [0, Tyqz] por
i€l
u(t) =w;i(t)site[0,T;], iel

esta funcién estd bien definida por la unicidad en cada intervalo [0,7;]. Esta solucién es
llamada soluciéon maximal de (1.8).
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Teorema 1.6.20. Si u es una solucion maximal de (1.8), entonces

Trae = +00 6 Thae < +00 ¥y 1t_l>11t1n lu(t)] = 4o00.
En el primer caso, diremos que u es una solucion global y en el sequndo caso, diremos que
la solucion explota en tiempo finito.

Demostracién. Supongamos que Tya0 < +00 y . h;m |u(t)| no es infinito, luego existe
— max

una sucesion t; — Tinq, tal que |u(t;)] < C < oco. Para el valor inicial u(t;) tenemos que
existe una solucién v de (1.8), entonces definamos:

B u(t) si te [O7Tj]
w(t)—{ o(t —t;) si t € [T, T + 9]

es una solucién de (1.8), donde § > 0 tal que §(F(0) + L((C' + 1)) < 1. Si consideramos
J suficientemente grande, se tendrd t; + 0 > T4, por que t; — Tipq.. Por lo tanto w es
una solucién en un intervalo mayor que el intervalo [0, T},] lo cual es una contradiccién ya
que u es solucion maximal. ]
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Capitulo 2

Existencia y unicidad de la
solucién regular

En este capitulo estudiamos la existencia y unicidad de la solucién regular para la ecuacion
(0.1) con las hipétesis (0.2) - (0.5) y datos iniciales (ug,u1) € H?(R"™) x HY(R").

2.1. Existencia y unicidad de la solucién regular

Teorema 2.1.1. Sean (ug,u;) € H*(R") x HY(R™) y verificando las condiciones (0.2) -
(0.5). Entonces existe una unica solucion u : [0, Trez[— R tal que:

u € C([0, Trnae[; H*(R™)) N CL[0, Trnaal; HHR™)) N C%([0, Tnaz[; L2 (R™)).
Demostracion.

Existencia de la solucion regular

Consideremos el espacio H = H'(R") x L?(R™) con el producto interno

(U1,U2)g = / (Vuy - Vug + a(z)uius + vivg)dx

n

dm@@z<w>eﬂ

(%

Con la norma inducida

Ul = /]RW(IWI2 +a(@)[ul® + [v]*)dz

dondeU:<u>.
v

La ecuacién (1) puede ser reescrita en la forma de un sistema

{ vy = Au — a(z)u — f(u) — a(x)v, (21)

que, a su vez, puede ser enmarcado en un sistema semilineal abstracto

U
—r HAU = F(U) 22)

U(O) =0 € D(A)
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donde U = ( :)L ), FU) = < a(:n > y el operador A definido por

40 =( (a4t OI><Z>:<—A“+OO‘<@“ o)

con dominio D(A) = H?(R") x Hl(

Afirmacién 2.1.1. El operador A : D(A) C H — H es un operador maximal monétono
en D(A).

En Efecto,
i) A monétono: Sea U = < Z > € D(A), se tiene:

won - (1))
= <( _Au+ o) > ’ < } ))

= /n[—Vv -Vu — a(z)vu + ((—Au) + o(z)u)v]de

= —/ (Vv -Vu+ (Au)v)dx
y por la observaciéon 1.2.5, se tiene (AU, U)yg =0 > 0.

ii) A maximal: Sea F' = ( g > € H debemos demostrar que existe una tnica

()4(:)-(4)

En efecto, de la igualdad (2.3), se obtiene

Z ) € D(A) tal que

{ u—v=f
v—Auta(r)u=yg
sumando las dos ecuaciones anteriores, obtenemos:
—Au+ (a(z) + Du = f+g e L*R").
Definamos la forma bilineal a : H'(R") x H!(R") — R dada por
a(u,v) = (Vu, Vo) p2@n) + () + 1), v) 2 (mn)
y cumple lo siguiente:

a) a es una forma bilineal; debido a que el producto interno es bilineal en L?(R").

b) a es continua
En efecto,

[(Vu, Vo) + ((a(-) + 1)u, v))|

[(Vu, Vv) (a()u,v) + (u,v)]

[(w, v) i wny + (@ )u, v)

|(w, V) 1. (g |+\( (-)u,v)|

|| g1 ey || 1 R0y + oo U] 1 ey [V 1 (R

|a(u, v)|

IN N IA

(1 + |efoo) [ul g1 (mey [0] o remy-
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c) a es coerciva
En efecto,

la(u, u)| = [(Vu, Vu) + () + Du, u))|
‘vu’%Q(R") + |u’%2(R”) + [(a()u, )]

> ‘VU’%Q(Rn) + |u’%2(]]gn) + ao’u‘%Q(Rn)
> |Vaulgagn + (1+ ao)lul g2
> C|u’12Y—11(R”)7
donde C' =min{1, ag + 1}.
Dado ¢ € L?(R"), definimos
L: HYR") R

N
v — (L,v): = (¢,v)

entonces L es una forma lineal y continua, esto es, L € (H'(R"). Para estd L, debido al
teorema 1.5.1 (de Lax - Milgram) existe una tinica v € H!(R") tal que

a(u,v) = (L,v) := (Y,v)2mn); YV € HY(R™).
Para todo ¢ € D(R"), tenemos:
(¥, )LQ(R" = (L,p)
= a(u,p)
= (Vu, Vo) + (o) + Du, ¢)
= (=8u,¢) + ((a(-) + Du, @)
= (FAu+(a() +1u, )
€ L*(R") y por la proposicién 1.3.11 resulta que u € H2(R").
> € H = HY(R") x L*(R") existe una tinica < v ) € D(A)

luego —Au+ (a-)+1)u
Por lo tanto dado F' =

Q <

tal que < Z ) + A( Z ) = < ‘g ) y esto prueba que A es maximal.

Afirmacién 2.1.2. El operador F': H — H dado por:

F(U) = < f(u)fa(x)v ) para todo U = ( Z ) cH

estd bien definido.

En efecto,
Sea U = ( :}L ) € H sblo nos faltarfa comprobar que f(u) + a(x)v € L*(R") por las
hipétesis (0.3), (0.4) y de la desigualdad (a + b)? < 2(a? + b?) se tiene:

[israr < [ @

20(/ |u|2d:1:+/ |u|2pdﬂc>
]Rn Rn

= 20(’“‘%2(}1%") + ‘U‘igp(]gn))- (2.4)

IN
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De la inmersién de Sobolev H'(R") «— L% (R"), existe una constante C' tal que
|| 2p(mny < C’\u|H1(Rn), para todo u € H'(R™). (2.5)

De las desigualdades (2.4) y (2.5) se obtiene

| 1#@Pde < 20(ul3 gy + Clulh ) < . (2:6)

Ademas de la hipétesis (0.2) se tiene

/ la(e)o|2dz < ya\go/ lo[2dz < o, 2.7)
Rn R™

Por lo tanto de (2.6) y (2.7) se prueba la buena definicién de F.
Afirmacién 2.1.3. El operador F' : H — H es localmente lipschitziano.

En efecto,

SeanU1:<Zl)eHyU2:<Z2>€Htalque
1 2

NUilg < M y ||Us||g < M para algin M > 0 (2.8)
se tiene que
LGSR USRS (P ! )|
! 2 (@)1 = fluz) — a(@)v2 /||
< [f(w) ( )|L2 gy T la(@) (01 = v2)[72 @0y
_ _ 2
< c{éﬂ{1+WW’%wwwl)mer}dm+m§wrww§®@
< 3C? </ luy — ug|*da +/ up | 2PV ug — ug|?da
R™ Rn

+/vmWﬂwrwwm)+mwm—m3Wy
RTL

1
Desde que — + = 1, usando la desigualdad de Holder obtenemos:

p

p—1
IFU) = FU)li < 3C2 (Jur = sl + lur 39 g [ = w2l an oy
ot gy [ = 102 2y ) + lafZefon = Vel g
e (2.5) y (2.8) obtenemos
IF(Uy) — F(Us)|lu < 3C° (\Ul - u2|%2(]R") + O MO |y — U2|§{1(R”)

_|_C¢2PM2(P_1)|U1 — U2|?_[1(Rn)) + |a‘go‘v1 - U2|%2(R")

IN

Ly (’ul - UQ‘%(l(Rn) + ‘Ul - '02’%2([@11))

< Lyl||Ui — Us|\H,

donde Ly = max{302(1 + C2 M=), \a|go} .

24



Como F' es localmente lipschitziana y Uy = ( 4o

; ) € D(A) por el teorema 1.6.19 existe
0

U= ( Z ) € C([0, Trnaz[; H2(R™) x HY(R™)) N CL([0, Tynae[; HL(R™) x L*(R™))

solucién clasica de (0.1), de donde resulta
u € C([0, Trnaz[; H*(R™) N CH[0, Thnaz[; HX(R™)) N C2([0, Trnaz[; L*(R™)).

Unicidad de la solucién regular

Consideremos u y v dos soluciones de la ecuacién (0.1) y sea w = u — v se tiene:

wy — Aw + a(z)w + f(u) — f(v) + a(z)wy =0, 2.9)
w(0) = w(0) = 0. '
Multiplicando la ecuacién (2.9) por w; e integrando sobre R™ obtenemos:
1d
e (o + (V0 + 102 0l
< [ 1) = f@lhwild + [ Jata)unfde.
Por hipétesis a € LT (R™) se obtiene:
1d
5 p ([l + 90 g 10120l g
< [ 170 = £@)lhwrld + lalolwr ey (2.10)

De la primera integral del segundo miembro de (2.10) y de la hipétesis (0.4), se obtiene:

IN

/ F() — f@)|fwrldz < C / (L4 JulP ™ + [0 Ju — o] jur]de
Rn R"

_ c/ (14 [P + (o) fuw]jurlde
Rn

— C’</ \wHwt\da@—}—/ \u|p_1]w|]wt]dx
Rn Rn
+/ |v|p1|w||wt|da:>.
Rn
p—1 1

1
4+ — 4+ = =1, por la desigualdad de Holder generalizado se tiene:

C
omo o o 2

/ |f(u) = f()|lweldz < C (Jw]|p2@ny lwel 2 mny + m(t) [w] 2o @y [we] 2@ny)

donde m(t) = !u\sz(Rn + ’U’L% (Rn)*

De la desigualdad (2.5) se tiene
/ |f(u) = f(v)|Jwe|de < C (!w|H1(Rn)\wt\L2(Rn) + C”m(t)!wlm(w)\wt\L2<Rn)) :
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Usando la desigualdad 2ab < a® + b? obtenemos:

/yf W)wrldz < OC?m(t) (ol ey + [wl3agamy) (2.11)

De las desigualdades (2.10) y (2.11) se tiene

1d
2dt

Integrando desde 0 hasta ¢ se tiene

~

(‘wt‘LQ(Rn + ’vw|L2 ®m) T o2 (w7 (®n)) < Cmft) (|w|§{1(R”) + |wt|%2(R")> '

‘wt‘LQ ]Rn + ‘vw’LQ Rn) + |Oll/ ( )w’LQ ]Rn < C/ ‘w|H1(Rn + ’wt’LZ ]Rn)) dt

Como a(x) > ap, mayorando por la izquierda en la desigualdad precedente:

|w[F ®n) T w7 &) S I / ’w‘Hl ®n) T w7 ]R")) dt,

donde K = min{1, ap}.
Por la desigualdad de Gronwall, resulta:
|w‘%{1(Rn) + ‘wt‘%Q(Rn) =0.

De donde obtenemos w = 0, es decir, u = v.

2.2. Prolongamiento de la solucién regular

En esta seccién obtendremos la solucién global del problema (0.1); para ello extenderemos
nuestra solucién regular obtenida anteriormente, aplicando el teorema 1.6.20.

Si multiplicamos la ecuacién (0.1) por u; e integrando sobre R™, obtenemos:

%% (/ [\Vu]z + Jug|* + a(a:)uﬂd:c) + | fw)ude +/ a(z)uidz = 0.
- e

n

Por la hipétesis (0.3) la funcién F'(s / f(t)dt, Vs € R, estd bien definida. Luego

1
Ld / “Vu|2 + Jug|® + a(ﬂ:)uz}d:ﬂ + F(u)dz | = —/ a(x)uldz. (2.12)
Definimos la energia asociada al sistema (0.1) como:
1
B®) = [ [IVul@ 0P + (o0 + a(@)lute O do+ [ Flua,t)ds.

De la ecuacién (2.12) se tiene

Integrando (2.13) desde ¢; hasta t2 se obtiene
to
E(te) — E(t1) = —/ / a(x)|ug(z,t)|>dzdt, para todo ty > t; > 0.
t1 n

Por lo tanto
E(t2) < E(t1), para todo ty > t1 >0,

lo que demuestra que la energia asociada al sistema (0.1) es no creciente, para todo
€ [0, +oo.
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Afirmacién 2.2.1. 1,4, = +©

En efecto, si suponemos que Tinq, < +00 entonces por el teorema 1.6.20 se tiene

lim [|U(t)|g = +oc.

t—tmaz

Pero
U = /R |1Vul? + el + a@)fuf? | de < B
< E(0) < oo,

lo cual es absurdo. Por lo tanto T}, = +00. Luego, la solucién regular existen en todo el
intervalo [0, +00).
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Capitulo 3

Decaimiento exponencial de la
solucién regular

En este capitulo estudiaremos el decaimiento exponencial de la energia asociada a la
ecuacién (0.1) con las hipétesis (0.2) - (0.5) y datos iniciales (ug,u1) € H?(R") x HY(R").

Del capitulo anterior deducimos

E@y:1/;Dvm%wﬁ+m¢nwﬁ+4@m@¢wym+/‘F@@J»m7

2 e .
la energia asociada al sistema (0.1) y por (2.13) se tiene:

d

th( )= /n a(x)ul(z, t)dzdt,

integrando desde 0 hasta 7' se obtiene:

B(T /'/ g, 1) P, (3.1)

Teorema 3.1. Consideremos las hipdtesis (0.2) — (0.5). Supongamos que f cumple una
de las siguientes condiciones:

a) (El caso globalmente lipschiptziana) ' € L*(R) y una de las siguientes dos
condiciones son verdaderas:

3 dm  f(s)=fis 3 lm fi(s)=fL (3.2)
3 om0y (3.3)

[s| 2>+ S
b) (El caso super lineal) Eriste § > 0 tal que

f(s)s > (2+9)F(s), para todo s € R. (3.4)

Entonces existe alguna constante C > 1 y v > 0 tal que para toda solucion reqular
u = u(z,t) de (0.1) con datos iniciales en H?(R™) x H'(R™) se verifica

E(t) < CE(0)e ™, vt >0.
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Notacion. En lo que sigue, para simplificar la notacién, omitiremos las variables z y ¢ de
las funciones dentro de los signos de integracién y adoptaremos el convenio que dos indices
repetidos indicaran sumatoria, asi como indicamos:

T
[~ ][ fos
/ / dx; / / / / dxdt para todo subconjunto abierto €2 de R™.

( )‘0 =-(T) - -(0), @ = derivada normal;  divg=divergencia de q = g;,i

T
// = / dl'dt donde Sp = {z € R"/|z| = R} y dI' denota la medida de superficie
Sr Sr

sobre I'.

Antes de dar la demostracion del teorema 3.1 veremos previamente algunos lemas y pro-
posiciones.

Lema 3.1. Eziste una constante C' > 0 tal que la siguiente desigualdad es verdadera para
todo T > 0 y toda solucion regular de (0.1)

5 ([ vt ro@ipuf]« [ # 0 <O [[a@u? + 1B o0y + BD}-
2R

Demostracién. Sea ¢ € W2>(R"), multiplicando la ecuacién (0.1) por ¢(z)u e inte-
grando sobre (0,7") x R™ obtenemos:

//uttgou —|—/ (—Au)pu + //a(x)cqu + // f(u)pu + // a(x)uppu = 0. (3.5)

Usando Fubini e integral por parte en la primera integral y en la iltima integral de la
ecuacion (3.5) se tiene:

o= (o) \j—/mgf>=</wu> s
e (] o) - 282 3 o)

/ / o + / / a2 urou = < / (e +a@)2) ) / e, (3.6)

También usando la observacién (1.2.5), se tiene que

//(—Au)gpu:/ Vu - V(pu)

z/ Vu - (qu& + gOVu)

_// (p,w\%r//uw-wo
:// ¢|w|2+1//V(u2) Ve
// o|Vul? — // Jul?. (3.7)
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Reemplazando (3.6) y ( 3.7) en (3.5) obtenemos:

(JGersoyn)[ [ e [

—i—// fu)+ oc(:c)u) ou = 0.
Ordenando los términos se obtiene

// (IVal? + (f(w) + ala // B21P o+ fufy) - L 55)
donde L = (/(ut —l—a(m)g)¢u> T

Observe que

0

[ (w+a@)eu= [ump+3 [otue

como a € LT (R") y ¢ € W2>(R") entonces

‘/ ur + a(x (pu

Aplicando la desigualdad de Holder a la primera integral del lado derecho de la desigualdad
(3.9), se tiene

‘/ ut + a(z gou

< ¢loc / el + 5 laloc ol / Jul?. (3.9)

< |oloo|ulp2@mn)lue|L2@n) + 5 ’a\oo\sofoo!u\Lz(Rn)

2 2 2
< 5\90100 <’U\L2(Rn) + \Ut’p(w)) + 5’“’00’@00’“&%1@71)

<C(1+ |aleo) |¢locE(t), para todo t > 0.

Por lo tanto

(flrarz)on)]

usando la identidad (3.1) se obtiene

\( [ (o %)en)

donde C; = C (1 + |also) []oo-

< O (14 laloo) [#loo (E(T) + E(0)),

< (// a(2)|udl? + 2E(T)) (3.10)

Si aplicamos en (3.8) un ¢ € W2>(R") con las siguientes condiciones
0<p<lenR" p=0en Br; ¢ =1en Qg =R"\ By

obtenemos

J] (w2 + (s + a@)o= [ witor [[ 5
<[] meiet+ giagle [ i+l
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luego

//QQR (’VuP + (f(w) +a(m)u)u) < //QR ||| + %‘Awm //BQR W+ (L. (3.11)

Sumando a ambos lados de la desigualdad (3.11) el término / / |ut\2, tenemos
Qor
//Q (IVul? + (F(u) + aleu)u + [uf?)
2R

1
</ / ullel + / a2+ 318 leoltlZa oy + 11

< (l¢loo +1// lug|? + IAsolooluyLQ(BmoT)+|L|. (3.12)

Usando la hipétesis (0.2), la desigualdad (3.12) queda expresada por:

//Q2R <|Vu|2 + (f(u) + oz(x)u)u + ’Ut|2>

<o (lebe 1) [ @l + 500l ooy + 1L (313)
Se observa que para cada x € Qap, t € [0,7] se tiene
(f(u) + a(@)u)u = fu)u+ a(z)u?,
luego por la condicién (3.4) tenemos
(f(u)+ a(az)u)u > (2+4+0)F(u) + a(a:)uQ. (3.14)

(3.10), (3.13) y (3.14) y ordenando los términos se obtiene:

// [1Vul® + az)|ul® + ug)?] (2+5)// Flu
Q2r
=G {//a(x)\utP + [ulZ2(Byx 01y T E(T)},

1
donde Cy = max {2a51(|g000 +1),2C1, 2A<p|oo}.

Finalmente considerando C3 = min{1,2 + ¢} tenemos

;//Qm [[Vu\ + a(z)|u] + |ut@ + //QQRF(U)
< of [[ @i + s pypiom + BT

donde C' = C>,C3 . O

Lema 3.2. Sea ¢ = (q1,42,---,qn) € (WH(R™))™. Para todo T,r > 0 y toda solucién
reqular de (0.1) la siguiente igualdad es verdadera en B, x (0,T)

// div(q |u,5|2 — [Vul? — o ]u| // div(q
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+Z / g?;gfszai // “tqvu//r (q-Va)
= ([, wta-v0) ‘T+217«/L (g-2) [l = |VuP = a@)u?

" 0 '
_i/fqr(q'x // (q- V).

Demostracién. Multiplicando la ecuacién (0.1) por ¢- Vu e integrando sobre (0,7") x B,
obtenemos

//utthu //7 —Au) (¢-Vu) + //T u (q- Vu).
/BTf (¢g-Vu)+ //T (¢-Vu)=0 (3.15)

Usando integracién por partes en la primera integral de la ecuacién (3.15)se tiene

T
JI we @ v0=( [ wiavo)| - [[ wiew
T T 0 r
T " 8’U,t
= /TUt (q-Vu) —Z// ut%67
= (/Tut (q-Vu)) — Z// Qi 3% . (3.16)
De la segunda suma del lado derecho de la igualdad (3.16), se tiene por la férmula de
Gauss:
Sl (e e
i=1 r i=1 T
:1// div(q —// u? (q-v). (3.17)
2J) /B,

Reemplazando (3.17) en (3.16) obtenemos
1 o, 1 )
+ div(q)uy — = ui (¢-v). (3.18)
2.) /B, 2/ /s,

fl s (e

Usando la férmula de Green en la segunda integral de la ecuacién (3.15)se tiene

//r(—Au)(q-vu):/BrVu V(g - Vu) // (q- V)
N Z //Tax]ax]< ax3> // (¢-Vu): (3.19)

De la primera suma del lado derecho de la igualdad (3.19), se tiene

8u 9 dqr Ou 9%u
- Ou Ogx Ou 1 n / / 5y \ 2
N oz, 0w, o | 2 — ) (32
k,jzzl //B, Oxj Ox; 8:% 2 Z B, 81‘3 Ox, Ik (3.20)
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De la segunda suma del lado derecho de la igualdad (3.20), se tiene por la férmula de
Gauss:

o2 Myon (i) w3 X S 5t () v o 1, (55) oo
_ _;//B div(q)\VuF—l—;/ST|VU|2(q-V). (3.21)

Reemplazando (3.21) en (3.20) obtenemos

Z // da; 0x; <"”“$>

. Ou Og Ou 1 ) ,
- Z // Ba; d; Oxy // div(q)[Vul” + /S Vul*(q- v). (3.22)
k,j=1 T n

Reemplazando (3.21) en (3 19) se obtiene

ou 8qk ou 1 9
/ \Vul|? (q-v) // (q-Vu). (3.23)

Usando la férmula de Gauss en la tercera integral de la ecuacién (3.15)se tiene

[l peta w0 =3 [ ctormay;
AR e

:_Z// axk Z// Julqy v, (3.24)

De la primera suma del lado derecho de la igualdad (3.24), se tiene
Aqp,
Syt = ( )
:—/ div(q)a(x)u —// (¢-Va). (3.25)
2JJs, :

Reemplazando (3.25) en (3.24) se obtiene

// (¢ V) —//wa () |ul?
_// ul%q- Vo + - // @)[ul? (¢ v). (3.26)

Finalmente en la cuarta integral de la igualdad (3.15) se tiene

[f, s 9= [, a-orw =32 [fL a5
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usando la férmula de Gauss se tiene

// flule-Vu)= ( //25;]; )+// qu(u)yk>
:_/ [ dv@re+ [ Fo (3:27)

Reemplazando (3.18), (3.23), (3.26) y (3 27) en (3.15) obtenemos

3 [ dv@[ = 19uR —a@h?] - /[ ainta
2 ) /s
+ZZ// qu?“; // s (g~ V) —// (¢-Va)

=1 k=1
5 /[ @)l = 190 — o]

([ wia)
ff s [ 5 v,

Como v(z) = — en S, (Ver Kesavan [10]) entonces

// div(q )[|ut|2 IVuf? — of yu| //wa
+ZZ// gg;g;%*r//ra@)ut (q-Vu) — ;//Tu2 (¢-Va)

=1 k=1

== ([ @) |+ 5 [ o[l =190 - ot
[ aorw= [ Gavo

O]

Lema 3.3. Sea T,r > 0 y o € WL(R"), la siguiente identidad es verdadera para toda
solucién regular de (0.1)

//BTQOHVUP + (flw)+ a(a:)u)u] = //Br [<P|Ut!2 —uVp - Vu]
off e, ety

Demostracién. Sea ¢ € W1 (R"), multiplicando la ecuacién (0.1) por op(z)u e inte-
grando sobre (0,7") x B, obtenemos:

//BTUtt<PU+//T(_AU) cpu+//T(f(u) —l—oz(x)u)u—l—//ra(x)ut(pu =0. (3.28)
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Usando integracién por partes en la primera integral de la ecuacién (3.28) se tiene

[ o= )|, - [, 57
:</ utgou> //Tgolut|2 (3.29)

Usando la férmula de Green en la segunda integral de la ecuacién (3.28) se tiene

//T(—Au) gou:/BTVu-V(gou)—//TgougZ
://BT [l Vul> + uVu - V] — //S wU%- (3.30)

Finalmente usando integracién por partes en la cuarta integral de la ecuacién (3.28) se

P
=3 ([, o )
4] o)

_/ 0a(z)¢)
Br

(3.31)
0
Reemplazando (3.29), (3.30), (3.31) en (3.28) y ordenando los términos obtenemos
/], #lout + s+ a@n) = [[ fehul? ~uve-vu
' T
A (], o))
O

Lema 3.4. Para todo r > R, existe C, > 0 tal que la siguiente desigualdad es verdadera
para todo T > 0 y para toda solucion regular de (0.1)

// Vul+a@)fu+ul?] + // <0{// |ut\+\u|L232rx<0T>>+E<T>}

Demostraciéon. Aplicando el lema 3.2 con ¢ = = obtenemos

5 /[ i) = Ve — o] - [[ divta
B
t o [ o)l = 19uR — @]

T
:—(/Tut(x-Vu)) 0
_:‘//T(xx)F(U)_F//STgZ(xVU) (3.32)
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Observamos que

div(z) = a—i’“ =S 1=n (3.33)
=1k k4
Ademais
= Oxy Ou Ou o ou Ou 9
S s =2 // it el | LCIRRCED
j=1 k=1 r J J k j=1k r J k B
También

// (z - Vu) // %% (z-v —r// ‘%’2. (3.35)

Reemplazando (3.35),(3.34), (3.33) en (3.32) y ordenando los términos obtenemos

5/ / ol = 9P = )] = n [ / >+ [ [ v
—;//TUQ(x‘Va)—//ra(x)ut(a:-Vu)+A+B, (3.36)

donde .
A=— (/ ug (- Vu)> , (3.37)
r 0
1 1 oul®> 1
_ 7n// [|ut|2 — vl + |2~ Za@)|uf? - Fu) (3.38)
s |2 2 2
Aplicando el lema 3.3 con ¢ = 1 y ordenando los términos obtenemos
T
9 U
// [1VuP + (£w) + ale)u)u — ful] / - </ (e +ate)3) u> . (3.39)
"y 0

Multiplicando la ecuacién (3.39) por 8 € R y sumando la ecuacién (3.36) obtenemos:

(5-08) [[ e+ (vea=5) [[ 1wur+(5-5) [[ o
/ (Bf(w)u — nF(u // (z-Va) // z)ug (- Vu)

ou
+B//Srayu+B+D, (3.40)

T

donde D = A — 5(/ (ut +a(m)g) u)

Observacién 3.1. En la identidad (3.40) para que (% — ﬁ) y (1 + 8- g) sean positivos,

0

-2
se considera § > 0 tal que g8 € <n2, Z)

Afirmacién 3.1. Existe una constante ¢ = ¢(z) > 0 tal que
(B - g>a(x)52 + Bf(s)s — nF(s) > nF(s) —cs®, Vs € R

donde n = 3(244d) —n > 0.
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En efecto, considerando la condicién b) del teorema 3.1 se tiene:
Bf(s)s = B2+ ) F(s) = (n+n)F(s).

Sumando <B — g) a(x)s* — nF(s) a ambos lados de la desigualdad precedente se obtiene

(8- 5) al@)s? + 8f(s)s = nF(s) = (8 = Dlala)s> +nF(s).

Por lo tanto

(5 - g) a(z)s + Bf(s)s — nF(s) > nF(s) — c(z)s,
donde c(z )—(ﬁ_ﬁ) a(z) > 0.

Ahora considerando la condicién a) del teorema 3.1 y de la hipétesis f € C1(R), se tiene

/\f )ldt = /f tdt<|f\oo/\t\dt s

2
F(s) < |y

Multiplicando por —(n+17) a la desigualdad precedente y ordenando los términos obtene-
mos

entonces

n—i—n

0= (n+n)F(s) - |f|oo?

y siendo Sf(s)s > 0 entonces

B1(s)s > (n+m)F(s) - "2

|f'loos”

Sumando (B - g) a(x)s® —nF(s) a ambos lados de la desigualdad precedente

(8- 2) al@)s? + B()s ~ nE(s) 2 nF(s) ~ (@)
donde ¢(z) = (g —B) a(z) + n+77|f loo > 0.

Observacién 3.2. Como o € W% (R") entonces para la constante c(x) = (g - B) a(x)

6 c(x) = (g - B) a(z) + nT—H”f'\OO de la afirmacién 3.1 existe C7 > 0 tal que

le(x)] < Ch.

Utilizando la afirmacién 3.1 en (3.40) se obtiene:

(5-8) // |ut‘2—|—<1+,3—g)/BT|Vu2+n//TF(u)—//Tc(x)‘u|2
1//3 (x-Va) //T x)ur (z-Vu)+ /u+B—|—D, (3.41)

2 T
Sumando / / (z)|ul? + / / z)|ul? a ambos lados de la igualdad (3.41) se obtiene

(5-0) [[ 1w+ (re5=5) [ b+ [[ a@luzen[[ re
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:;// (z-Va)+ // (@) ul® + // (@)]ul? - // ) (z - V)
+B//u+B+D

Considerando Cy = min {— - B, 1+ 38— ,17, } se obtiene

c (//B [Vl + a(e)fuf? + ] *//TF(“)) _ ;//u (v Va)
et o5

+ﬂ// —u+B+D (3.42)

‘// ) (@ Vu) // o) |2V,

y para todo € > 0 por la desigualdad de Young se obtiene:

‘//Ta(x)ut (z - V) Sg/BT IVl + // ) |ue ||z

Usando la hipétesis a € L (R™) se obtiene

’//Ta(x)ut (x-Vu)| < E/Br IVul? + W//Ta(x”ut'? (3.43)

Ademsés
1 2 1 2
3 u” (z-Va) § = |u\ |z||Va|
'r Va o T Va o
| | // _ Vel [ulZ2 (5, x(0.1))- (3.44)

Remplazando (3.44) y (3.43) en (3.42) se obtiene:

r|Valso
02(// [IVul* +a@)ful’ + ful’ // ) |2| [ulZ2(s, (0.1
B
|| roo
son [[ wi ol [[ 1 ee [ R L) J[ et
B B B, 45 -
ou
ol [ G+

Sumando —¢e / |Vu|*> a ambos lados de la desigualdad precedente

02—5// |Vu|2+02<// (@)l + ] //BTF(U)>

r|Va
= TOOW‘L?(BTX(O ) T CilulZ2 (s, < 0.1y + 10|t 25, x(0.1))

2|a|L°° r’lalpe(s,) // ou
i | 5
S 81/

Considerando € < Cy y C3 = min{Cy, Co — €} obtenemos

Se observa que

|B| + |D].

+ |B| + |D|.
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ol [[ ot v atmu k] + [ F) == [ o

T|vOé|oo 2 -

Por lo tanto

1
I oo o]
2B, Br
\ ) ou
<0y, a(@)lue]” + [uli2,« 0.1 vt

Vol
2

+ |B| + |D|.

1B+ |D|) ,

2
donde C’M:2C4C'3_1 yC4:max{ +Cl+|a’m,ma57 }

Sea ¢ € W (R") tal que
0<p<lenB,; op=0en B con R<r' <ryqp=1enS,.

Aplicando el lema 3.2 con ¢ = px donde ¢ cumple la condicién (3.46) se obtiene

;/[gr[|ut|2|Vu|2a(x)|u|2} r//F // (x - Vu)
:_;//rzﬂ(@x-Va)iji::l//rsog?;%aZ // z)ue (p - Vu)
//szv vz)F //wa oT) |ut\2 \Vu|2 —az )\u|2}
()

0

Usando las identidades (3.34) y (3.35) obtenemos

5= [ st 0 -9~ [ antenri+ ([ e 0|

0

(3.45)

(3.46)

—% //Tu2 (px - Va) + //T <,0|Vu|2 + % / Brdiv(gax) [\ut|2 — | Vul? — a(m)|u\2]

Usando la condicién (3.46) y ordenando los términos se obtiene

B——// (pz - Va) + // ©|Vul? + // z)ur (¢ - Vu)
T\B / T\B / T\B /

+2//BT\B,dw(gpm)[|ut|2—|Vu|2—oz( |u| //T\B/dw(w) (u)

T
+ (/ up (o - Vu))
B
Por lo tanto

1
|B| < 2// u? (px - Va)| + // | Vul? +// la(z)us (¢ @ - V)
T\BT/ T\Br’ T\Br’
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// div(pa)| [Juel® + [Vl + a(a)u?] / Jdin(pa)
By \B,/

+ @)oo (/Brut (z- Vu))

Como ¢ € WH*°(R™) entonces

div(px) =V -z +np < Cs.

Ademaés
// z)ur (px - Vu)| < Cop // (Jue* + |Vul?)
T\B ’ r B ’
donde Cy, = wo.

Usando la hipdtesis (0.4) se obtiene

//B \B. |div(px)F(u)| < Ce //B,‘\BT, fluw)u

Cs
2+
También de la hipétesis (0.5) se obtiene

// (px - Va]<Cgr// (z)|u)?,
’V‘\B/ T\Bl

T|va|00|90|oo
20

Reemplazando (3.51), (3.50), (3.49) y (3.48) en (3.47) se obtiene:

B] <03r// |u2+\so|oo// |Vu|2+06//
B/ TB/ T\B/

donde Cg =

donde C3, =

C
S [l + 9P +a@l] + e [[
2 B, B, \B,,
T
Helo | ([ e 7))
Br

C
Considerando Cj, = max {Cg,r, 75, Csg, Cor, ]cp|oo} se obtiene

Bl < { I, [ul s+ awlu el + s

+ (/BT\BTIut (- Vu))

Aphcando el lema 3.3 donde ¢ cumple la condicién (3.46) se obtiene

/ = [ L, elver ra@e + s J- / ol
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T

(3.47)
0

(3.48)

(3.49)

(3.50)

(3.51)

Juel* + [Vul?)

0

(3.52)



T

+//T\BT,U V- Vu+ </Br <ut+a(x)g>cpu> 0
< Iploo //T\B, [1Vu? + a@)ul + fu] + ol // uf

T

u
ke [[ IVl + ol ( / (ut+a<x>2)u)
B/\B,/ B 0

En la tercera integral del lado derecho de la desigualdad (3.53), por la desigualdad de
Young y la hipétesis (0.5), se tiene:

Vobe [ a8 [ (up  va)
Bo\B,s 2 Bo\B,s
< Veoloo (1 // a(a;)|uy2+// \Vu|2>. (3.54)
2 @ JJB\B,, B,

Remplazando (3.54) en (3. 53) y ordenando los términos se obtiene

LA f I s (o 52 [ o
+<’(p‘°° |V2§L00> //T\B, (@)|ul® + [¢loo (/T (ut—l—a(x);)u) '

\Y \Y
Considerando C7 = max{|<p|oo, |0|oo + | (P’oo’ |Ploo + ’90’00} se tiene

2 20&0
IR AE
. ﬁyu -
T
. (3.55)
0

+|B| < Cs, (//B " :\Vu|2 + o) |ul? + uel® + f(u)u} + |G\>, (3.56)

Por lo tanto

I, 5

(3.53)

0

+ (/B <ut+a(x)g>u>

Sumando las desigualdades (3.52) y (3.55) obtenemos

I 5
donde |G| = (/B - Uy (:z:Vu)) + </B (ut+a(:c)g>u> '
\B,/ r 0

Finalmente aplicando el lema 3.3 en Ba, x (0,T) con ¢ € W1H°(By,) tal que:

T
y Csr = Cyr + Cr.

0

Vel (3.57)

0<p<lenB,; p=0en Bp; p=1en B,\By con R<1' <r; ¢ =0en Sy y
€ L>®(By,).
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Se obtiene al ordenar los términos

// lIVuf? + ()+a(m)u)u}://BQT [olwrl? — u¥y - Vu] + H
<lele [[ -l /] - Vul I, (358

T
donde H = —</BQT (ut + a(x)%) gpu) 0

Aplicando la desigualdad de Young en la segunda integral del lado derecho de la desigual-
dad (3.58), se obtiene

1 Vol|?
// UV V| < // oAVuf? + - // Fel
BQT BQT 48 BQT (p

\V4 2
y como Velse € L°°(Bsy,) entonces
¥

// |[uVe - Vu| < 5// <,0|Vu]2 + Cy // |u|2,
BQT B2r B2'r

V|2
@

Remplazando en (3.58), obtenemos

[[elwu s atemn] < et [ e [ warses [[ e

Sumando —e / / ©|Vu|? a ambos lados de la desigualdad precedente
Bar

dond =
onde Cg = 45‘

[e.e]

I ela=aiwu + ) +a@u]< el [[ 1l + Coluliagm, oy + 1AL

Usando la hipétesis (0.2) se obtiene:

J[ el =eimut+ e+ )< £ [T ol + Coultags, oy + 1)

Para un ¢ suficientemente pequeno tal que 0 < e < 1 se tiene

JI elwup + )+ a@uu < 2= ] awlul + Gluta, com + A
2r 2r

Teniendo en cuenta (3.57) obtenemos

// . VUl + (F(w) + a@)u| < £ [l // . (@)luel® + CslulZa(z, w07y + 1HI-

Considerando Cy = {‘SD,OO, Cs, 1} se tiene
ao

//BT\BT, [|Vu|2+(f(u)+a(x)u)u} < Cy (// alz)|u? +|u\%2(Bsz(o,T))+’H|>- (3.59)
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Reemplazando (3.59) en (3.56) obtenemos

L5

donde Cg, = Cx,-Cl.
Reemplazando (3.60) en (3.45) se tiene

;//B [IVul? + a(@)lul + urf?] // u) < Cy,(1+ C) // ()t

+(Ol7' + ClTCGT)|u’L2 (B2, x(0,T)) + 017'067‘(|H‘ + |G|) + 017'|D‘
Considerando C7, = max {C1,(1 4+ Cg,), C1,Cg, } se obtiene

JIA (19 ol + el J+/ /

<Cn ( / / al@)ul? + (U2, 0.y + 1H| + 1G]+ |D|) . (3.61)

Trabajando similarmente como se obtuvo (3.10) se obtiene

1B < < [ a@ sl + ks oy + 11+ |Gr>, (3.60)

|H| + |G| + |D| < Cs, <// a(z)|u* + E(T)> . (3.62)
Remplazando (3.62) en (3.61) obtenemos

5 /[ 9k +a@l+uf] + [[ P < s co [[

+C7r ‘U|i2(32r x(0,T)) + C7TCBTE(T).

Finalmente considerando C, = max{C7,(1 + Cs; ), C7,Cs,} se obtiene

;//BT [|Vu\2+a(:v)|UI2+|m!2} +//BTF(U) <C, {//a(x)|ut2 + [y, x 0.1 +E(T)} .

O

Proposicién 3.1. Eziste Ty > 0 tal que para todo T > T} eziste la constante C(T) > 0

tal que:
T)<C {// a(@)|ul* + |u|%2(B4R><(O,T))}'

Demostracion. Por el Lema 3.1

;//g [IVul? + a(@)lul? + uf?] + //QF '

<c { J[a@lu + g0 + E<T>} . (3.63)

Por el Lema 3.4 para r = 2R

5 //B VUl + af@) uf? + |ul?] + //BF ’
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< Con{ [[ @)l + oy + BT} (3.64)
Sumando las desigualdades (3.63) y (3.64) obtenemos
r 2 2
/O E(t)dt < Cio { / / (@) uel? + [l 0 + E(T)} , (3.65)
donde C1p = max{C, Cag}.
Como la energia es no creciente se tiene
T
/ E(t)dt > TE(T).
0
Majorando por la izquierda en (3.65) obtenemos
TE(T) < Cio { [ a@usl + 10 gy + E<T>} ~
Por lo tanto
5(0) < o { [[ atwhu? + Wl ooy
Cho
dond = . O
onde Cr T Cu
Proposicién 3.2. Si Ty = maz{T1,2R} entonces, para T > Ty existe una constante
C(T) > 0 tal que
0y < CT) [ [ a@unP (3.66)

Demostracién. Sea T' > Ty y supongamos que (3.66) no es verdadera entonces existe
una sucesién de soluciones u,, de (0.1) con datos iniciales {ug m,u1m} € H*(R") x H}(R™)

tal que satisface la expresion

2
‘um‘LQ(B4R><(O,T))

[ a@

Um

Um =

— +00.

Para cada m € N, definamos

A,
donde

A = Ul 22 (8,5 (0.1)):

1
Multiplicando la ecuacién (0.1) por oW se tiene que la funcién v, cumple
m

(vm)tt — Avp, + () + fn(vm) + a(x)(vy)e =0 en R™ x (0,7),

1
donde f,(s) = )\—f()\ms), para todo s € R.

Por otro lado de (3.68) obtenemos

|Vm|12(Byrx(0,r)) = 1, para todo m € N.
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e (3.67) se obtiene

2
‘UW‘LQ(B4R><(O,T))

// a(x)|(v

Luego, de (3.70) y (3.71) obtenemos

/ / 2, . (3.72)

Trabajando similarmente como en el capitulo anterior deducimos:

— +o00. (3.71)

1
Ep(t) = 2/ (10 (@, )2 + (0o, ) + (@) [om (2D dz+ [ Fou(vm(w,1))da,
n R
la energia asociada al sistema (3.69) donde F,, / fm(&)dE, para todo s € R.

Adems3s
d

ﬁﬂﬂﬂ=—/fmm%u@M%%

integrando desde 0 hasta 7' se obtiene

Epn(0) :Em(T)—i—/OT/na(x (o (2, £))s 2. (3.73)

Trabajando similarmente como la proposicién 3.1, obtenemos

{// Um ‘ + |vm|L2(B4R><(0T))}

Usando las ecuaciones (3.73) y (3.70) se obtiene

0) <4 {1+//a(x)|(vm)t\2}, (3.74)

donde C; = max{C,C + 1}.

Por (3.72) se obtiene
Em(O) < (].

Sea t > 0, como la energia es no creciente se tiene:
Em(t) < En(0),

luego

1

— (2, 1)) U )t(T, 24 alx U (T, 2l dx m(Um (T, xr < .
5 | [IVom (@ 0F + |i(e.OF + a(@lon (e, 0 do + [ Fuon(a,)de <

Integrando desde 0 hasta 7T se obtiene

: /oT / (1o OF + 1@n)ila O + a@)fom (@, )| dedt
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T
+/ / Fo (v (2, t))dxdt < CiT (3.75)
0 n
De la desigualdad (3.75) obtenemos

(’Um> estd acotada en L%(Byg x (0,T)), (3.76)
<(vm)t) estd acotada en L?(Byg x (0,7)), (3.77)
<vm) estd acotada en HY(R"™ x (0,7)). (3.78)

De (3.76), (3.77) y como H'(Byg) tiene inmersién compacta en L?(Byg), usando el lema
1.4.15 (de Lions — Aubin) se obtiene
Uy — v fuertemente en L?(Byg x (0,T)), (3.79)
Um — v casi siempre en Byg x (0,7). (3.80)
También de (3.78) existe una subsucesién (denotada de la misma forma) tal que
Uy, — v débilmente en HY(R™ x (0,T)). (3.81)
Afirmacién 3.2.
[0l L2(Bypx(0,1)) = 1.
En efecto, por (3.79) se tiene
[Um|L2(Byrx(0,1)) = |V|L2(Byrx(0.1))
y por (3.70) se obtiene
[v|L2(Byrx01)) = 1

Afirmacién 3.3.
vy = 0 casi siempre en {a > 0} x (0,7).

/I

a%(x)(vm)t — 0 fuerte en L2(R™ x (0,T)). (3.82)
Por otro lado de (3.75), se obtiene
(V)¢ — vy débil en L*(R™ x (0,T)),

En efecto, por (3.72) se tiene

L 2
aa(x)(vm)t( -0,

luego

entonces

a2 (2)(vm); — a2 (z)vy débil en L2(R™ x (0,T)). (3.83)
De (3.82) y (3.83) se obtiene por unicidad de limite débil, que
a2 (x)vy = 0.
Multiplicando por a%(x), se obtiene
a(x)vy = 0 en L*(R" x (0,7)),

entonces
vy = 0 casi siempre en R" x (0,7).

Por lo tanto
vy = 0 casi siempre en {a > 0} x (0,7).
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Distinguiremos tres casos, para la sucesién {\, }.

Primer caso: Existe una subsucesion de {\,,} (denotada de la misma manera) tal que:
Am = Aen Ry, A€ (0,400). (3.84)

Afirmacién 3.4.
f(Anvym) es acotada en L?(Byg x (0,T)).

En efecto,

1O Bazaiomy = [ o)
4ar

< // (€ (1+ o) yAmvm@Q
B47'
2

scz// Al + Pt P

(Pt + o)
<202 // (|)\mvml2 + \)\mvm|2p>

B4'r

2p

=202 (Al loml3 (5, mx0:19) * Pl 10m o019 )

Como HY(Byg x (0,T))) < L?’(Byr x (0,T))), entonces

2
|f Amvm) 228, x (0.1)) < 202(\)\m|2|vm|%2(B4Rx(o,T)) + |/\m|2p‘“m‘1§1(B4Rx(o,T)))' (3.85)
Como la sucesion {\,,} es acotada, existe una constante Cy > 0 tal que
|Am| < Co, para todo m € N. (3.86)

Reemplazando (3.86) en (3.85) se obtiene

2 2
‘f()\mvm)’%%BmX(O,T)) <207 (Cg‘vm‘%Q(BmX(QT)) + CQP‘Um‘;l(BzLRX(OaT)))'
De (3.76) y (3.78) se obtiene

|f A m) 228, 5 (0.1)) < O

es decir,
{f(Amvm)} es acotada en L?(Byg x (0,T)).

Usando la hipdtesis (0.3), (3.80) y (3.84) se obtiene
FAmvm) = f(Av) casi siempre en Byg x (0,7). (3.87)
De (3.87), de la afirmacién 3.4 y por el lema 1.4.14 (de Lions), se obtiene
f(vm) — f(v) débil en L?(Byg x (0,T)). (3.88)
De (3.88) y (3.84) obtenemos

Flom) =L (AA’”U”"”) N (i”) débil en L2(Bag x (0,T)). (3.89)
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Pasando al limite (3.69) y teniendo en cuenta (3.72) y (3.89), se obtiene

f(Qw)

vy — Av + a(x)v + 3

=0 en Byr x (0,7,
derivando la ecuacion precedente se obtiene
wy — Aw + az)w + f'(A)w =0 en Byg x (0,T), (3.90)

donde w = vy.

Segundo caso: Existe una subsucesién de {\,,} (denotada de la misma manera) tal que:
Am — 0 (3.91)

Para todo m € N, definamos

~—

fm(s

si s #0,
gmis)={ s 7

0 si s =0.
Afirmacion 3.5.

{gm(vm)vm} es acotada en L?(Byg x (0,T)).

En efecto, Como

1
|gm(vm)vm‘%2(B4R><(0,T)) = 22 // |f(/\mvm)|2a
m By

entonces por la afirmacion 3.4 y (3.91) se tiene

2
lgm(vm)vm|L2(B4Rx(0,T)) <0

es decir,
{gm(vm)vm} es acotada en L?*(Byg x (0,T)).

De (3.80), de la afirmacién 3.5 y por el teorema 1.4.10, existe una subsucesién (denotada
de la misma forma) tal que

Gm (V) — p(x,t) débil en L*(Byg x (0,T)), (3.92)
para algin p(z,t) € L2 (Bsg x (0,T)).
demis [Oumtm) _ fOmtn) = £(0)
mUm) mUm) —
grn(Vm) = AnVUm AmUm —0
entonces

gm(vm) — f'(0) casi siempre en Byg x (0,7T).

Usando (3.80) obtenemos
Gm (Vm)vm — f'(0)v casi siempre en By x (0,7).
De la afirmacién 3.5 y el lema 1.4.14 (de Lions) se obtiene

Fm(Wm) = gm(vm)vm — f/(0)v débil en L2(B4R x (0,7)). (3.93)
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De (3.92), (3.93) y por unicidad de limite, se obtiene
p(z,t)v = f'(0)v en L*(Byg x (0,7)).

Por lo tanto
p(z,t)v = f(0)v casi siempre en Byg x (0,T). (3.94)

Pasando al limite (3.69) y teniendo en cuenta (3.72) y (3.93), se obtiene
v — Av +a(z)v+ f/(0)v =0 en Byp x (0,T)
derivando la ecuacion precedente se obtiene
wy — Aw + a(x)w + f/(0)w =0 en Bygr x (0,7T) (3.95)
donde w = v;.
Tercer caso: Existe una subsucesién de {\,,} (denotada de la misma manera) tal que:
Am — +00. (3.96)

Primero supongamos que la condicién (3.2) es verdadera.

Haciendo wy, = (vy,)¢ y derivando la ecuacién (3.69) se obtiene
(W)t — Awe + ()W + FAmOm)wm + a(z) (W) =0 en Byg x (0,T).  (3.97)
Afirmacién 3.6.
{f' (Amvm)wm} es acotada en L?*(Byg x (0,T))

En efecto,

‘f/(Am’Um>wm‘LQ(B4R><(O,T)) = // ‘f,<)\mvm)wm‘2 = // ‘f,()\mvm)‘2‘QUm‘2
Bur Byr

Como f" € L*®(R) entonces

[ om0 0.2y = 1o //B ol = £ clomlEaax 0.1
4R

y por (3.77) se obtiene:
‘f,()‘mvm)wm‘L2(34RX(0’T)) < 0.

Por lo tanto
{f' (Amvm)wm} es acotada en L?(Byg x (0,T)).

De la afirmacién 3.6 y por el teorema 1.4.10, existe una subsucesién (denotada de la misma
forma) tal que:

' Amwpm)wy, — p(x,t) débil en L*(Byg x (0,T)). (3.98)
Afirmacién 3.7. Para cada (z,t) € Byrx(0,T), la sucesion (Apvm(x,t))men es divergente.
En efecto, supongamos que para (z,t) € Bag x (0,7, la sucesion (A vm(2,t))men €s
convergente, entonces existe L € R tal que \,vp,(z,t) — L y como o — 0 entonces

Um (2, t) — 0 contradiccién con (3.70). "
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Afirmacién 3.8.
p(z,t) = (fix{v > 0} + (f_x{v < 0}) w casi siempre en Bsg x (0,T).

En efecto, como \,;, — 400 tenemos

Si vy, < 0 entonces Apv,;, — —o0, por lo tanto ml—lgloo ' Amom) = f(—00) < o0,
Si v, > 0 entonces \,,v,;, — +00, por lo tanto mgllloo ' Amom) — f(+00) < o0,
y desde que f'(4+00) y f/(—o0) € R entonces
I Omom) = fix{v >0} + (fLx{v < 0} casi siempre en Byg x (0,T).
Usando (3.80) se tiene
I Omvm)wm — (fix{v >0} + (fx{v < 0}) w casi siempre en Byg x (0,T). (3.99)
De (3.99), de la afirmacién 3.6 y el lema 1.4.14 (de Lions) se tiene
F Omvm)wm — (fix{v > 0} + (fx{v < 0})w débil en L*(Bag x (0,T)).  (3.100)
De (3.100); (3.98) y unicidad de limite se tiene
p(z,t) = (Fix{v > 0} + (f_x{v < 0}) w en L*(Bsg x (0,T)).
Por lo tanto
p(z,t) = (fix{v >0} + (fLx{v < 0}) w casi siempre en Byp x (0,T).
Pasando al limite (3.97), teniendo en cuenta (3.72) y (3.93), se obtiene

wy — Aw + a(z)w + q(z,t)w =0 en Byr x (0,7, (3.101)

donde g(z,t) = fi.x{v > 0} + (f_x{v < 0}.

Cuando la condicién (3.3) es verdadera, pasando al limite (3.69), derivando y teniendo en
cuenta la afirmacién 3.3 se obtiene (3.101) donde g(z,t) =I.

Afirmacion 3.9.

{Fn(vm)} es uniformente acotada en L'(Byg x (0,T)),

donde Fy(s) = /0 Fn(€)dE = )\%Fm()\ms).

En efecto, de (3.75) se tiene

// Fy(vp) < C1T, para todo m > 1.
Bsr

Luego
|Fm(vm)|L1(B4R><(O,T)) < (1T, para todo m > 1.

Por lo tanto {Fy,(vy,)} es uniformente acotada en L'(Byg x (0,7)).

Afirmacion 3.10.
F(s) > Cels|**, V|s| > 1,

donde Cs = min{F'(1), F(—1)}.
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En efecto, cuando s > 1 tenemos:
a) Si F'(1) = 0 entonces Cp = 0,
b) Si F(1) > 0 entonces 0 < F(1) < F(s), Vs > 1.
Usando la condicién (3.4) se tiene
sF'(s) > (2+ 0)F(s)
luego

F'(s) - 2406

Integrando desde s hasta 1 se obtiene
F(s) > F(1)]s)**°.

Cuando s < —1 es igual a la demostracién anterior.

Observaciéon 3.3. Cuando se trabaja con la condicién (3.4) del teorema 3.1, el caso
Am — 400 no se cumple.

En Efecto, supongamos que se cumple \,, — +00, entonces por la afirmacioén 3.9 se
tiene

C>//B4RFm(vm)
§ //{vm|>xml} N{Birx01)} Fnltm) ¢ //{Ivmlﬂml} N{Birx(0.1)} Fnlon)
1 1
T / /{umzl} N {Birx(0.1)} FOmen) 438 / /{vam@} N{Birx©1)} Fnt)

y por la afirmacién 3.10 se obtiene

1 1
C>— // Co[ Amvm "7 + // F(Amvm)
A S mom 21} N { Banx(0.1)} ° A S moml<1} N { Banx(0,1)}

1
zcﬁyAmP// \vm\2+5+// F(Amvm).
{Amvml=1} N { Barx(0.1)} Ao S I momi<1} N {Barx(01)}

Considerando C7 = min{Cs, 1} se tiene

‘2+5+ F()\m'Um) < 087

o ] et ]
{Amvml21} N {Barx0.1)} A SI{Amoml<1} N {Barx(0,1)}

donde Cg = C5C; .
Como la segunda integral es positiva se tiene:

|Um|2+6 < 08,

]
{|)‘mvm|21} N {B4RX(07T)}

dividiendo entre |\,,|° se obtiene:

Cy

2+6
v < .
onl S T

//{|/\mvm|21} N{Birx(0,1)}
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Usando la inmersién L2+9(B,g) < L?(Byr) se obtiene

// o2 < -5
{Pmvml=1} N {Barx©0,1)} | Am|

Finalmente teniendo en cuenta (3.79) y tomando limite cuando m — oo, se obtiene
/ / lv|> = 0,
B4R><(0,T)

[v|L2(Bypx(0,1)) = 0

es decir,

contradicién con la afirmacién 3.2.
Por lo tanto no se cumple \,, — 400 al considerar la condicién (3.4) del teorema 3.1.

Resumiendo (3.90); (3.95) y (3.101) se tiene que w € L?(Byg x (0,7)) cumple

wy — Aw + a(x)w + b(z,t)w =0 en Byp x (0,T
{tt (x) (z,1) ar % (0,7) (3.102)

w=0cs.en {a>0} x(0,7)
para algin potencial b(x,t) > 0 donde b(x,t) € LY (Bagpx(0,T)) 6 b(x,t) € L(0,T; L"(B4r))
cuando (n — 2)p < n.

Luego si se considera T' > diam(Byr) > 2R por el teorema 1.5.7 (Principio de continuacién
Unica) se tiene
w=0en Byr x (0,7),

es decir,
v =0en Byp x (0,7).

Por lo tanto
v=uv(x) € H(R"), (3.103)

es decir, v es independiente de la variable ¢.
Finalmente tomando limite en (3.69) y teniendo en cuenta (3.103) obtenemos

—Av+ a(z)v +p(x,t)v =0 en Byg x (0,7).

Multiplicando la ecuacién precedente por v e integrando sobre Byr x (0,7) se obtiene

//B4R |Vol? + //B4R afz)|v]? + //194Rp($7t)‘1]’2 _

1/2

entonces
2
o012 By x (0,19 = O-
Por lo tanto
o/?y = 0 casi siempre en Byg x (0, 7).
Luego
v = 0 casi siempre en Byr x (0,7,
lo que contradice la afirmacién 3.2. Lo cual concluye la demostracion de la proposicién
3.2. O

Observacion 3.4. De la proposicién 3.1 y 3.2 se tiene que existe una constante

C(T)=C > 0 tal que
<C// ) |ug (2, ) |*dadt.
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DEMOSTRACION DEL TEOREMA 3.1. -
De la observacién 3.4 y de (3.1), obtenemos

E(T) < ¢

< 5B (3.104)

Por la teorfa de semigrupo la solucién de la ecuacién (0.1) se puede escribir de la forma
u(t) = S(t)uo,
luego si n € Z* se tiene
E(nT) = E(S(nT)ug) = E(S(T)S((n — 1)T)uo),

Aplicando la desigualdad (3.104) cuando el dato inicial es S((n — 1)T")up obtenemos

E(nT) = E(S(nT)up) = E(S(T)S((n — 1)T)ug) < E(S((n — 1)T)up).

C+1

Repitiendo el mismo proceso (n — 1) veces, obtenemos

E(nT) < <0i1> " B(S(0)uo) = (CCHY E(0).

Para t cualquiera y T fijo, existen n € Z™, r € Z tal que t = nT + 7.
Considerando s = nT se tiene

B(s) < <ci1> " 2(0)

() (s
(CCH> E(o)e*%l”(%)s

Por lo tanto
E(s) < CoE(0)e 7%, para todo s > 0,

1 1 1
dondeV:Tln<ZC>>OyCozzc>l. O
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