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Resumen

Existencia de solución de la ecuación de Boussinesq de ondas

en espacios de Sobolev periódico

PAPUICO BERNARDO VICTOR JOHNNY

AGOSTO-2021

Orientadora: Dra. Yolanda Silvia Santiago Ayala

Grado obtenido: Magíster en Matemática Pura

En este trabajo probamos que el problema Cauchy asociado a la ecuación de Boussinesq,

homogénea y no homognénea, en espacios de Sobolev periódico está bien puesto en el sentido

de Hadamard. Hacemos esto en un modo intuitivo usando la teoría de Fourier y en una versión

elegante usando la teoría de operadores fuertemente continuos, inspirados en Iorio [3].

PALABRAS CLAVES: Teoría de Fourier, Espacios de Sobolev Periódico y Ecuación de

Boussinesq.
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Abstract

Existence of solution of the Boussinesq wave equation

in periodic Sobolev spaces

PAPUICO BERNARDO VICTOR JOHNNY

AUGUST-2021

Advisor: Dra. Yolanda Silvia Santiago Ayala

Degree: Magister in Pure Mathematic

In this work we prove that the Cauchy problem associated to the Boussinesq’s equation,

homogeneous and non-homogeneous, in periodic Sobolev spaces is well posed in the sense

Hadamard. We do this an intuitive way using Fourier theory and in a elegant versión using

strongly continuous operator theory, inspired by Iorio [3].

KEY WORDS: Fourier theory, Periodic Sobolev Spaces and Boussinesq equation’s
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Introducción

El objetivo de la presente investigación es modelar el caso bidimensional del movimiento de

las ondas sobre aguas poco profundas con amplitud pequeña que se propagan a una velocidad

uniforme en un canal de profundidad constante. Es decir, modelar los fenómenos como la

formación de olas. Tratamos de tomar en consideración también la respuesta del movimiento

de las olas a la interacción con el medio. El modelo que proponemos consiste de una ecuación

diferencial denominada problema de Cauchy asociado a la ecuación de la onda lineal no

homogénea de cuarto orden de Boussinesq

(Q2)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

u(t, x) ∈ C
(
[0,+∞[, Hs

per

)
,

∂2t u(t, x) = ∂2xu(t, x)− ∂4xu(t, x) + F (t, x) ∈ Hs−4
per ,

u(0, x) = ϕ(x) ∈ Hs
per,

∂tu(0, x) = ψ(x) ∈ Hs−1
per ,

(1)

donde F ∈
(
[0;T ], Hs−1

per

)
. En este problema estamos denotando por Hs

per al espacio de

Sobolev periódico de orden s.

1



Introducción 2

Las cantidades físicas principales que consideramos en nuestro problema son la forma inicial

de la onda, la velocidad con la que se desplaza y la dispersión. A fin de cumplir con el objetivo

planteado, estudiaremos la buena colocación, en el sentido de Hadamard, de la ecuación (1).

u(t, (x, y))

x

y

Profundidad constante

Figura 1: Profundidad constante. Elaboración propia.

u(t, (x, y))

y

x

Figura 2: Movimiento bidimensional de las ondas. Elaboración propia.

Para una referencia del estudio acerca del movimiento de ondas en aguas poco profundas

citamos [2]. Además, en Iorio [3] podemos encontrar un estudio de la ecuación de la onda

en espacios de Sobolev periódicos. Trabajos relacionados al modelo (1), los encontramos en
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Santiago y Rojas [14], y [15] de donde nos motivamos de las ideas ahí plasmadas.

El trabajo conlleva al estudio de ondas en aguas profundas. Esto es importante para el conoci-

miento del comportamiento de fenómenos físicos como el movimiento de las olas y tsunamis

en mares y océanos. Además, el trabajo propone una alternativa de solución a ecuaciones de

Boussinesq de orden mayor.

Para el estudio de (1), partiremos usando el análisis de Fourier en la ecuación homogénea.

Analizaremos la dependencia continua, local y global de la solución respecto a los datos

iniciales en espacios de Sobolev periódico.

El presente estudio está organizado como sigue: en el Capítulo 1, motivamos el tema resol-

viendo dos casos de la ecuación del calor. Además, daremos un primer viztaso de las series

de Fourier. En el Capítulo 2, hablamos de la funciones de clase Ck y estudiamos la teoría

de fourier en estos espacios. En el Capítulo 3, trabajamos sobre el espacio de las funciones

infinitamente diferenciables y periódicas P , y la caracterizaremos vía la transformada de Fou-

rier. En el Capítulo 4 y 5, estudiaremos la teoría de Fourier en el espacio de las distribuciones

periódicas o funciones generalizadas. Dos resultados importantes en el Capítulo 5 caracteri-

zarán el espacio de las distribuciones vía la transformada de Fourier. Con ello, el espacio de

las distribuciones periódicas resultará siendo el dual del espacio P del Capítulo 3. En el Ca-

pítulo 6, estudiamos los espacios de Sobelev periódicos y mencionamos algunas propiedades.

En el Capítulo 7, centramos nuestra atención en la ecuación de Boussinesq homogénea y no

homogénea. Finalmente, en el Capítulo 8, damos algunas conclusiones de nuestro estudio.



CAPÍTULO

1

Motivación

En este capítulo iniciaremos el estudio de las ecuaciones diferenciales. Para motivar el tema,

estudiaremos dos ecuaciones que describen la conducción del calor en una barra. Usaremos

el método de separación de variables como método de resolución de las ecuaciones. Cabe

mencionar que, solo hallaramos un cantidado a solución. El objetivo es mostrar que la solu-

ción de la ecuación diferencial puede ser expresada como una serie en términos de senos y

cosenos. Esto motivará el estudio de las funciones periódicas, en el siguiente capítulo.

SECCIÓN 1.1

Ecuación del calor

Proposición 1.1. Si f : R → C, f puede ser escrita de manera única como f = g+h, donde

g : R → C es una función par y h : R → C es una función impar.

Notación 1.1. Denotemos por C
(
[0, ℓ]

)
=
{
f / f : [0, ℓ] → C y f es continua

}
, donde ℓ ∈

R+ es un valor fijo y arbitrario.

1



Capítulo 1. Motivación 2

Definición 1.1 (Producto interno). Se denomina producto interno en C
(
[0, ℓ]

)
a la aplicación

(
· / ·

)
: C
(
[0, ℓ]

)
× C

(
[0, ℓ]

)
→ R+

(
f/g

)
→

(
f/g

)
=

∫ ℓ

0

f(x)g(x)dx.

Proposición 1.2. Sean f y g ∈ C2
(
]0, ℓ[

)⋂
C
(
[0, ℓ]

)
, tales que f(0) = f(ℓ) = g(0) = g(ℓ).

Si f ′′ y g′′ son acotadas entonces

(
−f ′′/g

)
=
(
f ′/g′

)
=
(
f/− g′′

)
.

Proposición 1.3. Dado el problema de conducción de calor en una barra

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

u ∈ C2
(
]0, ℓ[× ]0,∞[

)
∩ C

(
[0, ℓ]× [0,∞[

)

∂tu = ∂2xu , (x, t) ∈ (0, ℓ]× [0,+∞)

u(0, t) = u(ℓ, t) = 0 , t > 0

u(x, 0) = f(x) ∈ C
(
[0, ℓ]

)

f(0) = f(ℓ) = 0.

(1.1)

La solución del problema de valor inicial (PVI) está dada por

u(x, t) =
∞∑

k=1

2

ℓ

(
f/ϕk

)
sen

(
kπx

ℓ

)
exp

(
−k2π
ℓ2

t

)
,

para k ∈ Z+.

Demostración. Supongamos que existe una solución u(x, t) del problema (1.1) que satisface

las tres primeras condiciones. El problema (1.1) es lineal y homogéneo. Por tanto, es aplica-

ble el principio de superposición. Es decir, si {ui}∞i=1 es una familia de soluciones de (1.1)

entonces u(x, t) =
∞∑

i=1

αiui(x, t) es solución de (1.1). Nuestra motivación será obtener los
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αi de forma que la condición inicial u(x, 0) = f(x) sea satifecha. Es decir,

∞∑

i=1

αiui(x, 0) = f(x).

Para ello, usamos el método de separación de variables. Podemos considerar u(x, t) = ϕ(x)T (t),

donde ϕ ∈ C2
(
]0, ℓ[

)
∩ C

(
[0, ℓ]

)
y T ∈ C2

(
]0,+∞[

)
∩ C

(
[0,+∞[

)
. Luego, u(x, t) =

ϕ(x)T (t) satisface la condición u(0, t) = u(ℓ, t) = 0. Por ende, ϕ(0)T (t) = ϕ(ℓ)T (t) = 0

para todo t > 0. Asimismo, si ϕ(0) = 0 entonces T (t) = 0. En consecuencia, u(x, t) = 0 y

esto implica que u ≡ 0. Por tanto, ϕ(0) = 0 = ϕ(ℓ). Además, de la condición ∂tu = ∂2xu se

tiene ϕ(x)T ′(t) = ϕ′′(x)T (t). Ahora, dividiendo esta igualdad entre ϕ(x)T (t) obtenemos

−λ = T−1(t)T ′(t) = ϕ−1(x)ϕ′′(x), donde λ ∈ C es una constante. Así, obtenemos





T ∈ C2
(
]0,+∞[

)⋂
C
(
[0,+∞[

)

T ′(t) = −λT (t).
(1.2)

Cuya solución es T (t) = Ce−λt, donde C ∈ R y ϕ satisface





ϕ ∈ C2
(
]0, ℓ[

)
∩ C

(
[0, ℓ[

)

ϕ′′(x) = −λϕ(x)
ϕ(0) = ϕ(ℓ) = 0.

(1.3)

Si ϕ es solución de (1.3),

λ
(
ϕ/ϕ

)
=
(
λϕ/ϕ

)(
−ϕ′′/ϕ

)
=
(
ϕ/− ϕ′′

)
= λ̄

(
ϕ/ϕ

)
. (1.4)

Además,

λ
(
ϕ/ϕ

)
=
(
λϕ/ϕ

)
=
(
−ϕ′′/ϕ

)
=
(
ϕ′/ϕ′

)
. (1.5)

Como
(
ϕ/ϕ

)
> 0 y

(
ϕ′/ϕ′

)
> 0, de (1.4), se tiene que λ ∈ R y de (1.5) λ > 0. Ahora,
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λ 6= 0, pues si λ = 0, de (1.5), se tendría que

(
ϕ′/ϕ′

)
=

∫ ℓ

0

∣∣ϕ′(x)
∣∣2dx = 0.

Así, ϕ′(x) = 0 y ϕ(x) = k (constate real) para todo x ∈ R y de los datos iniciales ϕ(0) =

ϕ(ℓ) = 0 se tendría que k = 0. Por tanto, ϕ ≡ 0 lo cual es una contradicción. En conclusión,

λ > 0. Luego, (1.3) se convierte en la ecuación diferencial ordinaria (EDO)

ϕ′′(x) + λϕ(x) = 0, λ > 0.

Cuya solución es ϕ(x) = A cos
(√

λx
)
+ Bsen

(√
λx
)

. Ahora, usando las condiciones de

frontera se tiene

ϕ(0) = 0 = A y ϕ(ℓ) = 0 = B = sen(
(√

λℓ
)
.

Como B 6= 0 entonces sen(
√
λℓ) = 0. De donde,

√
λℓ = kπ para k ∈ Z+. Así, obtenemos la

familia
{
ϕk(x)

}
k∈Z+

tales que

ϕk(x) = B sen

(
kπx

ℓ

)
, k = 1, 2, 3, . . . .

Como λ =
k2π

ℓ2
obtenemos la familia

{
Tk(t)

}
k∈Z+

, tal que Tk(t) = C exp

(
−k2π
ℓ2

t

)
. En

adelante, consideraremos B = C = 1. De manera que

uk(x, t) = sen

(
kπx

ℓ

)
exp

(
−k2π
ℓ2

t

)
, k = 1, 2, 3, . . . .

Por tanto, u(x, t) =
∞∑

k=1

bksen

(
kπx

ℓ

)
exp

(
−k2π
ℓ2

t

)
. Si t = 0, u(x, 0) =

∞∑

k=1

bk sen

(
kπx

ℓ

)
.
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Así,

f(x) =
∞∑

k=1

bkϕk(x), (1.6)

donde ϕk(x) satisface las relaciones
(
ϕk/ϕm

)
=





0, k 6= m
ℓ

2
, k = m

. En efecto, para el caso

k 6= m podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que k > m. Así,

(
ϕk/ϕm

)
=

(
sen

(
kπx

ℓ

)
/sen

(
mπx

ℓ

))

=

∫ ℓ

0

sen

(
kπx

ℓ

)
sen

(
mπx

ℓ

)
dx

=
1

2

∫ ℓ

0

(
cos

(
(k −m)πx

ℓ

)
− cos

(
(k +m)πx

ℓ

))
dx (1.7)

=
1

2

(
ℓ

(k −m)π
sen

(
(k −m)πx

ℓ

)
− ℓ

(k +m)π
sen

(
(k +m)πx

ℓ

))∣∣∣∣∣∣

ℓ

0

=
1

2

(
ℓ

(k −m)π
sen
(
(k −m)π

)
− ℓ

(k +m)π
sen
(
(k +m)π

))
= 0.

Si k = m, de (1.7),

(
ϕk/ϕk

)
=

1

2

∫ ℓ

0

(
1− cos

(
2kπx

ℓ

))
dx

=
1

2

(
x− ℓ

2kπ
sen

(
2kπx

ℓ

))∣∣∣∣∣∣

ℓ

0

=
1

2

(
ℓ− ℓ

2kπ
sen(2kπ)

)

=
ℓ

2
, k = 1, 2, 3, . . . .



Capítulo 1. Motivación 6

Esta última igualdad nos ayudará a determinar los coeficientes bk, de la siguiente manera:

(
f/ϕm

)
=




∞∑

k=1

bkϕk/ϕm


 =

∞∑

k=1

bk
(
ϕk/ϕm

)
=

∞∑

k=1

bk
(
ϕk/ϕm

)
= bm

ℓ

2
.

Así,
2

ℓ

(
f/ϕm

)
= bm. Con ello, podemos obtener la solución de la ecuación

u(x, t) =
∞∑

k=1

2

ℓ

(
f/ϕk

)
sen

(
kπx

ℓ

)
exp

(
−k2π
ℓ2

t

)
.

Proposición 1.4. Dado el problema de conducción de calor en una barra

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

u ∈ C2
(
]0, ℓ[× ]0,∞[ ∩ C

(
[0, ℓ]× [0,∞[

))

∂tu = ∂2xu, (x, t) ∈ ]0, ℓ]× [0,+∞[

∂tu(0, t) = ∂xu(ℓ, t) = 0 , t > 0

u(x, 0) = f(x) ∈ C1
(
[0, ℓ]

)

f ′(0) = f ′(ℓ) = 0.

(1.8)

La solución del PVI está dada por

u(x, t) =
a0
2

+
∞∑

k=1

2

ℓ

(
f/ψk

)
cos

(
kπx

ℓ

)
exp

(
−k2π2

ℓ2
t

)

para k ∈ Z+.

Demostración. Si aplicamos el método de separación de variables, obtenemos que

u(x, t) = ψ(x)T (t) (1.9)
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es solución del PVI

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

u ∈ C2
(
]0, ℓ[× ]0,+∞[

)
∩ C1

(
[0, ℓ]× [0,+∞[

)

∂tu = ∂2xu, (x, t) ∈ (0, ℓ]× [0,+∞)

∂tu(0, t) = ∂xu(ℓ, t) = 0, t > 0,

donde ψ ∈ C2
(
]0, ℓ[

)
∩C1

(
[0, ℓ]

)
y T ∈ C2

(
]0,+∞[

)
∩C1

(
[0,+∞[

)
. Continuando, u(x, t)

satisface la igualdad ∂tu(0, t) = ∂xu(ℓ, t) = 0. De la cual se obtiene

ψ′(0)T (t) = ψ′(ℓ)T (t) = 0, ∀ t > 0.

Ahora, si ψ′(0) 6= 0, T (t) = 0 para todo t > 0. Por tanto, u(x, t) = 0 para todo t > 0.

Así, u ≡ 0. Como necesitamos soluciones no triviales, se debe cumplir ψ′(0) = ψ′(ℓ) = 0.

Además, de ∂tu = ∂2xu se obtiene ψ(x)T ′(t) = ψ′′(x)T (t). Dividiendo esta igualdad entre

ψ(x)T (t) obtenemos

T ′(t)T−1(t) = ψ′′(x)ψ−1(x) = −λ ∈ R−.

Por consiguiente, se obtiene la siguiente EDO





T ∈ C2
(
]0,+∞[

)
∩ C1

(
[0,+∞[

)

T ′(t) = −λT (t).
(1.10)

Cuya solución es T (t) = Ce−λt, donde C ∈ R. Además, se tiene el PVI





ψ ∈ C2(]0, ℓ[) ∩ C1([0, ℓ[)

ψ′′(x) = −λψ(x)
ψ′(0) = ψ′(ℓ) = 0.

(1.11)
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Luego, de (1.11) tenemos ψ′′(x) + λψ(x) = 0. Así, ψ(x) = A cos
(√

λx
)
+ Bsen

(√
λx
)

.

Por tanto,

ψ′(x) = −
√
λAsen

(√
λx
)
+
√
λB cos

(√
λx
)
.

Usando las condiciones de frontera tenemos ψ′(0) =
√
λB cos(0) = 0. Así, B = 0 y

A 6= 0. Además, de ψ′(ℓ) = −
√
λAsen

(√
λℓ
)

= 0 obtenemos
√
λℓ = kπ, para k =

1, 2, 3, . . .. En consecuencia, obtenemos la familia de funciones ψk(x) = A cos

(
kπx

ℓ

)
, para

k = 1, 2, 3, . . .. Asimismo, podemos añadir el caso k = 0 para el cual ψ0(x) = A. Por tanto,

se tiene

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λk =
k2π2

ℓ2

ψk(x) = A cos

(
kπx

ℓ

)
, k = 0, 1, 2, 3, . . .

Tk(t) = C exp

(
−k2π2

ℓ2
t

)
.

Ahora, sin pérdida de generalidad, podemos considerar C = A = 1. Reemplazando estos

valores en (1.9), tenemos

uk(x, t) =
a0
2

+ cos

(
kπx

ℓ

)
exp

(
−k2π2

ℓ2
t

)
.

Luego, superponiendo se obtiene

u(x, t) =
a0
2

+
∞∑

k=1

ak cos

(
kπx

ℓ

)
exp

(
−k2π2

ℓ2
t

)
.

Ahora, considerando t = 0 tenemos

u(x, 0) =
a0
2

+
∞∑

k=1

ak cos

(
kπx

ℓ

)
. (1.12)
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Podemos considerar la función u(x, 0) como la función f(x). Es decir, f(x) := u(x, 0).

Además, los ψk satisfacen las relaciones de ortogonalidad
(
ψk/ψm

)
=





0, k 6= m

ℓ
2
, k = m 6= 0

ℓ, k = m = 0

.

Así,

(
f/ψm

)
= am

ℓ

2
, m = 0, 1, 2, 3, . . . .

Por tanto, los coeficientes am pueden ser expresados como am =
2

ℓ

(
f/ψm

)
, m = 0, 1, 2, 3, . . ..

Por tanto, nuestra solución es

u(x, t) =
a0
2

+
∞∑

k=1

2

ℓ

(
f/ψk

)
cos

(
kπx

ℓ

)
exp

(
−k2π2

ℓ2
t

)
.

Al resolver los PVI hemos logrado representar f , en (1.6) y (1.12), como series que convergen

a una función impar y par, respectivamente. Además, de la Proposición 1.1, f puede ser

expresada de manera única como la suma de una función impar y par. Esto nos motiva a

representar una función periódica, f de periodo 2ℓ, mediante una serie trigonométrica de la

siguiente manera

f(x) =
a0
2

+
∞∑

k=1

(
ak cos

(
kπx

ℓ

)
+ bk sen

(
kπx

ℓ

))
, (1.13)

donde los coeficientes ak y bk están determinados de la siguiente manera

ak =
2

ℓ

(
f/ψk

)
=

2

π

∫ π

0

f(x) cos(kx)dx, k = 0, 1, 2, 3, . . .

bk =
2

ℓ

(
f/ϕk

)
=

2

π

∫ π

0

f(x) sen (kx)dx, k = 1, 2, 3, . . .



CAPÍTULO

2

Funciones periódicas de clase Ck

En este capítulo trabajaremos sobre el espacio de las funciones periódicas con derivada de

orden k continua. En ella desarrollaremos la Teoría de Fourier. Además, analizaremos el

comportamiento de las serie de Fourier en funciones seccionalmente continuas con deriva-

das seccionalmente continuas y buscaremos alternativas de estudiar las series de Fourier en

funciones cuyas series mencionadas divergen.

SECCIÓN 2.1

Series de Fourier

Notación 2.1. El conjunto de las funciones periódicas de clase Ck será denotado por

Ck
per

(
[−ℓ; ℓ]

)
=
{
f : R → C/f ∈ Ck

(
[−ℓ; ℓ]

)
, f(x+ 2ℓ) = f(x), ∀x ∈ R

}
,

para k = 0, 1, 2, . . . y ℓ ∈ R+. Si k = 0, C0
per

(
[−ℓ, ℓ]

)
= Cper

(
[−ℓ, ℓ]

)
.

10
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Proposición 2.1. El espacio Ck
per

(
[−ℓ; ℓ]

)
, para k = 0, 1, 2, 3, . . ., es un C– espacio vectorial

(EV).

Proposición 2.2. La aplicación

‖ · ‖∞,k : C
k
per

(
[−ℓ; ℓ]

)
→ R+

f → ‖f‖∞,k =
k∑

j=0

∥∥∥f (j)
∥∥∥
∞

es una norma, donde

∥∥∥f (j)
∥∥∥
∞

= sup
x∈[−ℓ,ℓ]

∣∣∣f (j)(x)
∣∣∣ para j = 0, 1, 2, 3, . . . , k.

Proposición 2.3. El espacio
(
Ck
per

(
[−ℓ; ℓ]

)
, ‖·‖∞,k

)
es un espacio de Banach.

Observación 2.1. Si f ∈ C
(
[0, ℓ]

)
y f(−ℓ) = f(0) = f(ℓ) = 0,

en (1.1) f se extiende una función impar y f ∈ Cper
(
[−ℓ, ℓ]

)
y,

en (1.8) f se extiende a una función par y f ∈ C1
per

(
[−ℓ, ℓ]

)
.

De ahora en adelante trabajaremos el caso en el que ℓ = π. Es decir, trabajaremos con

funciones periódicas de periodo 2π.

Observación 2.2. Para trabajar con funciones periódicas de periodo 2π hacemos y =
πx

ℓ
en (1.13)

f(y) ∼ a0
2

+
∞∑

k=1

(
ak cos(ky) + bk sen(ky)

)
. (2.1)

Además, ak1 y bk2 quedan determinados por

ak1 =
1

π

∫ π

−π

f(x) cos(k1x)dx y bk2 =
1

π

∫ π

−π

f(x) sen (k2x)dx,

para k1 = 0, 1, 2, . . . y k2 = 1, 2, 3, . . ., respectivamente.
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Definición 2.1 (Producto interno). La aplicación

(
· / ·

)
: Cper

(
[−π, π]

)
× Cper

(
[−π, π]

)
→ C

(f, g) →
(
f/g

)
=

∫ π

−π

f(x)g(x)dx

es un producto interno.

Proposición 2.4 (Relaciones de ortogonalidad). Si denotamos por Φk(x) = eikx, para x ∈
[−π, π] y k ∈ Z, entonces Φk(x) satisface las relaciones de ortogonalidad

(
Φk/Φj

)
=





0, j 6= k

2π, j = k.
(2.2)

Demostración. Sean k, j ∈ Z. Se tiene que

(
Φk/Φj

)
=

∫ π

−π

eikx · e−ijxdx

=

∫ π

−π

ei(k−j)xdx. (2.3)

Si j = k, de (2.3), se tiene que
(
Φk/Φj

)
= 2π y si j 6= k,

(
Φk/Φj

)
=

e(k−j)ix

(k − j)i

∣∣∣∣∣

π

−π

=
1

(k − j)i

(
cos
(
(k − j)x

)
+ i sen

(
(k − j)x

))∣∣∣∣
π

−π

=
1

(k − j)i
2i sen

(
(k − j)π

)

= 0.

Ahora, usando cos(kx) =
eikx + e−kix

2
, sen(kx) =

eikx − e−kix

2i
y las relaciones de ortogo-



Capítulo 2. Funciones periódicas de clase Ck 13

nalidad, la serie (2.1) puede ser expresada en forma compacta mediante el siguiente proceso.

En primer lugar,

ak cos(kx) + bk sen(kx) =
ak − ibk

2
eikx +

ak + ibk
2

e−ikx , k = 1, 2, 3, . . . .

En segundo lugar, tomamos la suma infinita

a0
2

+
∞∑

k=1

(
ak cos(kx) + bk sen(kx)

)
=

a0
2

+
a1 − ib1

2
ei(1)x +

a1 + ib1
2

ei(−1)x

+
a2 − ib2

2
ei(2)x +

a2 + ib2
2

ei(−2)x

+
a3 − ib3

2
ei(3)x +

a3 + ib3
2

ei(−3)x

+
a4 − ib4

2
ei(4)x +

a4 + ib4
2

ei(−4)x + . . . .

Así,
a0
2

+
∞∑

k=1

(
ak cos(kx) + bk sen(kx)

)
=

∞∑

k=−∞

cke
ikx,

donde

c0 =
a0
2
, ck =

ak − ibk
2

, c−k =
ak + ibk

2
, k = 1, 2, 3, . . . .

Finalmente, suponiendo que la serie
∞∑

k=−∞

cke
ikx converge uniformemente a una función f :

R → C. Es decir,

f(x) =
∞∑

k=−∞

ckΦk(x),

donde Φk(x) = eikx para k ∈ Z. Así, podemos determinar los valores ck mediante el producto

interno

(
f/Φk

)
=

∞∑

j=−∞

cj
(
Φj/Φk

)
= 2πck.
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Por tanto,

ck =
1

2π

(
f/Φk

)
=

1

2π

∫ π

−π

f(x)e−ikxdx, k ∈ Z. (2.4)

Estos ck serán denotados por f̂(k) = ck y jugarán un papel muy importante.

Definición 2.2 (Transformada de Fourier). La secuencia
{
f̂(k)

}
k∈Z

⊆ C, donde

f̂(k) =
1

2π

∫ π

−π

f(x)e−ikxdx,

se denomina la transformada de Fourier de f y los números complejos f̂(k) se denominan

coeficientes de Fourier de f .

Definición 2.3 (Serie de Fourier). Sea f ∈ Cper
(
[−π, π]

)
. Se denomina serie de Fourier

generada por f a la serie

∞∑

k=−∞

f̂(k)Φk(x). (2.5)

Proposición 2.5. La aplicación

̂ :
(
Cper

(
[−π, π]

)
, ‖·‖∞

)
→

(
ℓ∞(Z), ‖·‖∞

)

f → f̂ =
{
f̂(k)

}
k∈Z

es una transformación lineal y continua.

Demostración. Es evidente que la aplicación es lineal. Ahora, si consideramos f ∈ Cper
(
[−π, π]

)
,

para todo k ∈ Z se tiene

∣∣∣f̂(k)
∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
1

2π

∫ π

−π

f(x)e−ikxdx

∣∣∣∣∣ 6
1

2π

∫ π

−π

∣∣f(x)
∣∣dx =

1

2π
‖f‖1 6 ‖f‖∞. (2.6)
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En consecuencia, la transformada f̂ =
{
f̂(k)

}
k∈Z

es acotada. Luego, tomando el supremo

se tiene

sup
k∈Z

∣∣∣f̂(k)
∣∣∣ 6 ‖f‖∞.

Por tanto,
∥∥∥f̂
∥∥∥
∞

6 ‖f‖∞.

Notación 2.2. Sea N ∈ Z+. Denotaremos por VN al C–E.V. generado por las funciones

{Φk}−N6k6N .

La N−ésima suma parcial de la serie de Fourier de una función f ∈ Cper
(
[−π, π]

)
, dada por

SN(x) =
N∑

k=−N

f̂(k)Φk(x), pertenece a VN .

Proposición 2.6. Si f ∈ Cper
(
[−π, π]

)
y TN ∈ VN entonces

‖f − SN‖2 6 ‖f − TN‖2, (2.7)

donde ‖·‖2 es la norma de L2. La igualdad en (2.7) se cumple si y solo si TN = SN .

Demostración. La función g = f −SN ∈ V ⊥
N (el espacio ortogonal de VN ). En efecto, como

TN ∈ VN existen αk ∈ C, tal que TN =
N∑

k=−N

αkΦk. Además,

(
g/TN

)
=


f − SN/

N∑

k=−N

αkΦk




=


f/

N∑

k=−N

αkΦk


−


SN/

N∑

k=−N

αkΦk




=
N∑

k=−N

(
f/αkΦk

)
−

N∑

k=−N

(
SN/αkΦk

)

=
N∑

k=−N

αk
(
f/Φk

)
−

N∑

k=−N

αk
(
SN/Φk

)
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=
N∑

k=−N

αk2πf̂(k)−
N∑

k=−N

αk




N∑

j=−N

f̂(j)Φj(x)/Φk




=
N∑

k=−N

αk2πf̂(k)−
N∑

k=−N

N∑

j=−N

αkf̂(j)
(
Φj(x)/Φk

)

=
N∑

k=−N

αk2πf̂(k)−
N∑

k=−N

αkf̂(k)2π

= 0.

Para cualquier TN ∈ VN . Ahora,

‖f − TN‖22 =

∥∥∥∥∥∥
f −

N∑

k=−N

αkΦk

∥∥∥∥∥∥

2

2

=

∥∥∥∥∥∥
g + SN −

N∑

k=−N

αkΦk

∥∥∥∥∥∥

2

2

=

∥∥∥∥∥∥
g +

N∑

k=−N

f̂(k)Φk(x)−
N∑

k=−N

αkΦk

∥∥∥∥∥∥

2

2

=

∥∥∥∥∥∥
g +

N∑

k=−N

(
f̂(k)− αk

)
Φk(x)

∥∥∥∥∥∥

2

2

. (2.8)

Como
N∑

k=−N

(
f̂(k)− αk

)
Φk(x) ∈ VN , entonces


g/

N∑

k=−N

(
f̂(k)− αk

)
Φk(x)


 = 0. Re-

emplazando en (2.8) se tiene

‖f − TN‖22 = ‖g‖22 +

∥∥∥∥∥∥

N∑

k=−N

(
f̂(k)− αk

)
Φk(x)

∥∥∥∥∥∥

2

2

= ‖f − SN‖22 +

∥∥∥∥∥∥

N∑

k=−N

(
f̂(k)− αk

)
Φk(x)

∥∥∥∥∥∥

2

2

. (2.9)
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Si f̂(k) 6= αk entonces

∥∥∥∥∥∥

N∑

k=−N

(
f̂(k)− αk

)
Φk(x)

∥∥∥∥∥∥

2

2

> 0 y reemplazando en (2.9) obtenemos

la desigualdad (2.7). Por el contrario, según (2.9), la igualdad en (2.7) se cumple si y solo si

f̂(k)− αk = 0.

La Proposición 2.6 nos proveé de una buena aproximación de f , en
(
L2, ‖·‖2

)
, mediante la

N−ésima suma parcial de la serie de Fourier de una función f .

Proposición 2.7 (Desigualdad de Bessel). Si f ∈ Cper
(
[−π, π]

)
, la serie

∞∑

k=−∞

∣∣∣f̂(k)
∣∣∣
2

con-

verge y satisface la desigualdad de Bessel

∞∑

k=−∞

∣∣∣f̂(k)
∣∣∣
2

6
1

2π
‖f‖22, (2.10)

donde ‖f‖2 =
∫ π

−π

∣∣f(x)
∣∣2dx. Además, satisface el Lema de Riemann–Lebesgue

ĺım
|k|→∞

f̂(k) = 0. (2.11)

Demostración. Para demostrar que la serie
∞∑

k=−∞

∣∣∣f̂(k)
∣∣∣
2

es convergente, probaremos que la

sucesión {SN}N∈N de las N− ésimas sumas parciales de la serie es creciente y acotada.

En primer lugar, es evidente que la sucesión es creciente, ya que es una suma de términos

positivos. En segundo lugar, probaremos que la sucesión es acotada superiormente. Veamos,

si N ∈ N, es un valor fijo, entonces

0 6

∥∥∥∥∥∥
f −

N∑

k=−N

f̂(k)Φk

∥∥∥∥∥∥

2

2

=


f −

N∑

k=−N

f̂(k)Φk/f −
N∑

k=−N

f̂(k)Φk
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= ‖f‖22 −


f/

N∑

k=−N

f̂(k)Φk


−




N∑

k=−N

f̂(k)Φk/f


+




N∑

k=−N

f̂(k)Φk/
N∑

k=−N

f̂(k)Φk




= ‖f‖22 −
N∑

k=−N

f̂(k)
(
f/Φk

)
−

N∑

k=−N

f̂(k)
(
f/Φk

)
+

N∑

k=−N





N∑

j=−N

f̂(k)f̂(j)
(
Φk/Φj

)




= ‖f‖22 −
N∑

k=−N

f̂(k)
(
2πf̂(k)

)
−

N∑

k=−N

f̂(k)
(
2πf̂(k)

)
+

N∑

k=−N

f̂(k)

(
f̂(k)2π

)

= ‖f‖22 − 2π
N∑

k=−N

∣∣∣f̂(k)
∣∣∣
2

. (2.12)

Ahora, de (2.12) se tiene que 2π
N∑

k=−N

∣∣∣f̂(k)
∣∣∣
2

6 ‖f‖22. Así, obtenemos la cota superior de la

sucesión
N∑

k=−N

∣∣∣f̂(k)
∣∣∣
2

6
1

2π
‖f‖22. (2.13)

Por tanto, la serie
∞∑

k=−∞

∣∣∣f̂(k)
∣∣∣
2

converge. Ahora, tomando el límite al infinito en ambos lados

de (2.13), obtenemos la desigualdad (2.10). Como la serie
∞∑

k=−∞

∣∣∣f̂(k)
∣∣∣
2

es convergente, la

cola de la derecha y de la izquierda de la serie tiende a cero. Es decir, ĺım
k→∞

∣∣∣f̂(k)
∣∣∣
2

= 0 y

ĺım
k→−∞

∣∣∣f̂(k)
∣∣∣
2

= 0. Por lo tanto, ĺım
|k|→∞

∣∣∣f̂(k)
∣∣∣ = 0.

Corolario 2.1. Si f ∈ Cper
(
[−π, π]

)
entonces

f̂ =
{
f̂(k)

}
k∈Z

∈ ℓ2(Z).

Corolario 2.2. Sea f ∈ Cper
(
[−π, π]

)
. La desigualdad de Bessel (2.10) es equivalente a

∥∥∥f̂
∥∥∥
ℓ2
6

1√
2π

‖f‖L2 . (2.14)
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SECCIÓN 2.2

Diferenciabilidad y coeficientes de Fourier

A fin de analizar la convergencia de la serie de Fourier de una función f ∈ Cper
(
[−π, π]

)
es-

tudiaremos el comportamiento de sus coeficientes de Fourier f̂(k). A continuación, veremos

que la diferenciabilidad de f influye en el comportamiento de dichos coeficientes.

Proposición 2.8. Si f ∈ C1
per

(
[−π, π]

)
entonces f ′ ∈ Cper

(
[−π, π]

)
. Además,

f̂ ′ (k) = ikf̂(k), (2.15)

para k ∈ Z.

Demostración. Iniciemos considerando f ∈ C1
per

(
[−π, π]

)
,

f ′(x+ 2π) = ĺım
h→0

f(x+ 2π + h)− f(x+ 2π)

h
= ĺım

h→0

f(x+ h)− f(x)

h
= f ′(x).

Así, f ′ ∈ Cper
(
[−π, π]

)
. Ahora, sea k ∈ Z

f̂ ′(k) =
1

2π

∫ π

−π

f ′(x)e−ikxdx

=
1

2π

[
f(x)e−ikx

∣∣∣
π

−π
+ ik

∫ π

−π

f(x)e−ikxdx

]

=
1

2π

[
f(π)e−iπx − f(−π)eiπx

]
+ ik

1

2π

[∫ π

−π

f(x)e−ikxdx

]

= 0 + ikf̂(k).

Corolario 2.3. Si f ∈ C1
per

(
[−π, π]

)
, entonces ĺım|k|→∞ f̂(k) = 0.
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Demostración. Consideremos k ∈ Z− {0}. Ahora,

∣∣∣f̂(k)
∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
f̂ ′ (k)

ik

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∫ π

−π

f ′(x)e−ikxdx

2πik

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
6

∫ π

−π

∣∣f ′(x)
∣∣dx

2π|k| =
‖f ′‖1
2π|k| .

Por consiguiente, haciendo tender |k| al infinito, en ambos lados obtenemos

0 6 ĺım
|k|→∞

∣∣∣f̂(k)
∣∣∣ 6 ĺım

|k|→∞

‖f ′‖1
2π|k| = 0.

Esto prueba que ĺım|k|→∞ f̂(k) = 0.

La Proposición 2.7 hace referencia al decaimiento de los coeficientes de Fourier de una fun-

ción f ∈ Cper
(
[−π, π]

)
. Mientras que el Corolario 2.3 nos dice que una condición más fuerte

para el decaimiento de los coeficientes de Fourier de una función f , es que f ∈ C1
per

(
[−π, π]

)
.

Teorema 2.1. Si f ∈ C1
per

(
[−π, π]

)
, su serie de Fourier

∞∑

k=−∞

f̂(k)eikx converge absoluta y

uniformemente.

Demostración. Según el M-test de Weierstrass, es suficiente probar que la serie

∞∑

k=−∞

∣∣∣f̂(k)eikx
∣∣∣ =

∞∑

k=−∞

∣∣∣f̂(k)
∣∣∣

es acotada por una serie convergente. Para ello, consideremos la N -ésima suma parcial

N∑

k=−N

∣∣∣f̂(k)
∣∣∣ =

∣∣∣f̂(0)
∣∣∣+

∑

16|k|6N

∣∣∣f̂(k)
∣∣∣ =

∣∣∣f̂(0)
∣∣∣+

∑

16|k|6N

∣∣∣ f̂ ′ (k)
∣∣∣

|ik| . (2.16)
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Ahora, consideremos los vectores

u =

(∣∣∣f̂(0)
∣∣∣,
∣∣∣f̂(1)

∣∣∣,
∣∣∣f̂(2)

∣∣∣, . . . ,
∣∣∣f̂(N)

∣∣∣
)

∈ CN y v =

(
1,

1

2
,
1

3
, . . . ,

1

k

)
∈ CN

Luego, usemos la desigualdad de Cauchy-Schwartz para obtener

∑

16|k|6N

∣∣∣ f̂ ′ (k)
∣∣∣ 1|k| 6


 ∑

16|k|6N

∣∣∣ f̂ ′ (k)
∣∣∣
2




1

2

 ∑

16|k|6N

1

|k|2




1

2

=


 ∑

16|k|6N

∣∣∣ f̂ ′ (k)
∣∣∣
2




1

2

2

∑

16k6N

1

k2




1

2

.

Reemplacemos esta desigualdad en (2.16), para obtener

N∑

k=−N

∣∣∣f̂(k)
∣∣∣ 6

∣∣∣f̂(0)
∣∣∣+


 ∑

16|k|6N

∣∣∣ f̂ ′ (k)
∣∣∣
2




1

2

2

∑

16k6N

1

k2




1

2

.

A continuación, hacemos tender N al infinito

∞∑

k=−∞

∣∣∣f̂(k)
∣∣∣ 6

∣∣∣f̂(0)
∣∣∣+




∞∑

k=−∞

∣∣∣ f̂ ′ (k)
∣∣∣
2




1

2

2

∞∑

k=1

1

k2




1

2

.

Finalmente, usemos la Desigualdad de Bessel para obtener la acotación deseada

∞∑

k=−∞

∣∣∣f̂(k)
∣∣∣ 6

∣∣∣f̂(0)
∣∣∣+
[
1

2π

∥∥f ′
∥∥2
2

] 1

2


2

∞∑

k=1

1

k2




1

2

=
∣∣∣f̂(0)

∣∣∣+ 1√
2π

∥∥f ′
∥∥
2

(√
2× π√

6

)

=
∣∣∣f̂(0)

∣∣∣+
√
π

6

∥∥f ′
∥∥
2
<∞.



Capítulo 2. Funciones periódicas de clase Ck 22

Luego, la serie
∞∑

k=−∞

f̂(k)eikx converge absoluta y uniformemente.

Proposición 2.9. Sea n ∈ N. Si f ∈ Cn
per

(
[−π, π]

)
,

f̂ (n) (k) = (ik)nf̂(k),

para todo k ∈ Z.

Demostración. Usemos el método de inducción matemática. Sea k ∈ Z fijo y arbitrario. Para

n = 1, la proposición es cierta. Ahora, supongamos cierta la proposición para n ∈ N. En

consecuencia,

f̂ (n+1) (k) =
(̂
f (n)

)′
(k) =

[
(ik)f̂ (n)(k)

]
= (ik)n(ik)f̂(k) = (ik)n+1f̂(k).

Así, hemos probado que la proposición es cierta para n+ 1.

SECCIÓN 2.3

Teorema de la convergencia de Fourier

Anteriormente hemos demostrado que la serie de Fourier de una función periódica de clase

C1 converge uniformemente. En esta sección mostraremos que la serie de Fourier de una

función f ∈ C1
per([−π, π]) converge uniformemente a f(x).

Definición 2.4. Una función f : [a, b] → C se denomina seccionalmente continua si existe

una partición a = x0 < x1 < x2 < . . . , < xn = b del intervalo [a, b], tal que f es continua

en cada subintervalo ]xi, xi+1[. Además, existe el límite de f cuando x tiende a xi o a xi+1

en ]xi, xi+1[, para i = 0, 1, 2, . . . , n− 1.

Notación 2.3. Denotaremos por f(x+i ) = ĺımx→x+i
f(x) y f(x−i ) = ĺımx→x−i+1

f(x) para

i = 0, 1, 2, . . . , n− 1.
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Lema 2.1. Sea f : R → C una función periódica, de periodo 2π, tal que f y f ′ son seccio-

nalmente continuas. Si f es continua en x = 0 y f(0) = 0, la serie de Fourier de f converge

en x = 0 a f(0). Es decir,

∞∑

k=−∞

f̂(k)eik(0) = f(0).

Demostración. Observemos que
∞∑

k=−∞

f̂(k)eik(0) = f(0) equivale a
∞∑

k=−∞

f̂(k) = 0. En

efecto, definamos la función g : R → C de la siguiente manera

g(x) =





f(x)

eix − 1
, si x 6= 0 y x ∈ [−π, π[

−if ′(0+), si x = 0.

Esta función satisface:

g es periódica y de periodo 2π. En efecto,

g(x+ 2π) =
f(x+ 2π)

ei(x+2π) − 1
=

f(x)

eixei2π − 1
=

f(x)

eix − 1
= g(x).

Los límites laterales, cuando x tiende a cero, existen

g(0+) = ĺım
x→0+

[
f(x)

eix − 1

]
= ĺım

x→0+

[
f(x)

x

x

eix − 1

]

= ĺım
x→0+

[
f(x)

x

]
ĺım
x→0+

[
x

eix − 1

]
(Regla de L’Hopital)

= ĺım
x→0+

[
f(x)

x

]
ĺım
x→0+

[
1

ieix

]

=
1

i
ĺım
x→0+

[
f(x)− f(0)

x− 0

]

= −if ′(0+)

= −if ′(0−)

= g(0−).
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Así, g es seccionalmente continua y por el lema de Riemann–Lebesgue ĺım|k|→0 ĝ(k) = 0.

Ahora, determinemos los coeficientes de Fourier de f . Para ello, consideremos k ∈ Z, tal que

f̂(k) =
1

2π

∫ π

−π

[
g(x)

(
eix − 1

)]
e−ikxdx

=
1

2π

∫ π

−π

g(x)e−i(k−1)xdx− 1

2π

∫ π

−π

g(x)e−ikxdx

= ĝ(k − 1)− ĝ(k).

Por tanto,
n∑

k=−n

f̂(k) = ĝ(−n− 1)− ĝ(n). Finalmente, aplicando el límite al infinito

ĺım
n→∞

n∑

k=−n

f̂(k) = ĺım
n→∞

ĝ(−n− 1)− ĺım
n→∞

ĝ(n) = 0.

Teorema 2.2. Si f : R → C es periódica, de periodo 2π, tal que f y f ′ son seccionalmente

continuas entonces la serie de Fourier de f converge en x0 de la siguiente manera:

∞∑

k=−∞

eikx0 f̂(k) =
1

2

(
f(x+0 ) + f(x−0 )

)
, (2.17)

para todo x0 ∈ R.

Demostración. Partiremos definiendo las funciones g, h : R → C de la siguiente manera:

g(x) = f(x+ x0)−
1

2

(
f(x+0 ) + f(x−0 )

)
,

h(x) =





1

2

(
g(x) + g(−x)

)
, si x 6= 0 y x ∈ [−π, π[

0, si x = 0.

Así, g es periódica, pues lo hereda de f . Por tanto, h es periódica y de periodo 2π. Además,
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f ′, g′ y h′ son seccionalente continuas. Ahora,

g(x+0 ) = ĺım
x→0+

(
f(x+ x0)−

1

2

(
f(x+0 ) + f(x−0 )

))

= f(x+0 )−
1

2

(
f(x+0 ) + f(x−0 )

)

=
1

2
f(x+0 )−

1

2
f(x−0 ).

Análogamente, podemos demostrar que g(x−0 ) =
1

2
f(x−0 )−

1

2
f(x+0 ). Así, g(0+)+g(0−) = 0.

Ahora, si consideramos este resultado tenemos ĺımx→0 h(x) = 0 = h(0). Así, h es continua

en x = 0. Por tanto, h satisface las condiciones del Lema 2.1. En consecuencia,
∞∑

k=−∞

ĥ(k) =

0. De otro lado,

ĥ(k) =
1

2π

∫ π

−π

h(x)e−ikxdx

=
1

2π

{∫ 0

−π

[
1

2

(
g(x) + g(−x)

)]
e−ikxdx+

∫ π

0

[
1

2

(
g(x) + g(−x)

)]
e−ikxdx

}

=
1

2

[
1

2π

∫ π

−π

g(x)e−ikxdx+
1

2π

∫ π

−π

g(−x)e−ikxdx
]

=
1

2

[
ĝ(k)− 1

2π

∫ −π

π

g(y)eikydy

]

=
1

2

[
ĝ(k) +

1

2π

∫ π

−π

g(y)eikydy

]

=
1

2

[
ĝ(k) + ĝ(−k)

]
.

Usando esta igualdad, para n ∈ N, tenemos

n∑

k=−n

ĥ(k) =
−1∑

k=−n

ĥ(k) + ĥ(0) +
n∑

k=1

ĥ(k)

=
1

2

(
ĝ(−n) + ĝ(n) + ĝ(−n+ 1) + ĝ(n− 1) + ĝ(−n+ 2) + ĝ(n− 2)+
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. . .+ ĝ(−3) + ĝ(3) + ĝ(−2) + ĝ(2) + ĝ(−1) + ĝ(1) + ĝ(0) + ĝ(1) +

ĝ(−1) + ĝ(2) + ĝ(−2) + ĝ(3) + ĝ(−3) + . . .+ ĝ(n− 2) + ĝ(−n+ 2) +

ĝ(n− 1) + ĝ(−n+ 1) + ĝ(n) + ĝ(−n)
)

=
n∑

k=−n

ĝ(k).

Aplicando el límite, cuando n tiende al infinito, tenemos

∞∑

k=−∞

ĝ(k) = 0.

Ahora, determinemos los coeficientes de Fourier de g en términos de f . Para ello, considere-

mos k ∈ Z. En primer lugar, si k 6= 0,

ĝ(k) =
1

2π

∫ π

−π

f(x+ x0)e
−ikxdx− 1

2

[
1

2π

∫ π

−π

(
f(x+0 ) + f(x−0 )

)
e−ikxdx

]

=
1

2π

∫ π

−π

f(y)e−ik(y−x0)dy − 1

2

[
f(x+0 ) + f(x−0 )

2π

∫ π

−π

e−ikxdx

]

= eikx0
1

2π

∫ π

−π

f(y)e−ikydy − 0

= eikx0 f̂(k).

En segundo lugar, si k = 0,

ĝ(0) =
1

2π

∫ π

−π

f(x+ x0)e
−i(0)xdx− 1

2

[
1

2π

∫ π

−π

(
f(x+0 ) + f(x−0 )

)
e−i(0)xdx

]

=
1

2π

∫ π+x0

−π+x0

f(y)e−i(0)(y−x0)dy − 1

2

[
1

2π

∫ π

−π

(
f(x+0 ) + f(x−0 )

)
1dx

]

=
1

2π

∫ π

−π

f(y)e−i(0)ydy − 1

2

[
f(x+0 ) + f(x−0 )

2π

∫ π

−π

dx

]

= f̂(0)− 1

2

(
f(x+0 ) + f(x−0 )

)
.
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En tercer lugar, para n ∈ N, tenemos

n∑

k=−n

ĝ(k) =
−1∑

k=−n

ĝ(k) + ĝ(0) +
n∑

k=1

ĝ(k)

=
−1∑

k=−n

eikx0 f̂(k) +

(
f̂(0)− 1

2

(
f(x+0 ) + f(x−0 )

))
+

n∑

k=1

eikx0 f̂(k)

=
−1∑

k=−n

eikx0 f̂(k) +

(
f̂(0)ei(0)x0 − 1

2

(
f(x+0 ) + f(x−0 )

))
+

n∑

k=1

eikx0 f̂(k)

=
n∑

k=−n

eikx0 f̂(k)− 1

2

(
f(x+0 ) + f(x−0 )

)
.

Finalmente, haciendo tender n al infinito

∞∑

k=−∞

ĝ(k) =
∞∑

k=−∞

eikx0 f̂(k)− 1

2

(
f(x+0 ) + f(x−0 )

)

= 0.

Por tanto,
∞∑

k=−∞

eikx0 f̂(k) =
1

2

(
f(x+0 ) + f(x−0 )

)
.

El teorema de Fourier afirma que, la serie de Fourier de una función f : R → C, seccional-

mente continua y con derivada seccionalmente continua en un valor x0 ∈ R, converge a la

semisuma de los límites laterales de f en x0. Podemos ver un ejemplo gráfico en la Figura

2.1.

Corolario 2.4. Si f ∈ Cper
(
[−π, π]

)
y tiene derivada seccionalmente continua, entonces la

serie de Fourier generada por f converge uniformemente a f .

Demostración. Iniciemos considerando la igualdad (2.15). Esta sigue siendo válida si f es

continua, periódica y coon derivada seccionalmente continua. Ahora, usando el Teorema 2.1,
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se puede concluir que la serie de Fourier de f converge uniformemente. Veamos a que valor

converge la serie de Fourier. Sea x0 ∈ R. Como f es continua en x0 entonces f(x+0 ) =

f(x−0 ) = f(x0). Luego, de (2.17) tenemos

∞∑

k=−∞

eikx0 f̂(k) =
1

2

(
f(x+0 ) + f(x−0 )

)
= f(x0),

para todo x0 ∈ R.

f(π+) + f(π−)

2

x

y

−3π −2π −π π 2π 3π

Figura 2.1: f y f ′ seccionalmente continuas. Fuente: Elaboración propia.

Lema 2.2 (Identidad de Polarización). Sea
(
V,
(
·/·
))

un C–espacio vectorial dotado de un

producto interno. ‖u‖ =
√(

u/u
)

define una norma en V si y solo si

(
u/v
)
=

1

4

(
‖u+ v‖2 − ‖u− v‖2 + i‖u+ iv‖2 − i‖u− iv‖2

)
. (2.18)

Esta última igualdad se denomina la Identidad de polarización.
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Corolario 2.5 (Identidad de Parseval). Si f ∈ Cper
(
[−π, π]

)
y posee derivada seccionalmen-

te continua, se cumple

∥∥∥f̂
∥∥∥
2

ℓ2

=
1

2π
‖f‖2L2

. (2.19)

Esta igualdad se denomina Identidad de Parseval.

Demostración. Recordemos las igualdades

∥∥∥f̂
∥∥∥
2

ℓ2

=
∞∑

k=−∞

∣∣∣f̂(k)
∣∣∣
2

y ‖f‖2L2
=

∫ π

−π

∣∣f(x)
∣∣2dx.

Ahora, como la serie de Fourier de f converge uniformemente a f , tenemos

0 = ĺım
N→∞

∥∥∥∥∥∥
f −

N∑

k=−N

f̂(k)Φk

∥∥∥∥∥∥

2

L2

= ĺım
N→∞


‖f‖2L2

− 2π
N∑

k=−N

∣∣∣f̂(k)
∣∣∣
2




= ‖f‖2L2
− 2π

∞∑

k=−∞

∣∣∣f̂(k)
∣∣∣
2

.

Así,
1

2π
‖f‖2L2

=
∞∑

k=−∞

∣∣∣f̂(k)
∣∣∣
2

.

La Identidad de Parseval es reescrita, considerando el producto interno, de la siguiente manera

(
f̂/ĝ

)
=

∞∑

k=−∞

f̂(k)ĝ(k) =
1

2π

∫ π

−π

f(x)g(x)dx =
1

2π

(
f/g

)
. (2.20)

Para ello, solo bastará hacer uso de la Identidad de Polarización

(
f̂/ĝ

)
=

1

4

(∥∥∥f̂ + ĝ
∥∥∥
2

ℓ2

−
∥∥∥f̂ − ĝ

∥∥∥
2

ℓ2

+ i
∥∥∥f̂ + i ĝ

∥∥∥
2

ℓ2

− i
∥∥∥f̂ − i ĝ

∥∥∥
2

ℓ2

)
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=
1

4

(∥∥∥f̂ + g
∥∥∥
2

ℓ2

−
∥∥∥f̂ − g

∥∥∥
2

ℓ2

+ i
∥∥∥f̂ + ig

∥∥∥
2

ℓ2

− i
∥∥∥f̂ − ig

∥∥∥
2

ℓ2

)

=
1

2π

1

4

(
‖f + g‖2L2

− ‖f − g‖2L2
+ i‖f + ig‖2L2

− i‖f − ig‖2L2

)

=
1

2π

(
f/g

)
.

SECCIÓN 2.4

Núcleos de Féjer, Dirichlet y Poisson

Existen funciones continuas cuyas series de Fourier divergen. En estos casos podemos consi-

derar métodos alternativos, los cuales asignan una suma a una serie infinita.

Notación 2.4. Sean f ∈ Cper
(
[−π, π]

)
yN ∈ N. Denotaremos por SN(f ; x) =

N∑

k=−N

f̂(k)eikx

a laN -ésima suma parcial de la serie de Fourier de f . Además, σN(f ; x) =
1

N + 1

N∑

n=0

Sn(f ; x)

denotará el promedio de las N + 1 sumas parciales de la serie de Fourier de f .

Definición 2.5. Sea f ∈ Cper
(
[−π, π]

)
. Se dice que la serie de Fourier de f es sumable en el

punto x0, en el sentido de Cesàro si existe el límite ĺımN→∞ σN(f ; x0).

Observemos que ocurre si desarrollamos σN(f ; x)

σN(f ; x0) =
1

N + 1

N∑

n=0




n∑

k=−n

f̂(k)eikx




=
1

N + 1


f̂(0)ei(0)x +

1∑

k=−1

f̂(k)eikx +
2∑

k=−2

f̂(k)eikx +
3∑

k=−3

f̂(k)eikx + . . .+
N∑

k=−N

f̂(k)eikx




=
1

N + 1
f̂(−N)ei(−N)x +

2

N + 1
f̂(−N + 1)ei(−N+1)x + . . .+

N − 2

N + 1
f̂(−3)ei(−3)x

+
N − 1

N + 1
f̂(−2)ei(−2)x +

N

N + 1
f̂(−1)ei(−1)x +

N + 1

N + 1
f̂(0)ei(0)x +

N

N + 1
f̂(1)ei(1)x

+
N − 1

N + 1
f̂(2)ei(2)x +

N − 2

N + 1
f̂(3)ei(3)x . . .+

2

N + 1
f̂(N − 1)ei(N−1)x +

1

N + 1
f̂(N)ei(N)x
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=

(
1− |−N |

N + 1

)
f̂(−N)ei(−N)x +

(
1− |−N + 1|

N + 1

)
f̂(−N + 1)ei(−N+1)x + . . .

+

(
1− |−3|

N + 1

)
f̂(−3)ei(−3)x +

(
1− |−2|

N + 1

)
f̂(−2)ei(−2)x

+

(
1− |−1|

N + 1

)
f̂(−1)ei(−1)x +

(
1− 0

N + 1

)
f̂(0)ei(0)x +

(
1− |1|

N + 1

)
f̂(1)ei(1)x

+

(
1− |2|

N + 1

)
f̂(2)ei(2)x +

(
1− |3|

N + 1

)
f̂(3)ei(3)x

. . .+

(
1− |N − 1|

N + 1

)
f̂(N − 1)ei(N−1)x +

(
1− |N |

N + 1

)
f̂(N)ei(N)x

=
N∑

k=−N

(
1− |k|

N + 1

)
f̂(k)eikx.

Ahora, reemplacemos el valor de f̂(k)

σN(f ; x) =
N∑

k=−N

(
1− |k|

N + 1

)(
1

2π

∫ π

−π

f(y)e−ikydy

)
eikx

=
1

2π

∫ π

−π

f(y)




N∑

k=−N

(
1− |k|

N + 1

)
eik(x−y)


dy.

Definición 2.6 (Núcleo de Féjer). Sean N ∈ N fijo y x ∈ R. La función KN(x) =
N∑

k=−N

(
1− |k|

N + 1

)
eikx ∈ Cper

(
[−π, π]

)
y se denomina Núcleo de Féjer de orden N .

Así, podemos reescribir el promedio de las N + 1 sumas parciales de la siguiente manera:

σN(f ; x) =
1

2π

∫ π

−π

f(y)KN(x− y)dy.

Definición 2.7. Sean f y g ∈ Cper
(
[−π, π]

)
. La convolución de f y g, denotada por f ∗ g, se

define por (f ∗ g)(x) = 1

2π

∫ π

−π

f(y)g(x− y)dy, para todo x ∈ R.

Proposición 2.10. Sean f, g, h ∈ Cper
(
[−π, π]

)
y α ∈ C. Se tienen las siguientes propieda-

des:
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1. f ∗ g ∈ Cper
(
[−π, π]

)
.

2. (f ∗ g) ∗ h = f ∗ (g ∗ h).

3. f ∗ g = g ∗ f .

4. (f + g) ∗ h = f ∗ h+ g ∗ h.

5. (αf) ∗ g = α(f ∗ g) = f ∗ (αg).

6. ‖f ∗ g‖∞ 6 ‖f‖∞‖g‖∞.

7. f̂ ∗ g(k) = f̂(k) ĝ(k) para todo k ∈ Z.

8. Si ft(x) = f(x− t), f̂t(k) = e−iktf̂(k), para todo k ∈ Z y t ∈ R.

Demostración. En primer lugar, f ∗ g es continua y periódica, de periodo 2π. En segundo

lugar, como f ∗ g ∈ Cper
(
[−π, π]

)
, tiene sentido (f ∗ g) ∗ h. Así,

(f ∗ g) ∗ h =
1

2π

∫ π

−π

(f ∗ g)(y)h(x− y)dy

=
1

2π

∫ π

−π

[
1

2π

∫ π

−π

f(z)g(y − z)dz

]
h(x− y)dy

=
1

(2π)2

∫ π

−π

[∫ π

−π

f(z)g(y − z)h(x− y)dz

]
dy

u = y − z ⇒ u+ z = y , du = dy

(f ∗ g) ∗ h =
1

(2π)2

∫ π

−π

[∫ π

−π

f(z)g(u)h(x− u− z)dz

]
du (2.21)

f ∗ (g ∗ h) =
1

2π

∫ π

−π

f(y)(g ∗ h)(x− y)dy

=
1

2π

∫ π

−π

f(y)

[
1

2π

∫ π

−π

g(z)h(x− y − z)dz

]
dy

=
1

(2π)2

∫ π

−π

[∫ π

−π

f(y)g(z)h(x− y − z)dz

]
dy

y = z , z = u
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f ∗ (g ∗ h) =
1

(2π)2

∫ π

−π

[∫ π

−π

f(z)g(u)h(x− z − u)du

]
dz. (2.22)

En tercer lugar, las funciones f, g y h ∈ Cper
(
[−π, π]

)
son uniformemente continuas. Ade-

más, la función

(u, z) ∈ [−π, π]× [−π, π] → f(z)g(u)h(x− z − u)

es uniformemente continua. Así, por el Teorema de Fubbini, podemos intercambiar el orden

de las integrales. Por tanto, (2.21) y (2.22) son iguales. En cuarto lugar, veamos la commuta-

tividad. Sea x ∈ [−π, π] un valor fijo, al cual le aplicaremos f ∗ g. Así,

(f ∗ g)(x) =
1

2π

∫ π

−π

f(y)g(x− y)dy

−y + x = u⇒ x− u = y

=
1

2π

∫ −π+x

π+x

f(x− u)g(u)(−du)

=
1

2π

∫ π+x

−π+x

f(x− u)g(u)du

=
1

2π

∫ π

−π

g(u)f(x− u)du

= (g ∗ f)(x).

En quinto lugar, la distributividad respecto a la suma y el comportamiento de los escalares

con la convolución se siguen de las propiedades de la integral. En sexto lugar,

‖f ∗ g‖∞ = sup
x∈[−π,π]

∣∣(f ∗ g)(x)
∣∣

= sup
x∈[−π,π]

∣∣∣∣∣
1

2π

∫ π

−π

f(y)g(x− y)dy

∣∣∣∣∣

6
1

2π

∫ π

−π

∣∣f(y)
∣∣ sup
x∈[−π,π]

∣∣g(x− y)
∣∣dy

6
1

2π

∫ π

−π

∣∣f(y)
∣∣‖g‖∞dy
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=
1

2π
‖g‖∞

∫ π

−π

∣∣f(y)
∣∣dy

6
1

2π
‖g‖∞

∫ π

−π

‖f‖∞dy

=
1

2π
‖f‖∞‖g‖∞

∫ π

−π

1dy

= ‖f‖∞‖g‖∞.

En séptimo lugar, veamos el comportamiento de la transformada de Fourier respecto a la

convolución. Para ello, tengamos en cuenta que f(y)g(x− y) es uniformemente continua en

[−π, π]× [−π, π]. Esto permite intercambiar el orden de integración de la siguiente manera

f̂ ∗ g(k) =
1

2π

∫ π

−π

(f ∗ g)(x)e−ikxdx

=
1

4π2

∫ π

−π

(∫ π

−π

f(y)g(x− y)e−ikxdy

)
dx

=
1

4π2

∫ π

−π

(∫ π

−π

f(y)g(x− y)e−ikxdx

)
dy

=
1

4π2

∫ π

−π

f(y)e−iky

(∫ π

−π

g(x− y)e−ik(x−y)dx

)
dy

x− y = z ⇒ dx = dz

=
1

2π

∫ π

−π

f(y)e−iky

(
1

2π

∫ π−y

−π−y

g(z)e−ikzdz

)
dy

=

(
1

2π

∫ π−y

−π−y

g(z)e−ikzdz

)(
1

2π

∫ π

−π

f(y)e−ikydy

)

=

(
1

2π

∫ π

−π

g(z)e−ikzdz

)(
1

2π

∫ π

−π

f(y)e−ikydy

)

= f̂(k) ĝ(k).

Finalmente,

f̂t(k) =
1

2π

∫ π

−π

f(x− t)e−ikxdx
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=
1

2π

∫ π−t

−π−t

f(y)e−ik(y+t)dy

= e−ikt
1

2π

∫ π−t

−π−t

f(y)e−ikydy

x− t = y ⇒ dx = dy

= e−iktf̂(k).

La proposición anterior afirma que el espacio vectorial
(
Cper

(
[−π, π]

)
, ∗
)

, dotado de la con-

volución como producto, es un álgebra de Banach sin identidad. Esto se puede comprobar ya

que no existe una función f ∈ Cper
(
[−π, π]

)
, tal que f ∗ g = g para todo g ∈ Cper

(
[−π, π]

)
.

A continuación, trataremos de definir una secuencia de funciones que juegue el papel de la

identidad requerida.

Definición 2.8 (Identidad aproximada). Sea n ∈ Z+. Una secuencia de funciones {ϕn}n>1 ⊆
Cper

(
[−π, π]

)
se denomina identidad aproximada si satisface las siguientes condiciones:

1. ϕn(x) > 0, para todo x ∈ R.

2.
1

2π

∫ π

−π

ϕn(x)dx = 1.

3. Para todo δ ∈ (0, π),

ĺım
n→∞

[∫ −δ

−π

ϕn(x)dx+

∫ π

δ

ϕn(x)dx

]
= 0. (2.23)

Una identidad aproximada puede ser descrita como una secuencia de funciones positivas,

cuyo valor promedio es 1. Además, si x ∈ Cper
(
[−π, π]

)
− {0} entonces ĺımn→∞ ϕn(x) = 0

y ĺımn→∞ ϕ(0) = +∞. Intuitivamente, esta secuencia no converge, ni en forma puntual, a una

función continua. Un ejemplo gráfico de identidad aproximada, se muestra acontinuación.
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−π −δ 0 δ π

0

x

ϕ
n

ϕ1
ϕ2
ϕ3

Figura 2.2: Identidad aproximada {ϕn}n>1. Fuente: Elaboración propia.

Proposición 2.11. Si {ϕn}n>1 es una identidad aproximada entonces f ∗ ϕn → f uniforme-

mente, en la norma ‖·‖∞, para todo f ∈ Cper
(
[−π, π]

)
.

Demostración. Para comenzar, si consideramos que f es la función nula, no hay nada que

probar. Por tanto, consideremos que f 6≡ 0. Así, nuestro objetivo será demostrar que para

todo ε > 0 existe N ∈ N, tal que si n > N entonces
∥∥(f ∗ ϕn)(x)− f(x)

∥∥
∞
< ε. Es decir,

supx∈R
∣∣(f ∗ ϕn)(x)− f(x)

∣∣ < 0. Para tal fin, consideremos ε > 0. Como f es periódica y

continua sobre el conjunto compacto [−π, π], f es uniformemente continua. Así, existe δ > 0

el cual podemos considerar en ]0, π[, tal que si |x− y| < δ entonces
∣∣f(x)− f(y)

∣∣ < ε

2
.

Ahora, sea x ∈ R entonces

∣∣(f ∗ ϕn)(x)− f(x)
∣∣ =

∣∣∣∣∣
1

2π

∫ π

−π

f(y)ϕn(x− y)dy − f(x)
1

2π

∫ π

−π

ϕn(x)dx

∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣
1

2π

∫ π

−π

[
f(x− t)− f(x)

]
ϕn(t)dt

∣∣∣∣∣

6
1

2π

∫

δ6|t|6π

∣∣f(x− t)− f(x)
∣∣ϕn(t)dt

+
1

2π

∫ δ

−δ

∣∣f(x− t)− f(x)
∣∣ϕn(t)dt. (2.24)
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Acotemos cada sumando. Iniciemos con el primer sumando

1

2π

∫

δ6|t|6π

∣∣f(x− t)− f(x)
∣∣ϕn(t)dt 6

1

2π

∫

δ6|t|6π

(∣∣f(x− t)
∣∣+
∣∣f(x)

∣∣
)
ϕn(t)dt

6
1

2π

∫

δ6|t|6π

(
‖f‖∞ + ‖f‖∞

)
ϕn(t)dt

=
‖f‖∞
π

∫

δ6|t|6π

ϕn(t)dt.

Para el segundo sumando, debemos considerar que
∣∣(x− t)− x

∣∣ = |t| < δ entonces

1

2π

∫ δ

−δ

∣∣f(x− t)− f(x)
∣∣ϕn(t)dt <

1

2π

∫ δ

−δ

ε

2
ϕn(t)dt =

ε

2

1

2π

∫ δ

−δ

ϕn(t)dt =
ε

2
.

Consideremos N ∈ N, un valor fijo, tal que n > N . Así, se tiene

∫

δ6|t|6π

ϕn(t)dt =

∫ −δ

−π

ϕn(t)dt+

∫ π

δ

ϕn(t)dt <
πε

2‖f‖∞
.

Por tanto, para todo n > N y para todo x ∈ R, de (2.24), se tiene

∣∣(f ∗ ϕn)(x)− f(x)
∣∣ < ε

2
+
ε

2
= ε.

Recordemos que, dados f ∈ Cper
(
[−π, π]

)
y N ∈ N, se tiene

σN(f ; x) =
1

2π

∫ π

−π

f(y)KN(x− y)dy.

Por lo hecho anteriormente, sabemos que σN(f ; x) = (f ∗KN)(x). Así, si deseamos probar

que σN(f) = f ∗ KN → f uniformemente, es suficiente probar que los núcleos de Féjer

{KN} forman una identidad aproximada. Esto se podrá obtener mediante el siguiente lema.
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Lema 2.3. Para todo N ∈ Z, tal que N > 1, los núcleos de Féjer de orden N satisfacen

KN(x) =





1

N + 1




sen

(
(N + 1)x

2

)

sen

(
x

2

)




2

, si x 6= 2kπ, k ∈ Z

N + 1, si x = 2kπ , para algún k ∈ Z.

Demostración. Si x = 2mπ, para algún m ∈ Z, entonces

KN(x) =
N∑

k=−N

(
1− |k|

N + 1

)
eik(2mπ)

=
N∑

k=−N

(
1− |k|

N + 1

)

=
N∑

k=−N

1−
N∑

k=−N

|k|
N + 1

= 2N + 1− 1

N + 1

N∑

k=−N

|k|

= 2N + 1− 2

N + 1

N(N + 1)

2

= N + 1.

Si x 6= 2mπ, para todo k ∈ Z entonces sen

(
x

2

)
6= 0. Además, usando

sen2

(
x

2

)
=

1− cos(x)

2
=

1

2
− eix

4
− e−ix

4
, (2.25)

tenemos

sen2

(
x

2

)
KN(x) =

N∑

k=−N

(
N + 1− |k|
N + 1

)
eikx

(
1

2
− eix

4
− e−ix

4

)
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=
1

N + 1

N∑

k=−N

(
(
N + 1− |k|

)eikx
2

−
(
N + 1− |k|

)ei(k+1)x

4
−
(
N + 1− |k|

)ei(k−1)x

4

)
.

En el segundo sumando podemos hacer el cambio de índice n = k+1 y en el tercer sumando

n = k − 1. Así,

sen2

(
x

2

)
KN(x) =

1

N + 1




N∑

k=−N

(
N + 1− |k|

)eikx
2

−
N+1∑

n=−N+1

(
N + 1− |n− 1|

)einx
4

−
N−1∑

n=−N−1

(
N + 1− |n+ 1|

)einx
4


. (2.26)

Si cambiamos la variable n por k en la sumatoria, obtenemos lo siguiente

N∑

k=−N

(
N + 1− |k|

)eikx
2

=
N−1∑

k=−N+1

2
(
N + 1− |k|

)eikx
4

+
eiNx

2
+
e−iNx

2
,

−
N+1∑

k=−N+1

(
N + 1− |k − 1|

)eikx
4

= −
N−1∑

k=−N+1

(
N + 1− |k − 1|

)eikx
4

− ei(N+1)x

4
− 2eiNx

4
,

−
N−1∑

k=−N−1

(
N + 1− |k + 1|

)eikx
4

= −
N−1∑

k=−N+1

(
N + 1− |k + 1|

)eikx
4

− e−i(N+1)x

4
− 2e−iNx

4
.

Luego, reemplazamos esto en (2.26) y obtenemos

sen2

(
x

2

)
KN(x) =

1

N + 1




N−1∑

k=−N+1

(
|k + 1|+ |k − 1| − 2|k|

)eikx
4

− 1

4
ei(N+1)x − 1

4
e−i(N+1)x


.

Ahora, la sumatoria
N−1∑

k=−N+1

(
|k + 1|+ |k − 1| − 2|k|

)eikx
4

=
1

2
.

En efecto, analicemos los siguientes casos: si k = 0,

(
|0 + 1|+ |0− 1| − 2|0|

)ei(0)x
4

=
1

2
.
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Si k > 1, k + 1 > 2 y k − 1 > 0,

|k + 1|+ |k − 1| − 2|k| = k + 1 + k − 1− 2k = 0.

Si k 6 −1, k + 1 6 0 y k − 1 6 −2

|k + 1|+ |k − 1| − 2|k| = −k − 1− k + 1 + 2k = 0.

Por tanto,

sen2

(
x

2

)
KN(x) =

1

N + 1

(
1

2
− 1

4
ei(N+1)x − 1

4
e−i(N+1)x

)
=

1

N + 1
sen2

(
(N + 1)x

2

)
.

Luego, despejando Kn(x) obtenemos KN(x) =
1

N + 1

sen2

(
(N + 1)x

2

)

sen2

(
x

2

) .

Proposición 2.12. Si N ∈ Z, tal que N > 1, los núcleos de Féjer {KN} forman una identi-

dad aproximada.

Demostración. Efectivamente, los núcleos de Féjer {KN} satisfacen las siguientes condicio-

nes:

KN(x) > 0 para todo x ∈ R y para todo N ∈ Z+. Esto es cierto por el lema anterior.

1

2π

∫ π

−π

KN(x)dx = 1. En efecto,

1

2π

∫ π

−π

KN(x)dx =
1

2π

∫ π

−π

N∑

k=−N

(
1− |k|

N + 1

)
eikxdx

=
N∑

k=−N

(
1− |k|

N + 1

)
1

2π

∫ π

−π

eikxdx. (2.27)
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Ahora, todo depende del valor de la integral
1

2π

∫ π

−π

eikxdx. Veamos, si k = 0 entonces

1

2π

∫ π

−π

eikxdx =
1

2π

∫ π

−π

1dx

= 1.

Si k 6= 0 entonces

1

2π

∫ π

−π

eikxdx =
2 sen(kπ)

k
= 0,

para k = −N,−N + 1, . . . , 0, . . . , N − 1, N . Reemplazando en (2.27) se obtiene el

resultado.

Para todo δ ∈ (0, π) se debe cumplir ĺım
N→∞

[∫ −δ

−π

KN(x)dx+

∫ π

δ

KN(x)dx

]
= 0. En

efecto, como KN > 0 y periódica, de periodo 2π, por el lema anterior

0 6

∫ −δ

−π

KN(x)dx+

∫ π

δ

KN(x)dx

=

∫ 2π−δ

π

KN(x)dx+

∫ π

δ

KN(x)dx

=

∫ 2π−δ

δ

KN(x)dx

=

∫ 2π−δ

δ

1

N + 1

sen2

(
(N + 1)x

2

)

sen2

(
x

2

) dx

6
1

N + 1

∫ 2π−δ

δ

1

sen2

(
x

2

)dx

6
1

N + 1

(
−2 cot

(
x

2

))∣∣∣∣∣∣

2π−δ

δ

=
4

N + 1
cot

(
δ

2

)
.
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Haciendo tender N → ∞ obtenemos el resultado.

Teorema 2.3 (Teorema de Féjer). Si f ∈ Cper
(
[−π, π]

)
, la serie de Fourier de f es unifor-

memente sumable en el sentido de Cèsaro. Es decir, σN(f) = f ∗KN → f uniformemente

cuando N → +∞.

Demostración. Sabemos que, por la Proposición 2.12 los núcleos de Féjer (KN ) forman una

identidad aproximada. Luego, por la Proposición 2.11, se tiene que f ∗KN → f uniforme-

mente si N → ∞.

A continuación, se muestra un ejemplo gráfico de algunos núcleos de Féjer.

−π −π

2
0 π

2

π

0

1

2

3

4

5

x

K
N

K4

K3

Figura 2.3: Núcleos de Féjer. Fuente: Elaboración propia.

Como consecuencia del teorema de Féjer, tenemos los siguientes teoremas:

Teorema 2.4 (Aproximación de Weierstrass). Si f ∈ C
(
[a, b]

)
, existe una secuencia de poli-

nomios {pn}∞n=1 tales que pn → f uniformemente en [a, b].
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Demostración. Se sabe que, por el teorema de Féjer, cualquier función f ∈ Cper
(
[−π, π]

)

puede ser uniformemente aproximada por σN(f), paraN ∈ N con n > 1. Este es el promedio

de las N + 1 sumas parciales de la serie de Fourier. Es decir,

σN(f ; x) =
1

N + 1

N∑

n=0




n∑

k=−n

f̂(k)eikx




=
N∑

n=0

n∑

k=−n

f̂(k)

N + 1
eikx

=
N∑

k=−N

N + 1− |k|
N + 1

f̂(k)eikx.

Así, σN(f ; x) puede ser escrita de la siguiente manera

σN(f ; x) =
N∑

k=−N

(
ak cos(kx) + bk sen(kx)

)
,

donde ak y bk ∈ C. Por tanto, σN(f) es un polinomio trigonométrico. Es decir, una combina-

ción lineal finita con coeficientes complejos de las funciones eikx, para k ∈ Z. Esta aproxima

uniformemente a f si N → ∞. Sin pérdida de generalidad, podemos considerar el caso

[a, b] =

[
−π
2
,
π

2

]
, ya que podemos crear un isomorfismo que lleve un intervalo cerrado en

otro. Ahora, podemos extender f a una función F ∈ Cper
(
[−π, π]

)
tal que F (x) = f(x),

para x ∈
[
−π
2
,
π

2

]
, y F (−π) = F (π) = 0. Como consecuencia del teorema de Fejer, σN(F )

aproxima uniformemente a F . Ahora, se sabe que la serie de Taylor de las funciones seno y

coseno converge uniformemente en todo intervalo compacto. Así, si consideramos un ε > 0,

tal que
∥∥F (x)− σN(F, x)

∥∥
∞
<
ε

2
, podemos hallar un polinomio PN que satisface

∥∥σN(F )− PN
∥∥
∞

= sup
x∈[−π

2
,π
2 ]

∣∣σN(F, x)− PN(x)
∣∣

<
ε

2
.
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Luego, como f = F en

[
−π
2
,
π

2

]
, se tiene

‖f − PN‖∞ = sup
x∈[−π

2
,π
2 ]

∣∣f(x)− PN(x)
∣∣

= sup
x∈[−π

2
,π
2 ]

∣∣F (x)− PN(x)
∣∣

= ‖F − PN‖∞
6

∥∥F − σN(F )
∥∥
∞
+
∥∥σN(F )− PN

∥∥
∞

< ε.

Luego, la sucesión de polinomios {PN}N>1 converge uniformemente a f en

[
−π
2
,
π

2

]
.

Teorema 2.5. Si f ∈ Cper
(
[−π, π]

)
, la serie de Fourier de f converge a f en norma L2. Es

decir,

ĺım
n→∞

∥∥∥∥∥∥
f −

∑

|k|6n

f̂(k)Φk

∥∥∥∥∥∥
2

= 0. (2.28)

Además, se cumple la identidad de Parseval

∥∥∥f̂
∥∥∥
2

ℓ2
=

1

2π
‖f‖2L2 . (2.29)

Demostración. Usemos la Proposición 2.6. Sabemos que, para todo Tn ∈ Vn se cumple

‖f − Sn‖2 6 ‖f − Tn‖2,

donde Sn =
n∑

k=−n

f̂(k)eikx. Luego, por el teorema de aproximación de Weierstrass, se tiene

que σn(f) ∈ Vn. Ahora, usando la desigualdad (2.6) tenemos

0 6 ‖f − SN‖22



Capítulo 2. Funciones periódicas de clase Ck 45

6
∥∥f − σN(f)

∥∥2
2

=

∫ π

−π

∣∣f(x)− σn(f ; x)
∣∣2dx

6 2π
∥∥f − σn(f)

∥∥2
∞

→ 0

si n→ ∞ y como consecuencia del teorema de Féjer ĺımn→∞‖f − Sn‖2 = 0.

Ahora, usemos las relaciones de ortogonalidad para demostrar la identidad de Parseval.

‖Sn‖22 =
(
Sn/Sn

)

=


∑

|k|6n

f̂(k)Φk/
∑

|k|6n

f̂(k)Φk




=
∑

|k|6n

∑

|j|6n

f̂(k)f̂(j)
(
Φk/Φj

)

=
∑

|k|6n

f̂(k)f̂(k)2π

= 2π
∑

|k|6n

∣∣∣f̂(k)
∣∣∣
2

.

Recordando que Sn
L2

−→ f y haciendo tender n→ ∞, tenemos que ‖f‖22 = 2π
∥∥∥f̂(k)

∥∥∥
2

2
.

Corolario 2.6. Si f y g ∈ Cper
(
[−π, π]

)
, tales que f̂(k) = ĝ(k) para todo k ∈ Z, entonces

f(x) = g(x) para todo x ∈ R.

Demostración. Iniciemos considerando h = f − g ∈ Cper
(
[−π, π]

)
. Luego,

ĥ(k) = ̂(f − g)(k) = f̂(k)− ĝ(k) = 0

para todo k ∈ Z. Ahora, según la Identidad de Parseval (2.6)

‖h‖22 = 2π
∞∑

k=−∞

∣∣∣ĥ(k)
∣∣∣
2

.
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Así,
∫ π

−π

∣∣h(x)
∣∣2dx = 0. Considerando la continuidad de h, se tiene que h ≡ 0 enCper

(
[−π, π]

)
,

con la norma en L2. Por tanto, h(x) = 0 para todo x ∈ R. Así, f = g.

Continuando con el análisis de la N−ésima suma parcial
(
SN(f)

)
de la serie de Fourier

generada por f . Esta puede ser escrita en términos de convolución de la siguiente manera:

SN(f ; x) =
N∑

k=−N

f̂(k)eikx

=
N∑

k=−N

eikx
1

2π

∫ π

−π

f(y)e−ikydy

=
1

2π

∫ π

−π

f(y)




N∑

k=−N

eik(x−y)


dy

=
1

2π

∫ π

−π

f(y)DN(x− y)dy

= (f ∗DN)(x),

donde DN(x) =
N∑

k=−N

eikx.

Definición 2.9 (Núcleo de Dirichlet). Sea N ∈ N un valor fijo. La función DN(x) =
N∑

k=−N

eikx ∈ Cper
(
[−π, π]

)
, para x ∈ R, se denomina núcleo de Dirichlet de orden N .

Lema 2.4. Si N ∈ Z y N > 1, los núcleos de Dirichlet satisfacen

DN(x) =





sen
((
N + 1

2

)
x
)

sen

(
x

2

) , si x 6= 2mπ, m ∈ Z

2N + 1, si x = 2mπ para algún m ∈ Z.

(2.30)

Además,
1

2π

∫ π

−π

DN(x)dx = 1.
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Demostración. Iniciemos con el caso x = 2mπ, para algún m ∈ Z, entonces

DN(x) =
N∑

k=−N

eik(2mπ)

=
N∑

k=−N

1 = 2N + 1.

Si x 6= 2mπ, para m ∈ Z, entonces

DN(x) =
N∑

k=−N

eikx

=
N∑

k=−N

ei(k+N−N)x

= e−iNx
N∑

k=−N

ei(k+N)x

= e−iNx
2N∑

k=0

eikx

= e−iNx

[
ei(2N+1)x − 1

eix − 1

]

=
ei(N+1)x − e−iNx

eix − 1

= ei
1

2
x

[
ei(N+ 1

2
)x − e−i(N+ 1

2
)x

eix − 1

]

=
ei(N+ 1

2
)x − e−i(N+ 1

2
)x

ei
1

2
x − e−i

1

2
x

=

ei(N+ 1

2
)x − e−i(N+ 1

2
)x

2
ei

1

2
x − e−i

1

2
x

2

=
sen
((
N + 1

2

)
x
)

sen

(
x

2

) .
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Para finalizar,

1

2π

∫ π

−π

DN(x)dx =
1

2π

∫ π

−π

N∑

k=−N

eikxdx

=
1

2π

∫ π

−π


1 +

N∑

k=−N,k 6=0

eikx


dx

=
1

2π


2π +

N∑

k=−N,k 6=0

∫ π

−π

eikxdx




=
1

2π


2π +

N∑

k=−N,k 6=0

2 sen(kπ)
k




= 1.

A continuación, mostramos un ejemplo gráfico de los núcleos de Dirichlet, para el caso N =

4.

−π −π

2
0 π

2

π
-3
-2
-1
0
1
2
3
4
5
6
7
8
9

10

x

D
N

D4

Figura 2.4: Núcleos de Dirichlet. Fuente: Elaboración propia.
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Definición 2.10. Sea f ∈ Cper
(
[−π, π]

)
. La serie de Fourier

∞∑

k=−∞

f̂(k)eikx es sumable en el

sentido de Abel si, para r ∈ [0, 1[, la serie

∞∑

k=−∞

f̂(k)r|k|eikx (2.31)

converge cuando r → 1−.

La serie (2.31) converge absoluta y uniformemente, si r < 1. En efecto,

∞∑

k=−∞

∣∣∣f̂(k)r|k|eikx
∣∣∣ =

∞∑

k=−∞

∣∣∣f̂(k)
∣∣∣r|k|

=
∞∑

k=−∞

∣∣∣∣∣
1

2π

∫ π

−π

f(x)e−ikxdx

∣∣∣∣∣r
|k|

6
1

2π

∞∑

k=−∞

(∫ π

−π

∣∣f(x)
∣∣dx
)
r|k|

=
1

2π
‖f‖1

∞∑

k=−∞

r|k|

< ∞.

La serie (2.31) puede ser reescrita en términos de convolución de la siguiente manera

∞∑

k=−∞

f̂(k)r|k|eikx =
∞∑

k=−∞

1

2π

(∫ π

−π

f(y)e−ikydy

)
r|k|eikx

=
1

2π

∫ π

−π

f(y)




∞∑

k=−∞

r|k|eik(x−y)


dy

= (f ∗ Pr)(x),

donde

Pr(x) =
∞∑

k=−∞

r|k|eikx
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= 1 +
∞∑

k=1

rkeikx +
∞∑

k=1

rke−ikx

= 1 +
∞∑

k=1

rk
(
eikx + e−ikx

)

= 1 + 2
∞∑

k=1

rk cos(kx)

= 2Re


1
2
+

∞∑

k=1

zk


 , z = r

(
cos(x) + i sen(x)

)

= 2Re


1
2
− 1 +

∞∑

k=0

zk




= 2Re

[
−1

2
+

1

1− z

]

= 2Re

[
(1 + z)(1− z̄)

2(1− z)(1− z̄)

]

=
1− |z|2

|1− z|2

=
1− |z|2

1− 2Re(z) + |z|2

=
1− r2

1− 2r cos(x) + r2
.

Definición 2.11. Sea r ∈ [0, 1[. La aplicación Pr ∈ Cper
(
[−π, π]

)
, definida por

Pr(x) =
∞∑

k=−∞

r|k|eikx =
1− r2

1− 2r cos(x) + r2
,

se denomina núcleo de Poisson.

Proposición 2.13. Los núcleos de Poisson {Pr}r∈[0,1[ forman una identidad aproximada.

Demostración. Veamos que Pr satisface las tres condiciones.

Como ya vimos, Pr ∈ Cper
(
[−π, π]

)
y Pr(x) > 0 para todo x ∈ [−π, π].
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Veamos su valor promedio

1

2π

∫ π

−π

Pr(x)dx =
∞∑

k=−∞

r|k|
1

2π

∫ π

−π

eikxdx

= 1 +
∞∑

k=−∞,k 6=0

r|k|
1

2π

2 sen(kπ)
k

= 1.

Si δ ∈ ]0, π[, 0 < cos(δ) < 1 y si x ∈ [−π,−δ] ∪ [δ, π],

0 6 cos(x) 6 cos(δ)

0 < 1− 2r cos(δ) + r2 6 1− 2r cos(x) + r2

0 <
1− r2

1− 2r cos(x) + r2
6

1− r2

1− 2r cos(δ) + r2

0 < Pr(x) 6 Pr(δ).

Así,

0 6

∫ −δ

−π

Pr(x)dx+

∫ π

δ

Pr(x)dx

6

∫ −δ

−π

Pr(δ)dx+

∫ π

δ

Pr(δ)dx

= Pr(δ)

(∫ −δ

−π

1dx+

∫ π

δ

1dx

)

= 2Pr(δ)(π − δ)

= 2(π − δ)
1− r2

1− 2r cos(δ) + r2
.

Luego, para δ ∈ ]0, π[ se tiene que

ĺım
r→1−

1− r2

1− 2r cos(δ) + r2
=

0

2(1− cos(δ))

= 0.



Capítulo 2. Funciones periódicas de clase Ck 52

Por lo tanto,
∫ −δ

−π

Pr(x)dx+

∫ π

δ

Pr(x)dx = 0.

A continuación, se muestra un ejemplo gráfico de los núcleos de Poisson.

−π −π

2
0 π

2

π
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1
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x
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Figura 2.5: Núcleos de Poisson. Fuente: Elaboración propia.

Corolario 2.7. Si f ∈ Cper
(
[−π, π]

)
, la serie de Fourier generada por f es uniformemente

sumable en el sentido de Abel.

Demostración.

∞∑

k=−∞

f̂(k)r|k|eikx = (f ∗ Pr)(x) r→1−−−−→ f(x).



CAPÍTULO

3

Funciones Periódicas de clase C∞

En este capítulo, estudiaremos el espacio

P = C∞
per

(
[−π; π]

)
=
{
f : R → C/f ∈ C∞

(
[−π; π]

)
, f(x+ 2π) = f(x), ∀x ∈ R

}

de las funciones periódicas continuas de clase C∞ y estudiaremos su completitud. Luego,

caracterizaremos la transformada de Fourier en ella. Un resultado importante en este capítulo

es la relación que hay entre P y el espacio de las sucesiones rápidamente decrecientes. Debe-

mos tener en cuenta que P nos servirá de ambiente a nuestras funciones test, para el estudio

de las distribuciones periódicas en el siguiente capítulo.

SECCIÓN 3.1

Completitud de P

En esta sección definiremos una norma adecuada en P , para garantizar su completitud.

53
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Proposición 3.1. El espacio P es un C– E.V.

Proposición 3.2. Si f ∈ P , para todo j = 1, 2, 3, ..., se verifica que

‖f (j)‖∞ = sup
x∈[−π;π]

∣∣∣f (j)(x)
∣∣∣

es seminorma en P . Además, ‖f‖∞,k =
k∑

j=0

‖f (j)‖∞ y ‖f‖∞ son normas en P .

Demostración. Sean f, g ∈ P y α ∈ C. Probaremos que ‖·‖∞ que satisface lo siguiente

‖(f + g)(j)‖∞ = sup
x∈[−π;π]

∣∣∣(f + g)(j)(x)
∣∣∣

6 sup
x∈[−π;π]

(∣∣∣f (j)(x)
∣∣∣+
∣∣∣g(j)(x)

∣∣∣
)

6 sup
x∈[−π;π]

∣∣∣f (j)(x)
∣∣∣+ sup

x∈[−π;π]

∣∣∣g(j)(x)
∣∣∣

= ‖f (j)‖∞ + ‖g(j)‖∞
‖(αf)(j)‖∞ = sup

x∈[−π;π]

∣∣∣(αf)(j)(x)
∣∣∣

= sup
x∈[−π;π]

∣∣∣αf (j)(x)
∣∣∣

= |α| sup
x∈[−π;π]

∣∣∣f (j)(x)
∣∣∣

= |α|‖f (j)‖∞.

Ahora, probemos que ‖·‖∞,k satisface las condiciones de norma.

Desigualdad de Cauchy–Schwarz.

‖(f + g)‖∞,k =
k∑

j=0

‖(f + g)(j)‖∞

6

k∑

j=0

‖f (j)‖∞ +
k∑

j=0

‖g(j)‖∞

= ‖f‖∞,k + ‖g‖∞,k
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Producto por un escalar.

‖αf‖∞,k =
k∑

j=0

‖(αf)(j)‖∞ = |α|
k∑

j=0

‖f (j)‖∞ = |α|‖f‖∞,k.

Si f ≡ 0, es evidente que ‖f‖∞,k = 0. Ahora, si suponemos que ‖f‖∞,k = 0 entonces

‖f (j)‖∞ = 0, pues ‖(f (j)‖∞ > 0. Luego, ‖f (j)‖∞ = supx∈[−π;π]

∣∣∣f (j)(x)
∣∣∣ = 0 para

todo j = 0, 1, 2, ..., k. En particular supx∈[−π;π]
∣∣f(x)

∣∣ = 0. Así, f(x) = 0 para todo

x ∈ [−π; π] y por tanto f(x) = 0 para todo x ∈ R. Así, f ≡ 0.

Proposición 3.3. El espacio
(
P , ‖ · ‖∞,k

)
no es completo.

Considerando que P ⊆ Ck
per

(
[−π; π]

)
, podemos definir una métrica de la siguiente manera:

Proposición 3.4. Sean f y g ∈ P . La aplicación d : P × P → [0;∞), definida por

d(f ; g) =
∞∑

k=0

1

2k
‖f (k) − g(k)‖∞

1 + ‖f (k) − g(k)‖∞

es una métrica en P .

Observación 3.1. La métrica d no proviene de ninguna norma en P . Efectivamente, si supo-

nemos que d(f ; g) = ‖f − g‖ para alguna norma en P , se tendría que

‖f‖ =
∞∑

k=0

1

2k
‖f (k)‖∞

1 + ‖f (k)‖∞
.

Sin embargo, ‖αf‖ 6= |α|‖f‖, para todo α ∈ C.

Proposición 3.5. Sean fn y f ⊆ P . fn
d−→ f si y solo si ‖f (k)

n − f (k)‖∞ n→∞−−−→ 0, para

k = 0, 1, 2, 3, ...; donde fn
d−→ f si d(fn, f)

n→∞−−−→ 0.

Proposición 3.6. El espacio
(
Cper

(
[−π, π]

)
, ‖· ‖∞

)
es un espacio de Banach.
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Demostración. Consideremos una sucesión de Cauchy fn en Cper
(
[−π; π]

)
tal que

sup
x∈[−π;π]

∣∣fn(x)− fm(x)
∣∣ < ε,

para n,m ∈ N ∈ N. Si fijamos n,m entonces

sup
x∈[−π;π]

∣∣fn(x)− fm(x)
∣∣ < ε

para todo x ∈ [−π; π]. Usando el criterio de convergencia de Cauchy, {fn}n∈N converge

uniformente en [−π; π] a una función f y como fn es continua para cada n entonces f es

continuo. Además,

f(x+ 2π) = ĺım
n→∞

fn(x+ 2π)

= ĺım
n→∞

fn(x)

= f(x).

Por tanto, f ∈ Cper
(
[−π; π]

)
. Esto prueba la proposición.

Teorema 3.1. El espacio (P , d) es completo.

Demostración. Si {fn} ⊆ P es una sucesión de Cauchy entonces, para todo n,m ∈ N, se

tiene d(fn, fm)
n,m→∞−−−−→ 0. Así, para cada k = 1, 2, 3, ...

‖f (k)
n − f (k)

m ‖∞ n,m→∞−−−−→ 0.

Como
(
Cper([−π; π]), ‖ · ‖∞

)
es un espacio de Banach, existe gk ∈ Cper

(
[−π; π]

)
tal que

f
(k)
n → gk uniformemente, para cada k = 0, 1, 2, 3, .... Ahora, si denotemos por f = g0

entonces fn → g0. Además, f es de clase C∞ y f (k) = gk para k = 1, 2, .... En efecto, para
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ello usaremos un proceso de inducción. Si k = 1, se tiene

f ′(x) = ĺım
h→0

f(x+ h)− f(x)

h

= ĺım
h→0

g0(x+ h)− g0(x)

h

= ĺım
h→0

ĺım
n→∞

fn(x+ h)− fn(x)

h

= ĺım
k→∞

ĺım
h→0

fn(x+ h)− fn(x)

h

= ĺım
k→∞

f ′
n(x)

= g1(x).

Usando el hecho que f (k)
n → gk uniformemente, para cada k = 0, 1, 2, 3, ..., podemos demos-

trar el caso k + 1:

f (k+1)(x) =
[
f (k)(x)

]′
=
[
gk(x)

]′
=

[
ĺım
n→∞

fn
(k)(x)

]′
= ĺım

n→∞
fn

(k+1)(x) = gk+1(x).

Además,

f(x+ 2π) = g0(x+ 2π) = ĺım
n→∞

fn(x+ 2π) = ĺım
n→∞

fn(x) = g0(x) = f(x).

Por tanto, f ∈ P . Ahora,

‖f (k)
n − f (k)‖∞ 6 ‖f (k)

n − f (k)
m ‖∞ + ‖f (k)

m − f (k)‖∞ = ‖f (k)
n − f (k)

m ‖∞ + ‖f (k)
m − gk‖∞.

Haciendo tender n,m→ ∞, ‖f (k)
n − f (k)‖∞ n→∞−−−→ 0. Por la Proposición 3.5,

fn
d−→ f.
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SECCIÓN 3.2

Caracterización de la Transformada de Fourier en P

El objetivo en esta sección es estudiar las series de Fourier en P . Para ello, recordemos el

Teorema 2.1. Este teorema afirma que
∞∑

k=−∞

∣∣∣f̂(k)
∣∣∣ < ∞ y que la serie de Fourier de f (n)

también converge absolutamente y uniformemente. Es decir, para n = 1, 2, 3, . . . se tiene

∞∑

k=−∞

∣∣∣f̂ (n)(k)
∣∣∣ =

∞∑

k=−∞

∣∣∣f̂(k)
∣∣∣|k|n <∞.

Además,

∣∣∣f̂ (n)(k)
∣∣∣

|kn| =

∣∣∣∣∣
(ik)nf̂(k)

(ik)n

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣f̂(k)

∣∣∣.

Esto significa que, mientras una función periódica f sea derivable más veces–n se hace cada

vez más grande–sus coeficientes de Fourier tienden a cero mucho más rápido, a medida que

|k| → ∞. En términos de sucesiones y series, la serie formada por los coeficientes de Fourier

de una función f y la serie de sus derivadas f (n) convergen; ya que la sucesión formada por

los coeficientes de f y sus derivadas tienden a cero a medida que n recorre valores enteros

muy grandes. Esto nos motiva a definir lo siguiente:

Definición 3.1. Sea n ∈ N. El espacio

S(Z) =



α = {αk}k∈Z ⊆ C /

∞∑

k=−∞

|αk| <∞ y

∞∑

k=−∞

|αk||k|n <∞





se denomina espacio de las sucesiones rápidamente decrecientes.

Proposición 3.7. La sucesión α ∈ S(Z) si y solo si ‖α‖∞,n <∞ para todo n = 0, 1, 2, 3, ...;
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donde

‖α‖∞,0 = ‖α‖∞ = sup
k∈Z

|αk|

y

‖α‖∞,n = sup
k∈Z

|αk||k|n, para n > 1.

Demostración. Para comenzar supongamos que α ∈ S(Z). Ahora, para n = 0 tenemos que
∞∑

k=−∞

|αk| < ∞, por tanto |αk| n→∞−−−→ 0. Es decir, dado ε > 0, existe k0 ∈ Z; tal que |αk| < ε

para k > k0. Así, ‖α‖∞,0 = ‖α‖∞ = supk∈Z |αk| < M , donde

M = sup
{
ε, |α−k0+1|, |α−k0+2|, |α−k0+3|, ..., |αk0−3|, |αk0−2|, |αk0−1|

}
.

Análogamente, en el caso ‖α‖∞,n para n = 1, 2, 3, ....

Recíprocamente, si ‖α‖∞,n <∞, para todo n = 0, 1, 2, 3, ..., entonces

∞∑

k=−∞, k 6=0

|αk||k|n =
∞∑

k=−∞,k 6=0

|αk||k|n+2

|k|2

6

∞∑

k=−∞, k 6=0

supk∈Z |αk||k|n+2

|k|2

=
∞∑

k=−∞, k 6=0

‖α‖∞,n+2

|k|2

= ‖α‖∞,n+2

∞∑

k=−∞, k 6=0

1

|k|2 6 ∞,

donde
∞∑

k=−∞,k 6=0

1

|k|2
= 2

∞∑

k=1

1

k2
=
π2

3
.

Proposición 3.8. Sean α = (αn)n∈Z y β = (βn)n∈Z ∈ S(Z). La aplicación d ′ : S(Z) ×
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S(Z) → [0;∞), definida por

d ′(α; β) =
∞∑

k=0

1

2k
‖α− β‖∞,n

1 + ‖α− β‖∞,n

,

es una métrica en S(Z).

Proposición 3.9. Sean αn y α ⊆ S(Z). αn d ′

−→ α si y solo si ‖αn − α‖∞,n
n→∞−−−→ 0, n =

0, 1, 2, 3, ..., donde αn
d ′

−→ α si d ′(αn, α)
n→∞−−−→ 0.

Definición 3.2. Para todo f ∈ (P , d) se tiene que f =
∞∑

k=−∞

f̂(k)Φk. La aplicación

̂ : (P , d) →
(
S(Z), d ′

)

f → α,

donde α =
(
f̂(k)

)
k∈Z

, se denomina transformada de Fourier de f .

Teorema 3.2. La transformada de Fourier es un isomorfismo y un homeomorfismo.

Demostración. Para comenzar, la linealidad es evidente desde que la integral es lineal. La

inyectividad es consecuancia de la unicidad de la serie de Fourier, obtenida del Corolario

2.6. Para comprobar que la aplicación es sobreyectiva, consideremos α = (αk)k∈Z ∈ S(Z)

y definamos de forma natural f(x) =
∞∑

k=−∞

αkΦk(x), para x ∈ R. Nuestro objetivo será

mostrar que f ∈ P y que

f (n)(x) =
∞∑

k=−∞

αk(ik)
nΦk(x). (3.1)

Para tal fin, usemos el M–test de Weierstrass y la inducción matemática. Para el caso n = 1, la

sucesión
{
αkΦk(x)

}
k∈Z

satisface |αkΦk(x)| = |αk| para todo x ∈ R, donde
∞∑

k=−∞

|αk| <∞.
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Así, por el M–test de Weierstrass
∞∑

k=−∞

αkΦk(x) converge uniformemente. Por tanto,

f ′(x) =
∞∑

k=−∞

αk
(
Φk(x)

)′

=
∞∑

k=−∞

αk(ik)Φk(x).

Ahora, supongamos cierto que f (n)(x) =
∞∑

k=−∞

αk(ik)
nΦk(x) y |αk(ik)nΦk(x)| = |αk||k|n,

para todo x ∈ R, donde
∞∑

k=−∞

|αk||k|n <∞. Por el M–test de Weierstrass
∞∑

k=−∞

αk(ik)
nΦk(x)

converge uniformemente. Así,

f (n+1)(x) =
(
f (n)(x)

)′

=




∞∑

k=−∞

αk(ik)
n
(
Φk(x)

)



′

=
∞∑

k=−∞

αk(ik)
(n+1)Φk(x).

Esto prueba que f ∈ C∞
per

(
[−π, π]

)
y satisface (3.1). Además, es evidente que f(x + 2π) =

f(x). Por tanto, f ∈ P . A fin de mostrar que la trasformada de Fourier es continua en la

métrica d, consideremos la suseción {fl} ⊆ P , para l = 1, 2, 3, . . ., tal que fl
d−→ f . Usemos

el hecho que

∣∣∣∣f̂ (n)(k)

∣∣∣∣ = |k|n|f̂(k)| y

|f̂(k)| 6
1

2π

∫ π

−π

|f(x)|dx

=
1

2π
‖f‖1

6 ‖f‖∞.
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Así, para todo k ∈ Z,

|k|n
∣∣∣f̂l(k)− f̂(k)

∣∣∣ =
∣∣∣∣∣

(
̂

f
(n)
l − f (n)

)
(k)

∣∣∣∣∣ 6 ‖f (n)
l − f (n)‖∞.

Aplicando el supremo tenemos

sup
k∈Z

∣∣∣f̂l(k)− f̂(k)
∣∣∣|k|n = ‖f̂l − f̂‖∞,n 6 ‖f (n)

l − f (n)‖∞. (3.2)

Aplicando la Proposición 3.5,

fl
d−→ f ⇔ ‖f (n)

l − f (n)‖∞ l→∞−−−→ 0.

Ahora, hacemos tender l al infinito en ambos lados de (3.2) y obtenemos ‖f (n)
l −f (n)‖∞,n

l→∞−−−→
0. Así, f̂l

d ′

−→ f̂ si l → ∞. Esto prueba la continuidad de la transformada de Fourier.

Definimos la aplicación inversa de Transformada de Fourier

∨ :
(
S(Z), d ′

)
→ (P , d)

α = (αk)k∈Z → ∨
α =

∞∑

k=−∞

αkΦk(x) := f(x) (3.3)

la cual está bien definida por la prueba hecha para la sobreyectividad de la transformada.

Usaremos la convergencia uniforme de la serie de Fourier podemos integrar en ambos lados

y obtener

f̂(j) =
1

2π

∫ π

−π

f(x)Φ−j(x)dx

=
1

2π

∞∑

k=−∞

αk

∫ π

−π

Φ−j(x)Φk(x)dx, (3.4)

para todo j, k ∈ Z. Ahora, aplicando las relaciones de ortogonalidad en (3.4) obtenemos que

f̂(j) = αj para todo j ∈ Z. Así,
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∨
α = f(x) =

∞∑

k=−∞

f̂(k)Φk(x).

Es decir,
∨̂
α = f̂ = α y por tanto

∨̂

f = f , para todo f ∈ P .

A continuación, probaremos que la transformada de Fourier es continua. Para ello, conside-

remos αl =
(
αlk
)
k∈Z

∈ S(Z) tal que αl
d ′

−→ α = (αk)k∈Z. Es decir,

‖αl − α‖∞,n
l→∞−−−→ 0, ∀n = 0, 1, 2, 3, .... (3.5)

Nuestro objetivo será demostrar que
∨

αl
d−→ ∨
α. Para tal fin, de (3.3) tenemos que

(
∨

αl − ∨
α

)
(x) =

∞∑

k=−∞

(
αlk − αk

)
Φk(x).

Ahora, como αl y α ∈ S(Z) entonces αl − α converge uniformemente y además

(
∨

αl − ∨
α

)(n)

(x) =
∞∑

k=−∞

(
αlk − αk

)
(ik)nΦk(x)

= δn,0

(
αl0 − α0

)
+

∞∑

k=−∞,k 6=0

in
kn+2

(
αlk − αk

)
Φk(x)

k2
,

donde δn,0 = 0 si n 6= 0 y δ0,0 = 1. Luego,

∣∣∣∣∣∣

(
∨

αl − ∨
α

)(n)

(x)

∣∣∣∣∣∣
6

∣∣∣αl0 − α0

∣∣∣+
∞∑

k=−∞,k 6=0

|k|n+2
∣∣αlk − αk

∣∣
k2

sup
x∈[−π;π]

∣∣∣∣∣∣

(
∨

αl − ∨
α

)(n)

(x)

∣∣∣∣∣∣
6 sup

k∈Z

∣∣∣αlk − αk

∣∣∣+
∞∑

k=−∞,k 6=0

supk∈Z |k|n+2
∣∣αlk − αk

∣∣
k2

∥∥∥∥∥∥

(
∨

αl − ∨
α

)(n)
∥∥∥∥∥∥
∞

6 ‖αl − α‖∞,0 + ‖αl − α‖∞,n+2

∞∑

k=−∞,k 6=0

1

k2
.
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Usando (3.5),

∥∥∥∥∥∥

(
∨

αl − ∨
α

)(n)
∥∥∥∥∥∥
∞

l→∞−−−→ 0. Esto implica que d

(
∨

αl,
∨
α

)
l→∞−−−→ 0.

SECCIÓN 3.3

Convolución en P

En esta sección abordaremos el tema de la operación de convolución en P y sus propiedades.

Definición 3.3. Sea t ∈ R un valor fijo. El operador

Tt : Cper
(
[−π, π]

)
→ Cper

(
[−π, π]

)

f → Tt(f),

tal que Tt(f)(x) = f(x− t), se denomina operador traslación.

Propiedades 3.1. Si f, g ∈ Cper
(
[−π; π]

)
y t ∈ R, se cumplen las siguientes propiedades:

1. Tt es un operador lineal e invertible, tal que (Tt)
−1 = T−t.

2. Tt(P) = P .

3. ‖Ttf − f‖∞ → 0 si t→ 0.

4. T̂tf(k) = e−iktf̂(k).

5. Si f ∈ P , [T−tf ]
(n) = T−t

(
f (n)

)
, para todo y n ∈ N.

6. (Ttf ∗ g) = Tt(f ∗ g) = f ∗ (Ttg).

7. ‖f ∗ g‖∞ 6 ‖f‖∞‖g‖∞.

Demostración. Las primeras tres propiedades son evidentes. Así que veamos las siguientes.
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3. Como f es continua sobre un compacto, f es uniformemente continua en [−π; π] y

por la periodicidad de f esta es uniformemente continua en R. Es decir, dado ε > 0

existe δ > 0, tal que si |x− y| < δ entonces
∣∣f(x)− f(y)

∣∣ < ε. Ahora, como t → 0

existe δ > 0 –tan pequeño– que satisface |t| = |x − t − x| < δ. Esto implica que

|f(x− t)− f(x)| < ε y por tanto

‖Ttf − f‖∞ = sup
x∈[−π;π]

∣∣f(x− t)− f(x)
∣∣ < ε.

4. Esta propiedad relaciona los coeficientes de Fourier y el operador traslación.

T̂tf(k) =
1

2π

∫ π

−π

Ttf(x)e
−ikxdx

=
1

2π

∫ π

−π

f(x− t)e−ikxdx

x− t = y ⇒ dx = dy

=
1

2π

∫ π

−π

f(y)e−ik(y+t)dy

=
1

2π

∫ π

−π

f(y)e−ikye−iktdy

= e−ikt
1

2π

∫ π

−π

f(y)e−ikydy

= e−iktf̂(k).

5. Para esta propiedad usaremos la inducción matemática. Para el caso n = 1, se tiene

[T−tf ]
′(x) = ĺım

h→0

T−tf(x+ h)− T−tf(x)

h

= ĺım
h→0

f(x+ t+ h)− f(x+ t)

h

= f ′(x+ t)

= T−tf
′(x).
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Ahora, supongamos cierto para n y probaremos el caso n+ 1.

[T−tf ]
(n+1)(x) =

[
[T−tf ]

(n)
]′
(x) =

[
T−t

(
f (n)

)]′
(x) = T−t

(
f (n+1)

)
(x).

6. Esta propiedad relaciona el operador traslación y la convolución.

Tt(f ∗ g)(x) = (f ∗ g)(x− t)

=
1

2π

∫ π

−π

f(y)g(x− t− y)dy

=
1

2π

∫ π

−π

f(y)(Ttg)(x− y)dy

=
(
f ∗ (Ttg)

)
(x)

(
(Ttf) ∗ g

)
(x) =

1

2π

∫ π

−π

Ttf(y)g(x− y)dy

=
1

2π

∫ π

−π

f(y − t)g(x− y)dy

y − t = u⇒ dy = du

=
1

2π

∫ π

−π

f(u)g(x− t− u)dy

= (f ∗ g)(x− t)

= Tt(f ∗ g)(x).

7. Finalmente, veamos la relación que tiene la convolución con la norma ‖·‖∞.

‖f ∗ g‖∞ = sup
x∈[−π;π]

∣∣(f ∗ g)(x)
∣∣

= sup
x∈[−π;π]

∣∣∣∣∣
1

2π

∫ π

−π

f(y)g(x− y)dy

∣∣∣∣∣

6
1

2π

∫ π

−π

∣∣f(y)
∣∣ sup
x∈[−π;π]

∣∣g(x− y)
∣∣dy

6
1

2π
‖g‖∞

∫ π

−π

∣∣f(y)
∣∣dy
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6
1

2π
‖f‖∞‖g‖∞

∫ π

−π

1dy

= ‖f‖∞‖g‖∞.

Proposición 3.10. Si t ∈ R, f ∈ P y g ∈ Cper
(
[−π; π]

)
entonces

1. si t→ 0 entonces
T−tf − f

t

d−→ f ′;

2. f ∗ g ∈ P y (f ∗ g)(k) = f (k) ∗ g, para todo k ∈ N;

3. si gn ⊆ Cper
(
[−π; π]

)
y ‖g − gn‖∞ → 0, cuando n→ ∞, entonces

f ∗ gn d−→ f ∗ g.

Demostración. Veamos,

1. Para iniciar, recordemos que (T−tf)
(k) = T−t

(
f (k)
)

, para todo t ∈ R y k ∈ N. Así,

∥∥∥∥∥

(
T−tf − f

t
− f ′

)(k)
∥∥∥∥∥
∞

=

∥∥∥∥∥
T−tf

(k) − f (k)

t
−
(
f ′
)(k)
∥∥∥∥∥
∞

.

A fin de demostrar que
T−tf − f

t

d−→ f ′ si t→ 0, es suficiente demostrar que

ĺım
t→0

∥∥∥∥
T−th− h

t
− h′

∥∥∥∥
∞

= 0,

para todo h ∈ C1
per

(
[−π, π]

)
, pues C1

per

(
[−π, π]

)
⊆ Ck

per

(
[−π, π]

)
para todo k ∈ N.

Usando el Teorema del valor medio con h, tenemos

(
T−th− h

t

)
(x)− h′(x) =

h(x+ t)− h(x)

x+ t− x
− h′(x)

= h′(y)− h′(x),
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donde y = y(x, t) ∈
(
x− |t|, x+ |t|

)
. Ahora, como h′ ∈ Cper

(
[−π, π]

)
, esta es una

función continua sobre un compacto. Por tanto, f es uniformemente continua. Luego,

sup
x∈R

∣∣∣∣
T−th− h

t
(x)− h′(x)

∣∣∣∣ = sup
x∈R

∣∣h′(y)− h′(x)
∣∣,

para y ∈
(
x− |t|, x+ |t|

)
. Si hacemos tender t→ 0, y → x. Así,

ĺım
t→0

∥∥∥∥
T−th− h

t
− h′

∥∥∥∥
∞

= ĺım
t→0

(
sup
x∈R

∣∣∣∣
T−th− h

t
(x)− h′(x)

∣∣∣∣

)

= ĺım
y→x

(
sup
x∈R

∣∣h′(y)− h′(x)
∣∣
)

= 0

uniformemente.

2. En segundo lugar, usemos las propiedades de convolución y la inducción matemática.

0 6

∥∥∥∥
T−t(f ∗ g)− f ∗ g

t
− f ′ ∗ g

∥∥∥∥
∞

=

∥∥∥∥∥

(
T−tf − f

t
− f ′

)
∗ g
∥∥∥∥∥
∞

6

∥∥∥∥
T−tf − f

t
− f ′

∥∥∥∥
∞

‖g‖∞.

Ahora, hacemos tender t → 0, por lo probado anteriormente y como ‖g‖∞ < ∞,

obtenemos

ĺım
t→0

(
T−t(f ∗ g)(x)− (f ∗ g)(x)

t

)
= (f ′ ∗ g)(x),

para todo x ∈ R. Por tanto,

(f ∗ g)′ =
(
f ′ ∗ g

)
.
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Así, hemos demostrado el caso k = 1. Supongamos cierto el caso k,

(f ∗ g)(k) = f (k) ∗ g.

Ahora, probaremos el caso k + 1.

(f ∗ g)(k+1)(x) =
[
(f ∗ g)(k)

]′
(x)

=
[
f (k) ∗ g

]′
(x)

=
(
f (k+1) ∗ g

)
(x).

Esto prueba que f ∗ g ∈ P y (f ∗ g)(k+1) = f (k+1) ∗ g, para todo k ∈ N.

3. Finalmente,

0 6

∥∥∥(f ∗ gn − f ∗ g)(k)
∥∥∥
∞

=
∥∥∥f (k) ∗ (gn − g)

∥∥∥
∞

6

∥∥∥f (k)
∥∥∥
∞
‖gn − g‖∞,

para todo k = 0, 1, 2, 3, . . .. Ahora, si hacemos tender n → ∞, como
∥∥∥f (k)

∥∥∥
∞
< ∞,

obtenemos f ∗ gn d−→ f ∗ g.

Corolario 3.1. Si {ϕn}n>1 ⊆ Cper
(
[−π, π]

)
es una identidad aproximada y f ∈ P entonces

f ∗ ϕn d−→ f,

siempre que n→ ∞.

Demostración. Si f (k) ∈ Cper
(
[−π, π]

)
entonces

(f ∗ ϕn)(k) = f (k) ∗ ϕn → f (k)
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uniformemente, para todo k = 0, 1, 2, 3, . . .. Luego,

∥∥∥(f ∗ ϕn − f)(k)
∥∥∥
∞

=
∥∥∥(f ∗ ϕn)(k) − f (k)

∥∥∥
∞

=
∥∥∥f (k) ∗ ϕn − f (k)

∥∥∥
∞
.

Así, si n→ ∞,

ĺım
n→∞

∥∥∥(f ∗ ϕn − f)(k)
∥∥∥
∞

= ĺım
n→∞

∥∥∥f (k) ∗ ϕn − f (k)
∥∥∥
∞

= 0.

Por tanto, f ∗ ϕn d−→ f .



CAPÍTULO

4

Distribuciones Periódicas

En este capítulo introduciremos el concepto de distribución periódica. Una distribución pe-

riódica es, como veremos, un funcional lineal que definiremos en P . El cual es denominado

el espacio de las funciones test y con el cual podremos extender el concepto de transformada

de Fourier a las distribuciones.

SECCIÓN 4.1

Generalizando las funciones

Definición 4.1. Una funcional lineal T : P → C se denomina distribución periódica si existe

una secuencia {Ψn}n>1 ⊆ P , que satisface

T (ϕ) = ĺım
n→∞

∫ π

−π

Ψn(x)ϕ(x)dx, (4.1)

para todo ϕ ∈ P . Las funciones ϕ ∈ P se denominan Funciones test.

71
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Notación 4.1. Denotaremos por P ′ al conjunto de todas las distribuciones periódicas.

Notación 4.2. Denotaremos T (ϕ) = 〈T, ϕ〉, T ∈ P ′ y ϕ ∈ P . T (ϕ) se lee T actuando sobre

ϕ.

Proposición 4.1. El espacio P ′ es un espacio vectorial real.

Proposición 4.2. Si f ∈ Cper
(
[−π, π]

)
entonces f define una distribución periódica Tf ,

mediante la expresión
〈
Tf , ϕ

〉
=

∫ π

−π

f(x)ϕ(x)dx,

para todo ϕ ∈ P .

Demostración. Para la demostración usemos los núcleos de Féjer y la función Ψn = Kn ∗ f .

Ahora, por el teorema de Féjer Ψn
n→∞−−−→ f uniformemente. Además, los Ψn son lineales. A

continuación,

Ψn(x) =
1

2π

∫ π

−π

Kn(x− y)f(y)dy

=
1

2π

∫ π

−π

n∑

k=−n

(
1− |k|

n+ 1

)
eik(x−y)f(y)dy

x− y = u⇒ x− u = y , du = −dy

=
n∑

k=−n

(
1− |k|

n+ 1

)
1

2π

∫ π

−π

f(y)eik(x−y)dy

=
n∑

k=−n

(
1− |k|

n+ 1

)
eikx

1

2π

∫ π

−π

f(y)e−ikydy

=
n∑

k=−n

(
1− |k|

n+ 1

)
eikxf̂(k)

= σ(f)(x).

Así, Ψn = σn(f) ∈ P . Luego, para todo ϕ ∈ P se tiene

〈Ψn, ϕ〉 = ĺım
n→∞

∫ π

−π

Ψn(x)ϕ(x)dx =

∫ π

−π

ĺım
n→∞

Ψn(x)ϕ(x)dx =

∫ π

−π

f(x)ϕ(x)dx.
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Esto prueba que Ψn, que ahora denotaremos por Tf , pertenece a P ′.

Proposición 4.3. La aplicación

T : Cper
(
[−π, π]

)
→ P ′

f → Tf

es lineal, inyectiva y continua en el siguiente sentido: si {fn}∞n=1 ⊆ Cper
(
[−π, π]

)
y converge

uniformemente a f ∈ Cper
(
[−π, π]

)
entonces

〈
Tfn , ϕ

〉
→
〈
Tf , ϕ

〉
, para todo ϕ ∈ P .

Demostración. Para comenzar, es evidentemente que T es lineal. Ahora, veamos la inyecti-

vidad. Sean f y g ∈ Cper
(
[−π, π]

)
, y supongamos que Tf = Tg en P ′. Así,

〈
Tf , ϕ

〉
=
〈
Tg, ϕ

〉
, ∀ ϕ ∈ P .

Si en particular lo aplicamos a ϕ = σn

(
f − g

)
∈ P , entonces

〈
Tf , σn

(
f − g

)〉
=

〈
Tg, σn

(
f − g

)〉
.

Luego,

0 =

〈
Tf − Tg, σn

(
f − g

)〉

=

∫ π

−π

(f − g)(x)σn

(
f − g, x

)
dx

=

∫ π

−π

(f − g)(x)
(
f − g ∗Kn

)
(x).

Si hacemos tender n→ ∞ en ambos lados, se obtiene una convergencia uniforme. Además,

0 =

∫ π

−π

(f − g)(x)f − g(x)dx =

∫ π

−π

∣∣f(x)− g(x)
∣∣2dx = ‖f − g‖2,
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de donde obtenemos que f = g. Para el caso de la continuidad, si consideramos {fn}∞n=1 ⊆
Cper

(
[−π, π]

)
, tal que fn → f uniformemente entonces, por la convergencia uniforme de

fn, para todo ϕ ∈ P se tiene

〈
Tfn , ϕ

〉
=

∫ π

−π

fn(x)ϕ(x)dx
n→∞−−−→

∫ π

−π

f(x)ϕ(x)dx =
〈
Tf , ϕ

〉
.

Esto finaliza la prueba.

Definición 4.2. Se dice que una distribución T ∈ P ′ proviene de una función enCper
(
[−π, π]

)

si existe una función f ∈ Cper
(
[−π, π]

)
, tal que T = Tf .

Proposición 4.4. No toda distribución periódica proviene de una función.

Demostración. Para comenzar, consideremos la función δx delta de Dirac concentrada en

x ∈ R, tal que 〈δx, ϕ〉 = ϕ(x) para todo ϕ ∈ P . En primer lugar, probaremos que δx es

una distribución. Para ello, probemos que δx es lineal. En efecto, si ϕ, ψ ∈ P y λ ∈ R,

(λϕ+ ψ) ∈ P ,

〈δx, λϕ+ ψ〉 = (λϕ+ ψ)(x)

= λ(ϕ)(x) + ψ(x)

= λ〈δx, ϕ〉+ 〈δx, ψ〉.

Ahora, probaremos que δx ∈ P ′. Sea {ϕn}n>1 ⊆ P una identidad aproximada, por ejemplo

los núcleos de Féjer, y consideremos las funciones Ψn(y) =
1

2π
ϕn(x − y). Así, para todo

ϕ ∈ P , se tiene

ĺım
n→∞

∫ π

−π

Ψn(y)ϕ(y)dy = ĺım
n→∞

∫ π

−π

1

2π
ϕn(x− y)ϕ(y)dy

= ĺım
n→∞

(ϕn ∗ ϕ)(x)

= ϕ(x)

= 〈δx, ϕ〉.
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Así, δx ∈ P ′. En segundo lugar, probaremos que δx no proviene de una función enCper
(
[−π, π]

)
.

Para ello, consideremos la sucesión ψn(y) =

(
1

2
+

1

2
cos(x− y)

)n
, n ∈ Z+, que satisface

las siguientes propiedades:

Por la periodicidad de la función coseno, se tiene que ψn ∈ P .

〈δx, ψn〉 = ψn(x) = 1, para todo n ∈ Z+.

ĺımn→∞〈δx, ψn〉 = 1.

0 6 ψn 6 1.

La sucesión ψn → 0 uniformemente en [x− π, x− ε]∪[x+ ε, x+ π]. para todo ε ∈ R,

tal que 0 < ε < π. En efecto, como ψn es continua y creciente sobre [x− π, x− ε],

‖ψn‖∞ = sup
y∈[x−π,x−ε]

{∣∣ψn(y)
∣∣
}

=
∣∣ψn(x− ε)

∣∣

=

(
1

2
+

1

2
cos(ε)

)n

6 1.

Además,

∫

|y−x|<ε

∣∣f(y)
∣∣ψn(y)dy 6

∫

|y−x|<ε

∣∣f(y)
∣∣dy 6 ‖f‖∞

∫

|y−x|<ε

1dy = 2ε‖f‖∞. (4.2)

Ahora, como ψn → 0 uniformemente, para todo ε > 0 existe N ∈ Z+, tal que si n > N ,

ψn(y) =
∣∣ψn(y)

∣∣ < ε para y ∈ [x− π, x− ε] ∪ [x+ ε, x+ π]. Por tanto, si n > N entonces

∫

ε6|y−x|6π

∣∣f(y)
∣∣ψn(y)dy 6 ‖f‖∞

∫

ε6|y−x|6π

ψn(y)dy

< ‖f‖∞
∫

ε6|y−x|6π

εdy

= 2ε(π − ε)‖f‖∞.
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Si f ∈ Cper
(
[−π, π]

)
, usando la periodicidad de f y ψ, tenemos

∣∣∣
〈
Tf , ψn

〉∣∣∣ =

∣∣∣∣∣

∫ π

−π

Tf (y)ψn(y)dy

∣∣∣∣∣

6

∫ π

−π

∣∣f(y)
∣∣∣∣ψn(y)

∣∣dy

=

∫ x+π

x−π

∣∣f(y)
∣∣ψn(y)dy

=

∫

|y−x|<ε

∣∣f(y)
∣∣ψn(y)dy +

∫

ε6|y−x|6π

∣∣f(y)
∣∣ψn(y)dy

6 2ε‖f‖∞ + 2ε(π − ε)‖f‖∞
= 2ε‖f‖∞(1 + π − ε) = ξ,

donde ε =
ξ

2‖f‖∞(1 + π − ε)
. Así,

ĺım
n→∞

〈
Tf , ψn

〉
= 0 6= 1 = ĺım

n→∞
ψn(x) = ĺım

n→∞
〈δx, ψn〉.

Esto prueba que δx 6= Tf , para cualquier función f ∈ Cper([−π, π]).

A continuación, se muestra los gráficos de ψn para n = 1000 y n = 2000.

x− π x− ε x x+ ε x+ π

0

1

y

ψ
n

ψ1000

ψ2000

Figura 4.1: ψn. Fuente: Elaboración propia.
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SECCIÓN 4.2

Convergencia de suceciones en P ′

En esta sección extenderemos el concepto de convergencia de sucesiones en el espacio de las

distribuciones.

Definición 4.3. Una sucesión {Tn}∞n=1 ⊆ P ′ converge a T ∈ P ′, en el sentido de P ′, si para

todo ϕ ∈ P se cumple que

〈Tn, ϕ〉 n→∞−−−→ 〈T, ϕ〉.

Esto se denotará por Tn
P ′

−→ T .

Proposición 4.5. Sea {ϕn}∞n=1 una identidad aproximada. Si denotamos por ψn(y) = ϕn(x−
y) y Tn = Tψn

entonces

Tn
P ′

−→ 2πδx.

Demostración. Veamos,

〈
Tψn

, ξ
〉

= Tψn
(ξ)

=

∫ π

−π

ψn(y)ξ(y)dy

=

∫ π

−π

ϕn(x− y)ξ(y)dy

= 2π(ξ ∗ ϕn)(x)
unif−−−→ 2πξ(x)

= 2π〈δx, ξ〉

= 〈2πδx, ξ〉

para todo ξ ∈ P . Por tanto, Tn
P ′

−→ 2πδx.

Proposición 4.6. Si T ∈ P ′ entonces existe una sucesión {αn}n>1 ⊆ P , tal que αn
P ′

−→ T .
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Demostración. Si T ∈ P ′, existe una sucesión {Ψ}n>1 ⊆ P , tal que para todo ϕ ∈ P se

tiene

T (ϕ) = ĺım
n→∞

∫ π

−π

Ψn(x)ϕ(x)dx.

En consecuencia 〈TΨn
, ϕ〉 n→∞−−−→ 〈T, ϕ〉, para todo ϕ ∈ P .

La proposición anterior se desprende la misma definición de una distribución.

Observación 4.1. La convergencia de las sucesiones en P ′ es débil.

Recordemos que toda distribución periódica es una funcional lineal. Ahora, consideremos

una sucesión {fn}∞n=1 ⊆ Cper
(
[−π, π]

)
que converge a f en Lp. Es decir, fn

Lp−→ f , para

1 6 p 6 ∞. Así, P ′ ∋ Tfn → Tf ∈ P ′. Para probar nuestra observación mostraremos que

〈
Tfn , ϕ

〉
→
〈
Tf , ϕ

〉
, ∀ϕ ∈ P .

Esto es equivalente a probar que
〈
Tfn − Tf , ϕ

〉
→ 0. Para ello, sea ϕ ∈ P

∣∣∣
〈
Tfn − Tf , ϕ

〉∣∣∣ 6

∫ π

−π

∣∣fn(x)− f(x)
∣∣∣∣ϕ(x)

∣∣dx

6 ‖fn − f‖p‖ϕ‖q,

donde
1

p
+

1

q
= 1. Así,

∣∣∣
〈
Tfn − Tf , ϕ

〉∣∣∣ → 0 cuando n → ∞. Por tanto, Tfn
P ′

−→ Tf . Como

consecuencia, la aplicación

Cper
(
[−π, π]

)
∋ f

L−→ Tf ∈ P ′

es continua. Además, identificaremos a los elementos de Cper
(
[−π, π]

)
con sus imágenes en

P ′ vía la identificiación L(f) = Tf y de la continuidad

fn
Lp−→ f ⇒ L(fn)

P ′

−→ L(f).
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SECCIÓN 4.3

Operaciones en P ′

A continuación, usaremos el lenguaje de distribuciones para poder extender algunas opera-

ciones de Cper
(
[−π, π]

)
a P ′.

Iniciemos con la conjugación, para ello analicemos que pasa con funciones en P . Si f ∈
Cper

(
[−π, π]

)
y ϕ ∈ P ,

〈
f, ϕ

〉
=

∫ π

−π

f(x)ϕ(x)dx =

∫ π

−π

f(x)ϕ(x)dx = 〈f, ϕ〉

Definición 4.4 (Distribución conjugada). Sea f ∈ P ′. Se define la distribución conjugada

f ∈ P ′ como aquella distribución que satisface

〈
f, ϕ

〉
= 〈f, ϕ〉 , ∀ ϕ ∈ P ′. (4.3)

Antes de continuar, es necesario probar que, así definida, f ∈ P ′. Veamos, es claro que

f : P → C es un funcional lineal. Ahora, si {Ψn}∞n=1 ⊆ P , tal que Ψn
P ′

−→ f , entonces

〈
Ψn, ϕ

〉
= 〈Ψn, ϕ〉 → 〈f, ϕ〉 =

〈
f, ϕ

〉
, ∀ ϕ ∈ P .

Definición 4.5. Sea f ∈ P ′. La parte real e imaginaria de f se definen mediante las expre-

siones

Re f =
f + f

2
e Im f =

f − f

2i
,

respectivamente.

Veamos ahora el caso de la operación de reflexión. Si f ∈ Cper
(
[−π, π]

)
, la reflexión de
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f , denotada por f̃(x) = f(−x), es continua y periódica de periodo 2π. Además, para todo

ϕ ∈ P se tiene

〈
f̃ , ϕ

〉
=

∫ π

−π

f(−x)ϕ(x)dx

y = −x ⇒ dy = dx

=

∫ −π

π

f(x)ϕ(−x)− 1dx

=

∫ π

−π

f(x)ϕ(−x)dx

= 〈f, ϕ̃〉

Definición 4.6. Sea f ∈ P ′. Denotaremos por f̃ a la distribución reflexión. Esta satisface

〈
f̃ , ϕ

〉
= 〈f, ϕ̃〉, ∀ ϕ ∈ P .

Ahora debemos probar que, con la definición anterior, f̃ ∈ P ′. Veamos, f̃ : P → C es un

funcional lineal. Si {Ψn}∞n=1 ⊆ P , tal que Ψn
P ′

−→ f , entonces

〈
Ψ̃n, ϕ

〉
= 〈Ψn, ϕ̃〉 → 〈f, ϕ̃〉 =

〈
f̃ , ϕ

〉
, ∀ ϕ ∈ P .

Veamos ahora el caso del operador traslación. Si f ∈ Cper
(
[−π, π]

)
entonces Ttf(x) =

f(x− t) ∈ Cper
(
[−π, π]

)
, para todo t ∈ R. Además,

〈Ttf, ϕ〉 =

∫ π

−π

f(x− t)ϕ(x)dx

=

∫ π−t

−π−t

f(y)ϕ(y + t)dy

=

∫ π

−π

f(y)ϕ(y + t)dy

= 〈f, T−tϕ〉, ∀ ϕ ∈ P .
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Definición 4.7. Sean t ∈ R y f ∈ P ′. El operador traslación Tf : P ′ → P ′ se define

mediante la siguiente expresión

〈Ttf, ϕ〉 = 〈f, T−tϕ〉, ∀ ϕ ∈ P .

Es claro que, dado f ∈ P ′ la aplicación Ttf : P → C, así definida, es un funcional lineal.

Además, si {Ψn}∞n=1 ⊆ P , tal que Ψn
P ′

−→ f , entonces {TtΨn}∞n=1 ⊆ P y

〈TtΨn;ϕ〉 = 〈Ψn, T−tϕ〉 → 〈f, T−tϕ〉 = 〈Ttf, ϕ〉 , ∀ ϕ ∈ P .

Proposición 4.7. Si f ∈ P ′, f es periódica y de periodo 2π; en el sentido T2πf = f .

Demostración. Si ϕ ∈ P , ϕ periódica y de periodo 2π. Ahora, para todo f ∈ P ′ se tiene

〈T2πf, ϕ〉 = 〈f, T−2πϕ〉 = 〈f, ϕ〉.

Antes de definir la operación de derivación en distribuciones, veamos que acontece en fun-

ciones. Para ello, consideremos f ∈ C1
per

(
[−π, π]

)
y para todo ϕ ∈ P , se tiene

〈
f ′, ϕ

〉
=

∫ π

−π

f ′(x)ϕ(x)dx

= f(x)ϕ(x)
∣∣π
−π

−
∫ π

−π

f(x)ϕ′(x)dx

= −
〈
f, ϕ′

〉
.

Definición 4.8. Sea f ∈ P ′. La derivada distribucional de f se define a través de la igualdad

〈
f ′, ϕ

〉
= −

〈
f, ϕ′

〉
, ∀ ϕ ∈ P .
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Proposición 4.8. Si f ∈ P ′ entonces f ′ ∈ P ′.

Demostración. La linealidad de la derivada distribucional se obtiene de su propia definición.

Como f ∈ P ′ existe {Ψn} ⊆ P , tal que Ψn
P ′

−→ f . Ahora, para todo ϕ ∈ P se tiene

〈
Ψ′
n, ϕ
〉
= −

〈
Ψn, ϕ

′
〉
→ −

〈
f, ϕ′

〉
=
〈
f ′, ϕ

〉
.

Por tanto f ′ ∈ P ′.

Proposición 4.9. Sea f ∈ P ′. Para todo ϕ ∈ P , la k-ésima derivada de f está dada por

〈
f (k), ϕ

〉
= (−1)k

〈
f, ϕ(k)

〉
.

Teorema 4.1 (Teorema de Baire). Sea (χ, d) un espacio métrico completo. Si χ =
∞⋃

n=1

χn,

donde χn
χ = χn, para todo n ∈ Z+ existe n0 ∈ Z+, tal que χ̊n0

6= ∅.

Proposición 4.10 (Continuidad de las distribuciones). Si f ∈ P ′, ϕ ∈ P y {ϕn} ⊆ P , tales

que ϕn
P−→ ϕ, entonces 〈f, ϕn〉 → 〈f, ϕ〉.

Demostración. Para probar la proposición usaremos el Teorema 4.1. Si consideramos f ∈
P ′, existe ε > 0 y {Ψm}∞m=1 ⊆ P , tal que Ψn

P ′

−→ f . Así, para todo ψ ∈ P se tiene

〈Ψm, ψ〉 m→∞−−−→ 〈f, ψ〉. Por tanto, el conjunto
{
〈Ψm, ψ〉 : m ∈ Z+

}
es acotado, pues la su-

cesión es convergente. Luego, existe N > 0 tal que
∣∣〈Ψm, ψ〉

∣∣ 6 N , para m ∈ Z+. Usando

la propiedad arquimediana, existe n ∈ N tal que N 6 n
ε

6
. Por tanto,

∣∣〈Ψm, ψ〉
∣∣ 6 n

ε

6
. Así,

para cada n ∈ N podemos definir

χn =

{
ψ ∈ P :

∣∣〈Ψm, ψ〉
∣∣ 6 n

ε

6
, ∀ m ∈ Z+

}
.

Estos espacios satisfacen lo siguiente:
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P =
∞⋃

n=1

χn. En efecto, es evidente que
∞⋃

n=1

⊆ P . Ahora veamos la otra inclusión. Si

ψ ∈ P entonces 〈Ψm, ψ〉 → 〈f, ψ〉. Así, existe n̂ ∈ Z+, tal que
∣∣〈Ψm, ψ〉

∣∣ 6 n
ε

6
, para

todo m ∈ Z+. Por tanto, ψ ∈ χn̂ ⊆
∞⋃

n=1

χn.

χn es cerrado en P . En efecto, sea {ψk} ⊆ χn, tal que ψk
P−→ ψ. Demostraremos que

ψ ∈ χn. Veamos, dado que ‖ψk − ψ‖∞
k→∞−−−→ 0, para cualquier m ∈ Z+ se tiene

∣∣〈Ψm, ψk〉 − 〈Ψm, ψ〉
∣∣ =

∣∣〈Ψm, ψk − ψ〉
∣∣

6

∫ π

−π

∣∣Ψm(x)
∣∣|ψk − ψ|dx

6 2π‖Ψm‖∞‖ψk − ψ‖∞
m→∞−−−→ 0

Luego,
∣∣〈Ψm, ψ〉

∣∣ = ĺım
k→∞

∣∣〈Ψm, ψk〉
∣∣ 6 n

ε

6
, ∀ m ∈ Z.

Así ψ ∈ χn.

Ahora, como (P , d) es un espacio métrico completo podemos aplicar el Teorema de Baire.

Por tanto, existe n0 ∈ Z+, tal que χ̊n0
6= ∅. Es decir, existe ψn0

∈ χ̊n0
⊂ χn0

y η > 0, tal que

B(ψn0
, η) ⊂ χ̊n0

⊂ χn0
. Así, si ξ ∈ B(ψn0

, η) entonces d(ξ, ψn0
) < η y por tanto ξ ∈ χn0

.

Además, si ψ ∈ P entonces

d(n◦ψ, 0) =
∞∑

k=0

1

2k

∥∥∥n0ψ
(k)
∥∥∥
∞

1 +
∥∥n0ψ(k)

∥∥
∞

=
∞∑

k=0

1

2k

n0

∥∥∥ψ(k)
∥∥∥
∞

1 + n0

∥∥ψ(k)
∥∥
∞

= n0

∞∑

k=0

1

2k

∥∥∥ψ(k)
∥∥∥
∞

1 + n0

∥∥ψ(k)
∥∥
∞
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6 n0

∞∑

k=0

1

2k

∥∥∥ψ(k)
∥∥∥
∞

1 +
∥∥ψ(k)

∥∥
∞

= n0d(ψ, 0),

d(ψ + ψn0
;ψn0

) =
∞∑

k=0

1

2k

∥∥∥ψ(k) + ψ
(k)
n0 − ψ

(k)
n0

∥∥∥
∞

1 +
∥∥∥ψ(k) + ψ

(k)
n0 − ψ

(k)
n0

∥∥∥
∞

=
∞∑

k=0

1

2k

∥∥∥ψ(k)
∥∥∥
∞

1 +
∥∥ψ(k)

∥∥
∞

= d(ψ, 0),

d(ψn0
− ψ, 0) =

∞∑

k=0

1

2k

∥∥∥ψ(k)
n0 − ψ(k)

∥∥∥
∞

1 +
∥∥∥ψ(k)

n0 − ψ(k)

∥∥∥
∞

= d(ψn0
, ψ).

Ahora, si d(ψ, 0) <
1

n0

η,

d(n0ψ, 0) 6 n0d(ψ, 0) < η.

Así,

d(ψn0
+ n0ψ, ψn0

) = d(n0ψ, 0) < η.

Por tanto,

n0

∣∣〈Ψm, ψ〉
∣∣ =

∣∣〈Ψm, n0ψ + ψn0
− ψn0

〉
∣∣

6
∣∣〈Ψm, n0ψ + ψn0

〉
∣∣+
∣∣〈Ψm, ψn0

〉
∣∣

6 n0
ε

6
+ n0

ε

6

= n0
ε

3
.

Así,
∣∣〈Ψm, ψ〉

∣∣ < ε, para todo ψ ∈ P . Consideremos N,M ∈ Z+ y ϕ ∈ P . tales que

Si n > N , d(ϕn, ϕ) = d(ϕn − ϕ, 0) <
1

n0

η.
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Si m >M y Ψm
P ′

−→ f ,
∣∣〈f, ϕ〉 − 〈Ψm, ϕ〉

∣∣ < ε

3
.

Luego, si n > N entonces d(ϕn − ϕ, 0) <
1

n0

η. Por tanto,
∣∣〈Ψm, ϕn − ϕ〉

∣∣ < ε

3
para todo

m ∈ Z+. Así, para cualquiera que sea n > N podemos escoger m >M , tal que

∣∣〈Ψm − ϕn〉 − 〈f, ϕn〉
∣∣ < ε

3
.

Finalmente,

∣∣〈f, ϕ〉 − 〈f, ϕn〉
∣∣ 6

∣∣〈f, ϕ〉 − 〈Ψm, ϕ〉
∣∣+
∣∣〈Ψm, ϕ〉 − 〈Ψm, ϕn〉

∣∣+
∣∣〈Ψm, ϕn〉 − 〈f, ϕn〉

∣∣

Así,
∣∣〈f, ϕ〉 − 〈f, ϕn〉

∣∣ < ε.

Proposición 4.11. Si f ∈ P ′, existen C > 0 y K ∈ N, tales que

∣∣〈f, ϕ〉
∣∣ 6 C

K∑

n=0

∥∥∥ϕ(n)
∥∥∥
∞
,

para todo ϕ ∈ P .

Demostración. Iniciemos considerando una funcional lineal continua f : P → C. El con-

junto

f−1
({
z ∈ Z : |z| < 1

})

es abierto en P y 0 ∈ f−1
(
B(0, 1)

)
. Así, existe ε > 0 tal que B(0, ε) ⊆ f−1

(
B(0, 1)

)
. Por

tanto, si consideramos ϕ ∈ P , tal que ϕ ∈ B(0, ε), entonces

d(ϕ, 0) < ε⇒ f(ϕ) ∈ B(0, 1) ⇒
∣∣f(ϕ)

∣∣ < 1 ⇒
∣∣〈f, ϕ〉

∣∣ < 1.

Ahora, recordemos que
∞∑

n=0

1

2n
= 2.
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Así, existe K ∈ N, tal que

∞∑

n=0

1

2n
=

K∑

n=0

1

2n
+

∞∑

n=K+1

1

2n

=
1−

(
1
2

)K+1

1− 1
2

+
∞∑

n=K+1

1

2n
2K+2 − 2

2K+1
+

∞∑

n=K+1

1

2n

= 2.

Luego,

∞∑

n=K+1

(
1

2

)n
=

1

2K
<
ε

2
y

K∑

n=0

1

2n
= 2− 1

2K
< 2.

Así, existe γ ∈ R, tal que (
2− 1

2K

)
γ < 2γ <

ε

2
.

y con ello

γ




K∑

n=0

1

2n


 <

ε

2
.

Ahora, sea ϕ ∈ P y comencemos la demostración. Si ϕ ≡ 0 no hay nada que probar. Por

tanto, supongamos que ϕ 6= 0. Luego, podemos definir ψ ∈ P mediante la expresión

ψ =
γϕ∑K

n=0

∥∥ϕ(n)
∥∥
∞

.

Así, para cualquier j = 0, 1, 2, . . . , K se tiene que

∥∥∥ψ(j)
∥∥∥ =

γ
∥∥∥ϕ(j)

∥∥∥
∑K

n=0

∥∥ϕ(n)
∥∥
∞

y como
∥∥∥ϕ(j)

∥∥∥ 6

K∑

n=0

∥∥∥ϕ(n)
∥∥∥
∞

, se tiene
∥∥∥ψ(j)

∥∥∥ 6 γ.
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Luego,

d(ψ, 0) =
∞∑

n=0

1

2n

∥∥∥ψ(n)
∥∥∥

1 +
∥∥ψ(n)

∥∥

6

∞∑

n=0

1

2n

∥∥∥ψ(n)
∥∥∥

=
K∑

n=0

1

2n

∥∥∥ψ(n)
∥∥∥+

∞∑

n=K+1

1

2n

∥∥∥ψ(n)
∥∥∥

< γ

K∑

n=0

1

2n
+
ε

2

< ε.

Así, ψ ∈ B(0, ε) y por tanto
∣∣〈f, ψ〉

∣∣ < 1. Además,

〈f, ϕ〉 =
K∑

n=0

∥∥∥ϕ(n)
∥∥∥
∞

1

γ
〈f, ψ〉.

Ahora, podemos denotar por C =
1

γ
y así obtenemos 〈f, ϕ〉 = C

K∑

n=0

∥∥∥ϕ(n)
∥∥∥
∞
〈f, ψ〉. Luego,

∣∣〈f, ϕ〉
∣∣ 6 C

K∑

n=0

∥∥∥ϕ(n)
∥∥∥
∞

∣∣〈f, ψ〉
∣∣

6 C
K∑

n=0

∥∥∥ϕ(n)
∥∥∥
∞
.



CAPÍTULO

5

Series de Fourier en P ′

En este capítulo estudiaremos la Teoría de Fourier en nuestro espacio de distribuciones pe-

riódicas. Descubriremos la relación de dualidad entre P y P ′. Esto esclarerá la forma en la

que actúan las distribuciones y el porque generalizan a las funciones.

SECCIÓN 5.1

Dualidad entre P y P ′

Para comenzar, en esta sección, definiremos la transformada de Fourier en P ′. Para ello,

recordaremos la definición inicial que dimos de la transformada y luego abstraeremos la

definición.

Si f ∈ Cper
(
[−π, π]

)
, f̂ : Z → C tal que para todo k ∈ Z y x ∈ R

f̂(k) =
1

2π

∫ π

−π

f(x)e−ikxdx =
1

2π
〈f,Φ−k〉 , Φk(x) = eikx ∈ P .

88
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Definición 5.1 (Transformada de Fourier en P ′). Si f ∈ P ′, la transformada de fourier f̂ es

una aplicación f̂ : Z → C tal que

f̂(k) =
1

2π
〈f,Φ−k〉.

Estos coeficientes definen la serie de Fourier de f .

Notación 5.1. Denotaremos a la n-ésima suma parcial de la serie de Fourier de f ∈ P ′ por

Sn(f)(x) =
n∑

k=−n

f̂(k)Φk(x). (5.1)

Teorema 5.1. Si ϕ ∈ P y f ∈ P ′ entonces Sn(ϕ)
P−→ ϕ y Sn(f)

P ′

−→ f .

Demostración. Si ϕ ∈ P entonces
(
ϕ̂(k)

)
k∈Z

∈ S(Z). Por tanto, para n = 1, 2, 3, . . .

+∞∑

k=−∞

∣∣ϕ̂(k)
∣∣ <∞ y

+∞∑

k=−∞

|k|n
∣∣ϕ̂(k)

∣∣ <∞.

Además,

+∞∑

k=−∞

ϕ̂(k)Φk
P−→ ϕ y

+∞∑

k=−∞

ϕ̂(m)(k)Φk
P−→ ϕ(m).

Así,
∥∥∥
(
Sn(ϕ)

)(m) − ϕ(m)
∥∥∥
∞

→ 0, para n → ∞ y m = 0, 1, 2, 3, . . .. Por tanto, Sn(ϕ)
P−→

ϕ. Ahora, denotemos fn = Sn(f) =
n∑

k=−n

f̂(k)Φk(x) ∈ P , para n = 0, 1, 2, 3, . . .. Luego,

f̂n(m) = Ŝn(f)(m)

=
n∑

k=−n

f̂(k)Φ̂k(x)(m)
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=
n∑

k=−n

f̂(k)
1

2π

∫ π

−π

eikxe−imxdx

=
n∑

k=−n

f̂(k)δk,m.

Así, f̂n(k) = f̂(k), para |k| 6 n, y f̂n(k) = 0, para |k| > n. A continuación, recordemos una

consecuencia de la identidad de Parseval

2π
(
f̂ , ĝ
)
= 2π

+∞∑

k=−∞

f̂(k)ĝ(k) =

∫ π

−π

f(x)g(x)dx = (f, g).

Además, para todo ϕ ∈ P , se cumple ϕ̂(k) = ϕ̂(−k). Por tanto,

〈fn;ϕ〉 =

∫ π

−π

fn(x)ϕ(x)dx

=

∫ π

−π

fn(x)ϕ(x)dx

=
(
fn/ϕ

)

= 2π
∞∑

k=−∞

f̂n(k)ϕ̂(−k)

= 2π
n∑

k=−n

f̂n(k)ϕ̂(−k)

=
n∑

k=−n

2πf̂n(k)ϕ̂(−k)

=
n∑

k=−n

(∫ π

−π

f(x)e−ikxdx

)
ϕ̂(−k)

=
n∑

k=−n

〈f,Φ−k〉ϕ̂(−k)

=

〈
f,

n∑

k=−n

ϕ̂(−k)Φ−k

〉

= 〈f, Snϕ〉.
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Ahora, como Sn(ϕ)
P−→ ϕ entonces 〈fn, ϕ〉 =

〈
f, Sn(ϕ)

〉
→ 〈f, ϕ〉, para todo ϕ ∈ P . Así,

fn = Sn(f)
P ′

−→ f.

Corolario 5.1 (Generalización de la Identidad de Parseval). Si f ∈ P ′ entonces 〈f, ϕ〉 =

2π
∞∑

k=−∞

f(k)ϕ̂(−k), para todo ϕ ∈ P .

Demostración. Usando la demostración anterior

2π
+∞∑

k=−∞

f(k)ϕ̂(−k) = ĺım
n→∞

2π
n∑

k=−n

f(k)ϕ̂(k)

=
〈
f, Sn(ϕ)

〉

= 〈f, ϕ〉.

Corolario 5.2. P∗ = P ′. Es decir, P ′ es el dual topológico de P .

Demostración. Bastará demostrar

P∗ =
{
f : P → C / f es un funcional lineal continuo

}
= P ′.

Ahora, si f ∈ P∗ entonces f : P → C es continuo y lineal. Así, podemos definir su serie de

Fourier
+∞∑

k=−∞

f̂(k)Φk. Luego, como Sn(f) ∈ P , por el Teorema 5.1, se tiene que Sn(f)
P ′

−→ f .

Así,

〈f, ϕ〉 = ĺım
n→∞

〈
Sn(f), ϕ

〉
,

para todo ϕ ∈ P . Por tanto, f ∈ P ′. Para finalizar, si f ∈ P es un funcional lineal continuo

y por ello f ∈ P∗.
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A continuación, una representación gráfica de la dualidad mostrada.

P∗
= P ′

P

f

Tϕ

ϕ

f(ϕ) = 〈f, ϕ〉 = 2π
∞∑

k=−∞

f(k)ϕ̂(−k)

Figura 5.1: P y P∗. Fuente: Elaboración propia.

SECCIÓN 5.2

Caracterización de P ′ mediante la Transformada de

Fourier

En esta sección caracterizaremos a las distribuciones periódicas a través de la transformada de

Fourier. En este proceso nos encontraremos con las sucesiones de crecimiento lento. Luego,

usando la transfomada de Fourier y su inversa relacionaremos al espacio de las sucesiones de

crecimiento rápido y de crecimiento lento con P y P ′.

Definición 5.2 (Sucesión de crecimiento lento). Una sucesión (αk)k∈Z ⊆ C se denomina

sucesión de crecimiento lento si existen constantes C ∈ R+ y N ∈ N tales que

|αk| 6 C|k|N ,

para todo k ∈ Z− {0}.
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Notación 5.2. S ′(Z) denotará el conjunto de todas las sucesiones complejas de crecimiento

lento.

Proposición 5.1. El espacio S ′(Z) es un R–espacio vectorial.

Teorema 5.2. Si α := (αk)k∈Z ∈ S ′(Z) entonces existe una única f ∈ P ′, tal que f̂ = α.

Recíprocamente, si f ∈ P ′ entonces f̂ ∈ S ′(Z).

Demostración. ⇒) Para comenzar, si α = (αk) ∈ S ′(Z) entonces, para cualquier ϕ ∈ P , la

serie
+∞∑

k=−∞

αkϕ̂(−k) converge absolutamente. En efecto, como ϕ ∈ P entonces ϕ̂ ∈ S(Z).

Es decir,

+∞∑

k=−∞

∣∣ϕ̂(k)
∣∣ <∞ y

+∞∑

k=−∞

∣∣ϕ̂(k)
∣∣|k|n <∞,

para n = 1, 2, 3, . . .. Así,

+∞∑

k=−∞

|αk|
∣∣ϕ̂(−k)

∣∣ = |α0|
∣∣ϕ̂(0)

∣∣+
∑

k 6=0

|αk|
∣∣ϕ̂(−k)

∣∣

6 |α0|
∣∣ϕ̂(0)

∣∣+ C
∑

k 6=0

|k|N
∣∣ϕ̂(−k)

∣∣

< ∞.

Podemos definir nuestro candidado f : P → C mediante la expresión

f(ϕ) = 〈f, ϕ〉 = ϕ̂(−k),

para todo ϕ ∈ P . La linealidad de f es heredada de la transformada de Fourier. Ahora,

f ∈ P ′. En efecto, si consideramos la sucesión

Ψn(x) =
∑

|k|6n

αke
ikx ∈ P ,



Capítulo 5. Series de Fourier en P ′ 94

para todo n ∈ N tenemos

〈f, ϕ〉 = 2π
+∞∑

k=−∞

αkϕ̂(−k)

= 2π ĺım
n→+∞

n∑

k=−n

αkϕ̂(−k)

= 2π ĺım
n→+∞

n∑

k=−n

αk
1

2π

∫ π

−π

ϕ(x)eikxdx

= ĺım
n→+∞

∫ π

−π

ϕ(x)




n∑

k=−n

αke
ikx


dx

= ĺım
n→+∞

∫ π

−π

ϕ(x)Ψn(x)dx

= ĺım
n→+∞

〈Ψn, ϕ〉,

para todo ϕ ∈ P . Ahora probaremos que f̂ = α. Para ello, si m ∈ Z entonces

f̂(m) =
1

2π
〈f,Φ−m〉 =

+∞∑

k=−∞

αkΦ̂−m(k) = αm.

Por tanto, f̂ = α. Veamos la unicidad de f . Si suponemos que existe g ∈ P , tal que ĝ = α =

f̂ , entonces se tiene

〈g, ϕ〉 = 2π
+∞∑

k=−∞

ĝ(k)ϕ̂(−k)

= ĺım
n→∞

n∑

k=−n

2πĝ(k)ϕ̂(−k)

= ĺım
n→∞

n∑

k=−n

ĝ(k)2πϕ̂(−k)

= ĺım
n→∞

n∑

k=−n

ĝ(k)〈Φk, ϕ〉
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= ĺım
n→∞

n∑

k=−n

f̂(k)〈Φk, ϕ〉

= 〈f, ϕ〉,

para todo ϕ ∈ P . Luego, g = f .

⇐) Ahora, si f ∈ P ′, por la Proposición 4.11 existen constantes C > 0 y N ∈ N tales que

para todo ϕ ∈ P se tiene
∣∣〈f, ϕ〉

∣∣ 6 C

N∑

n=0

∥∥∥ϕ(n)
∥∥∥
∞
.

En particular, podemos considerar ϕ = Φ−k ∈ P . Así,

1

2π

∣∣∣f̂(k)
∣∣∣ =

∣∣〈f,Φ−k〉
∣∣

6 C

[∥∥∥Φ(0)
−k

∥∥∥
∞
+
∥∥∥Φ(1)

−k

∥∥∥
∞
+
∥∥∥Φ(2)

−k

∥∥∥
∞
+ . . .+

∥∥∥Φ(N)
−k

∥∥∥
∞

]

6 C

[
1 +

∥∥∥−ike−ikx
∥∥∥
∞
+
∥∥∥(−i)2k2e−ikx

∥∥∥
∞
+ . . .+

∥∥∥(−i)NkNe−ikx
∥∥∥
∞

]

= C
[
1 + |k|+ |k|2 + |k|3 + . . .++|k|N

]

6 CN |k|N

Por tanto,
∣∣∣f̂(k)

∣∣∣ 6 (2πCN)|k|N , para todo k ∈ Z − {0}. Ahora, si denotamos por C̃ =

2πCN , se obtiene ∣∣∣f̂(k)
∣∣∣ 6 C̃|k|N .

Luego, f̂ ∈ S ′(Z).

Observemos que por lo demostrado en el Teorema 5.2

si f ∈ P ′ entonces f̂ ∈ S ′(Z) y

si α ∈ S ′(Z), existe f ∈ P ′, tal que f̂ = α.

En consecuencia, la aplicación ̂ : P ′ → S ′(Z) es una biyección lineal, cuya aplicación
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inversa ∨ : S ′(Z) → P está dada por la expresión

∨
α =

+∞∑

−∞

αkΦk,

para α = (αk)k∈Z ∈ S ′(Z). Ahora, todo α ∈ S ′(Z) define un funcional de S(Z) en C, dado

por

〈α, β〉 =
+∞∑

k=−∞

αkβk,

para todo β = (βk) ∈ S(Z). Esta funcional está bien definida, pues la serie que la define

converge absolutamente para cualquier β ∈ S(Z). En efecto,

∣∣〈α, β〉
∣∣ =

∞∑

k=−∞

|αk||βk|

= |α0||β0|+
∑

k 6=0

|αk||βk|

6 |α0||β0|+ C
∑

k 6=0

|k|N |βk|

< ∞.

Además, si β̃k = β−k entonces, para todo β ∈ S(Z), se tiene

〈
∨
α,

∨

β̃

〉
= 2π

+∞∑

k=−∞

∨̂
α

∨̂

β̃

= 2π
+∞∑

k=−∞

αkβ−k

= 2〈α, β〉.

Proposición 5.2. S ′(Z) =
{
f : S(Z) → C / f es una funcional lineal continua

}
.

Demostración. Bastará probar que α ∈ S ′(Z) es una funcional lineal continua. Para co-

menzar, la linealidad de α es evidente. Ahora, probaremos que es continua. En efecto, sean
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β ∈ S(Z) y βj =
(
βjk

)
k∈Z

⊆ S(Z), tal que βj
S(Z)−−→ β. Así, β̃j

S(Z)−−→ β̃. Por tanto,
∨

β̃j
P−→

∨

β̃.

Finalmente, apliquemos α sobre βj

〈 α︸︷︷︸
S′(Z)

, βj︸︷︷︸
S(Z)

〉 = 1

2π
〈 ∨
α︸︷︷︸
P ′

,
∨

β̃j︸︷︷︸
P

〉 → 1

2π
〈 ∨
α,

∨

β̃ 〉 = 〈α, β〉.

Definición 5.3. Una sucesión
{
αj
}∞
j=1

⊆ S ′(Z) es convergente en S ′(Z) si para todo β ∈
S(Z) se tiene

〈αj, β 〉 → 〈α, β 〉,

cuando j → +∞.

Proposición 5.3. La transformada de Fourier ̂: P ′ → S ′(Z) y su inversa ∨ : S ′(Z) → P ′

llevan sucesiones convergentes en sucesiones convergentes.

Demostración. Consideremos f ∈ P ′ y {fn}n∈N ⊆ P ′, tales que fn
P ′

−→ f . Debemos demos-

trar que f̂n
S′(Z)−−−→ f̂ . Para ello, observemos que

2π〈 α̂, ˜̂β 〉 = 〈
∨

α̂,

∨

˜̃̂
β 〉

= 〈α, β〉.

Ahora, sea β ∈ S(Z)

〈 f̂n, β 〉 =
1

2π
〈fn, ˜̂β 〉 P ′

−→ 1

2π
〈f, ˜̂β︸︷︷︸

∈P

〉 = 〈 f̂ , β 〉,

cuando n→ +∞. Ahora consideremos α ∈ S ′(Z) y {αn}n∈N ⊆ S ′(Z), tales que αn
S′(Z)−−−→ α.

Se debe demostrar que
∨
αn

P ′

−→ ∨
α.



Capítulo 5. Series de Fourier en P ′ 98

Así,

〈 ∨
αn, ϕ〉 = 2π〈αn, ˜̂ϕ︸︷︷︸

∈S(Z)

〉 → 2π〈α, ˜̂ϕ〉 = 〈 ∨
α, ϕ〉,

para todo ϕ ∈ P .

Proposición 5.4. S(Z)∗ = S ′(Z). Es decir, S ′(Z) es el dual topológico de S(Z).

Resumamos lo visto en los siguientes diagramas

S(Z) // S ′(Z) S(Z) //

∨

��

S ′(Z)

∨

��

P
̂

OO

Tϕ

// P ′

̂

OO

P
Tϕ

// P ′

Proposición 5.5. Si f ∈ P ′ entonces, para todo k ∈ Z, t ∈ R y n ∈ Z+, se cumple

1. (̂Ttf)(k) = e−iktf̂(k).

2. (̂f (n))(k) = (ik)nf̂(k).

3. f̂(k) = f̂(−k).

Demostración. Antes recordemos que f̂(k) =
1

2π
〈f,Φ−k〉 y Φ−k(x) = e−ikx. Por tanto,

T−t(Φ−k(x)) = Φ−k(x+ t)

= e−ik(x+t)

= e−ikxe−ikt

= e−iktΦ−k(x).

y

Φ
(n)
−k(x) = (−ik)ne−ikx = (−ik)nΦ−k(x).
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Así,

1. Veamos como actúa la transformada de Fourier sobre las traslaciones.

(̂Ttf)(k) =
1

2π
〈Ttf,Φ−k〉

=
1

2π
〈f, T−tΦ−k〉

=
1

2π

〈
f, e−iktΦ−k

〉

= e−ikt
1

2π
〈f,Φ−k〉

= e−iktf̂(k).

2. Ahora, como actúa la transformada de Fourier sobre las derivadas de las distribuciones.

f̂ (n)(k) =
1

2π
(−1)n

〈
f,Φ

(n)
−k

〉

=
1

2π
(−1)n(−ik)n〈f,Φ−k〉

= (ik)nf̂(k).

3. Finalmente, la transformada de Fourier y el conjugado.

f̂(k) =
1

2π

〈
f,Φ−k

〉

=
1

2π

〈
f,Φ−k

〉

=
1

2π
〈f,Φk〉

=
1

2π
〈f,Φk〉

= f̂(−k).
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SECCIÓN 5.3

Convolución en P ′

En esta sección extenderemos la operación de convolución a las distribuciones periódicas, a

fin de darle la estructura de álgebra. Para ello, recordemos que si f ∈ Cper
(
[−π, π]

)
, para

todo ϕ ∈ P se cumple

Tyϕ(x) = ϕ(x− y) = ϕ
(
−(y − x)

)
= ϕ(y − x) = Txϕ(y).

Así, f ∗ ϕ puede escribirse de la siguiente manera

(f ∗ ϕ)(x) =
1

2π

∫ π

−π

f(y)ϕ(x− y)dx

=
1

2π

∫ π

−π

f(y)
(
Txϕ(y)

)
dx

=
1

2π
〈f, Txϕ〉.

Definición 5.4. Si f ∈ P ′ entonces la convolución f ∗ ϕ se define de la siguiente manera

(f ∗ ϕ)(x) = 1

2π
〈f, Txϕ〉 , ∀ x ∈ R, (5.2)

para todo ϕ ∈ P .

Proposición 5.6. Si f, g ∈ P ′; ϕ, ψ ∈ P; λ ∈ C y x ∈ R, se tiene

1. (λf) ∗ ϕ = λ(f ∗ ϕ) = f ∗ (λϕ).

2. (f + g) ∗ ϕ = f ∗ ϕ+ g ∗ ϕ.

3. f ∗ (ϕ+ ψ) = f ∗ ϕ+ f ∗ ψ.

4. (Ttf) ∗ ϕ = Tt(f ∗ ϕ) = f ∗ (Ttϕ).
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Demostración. En primer lugar,

(Ttf) ∗ ϕ =
1

2π
〈Ttf, Txϕ〉 =

1

2π

〈
f, T−t(Txϕ)

〉
.

Además,

f ∗ Ttϕ =
1

2π
〈f, Tx(Ttϕ)〉.

Ahora, probaremos la equivalencia de estas dos igualdades. Para ello, consideremos y ∈ R.

Se sabe que
[
T−t(Txϕ)

]
(y) = (Txϕ)(y + t).

Así,

[
T−t(Txϕ)

]
(y) = ϕ(y + t− x)

= ϕ(x− y − t)

= Ttϕ(x− y)

= Ttϕ(y − x)

=

[
Tx

(
Ttϕ
)]

(y).

Para finalizar,

Tt(f ∗ ϕ) = (f ∗ ϕ)(x− t) =
1

2π
〈f, Tx−tϕ〉 =

1

2π

〈
f, T−t(Txϕ)

〉
.

Proposición 5.7. Si f ∈ P ′ y ϕ ∈ P entonces f ∗ ϕ ∈ P y

(f ∗ ϕ)(n) = f (n) ∗ ϕ = f ∗ ϕ(n),

para todo n ∈ N.
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Demostración. A continuación, usaremos la inducción matemática. Para ello, probaremos el

caso n = 1. recordemos que f ∗ ϕ es periódica y de periodo 2π. Debemos demostrar que

(f ∗ ϕ)′ = f ′ ∗ ϕ = f ∗ ϕ′.

Veamos,

(f ∗ ϕ)′ = ĺım
h→0

(f ∗ ϕ)(x+ h)− (f ∗ ϕ)(x)
h

= ĺım
h→0

1

2π
〈f, Tx+hϕ〉 −

1

2π
〈f, Txϕ〉

h

=
1

2π

〈
f, ĺım

h→0

Tx+hϕ− Txϕ

h

〉
.

Ahora, solo bastará probar que

ĺım
h→0

Tx+hϕ− Txϕ

h
= Tϕ′,

para obtener (f ∗ ϕ)′ = f ∗ ϕ′. Para tal fin,

(
Txϕ′

)
(y) = ϕ′(y − x)

= ϕ′(x− y)

= ĺım
h→0

ϕ(x− y + h)− ϕ(x− y)

h

= ĺım
h→0

ϕ
(
(x+ h)− y

)
− ϕ(x− y)

h

= ĺım
h→0

ϕ
(
−
(
y − (x+ h)

))
− ϕ

(
−(y − x)

)

h

= ĺım
h→0

ϕ
(
y − (x+ h)

)
− ϕ(y − x)

h

=

[
ĺım
h→0

Tx+hϕ− Txϕ

h

]
(y).
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para todo y ∈ R. Veamos el caso

(f ′ ∗ ϕ)(x) = 1

2π

〈
f ′, Txϕ

〉
=

1

2π
(−1)〈f, (Txϕ)′ 〉 =

1

2π
〈f,−(Txϕ)

′ 〉

y (f ∗ ϕ′)(x) =
1

2π
〈f, Txϕ′ 〉. Así, bastará probar que Txϕ′ = −(Txϕ)

′. En efecto,

−(Txϕ)
′(y) = ĺım

h→0

Txϕ(y + h)− Txϕ(y)

−h
= ĺım

h→0

ϕ(x− y − h)− ϕ(x− y)

−h
= ϕ′(x− y)

= ϕ′(y − x)

= Txϕ′(y),

para todo y ∈ R. Finalmente, usando la inducción matemática podemos generalizar las igual-

dades para cualquier n ∈ N. En efecto, ya se probó para n = 1 y supongamos cierto para n.

Ahora probaremos el caso n+ 1. Sea ϕ ∈ P ,

(f ∗ ϕ)(n+1) =
[
(f ∗ ϕ)(n)

]′
=
[
f (n) ∗ ϕ

]′
= f (n+1) ∗ ϕ

y

f (n+1) ∗ ϕ =
(
f (n)

)′
∗ ϕ = f (n) ∗ ϕ′ = f ∗

(
ϕ′
)(n)

= f ∗ ϕ(n+1)

Proposición 5.8. Si f ∈ P ′ y ϕ ∈ P entonces se tiene

(̂f ∗ ϕ)(k) = f̂(k)ϕ̂(k)

para todo k ∈ Z.
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Demostración. Antes, probemos la siguiente igualdad
̂̃
f(k) = f̂(−k). En efecto,

̂̃
f(k) =

1

2π

〈
f̃ ,Φ−k

〉
=
〈
f, Φ̃−k

〉
=

1

2π
〈, f,Φk〉 = f̂(−k)

pues Φ̃−k(y) = Φ−k(−y) = Φk(y). Ahora, si consideremos x ∈ R, un valor fijo, Txϕ ∈ P .

Por tanto, su serie de Fourier converge en el sentido de P . Así

Txϕ̃ =
+∞∑

k=−∞

T̂xϕ̃(k)Φk =
+∞∑

k=−∞

e−ikx ̂̃ϕ(k)Φk =
+∞∑

k=−∞

e−ikxϕ̂(−k)Φk. (5.3)

Finalmente, si aplicamos la convolución, tenemos

(f ∗ ϕ)(x) =
1

2π
〈f, Txϕ̃〉

=
1

2π

〈
f,

+∞∑

k=−∞

e−ikxϕ̂(−k)Φk

〉

=
+∞∑

k=−∞

e−ikxϕ̂(−k) 1

2π
〈f,Φk〉

=
+∞∑

k=−∞

e−ikxϕ̂(−k)f̂(−k)

=
+∞∑

k=−∞

ϕ̂(k)f̂(k)Φk.

Por la unicidad de la representación en serie de Fourier

f̂ ∗ ϕ(k) = f̂(k) ∗ ϕ̂(k).

Ahora, podemos definir la convolución f ∗ ϕ, para f ∈ P ′ y ϕ ∈ P , de forma alternativa.

Para ello, primero consideremos el caso en el que f ∈ Cper
(
[−π, π]

)
y ϕ ∈ P . Sabemos que
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f ∗ ϕ ∈ P . Por tanto, para todo ψ ∈ P se tiene

〈f ∗ ϕ, ψ〉 =

∫ π

−π

(f ∗ ϕ)(x)ψ(x)dx

=
1

2π

∫ π

−π

ψ(x)

(∫ π

−π

f(y)ϕ(x− y)dy

)
dx

=
1

2π

∫ π

−π

f(y)

(∫ π

−π

ψ(x)ϕ(x− y)dx

)
dy

=
1

2π

∫ π

−π

f(y)

(∫ π

−π

ψ(x)ϕ̃(y − x)dx

)
dy

=
1

2π

∫ π

−π

f(y)(ψ ∗ ϕ̃)(y)dy

=
1

2π
〈f, ψ ∗ ϕ̃〉

=
1

2π
〈f, ϕ̃ ∗ ψ〉.

Definición 5.5. Si f ∈ P ′ y ϕ ∈ P , definimos la convolución ∗1 mediante la igualdad

〈f ∗1 ϕ, ψ〉 = 〈f, ϕ̃ ∗ ψ〉, para todo ψ ∈ P .

Proposición 5.9. Si f ∈ P ′ y ϕ ∈ P entonces f ∗1 ϕ ∈ P ′.

Demostración. Si f ∈ P ′ existe (fn)n∈N ⊆ P tal que, para todo ϕ ∈ P , se tiene 〈fn, ϕ〉 →
〈f, ϕ〉, cuando n→ ∞. Luego,

〈fn ∗1 ϕ, ψ〉 = 〈fn, ϕ̃ ∗ ψ︸ ︷︷ ︸
P

〉 → 〈f, ϕ̃ ∗ ψ〉 = 〈f ∗1 ϕ, ψ〉, ∀ ψ ∈ P .

Por lo tanto f ∗1 ϕ ∈ P ′.

Proposición 5.10. Si f ∈ P ′ y ϕ ∈ P entonces 〈f ∗ ϕ, ψ〉 = 〈f ∗1 ϕ, ψ〉, para todo ψ ∈ P .

Demostración. La igualdad nos dice que f ∗ϕ es igual a f ∗1ϕ en el sentido de P ′. Para ello,
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bastará probar que f̂ ∗1 ϕ(k) = f̂ ∗ ϕ(k). Consideremos k ∈ Z

f̂ ∗1 ϕ(k) =
1

2π
〈f ∗1 ϕ,Φ−k〉

=
1

2π
〈f, ϕ̃ ∗ Φ−k〉 (5.4)

Ahora, vamos a demostrar que ϕ̃ ∗ Φ−k = Φkϕ̂(k). En efecto, sea x ∈ R

ϕ̃ ∗ Φ−k(k) =
1

2π

∫ π

−π

ϕ̃(y)Φ−k(x− y)dy

=
1

2π

∫ π

−π

ϕ(−y)e−ikxeikydy

= e−ikx
1

2π

∫ π

−π

ϕ(−y)eikydy

u = −y ⇒ −du = dy

= e−ikx
1

2π

∫ −π

π

ϕ(u)e−iku(−du)

= e−ikx
1

2π

∫ π

−π

ϕ(u)e−ikudu

= e−ikxϕ̂(k)

= Φ−k(x)ϕ̂(k),

para todo x ∈ R. Luego, reemplazando en (5.4) tenemos

f̂ ∗1 ϕ(k) =
1

2π

〈
f,Φ−kϕ̂(k)

〉
= ϕ̂(k)

1

2π
〈f,Φ−k〉 = ϕ̂(k)f̂(k) = f̂(k)ϕ̂(k) = f̂ ∗ ϕ(k),

para todo k ∈ Z.

Definición 5.6. Si f y g ∈ P ′, podemos definir la convolución en P ′ mediante la igualdad

〈f ∗ g, ϕ〉 = 〈f, g̃ ∗ ϕ〉, (5.5)

para todo ϕ ∈ P .
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Es evidente que g̃ ∗ϕ ∈ P . Así, solo debemos demostrar que f ∗ g ∈ P ′. Para ello, usaremos

el siguiente lema.

Lema 5.1. Si f ∈ P ′, {ϕn}n∈N ⊆ P y ϕn
P−→ ϕ, para ϕ ∈ P , se tiene

f ∗ ϕn P−→ f ∗ ϕ.

Demostración. Según nuestra hipótesis, si ϕ̂n → ϕ̂ en S(Z) entonces ‖ϕ̂n − ϕ̂‖∞,m → 0,

para todo m = 0, 1, 2, 3, . . .. Ahora, vamos a demostrar que

∥∥∥f̂ ϕ̂n − f̂ ϕ̂
∥∥∥
∞,m

→ 0,

para todo m = 0, 1, 2, 3, . . .. Se sabe que ϕ̂
S(Z)−−→ ϕ̂. Además, f̂ ∈ S ′(Z). Así, existen C > 0

y N ∈ N tales que ∣∣∣f̂(k)
∣∣∣ 6 C|k|N ,

para todo k ∈ Z− {0}. Veamos,

Si m = 1, 2, 3, . . .,

∥∥∥f̂ ϕ̂n − f̂ ϕ̂
∥∥∥
∞,m

= sup
k∈Z

(∣∣∣f̂(k)
∣∣∣
∣∣ϕ̂n(k)− ϕ̂(k)

∣∣|k|m
)

6 C sup
k∈Z

(∣∣ϕ̂n(k)− ϕ̂(k)
∣∣|k|m+N

)

= C
∥∥ϕ̂n(k)− ϕ̂(k)

∥∥
∞,m+n

→ 0,

cuando m→ ∞.

Si m = 0, ∥∥∥f̂ ϕ̂n − f̂ ϕ̂
∥∥∥
∞,0

= sup
k∈Z

(∣∣∣f̂(k)
∣∣∣
∣∣ϕ̂n(k)− ϕ̂(k)

∣∣
)
.

Ahora, analicemos
∥∥∥f̂ ϕ̂n − f̂ ϕ̂

∥∥∥
∞,0

para ciertos valores de k.
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• Si k = 0,

∣∣∣f̂(0)
∣∣∣
∣∣ϕ̂n(0)− ϕ̂(0)

∣∣ 6

∣∣∣f̂(0)
∣∣∣‖ϕ̂n − ϕ̂‖

=
∣∣∣f̂(0)

∣∣∣ sup
k∈Z

∣∣(ϕ̂n − ϕ̂)(k)
∣∣→ 0.

• Si k 6= 0,

sup
k∈Z−{0}

∣∣∣f̂(k)
∣∣∣
∣∣ϕ̂n(k)− ϕ̂(k)

∣∣ 6 C sup
k∈Z−{0}

∣∣ϕ̂n(k)− ϕ̂(k)
∣∣kN

= C‖ϕ̂n − ϕ̂‖∞,N → 0.

Por tanto,

∥∥∥f̂ ϕ̂n − f̂ ϕ̂
∥∥∥
∞,m

= máx

{∣∣∣f̂(0)
∣∣∣
∣∣ϕ̂n(0)− ϕ̂(0)

∣∣, C‖ϕ̂n − ϕ̂‖∞,N

}
.

Así,

f̂ ϕ̂n
S(Z)−−→ f̂ ϕ̂⇒ f̂ ∗ ϕn

S(Z)−−→ f̂ ∗ ϕ⇒
∨

f̂ ∗ ϕn P−→
∨

f̂ ∗ ϕ⇒ f ∗ ϕn P−→ f ∗ ϕ.

Proposición 5.11. Si f y g ∈ P ′ entonces f ∗ g ∈ P ′.

Demostración. La linealidad de f ∗ g es evidente. Ahora, veamos la continuidad. Si ϕ ∈ P y

(ϕn)n∈N ⊆ P , tales que ϕn
P−→ ϕ, entonces g̃ ∗ ϕn P−→ g̃ ∗ ϕ. Luego,

〈f ∗ g, ϕn〉 = 〈f, g̃ ∗ ϕn〉 → 〈f, g̃ ∗ ϕ〉 = 〈f ∗ g, ϕ〉,

para todo ϕ ∈ P .
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Proposición 5.12. Si f y g ∈ P ′, se tiene f̂ ∗ g(k) = f̂(k)ĝ(k), para todo k ∈ Z.

Demostración. Si ϕ ∈ P , tenemos la siguiente representación en serie de Fourier

〈f ∗ g, ϕ〉 = 2π
+∞∑

k=−∞

f̂ ∗ g(k)ϕ̂(−k).

Por otro lado, como 〈f ∗ g, ϕ〉 = 〈f, g̃ ∗ ϕ〉,

〈f ∗ g, ϕ〉 = 2π
+∞∑

k=−∞

f̂(k)̂̃g ∗ ϕ(−k)

= 2π
+∞∑

k=−∞

f̂(k)̂̃g(−k)ϕ̂(−k)

= 2π
+∞∑

k=−∞

f̂(k)ĝ(k)ϕ̂(−k).

Ahora, si consideramos ϕ(k) = Φ−k para todo k ∈ Z, por la unicidad de la representación en

serie de Fourier, f̂ ∗ g(k) = f̂(k)ĝ(k).

Proposición 5.13. El espacio (P ′, ∗) es un álgebra commutativa.

Demostración. Usaremos la inyectividad de la transformada de Fourier. Para ello, considere-

mos f, g, h ∈ P ′; k ∈ Z; λ ∈ C y el delta de Dirac δ centrada en x = 0. Ahora, probaremos

las condiciones que dede satisfacer el espacio (P ′, ∗).

1. (f ∗ g) ∗ h = f ∗ (g ∗ h). En efecto,

̂(f ∗ g) ∗ h(k) =

((
f̂ ∗ g

)
∗ h
)
(k)

=
(
f̂(k) ĝ(k)

)
ĥ(k)

= f̂(k)
(
ĝ(k) ĥ(k)

)

= f̂(k)
(
ĝ ∗ h

)
(k)
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= ̂f ∗ (g ∗ h)(k).

2. f̂ ∗ g(k) = ĝ ∗ f(k). Veamos

f̂ ∗ g(k) = f̂(k) ĝ(k)

= ĝ(k) f̂(k)

= ĝ ∗ f(k).

3. (f + g) ∗ h = f ∗ h+ g ∗ h. En efecto,

̂(f + g) ∗ h(k) = f̂ + h(k) ∗ ĥ(k)

=
(
f̂ + ĝ

)
(k) ∗ ĥ(k)

=
(
f̂(k) + ĝ(k)

)
∗ ĥ(k)

=
(
f̂(k) ∗ ĥ(k)

)
+
(
ĝ(k) ∗ ĥ(k)

)

= f̂ ∗ h(k) + ĝ ∗ h(k)

=
(

̂(f ∗ h) + (g ∗ h)
)
(k).

4. (λf) ∗ g = λ(f ∗ g) = f ∗ (λg). En efecto,

̂(λf) ∗ g(k) = λ̂f(k)ĝ(k)

= λ
(
f̂(k)ĝ(k)

)

= λ
(
f̂ ∗ g

)
(k)

= f̂(k) ∗
(
λĝ(k)

)

= f̂(k) ∗ λ̂g(k)

=
(
f̂ ∗ λg

)
(k).
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5. 2πδ es la identidad del álgebra. En efecto, sea ϕ ∈ P

〈2πδ ∗ f, ϕ〉 = 2π
(
f̃ ∗ ϕ

)
(0)

= 2π
1

2π

〈
f̃ , T0ϕ̃

〉

=
〈
f̃ , ϕ̃

〉

=
〈
f, ˜̃ϕ

〉

= 〈f, ϕ〉,

Por tanto, 2πδ ∗ f = f .

Proposición 5.14. Si f y g ∈ P ′,

(Ttf) ∗ g = Tt(f ∗ g) = f ∗ (Ttg),

para todo t ∈ R.

Proposición 5.15. Si f, g ∈ P ′ y n ∈ N, se cumple

(Ttf) ∗ g = Tt(f ∗ g) = f ∗ (Ttg) (5.6)

(f ∗ g)(n) = f (n) ∗ g = f ∗ g(n), (5.7)

para todo t ∈ R.

Demostración. Sea k ∈ Z. Así,

̂(
(Ttf) ∗ g

)
(k) = T̂tf(k)ĝ(k)

=
(
e−iktf̂(k)

)
ĝ(k)

= e−ikt
(
f̂ ∗ g

)
(k)
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= ̂Tt(f ∗ g)(k)

= f̂(k) ∗
(
e−iktĝ(k)

)

= f̂(k) ∗ (̂Ttg)(k)

=
(
f̂ ∗ Ttg

)
(k).

Además,

̂
(f ∗ g)(n) = (ik)n(̂f ∗ g)(k)

=
(
(ik)nf̂(k)

)
ĝ(k)

= f̂ (n)(k)ĝ(k)

= f̂ (n) ∗ g(k)

= f̂(k)
(
(ik)nĝ(k)

)

= f̂ ∗ g(n)(k).

Proposición 5.16. Si f ∈ P ′ y (fn)n∈N ⊆ P ′, tales que fn
P ′

−→ f , se tiene fn ∗ g P ′

−→ f ∗ g,

para todo g ∈ P ′.

Demostración. Sabemos que g̃ ∗ ϕ ∈ P , para todo ϕ ∈ P . Así,

〈fn ∗ g, ϕ〉 = 〈fn, g̃ ∗ ϕ〉 → 〈f, g̃ ∗ ϕ〉 = 〈f ∗ g, ϕ〉,

para todo ϕ ∈ P . Por lo tanto, fn ∗ g P ′

−→ f ∗ g.

Proposición 5.17. Si {ϕn}n=1 es una identidad aproximada, no nesesariamente en P ,

ϕn ∗ f P ′

−→ f, (5.8)

para todo f ∈ P ′.
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Demostración. Recordemos que ϕn
P ′

−→ 2πδ, para todo ϕ ∈ P pues {ϕn}n=1 es una identi-

dad aproximada. Ahora, si ϕ ∈ P , f̃ ∗ ϕ ∈ P ,

〈ϕn ∗ f, ϕ〉 =
〈
ϕn, f̃ ∗ ϕ

〉
P ′

−→
〈
2πδ, f̃ ∗ ϕ

〉
= 〈2πδ ∗ f, ϕ〉 = 〈f, ϕ〉,

para todo ϕ ∈ P . Por lo tanto, ϕn ∗ f P ′

−→ f .



CAPÍTULO

6

Espacios de Sobolev periódicos

En este capítulo estudiaremos los espacios de Sobolev periódicos. Ambiente en el cual más

adelante trabajaremos la solución de la ecuación de Boussinesq. La definición del espacio de

Sobolev que usamos es equivalente a la definición de espacio de Sobolev que se conoce. Un

atisbo de esta equivalencia la podemos obsercar en la demostración de la Proposición 6.5.

SECCIÓN 6.1

P y espacios de Sobolev

Definición 6.1. Si s ∈ R es un valor fijo, el conjunto

Hs
per

(
[−π, π]

)
=



f ∈ P ′ tal que

+∞∑

k=−∞

(
1 + |k|2

)s∣∣∣f̂(k)
∣∣∣
2

<∞



, (6.1)

se denomina espacio de Sobolev periódico de orden s.

114
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Proposición 6.1. Si s ∈ R, el espacio Hs
per := Hs

per

(
[−π, π]

)
es un C–espacio vectorial.

Proposición 6.2. La aplicación ‖·‖s : Hs
per → R+, definida por

‖f‖s =


2π

+∞∑

k=−∞

(
1 + |k|2

)s∣∣∣f̂(k)
∣∣∣
2




1

2

,

es una norma en Hs
per.

Proposición 6.3. El espacio
(
Hs
per, ‖·‖s

)
es un espacio normado.

Observación 6.1. Se verifican las siguientes equivalencias:

f ∈ Hs
per ⇔

((
1 + |k|2

) s
2

f̂(k)

)

k∈Z

∈ ℓ2(Z) ⇔
(
f̂(k)

)+∞

k=−∞
= f̂ ∈ ℓ2s,

donde

ℓ2s =



α = (αk)k∈Z tal que

+∞∑

k=−∞

(
1 + |k|2

)s
|αk|2 <∞



. (6.2)

Además,
(
ℓ2s, ‖·‖ℓ2s

)
es un espacio normado con la norma

‖α‖ℓ2s =


2π

+∞∑

k=−∞

(
1 + |k|2

)s
|αk|2




1

2

.

Es decir,

‖f‖s =
∥∥∥f̂
∥∥∥
ℓ2s

.

Definición 6.2. La aplicación 〈·, ·〉s : Hs
per ×Hs

per → C, definida por

〈f, g〉s = 2π
+∞∑

k=−∞

(
1 + |k|2

)s
f̂(k)ĝ(k),
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es un producto interno en Hs
per.

Proposición 6.4. El espacio
(
Hs
per, 〈·, ·〉s

)
es un espacio de Hilbert.

Observación 6.2. Si k = 0 entonces H0
per = L2

per

(
[−π, π]

)
. En efecto,

f ∈ H0
per ⇔ f̂ ∈ ℓ2 ⇔ f ∈ L2

per

(
[−π, π]

)
.

Es decir,

‖f‖0 =
∥∥∥f̂
∥∥∥
ℓ2
= ‖f‖

L2
per([−π,π]).

Lema 6.1. Hs
per es un conjunto cerrado, para todo s ∈ R.

Demostración. Iniciemos considerando la sucesión (fn)n∈Z+ ⊆ Hs
per, tal que fn

Hs
per−−→ f0 si

n→ ∞. Es decir,

‖fn − f0‖Hs
per

→ 0,

si n→ ∞. Luego, ∥∥∥f̂n(k)− f̂0(k)
∥∥∥ ℓ2s−→ 0.

Como ℓ2s es cerrado,
(
f̂0(k)

)
k∈Z+

∈ ℓ2s. Así, f0 ∈ Hs
per. Por tanto, Hs

per es cerrado.

Proposición 6.5. Si s ∈ R, P ⊂ Hs
per. Además, la inclusión es densa. Es decir,

P‖·‖Hs
per = Hs

per,

para todo s ∈ R.

Demostración. A continuación, si probamos que P ⊆ Hs
per, para todo s ∈ R,

P‖·‖Hs
per ⊆ Hs

per = Hs
per.
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En efecto, si f ∈ P ⊆ P , podemos identificar Tf ≡ f , donde

Tfϕ =
〈
Tf , ϕ

〉
=

∫ π

−π

ϕ(x)f(x)dx,

para todoϕ ∈ P . Ahora, usando la representación en serie de Fourier f(x) =
+∞∑

k=−∞

f̂(k)Φk(x),

donde Φk(x) = eikx. Luego, si f ∈ P entonces

f ′(x) =
+∞∑

−∞

f̂ ′(k)Φk(x) =
+∞∑

k=−∞

ikf̂(k)Φk(x).

Mediante un proceso de inducción podemos generalizar y obtener

f (j)(x) =
+∞∑

k=−∞

f̂ (j)(k)Φk(x)

=
+∞∑

k=−∞

(ik)j f̂(k)Φk(x)

para j = 1, 2, 3, . . .. Ahora apliquemos la identidad de Parseval a f (j)

1

2π

∫ π

−π

∣∣∣f (j)(x)
∣∣∣
2

dx =
+∞∑

k=−∞

∣∣∣f̂ (j)(k)
∣∣∣
2

=
+∞∑

k=−∞

(
(ik)j

)2∣∣∣f̂(k)
∣∣∣
2

=
+∞∑

k=−∞

k2j
∣∣∣f̂(k)

∣∣∣
2

< ∞,

para j = 0, 1, 2, 3, . . .. Así, si consideramos j = 0, 1, tenemos

1

2π

∫ π

−π

∣∣f(x)
∣∣2dx =

+∞∑

k=−∞

∣∣∣f̂(k)
∣∣∣
2

<∞
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1

2π

∫ π

−π

∣∣f ′(x)
∣∣2dx =

+∞∑

k=−∞

k2
∣∣∣f̂(k)

∣∣∣
2

<∞.

Sumando estas desigualdades tenemos

1

2π

∫ π

−π

(∣∣f(x)
∣∣2 +

∣∣f ′(x)
∣∣2
)
dx =

+∞∑

k=−∞

(
1 + k2

)∣∣∣f̂(k)
∣∣∣
2

<∞.

Así, f ∈ H1
(
[−π, π]

)
y f ∈ Hs

per, para s = 0, 1. Analicemos para distintos valores de s.

Si s ∈ Z+, usando el Binomio de Newton se tiene
(
1 + |k|2

)s
=

s∑

j=0

(
s

j

)
|k|2j . Así,

+∞∑

k=−∞

(
1 + |k|2

)s∣∣∣f̂(k)
∣∣∣
2

=
+∞∑

k=−∞

s∑

j=0

(
s

j

)
|k|2j

∣∣∣f̂(k)
∣∣∣
2

=
s∑

j=0

(
s

j

)


+∞∑

k=−∞

∣∣∣f̂(k)
∣∣∣
2

|k|2j



< ∞.

Luego, f ∈ Hs
per.

Si s ∈ R+, existe m ∈ Z+ tal que s 6 m. Por tanto,
(
1 + |k|2

)s
6

(
1 + |k|2

)m
.

Luego,

+∞∑

k=−∞

(
1 + |k|2

)s∣∣∣f̂(k)
∣∣∣
2

6

+∞∑

k=−∞

(
1 + |k|2

)m∣∣∣f̂(k)
∣∣∣
2

<∞.

Así, f ∈ Hs
per

Si s ∈ R−, podemos considerar s = −r con r ∈ R+. Así,

(
1 + |k|2

)s
=

1(
1 + |k|2

)r

6 1.
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Luego,

+∞∑

k=−∞

(
1 + |k|2

)s∣∣∣f̂(k)
∣∣∣
2

6

+∞∑

k=−∞

∣∣∣f̂(k)
∣∣∣
2

<∞.

Por tanto, f ∈ Hs
per.

Por tanto, hemos demostrado que P ⊂ Hs
per, para todo s ∈ R. Ahora, demostraremos que

Hs
per ⊆ P‖·‖Hs

per . En efecto, si f ∈ Hs
per entonces f puede ser aproximada por su serie de

Fourier. Es decir,

f(x) =
+∞∑

k=−∞

f̂(k)Φk(x).

Debemos demostrar que existe una sucesión (fn)n∈Z+ ⊆ P , de forma que ‖fn − f‖s → 0 si

n→ ∞. Ahora, vamos a definir la sucesión αn, tal que

αn(k) =





f̂(k), si |k| 6 n

0, si |k| > n.

Es decir,

α0(k) : · · · 0 0 0 0 f̂(0) 0 0 0 0 · · ·
α1(k) : · · · 0 0 0 f̂(−1) f̂(0) f̂(1) 0 0 0 · · ·
α2(k) : · · · 0 0 f̂(−2) f̂(−1) f̂(0) f̂(1) f̂(2) 0 0 · · ·
α3(k) : · · · 0 f̂(−3) f̂(−2) f̂(−1) f̂(0) f̂(1) f̂(2) f̂(−3) 0 · · ·

... · · · ...
...

...
...

...
...

...
...

... · · ·

Ahora, αn ∈ S(Z). En efecto, al fijar n tenemos

+∞∑

k=−∞

∣∣αn(k)
∣∣|k|j =

n∑

k=−n

∣∣∣f̂n(k)
∣∣∣|k|j

< ∞,
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para todo j ∈ N. Luego, por la sobreyectividad de la tranformada inversa de Fourier

fn =
∨
αn =

+∞∑

k=−∞

αn(k)Φk(x) ∈ P .

Así, hemos obtenido una suseción (fn)n∈Z+ ⊆ P , tal que f̂n = αn. Además,

‖fn − f‖2s = 2π
+∞∑

k=−∞

(
1 + |k|2

)s∣∣∣f̂n(k)− f̂(k)
∣∣∣
2

= 2π
+∞∑

k=−∞

(
1 + |k|2

)s∣∣∣αn(k)− f̂(k)
∣∣∣
2

= 2π
+∞∑

k=−∞

(
1 + |k|2

)s∣∣∣αn(k)− f̂(k)
∣∣∣
2

= 2π
∑

|k|6n

(
1 + |k|2

)s∣∣∣αn(k)− f̂(k)
∣∣∣
2

+ 2π
∑

|k|>n

(
1 + |k|2

)s∣∣∣αn(k)− f̂(k)
∣∣∣
2

= 2π
∑

|k|6n

(
1 + |k|2

)s∣∣∣f̂(k)− f̂(k)
∣∣∣
2

+ 2π
∑

|k|>n

(
1 + |k|2

)s∣∣∣0− f̂(k)
∣∣∣
2

= 2π
∑

|k|>n

(
1 + |k|2

)s∣∣∣f̂(k)
∣∣∣
2

→ 0,

pues la cola de la serie de Fourier, que aproxima a f , tiende a cero. Por tanto, fn
Hs

per−−→ f y

así f ∈ P‖·‖Hs
per .

SECCIÓN 6.2

Algunas propiedades de los espacios de Sobolev

En esta sección brindamos algunas propiedades de los espacio de Sobolev periódicos. Nos

enfocaremos en la Proposición 6.6. Pues, en el siguiente capítulo, al determinar la solución

a la ecuación de Boussinesq veremos que la solución no es para un valor determinado del



Capítulo 6. Espacios de Sobolev periódicos 121

orden del espacio de Sobolev, sino para un intervalo de valores del orden.

Proposición 6.6. Si s, r ∈ R y s > r entonces Hs
per ⊆ Hr

per. El espacio Hs
per está inmersa en

forma continua y densa en Hr
per. Además,

‖f‖r 6 ‖f‖s,

para todo f ∈ Hs
per y si s > 0 entonces Hs

per ⊂ L2
(
[−π, π]

)
.

Demostración. Veamos, si r 6 s entonces

0 6

(
1 + |k|2

)r
(
1 + |k|2

)s 6 1.

Luego,

‖f‖2r = 2π
+∞∑

k=−∞

(
1 + |k|2

)r∣∣∣f̂(k)
∣∣∣
2

= 2π
+∞∑

k=−∞

(
1 + |k|2

)r
(
1 + |k|2

)s
(
1 + |k|2

)s∣∣∣f̂(k)
∣∣∣
2

6 2π
+∞∑

k=−∞

(
1 + |k|2

)s∣∣∣f̂(k)
∣∣∣
2

= ‖f‖2s.

Por tanto,

‖f‖r 6 ‖f‖s. (6.3)

Ahora, si f ∈ Hs
per entonces ‖f‖s < ∞. Por tanto, ‖f‖r < ∞. Así, f ∈ Hr

per. Además, de

(6.3) se obtiene una inclusión continua. Ahora, probaremos que la inclusión es densa. Para
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ello, debemos demostrar que Hs
per

‖·‖r = Hr
per. Veamos, se sabe que

Hs
per

‖·‖r ⊆ Hs
per

‖·‖r = Hr
per.

Finalmente, solo nos falta demostrar que Hr
per ⊆ Hs

per

‖·‖r . Veamos, si g ∈ Hr
per, como P es

denso en Hr
per, existe (gn)n∈Z+ ⊆ P ⊆ Hr

per, tal que gn
Hr

per−−→ g. Luego, g ∈ Hs
per

‖·‖r y por

tanto Hr
per ⊆ Hs

per

‖·‖r .

Proposición 6.7 (Identificación isométrica isomorfa). Para todo s ∈ R se cumple
(
Hs
per

)∗
=

H−s
per. La dualidad es implementada por

〈f, g〉∗ = 2π
+∞∑

k=−∞

f̂(k)ĝ(k), (6.4)

para todo f ∈ H−s
per y para todo g ∈ Hs

per.

Demostración. Si consideramos f ∈ H−s
per, una función fija, La igualdad (6.4) nos permite

definir la aplicación

Lf : H
s
per → R

g → Lf (g) = 〈f, g〉∗.

Lf es una funcional lineal continua en Hs
per. Es decir, Lf es lineal y

∥∥Lf
∥∥ 6 ‖f‖−s. Así,

Lf ∈
(
Hs
per

)∗
. Ahora, si ψ ∈

(
Hs
per

)∗
, por medio del Teorema de representación de Riez,

existe un único φ ∈ Hs
per, tal que ‖φ‖s = ‖ψ‖∗. Además, para todo g ∈ Hs

per

〈ψ, g〉 = 〈g, φ〉s

= 2π
+∞∑

k=−∞

(
1 + |k|2

)s
ĝ(k)φ̂(k)

= 2π
+∞∑

k=−∞

ĝ(k)
(
1 + |k|2

)s
φ̂(k).
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Ahora, como φ ∈ Hs
per entonces

((
1 + |k|2

) s
2

φ̂(k)

)

k∈Z

∈ ℓ2. Así, podemos definir un único

fψ ∈ H−s
per, tal que

f̂ψ(k) =
(
1 + |k|2

)s
φ̂(k),

para todo k ∈ Z. El funcional fψ ∈ H−s
per, pues de la definición de f̂ψ(k) se tiene

∥∥fψ
∥∥2
−s

=
+∞∑

k=−∞

(
1 + |k|2

)−s∣∣∣f̂ψ(k)
∣∣∣
2

=
+∞∑

k=−∞

(
1 + |k|2

)−s∣∣∣∣
(
1 + |k|2

)s
φ̂(k)

∣∣∣∣
2

=
+∞∑

k=−∞

(
1 + |k|2

)−s(
1 + |k|2

)2s∣∣∣φ̂(k)
∣∣∣
2

= ‖φ‖2s.

Por tanto,
∥∥fψ
∥∥
−s

= ‖φ‖s < ∞. Luego,
∥∥fψ
∥∥
−s

= ‖ψ‖∗. Así, hemos hallado una funcional

fψ ∈ H−s
per, tal que para todo g ∈ Hs

per

〈ψ, g〉 = 2π
+∞∑

k=−∞

ĝ(k)f̂ψ(k)

=
〈
fψ, g

〉
∗
.

Es decir, la aplicación ç:
(
Hs
per

)∗
→ H−s

per, tal que ç(ψ) = fψ es un isomorfismo y
∥∥fψ
∥∥
−s

=

‖ψ‖∗.

Proposición 6.8. Si s ∈ N,

f ∈ Hs
per ⇔ ∂jf = f j ∈ L2

per,

para j ∈ {0, 1, 2, · · · , s}. La derivada está dada en el sentido distribucional y f 0 = f .
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Demostración. Si f ∈ Hs
per,

((
1 + |k|2

) s
2

f̂(k)

)

k∈Z

∈ ℓ2.

Ahora, demostrar que f̂ j ∈ ℓ2 es equivalente a demostrar que f j ∈ L2
per

(
[−π, π]

)
. Como

f̂ j(k) = (ik)j f̂(k), para j = 0, 1, 2, . . . , s, se cumple la desigualdad

|k|j 6
((

1 + |k|2
) 1

2

)j

6

((
1 + |k|2

) 1

2

)s

, j = 0, 1, 2, . . . , s.

Luego, para j = 0, 1, 2, . . . , s se tiene

∣∣∣f̂ j(k)
∣∣∣ =

∣∣∣(ik)j f̂(k)
∣∣∣

= |k|j
∣∣∣f̂(k)

∣∣∣

6

(
1 + |k|2

) s
2

∣∣∣f̂(k)
∣∣∣ (6.5)

Así, f j ∈ L2
per

(
[−π, π]

)
.

Proposición 6.9. Sea f ∈ Hs
per. La aplicación |||·|||s : Hs

per → R+ tal que

|||f |||s =




s∑

j=0

∥∥∥∂jf
∥∥∥
2

L2




1

2

es una norma en Hs
per.

Proposición 6.10. Las normas ‖·‖s y |||·|||s son equivalentes.

Demostración. Usando la identidad de Parseval (2.19) y (6.5) se tiene

|||f |||2s =
s∑

j=0

∥∥∥f j
∥∥∥
2

L2
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= 2π
s∑

j=0

∥∥∥f̂ j
∥∥∥
2

ℓ2

= 2π
s∑

j=0

∥∥∥(ik)j f̂
∥∥∥
2

ℓ2

= 2π
s∑

j=0

+∞∑

k=−∞

∣∣∣(ik)j f̂(k)
∣∣∣
2

6 2π
s∑

j=0

+∞∑

k=−∞

(
1 + |k|2

)s∣∣∣f̂(k)
∣∣∣
2

=
s∑

j=0

+∞∑

k=−∞

2π
(
1 + |k|2

)s∣∣∣f̂(k)
∣∣∣
2

=
s∑

j=0

‖f‖2s

= (s+ 1)‖f‖2s.

Así, |||f |||s 6
√
s+ 1‖f‖s.

Ahora, si f j ∈ L2
(
[−π, π]

)
, para j = 0, 1, 2, . . . , s, f̂ j(k) ∈ ℓ2. Es decir,

(
(ik)j f̂(k)

)
k∈Z

∈ ℓ2.

Si usamos el Binomio de Newton,

(
1 + |ik|2

)s
=

s∑

j=0

cj|ik|2j,

donde cj =

(
s

j

)
. Luego, por la Indentidad de Párseval se tiene

‖f‖2s = 2π
+∞∑

k=−∞

(
1 + |k|2

)s∣∣∣f̂(k)
∣∣∣
2
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= 2π
+∞∑

k=−∞




s∑

j=0

cj|ik|2j


∣∣∣f̂(k)

∣∣∣
2

= 2π
s∑

j=0

cj




+∞∑

k=−∞

|ik|j
∣∣∣f̂(k)

∣∣∣
2




= 2π
s∑

j=0

cj

∥∥∥f̂ j
∥∥∥
2

ℓ2

=
s∑

j=0

cj

∥∥∥f j
∥∥∥
2

L2

6 C|||f |||2s
< ∞,

donde C = máx{c1, c2, c3, . . . , cs}. Así,

1

C
‖f‖s 6 |||f |||s.

Esta desigualdad y la obtenida anteriormente prueban la equivalencia de las normas.



CAPÍTULO

7

Ecuación lineal de Boussinesq

El objetivo de este capítulo es estudiar la buena colocación de la ecuación de Boussinesq.

SECCIÓN 7.1

Introducción

Figura 7.1: Ondas en aguas
poco profundas. Fuente:
https://www.shutterstock.com

Con respecto a la evolución en el estudio de la

Ecuación de Boussinesq, podemos marcar dos mo-

mentos importantes. En lo que concierne al mode-

lo que planteó Boussinesq, partiremos comentando

acerca del origen del estudio de los efectos de las

ondas en aguas poco profundas. El interés en este

tema surgió con las observaciones y estudios que

realizó John Scott R. acerca del movimiento de lo

que él llamó “ondas solitarias” sobre el canal de

127
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Edimburgo en Glasgow (Escocia).

Asimismo, la descripción que usó Scott, de estas ondas fue la siguiente: ≪Una gran ola

de traslación que viaja a lo largo del canal de agua durante un periodo de tiempo mientras

conserva su forma≫. Acerca de la solución de la ecuación, Boussinesq planteó, en 1872, el

siguiente modelo:

Utt(t, x)− aUxx(t, x) = −bUxxxx(t, x), (7.1)

donde a y b son constantes reales positivas, Utt(t, x) representa la aceleración de la onda,

Uxx(t, x) toma en cuenta la lentitud de la onda, Uxxxx(t, x) equilibra la tendencia de la ola a

romperse, U(0, x) representa la forma inicial de la onda y Ut(0, x) representa la velocidad de

la onda. Para dar solución a su ecuación, Boussinesq planteó lo que ahora se conoce como la

Aproximación de Boussinesq y de esta dedujo las ecuaciones conocidas actualmente como

Ecuaciones de Boussinesq.

Para el estudio de la ecuación de Boussinesq en espacios de Sobolev periódicos estudiamos

la teoría de Fourier en el espacio de las distribuciones. Para ello, extendimos el concepto de

función mediante la definición de distribución periódica. Luego, demostramos que toda dis-

tribución periódica puede ser aproximada por su serie de Fourier. En este capítulo, usaremos

la propiedad que posee la transformada de Fourier para convertir ecuaciones en derivadas

parciales (EDP) en ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO).

Ahora, describiremos el proceso de solución que se propone en este trabajo. Para tal fin,

trabajaremos en los subespacios de las distribuciones periódicas denominados espacios de

Sobolev periódicos. Después, nos enfocaremos en el modelo homogéneo y no homogéneo de

(7.1) con datos en Espacios de Sobolev Periódico propuesto por Rafael Iorio en [3]. Para con-

cluir, demostraremos la buena colocación del problema en el sentido de Hadamard. Es decir,

demostraremos la existencia de la solución, la unicidad de esta y la dependencia continua con

respecto a los datos iniciales.
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SECCIÓN 7.2

Existencia de solución de la ecuación de Boussinesq

En esta sección estudiaremos la buena colocación de la ecuación homogénea de Boussinesq.

Se debe tener en cuenta que el orden del espacio de Sobolev periódico para el cual se está

determinando la solución es solo uno de un intervalo de valores. Como veremos en las pro-

posiciones y lemas, realizaremos las estimativas para un valor real r que acotaremos por un

valor adecuado que luego fijaremos. A continuación, planteamos la ecuación diferencial que

describe el modelo del desplazamiento de ondas en aguas poco profundas.

Teorema 7.1. Si s ∈ R, es un valor fijo, entonces el problema

(Q1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

u(t, x) ∈ C
(
[0,+∞[, Hs

per

)
,

∂2t u(t, x) = ∂2xu(t, x)− ∂4xu(t, x) ∈ Hs−4
per ,

u(0, x) = ϕ(x) ∈ Hs
per,

∂tu(0, x) = ψ(x) ∈ Hs−1
per ,

(7.2)

posee una única solución u ∈ C
(
[0; +∞[, Hs

per

)
, la cual depende continuamente de los

datos iniciales.

La demostración de la buena colocación usará las siguientes proposiciones. Para comenzar,

probemos la existencia de una solución.

Proposición 7.1. Si denotamos por σ(k) = |k|
(
1 + k2

) 1

2 para k ∈ Z,

u(x, t) =
+∞∑

k=−∞

(
cos
(
σ(k)t

)
ϕ̂(k)

)
Φk(x) +

+∞∑

k=−∞

(
sen
(
σ(k)t

)

σ(k)
ψ̂(k)

)
Φk(x), (7.3)

donde Φk(x) = eikx, es solución de (Q1).
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Demostración. Para comenzar, apliquemos la Transformada de Fourier a la ecuación del pro-

blema (Q1). Con ello, iniciamos el proceso para obtener nuestro candidato a solución.

∂̂2t u(t) = ∂̂2xu(t)− ∂̂4xu(t)

= (ik)2û(k, t)− (ik)4û(k, t)

= −k2(1 + k2)û(k, t).

Así, para cada k ∈ Z, se obtiene la siguiente familia de EDO homogéneas de segundo orden

(Ωk)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

û ∈ C
(
[0,+∞[, ℓ2s−1(Z)

)

∂2t û(k, t) + k2(1 + k2)û(k, t) = 0

û(k, 0) = ϕ̂(k)

∂tû(k, 0) = ψ̂(k).

(7.4)

Cuyo polinomio característico es λ2 + k2(1 + k2) = 0. Ahora, analicemos los casos:

Si k = 0,

λ1 = λ2 = 0 y û(0, t) = A1 + A2t.

Así, para t = 0 tenemos û(0, 0) = A1 = ϕ̂(0). Luego,

∂tû(0, 0) = A2 = ψ̂(0).

De donde obtenemos la solución

û(0, t) = ϕ̂(0) + ψ̂(0)t.

Si k 6= 0,

λ2 = −k2
(
1 + k2

)
.
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Así,

λ = ±i
(
|k|
(
1 + k2

) 1

2

)

= ±iσ(k).

Luego,

û(k, t) = A1 cos
(
σ(k)t

)
+ A2 sen

(
σ(k)t

)
.

Ahora, de los datos iniciales se tiene

∂tû(k, t) = −A1

(
σ(k)

)
sen
(
σ(k)t

)
+ A2

(
σ(k)

)
cos
(
σ(k)t

)
.

Si reemplazamos t = 0,

∂tû(k, 0) = A2

(
σ(k)

)
= ψ̂(k).

Como k 6= 0, podemos despejar y obtener A2 =
1

σ(k)
ψ̂(k). Así,

û(k, t) = ϕ̂(k) cos
(
σ(k)t

)
+ ψ̂(k)

1

σ(k)
sen
(
σ(k)t

)
.

Por tanto, la solución tiene la forma de la siguiente serie de Fourier

u(t, x) =
+∞∑

k=−∞

û(k, t)Φk(x)

=
+∞∑

0 6=k=−∞

(
ϕ̂(k) cos

(
σ(k)t

)
+ ψ̂(k)

1

σ(k)
sen
(
σ(k)t

))
Φk(x) +

(
ϕ̂(0) + ψ̂(0)t

)
Φk(x).

Ahora, como ĺım
k→0

sen
(
σ(k)t

)

σ(k)
= t, podemos considerar

sen
(
σ(k)t

)

σ(k)

∣∣∣∣∣
k=0

= t. Luego, la solu-
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ción tiene la cara

u(t, x) =
+∞∑

k=−∞

(
cos
(
σ(k)t

)
ϕ̂(k)

)
Φk(x) +

+∞∑

k=−∞

(
sen
(
σ(k)t

)

σ(k)
ψ̂(k)

)
Φk(x).

Además, para todo x ∈ R la cara de la solución puede ser reescrita en términos de operadores

de la siguiente manera

u(t, x) = C1(t)(ϕ(x)) + C2(t)(ψ(x)), (7.5)

donde

C1(t)
(
ϕ(x)

)
=

+∞∑

k=−∞

(
cos
(
σ(k)t

)
ϕ̂(k)

)
Φk(x)

y

C2(t)
(
ψ(x)

)
=

+∞∑

k=−∞

(
sen
(
σ(k)t

)

σ(k)
ψ̂(k)

)
Φk(x).

La siguiente proposición nos permite afirmar que la solución anteriormenete hallada se en-

cuentra en un espacio de Sobolev, para un conjunto de valores adecuados del orden de dicho

espacio. Cabe mencionar la importancia del M–Test de Weierstrass en las demostraciones.

Proposición 7.2. Si T ∈ R+, es un valor fijo, y s ∈ R, entonces

u(t, x) = u(t) ∈ Hs
per,

para t ∈ [0, T ]. Además,

‖u(t)‖s 6
√
2
√
máx{1, T 2}

√
‖ϕ‖2s + ‖ψ‖2s−1,
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donde u(t, x) está dada por (7.3).

Demostración. Sean t ∈ [0;T ] y r ∈ R, un valor fijo. Ahora, consideremos la norma de u(t)

en Hr
per y la acotaremos.

‖u(t)‖2r = 2π
∞∑

k=−∞

(
1 + k2

)r∣∣û(k, t)
∣∣2

=2π




∞∑

0 6=k=−∞

(
1 + k2

)r
∣∣∣∣∣cos

(
σ(k)t

)
ϕ̂(k) +

sen
(
σ(k)t

)

σ(k)
ψ̂(k)

∣∣∣∣∣

2

+
∣∣∣ϕ̂(0) + tψ̂(0)

∣∣∣
2




64π




∞∑

0 6=k=−∞

(
1 + k2

)r


∣∣∣cos

(
σ(k)t

)
ϕ̂(k)

∣∣∣
2

+

∣∣∣∣∣
sen
(
σ(k)t

)

σ(k)
ψ̂(k)

∣∣∣∣∣

2

+

∣∣ϕ̂(0)
∣∣2 +

∣∣∣tψ̂(0)
∣∣∣
2




64π




∞∑

0 6=k=−∞

(
1 + k2

)r∣∣ϕ̂(k)
∣∣2 +

∞∑

0 6=k=−∞

(
1 + k2

)r

σ(k)2

∣∣∣ψ̂(k)
∣∣∣
2

+
∣∣ϕ̂(0)

∣∣2 +
∣∣∣tψ̂(0)

∣∣∣
2




= 4π




∞∑

0 6=k=−∞

(
1 + k2

)r∣∣ϕ̂(k)
∣∣2 +

∞∑

0 6=k=−∞

(
1 + k2

)r−1

|k|2
∣∣∣ψ̂(k)

∣∣∣
2

+
∣∣ϕ̂(0)

∣∣2 +
∣∣∣tψ̂(0)

∣∣∣
2




= 2


‖ϕ‖2r + 2π

∞∑

0 6=k=−∞

(
1 + k2

)r−1

|k|2
∣∣∣ψ̂(k)

∣∣∣
2

+ 2π
∣∣∣tψ̂(0)

∣∣∣
2




6 2


‖ϕ‖2r + 2π

∞∑

0 6=k=−∞

(
1 + k2

)r−1
∣∣∣ψ̂(k)

∣∣∣
2

+ 2π
∣∣∣tψ̂(0)

∣∣∣
2


, t 6 T

= 2


‖ϕ‖2r + 2πmáx

{
1, T 2

} ∞∑

k=−∞

(
1 + k2

)r−1
∣∣∣ψ̂(k)

∣∣∣
2




= 2
(
‖ϕ‖2r +máx

{
1, T 2

}
‖ψ‖2r−1

)

= 2máx
{
1, T 2

}(
‖ϕ‖2r + ‖ψ‖2r−1

)

<∞,

siempre que r 6 s. Por tanto, u ∈ Hr
per para r 6 s y en particular u ∈ Hs

per.
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Este resultado justifica que consideremos ϕ ∈ Hs
per y ψ ∈ Hs−1

per . Ahora, probaremos la

continuidad de la solución en espacios de Sobolev de orden adecuados.

Proposición 7.3. Si T ∈ R+, es un valor fijo, y s ∈ R entonces u ∈ C
(
[0, T ], Hs

per

)
, donde

u está dada por (7.3).

Demostración. Iniciemos considerando t ∈ [0, T ] y t′ tal que t > t′ > 0. Ahora, debemos

demostrar que

ĺım
t→t′

∥∥u(t)− u(t′)
∥∥
r
= 0. (7.6)

Veamos,

∥∥u(t)− u(t′)
∥∥2
r

= 2π
∞∑

k=−∞

(
1 + k2

)r∣∣û(k, t)− û(k, t′)
∣∣2

= 2π







∞∑

0 6=k=−∞

(
1 + k2

)r
∣∣∣∣
(
cos
(
σ(k)t

)
− cos

(
σ(k)t′

))
ϕ̂(k)

+

(
sen
(
σ(k)t

)
− sen

(
σ(k)t′

)

σ(k)

)
ψ̂(k)

∣∣∣∣∣∣

2

+

∣∣∣(t− t′)ψ̂(0)
∣∣∣
2


.

Denotaremos por

N(k, t) =
(
cos
(
σ(k)t

)
− cos

(
σ(k)t′

))
ϕ̂(k) +

(
sen
(
σ(k)t

)
− sen

(
σ(k)t′

)

σ(k)

)
ψ̂(k).

Así,

para k = 0 N(k, t) no está definido.

para k 6= 0 se tiene que ĺım
t→t′

N(k, t) = 0.

Como t− t′ < T entonces ĺım
t→t′

(t− t′)ψ̂(0) = 0. Finalmente, solo necesitamos la convergen-
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cia uniforme de la serie para el intercambio del límite y obtener (7.6). Para ello, consideremos

el n-ésimo término de la serie y lo acotaremos con una serie convergente para aplicar el M–

Test de Weierstrass. Para tal fin, denotemos por

nk,t = 2π(1+k2)r

∣∣∣∣∣∣

(
cos
(
σ(k)t

)
− cos

(
σ(k)t′

))
ϕ̂(k) +

(
sen
(
σ(k)t

)
− sen

(
σ(k)t′

)

σ(k)

)
ψ̂(k)

∣∣∣∣∣∣

2

.

Así,

nk,t 6 2π(1 + k2)r
(
2
∣∣ϕ̂(k)

∣∣+ 2

σ(k)

∣∣∣ψ̂(k)
∣∣∣
)2

6 2π(1 + k2)r2

(
4
∣∣ϕ̂(k)

∣∣2 + 4

(σ(k))2

∣∣∣ψ̂(k)
∣∣∣
)2

.

Aplicando la serie en ambos lados de la desigualdad

∞∑

0 6=k=−∞

nk,t 6 8




∞∑

0 6=k=−∞

2π(1 + k2)r
∣∣ϕ̂(k)

∣∣2 +
∞∑

0 6=k=−∞

2π(1 + k2)r−1
∣∣∣ψ̂(k)

∣∣∣
2




6 8
(
‖ϕ‖2r + ‖ψ‖2r−1

)

< ∞,

siempre que r 6 s. Luego, por el M-Test de Weierstrass la serie converge uniformemente.

El siguiente lema nos ayudará a acotar la desigualdad 7.23 y 7.17.

Lema 7.1. Sean t, h y r ∈ R, t un valor fijo, y k ∈ Z. Si f(τ) = cos
(
σ(k)(t+ τ)

)
, para

τ ∈ [0, h],

‖ϕ‖r
∣∣∣∣
f(h)− f(0)

h
− f ′(0)

∣∣∣∣ 6 2‖ϕ‖r+2, (7.7)

para todo ϕ ∈ Hr+2
per .
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Demostración. Vamos a comenzar teniendo en cuenta lo siguiente:

‖ϕ‖2r
∣∣∣∣
f(h)− f(0)

h
− f ′(0)

∣∣∣∣
2

= 2π
+∞∑

k=−∞

(1 + k2)r
∣∣ϕ̂(k)

∣∣2
∣∣∣∣
f(h)− f(0)

h
− f ′(0)

∣∣∣∣
2

.

Nuestro objetivo es probar que

∣∣∣∣
f(h)− f(0)

h
− f ′(0)

∣∣∣∣ 6 2σ(k).

Podemos usar dos maneras para demostrar esta desigualdad. Veamos,

Para comenzar f es continua en [0, h] y diferenciable en ]0, h[. Luego, por el Teorema

del Valor Medio existe c ∈ ]0, h[, tal que

hf ′(c) = f(h)− f(0). (7.8)

Además,
∣∣f ′(τ)

∣∣ 6 σ(k), para todo τ ∈ [0, h]. Luego,

∣∣∣∣
f(h)− f(0)

h
− f ′(0)

∣∣∣∣ =
∣∣f ′(c)− f ′(0)

∣∣

6
∣∣f ′(c)

∣∣+
∣∣f ′(0)

∣∣

6 2σ(k).

Usando el Segundo Teorema Fundamental del Cálculo tenemos:

∣∣∣∣
f(h)− f(0)

h

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣

∫ h

0

1

h
f ′(s)ds

∣∣∣∣∣ 6
1

h

∫ h

0

∣∣f ′(s)
∣∣ds = σ(k).

Luego,

∣∣∣∣
f(h)− f(0)

h
− f ′(0)

∣∣∣∣ 6
∣∣∣∣
f(h)− f(0)

h

∣∣∣∣+
∣∣f ′(0)

∣∣ 6 2σ(k).
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Ahora, reemplazando tenemos

‖ϕ‖2r
∣∣∣∣
f(h)− f(0)

h
− f ′(0)

∣∣∣∣
2

= 2π
+∞∑

k=−∞

(1 + k2)r
∣∣ϕ̂(k)

∣∣2
∣∣∣∣
f(h)− f(0)

h
− f ′(0)

∣∣∣∣
2

= 2π
+∞∑

k=−∞

(1 + k2)r
∣∣ϕ̂(k)

∣∣2∣∣f ′(c)− f ′(0)
∣∣2

6 2π
+∞∑

k=−∞

(1 + k2)r
∣∣ϕ̂(k)

∣∣24
(
σ(k)

)2

6 2π
+∞∑

k=−∞

(1 + k2)r+1|k|24
∣∣ϕ̂(k)

∣∣2

6 4× 2π
+∞∑

k=−∞

(1 + k2)r+1(1 + k2)
∣∣ϕ̂(k)

∣∣2

= 4× 2π
+∞∑

k=−∞

(1 + k2)r+2
∣∣ϕ̂(k)

∣∣2

= 4‖ϕ‖2r+2.

Tomando la raíz cuadrada en ambos lados obtenemos la desigualdad deseada.

El siguiente lema nos ayudará a acotar la desigualdad 7.20.

Lema 7.2. Sean t, h y r ∈ R, t un valor fijo, y k ∈ Z. Si g(τ) = σ(k)−1sen
(
σ(k)(t+ τ)

)
,

para τ ∈ [0, h],

∣∣∣∣
g(h)− g(0)

h
− g′(0)

∣∣∣∣ 6 2. (7.9)

Demostración. Podemos usar dos maneras para demostrar esta desigualdad. Veamos,

g es continua en [0, h] y diferenciable en ]0, h[. Luego, por el Teorema del Valor Medio,

existe c ∈ ]0, h[, tal que

hg′(c) = g(h)− g(0) (7.10)
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Además,
∣∣g′(τ)

∣∣ 6 1, para todo τ ∈ [0, h]. Luego,

∣∣∣∣
g(h)− g(0)

h
− g′(0)

∣∣∣∣ =
∣∣g′(c)− g′(0)

∣∣ 6
∣∣g′(c)

∣∣+
∣∣g′(0)

∣∣ 6 2.

Usando el Segundo Teorema Fundamental del Cálculo tenemos:

∣∣∣∣
g(h)− g(0)

h

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣

∫ h

0

1

h
g′(s)ds

∣∣∣∣∣ 6
1

h

∫ h

0

∣∣g′(s)
∣∣ds = 1.

Luego,

∣∣∣∣
g(h)− g(0)

h
− g′(0)

∣∣∣∣ 6

∣∣∣∣
g(h)− g(0)

h

∣∣∣∣+
∣∣g′(0)

∣∣

6 2.

La siguiente proposición prueba que la solución satisface la ecuación de Boussinesq en un

espacio de Sobolev de orden adecuado.

Proposición 7.4. Si u ∈ C
(
[0,+∞[, Hs

per

)
y está definida por (7.3), entonces la ecuación

∂2t u(t) = ∂2xu(t)− ∂4xu(t) (7.11)

es satisfecha en Hs−4
per .

Demostración. A fin de probar la afirmación debemos demostrar que

∥∥∥∥
∂tu(t+ h)− ∂tu(t)

h
− ∂2xu(t) + ∂4xu(t)

∥∥∥∥
s−4

→ 0 (7.12)

si h→ 0. Para ello, consideremos la norma en Hr
per y determinemos un r adecuado.
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Veamos

∥∥∥∥
∂tu(t+ h)− ∂tu(t)

h
− ∂2xu(t) + ∂4xu(t)

∥∥∥∥
2

r

=

= 2π
+∞∑

k=−∞

(
1 + k2

)r
∣∣∣∣∣∣

̂∂tu(k, t+ h)− ̂∂tu(k, t)

h
− ∂̂2xu(t) + ∂̂4xu(t)

∣∣∣∣∣∣

2

(7.13)

= 2π
+∞∑

k=−∞

(
1 + k2

)r
∣∣∣∣∣∣

̂∂tu(k, t+ h)− ̂∂tu(k, t)

h
− (ik)2û(k, t) + (ik)4û(k, t)

∣∣∣∣∣∣

2

= 2π
+∞∑

k=−∞

(
1 + k2

)r
∣∣∣∣∣∣

̂∂tu(t+ h)− ∂̂tu(t)

h
+ k2û(t) + k4û(t)

∣∣∣∣∣∣

2

= 2π
+∞∑

k=−∞

(
1 + k2

)r
∣∣∣∣∣∣

̂∂tu(k, t+ h)− ̂∂tu(k, t)

h
+ σ(k)2û(k, t)

∣∣∣∣∣∣

2

= 2π
+∞∑

k=−∞

(
1 + k2

)r
∣∣∣∣∣∣

̂∂tC1(k, t+ h)(ϕ)− ̂∂tC1(k, t)(ϕ)

h
+

̂∂tC2(k, t+ h)(ψ)− ̂∂tC2(k, t)(ψ)

h

+σ(k)2

[
cos
(
σ(k)t

)
ϕ̂(k) +

sen
(
σ(k)t

)

σ(k)
ψ̂(k)

]∣∣∣∣∣∣

2

= 2π
+∞∑

k=−∞

(
1 + k2

)r
∣∣∣∣∣∣


 ̂∂tC1(k, t+ h)(ϕ)− ̂∂tC1(k, t)(ϕ)

h
+ σ(k)2 cos

(
σ(k)t

)
ϕ̂(k)


+


 ̂∂tC2(k, t+ h)(ψ)− ̂∂tC2(k, t)(ψ)

h
+ σ(k)sen

(
σ(k)t

)
ψ̂(k)



∣∣∣∣∣∣

2

6 2


2π

+∞∑

k=−∞

(
1 + k2

)r
∣∣∣∣∣∣

̂∂tC1(k, t+ h)(ϕ)− ̂∂tC1(k, t)(ϕ)

h
+ σ(k)2 cos

(
σ(k)t

)
ϕ̂(k)

∣∣∣∣∣∣

2

+

2π
+∞∑

k=−∞

(
1 + k2

)r
∣∣∣∣∣∣

̂∂tC2(k, t+ h)(ψ)− ̂∂tC2(k, t)(ψ)

h
+ σ(k)sen

(
σ(k)t

)
ψ̂(k)

∣∣∣∣∣∣

2
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= 2




∥∥∥∥∥∥
∂tC1(t+ h)(ϕ)− ∂tC1(t)(ϕ)

h
+

+∞∑

k=−∞

σ(k)2 cos
(
σ(k)t

)
ϕ̂(k)

∥∥∥∥∥∥

2

r

+

∥∥∥∥∥∥
∂tC2(t+ h)(ψ)− ∂tC2(t)(ψ)

h
+

+∞∑

k=−∞

σ(k)sen
(
σ(k)t

)
ψ̂(k)

∥∥∥∥∥∥

2

r


. (7.14)

A continuación, probaremos que el lado derecho de (7.14) tiende a 0 si h → 0. Para ello,

si probamos la finitud de su primer sumando, podríamos determinar un r adecuado para el

espacio de Sobolev periódico, análogamente con el segundo sumando. Así, determinaríamos

un Hr
per donde habitaría ∂2t u(t). Para tal fin, probaremos que las series que representan cada

uno de los sumandos de (7.14) son convergentes y por tanto la suma de estas series es conver-

gente. Con ello acotaríamos la serie (7.13) con una serie convergente. Luego, por el M–Test

de Weierstrass la serie (7.13) es convergente y el límite puede ingresar dentro de la norma en

(7.12) obteniendo el resultado esperado.

En primer lugar, determinemos el espacio donde habita ∂tu(x). Para ello, recordemos que

u(t, ·) = C1(t)(ϕ) + C2(t)(ψ).

Ahora, como C1(t)(ϕ) =
+∞∑

k=−∞

cos
(
σ(k)t

)
ϕ̂(k)Φk entonces

∂tC1(t)(ϕ) =
+∞∑

k=−∞

−σ(k)sen
(
σ(k)t

)
ϕ̂(k)Φk.

Así, debemos demostrar que

∥∥∥∥∥∥
C1(t+ h)(ϕ)− C1(t)(ϕ)

h
−

+∞∑

k=−∞

−σ(k)sen
(
σ(k)t

)
ϕ̂(k)Φk

∥∥∥∥∥∥
r

→ 0 (7.15)
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si h→ 0 para un r adecuado. En efecto,

∥∥∥∥∥∥
C1(t+ h)(ϕ)− C1(t)(ϕ)

h
−

+∞∑

k=−∞

−σ(k)sen
(
σ(k)t

)
ϕ̂(k)Φk

∥∥∥∥∥∥

2

r

=

= 2π
+∞∑

k=−∞

(1 + k2)r

∣∣∣∣∣∣
̂C1(k, t+ h)(ϕ)− ̂C1(k, t)(ϕ)

h
+ σ(k) sen

(
σ(k)t

)
ϕ̂(k)

∣∣∣∣∣∣

2

(7.16)

= 2π
+∞∑

k=−∞

(1 + k2)r

∣∣∣∣∣
cos
(
σ(k)(t+ h)

)
ϕ̂(k)− cos

(
σ(k)t

)
ϕ̂(k)

h

+ σ(k) sen
(
σ(k)t

)
ϕ̂(k)

∣∣∣
2

= ‖ϕ‖2r
∣∣∣∣
f(h)− f(0)

h
− f ′(0)

∣∣∣∣
2

(7.17)

6 4‖ϕ‖2r+2

6 4‖ϕ‖2s.

La finitud es satisfecha siempre que r + 2 6 s. Esto implica que el r adecuado satisface la

desigualdad r 6 s − 2. Así, mediante el M–Test de Weierstrass, hemos demostrado que la

serie (7.16) es convergente y por tanto el límite, cuando h → 0, puede ingresar en la norma.

En segundo lugar, para

C2(t)(ψ) =
+∞∑

k=−∞

sen
(
σ(k)t

)

σ(k)
ψ̂(k)Φk

se tiene

∂tC2(t)(ψ) =
+∞∑

k=−∞

cos
(
σ(k)t

)
ψ̂(k)Φk.

Luego, debemos demostrar que

∥∥∥∥∥∥
C2(t+ h)(ψ)− C2(t)(ψ)

h
−

+∞∑

k=−∞

cos
(
σ(k)t

)
ψ̂(k)Φk

∥∥∥∥∥∥
r

→ 0 (7.18)
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si h→ 0, para un r adecuado. En efecto,

∥∥∥∥∥∥
C2(t+ h)(ψ)− C2(t)(ψ)

h
−

+∞∑

k=−∞

cos
(
σ(k)t

)
ψ̂(k)Φk

∥∥∥∥∥∥

2

r

=

= 2π
+∞∑

k=−∞

(1 + k2)r

∣∣∣∣∣∣
̂C2(k, t+ h)(ψ)− ̂C2(k, t)(ψ)

h
− cos

(
σ(k)t

)
ψ̂(k)

∣∣∣∣∣∣

2

(7.19)

= 2π
+∞∑

k=−∞

(1 + k2)r

∣∣∣∣∣
sen
(
σ(k)(t+ h)

)
ψ̂(k)− sen

(
σ(k)t

)
ψ̂(k)

σ(k)h
− cos

(
σ(k)t

)
ψ̂(k)

∣∣∣∣∣

2

= ‖ψ‖2r
∣∣∣∣
g(h)− g(0)

h
− g′(0)

∣∣∣∣ (7.20)

6 4‖ψ‖2r
6 4‖ψ‖2s−1.

De donde ψ ∈ Hs−1
per ⊆ Hr

per, siempre que r 6 s− 1. Así, hemos acotado la serie (7.19) por

una serie convergente. Por tanto, el límite, cuando h→ 0, puede ingresar dentro de la norma

y obtener el resultado propuesto. Luego, la igualdad

∂tu(t, x) = C ′
1(t)(ϕ) + C ′

2(t)(ψ)

es satisfecha en Hr
per si r 6 s− 1. En particular, podemos considerar ∂tu(t, x) ∈ Hs−1

per .

En tercer lugar, veamos el espacio donde habita ∂2t u(t). Iniciemos con

∂tC2(t)(ψ) =
+∞∑

k=−∞

cos
(
σ(k)t

)
ψ̂(k)Φk.

Derivando parcialmente ambos lados de la igualdad tenemos

∂2tC2(t)(ψ) =
∞∑

k=−∞

−σ(k)sen
(
σ(k)t

)
ψ̂(k)Φk.



Capítulo 7. Ecuación lineal de Boussinesq 143

Así, debemos demostrar que

∥∥∥∥∥∥
∂tC2(t+ h)(ψ)− ∂tC2(t)(ψ)

h
+

+∞∑

k=−∞

σ(k)sen
(
σ(k)t

)
ψ̂(k)Φk

∥∥∥∥∥∥
r

→ 0 (7.21)

si h→ 0. Lo cual fue parte del objetivo planteado al principio. Veamos

∥∥∥∥∥∥
∂tC2(t+ h)(ψ)− ∂tC2(t)(ψ)

h
+

+∞∑

k=−∞

σ(k)sen
(
σ(k)t

)
ψ̂(k)Φk

∥∥∥∥∥∥

2

r

=

= 2π
+∞∑

k=−∞

(1 + k2)r

∣∣∣∣∣∣
̂∂tC2(k, t+ h)(ψ)− ̂∂tC2(k, t)(ψ)

h
+ σ(k)sen

(
σ(k)t

)
ψ̂(k)

∣∣∣∣∣∣

2

(7.22)

= 2π
+∞∑

k=−∞

(1 + k2)r

∣∣∣∣∣
cos
(
σ(k)(t+ h)

)
ψ̂(k)− cos

(
σ(k)t

)
ψ̂(k)

h
+ σ(k) sen

(
σ(k)t

)
ψ̂(k)

∣∣∣∣∣

2

= 2π
+∞∑

k=−∞

(1 + k2)r
∣∣∣ψ̂(k)

∣∣∣
2
∣∣∣∣
f(h)− f(0)

h
− f ′(0)

∣∣∣∣
2

= ‖ψ‖2r
∣∣∣∣
f(h)− f(0)

h
− f ′(0)

∣∣∣∣
2

(7.23)

6 4‖ψ‖2r+2

6 4‖ψ‖2s−1

< ∞,

para r+2 6 s−1. Es decir, r 6 s−3. Así, podemos considerar ∂2tC2(t)(ψ) ∈ Hs−3
per . Luego,

hemos acotado la serie (7.22) por una serie convergente. Por tanto, podemos intercambiar el

límite y la norma en (7.21).

Finalmente, analicemos ∂tC1(t)(ϕ) =
+∞∑

k=−∞

−σ(k)sen
(
σ(k)t

)
ϕ̂(k)Φk. Así, derivando par-

cialmente tenemos

∂2tC1(t)(ϕ) =
+∞∑

k=−∞

−σ(k)2 cos
(
σ(k)t

)
ϕ̂(k)Φk.
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Debemos demostrar que

∥∥∥∥∥∥
∂tC1(t+ h)(ϕ)− ∂tC1(t)(ϕ)

h
−

+∞∑

k=−∞

−σ(k)2 cos
(
σ(k)t

)
ϕ̂(k)Φk

∥∥∥∥∥∥
r

→ 0

si h→ 0, para un r adecuado. En efecto,

∥∥∥∥∥∥
∂tC1(t+ h)(ϕ)− ∂tC1(t)(ϕ)

h
−

+∞∑

k=−∞

−σ(k)2 cos
(
σ(k)t

)
ϕ̂(k)Φk

∥∥∥∥∥∥

2

r

=

= 2π
+∞∑

k=−∞

(1 + k2)r

∣∣∣∣∣∣
̂∂tC1(k, t+ h)(ϕ)− ̂∂tC1(k, t)(ϕ)

h
+ σ(k)2 cos

(
σ(k)t

)
ϕ̂(k)

∣∣∣∣∣∣

2

= 2π
+∞∑

k=−∞

(1 + k2)r

∣∣∣∣∣σ(k)
2 sen

(
σ(k)(t+ h)

)
ϕ̂(k)− sen

(
σ(k)t

)
ϕ̂(k)

σ(k)h

+σ(k)2 cos
(
σ(k)t

)
ϕ̂(k)

∣∣∣
2

= 2π
+∞∑

k=−∞

(1 + k2)rσ(k)4
∣∣ϕ̂(k)

∣∣2
∣∣∣∣
g(h)− g(0)

h
− g′(0)

∣∣∣∣
2

6 2π
+∞∑

k=−∞

(1 + k2)r+2k4
∣∣ϕ̂(k)

∣∣24

6 4× 2π
+∞∑

k=−∞

(1 + k2)r+2(1 + k2)2
∣∣ϕ̂(k)

∣∣2

= 4× 2π
+∞∑

k=−∞

(1 + k2)r+4
∣∣ϕ̂(k)

∣∣2

= 4‖ϕ‖2r+4

6 4‖ϕ‖2s
< ∞

si r+ 4 6 s. Así, r 6 s− 4. En particular, ∂2tC1(t)(ϕ) ∈ Hs−4
per . Por tanto, la ecuación (7.11)

es satisfecha en Hr
per, para r 6 s− 4. En particular, en Hs−4

per .
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La siguiente proposición demuestra la dependencia continua de la solución respecto a los

datos iniciales.

Proposición 7.5 (Dependencia continua en compactos). Sea T ∈ R. Si u = C1(t)(ϕ) +

C2(t)(ψ) y ũ = C1(t)(ϕ̃) + C2(t)(ψ̃) ∈ Hs
per son soluciones de (Q1), tales que ϕ

Hs
per−−→ ϕ̃ y

ψ
Hs−1

per−−−→ ψ̃, u
Hs

per−−→ ũ, para todo t ∈ [0, T ].

Demostración. Consideremos la norma en Hr
per y determinemos el valor de r adecuado

∥∥u(t)− ũ(t)
∥∥2
r
=

∥∥∥∥C1(t)(ϕ) + C2(t)(ψ)−
(
C1(t)(ϕ̃)− C2(t)(ψ̃)

)∥∥∥∥
2

r

=

∥∥∥∥C1(t)(ϕ− ϕ̃) + C2(t)
(
ψ − ψ̃

)∥∥∥∥
2

r

= 2π
+∞∑

k=−∞

(1 + k2)r

∣∣∣∣∣
̂C1(k, t)(ϕ− ϕ̃) +

̂
C2(k, t)

(
ψ − ψ̃

)∣∣∣∣∣

2

6 2π
+∞∑

k=−∞

(1 + k2)r2



∣∣∣ ̂C1(k, t)(ϕ− ϕ̃)

∣∣∣
2

+

∣∣∣∣∣
̂

C2(k, t)
(
ψ − ψ̃

)∣∣∣∣∣

2



= 2π
+∞∑

k=−∞

(1 + k2)r2



∣∣∣∣cos

(
σ(k)t

)(
ϕ̂− ̂̃ϕ

)
(k)

∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣∣
sen
(
σ(k)t

)

σ(k)

(
ψ̂ − ̂̃ψ

)
(k)

∣∣∣∣∣

2



6 2‖ϕ− ϕ̃‖2r + 4π




+∞∑

0 6=k=−∞

(1 + k2)r

∣∣∣∣∣
sen
(
σ(k)t

)

σ(k)

(
ψ̂ − ̂̃ψ

)
(k)

∣∣∣∣∣

2

+ t2

∣∣∣∣∣

(
ψ̂ − ̂̃ψ

)
(0)

∣∣∣∣∣

2



6 2‖ϕ− ϕ̃‖2r + 4π




+∞∑

0 6=k=−∞

(1 + k2)r−1

∣∣∣∣∣

(
ψ̂ − ̂̃ψ

)
(k)

∣∣∣∣∣

2

+ t2

∣∣∣∣∣

(
ψ̂ − ̂̃ψ

)
(0)

∣∣∣∣∣

2



6 2‖ϕ− ϕ̃‖2r + 4π




+∞∑

0 6=k=−∞

(1 + k2)r−1M(t)

∣∣∣∣∣

(
ψ̂ − ̂̃ψ

)
(k)

∣∣∣∣∣

2

+M(t)

∣∣∣∣∣

(
ψ̂ − ̂̃ψ

)
(0)

∣∣∣∣∣

2



6 2‖ϕ− ϕ̃‖2r + 2M(t)


2π

+∞∑

k=−∞

(1 + k2)r−1

∣∣∣∣∣

(
ψ̂ − ̂̃ψ

)
(k)

∣∣∣∣∣

2



= 2‖ϕ− ϕ̃‖2r + 2M(t)
∥∥∥ψ − ψ̃

∥∥∥
2

r−1
,
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donde M(t) = máxt∈[0,T ]
{
1; t2

}
. Así, si r 6 s entonces

sup
t∈[0;T ]

∥∥u(t)− ũ(t)
∥∥2
r
6 2‖ϕ− ϕ̃‖2r + 2M(t)

∥∥∥ψ − ψ̃
∥∥∥
2

r−1
<∞. (7.24)

En particular r = s y u→ ũ en Hs
per si ϕ→ ϕ̃ en Hs

per y ψ → ψ̃ en Hs−1
per .

La siguiente proposición demuestra la unicidad de la solución.

Proposición 7.6. Sean ϕ, ϕ̃ ∈ Hs
per y ψ, ψ̃ ∈ Hs−1

per . Si u = C1(t)(ϕ) + C2(t)(ψ) y ũ =

C1(t)(ϕ̃) + C2(t)(ψ̃) son soluciones de (Q1) entonces u = ũ en Hs
per.

Demostración. Usando la desigualdad (7.24), se tiene

0 6
∥∥u(t)− ũ(t)

∥∥2
s
6 sup

t∈[0;T ]

∥∥u(t)− ũ(t)
∥∥2
s
6 2

(
‖ϕ− ϕ̃‖2s +M(t)

∥∥∥ψ − ψ̃
∥∥∥
2

s−1

)
→ 0.

Corolario 7.1. La única solución del problema (Q1) es

u(t, x) =
+∞∑

k=−∞

(
cos
(
σ(k)t

)
ϕ̂(k)

)
Φk(x) +

+∞∑

k=−∞

(
sen
(
σ(k)t

)

σ(k)
ψ̂(k)

)
Φk(x),

donde ϕ ∈ Hs
per y ψ ∈ Hs−1

per .

Corolario 7.2. Los operadores lineales C1(t) : Hs
per → Hs

per y C2(t) : Hs−1
per → Hs−1

per

satisfacen

‖C1(t)(ϕ)‖s 6 ‖ϕ‖s

y

‖C2(t)(ψ)‖s−1 6 ‖ψ‖s−1,
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para todo t ∈ R+.

Demostración.

∥∥C1(t)(ϕ)
∥∥2
s

= 2π
+∞∑

k=−∞

(1 + k2)s
∣∣∣ ̂C1(k, t)(ϕ)

∣∣∣
2

= 2π
+∞∑

k=−∞

(1 + k2)s
∣∣∣cos

(
σ(k)t

)
ϕ̂(k)

∣∣∣
2

6 2π
+∞∑

k=−∞

(1 + k2)s
∣∣ϕ̂(k)

∣∣2

= ‖ϕ‖s

y

∥∥C2(t)(ψ)
∥∥2
s

= 2π
+∞∑

k=−∞

(1 + k2)s
∣∣∣ ̂C2(k, t)(ψ)

∣∣∣
2

= 2π
+∞∑

k=−∞

(1 + k2)s

∣∣∣∣∣
sen
(
σ(k)t

)

σ(k)
ψ̂(k)

∣∣∣∣∣

2

6 2π
+∞∑

k=−∞

(1 + k2)s
1

k2(1 + k2)

∣∣∣ψ̂(k)
∣∣∣
2

= 2π
+∞∑

k=−∞

(1 + k2)s−1 1

k2

∣∣∣ψ̂(k)
∣∣∣
2

= 2π
+∞∑

0 6=k=−∞

(1 + k2)s−1 1

k2

∣∣∣ψ̂(k)
∣∣∣
2

+ 2π
∣∣∣tψ̂(0)

∣∣∣
2

6 2π
+∞∑

0 6=k=−∞

(1 + k2)s−1
∣∣∣ψ̂(k)

∣∣∣
2

+ 2π
∣∣∣tψ̂(0)

∣∣∣
2

= 2π
+∞∑

k=−∞

(1 + k2)s−1
∣∣∣ψ̂(k)

∣∣∣
2

= ‖ψ‖s−1.
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SECCIÓN 7.3

Existencia de solución de la ecuación de Boussinesq no

homogénea

En esta sección estudiaremos la buena colocación de la ecuación no homogénea de Boussi-

nesq. La cual puede ser interpretado como la interacción de la onda con el medio que lo rodea.

A continuación, planteamos la ecuación diferencial que describe el modelo del desplazamien-

to de ondas en aguas poco profundas, la cual muestra una respuesta a no ser desestabilizada.

Teorema 7.2. Sean s ∈ R y T ∈ R+ fijos, entonces el problema

(Q2)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

u(t, x) ∈ C
(
[0, T ], Hs

per

)
,

∂2t u(t, x) = ∂2xu(t, x)− ∂4xu(t, x) + F (t, x) ∈ Hs−4
per ,

u(0, x) = ϕ(x) ∈ Hs
per,

∂tu(0, x) = ψ(x) ∈ Hs−1
per ,

(7.25)

donde F ∈ C
(
[0, T ], Hs−1

per

)
, posee una única solución u ∈ C

(
[0, T ], Hs

per

)
la cual depende

continuamente de los datos iniciales.

Seguiremos los mismos pasos del caso homogéneo. Veamos la existencia de la solución.

Proposición 7.7. Si denotamos por σ(k) = |k|
(
1 + k2

) 1

2 , para k ∈ Z, entonces

u(t, x) =
+∞∑

k=−∞

(
cos
(
σ(k)t

)
ϕ̂(k)

)
Φk(x) +

+∞∑

k=−∞

(
sen
(
σ(k)t

)

σ(k)
ψ̂(k)

)
Φk(x)

+
∞∑

0 6=k=−∞



∫ t

0

sen
(
σ(k)

(
t− t̃

))

σ(k)
F̂ (k, t̃ )dt̃


Φk +

∫ t

0

(
t− t̃

)
F̂ (0, t̃ )dt̃ (7.26)

es solución de (Q2), donde Φk(x) = eikx.



Capítulo 7. Ecuación lineal de Boussinesq 149

Demostración. Usando la transformada de Fourier obtenemos la familia de EDO

(Ω2,k)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

û ∈ C
(
[0, T ], ℓ2s−1(Z)

)
,

∂2t û(t, k) +
(
k2 + 1

)
k2û(k, t) = F̂ (k, t),

û(k, 0) = ϕ̂(k),

∂tû(k, 0) = ψ̂(k).

(7.27)

La solución del caso homogéneo es ûh(k, t) = C1(t)(ϕ̂) + C2(t)(ψ̂), donde C1(t) =

cos
(
σ(k)t

)
yC2(t) = σ(k)−1sen

(
σ(k)t

)
. A continuación, obtendremos una solución particu-

lar de la ecuación (7.27). Para ello, usaremos el método de variación de parámetros. Iniciemos

considerando la siguiente función

ûp(k, t) = U(t)C1(t) + V (t)C2(t), (7.28)

que satisface





U ′(t)C1(t) + V ′(t)C2(t) = 0

U ′(t)C ′
1(t) + V ′(t)C ′

2(t) = F̂ (k, t).

Ahora, reemplazando las derivadas de C1(t) y C2(t) obtenemos





cos
(
σ(k)t

)
U ′(t) + σ(k)−1sen

(
σ(k)t

)
V ′(t) = 0

−σ(k)sen
(
σ(k)t

)
U ′(t) + cos

(
σ(k)t

)
V ′(t) = F̂ (k, t),

para k ∈ Z− {0}. Ahora, el determinante del sistema es

∣∣∣∣∣∣∣

cos
(
σ(k)t

)
σ(k)−1sen

(
σ(k)t

)

−σ(k)sen
(
σ(k)t

)
cos
(
σ(k)t

)

∣∣∣∣∣∣∣
= 1.
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Así, U ′(t) = −sen
(
σ(k)t

)

σ(k)
F̂ (k, t) y V ′(t) = cos

(
σ(k)t

)
F̂ (k, t). Luego,

U(t) =

∫ t

0

−sen
(
σ(k)t̃

)

σ(k)
F̂ (k, t̃ )dt̃ y V (t) =

∫ t

0

cos
(
σ(k)t̃

)
F̂ (k, t̃ )dt̃. (7.29)

Ahora, reemplacemos en (7.28)

ûp(k, t) = cos
(
σ(k)t

) ∫ t

0

−sen
(
σ(k)t̃

)

σ(k)
F̂ (k, t̃)dt̃+

sen
(
σ(k)t

)

σ(k)

∫ t

0

cos
(
σ(k)t̃

)
F̂ (k, t̃ )dt̃

=

∫ t

0

−sen
(
σ(k)t̃

)
cos
(
σ(k)t

)

σ(k)
F̂ (k, t̃ )dt̃+

∫ t

0

sen
(
σ(k)t

)
cos
(
σ(k)t̃

)

σ(k)
F̂ (k, t̃ )dt̃

=

∫ t

0

sen
(
σ(k)t

)
cos
(
σ(k)t̃

)
− sen

(
σ(k)t̃

)
cos
(
σ(k)t

)

σ(k)
F̂ (k, t̃ )dt̃

=

∫ t

0

sen
(
σ(k)

(
t− t̃

))

σ(k)
F̂ (k, t̃ )dt̃.

Si k = 0, ûh(t, 0) = 1φ̂(0) + tψ̂(0). Así, ûp(t, 0) = U(t)1 + V (t)t. Aplicando el método de

variación de parámetros obtenemos





U ′(t)1 + V ′(t)t = 0

U ′(t)0 + V ′(t)1 = F̂ (0, t)

cuyo determinante es 1. Por tanto,

U(t) =

∫ t

0

−t̃ F̂ (0, t̃ )dt̃ y V (t) =

∫ t

0

F̂ (0, t̃ )dt̃.

Así,

ûp(0, t) = −
∫ t

0

t̃ F̂ (0, t̃ )dt̃+

∫ t

0

tF̂ (0, t̃ )dt̃

=

∫ t

0

(
t− t̃

)
F̂ (0, t̃ )dt̃.
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Finalmente,

ûp(t, k) =





∫ t

0

sen
(
σ(k)

(
t− t̃

))

σ(k)
F̂ (k, t̃ )dt̃, k 6= 0

∫ t

0

(
t− t̃

)
F̂ (0, t̃ )dt̃, k = 0.

Así, la solución de la ecuación no homogénea es

u(t, x) =
+∞∑

k=−∞

(
cos
(
σ(k)t

)
ϕ̂(k) +

sen
(
σ(k)t

)

σ(k)
ψ̂(k)

)

︸ ︷︷ ︸
uH(x,t):=

Φk(x)

+
+∞∑

0 6=k=−∞



∫ t

0

sen
(
σ(k)

(
t− t̃

))

σ(k)
F̂ (k, t̃)dt̃


Φk(x) +

∫ t

0

(
t− t̃

)
F̂ (0, t̃ )dt̃,

︸ ︷︷ ︸
uP (x,t):=

donde uH es la solución de la ecuación homogénea de (Q2) y uP es la solución particular de

(Q2). Como ĺım
k→0

σ(k)−1sen
(
σ(k)(t− t̃ )

)
= t− t̃ , podemos definir

σ(k)−1sen
(
σ(k)(t− t̃ )

)∣∣∣∣
k=0

= t− t̃

y reescribir la solución

u(t, x) =
+∞∑

k=−∞

(
cos
(
σ(k)t

)
ϕ̂(k) +

sen
(
σ(k)t

)

σ(k)
ψ̂(k)

)
Φk(x)

︸ ︷︷ ︸
uH(x,t)

+
+∞∑

k=−∞

σ(k)−1G(k, t)Φk(x)

︸ ︷︷ ︸
uP (x,t)

,

donde G(k, t) =
∫ t

0

sen
(
σ(k)

(
t− t̃

))
F̂ (k, t̃)dt̃.

La siguiente proposición muestra que nuestro candidato a solución pertenece a un espacio de

Sobolev periódico de orden adecuado.
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Proposición 7.8. Si T ∈ R+, un valor fijo, y s ∈ R, entonces para t ∈ [0, T ]

uP (t) ∈ Hs
per y

∥∥uP (t)
∥∥
s
6 T‖F‖s−1,∞, (7.30)

donde F ∈ C
(
[0, T ], Hs−1

per

)
y ‖F‖s−1,∞ := supt∈[0,T ]

∥∥F (t)
∥∥
s−1

.

Demostración. Para probar que uP (t) ∈ Hs
per, usemos la norma en Hr

per.

∥∥uP (t)
∥∥2
r

= 2π
+∞∑

k=−∞

(
1 + k2

)r∣∣σ(k)−1G(k, t)
∣∣2

6 2π
+∞∑

k=−∞

(
1 + k2

)r−1

∣∣∣∣∣

∫ t

0

sen
(
σ(k)

(
t− t̃

))
F̂ (k, t̃ )dt̃

∣∣∣∣∣

2

6 2π
+∞∑

k=−∞

(
1 + k2

)r−1

(∫ t

0

∣∣∣F̂ (k, t̃ )
∣∣∣dt̃
)2

6 2π
+∞∑

k=−∞

(
1 + k2

)r−1

(∫ t

0

∣∣∣F̂ (k, t̃ )
∣∣∣
2

dt̃

)
t

6 t×
∫ t

0

2π
+∞∑

k=−∞

(
1 + k2

)r−1
∣∣∣F̂ (k, t̃ )

∣∣∣
2

dt̃

= t×
∫ t

0

∥∥F (t)
∥∥2
r−1

dt̃

6 t× sup
t∈[0,T ]

∥∥F (t)
∥∥2
r−1

∫ t

0

1dt̃

= ‖F‖2r−1,∞t
2

6 T 2‖F‖2s−1,∞

< ∞, (7.31)

para r 6 s. Así, podemos considerar uP ∈ Hs
per y de (7.31) obtenemos (7.30).

El siguiente lema nos proporciona una estimativa que será usada para demostrar la continui-

dad del candidato a solución de la ecuación no homogénea de Boussinesq.
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Lema 7.3. Si T ∈ R+, es un valor fijo, y r ∈ R entonces

∥∥uP (t1)− uP (t2)
∥∥
r
6 2‖F‖r−1T,

para t1, t2 ∈ [0, T ], tales que t1 < t2.

Demostración. Consideremos la norma

∥∥up(t1)− up(t2)
∥∥2
r
= 2π

+∞∑

k=−∞

(1 + k2)r
∣∣σ(k)−1G(k, t1)− σ(k)−1G(k, t2)

∣∣2

=
+∞∑

k=−∞

2π
(1 + k2)r

σ(k)2

(∣∣G(k, t1)
∣∣+
∣∣G(k, t2)

∣∣
)2

6

+∞∑

k=−∞

2π(1 + k2)r−12



(∫ t1

0

∣∣∣F̂ (k, t′)
∣∣∣dt′
)2

+

(∫ t2

0

∣∣∣F̂ (k, t′)
∣∣∣dt′
)2



6

+∞∑

k=−∞

2π(1 + k2)r−12



(∫ t1

0

∣∣∣F̂ (k, t′)
∣∣∣
2

dt′

)
t1 +

(∫ t2

0

∣∣∣F̂ (k, t′)
∣∣∣
2

dt′

)
t2




6 2


t1 ×

∫ t1

0

+∞∑

k=−∞

2π(1 + k2)r−1
∣∣∣F̂ (k, t′)

∣∣∣
2

dt′ + t2 ×
∫ t2

0

+∞∑

k=−∞

2π(1 + k2)r−1
∣∣∣F̂ (k, t′)

∣∣∣
2

dt′




6 2

(
t1 ×

∫ t1

0

‖F‖2r−1dt
′ + t2 ×

∫ t2

0

‖F‖2r−1dt
′

]

= 2‖F‖2r−1


t1 ×

(∫ t1

0

1dt′

)
+ t2 ×

(∫ t2

0

1dt′

)


= 2‖F‖2r−1

(
t21 + t22

)

6 2‖F‖2r−1

(
T 2 + T 2

)

6 4‖F‖2r−1T
2

Proposición 7.9. Si T ∈ R+, es un valor fijo, y s ∈ R entonces up ∈ C
(
[0, T ], Hs

per

)
.
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Demostración. Para t1, t2 ∈ [0, T ], tales que 0 < t1 < t2 < T , debemos probar

∥∥uP (t1)− uP (t2)
∥∥
s
→ 0

si t1 → t2. Ahora, recordemos que

∥∥up(t1)− up(t2)
∥∥
r
6 2‖F‖r−1T 6 2‖F‖s−1T <∞

siempre que r 6 s. En particular podemos considerar r = s. Usando el M–Test, hemos

probado la convergencia uniforme de la serie que representa la norma. Por tanto, podemos

intercambiar la suma infinita con el límite para obtener ĺımt1→t2

∥∥uP (t1)− uP (t2)
∥∥
s
→ 0, lo

que prueba la continuidad.

El siguiente lema será usado para acotar la desigualdad (7.36).

Lema 7.4. Si T ∈ R, es un valor fijo, h, r ∈ R y k ∈ Z entonces

∥∥∥∥∥∥
u′p(t)−

+∞∑

k=−∞

(∫ t

0

cos
(
σ(k)

(
t− t̃

))
F̂ (k, t̃ )dt̃

)
Φk

∥∥∥∥∥∥
r

6 2‖F‖r,∞T,

para todo F ∈
(
C
(
[0, T ]

)
, Hs−1

per

)
.

Demostración. Veamos

∥∥∥∥∥∥
up(t+ h)− up(t)

h
−

+∞∑

k=−∞

(∫ t

0

cos
(
σ(k)

(
t− t̃

))
F̂ (k, t̃ )dt̃

)
Φk

∥∥∥∥∥∥

2

r

=

= 2π
+∞∑

k=−∞

(1 + k2)r

∣∣∣∣∣∣
ûp(t+ h)− ûp(t)

h
−

+∞∑

k=−∞

∫ t

0

cos
(
σ(k)

(
t− t̃

))
F̂ (k, t̃ )dt̃

∣∣∣∣∣∣

2

r

= 2π
+∞∑

k=−∞

(1 + k2)r

∣∣∣∣∣∣
G(k, t+ h)−G(t)

hσ(k)
−
∫ t

0

̂C1

(
k, t− t̃

)(
F (k, t̃ )

)
dt̃

∣∣∣∣∣

2

(7.32)
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En este punto podemos proceder de dos formas para llegar a probar la desigualdad.

Definamos la función

η(τ) :=

∫ t+τ

0

sen
(
σ(k)

(
t− t̃+ τ

) )
F̂ (k, t̃ )dt̃

para τ ∈ [0, h].G es continua en [0, h] y diferenciable en ]0, h[. Por el teorema del valor

medio existe c ∈ ]0, h[, tal que hη′(c) = η(h)− η(0). Ahora, como

η′(τ) = σ(k)

∫ t+τ

0

cos
(
σ(k)

(
t+ τ − t̃

))
F̂ (k, t̃ )dt̃

= σ(k)

∫ t+τ

0

̂C1

(
k, t+ τ − t̃

)(
F (k, t̃ )

)
dt̃.

Reemplazando en (7.32) tenemos

=

∥∥∥∥∥∥
up(t+ h)− up(t)

h
−

+∞∑

k=−∞

(∫ t

0

cos
(
σ(k)

(
t− t̃

))
F̂ (k, t̃ )dt̃

)
Φk

∥∥∥∥∥∥

2

r

6 2π
+∞∑

k=−∞

(1 + k2)r2



∣∣∣∣∣

∫ t+c

0

̂C1

(
k, t+ c− t̃

)(
F (k, t̃ )

)
dt̃

∣∣∣∣∣

2

+

∣∣∣∣∣

∫ t

0

̂C1

(
k, t+ c− t̃

)(
F (k, t̃ )

)
dt̃

∣∣∣∣∣

2



6 2π
+∞∑

k=−∞

(1 + k2)r2

[
(t+ c)

∫ t+c

0

∣∣∣∣ ̂C1

(
k, t+ c− t̃

)(
F (k, t̃ )

)∣∣∣∣
2

dt̃

+t

∫ t

0

∣∣∣∣ ̂C1

(
k, t+ c− t̃

)(
F (k, t̃ )

)∣∣∣∣
2

dt̃

]

6 2(t+ c)

∫ t+c

0

2π
+∞∑

k=−∞

(1 + k2)r
∣∣∣∣ ̂C1

(
k, t+ c− t̃

)(
F (k, t̃ )

)∣∣∣∣
2

dt̃

+2t

∫ t

0

2π
+∞∑

k=−∞

(1 + k2)r
∣∣∣∣ ̂C1

(
k, t+ c− t̃

)(
F (k, t̃ )

)∣∣∣∣
2

dt̃

= 2(t+ c)

∫ t+c

0

∥∥∥C1

(
t+ c− t̃

)(
F (k, t̃ )

)∥∥∥
2

r
dt̃+ 2t

∫ t

0

∥∥∥C1

(
t+ c− t̃

)(
F (k, t̃ )

)∥∥∥
2

r
dt̃
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6 2(t+ c)

∫ t+c

0

∥∥F (k, t̃ )
∥∥2
r
dt̃+ 2t

∫ t

0

∥∥F (k, t̃)
∥∥2
r
dt̃

6 2(t+ c)

∫ t+c

0

sup
t̃∈[0,T ]

∥∥F (k, t̃ )
∥∥2
r
dt̃+ 2t

∫ t

0

sup
t̃∈[0,T ]

∥∥F (k, t̃ )
∥∥2
r
dt̃

6 2‖F‖2r,∞
(
(t+ c)2 + t2

)

6 4‖F‖2r,∞T 2,

donde t+ c, t ∈ [0, T ].

Usando el Teorema Fundamental del Cálculo.

∣∣G(k, t+ h)−G(k, t)
∣∣ =

1

h

∣∣∣∣∣∣

∫ h

0

∂

∂s

[∫ t+s

0

sen
(
σ(k)(t− t̃+ h)

)
F̂ (k, t̃ )dt̃

]
ds

∣∣∣∣∣∣

=
1

h

∣∣∣∣∣∣

∫ h

0

[∫ t+s

0

σ(k) cos
(
σ(k)(t− t̃+ h)

)
F̂ (k, t̃ )dt̃

]
ds

∣∣∣∣∣∣

6
1

h
σ(k)

∫ h

0

[∫ t+s

0

∣∣∣cos
(
σ(k)(t− t̃+ h)

)
F̂ (k, t̃ )

∣∣∣dt̃
]
ds

6
1

h
σ(k)

∫ h

0

[∫ t+s

0

∣∣∣F̂ (k, t̃ )
∣∣∣dt̃
]
ds

=
1

h
σ(k)h

∫ t+s

0

∣∣∣F̂ (k, t̃ )
∣∣∣dt̃

= σ(k)

∫ t+s

0

∣∣∣F̂ (k, t̃ )
∣∣∣dt̃

Reemplazando en (7.32)

= 2π
+∞∑

k=−∞

(1 + k2)r

∣∣∣∣∣∣
1

hσ(k)

(
G(k, t+ h)−G(k, t)

)
−
∫ t

0

̂C1

(
k, t− t̃

)(
F (k, t̃ )

)
dt̃

∣∣∣∣∣

2

= 2π
+∞∑

k=−∞

(1 + k2)r


 1

σ(k)

∣∣∣∣
G(k, t+ h)−G(k, t)

h

∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣

∫ t

0

̂C1

(
k, t− t̃

)(
F (k, t̃ )

)
dt̃

∣∣∣∣∣



2

6 2π
+∞∑

k=−∞

(1 + k2)r

[∫ t+s

0

∣∣∣F̂ (k, t̃ )
∣∣∣dt̃+

∫ t

0

∣∣∣F̂ (k, t̃ )
∣∣∣dt̃
]2
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6 2π
+∞∑

k=−∞

(1 + k2)r2



(∫ t+s

0

∣∣∣F̂ (k, t̃ )
∣∣∣dt̃
)2

+

(∫ t

0

∣∣∣F̂ (k, t̃ )
∣∣∣dt̃
)2



6 2π
+∞∑

k=−∞

(1 + k2)r2

[
(t+ s)

∫ t+s

0

∣∣∣F̂ (k, t̃ )
∣∣∣
2

dt̃+ t

∫ t

0

∣∣∣F̂ (k, t̃ )
∣∣∣
2

dt̃

]

= 2


(t+ s)

∫ t+s

0

2π
+∞∑

k=−∞

(1 + k2)r
∣∣∣F̂ (k, t̃ )

∣∣∣
2

dt̃+

∫ t

0

2π
+∞∑

k=−∞

(1 + k2)r
∣∣∣F̂ (k, t̃ )

∣∣∣
2

dt̃




= 2

[
(t+ s)

∫ t+s

0

∥∥F (k, t̃)
∥∥2
r
dt̃+ t

∫ t

0

∥∥F (k, t̃)
∥∥2
r
dt̃

]

6 2

[
(t+ s)

∫ t+s

0

sup
t̃∈[0,T ]

∥∥F (k, t̃)
∥∥2
r
dt̃+ t

∫ t

0

sup
t̃∈[0,T ]

∥∥F (k, t̃)
∥∥2
r
dt̃

]

= 2‖F‖2r,∞
(
(t+ s)2 + t2

)

6 2‖F‖2r,∞2T 2

= 4‖F‖2r,∞T 2,

donde t+ s, t ∈ [0, T ].

En ambos casos basta con tomar la raíz cuadrada en ambos lados para obtener la desigualdad

planteada.

La siguiente proposición nos muestra que la solución propuesta a la ecuación no homogénea

de Boussinesq satisface la ecuación en un espacio de Sobolev de orden adecuado.

Proposición 7.10. Si u = uH + uP ∈ C
(
[0,+∞[, Hs

per

)
entonces

∂2t u(t, x) = ∂2xu(t, x)− ∂4xu(t, x) + F (t, x),

en Hs−4
per .

Demostración. Para demostrar que ∂2t u(t) = ∂2xu(t) − ∂4xu(t) + F (t) en Hs−4
per , debemos
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demostrar

∥∥∥∥
∂tu(t+ h)− ∂tu(t)

h
− ∂2xu(t) + ∂4xu(t) + F (t)

∥∥∥∥
s−4

→ 0 (7.33)

si h→ 0. Para ello, consideremos la norma en Hr
per, a fin de determinar el valor de r adecua-

do. Veamos,

∥∥∥∥
∂tu(t+ h)− ∂tu(t)

h
− ∂2xu(t) + ∂4xu(t) + F (t)

∥∥∥∥
r

=

=

∥∥∥∥
∂tuH(t+ h)− ∂tuH(t)

h
− ∂2xuH(t) + ∂4xuH(t)

+
∂tuP (t+ h)− ∂tuP (t)

h
− ∂2xuP (t) + ∂4xuP (t) + F (t)

∥∥∥∥
r

6

∥∥∥∥
∂tuH(t+ h)− ∂tuH(t)

h
− ∂2xuH(t) + ∂4xuH(t)

∥∥∥∥
r︸ ︷︷ ︸

uH(t)

+

∥∥∥∥
∂tuP (t+ h)− ∂tuP (t)

h
− ∂2xuP (t) + ∂4xuP (t) + F (t)

∥∥∥∥
r︸ ︷︷ ︸

up(t)

Para el caso de la norma de la solución de la ecuación homogénea, ya se demostró que esta

tiende a 0 si h tiende a 0. Solo debemos probar que la norma, de la parte que representa a la

solución particular de la ecuación, tiende a 0, cuando h tiende a 0. Para ello, trataremos de

acotar la serie que representa esta norma.

∥∥∥∥
∂tuP (t+ h)− ∂tuP (t)

h
− ∂2xuP (t) + ∂4xuP (t) + F (t)

∥∥∥∥
r

=

= 2π
+∞∑

k=−∞

(1 + k2)r

∣∣∣∣∣∣
̂∂tup(k, t+ h)− ̂∂tup(k, t)

h
+ σ(k)2ûp(t)− F̂ (k, t̃ )

∣∣∣∣∣∣

2

= 2π
+∞∑

k=−∞

(1 + k2)r

∣∣∣∣∣∣
̂∂tup(k, t+ h)− ̂∂tup(k, t)

h
+ σ(k)2σ(k)−1G(k, t)− F̂ (k, t̃ )

∣∣∣∣∣∣

2
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= 2π
+∞∑

k=−∞

(1 + k2)r

∣∣∣∣∣∣
̂∂tup(k, t+ h)− ̂∂tup(k, t)

h
−
(
−σ(k)G(k, t) + F̂ (k, t̃ )

)
∣∣∣∣∣∣

2

=

∥∥∥∥∥∥
∂tuP (t+ h)− ∂tuP (t)

h
−

+∞∑

k=−∞

(
−σ(k)G(k, t) + F̂ (k, t)

)
Φk

∥∥∥∥∥∥
r

Analiceramos el caso de las derivadas de primer y segundo orden de la solución particular.

∂tûp(k, t) = σ(k)−1G′(k, t)

= σ(k)sen
(
σ(k)t

) ∫ t

0

sen
(
σ(k)t̃

)

σ(k)
F̂ (k, t̃ )dt̃− cos

(
σ(k)t

)sen
(
σ(k)t

)

σ(k)
F̂ (k, t)

+ cos
(
σ(k)t

) ∫ t

0

cos
(
σ(k)t̃

)
F̂ (k, t̃ )dt̃+

sen
(
σ(k)t

)

σ(k)
cos
(
σ(k)t

)
F̂ (k, t)

= sen
(
σ(k)t

) ∫ t

0

sen
(
σ(k)t̃

)
F̂ (k, t̃ )dt̃+ cos

(
σ(k)t

) ∫ t

0

cos
(
σ(k)t̃

)
F̂ (k, t̃ )dt̃

=

∫ t

0

(
sen
(
σ(k)t

)
sen
(
σ(k)t̃

)
+ cos

(
σ(k)t

)
cos
(
σ(k)t̃

))
F̂ (k, t̃ )dt̃

=

∫ t

0

cos
(
σ(k)

(
t− t̃

))
F̂ (k, t̃ )dt̃ (7.34)

Así, obtenemos la representación en serie de Fourier

∂tup(k, t) =
+∞∑

k=−∞

(∫ t

0

cos
(
σ(k)

(
t− t̃

))
F̂ (k, t̃)dt̃

)
Φk.

Para el caso de la derivada de segundo orden se tiene

∂2t ûp(k, t) = σ(k) cos
(
σ(k)t

) ∫ t

0

sen
(
σ(k)t̃

)
F̂ (k, t̃ )dt̃+ sen

(
σ(k)t

)
sen
(
σ(k)t

)
F̂ (k, t̃ )

−σ(k)sen
(
σ(k)t

) ∫ t

0

cos
(
σ(k)t̃

)
F̂ (k, t̃ )dt̃+ cos

(
σ(k)t

)
cos
(
σ(k)t

)
F̂ (k, t̃ )

= −σ(k)
∫ t

0

sen
(
σ(k)

(
t− t̃

))
F̂ (k, t̃ )dt̃+ F̂ (k, t). (7.35)

Luego,
∂2t up(k, t) =

+∞∑

k=−∞

(
−σ(k)G(k, t) + F̂ (k, t)

)
Φk.
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Ahora, veamos los espacios Hr
per para los cuales la derivada de primer y segundo orden son

válidas. A continuación, usaremos el M–test de Weiertrass para probar

ĺım
h→0

∥∥∥∥∥∥
up(t+ h)− up(t)

h
−

+∞∑

k=−∞

(∫ t

0

cos
(
σ(k)

(
t− t̃

))
F̂ (k, t̃ )dt̃

)
Φk

∥∥∥∥∥∥
r

= 0. (7.36)

Por el Lema 7.4 la serie que representa la norma es acotada por una serie convergente si

r 6 s−1. Esto prueba que aquella serie converge uniformemente. Por tanto, el límite cuando

h→ 0, puede ingresar en la norma y así

ĺım
h→0

∥∥∥∥∥∥
up(t+ h)− up(t)

h
−

+∞∑

k=−∞

(∫ t

0

cos
(
σ(k)

(
t− t̃

))
F̂ (k, t̃ )dt̃

)
Φk

∥∥∥∥∥∥
r

= 0.

Ahora, analicemos el caso de la segunda derivada. Debemos demostrar

∥∥∥∥∥∥
u′p(t+ h)− u′p(t)

h
−

+∞∑

k=−∞

−σ(k)G(k, t)Φk −
+∞∑

k=−∞

F̂ (k, t )Φk

∥∥∥∥∥∥
r

→ 0

si h tiende a 0, para un r adecuado. Usaremos el M–Test de Weiertrass para probar la conver-

gencia uniforme de la serie. Veamos,

∥∥∥∥∥∥
u′p(t+ h)− u′p(t)

h
−

+∞∑

k=−∞

(
−σ(k)G(k, t)

)
Φk −

+∞∑

k=−∞

F̂ (k, t)Φk

∥∥∥∥∥∥
r

=

= 2π
+∞∑

k=−∞

(1 + k2)r

∣∣∣∣∣
û′p(t+ h)− û′p(t)

h
+ σ(k)G(k, t)− F̂ (k, t)

∣∣∣∣∣

2

= 2π
+∞∑

k=−∞

(1 + k2)r

∣∣∣∣∣
G′(k, t+ h)−G′(k, t)

h
+ σ(k)

∫ t

0

̂C2

(
k, t− t̃

)(
F (k, t̃ )

)
dt̃− F̂ (k, t)

∣∣∣∣∣

2

.

La función

κ(τ) =

∫ t+τ

0

cos
(
σ(k)

(
t+ τ − t̃

))
F̂ (k, t̃)dt̃
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para κ ∈ [0, h]. κ es continua en [0, h] y diferenciable en ]0, h[. Así, por el Teorema del valor

medio existe c ∈ ]0, h[, tal que hκ′(c) = κ(h)− κ(0). Ahora, como

κ′(τ) = −σ(k)
∫ t+τ

0

sen
(
t+ τ − t̃

)
F̂ (k, t̃ )dt̃+ F̂ (k, t+ τ)

= −σ(k)
∫ t+τ

0

̂C2

(
k, t+ τ − t̃

)(
F (k, t̃ )

)
dt̃+ F̂ (k, t+ τ).

Reemplazando tenemos
∥∥∥∥∥∥
u′p(t+ h)− u′p(t)

h
−

+∞∑

k=−∞

(
−σ(k)G(k, t)

)
Φk −

+∞∑

k=−∞

F̂ (k, t)Φk

∥∥∥∥∥∥
r

= 2π
+∞∑

k=−∞

(1 + k2)r

∣∣∣∣∣−σ(k)
∫ t+c

0

̂C2

(
k, t+ c− t̃

)(
F (k, t̃ )

)
dt̃+ F̂ (k, t+ c)

+σ(k)

∫ t

0

̂C2

(
k, t− t̃

)(
F (k, t̃ )

)
dt̃− F̂ (k, t)

∣∣∣∣∣

2

. (7.37)

Ahora, se sabe que para todo a, b, c, d ∈ R se cumple (a+ b+ c+d)2 6 4(a2+ b2+ c2+d2).

Aplicándolo en (7.37), se tiene

6 2π
+∞∑

k=−∞

(1 + k2)r4



∣∣∣∣∣σ(k)

∫ t+c

0

̂C2

(
k, t+ c− t̃

)(
F (k, t̃ )

)
dt̃

∣∣∣∣∣

2

+
∣∣∣F̂ (k, t+ c)

∣∣∣
2

+

∣∣∣∣∣σ(k)
∫ t

0

̂C2

(
k, t− t̃

)(
F (k, t̃ )

)
dt̃

∣∣∣∣∣

2

+
∣∣∣F̂ (k, t)

∣∣∣
2




6 4


2π

+∞∑

k=−∞

(1 + k2)rσ(k)2(t+ c)

∫ t+c

0

∣∣∣∣ ̂C2

(
k, t+ c− t̃

)(
F (k, t̃ )

)∣∣∣∣
2

dt̃

+
∥∥F (k, t+ c)

∥∥2
r
+ 2π

+∞∑

k=−∞

(1 + k2)rσ(k)2t

∫ t

0

∣∣∣∣ ̂C2

(
k, t− t̃

)(
F (k, t̃ )

)∣∣∣∣
2

dt̃+
∥∥F (k, t)

∥∥2
r




6 4


(t+ c)

∫ t+c

0


2π

+∞∑

k=−∞

(1 + k2)r+2

∣∣∣∣ ̂C2

(
k, t+ c− t̃

)(
F (k, t̃ )

)∣∣∣∣
2

dt̃
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+
∥∥F (k, t+ c)

∥∥2
r
+ t

∫ t

0


2π

+∞∑

k=−∞

(1 + k2)r+2

∣∣∣∣ ̂C2

(
k, t− t̃

)(
F (k, t̃ )

)∣∣∣∣
2

dt̃+

∥∥F (k, t)
∥∥2
r




6 4

(
(t+ c)

∫ t+c

0

∥∥∥C2

(
t+ c− t̃

)(
F (k, t̃ )

)∥∥∥
2

r+2
dt̃+ sup

t̃∈[0,T ]

∥∥F (k, t)
∥∥2
r

+t

∫ t

0

∥∥∥C2

(
t− t̃

)(
F (k, t̃ )

)∥∥∥
2

r+2
dt̃+ sup

t̃∈[0,T ]

∥∥F (k, t)
∥∥2
r

)

6 4

(
(t+ c)

∫ t+c

0

∥∥F (k, t̃ )
∥∥2
r+2

dt̃+ t

∫ t

0

∥∥F (k, t̃ )
∥∥2
r+2

dt̃+ 2 sup
t̃∈[0,T ]

∥∥F (k, t)
∥∥2
r+2

)

6 4

(
(t+ c)

∫ t+c

0

sup
t̃∈[0,T ]

∥∥F (k, t̃ )
∥∥2
r+2

dt̃+ t

∫ t

0

sup
t̃∈[0,T ]

∥∥F (k, t̃ )
∥∥2
r+2

dt̃+ 2
∥∥F (k, t)

∥∥2
r+2,∞

)

6 4
(
(t+ c)2‖F‖2r+2,∞ + 2‖F‖2r+2,∞ + t2‖F‖2r+2,∞

)

6 4
(
T 2‖F‖2r+2,∞ + 2‖F‖2r+2,∞ + T 2‖F‖2r+2,∞

)

6 8‖F‖2r+2,∞

(
T 2 + 1

)

< ∞

si r+2 6 s−1. Por tanto, por el M–Test de Weierstrass, hemos probado que la serie converge

uniformemente. Luego, el límite puede ingresar en la norma.

Proposición 7.11 (Dependencia continua en compactos). Sean u = uH + uP ∈ Hs
per y

ũ = ũH(t) + ũP (t) ∈ Hs
per, tales que satisfacen

∂2t u(t, x) = ∂2xu(t, x)− ∂4xu(t, x) + F1(t, x) ∂2t ũ(t, x) = ∂2xũ(t, x)− ∂4xũ(t, x) + F2(t, x)

u(0, x) = ϕ(x) ∈ Hs
per , ũ(0, x) = ϕ̃(x) ∈ Hs

per

∂tu(0, x) = ψ(x) ∈ Hs−1
per ∂tũ(0, x) = ψ̃(x) ∈ Hs−1

per .

Si F1
Hs−1

per−−−→ F2, ϕ
Hs

per−−→ ϕ̃ y ψ
Hs−1

per−−−→ ψ̃ entonces u
Hs

per−−→ ũ.

Demostración. Se debe tener en cuenta que la demostración solo depende de la dependencia
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continua de la solución particular. Veamos,

∥∥uP (t)− ũP (t)
∥∥2
r
=

∥∥∥∥∥

∫ t

0

sen
(
σ(k)(t− t′)

)

σ(k)
F̂1(k, t

′)dt′ −
∫ t

0

sen
(
σ(k)(t− t′)

)

σ(k)
F̂2(k, t

′)dt′

∥∥∥∥∥

2

r

= 2π
+∞∑

k=−∞

(1 + k2)r

∣∣∣∣∣

∫ t

0

sen
(
σ(k)(t− t′)

)

σ(k)
F̂1(k, t

′)dt′ −
∫ t

0

sen
(
σ(k)(t− t′)

)

σ(k)
F̂2(k, t

′)dt′

∣∣∣∣∣

2

= 2π
+∞∑

k=−∞

(1 + k2)r

σ(k)2

∣∣∣∣∣

∫ t

0

sen
(
σ(k)(t− t′)

)
F̂1(k, t

′)dt′ −
∫ t

0

sen
(
σ(k)(t− t′)

)
F̂2(k, t

′)dt′

∣∣∣∣∣

2

6

+∞∑

k=−∞

2π(1 + k2)r−1

∣∣∣∣∣

∫ t

0

sen
(
σ(k)(t− t′)

)(
F̂1 − F̂2

)
(k, t′)dt′

∣∣∣∣∣

2

6

+∞∑

k=−∞

2π(1 + k2)r−1

(∫ t

0

∣∣∣∣sen
(
σ(k)(t− t′)

)(
F̂1 − F̂2

)
(k, t′)

∣∣∣∣dt′
)2

=
+∞∑

k=−∞

2π(1 + k2)r−1

(∫ t

0

∣∣∣∣
(
F̂1 − F̂2

)
(k, t′)

∣∣∣∣dt′
)2

=
+∞∑

k=−∞

2π(1 + k2)r−1

(∫ t

0

∣∣∣∣
(
F̂1 − F2

)
(k, t′)

∣∣∣∣dt′
)2

6

+∞∑

k=−∞

2π(1 + k2)r−1

(∫ t

0

∣∣∣∣
(
F̂1 − F2

)
(k, t′)

∣∣∣∣
2

dt′

)
t

= t

∫ t

0

+∞∑

k=−∞

2π(1 + k2)r−1

∣∣∣∣
(
F̂1 − F2

)
(k, t′)

∣∣∣∣
2

dt′

= t

∫ t

0

∥∥F1(t
′)− F2(t

′)
∥∥2
r−1

dt′

∫ t

0

sup
t′∈[0,T ]

∥∥F1(t
′)− F2(t

′)
∥∥2
r−1

dt′

‖F‖2s−1,∞

∫ t

0

1dt′

6 ‖F1 − F2‖2r−1,∞T
2

<∞

si r 6 s. Luego,
∥∥uP (t)− ũP (t)

∥∥
r
6 ‖F1 − F2‖s−1,∞T .
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Por tanto,

sup
t∈[0,T ]

∥∥uP (t)− ũp(t)
∥∥
s

6 ‖F1 − F2‖s−1,∞T . (7.38)

Así, u→ ũ en Hs
per si F1 → F2 en Hs−1

per .

Corolario 7.3 (Unicidad de la solución). Sean t ∈ [0, T ], u = uH(t) + uP (t) ∈ Hs
per y

ũ = ũH(t) + ũP (t) ∈ Hs
per. Si u y ũ satisfacen la ecuación del problema (Q2),

∂2t u(t, x) = ∂2xu(t, x)− ∂4xu(t, x) + F1(t, x) ∂2t ũ(t, x) = ∂2xũ(t, x)− ∂4xũ(t, x) + F2(t, x)

u(0, x) = ϕ(x) ∈ Hs
per , ũ(0, x) = ϕ̃(x) ∈ Hs

per

∂tu(0, x) = ψ(x) ∈ Hs−1
per ∂tũ(0, x) = ψ̃(x) ∈ Hs−1

per

entonces u = ũ en Hs
per.

Demostración. Solo nos bastará probar que uP = ũP en Hs
per. En efecto, de (7.38) se tiene

que

∥∥uP (t)− ũP (t)
∥∥
s

6 sup
t∈[0;T ]

∥∥uP (t)− ũP (t)
∥∥
s

6 ‖F1 − F2‖s−1,∞T

= 0.

Por tanto, uP = ũP .

Corolario 7.4. La única solución de (Q2) es

u(t, x) =
+∞∑

k=−∞

(
cos
(
σ(k)t

)
ϕ̂(k) +

sen
(
σ(k)t

)

σ(k)
ψ̂(k)

)
Φk(x)

+
+∞∑

k=−∞



∫ t

0

sen
(
σ(k)

(
t− t̃

))

σ(k)
F̂ (k, t̃)dt̃


Φk(x),

donde ϕ ∈ Hs
per, ψ ∈ Hs−1

per y F ∈ C
(
[0;T ], Hs−1

per

)
.



CAPÍTULO

8

Conclusiones

En este trabajo, hemos demostrado con éxito la buena colocación de la ecuación de onda

de Boussinesq de cuarto orden, en virtud de la elección directa de las distribuciones de los

datos iniciales. Las soluciones de ondas comprenden dos tipos de ondas. Además, también se

discute el caso no homogéneo de la ecuación de Boussinesq. Los resultados se pueden utilizar

para comprender, a una profundidad constante, el comportamiento dinámico de las ondas

en campos de ondas lineales. Teóricamente, el método aplicado en este trabajo también se

utiliza para construir las soluciones de orden superior. Sin embargo, el aumento en la cantidad

de cálculos es el mayor reto. Podemos también concluir que la ventaja de trabajar con las

distribuciones periódicas radica en poder encontrar la cara de la solución de la ecuación.
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