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Resumen

En este trabajo mostraremos que todo f : M — M difeomorfismo uniformemente
hiperbélico de clase C? que preserva la medida de Lebesgue en M, donde M es una va-
riedad Riemanniana compacta de clase C' es ergddico, para ello utilizamos el método
conocido como el Argumento de Hopf expuesto en el libro (Hopf, 1939). Ademé&s dare-
mos un ejemplo interesante denominado la pesadilla de Fubini que esta expuesto en el
articulo (Milnor, 1997) que nos permite comprender la definicién y sus propiedades de las

foliaciones estables e inestables, esto ayudara para demostrar la ergodicidad de f.

Palabras claves: Variedad Riemanniana, sistemas uniformemente hiperbdlicos, folia-

ciones, hojas, medidas ergddicas.



Abstract

In this work we will show that all uniformly hiperbolic difeomorphism of class C? that
preserves the Lebesgue measure in M, where M is a compact Riemannian manifold of
class C'* is ergodic, for this we use the method known as the Hopf’s Argument exposed in
the book (Hopf, 1939). We will also give an interesting example called Fubini’s nightmare
that is exposed in the article (Milnor, 1997) that allows us to understand the definition
and its properties of the stable and unstable foliations which will help to demostrate the

ergodicity of f.

keywords: Riemannian manifold, uniformly hyperbolic systems, foliations, leaves, er-

godic measure.



Capitulo 1

Introduccion

1.1. Motivacion de la tesis

Dado un sistema dinamico f : M — M una de las principales preguntas iniciales es,
dado un estado inicial € M es averiguar el futuro de este estado via la dindmica f, esto
es; z, f(z), f2(x), f23(x), -, fA(x), -, { qué sucede con f"(z) cuando n — oo?. Esta
pregunta es respondida parcialmente por el teorema de recurrencia de Poincaré, que nos
dice, si pu es una medida invariante por f (ver definicién 2.39) entonces para casi todo
estado inicial de un conjunto con medida positiva, existen infinitos valores de n para los
cuales f"(x) también visita dicho conjunto, es decir, dado E C M con p(E) > 0, entonces

para casi todo punto x € E el conjunto
P={j>0:f/(z) € E}

es infinito. Ahora bien, deseariamos tener informacién mas precisa, de naturaleza cuanti-
tativa. LLamamos tiempo medio de visita de x a E al valor:

7(E,z) = lim l# {0<j<n:fl(z)eFE} (1.1)

n-oonm,

Seria interesante saber, ; cuantas veces en promedio un estado inicial regresa al conjunto
E7, es decir, en que condiciones este tiempo medio de visita es positivo, mas ain saber si el
limite en (1.1) existe. La respuesta a esta pregunta nos la proporciona el teorema ergddico
de Birkhoff, que nos dice, el tiempo medio de visita 7(E,z) existe en casi todo punto
x € M, gracias a este utimo teorema podemos decir en promedio cuantas veces regresa

el estado x al conjunto F. Para una clase de sistemas dindnimos denominado ergédicos



con respecto a p (ver definicién 2.51) se tiene que 7(F,x) = p(F) para casi todo punto
x € M, es decir, para esta clase de sistemas dinamicos se tiene que el tiempo promedio
de visita es constante, en este sentido es importante saber qué sistemas dinamicos son
ergddicos.

Nuestro resultado principal es justamente demostrar que, para todo difeomorfismo
uniformemente hipérbolico f : M — M de clase C? que preserva la medida de Lebesgue
en M, donde M es una variedad Riemanniana compacta de clase C'°; es ergddico. Cabe
indicar que f es un difeomorfismo uniformemente hiperbdlico, si para cada x € M existe
una descomposicién del espacio tangente T, M = E*(x) & E"(z) tales que df,(E*(x)) =
Es(f(z)) y dfo.(E*(z)) = E“(f(z)), ademés df, restricto a E*(x) se contrae y df, restricto
a E"(x) se expande.

En (Hopf, 1939), Hopf Eberhard prueba que el flujo geodésico de una superficie com-
pacta con curvatura negativa, es ergodico. Su método consistié en estudiar las medias
temporales de Birkhoff (ver Teorema 2.50) de funciones continuas a lo largo de las hojas
de la foliacién estable e inestable del flujo. Este tipo de argumento se ha utilizado desde
entonces en contextos cada vez més generales, que es conocido como el Argumento de
Hopf.

Para cualquier f : M — M se define la relacion de equivalencia estable ~,, donde
x ~g 1y siy solo si nh/rilod (f"(x), f*(y)) = 0. Denotado por W*(z) la clase de equivalencia
estable que contiene a z. Cuando f es invertible se define la relacion de equivalencia
inestable ~,,, como la relacién de equivalencia estable para f~1, y denotado por W¥(z) la
clase de equivalencia inestable que contiene a .

El primer paso del Argumento de Hopf es demostrar que las medias temporales de
Birkhoff de funciones continuas son constantes a lo largo de las hojas estables e inesta-
bles. El siguiente paso se limita cuando estamos ante la situaciéon de un difeomorfismo
uniformemente hiperbdlico f, que preserva la medida de Lebesgue m (conservativo), en
este caso f es invertible y las clases de equivalencia estable son las hojas de la foliacion
estable F°, y las clases de equivalencia inestable son las hojas de la foliacién inestable F*.

Finalmente, desde que f es conservativo, es suficiente probar que, dada cualquier
funcién continua ¢, entonces su media temporal ¢ es constante en m — ctp, con ello se
obtiene que f es ergddico. Para tal fin, se necesita que las foliaciones estable e inestable

sean de clase O, pero un difeomorfismo uniformemente hiperbélico la foliacién estable e
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inestable no son de clase C*, por lo que el paso final del Argumento de Hopf no se aplica.

El avance fundamental de Anosov y Anosov—Sinai fue demostrar que las foliaciones
estable e inestable de un difeomorfismo unifomemente hiperbdlico conservativo o no, satis-
face una condicién més débil que la de clase C*, que es la de continuidad absoluta. Para los
sistemas conservativos, la continuidad absoluta es suficiente para terminar el Argumento
de Hopf, demostrando que todo difeomorfismo uniformemente hiperbélico de clase C? y
conservativo, es ergddico (Anosov, 1969), (Anosov y Sinai, 1967).

El proposito de este trabajo es exponer las ideas planteadas por Anosov y Anosov—Sinai
para demostrar la ergodicidad de un difeomorfismo uniformemente hiperbdlico de clase

C? usando el Argumento de Hopf.

1.2. Estructura

Comenzaremos por dar en el capitulo 2 algunos conceptos y resultados importantes de
la teoria de la medida, variedades diferenciables y teoria ergddica. Por ejemplo, en teoria de
la medida necesitaremos de espacio medible, espacio de medida, teorema de convergencia
dominada, etc. Las variedades diferenciables que nos servirda para generar la medida de
Lebesgue que desempena un rol importante para nuestro problema y terminando este
capitulo con algunas definiciones y resultados de la teoria ergddica tales como, medida
invariante, medida ergddica, el shift de Bernoulli y caracterizaciones de ergodicidad.

El capitulo 3 en su mayoria esté basado en el articulo de Jhon Milnor (Milnor, 1997),
que trata a groso modo sobre la existencia de un conjunto E en el cuadrado (0,1) x (0, 1]
con medida total y la construcciéon de una foliacién F tal que la medida de E restricto
a dicha foliacién tiene medida cero. Luego, definiremos una aplicacién a la que llama-
remos holonomia con la propiedad que, la imagen de un conjunto con medida positiva
via dicha holonomia tiene medida cero. Estos ejemplos nos servird como motivacion pa-
ra futuras definiciones y propiedades, tales como foliaciones absolutamente continuas y
foliaciones transversalmente absolutamente continuas que son requisitos para demostrar
nuestro problema principal.

Finalmente, en el capitulo 4 daremos la demostracion de nuestro resultado principal
que se basa en la técnica empleada por E. Hopf, conocida como el argumento de Hopf, para

ello previamente expondremos algunas consecuencias del teorema ergddico de Birkhoff.



Capitulo 2

Preliminares

2.1. Teorlia de la medida

En esta seccion veremos algunas definiciones y resultados sobre teoria de la medida,
cabe indicar que el contenido mostrado a continuacién es extraido en su mayoria de

(Oliveira y Viana, 2014) y (Fernandez, 1976).

Definicion 2.1. Un algebra de X es una familia B de subconjuntos de X que satisface
e XeB
e A € B, entonces A° € B
e Si A, B € B entonces AUB € B.

Definicidon 2.2. Un o—algebra B de subconjuntos de X es un algebra que satisface

A; € Bparai=1,2,---, entonces UA,- eB.
i=1

Un espacio medible es una dupla (X, B) donde X es un conjunto y B un o—algebra de

subconjuntos de X. Los elementos de B son llamados conjuntos medibles.

Proposicidon 2.3. Considere una familia no vacia cualquiera {B; : i € Z} de oc—algebras.

Entonces la interseccion B = ﬂ B; es también un o—algebra.
¢ 1

Definicidon 2.4. La oc—algebra generada por la familia ¢ de subconjuntos de X es la menor
o—algebra o(e) que contiene a ¢, es decir, es la interseccién de todas las o—algebras que

contiene a ¢.
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Definicion 2.5. Una o—algebra de Borel de un espacio topdgico es una o—4élgebra o(7)
generada por la topologia 7, esto es, el menor o—algebra que contiene todos los subcon-

juntos abiertos. En este caso, los conjuntos medibles reciben el nombre de Borelianos

Definicidn 2.6. Una medida en un (X, B) espacio medible es una funcién p : B — [0, +0o0]

tal que p(0) =0y _ _
7 (U Az) = ZM(AZ-)

para cualquier A; € B disjuntos dos a dos. Esta ultima propiedad es llamada o — aditiva.
El triplete (X, B, i) es llamado espacio de medida. Cuando u(X) < oo decimos que p es
una medida finita y si pu(X) = 1 decimos que p es una medida de probabilidad. En este

ultimo caso, (X, B, 1) es un espacio de probabilidad.

Definicidon 2.7. Decimos que una medida es o—finita, si existe una sucesién de subcon-

juntos Aj, Az, -+ de X tal que u(A;) < oo para todoi € N,y X = UAZ"
=1

Teorema 2.8. Sea By un algebra de subconjuntos de X y sea o : By — [0,400] una
funcidn o—aditiva con () = 0y uo(X) < oo. Entonces existe una Gnica medida u
definida en la c—algebra B generada por B, que es una extension de i, esto es, para todo

elemento B € By tenemos que u(B) = uo(B).

Definicion 2.9. Sean p y v dos medidas en un espacio de medida (X, ). Decimos que

v es absolutamente continua en relacion a pu, si todo conjunto medible E satisface
w(E)=0 = v(E)=0

en este caso, escribimos v < p. Decimos que p y v son equivalentes y escribimos p ~ v,

si y solamente si, p < vy v < p.

Sean (X, A;, i1i), i = 1,- -+ ,n espacios de medida finita. Consideremos en X3 x- - - x X,
la o—algebra A dada por la familia de todos los conjuntos de la forma A; x --- x A, con

A; € A; que es llamada o—algebra producto y es denotada por A1 & --- & A,,.

Teorema 2.10. Existe una Gnica medida pen (X; x -+ x X,,, A; x --- x A,) tal que
(A x -+ x Ay) = pa(As) - un(A,) para todo Ay € Ay, ---, A, € A,. En particular,

es una medida finita.
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Veamos la construccién del producto de una familia enumerable de espacios de pro-
babilidad. Sean (Xj, B;, i), con i € T espacios de probabilidad. El conjunto de indices

puede ser Z =N o Z = Z. Consideremos el producto cartesiano

i1
Llamamos cilindros de ¥ a los conjuntos de la forma
[m; A,y - Al = {(x) iy s € Aiy, para m < i < n}

donde m € Z,n > my A; € B; para m < i <n. Por definiciéon la o—algebra producto en
Y es la o—algebra B generada por la familia de todos los cilindros. La familia A de las

uniones finitas de cilindros disjuntos dos a dos es un algebra que genera la o—4élgebra B.

Teorema 2.11. Existe una Unica medida p en (X, B) tal que

para cualquier cilindro [m; A,,,--- , A,]. En particular, 1 es una medida de probabilidad.

La medida de probabilidad u es llamada medida producto y es representada por H iy
i
el espacio de probabilidad (X, B, i) es llamado espacio producto de los espacios (X;, B;, 1),

1€X.

Definicion 2.12. Dados dos espacios medibles (X, B) y (Y, C), decimos que una aplicacién
f:X =Y es medible si f71(C) € B para todo C € C.

Ejemplo 2.13. Dado un conjunto B C X definimos la funcién caracteristica yz : X — R

de B por
1, si x€B
0, si z€X\B

xB(x) =
Observar que xp es medible si, y solamente si, B es un conjunto medible.

Definicidon 2.14. Decimos que una propiedad es valida en yu — ctp de X, si es valida en

todo X excepto posiblemente en un conjunto de medida nula.

Vamos a definir la integral de Lebesgue de una funcién en relacién a una medida, esta
integral generaliza la nocién de integral de Riemann, ya que la integral de Lebesgue se

define para toda clase de funciones medibles. Sea (X, BB, ;1) un espacio de medida, entonces
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Definicion 2.15. Decimos que una funcién s : X — R es simple, si existen constantes

i, -+ ,ap € Ry conjuntos medibles Ay, - -+, Ay € B disjuntos 2 a 2 tales que

k
s=)axa
J=1

donde y 4 es la funcién caracteristica del conjunto A.

k

Definicidon 2.16. Sea s = ZanAj una funciéon simple, entonces la integral de s en
=1

relacion a la medida p es

[ s = iwm )

Se puede verificar que esta integral estd bien definida, esto es, si dos combinaciones
lineales de funciones caracteristicas definen una misma funcién s, entonces los valores de

las integrales obtenidos a partir de las dos combinaciones coinciden.

Definicidon 2.17. Sea f : X — [0, 00| una funcién medible no negativa,entonces

/fd,u: lim /sndu

donde s;1 < 5p < --- <5, < --- es una sucesion no decreciente de funciones simples tal

que lim s,(x) = f(x) para todo z € X.

Se verifica que esta integral esta bien definida, esto es, el valor de la integral no
depende de la eleccién de la sucesion de funciones simples. Ahora bien, para extender
la definicion de integral a cualquier funcién medible, observemos que dada una funcion

f: X — [—00,400] stempre lo podemos escribir como f = f* — f~ donde

() =méx {f(2),0} vy [7(z)=mdx{-f(x),0}
es claro que, f* y f~ son no negativas, ademés medibles.

Definicidn 2.18. Sea f : X — [—00, 00| una funcién medible, entonces

[ tdn= [ rran- [ 5o

Si una de las integrales del lado derecho fuese finita, vale las convenciones (+00)—a = 400

y a — (+00) = —oo para todo a € R
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Definicion 2.19. Sea (X, B, 1) un espacio de medida. Decimos que una funcién f : X —
[—00, +00] es integrable si, es medible y su integral es un nimero real. Denotamos el
conjunto de las funciones integrables por L(X, B, i) o simplemente L(u).

Dada una funcién medible f : X — [—00,4+00] y un conjunto medible F, definimos la

/E fdp = /X Fxedy

Ejemplo 2.20. Sea (X, B,u) un espacio de medida finita y sea A C X un conjunto

integral de f sobre F por

medible, entonces la funciéon caracteristica x4 es integrable. En efecto, veamos primero
que dicha funcién es medible, sea I C R un conjunto medible, entonces le([ y="0o0

XAt = Ao x3HI) = A° o x;* (1) = X, luego x4 es medible. Ademés

[ xa@auta) = [ xa@ine)+ [ xal@dua) = u(4) +0 < o
X (o3
Por lo tanto, x4 es integrable.

Teorema 2.21 (Convergencia dominada). Sea f, : X — R una sucesion de funciones
medibles y suponga que existe una funcion integrable g tal que | f,,(x)| < |g(x)| para p—ctp
en X. Suponga también que la sucesion (f,), converge en u — ctp para la funcion f,

entonces f es integrable y

i [ fodu = / fdu

2.2. Variedades diferenciables

En esta seccién daremos algunos alcances sobre variedades diferenciables, métrica Rie-
manniana, difeomorfismo, espacio tangente, etc; que fue consultado en su mayoria por
(Lee, 2013). Esto nos dara la base para generar la medida de Lebesgue en una variedad

diferenciable.

Definicidon 2.22. Sea M un espacio topoldgico. Un sistema de coordanadas locales o
carta local en M es un homeomorfismo x : U — z(U) de un subconjunto abierto U C M
sobre un abierto z(U) C R™. Decimos que m es la dimensién de z : U — z(U). Un
atlas de dimensién m sobre un espacio topologico M es una coleccion A de sistemas de
coordenadas locales x : U — R™ en M, cuyos dominios U cubren M. Los dominios U de

los sistemas de coordenadas z € A son llamados vecindades coordenadas de A.
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2

M
z(U)
)

°z(p

Figura 2.1: Carta local

Un espacio topoldgico M en el cual existe un atlas de dimensiéon m se llama una
variedad topoldgica de dimensién m. En otras palabras, M es una variedad topolégica de
dimensiéon m si, y solamente si, cada punto de M posee una vecindad homeomorfa a un
abierto de R™.

Dados los sistemas de coordenadas locales x : U — R™ y y : V. — R™ en el espacio
topoldgico M, tales que UNV # ), establece un homeomorfismo ¢, = yoz™ : z(UNV) —

y(UNV) que es llamado cambio de coordenadas.

U
M

)
unv
=N,
Han NEYA
X wwnv)

z(UNV)

/N

Figura 2.2: Cambio de coordenadas
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Definicidon 2.23. Un atlas A sobre un espacio topolégico M se dice diferenciable de clase

C*, si todos los cambios de coordenadas ¢,,, =,y € A son aplicaciones de clase C*.

Sea A un atlas de dimensién m y clase C* en un espacio topolégico M. Un sistema
de coordenadas z : W — R™ en M se dice admisible relativamente al atlas A si, para
todo sistema de coordenadas locales x : U — R™, perteneciente a A, con U NW # (),
los cambios de coordenadas ¢,. ¥ ., son de clase C*, en otras palabras, AU {z} sigue
siendo un atlas de clase C* en M.

Un atlas A, de dimensién m y clase C*, sobre M, se dice maximo cuando contiene
todos los sistemas de coordenadas que son admisibles en relacién a A. Todo atlas de clase

C* en M puede ser ampliado, de modo tinico, hasta un atlas méximo de clase C*.

Definicion 2.24. Una variedad diferenciable, de dimensién m y clase C* es un par orde-
nado (M, A) donde M es un espacio topolégico de Hausdorff, con base enumerable y A

un atlas maximo de dimensién m y clase C* sobre M.

Sean M™ N™ variedades diferenciables de clase C" (r > 1). Se dice que una aplicacién
f M — N es diferenciable en p € M, si existen sistemas de coordenadas z : U — R™
en M,y:V - R"en N,conpe Uy f(U) CVtalqueyo foaxt:az(U)— yV) es
diferenciable en x(p).

Decimos que f: M — N es de clase C* (k < r), si para cada p € M existen sistemas
de coordenadas locales x : U - R™en M, y:V — R"en N,conp € Uy f(U) CV tales
que yo fox t:z(U) — y(V) es de clase C*.

Sea M una variedad de dimensiéon m y clase C*. Sea p € M, denotemos por C, al
conjunto de todos los caminos A\ : J — M definido en el intervalo J, conteniendo el
cero tal que A(0) = p y A diferenciable en 0. Si A € C, y z : U — R™ es un sistema
de coordenadas de M, con p € U y A(J) C U, diremos que dos caminos A, p € C, son
equivalentes y escribiremos A ~ p, si existe un sistema de coordenadas x : U — R™ en
M, conpeUtalesque zoA:J — R™yxou: I — R™ tienen el mismo vector velocidad
ent =0, es decir (z o A\)¥0) = (x o )50).

La relacién ~ es una relacién de equivalencia en C,, el vector velocidad [A] de un

camino A € C, es por definicién, la clase de equivalencia de A, esto es

Al ={nel:A~pu}
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El conjunto cociente C,/ ~ serd indicado por T,M y serd llamado el espacio tangente a
la variedad M en el punto p. Podemos dotar al espacio T, M una estructura natural de
espacio vectorial sobre R, de la siguiente manera, cada sistema de coordenadas locales

x:U —= R"™en M con p € U da origen a una biyecciéon

T, : T,M — R™
A — 2p([A]) = (2o N)X0)
Ahora daremos a T, M una estructura de espacio vectorial, exigiendo que la biyeccién 7,

sea un isomorfismo. Asi podemos definir las operaciones de suma y producto de un vector

por un numero real como

AL+ [l = 2 (@A) + 2([u])
A= 2 (M)

mas aun, estas operaciones no dependen del sistema de coordenadas z. Dado un sistema
de coordenadas locales x : U — R™ en M y p € U, indicamos por {%(p), e &Eim(p)}
la base de T),M que es llevada por el isomorfismo z,, : T,M — R™ sobre la base canénica
{e1, -+ ,em}. El vector basico % € T,,M es la clase de equivalencia de cualquier camino
A € C, tal que (z 0o N\){0) = e;.

Sean M y N variedades diferenciables y f : M — N una aplicacién diferenciable en
p € M. La derivada de f en el punto p es la transformacion lineal df, : T,M — TN
que asocia a cada v = [A] € T, M el elemento df,(v) = [f o A\] € TN, que es el vector

velocidad del camino f o A € Cyy.

Definicidn 2.25. Sean M y N variedades diferenciables. Una aplicacién f : M — N
es un difeomorfismo, si es diferenciable, biyectiva y su inversa f~ diferenciable. Decimos
que f es un difeomorfismo local en p € M, si existen abiertos p € U y f(p) € V tal que

f:U — V es un difeomorfismo.

Una consecuencia del teorema de la funcién compuesta es que si f : M — N es un

difeomorfismo, entonces df, : T,M — T}y N es un isomorfismo para todo p € M.

Teorema 2.26. Sea f : M — N una aplicacion diferenciable y sea p € M tal que

df, : T,M — TN es un isomorfismo, entonces f es un difeomorfismo local en p.

Definicion 2.27. Sean f : M — M y g : N — N funciones continuas en espacios

topoldgicos compactos M y N. Decimos que f y g son topoldogicamente equivalentes o



Capitulo 2. Preliminares 12

topoldgicamente conjugados, si existe un homeomorfismo h : M — N tal que ho f = goh,

y llamamos h conjugacion topoldgica entre f y g.

Para cada n > 1 consideremos la relacion de equivalencia en R™:

(I]J'” 7IR)N(y17"' 7yn)<:>(xl_y17"' 7xn_yn)ezn

LLamamos toro de dimensién n o simplemente n — toro al espacio T" = R"/Z" de las

clases de equivalencia de esta relacién ~. La operacién

[(xlv T 7xn)] + [(yn7 e 7yn)] = [(.’L']_ Ty, Tyt yn)]
hace que T™ sea un grupo abeliano.

Definicidn 2.28. Sea G un grupo y M un conjunto. Una accién de G en M es una

aplicacion 6 : G x M — M tal que
i) O(e,p) =p
ii) 0(g1,0(92,p)) = 0(91-92,p)

para todo g1,92 € Gy p € M; donde e € G denota el elemento neutro. En este caso,

decimos que el grupo G actla en el conjunto M
Ejemplo 2.29. Tomando (Z",+) y R™. Definimos
0. Z2"xR" — R”
(a,x) +— O(a,z)=a+z

i) 0(0,z2) =0+z =z, YzeR"

ii) 6(a,0(b,x)) =0(a,b+2z)=(a+b)+x=0(a+0b,x), Ya,be Z"y x € R™.
Definicidon 2.30. Sea G un grupo y M un espacio topoldgico. Una accién por trasfor-
maciones continuas de G en M es una accion 6 : G x M — M tal que, para todo g € G,
la biyeccién 0, : M — M es continua. Sea M una variedad diferenciable de clase C*,

decimos que @ es una accién por transformaciones de clase C¥, si la biyeccién 0, es de

clase C*, para todo g € G.
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Ejemplo 2.31. Sea a € Z", entonces

g, : R — R"

r +— O(x)=a+x

es una funcién continua y biyectiva. Por tanto 6 es una acciéon por tranformaciones con-

tinuas de Z"™ en R™.

La 6rbita de p por la accién de G, denotada por G(p), es definida por

Gp)={9p:9€G}

Definicidon 2.32. Sea GG un grupo y M un espacio topolégico. Una accién de G en M por
transformaciones continuas es llamada propiamente discontinua si satisfacen las siguientes

condiciones:

i) Para todo p € M, existe un abierto U C M conteniendo p tal que gU NU = () para
todo g € G, g # e.

ii) Para cualquier p,q € M, con ¢ € G(p), existen abiertos U,V C M, con p € U,
g €V tal que gUNV = (), para todo g € G.

donde gU = {g.p:p e U} = 6,(U). En este caso decimos que G actia de modo propia-

mente discontinuo en M.
Ejemplo 2.33. Tomando (Z",+) y R™.

i) Sea xz € R", entonces existe B(x,1/2) = U C R™ tal que aU N U = () para todo
a€Z" a+#0.En efecto, supongamos que aU NU # () para algin a € Z" con a # 0
entonces, existe z € aUNU tales que z = a+py z,p € U. Comoa = (ay,- - ,a,) # 0,

existe a; € Z con a; # 0, ademés |a;| > 1. Luego

>

DN | —
DN | —

1
[z —z|| = |la+p—2z|[ > ||a]| = [lz — pl| > [|a]| - 52 |ai| —
lo cual es una contradiccién.

ii) Sean z,y € R™, con y ¢ Z"(x); entonces ||z — y + «f| > 0, para todo o € Z".
Definimos U = B(x,¢/2), V. = B(y,¢/2) donde ¢ = min{||lx —y + o : a € Z"},

entonces aU NV = (), para todo a € Z".
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En efecto, supongamos que aUNV # () para algiin a € Z", entonces existe z € aUNV

tal que z=a+pconpe Uy zeV. Luego
lz—yll=lla+p—y+x—z||>|lt—y+a|]—|lz—p||>c—¢c/2=¢/2

Teorema 2.34. Sea G un grupo propiamente discontinuo actuando en una variedad dife-
renciable M de dimension n y clase C*. Entonces, el cociente M /G admite una Gnica es-
tructura diferenciable cociente de clase C*. Ademas, la aplicacion cociente 7 : M — M /G

es un difeomorfismo local de clase C*.
Demostracion. Ver la demostracién en (Lee, 2013). O

Por lo ya visto anteriormente, sabemos que (Z",+) actia de modo propiamente dis-
continuo en la variedad diferenciable R™ de clase C'°. Entonces, por el Teorema 2.34 se
tiene que T" = R"/Z™ admite una tnica estructura diferenciable cociente de clase C*°, es

decir, T™ es una variedad diferenciable de clase C'*°, ademas

T:R" — R"/Z" 2.1)
r +— w(x)=|z]

es un difeomorfismo local de clase C*°.
Una métrica Riemanniana en una variedad diferenciable M es una correspondencia

que asocia a cada punto p € M un producto interno en el espacio tangente T,,M, esto es
gp + T,M xT,M — R
(u,v) — gp(u, v)
donde g,(u, v) es el producto interno de los vectores u,v € T,M, o simplemente (u,v). La
norma del vector tangente u € T,,M es definida por ||u|| = y/(u, u). Una variedad diferen-

ciable donde esta definida una métrica Riemanniana se llama una variedad Riemanniana,

es decir, un par (M, g) donde g es una métrica Riemanniana en la variedad M.

Proposicion 2.35. Una variedad diferenciable M de clase C'*°, de Hausdor ["yl con base

enumerable posee una métrica Riemanniana.

En una variedad Riemaniana podemos definir la longitud de un camino « : [a,b] — M

de clase C* de la siguiente forma

b
fa) = / a6)]|dt: att) € TugyM
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Un camino « : [a,b] — M se dice seccionalmente de clase C?, si « es continua y existe
una particién a = tg < t; < -+ < t,, = b tal que a/[t;, t;+1] es de clase C* para todo
i=0,---,m—1. Podemos entonces definir la distancia intrinseca d(p, q) entre dos puntos

p, ¢ de una variedad Riemanniana conexa de clase C* como
d(p, q) = inf{l(a) : a seccionalmente C* en M que une p y q}

Esta distancia d define en M una métrica, entonces (M, d) es un espacio métrico. Ademas,

la topologia en M definida por la distancia d coincide con la topologia original de M.

2.2.1. Medida de Lebesgue

En esta parte vamos a generar la medida de Lebesgue en M, donde M es una variedad
Riemanniana compacta de clase C*°, el cual es consultado del libro (Mané, 2012). Veamos
primero la construccién de la medida de Lebesgue en R™.

La medida de Lebesgue formaliza la nociéon de volumen de subconjuntos del espacio
euclideano R™. Consideremos X = [0, 1] y sea .4 la familia de todos los subcojuntos de la
forma A = I, U---U Iy donde Iy,---, Iy son intervalos disjuntos 2 a 2; es facil probar

que A es un algebra de subconjuntos de X, ademéas podemos definir la funcién

mo A — [0,1]

donde |I;| representa la longitud del intervalo I;. Asi mg es una funcién o— aditiva, notar
que la o—algebra B generada por el algebra A coincide con la o—algebra de Borel de
X. Entonces por el Teorema 2.8 existe una unica medida de probabilidad m en B que
extiende myp, llamamos m la medida de Lebesgue en [0, 1].

Ahora definimos la medida de Lebesgue en el cubo X = [0, 1]" para cualquier n > 1.
Llamamos rectangulo en X a todo subcojunto de la forma R = I x --- x I,, donde los I;
son intervalos en [0, 1] y

mo(R) = L] - |1y
también tomemos el algebra A de los subconjuntos de [0, 1]™ de la forma A = R;U---URy,
donde Ry,---, Ry son rectangulos disjuntos 2 a 2 y definimos

mo : A — [O,l]
A — mo(A) = mo(Rl) + -+ mO(RN>
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la o —&lgebra B generada por A coincide con la o—algebra de Borel de X. Haciendo uso del
Teorema 2.8, existe una tnica medida de probabilidad m en B que extiende mg, llamamos
m la medida de Lebesgue en [0, 1]". Finalmente, para definir la medida de Lebesgue en
R", descomponemos ese espacio en cubos de lado unitario
R = |- [ ke k1) x - [k e+ 1)
I va RS v.a

cada cubo [k1, k1 + 1) X -+ X [k, k, + 1) puede ser identificado con [0,1)" por medio de
la traslacion

Ty oo on () = 7 — (K1, k)

que envia el punto (kg,--- ,ky) en el origen, esto nos permite definir una medida en C,
dada por my, .. gn(B) = mo(Tk,... x,(B)), para todo conjunto medible B C C. Luego,
dado cualquier conjunto medible B C R™ definimos
m(B) = > Mg g (B ([ka by 4 1) X - [k, b + 1))
kilZ1  knlZ1

el cual es la medida de Lebesgue en R™. Observe que m no es una medida finita, pero
si una medida o—finita. Pasemos a construir la medida de Lebesgue en una variedad
diferenciable M.

Sea M una variedad diferenciable n—dimensional de clase C'*°. Una forma de volumen
en M es una funcién w que asocia a cada p € M una aplicaciéon n—lineal alternada no
degenerada w, : T,M x --- x T,M — R. La forma w se dice que es de clase C", si w,
depende diferencialmente de p, en el siguiente sentido, si ¢ : U — M es una carta, entonces

la funcion

v U — R
p o (p) = woy(dpo(en), -+, dpdl(en))
es de clase C", donde {eg, - - - , €, } es la base canénica en R™. Si w es una forma de volumen

de clase C" en M, asociamos una medida de Borel .. Sea A C M un conjunto de Borel.

Tomando cartas ¢; : U; — M, j > 1 tal que
Ac| ey
j=1
descompone A en conjuntos de Borel disjuntos A;, Ay, - - donde A; C ¢;(U;). Definimos

wA: jxdxj a"'adxjnd
ol A) ;/%.1@,.)“"5”( By(es). - oo (en))dr
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esta definicién no depende de las cartas o la descomposicién. Todas las medidas p,, asi
obtenidas son equivalentes.

Si M es una variedad diferenciable de clase C'* dotada de una métrica Riemanniana,
definimos la forma de volumen asociada a esta métrica w,(uq, - ,u,) = 1, para todo
x € M y cualquier base ortonormal positivamente orientada {uy,--- ,u,} de T, M. Esta
definicién es consistente y determina de manera tnica w.

Si E1, E, son espacios vectoriales n—dimensionales , w, n—forma alternada en FE, y

L : By — E, una aplicacién lineal. Definimos una n—forma alternada L', en E; por

L%, : By x---xE — R
(ug, - up,) +— LYa(ug, - upn) = wa(L(ug), -+, L(uy))
Si wy es una n—forma alternada en F;, definimos la determinante de L con respecto a w;
y Wy por
L', = (detL)w,
Si f: M — M es de clase C! y w la forma de volumen en M, denotamos por det,,(d, f)

la determinante de d, f : T,M — Ty M con respecto a las formas w, y wy(g). Definimos

(f%)x = (d:r:f) I%f(:]c) = detw(dxf)wx

Si f es un difeomorfismo, entonces

po(f(A)) = pip-u(A)

para todo conjunto de Borel A C M. En efecto, sea A C M un conjunto de Borel, entonces

) = [ Do) dof)is

= Z/¢_l(A_)(d¢j(~’U)f)%f(qu(m))(dxgbj(el):'" ,dpi(en))da

Jj=1

oo

B Z/(f°¢')‘l(f(A-)) Wiregpe)(delf © 95)len), -+, da(f 0 §)(en))d

j=1
= 1(f(4))
De aqui, p, es f—invariante, si y solo si |det,(d.f)] = 1, para todo x € M. Cuando
f'd = w se dice que w es f—invariante o que f preserva w.
Hemos visto como se genera la medida ., de Lebesgue en M esto nos ayudard para
demostrar nuestro resultado principal. Cuando no exista confusién denotaremos la medida

de Lebesgue por m.
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Ejemplo 2.36. Para el caso M = T™ del toro n—dimensional, definimos

o [0, 1]™ — 1"
(xlf“ an) — ¢($17”' 7'Tn) = [(Ila"' 7xn)]
la cudl es sobreyectiva y nos permite definir la medida de Lebesgue p en T" por p(B) =

m(¢~1(B)) para todo B C T" tal que ¢ 1(B) es medible, donde m es la medida volumen

en R™.

2.2.2. Foliaciones

Aqui daremos un alcance de la teoria de las foliaciones que hemos consultado en
su mayoria de (Camacho y Neto, 2013). Una foliacién de dimensién p de una variedad
M™ es, a groso modo, una descomposicion de M en subvariedades conexas de dimensién
p llamadas Hojas, los cuales se acumulan localmente como los subconjuntos de R" =

RP x R™™P con segunda coordenada constante.

Definicidon 2.37. Sea M una variedad de dimension n y clase C*°. Una foliacién de clase
C" y dimensién p en M, es un atlas maximo F de clase C" en M con las siguientes

propiedades:

a) Si (U, p) € F entonces p(U) = Uy x U, C RP xR"™P donde U; y U, son discos abiertos

de RP y de R™P respectivamente.

b) Si (U,¢) y (U,¥) € F son tales que U NV # () entonces el cambio de coordenadas
Yot p(UNV) — p(UNV) es de la forma oo (z,y) = (hi(z,y), ha(y)). Decimos
que M esta foliado por F o que F es una estructura foliada de dimension p y clase C”

en M.

Sea F una foliacién de clase C” y dimension p de M. Consideremos una carta local
(U, ) € F tal que p(U) = Uy x Uy C RP x R"P. Los conjuntos de la forma p (U x {c}),
¢ € U, son llamados placas de U o placas de F.

Fijando ¢ € Uy, la aplicacién f = ¢ |yyxga: Ur X {c¢} = U es una imersion de clase
C", por tanto, las placas son subvariedades conexas de dimensién p y clase C", ademas,
si 'y 3 son placas de U entonces a NS =00 a=p.

Un camino de placas de F es una secuencia aq,--- ,a; de placas de F tal que o; N

aj+1 # (0 para todo j € {1,--- ,k —1}. Como M es cubierto por placas de F, podemos



Capitulo 2. Preliminares 19

definir en M la siguiente relacién de equivalencia: p ~ ¢ si existe un camino de placas
a1, , 04 CON P € a1y q € ay. Las clases de equivalencia de la relacion ”~"son llamadas
hojas de F.

De la definicion se sigue que, toda hoja de F es un subconjunto de M conexo por
caminos. Otro dato importante es que toda hoja L de F posee una estructura de variedad

C" de dimensién p inmersa en M naturalmente inducida por las cartas de F.

Definicion 2.38. Sea A/ una subvariedad de M. Decimos que N es transversal a F cuando
N es transversal a todas las hojas de F que ella encuentre. Cuando dim(N') + dim(F) =

dim(M), decimos que N es una seccién transversal a F.

Dado p € M siempre existe una seccién transversal a F pasando por p. En efecto,
basta considerar una carta local (U,p) € F con p € U, p(U) = Uy x U, C RP x R"™P,
¢(p) = (c1,c2) y tomando N = o ({c1} x Uz). Como {c1} x U, es transversal a las placas

Uy x {c}, ¢ € U, entonces N es seccién transversal a F.

U

",
W
U2 A (P(UQV) V2 A
]
)0
—_ >
Ui wny) W

Figura 2.3: Foliaciéon F
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2.3. Teoria ergodica

Hemos visto anteriormente como se genera la medida de Lebesgue a partir de una
variedad Riemanniana de clase C°, ahora necesitamos saber la relacién que puede tener
una medida en general con un sistema dinamico f. Para las siguientes definiciones y
resultados hemos consultado en su mayorfa (Oliveira y Viana, 2014), (Barreira, 2012) y

(Aoki y Hiraide, 1994).

2.3.1. Medida invariante

Definicion 2.39. Sea (M, B, i) un espacio de medida y f : M — M una funcién medible.

Decimos que p es invariante por f si
w(E) = p(f~1(E)) para todo conjunto medible £ C M.
En este caso se dice también que f preserva la medida .

Ejemplo 2.40. Definimos en R una relacion de equivalencia ~:
r~ysSr—yel’l

Representemos por [z] la clase de equivalencia de x € R y denotemos por R/Z el espacio
de todas las clases de equivalencia. Este espacio serd llamado circulo unitario y sera
denotado por S* = {z € C: |z| = 1}, pues R/Z puede ser identificado de manera natural

con el circulo unitario en el plano complejo por la aplicacion:
¢ : R/IZ — St
2] — ¢([a]) = e
Dado 6 € R, definamos
Ry : R/IZ — R/Z
[z] > Ry([z]) = [x] + [0]
Ry es llamado rotacion de angulo 6. Por definicién se tiene que Ry es la identidad y
Ry o R, = Ry+, para todo 0,7 € R, ademas, toda rotacién es invertible cuya inversa es
R_y. Sea 7 : R — S la proyeccién canénica definida por 7(x) = [z], podemos dotar a S*

de una o—algebra B, esto es, B={E C S : 771(F) C R es medible}. Sea m la medida

de Lebesgue en R, definimos la medida de Lebesgue j en St

wE) =m(r HE)N[k,k+1)), (2.2)
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para todo k € Z. Desde que 7 (E) N[k, k+1) = (7 }(E)N[0,1)) + k y la medida m es

invariante por traslaciones, se tiene
m (7T_1<E) N[k, k+ 1)) =m (F_l(E) N[0, 1))
entonces (2.2) no depende de k.
Afirmacion 2.41. La medida u definida en (2.2) es Ry—invariante
Demostracion. Sea £ C S un conjunto medible, usando la definicién de Ry se tiene que
T (RyN(E)) =7 Y(E) — 6. (2.3)

Sea k la parte entera de 6, como (7 Y(E)—0)N[0,1) = (z X (E)N[A,0+1)) —0 y la

medida m es invariante por traslaciones, entonces

m (=Y (E) — 0)N[0,1)) = m (7" (E) N[0,0 + 1))

(2.4)
=m(r Y E)N[O,k+1)+m@HE)N[k+1,0+1))
pero
THE)Nk+1,04+1)= (7Y (E)N[k,0)) + 1
Entonces, por (2.4)
m (7 THE)N[0,k+ 1) +m (x N (E)N[k,0) =m (x H(E)N [k, k+ 1))
Luego, por (2.3), obtenemos
n(RyHE) = m(x t (R;YE)) N[k k+1))
= m((@H(E)-0)n[0,1))
= m(r N E) N[k k+ 1)) = p(E)
O]

Un conjunto medible A C M tal que f~*(A) = A es llamado conjunto invariante.

Definicion 2.42. Sea f : M — M una funcién medible que preserva una probabilidad

i en M. Decimos que una funcién medible ¢ : M — R es invariante, si ¢»o f = 1 en
W — ctp.

Lema 2.43. Sea f : M — M una funcidon medible y ;» una medida finita en M. Suponga
que existe un algebra A de subconjuntos medibles de M tal que A genera la o—algebra 5

de My u(f~YE)) = u(E) para todo E € A, entonces cumple para todo conjunto £ € B,

esto es, la medida p es invariante por f
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Lema 2.44. Si ¢ : M — R es una funcion medible y no constante en p — ctp, entonces

existen a € R y conjuntos medibles
E={xeM:¢p(x)>alyF={xecM:¢x) <a}
con medida positiva, es decir u(E) >0y u(F) > 0.

Demostracion. Sea ¢ una funcién no constante en p — ctp, entonces existen N C M con

w(N) =0y z1,x2 € M\N tal que ¢(z1) # ¢(x2). Tomando o = ¢(x1), definimos
E={zeM:¢px)>aly F={xeM: o) <a}

Supongamos que, para todo a € R los conjuntos medibles E, = {x € M : ¢(x) > a} o
F,={z € M : ¢(x) < a} no tienen medida positiva.

Veamos el caso que u(E,) = 0, para todo o € R. Tenemos
M=|JE.,
a Q]

= (M) =pn <U Ea) < ZM(EQ) =0 = pu(M) =0 lo cual es una contradiccion.
a[Ql

Anélogamente el caso u(F,) = 0 para todo o € R. Concluimos que existe o € R tales

que F, = E y F, = F tienen medida positiva.
m

Definicidon 2.45. Sea (M, 7) un espacio topoldgico y sea i una medida en el o— algebra
de Borel de M. El soporte supp(u) de la medida p es el conjunto formado por los puntos

x € M tal que u(V) > 0 para cualquier vecindad de x.

2.3.2. Shift de Bernoulli

Sea (X,C,v) un espacio de probabilidad, donde X = {0,1,2,--- ,m} es un conjunto
finito. Consideremos el espacio producto ¥ = XN = {(x;);my: 7; € X}, el o—4lgebra
producto B = CN y la medida producto p = vN llamada medida de Bernoulli. B es la

o—algebra generada por los cilindros
[m; Ay - A = {(20)im: i € Ay, para m < i < n}

donde m < n y A; € C, ademas

p([m; Ay - Anl) = H v(A;)
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Introduciremos una dindmica (o, 1) llamada shift de Bernoulli definida por
ooy, — >
(@) — o((zn)n) = (Tnr1)n

es decir o((xo, T1,To,  + , Tp, ) = (T2, T2, -+ Ty w o0 ).
Afirmacion 2.46. La dindmica o es una funcién medible
Demostracion. Sea [m; A,,, -+, A, C Xy (z;) € o7 ([m; A, -+, Ay)) si y solo si
o((x;)) = (wjs1) € My Ay A S i1 € Ay, m<i<ns (z;) € [m+1 AL, -+, A
Luego o7 ([m; Ay, -+, Ay]) = [m + 1; Ay, - -+, AL Definimos

Co={CcCcx:07%C) € B}

Ver que, Cp es un o—algebra que contiene todos los cilindros y como B es el menor
o—algebra que contiene dichos cilindros, entonces B C Cy. Por tanto ¢ es una funcion

medible. O
Afirmacion 2.47. La medida de Bernoulli i es 0— invariante.

Demostracion. Por la Afirmacién 2.46, obtenemos

M(U_l([m; Am? vAn])) = u([m—I— 1;Ama"' >An])
= v(An)---v(An)
= pu([m; A, And)

para todo [m; A, -+ , A,]. Siendo A la familia de las uniones finitas de cilindros disjuntos
dos a dos, un algebra que genera la c—algebra B, entonces usando el Lema 2.43 se tiene

que la medida p es invariante por o. O]

Hemos visto algunos ejemplos de medidas invariantes, puesto que es una de las herra-
mientas que necesitamos para nuestro trabajo, y en ese sentido seria conveniente saber en
un plano mas general, en que casos se tiene la existencia de tales medidas. En el ano 1945
el matematico y fisico aleman Carl Friedrich Gauss observé que una cierta funcién en el
intervalo que tiene un papel importante en la teoria de los niimeros, admite una medida

invariante que es equivalente a la medida de Lebesgue (Ver figura 2.4).
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1
0 11 1 1 1
5 4 3 2
. . 1 1
Figura 2.4: Funcién de Gauss G(x) = i [E] , G(0)=0

Teorema 2.48 (Existencia de medidas invariantes). Sea f : M — M una transformacion
continua en un espacio métrico compacto. Entonces existe por lo menos una medida ;. de

probabilidad en M que es invariante por f.

Teorema 2.49 (Recurrencia de Poincaré). Sea f : M — M una funcion medible y 1 una
medida finita invariante por f. Sea £ C M un conjunto medible con u(E) > 0. Entonces,

para p — ctp en E existen infinitos valores de n para los cuales f™(z) también esta en E.

Sea ' C M un conjunto medible con medida positiva y x € M. El conjunto de los

iterados de x que visitan E es
P={i>0: f'(z) € E}

El Teorema 2.49 nos indica que en pu — ctp en E, el conjunto P es infinito. Llamamos

tiempo medio de visita de = a F al valor de

n — 00

n—1
T(E,x) = lim %# {0<i<n:f(z)eE}= Jir{}o%;x,g(fl(a:)) (2.5)
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Teorema 2.50 (Teorema ergddico de Birkho D Sea f : M — M una funcion medible y

p una medida finita f- invariante en M. Si p € L*(M, 1) entonces
1 n—1
Pla) = lim — > o(f*(x))
k=0
existe en p — ctp. Ademas
i) ¢ es f- invariante en u — ctp.

i) e LA(M. 1) y
/M B(a)d = /M o)y

La funcién ¢ es llamado media temporal. El teorema ergédico de Birkhoff nos garantiza
que (2.5) existe en p — ctp en M.
Sea f: M — M una funcién biyectiva y ¢ € C°(M,R), definimos

()= lm S oM@y ) = lim > ()
k=0 k=0

2.3.3. Medidas ergodicas

Definicion 2.51. Sea f : M — M una funcién medible. Decimos que una medida

invariante u es ergodica, si A C M es invariante en p— ctp entonces p(A) = 0 o u(A¢) = 0.
Proposicion 2.52. Todo shift de Bernoulli (o, 1) es ergodico
Demostracion. Ver demostracion en (Oliveira y Viana, 2014). O

Ejemplo 2.53. Sea X un conjunto y consideremos la c—4élgebra B = P(X) conjunto de
partes de X. Dado cualquier p € X, consideremos la funcién 4, : B — [0, +oo] definida

por

L,
p(A) = )
0, si pg A

si peA

Veamos que ¢, es una medida. En efecto, es facil ver que 9,(0)) = 0, ahora tomemos B; € B

disjuntos dos a dos, por definicién de J,, obtenemos

Op <O Bj) - iép(Bj)
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Esta medida 0, es llamada medida de Dirac en el punto p. Sea (X, B) un espacio medible

y f: X — X una funciéon medible. Definimos

pp, = B — [0,+00]

B s MP(B):%(5p(B)+5f(p)(3)+---+5fk_l(p)(3))

(2.6)

donde p € M es un punto periddico de periodo k.
Afirmacion 2.54. /i, es una medida.

Demostracion. i) 4,(0) = = (6,(0) + 65y (D) + - - - + S p1(0)) = 0.

E

ii) Sea B; € B disjuntos dos a dos, entonces

o (Uo) =[] o (U)o (Un)

como 4, es una medida, obtenemos

(U B; ) Z [,1 (0p(B)) + 05 (Bj) + -+ + d 1 (B } Z“P

j=1
0
Afirmacion 2.55. p, es f—invariante
Demostracion. Sea B € B, entonces
o (F7HB)) = 1 UM B) + 0y (B 4+ Gpenn(FHBY) (27

como p € M es periddico de periodo k, se tiene que § k-1 (f7H(B)) = dsx(y(B) = 0,(B),

Oy (FTHB)) = dpap(B), -+, 05 (fTH(B)) = d20(B), 6,(f(B)) = 0550 (B)

luego por (2.7), obtenemos

(0p(B) + 5 (B) + - + S pe-1) (B)) = p1(B)

| =

Hp (f_l(B)> =

Afirmacion 2.56. f, es ergddica.

Demostracion. Sea A € B un conjunto f—invariante en 1, — ctp, entonces existe N C X

con p,(N) =0 tal que f7*(A) = Aen X — N. Como p € X, entonces p € A o p € A°.
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i) Sipe Aentonces f(p) € A,---, f*(p) € A, pues p & N. Por (2.6)

(0p(A) + 05y (A) -+ + dpemry(A)) =1

S

MP(A) =

ii) Si p € A¢, entonces f/(p) ¢ A para todo 0 < j < k. En efecto, supongamos que
existe algin 0 < j < k tal que f7(p) € A. Como p es periddico de periodo k, entonces

fE79(f7(p)) = f*(p) = p € A lo cual es una contradiccién. Luego, por (2.6)
1
ip(A) = 7 (0p(A) + 05 (A) -+ + Spery(4)) = 0
[

Proposicidon 2.57. Sea f : M — M una funcion medible y x una medida finita f—
invariante. Entonces p es ergodica si y solo si toda funcion ¢ : M — R integrable e

invariante en u — ctp, es constante en p — ctp.

Demostracion. Supongamos que p es ergddica. Sean ¢ una funcién integrable e invariante

en u— ctp y k € R. Definimos
Iy ={zr € M:¢(z) <k} = ¢ *((—o0, K])

Desde que ¢ es invariante en p — ctp y p es ergddica, entonces pu(l) = 0 o u(If) = 0.

Ahora definamos la siguiente funcién

p: R — R
ko p(k) = p(ly).
Afirmacion 2.58. Existe a € R tal que p(ly) =0,si k < ay u(lf) =0, si a < k.
Demostracion. Supongamos que u(l;) = 0 para todo k € R, entonces
M=|JL=puM)=0
kX

lo cual es una contradiccion, luego existe § € R tal que p(lz) = 1. Como p es creciente
podemos definir

a=inf{keR:u(l) =1}
Si k < a, entonces I, C I, = p(lx) < p(ly), de aqui pu(ly) = 0. Si o < k, entonces
I, C Iy = u(l,) < u(ly), de aqui p(ly) = 1 = u(I;) = 0. Anédlogamente, si suponemos
que u(l;) =1 para todo k € R. O
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Por la Afirmacion 2.58 definimos

E=J5L. v F={JI

k<a ask

Siz € M\(EUF), entonces © € E°y x € F° esto es, ¢(z) > k para todo k < a'y
¢(z) < k para todo o < k. Luego

a—%<¢(m)§a,Vn€N:>qb(x):a

Por lo tanto ¢ es constante en u — ctp. Reciprocamente, supongamos que toda funcion
¢ : M — R integrable e invariante en p — ctp, es constante en u — ctp. Sea A C M un

subconjunto invariante en p — ctp. Por el Teorema 2.50 obtenemos

r(A) = Jim = xa(f4(a) 23
k=0

existe en pu — ctp. Ademés 7(A,.) es integrable e invariante en p — ctp, entonces por la
hipétesis tenemos que 7(A, .) es constante en p — ctp. Luego por (i) del Teorema 2.50 se
tiene que

/MT(A,:v)d,u = /MXA($)dp, = 7(A,x) = :((]\lé/l[é en | — ctp (2.9)

Por otro lado, como A es invariante en pu — ctp y por (2.8) se tiene que 7(A,x) = 1, si
re€ AN(M\N)o1(A,z)=0,siz € A°N(M\N) donde N C M con pu(N) = 0. Luego,

por (2.9) tenemos que
1(A) =00 p(A) = p(M) = u(A) =0 0 u(A%) =0
[l

Proposicidon 2.59. Sea p una medida de probabilidad invariante de una funcion medible

f: M — M. Las siguientes condiciones son equivalentes:

a) Para todo conjunto medible B C M, se tiene 7(B,z) = u(B) para u — ctp
b) Para todo conjunto medible B C M la funcion 7(B,.) es constante un p — ctp.
c) Para toda funcidn integrable ¢ : M — R, se tiene @(x) = [ ¢du para p — ctp.

d) Para toda funcion integrable ¢ : M — R la media temporal ¢ : M — R es constante

en u — ctp.
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e) Para toda funcion integrable invariante ¢ : M — R, se tiene ¢)(z) = [ ¢dp en pu— ctp.
f) Toda funcidon integrable invariante ¢) : M — R es constante en yu — ctp.

g) Para todo subconjunto invariante A, se tiene u(A) =00 p(A4) = 1.

Probaremos a continuacién la equivalencia entre (¢) y (g), ya que nos servird para
demostrar futuros resultados, las demas equivalencias pueden ver su demostracién en

(Oliveira y Viana, 2014).

Demostracion. Sea A un subconjunto invariante, entonces en u — ctp se cumple

r(A,a) = [ xadu = u(4)

Por el Teorema 2.50, tenemos

I
7(A,2) = lim ; xa(f(x))
existe en p—ctp. Como A es invariante, entonces 7(A,x) = len u—ctpen Ao 7(A,z) =0
en p — ctp en A° asi u(A) =10 u(A) =0.
Reciprocamente, supongamos que pu es ergodica. Sea ¢ : M — R una funcién integrable,

por el Teorema 2.50 la funcién ¢ € LY(M, u) es f — invariante en pu — ctp, ademds

/ﬁz/sodu
M M

Usando la Proposicién 2.57 se tiene que ¢ es constante en p — ctp. Luego
P =c= [ F=eulr)
M

Como p es una medida de probabilidad, entonces ¢ = / o= / Y en u — ctp. O
M M

A continuacién veremos otra caracterizacién para mostrar ergodicidad usando el ope-

rador Us(p) = po f.

Proposicion 2.60. Sea 1 una medida de probabilidad invariante de una funcion medible

f: M — M. Las siguientes condiciones son equivalentes:

a) (f,u) es ergddica.
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b) Para cualquiere par de conjuntos medibles A y B se tiene

n-oo N 4

fim 237 u(F7A) 0 B) = p(A)(B)
=0

. . 1 1 .
c) Para cualquier par de funciones ¢ € LP(u) y v € L%(u) con — + — = 1 se tiene
P q

Jim, %é Jwienvau= [ ean [ van

Corolario 2.61. Sea f : M — M una funcion medible y x una medida de probabilidad
invariante, entonces y es ergodica si y solo si, existe p € [1,+o0] tal que toda funcion

invariante ¢ € LP(u) es constante en p — ctp.

Demostracion. Supongamos que p es una medida ergddica. Sean ¢ € LP(u) f—invariante

1 1
y Y =1¢€ LY u) con —+ — =1, entonces por (¢) de la Proposicién 2.60 obtenemos
p q

n—1
1
lim — apdp = d 2.10
nirgon;/saibu /sou (2.10)
Por la desigualdad de Holder ¢.¢» € L*(u), y usando la Proposicién 2.59 se tiene que .1)
es constante en pu — ctp, ademés ¢ = p = / ¢. Reemplazando en (2.10)

c:/<pd,u:g0 = p=cen u—ctp

Reciprocamente, sea A C M un conjunto f—invariante. Como x4 € LP(u), entonces x4

es constante en p — ctp. Por tanto, existe N C M con u(N) = 0 tal que
xa(x) =1, Vo € M\N o xa(z) =0, Vx € M\N

entonces

p(A) = [ adi=1 0 u(4) = [ xadp =0

M
[l

Sea A una matriz de n X n con entradas enteras y determinante diferente de cero. La

matriz A induce una funciéon f: T" - T", for =m0 A

R 4 _R»

K s

O O
T L
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La funcién f asi definida es llamada endomorfismo en el toro. También podemos denotar

aquella funcién por fa tal que fa([z]) = [A(z)]. Observemos que
Si |detA| =1, entonces fa es invertible (2.11)

En efecto, desde que m y A son sobreyectivas, entonces f4 es sobreyectiva. Ahora supon-

gamos que fa([x]) = fa([y]), entonces
[A(2)] = [A(y)] = A(z) ~ Aly) = Az —y) € Z" (2.12)

Se sabe que [.detA = adj(A).A, donde adj(A) : la adjunta de la matriz A y I : matriz
identidad. En (2.12), se tiene

adj(A)(A(x —y)) €Z" = Ldet(A)(z —y) €Z" = a2 —y € Z" = [z] = [y]
En este caso, definimos f;* = fa-1: T" — T" por f;*([z]) = [A7*(2)]. Se cumple que
(fato fa)([a]) = fat(fa(la])) = £ ([A(2)]) = [ATH(A(2)] = [2] = idrn([z])

para todo [¥] € T", andlogamente f4 o f;* = idm. Ademds, como 7, A y A™! son
diferenciables, entonces f4 y f;l son diferenciables.
Sea A la medida de Lebesgue en R™. Definimos la medida de Lebesgue m en el toro

T" por

para cada conjunto medible B C [0, 1]", donde [B] = {[z] : x € B}
Proposicion 2.62. f, preserva la medida de Lebesgue.

Demostracion. Por el Teorema 2.34 obtenemos que f4 es un difeomorfismo local de clase
C*, cada [z] € T" tiene un numero k = |detA| de pre—imagenes via f4. Para cada r > 0

suficientemente pequeno y [z] € T", se tiene
fa'(B(a],r)) = B1U--- U By
donde B; son componentes conexas y
S; . B(|z],r) = B;
es un difeomorfismo. Entonces f4 0 S; = id en B([x],r), adem&s por la regla de la cadena

dsi([y])fA‘d[y]Si == Ad[y]sl =] = d[y]Sz — A—l
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para cada [y] € B([z],r),i=1,--- k. Haciendo un cambio de variable, obtenemos
k k k
(B ) = Yom(B) = om0 =2 [ dm
i=1 i=1 i=1 v 2ilBUrLr

= Z/B([ . |det d,)Si|dm = |det A™1| Zm(B([:L‘],T)) = m(B([z],7))

Como la familia de abiertos B([z],r), [x] € T™ y r > 0 suficientemente pequenio genera el

o—algebra de Borel de T™, entonces m es f4—invariante. O]

Teorema 2.63. El sistema (f4, m) es ergddico si y solo si, ningn autovalor de la matriz

A es raiz de la unidad.

Demostracion. Supongamos que ningin autovalor de A es raiz de la unidad. La familia de
funciones ¢, : T* — C definida por ¢, ([7]) = > ™+ orma una base ortonormal llamada
la base de Hilbert en L?(m). Sea ¢ € L?(m) una funcién fs—invariante, entonces existe

una tnica sucesién de nimeros complejos (cx)rrzm tal que

p([r]) = D ™ lg|f = Jal’ < oo (2.13)
k [z kCzn
Entonces
o(fa(lz]) = @([A@)]) = D ce®™BAOL N = ¢ 2ritd @0 (2.14)
k[Z1 k [Z1

donde A™bks la adjunta de A. Como ¢ es fa—invariante, entonces por (2.13), (2.14) y

haciendo el cambio de variable k = AYY) obtenemos
Cr, = CA*(k) VkeZ" (215)
Afirmacion 2.64. La trayectoria de todo k # 0 por A¥s infinita.

Demostracion. Supongamos que para algin k # 0 su trayectoria por A™&s finita, entonces
existen [,m € Z con m > 0 tal que A™Hk) = A'{k), entonces A™iene un autovalor \

tal que A = 1 lo cual es una contradiccion, pues A y A™ienen los mismos autovalores. [

Afirmacion 2.65. Sea A una matriz cuadrada de dimensién d con coecientes racionales
y sea A un autovalor racional. Entonces, existe un autovector con coeficientes enteros, es

decir, existe v € Z%\ {0} tal que A(v) = Av.
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Demostracion. Sea A un autovalor racional de A, tenemos que

Axr = Az
es un sistema de d ecuaciones lineales con coeficientes racionales, entonces admite una
., . T1 Zq d
solucién racional w = | —,---, — ] € Q%\ {0}. Tomando v = cw, donde ¢ = y;+--yq
A1 Ya
obtenemos el resultado. O]

Supongamos que para algin o # 0 se tenga que ¢, # 0, entonces \calz > 0. Por la
Afirmacién 2.64 se tiene que {|caisy[?:J € Z} C {|ck|?}; zm €s una subsucesién, donde

Ca = Cai*(q) Para todo j € Z. Luego, por (2.13) obtenemos
Z ‘Ca|2 = Z ‘CAj*(a)|2 < 0 = ‘CQ|ZZ < 0
21 [iva §Z1

lo cual es una contradiccién. Entonces ¢ = ¢g, por el Corolario 2.61 se tiene que (fa,m)
es ergddica. Reciprocamente, supongamos que existe un A autovalor de A que es raiz de
la unidad, entonces )\ también es un autovalor de A~'por tanto, existe m > 1 tal que 1 es
autovalor de A™™Por la Afirmacién 2.65 y el hecho que A™™tiene coeficientes enteros,

existe k € Z™ \ {0} tal que A™ = k. Definimos ¢ € L?(m) por
\ {0} tal q @ p
m—1 m—1
¢<[$]) _ Z eZm‘IELAj*(k)EI: Z e27rz'mj(av),klil
=0 Jj=0
Entonces, ¢ es f4— invariante y no constante. En efecto, sea [z] € T, entonces
m—1
miAI 1 (z
p(fa[2))) = p([A()]) = D ST @A
=0

Como A™Yk) = k, entonces o(fa([z])) = ¢([z]). Supongamos que ¢ es constante, enton-
ces o([x]) = ¢([y]) para todo [z] # [y], en particular para y = x 4+ o con o € Q" \ {0} se

tiene
m—1 . m—1 .
ezﬂim,Aj*(k)D: } :627ri@+a,AJ*(k)El
Entonces
m—1
. i : Jx
(1 _ 2ri@A (k:)% 2miBAT (R () (2.16)

Il
o

J
Como {¢y : k € Z™} forma una base y por (2.16) obtenemos

T | 5 (o, AITK)) = 0, Va € Q"\ {0}; j =0, ,m—1

Tomando o = ce; donde {e;} es la base canénica en R” y ¢ € Q \ {0} concluimos que

k = 0 lo cual es una contradiccién, entonces ¢ es no constante. ]
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Hemos visto algunos ejemplos de sistemas dinamicos ergddicos con respecto a una
medida p que no necesariamente es la de Lebesgue, y el ultimo ejemplo del endomorfismo
del toro f4 que es ergdédico con respecto a la medida de Lebesgue si ningtin autovalor de la
matriz A es raiz de la unidad. En nuestro teorema principal trabajaremos en una variedad
Riemanniana M compacta de clase C, ello implica que existe la medida de Lebesgue en
M, ahora bien, surge un inconveniente, pues como ya mencionamos necesitamos probar
ergodicidad y uno de los requisitos es que la medida sea invariante, esto se conseguira
si el sistema f : M — M cumple que, |det,(d,f)] = 1 donde w es la forma de volumen
como ya hemos visto. De aqui podemos observar que no todos los sistemas preservan
la medida de Lebesgue, por tal razéon daremos la propiedad que nuestro sistema sea
conservativo, es decir, preserve la medida de Lebesgue generada. Mas atin, como usaremos
las caracterizaciones de ergodicidad, y para ello se necesita de medidas finitas, entonces
deseamos que nuestra medida de Lebesgue en M sea finita, esto se obtiene gracias a que

M es compacta.



Capitulo 3

Pesadilla de Fubini

Por el teorema de Fubini se deduce que cualquier conjunto medible £ de medida
total en el cuadrado unitario [0, 1] x [0, 1] intersecta a casi todo segmento horizontal del
cuadrado unitario en infinitos puntos. En este capitulo construiremos un conjunto E de
medida positiva en el cuadrado (0,1) x (0,1] y una foliacién cuyas hojas intercecta al
conjunto F en a lo mas un punto. Este ejemplo patolégico es denominado la pesadilla de
Fubini y fue desarrollado por Milnor en (Milnor, 1997), y nos servird como motivacién
para comprender algunas hipdtesis que necesitamos para demostrar nuestro resultado

principal.

3.1. Pesadilla de Fubini

En esta seccién veremos el ejemplo de Katok o pesadilla de Fubini. Aqui construimos
un sistema que generara un conjunto de medida positiva en el cuadrado (0, 1) x (0, 1] que
denotaremos por E, y una foliacién F de dicho cuadrado, para luego analizar la relacion
que existen entre ambos. Finalmente, la foliacién F dara origen a una aplicacién a la que

llamaremos holonomia para luego analizar su comportamiento.

3.1.1. Conjunto de medida total

Aqui vamos definir una funcién que va generar nuestro conjunto £ C (0,1) x (0, 1],

para luego usar el teorema de Fubini y determinar su medida.

35
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Sea p € (0, 1), definimos la funcién f, por

LS welo= (0
fo(z) = T P D .
1—p’ 51 xeh:(%”
1
e cod(z) = (0,0,1,- )
ol » f(ﬂ?) D f2(l’) 1 —>
Io P

Figura 3.1: Gréafico de f,

Afirmacion 3.1. Para cada p € (0,1) la funcién f, preserva la medida m; de Lebesgue

en [0, 1].

Demostracion. Sea J C [0, 1] un intervalo, entonces la pre-imagen f,~ 1(J) consiste de un

intervalo en Iy de longitud pm4(J) y un intervalo en I; de longitud (1—p)ma(J). Entonces
ma(fy (1)) = pma(J) + (1 = p)ma(J) = ma(J)

para todo J C [0,1].
Sea B C [0,1], con B=1;U---UI, donde I;, j =1,--- ,n son intervalos disjuntos

dos a dos. Luego

ma(f, H(B)) = my (U f{l(fk)> = Zml(fp_l([k)) = Zml<[k) = my(DB)
k=1 k=1 k=1
Como la familia A de todos los subconjuntos de la forma B = I;U---UI, donde I,--- | I,

son intervalos disjuntos dos a dos, es un &lgebra de subconjuntos de [0,1]. Ademés A
genera el o—algebra de Borel. Por el Lema 2.43 f, preserva la medida de Lebesgue en

[0, 1]. O
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La orbita positiva de x es el conjunto { fr

x):n=0,1,2--- } Podemos corresponder
a cada = € (0, 1] un cddigo que lo denotaremos por cod(z) generado por la funcién f,, que

es una sucesion de ceros y unos de la siguiente manera

cod(x) = (bo, b1, b2, -+ ) & f'(x) € I,

Ejemplo 3.2. Para z =1:

Para z =p:
R(p) = p € To=p,
fy(1) =1¢€ Limy, fp) =% =1¢€ iy,
fp(l):i_g_lejl b1 fz() 1:p—1€[1 ba

= cod(z) = (1,1,1,--)

P A

= cod(x) = (0,1,1,--+)

Sea cod(z) = (bo, b1, b2, -+ ), para n € N se tiene

(@) € Ty, = [, (@) = [ (fp(2)) € Tonsy = cod(f(x)) = (b1, b2, b5, )

Con estos codigos podemos definir la medida de Bernoulli en el espacio {0,1}" = > por
o2
cod(x) — o(cod(x)) = cod(f,(z)).
Los cilindros de Y son los conjuntos de la forma
[m; Ay Anl = {(2)imn: @i € Ai, param < i <n}

donde n,m € N, A; € P({0,1}), p

(0) =py p(l) =1—p. Ver también que la medida
definida en la familia de los cilindros esta dado por

donde p(A4;): probabilidad de A;.

Sabemos que la o— algebra producto en ) es la o— afgebra B generada por la familia

de todos los cilindros. Luego por el teorema ergddico de Birkhoff 2.50 obtenemos que

7 ([0;{1}], cod(x)) = hm ZX[O{l}] (cod(z))) (3.1)

existe en p — ctp en y .



Capitulo 3. Pesadilla de Fubini 38

Afirmacion 3.3. Se cumple que 7 ([0; {1}],cod(x)) =1 —p en pu — ctp.

Demostracion. Por la Proposicion 2.52 se tiene que, el shift (o, 1) de Bernoulli es ergddico,

luego usando la Proposicion 2.59 obtenemos

 ([0; {1}], cod(z)) = /.ﬁp;{l}]dli - / dp = u([0: {13]) = p(1) = 1 — p

[0{1}]
[l
Por (3.1) y la Afirmacién 3.3, se tiene
1 n—1
l—p=lm~ > Xoan(o(cod(x))) (3.2)
k=0
existe en u — ctp en » . Como
n—1 —
1 d ce n=1(cod
D I R —
Entonces, por (3.2)
bo+ b1+ -+ by
1—p= lim e S e S (3.3)

n — oo n

existe en p — ctp en y .
Observacion 3.4. Para obtener (3.3) podemos hacer uso de la ley de los grandes ntimeros.
Para p € (0,1), definamos la funcién 6, por

Op - (0,1 — X
r > Oy(r) = cod(x).
Afirmacion 3.5. my (0, (A)) = pu(A) para todo conjunto medible A C )7, donde my es

la medida de Lebesgue unidimensional. Es decir, 6, preserva la medida.

Demostracion. En efecto, desde que la o— algebra en > es generada por los cilindros
[i;{0}] = {(zpn)nmy: ; = 0} y [4;{1}] = {(zn)n: @; = 1} es suficiente probar el resultado

para estos cilindros. Como f, preserva medida, entonces

ma (0,7 ([1;{0}])) = ma(f,((0,p]))) = ma((0,p])) = p = pu([i; {0}])
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Ademas
ma (05 ([i:{1}])) = ma(f, " ((p, 1)) = ma((p,1])) =1 — p = p([i; {1}])
Luego, 0, preserva la medida. O
Afirmacion 3.6. 1 — p = lim bot byt -t bn existe en mq — ctp.

n — oo n

Demostracion. Por (3.3), existe N C ) con p(N) = 0 tal que

. bot+bit -+ by
1—p= lim

n — 00 n

existe para todo cod(z) € Y \N. Por la Afirmacién 3.5 tenemos mq (65 (N)) = u(N) = 0.
Luego

€ (0,1\6,*(N) & cod(z) € Y \N

Ahora definimos el conjunto £ C (0,1) x (0, 1] por todos los pares (p,x) cuyo c6digo

de x por la dindmica f, cumple (3.3), esto es

E= {(p,g;> : lim

n — 0o

bo+ 01+ 4 by }
n

Sea p € (0,1) y tomemos V,, = {p} x (0,1] que podemos identificarlo por (0,1]. Por el

teorema ergodico de Birkhoff 2.50 se tiene

/ T(E N V},,x)dml = / XEnvpdml = ml(E N V;))
[0,1] [0,1]

Ademas
1 .
T(ENV,,z)=lim —#{j=0,1,--- ,n—1: (p, f3(x)) € ENV,}
n-oo
Si (p,x) € E, entonces

(0. fi(x) € ENV,Vji=0,1,-- ,n—1=>m(ENV,) =

Usando el teorema de Fubini para calcular la medida del conjunto F por rectas verticales,

se tiene

ma(E) = / ma(ENV,)dp =
[0,1]
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1 1
E
0 1 g 0 1 i
Figura 3.2: Medida de E (rectas) Figura 3.3: Medida de E (curvas)

3.1.2. Curvas analiticas

En esta parte construiremos la foliacién F de (0, 1) x (0, 1], y expondremos su relacién

con el conjunto £ como habiamos mencionado.
bn

2n+1'

Sea [ € (0, 1] consideremos la expansién binaria de /5 es decir = Z
n=0

Notacion: (bg, by, by, - - - ) : Expansién binaria de f.

. 1 0 1 0 1
Ejemplo 3.7. g = 3= 0,010101---) = = + = + =5 + =5 + - -+, entonces la expansién

2 22 23 204
binaria de 5 es (0,1,0,1,---).

Definimos el conjunto I's de todos los puntos (p, ) tales que, el cddigo correspondiente

a z por la dindmica de f, coincida con la expansién binaria de 3, esto es
I'g = {(p,z) : cod(z) = (bo, b, b2, )}

Analizemos algunos I's:

Para f =1=0,111-- (2 su expansién binaria es (1,1,1,---). Entonces

Fl = {(pa JZ) : COd(ZE) = (17 ]-a ]-7 o )} = {(p7 1) S (07 1)}
Para g = % =0,0111-- () su expansién binaria es (0,1, 1,---). Entonces

Py ={(p,2) : cod(x) = (0,1, 1,---)} = {(p,p) : p € (0, 1)}

1
2

Para 8 =1 =0,00111- () su expansién binaria es (0,0,1,1,1,---). Entonces
2 @)

I's ={(p,2) : cod(z) = (0,0,1,1,1,---)} = {(p>p2) ‘pE (071)}

1
P
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\J

Figura 3.4: Conjunto I'g

Afirmacion 3.8. Se cumple
i) [gN Ty =0 para todo 3 # g

i) | Te=(0,1)x(0,1].
B @]
Demostracion. ). Supongamos que I's N Ty # 0 para 3 # /', entonces existe (p,x) €
s Ny tal que cod(x) = (bo, b1, bz, ) = (b, by, by, --+), luego B = B’ lo cual es una
contradiccion.

it). Sea (€ (0,1], como I's C (0,1) x (0, 1] entonces U I's € (0,1) x (0,1]. Recipro-

4 LI1]
camente, sea (p,x) € (0,1) x (0,1] entonces x € (0, 1]. Definamos cod(x) = (b, b1, bz, - - -)

b
por la dindmica de f,, entonces (p,x) € I's donde = Z 2n—7frl Luego (0,1) x (0,1] C

n=0

U s O

8 L]
Afirmacion 3.9. Si g € (0, 1], entonces card (I's N E) < 1.

Demostracion. Sea 5 € (0,1], entonces I's N E = () o g N E # (. Supongamos que
I'sNE #0. Sean (p,x),(q,y) € I'sN E, entonces

bo + by 4+ b
cod(x) = (bg,b1,--+) y lim S L_1-yp

n — oo n

Adem3s

cod(y) = (bg, by, -+) y lim bot by forr ¥ o =1-—gq

n — 0o n
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donde (bo, by, -+ ) es la expansién binaria de 3. Luego p = ¢, debido a que los cédigos de
x e y conciden por la dindmica de f, entonces x = y. Por lo tanto, la intersecciéon entre

I's y E es alo mas en un punto. O

Proposicidon 3.10. Dado g € (0, 1] existe una funcion analitica X (., ) : (0,1) — (0, 1]
tal que I's = graf (X (., 5)).

Demostracion. Sea 5 € (0,1] y (p,z) € I'g, entonces cod(z) = (bg, by, - - - ) por la dindmica

de f,, donde (b, by, - - - ) es la expansién binaria de f.

Afirmacion 3.11. Sea n € N, entonces x,, = b,p(0) + x,+1p(by,).
Demostracion. Si b, = 0, entonces ,, = f;'(x) € lo=y,

T+t = fp(Tn) = % = b,p(0) + Zpa1p(bn) = 0.p + (%) D= T
Si b, = 1, entonces z, = f) () € 1=,

Ln — P Tp — P
Tur1 = fypltn) = 5 - = bup(0) + 2na1p(bn) = Lp + ( - ) (1=p) =2

O
Por la Afirmacién (3.11) tenemos
zo = bop(0) + x1p(bo)
x1 = bip(0) 4+ x2p(b
1 1p(0) 2p( 1) (3.4)
r2 = bop(0) + w3p(b2)
Entonces, de (3.4) podemos ver que
©o n—1
o = fy(x) = = = p(0) <bo +) by Hp(bj)>
n=1 7=0
i 1+t 1—t
Para £ fijo, tomemos F,,(p) = b, Hp(bj). Haciendo p(0) = p = —5 p(l)=1-p= —5
=0

y |t| < ¢ < 1, obtenemos

F0)] = [t L (0| < ptalpten) - pitms) < (*5°)
=0

para todo 0 < p <1 oen términos det en —1 <t < 1.
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(e e}
14+c\" . )
Como E es convergente, entonces por el teorema de la convergencia uni-

n=1

forme de Wierstrass la serie Z F,.(p) converge uniformemente en 0 < p < 1. Por tanto

n=1

[ee)

X(p,B) =z =p(0) (bo + ) by f[p(bj)>

es analitica en 0 < p < 1. Ademds, por la construcciéon de X (., ) se sigue que I'y =

graf (X(.,5)).
Finalmente, definimos la foliacién de (0,1) x (0, 1] por F = {I'3} 5 donde ya vimos que,

cada curva intersecta al conjunto F en a lo mas un punto. O]

3.1.3. Holonomia

A continuacién veremos el comportamiento de una aplicaciéon a la que llamaremos
holonomia que depende de la foliaciéon F = {I's} 5

Dados dos segmentos verticales V,,, V, C (0,1) x (0, 1] definamos la holonomia

Hyg : Vo — Vg
z — H,,(2)=TsNV,.

donde I's es la hoja que pasa por z.

A ‘/;) Vq FIB
1
—
LI ] p7q
0 D q "

Figura 3.5: Holonomia H, ,
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Proposicion 3.12. Para 0 < p # ¢ < 1 tenemos my(ENV,) = 1, pero
my(Hyqo(ENV,)) =0

Demostracion. Sean 0 < p # ¢ < 1, entonces mq(ENYV,) = 1. Tomemos w € H, ,(ENV,)
luego, existe z € ENV, tal que w = H,,(2). Como w € I'3 NV, entonces w = (¢, y) con
cod(y) = (bg, by, - - ) por la dindmica de f, y (bo, b1, - --) es la expansién binaria de £.

Por otro lado, z € E NV, entonces z = (p, x) tal que cod(x) = (bo, b1,---) pues z € ['s.

Adem3s

. bo+bi+---by,
lim

n — oo n

S =1-p=(qgy) g ENY,

Esto quiere decir que, los elementos de H,,(ENV,) no estdn en ENV,. Como el conjunto

E NV, tiene media total, concluimos que m1(H, ,(ENV,)) = 0. O

3.2. Dinamica uniformemente hiperbolica

En esta seccién daremos el alcance de algunas definiciones y resultados sobre dinami-
ca hiperbdlica, el lector interesado puede consultar (Oliveira y Viana, 2014), (Katok y
Hasselblatt, 1997), (Brin y Stuck, 2002), (Shub, 2013) y (Varao Filho, 2012). De aqui en

adelante, trabajaremos en una variedad Riemanniana compacta M de clase C*.

Definicion 3.13. Un f : M — M difeomorfismo de clase C* se dice que es uniformemente
hiperbdlico, si para cada = € M existen subespacios E*(z) C T, M y E*(z) C T,M que

verifican:
i) T,M = E5(z) ® E*(z).
i) dfe(E*(x)) = E°(f(z)) y dfe(E"(x)) = E*(f(z)).
iii) Existen constantes C' >0y A € (0,1) tal que

a) ||dfr(v)|| < CA*||v||, para todo v € E*(x) y n > 0.

b) ||df,;™(v)|| < CA™||vl||, para todo v € E*(x) y n > 0.

donde || .|| es la norma inducida por la métrica Riemanniana en M, esto es ||v|| = 1/ (v, v),

veT,M.
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Lo siguiente es un ejemplo de un difeomorfismo uniformemente hiperbdlico lineal en
la variedad T? que es inducida por una transformacién lineal y es llamada Thom- Arnold

map.

1
Ejemplo 3.14. Sea A = . Calculemos los autovalores y autoespacios

det(A—/\])=O:>)\2—3/\+1=0:>)\5:3—2\/5; /\u:3-|-2\/5

,O0< A <1 < A,

Entonces

oo {@’y) SR (ﬁ;l)x}; = {<x,y> Ry <ﬁ2‘1> x}

De aqui, se deduce que

R?’=FE*@ E", A(E®) = E° y A(E*) = E* (3.5)

Definamos f : T2 — T2 por

for=moA (3.6)
2

R
donde T? = -2 es el toro 2— dimensional y 7 : R> — T2 es la proyeccién candnica.

Afirmacion 3.15. f es un difeomorfismo uniformemente hiperbdlico.

Demostracion. Por (2.11) tenemos que f es invertible cuya inversa f~! : T2 — T2 es

definido por f~*om =70 A™L, entonces f es un difeomorfismo. Por el Teorema 2.34
dr, : T,R? — Ty T?
es un isomorfismo lineal. Por (3.5) tenemos
T,R*=R*=E°® E* = TiyT? = E,; & B}

donde Ef; = dm,(E®) y Epyy = dm.(E").
Sea v € T T2, entonces 3! u € T,R? tal que dr,(u) = v, pero u = uy + up con uy € E*
y up € E*. Luego
v =dm,(u) = dmg(uy) + dm,(up)

donde dr,(u1) € Efy dmy(uz) € Epyy. También, siv € Ef NER,, tenemos que v = dm(v1)

y v = dm.(vp) con vy € E*, v, € E*. Como dm, es un isomorfismo, obtenemos

T

drt(v) =v =v = dr,'(v) E E*NE = dr'(v) =0=v=0= Eiy N By = {0}
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Por (3.5) y (3.6) resulta que
dfiag.dry = A sy dAy = dfpg(dro(E%)) = dr ey (d A, (E))
Entonces
dfi(Ey) = Efaen = Ef@p

para o = s, u.

Afirmacion 3.16. Para cada z € R?, existe una norma en 7}, T? inducida por el isomor-

fismo lineal dr, : R? — Tj,y T2

Demostracion. En efecto, sea v € T}, T?, entonces 3! v € R? tal que dr,(u) = v. Luego

definimos una norma en 7Tj,;T? de la siguiente manera
11l T T* — R
v = [l = [ul
donde | .| es la norma euclidiana en R?

N1: Sea v € Ty, T? con dm,(u) = v, entonces |[v]|x =0 |u| =0 u=0s0v=20.

N2 : Sean vy, v; € TiyT?, entonces ||v1 + 02| = Jus +uz| < |ur] + |uz| = [|v1] |+ v2]| a1,

donde dm,(uy) = vy y dmg(uz) = vp

N3: Sean a € Ry v € TT? con dm.(u) = v, entonces ||av|| = |au| = |afju] =

|elol]g-

]

Finalmente, sean v € Ej; y n € N, entonces Jlu € E° tal que dr,(u) = v. Como

from=moA" se tiene que dff;(v) = dman(zy(A"(u)). Por la Afirmacién 3.16, obtenemos
dfga ()] o = [ldman(@y (A" (W)l ngap = [A™ (W) = Aglul = AL[[v]]m
Andlogamente, sea v € £ty y n € N, entonces 3lu € E con dr,(u) = v tal que
dfe ()| p=ran = lldma-ne@) (A" (W)l p-n@ap = [AT" (W) = (1/A0)|u] = (1/A)][0]]m
Tomando A\ = méax {)\S, /\—lu} y C' =1, concluimos que
dfgn ()l < CX*[Jv]], v e Ef,
ldfiy ()I] < CX"||v]], v e By

para todo n > 0. Por lo tanto, f es un difeomorfismo uniformemente hiperbdlico. O
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Observacion 3.17. Toda matriz A de n x n con entradas enteras, |det(A)| = 1, y autova-
lores con modulo diferente de 1 induce un difeomorfismo uniformemente hiperbdlico lineal
y su demostracién se procede de manera similar. Ademds, por el articulo (Franks, 1969) se
tiene que, todo difeomorfismo uniformemente hiperbdlico f : T — T" es topoldgicamente

conjugado a un difeomorfismo uniformemente hiperbdlico lineal en T™.

Definicion 3.18. Sea f : M — M un difeomorfismo de clase C' y € M. Se define el

conjunto estable de x como

W*(x) ={y € M : d(f"(x), f"(y)) —n-+e0 0}
y el conjunto inestable como

W) ={y € M - d(f"(x), ["(y)) —n-—e 0}

donde d es la distancia intrinseca en M. Para ¢ > 0 definimos el conjunto estable e

inestable local (de tamafio £) como
Wi(x) ={y € M = d(f"(z), f"(y)) <e&,Vn > 0}
Wi(z) ={y € M :d(f™"(2), ["(y)) <&, Yn >0}
Observacion 3.19. f(W:(z)) € W2(f(2)) y f(WH(x)) D W2 (f(x))

En efecto, sea a € f(W?(x)), existe b € WZ(x) tal que a = f(b) y d(f"(z), f*(b)) < e
para todo n > 0. Luego

d(f"(f(x)), f"(a)) = d(f"H(2), f[7(0)) <&, Yn > 0= a € W2(f(2))
Sea a € W¥(f(x)), entonces d(f~"(f(x)), f"(a)) < € para todo n > 0. Luego
d(f™"(2), [T (7 H@)) = d(fTV(f(2), TP () <&, V2 0= fHa) € W ()

Teorema 3.20 (Teorema de la variedad estable). Sea f : M — M un difeomorfismo
uniformemente hiperbdlico de clase C". Entonces existe ¢ > 0 tal que para cualquier

x € M se verifica que:

i) W2(z)y W(x) son subvariedades de clase C" con T,W?(z) = E*(x) y T,WX(z) =
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i) d(f"(z), f"(y)) < \"d(x,y) paray € Wi(z), n =0y
d(f™" (), 7" (y)) < A"d(z,y) para y € W (z), n >0

i) We(x) = Jf )y W) = £ (z)), donde W*(z) y W*(z)

n=0 n=0

son subvariedades inmersas de clase C" que varian continuamente (como subvarie-

dades C" y en subconjuntos compactos) con .

Observacion 3.21. Del Teorema 3.20, se deduce que existe § = d(e) > 0 tal que, si
z,y € M con d(x,y) < ¢ entonces W5(x) y W¥(y) se intersectan transversalmente en un

unico punto.

Para un difeomorfismo uniformemente hiperbdlico, podemos definir los siguientes con-

juntos
Fo={Wsx):xeM}y F*={W*z):2€ M}

Por el Teorema 3.20 F° y F* son foliaciones llamadas foliacion estable e inestable res-

pectivamente. Nos referimos a los elementos de F° y F* como hojas estables e inestables.

2 1
Ejemplo 3.22. Como vimos en el Ejemplo 3.14 la matriz A = induce un

11
difeomorfismo uniformemente hiperbdlico f. La familia de todos los subespacios afines de

R? de la forma = + E*, con z € R? define una particién F* de R? que es la foliacién
estable invariante por A, también todos los subespacios afines de R? de la forma z + E",
con € R? define una particién F* de R? que es la foliacién inestable invariante por
A. Proyectando F* y F* via la proyeccién canénica 7 : R2 — T2 obtenemos F5 y F
particiones del toro, que son las foliaciones estables e inestables respectivamente, cuyas

hojas estables e inestables estan dadas por
We(m(z))=n(x+ E°) y W%nr(x))=n(z+ E")

respectivamente. Ademas son invariantes por el difeomorfismo uniformemente hiperbélico

lineal f.

Definicidon 3.23. Dada dos variedades U y V transversales a la foliacién F, definimos la
aplicacién holonomia h : U — V por h(z) = L(z) NV, donde L(z) € F es la hoja que

pasa por z.
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Tomando F* la foliacién estable de tamano e, definimos la aplicaciéon holonomia estable
h* : U — V por h¥(z) = W2(z) N V. Similarmente se define la aplicacién holonomia

inestable A™.

Definicion 3.24. Una foliacién F es llamado
e Absolutamente continua inferiormente, si vol;, << my,.
e Absolutamente continua superiormente, si m; << voly,.

Donde L € F, my, : medida condicional de la medida volumen m, y vol;, : volumen de

Riemann restricta a la hoja L.
Proposicion 3.25. Una foliacion F es

e Absolutamente continua inferiormente si, para cada conjunto medible Y ¢ M tal

que m(Y) = 0 entonces volg (Y) = 0 en m — ctp.

e Absolutamente continua superiormente si, para cada conjunto medible Y C M tal

que volg(Y) = 0 en m — ctp entonces m(Y') = 0.

Una foliacion F es llamado absolutamente continua, si es inferiormente y superiormente

absolutamente continua.

Observacion 3.26. Hemos dado la definiciéon de una foliacién absolutamente continua,
puesto que necesitamos trabajar con foliaciones que preserven la medida de Lebesgue.
Recordemos en este capitulo 3 Pesadilla de Fubini, construfmos una foliacién F = {I's},
dada por curvas analiticas, dicha foliacién no es absolutamente continua, por tal razén no

deseamos trabajar con tales foliaciones.

Definicidon 3.27. Una foliacién F es transversalmente absolutamente continua, si dado
dos secciones transversales ), y >, de la foliacién, entonces la aplicacién holonomia

h:% >, — >, es absolutamente continua.

Observacion 3.28. La foliacion F = {Fg}ﬁ dada por curvas andliticas construido en
este capitulo 3 Pesadilla de Fubini no es transversalmente absolutamente continua, por

tal motivo no deseamos trabajar con este tipo de foliaciones.

Teorema 3.29. La foliaciones estables e inestables 7* y F* de un difeomorfismo unifor-

memente hiperbolico de clase C? son transversalmente absolutamente continuas.



Capitulo 3. Pesadilla de Fubini 50

Demostracion. Ver demostracién en (Brin y Stuck, 2002). O

Proposicion 3.30. Si F es una foliacion transversalmente absolutamente continua, en-

tonces es absolutamente continua.
Demostracion. Ver demostracién en (Brin y Stuck, 2002). O
Definicidon 3.31. Un conjunto S C M es llamado s — saturado, si

peS=W?3p cS

es llamado u — saturado, si

peS=W"p CS

vy us — saturado, si es u — saturado y s — saturado.



Capitulo 4

Argumento de Hopf

En este capitulo desarrollamos los pasos para demostrar la ergodicidad de un difeo-

morfismo uniformemente hiperbélico f de clase C? usando el Argumento de Hopf.

4.1. Consecuencias del teorema ergodico de Birkho ]

En esta seccién veremos una secuencia de resultados importantes que se deriva del teo-
rema ergddico de Birkhoff. Sea f: M — M un difeomorfismo uniformemente hiperbélico
de clase C? que preserva la medida de Lebesgue en M, donde M es una variedad Rieman-

niana compacta de clase C*°.

Lema 4.1. Sea ¢ € C°(M,R) entonces p* es constante en F* en m — ctp y ¢~ €S

constante en F* en m — ctp.

Demostracion. Sea ¢ € C°(M,R) C L*(M,m) entonces ¢ € L*(M,m), por el Teorema

2.50 existe un conjunto medible N C M con m(N) = 0 tal que

o) = lim -3 () v ¢ (@) = lim -3 ()

existen para todo z € M\N.
Sean z,y € M\N con y € W5(x) y € > 0, como ¢ es continua y M es compacto,

entonces existe § > 0 tal que

p,q € M, d(p,q) <d = |p(p) —plg)] <e. (4.1)

51
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Por otro lado, como y € W?*(z) ,entonces tomando 6 > 0 existe m, € N tal que

d(f™(x), f™(y)) < d para todo m > m,. Por (4.1) obtenemos

[o(f™ () —o(f" (W) <& Vm =>mo. (4.2)

De (4.2) se tiene que

S A7 )| < 3 (@) )| = Z (v o £ )]
k=0 k=0
+ 3 (@) = o(F @) < € +en—m)
Entonces n_lo
LISt o) < e (1= )
k=0
= lim =S (@) — ()| < < (43)
Luego, por (4.3) obtenemos
()~ ")l = |1 (@)~ Jim 3 ()
= |dim TS (@) — o)
k=0
= Jim | S (674 @) — o)
k=0
< ¢

para todo € > 0. Por lo tanto ¢*(x) = ¢ (y) para todo y € W*(x).

Ahora veamos que ¢~ es constante en F*. En efecto, sean z,y € M\N cony € W"(x),
entonces, para § > 0 existe mg € N tal que d(f~™(z), f7™(y)) < 9, para todo m > mq.
Por (4.1) obtenemos

o(F™(@)) — o) < &, ¥m > mg (4.4)
De (4.4) se tiene que
S (o) — o )| < 3 Jelf @) — ol W)
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Entonces
LIS (el ) — o) | < e (1)
k=0
=t S — ol )| < ¢ (45)
Luego, por (4.5) obtenemos
o)~ )l = |lim S e @) ~ Jim S ()
— i L S et e - et )
= Jim | S (6 @) — o)
k=0

< ¢

para todo € > 0. Por lo tanto ¢~ (z) = ¢~ (y) para todo y € W"(x). O

Lema 4.2. Sea ¢ € C°(M,R), entonces ¢ = ¢~ en m — ctp.

Demostracion. Definamos A ={z € M : p*(x) > ¢~ (z)}.

Afirmacion 4.3. A es f— invariante en m — ctp.

Demostracion. En efecto, por el Teorema 2.50 existe N C M con m(N) = 0 tal que, si
x € M\N y z € f~1(A) entonces

pT(2) =" (f(2) > ¢ (f(2)) =9 () 2z € A= fTHA) C A (4.6)

Por otro lado, si x € M\N y = € A, entonces

P (f@) = ¢ (2) > ¢ (2) = ¢ (f(z)) = flx) € A= AC fTHA).  (47)
Por (4.6) y (4.7), obtenemos f~1(A4) = A. O

Afirmacion 4.4. (¢.xa)" = ¢ .xa en m — ctp, donde x4 : M — R es la funcién

caracteristica de A.

Demostracion. En efecto, por la Afirmacién 4.3 y por el Teorema 2.50, existe N C M con
m(N) =0 tal que

n—1

(poxa)*(@) = lim 23 (o) (@) = lim 537 (P @)a(r4e)

k=0
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n—1
.1 1
= lim — 3" (4 (@) xal) = (hm n
k=0
para todo x € M\N. O

Afirmacion 4.5. (¢.xa)” = ¢ .xa en m — ctp, donde x4 : M — R es la funcién

caracteristica de A.

Demostracion. En efecto, por la Afirmacién 4.3 y por el Teorema 2.50, existe N C M con
m(N) = 0 tal que
1 n—1 n—1
(pxa)”(z) = Mm = (pxa)(fH(2) = lim = > o(f*(x)xalfF ()

TL—»OO’[’L n-oon,

para todo x € M\N. O

Luego, por la Afirmacion 4.4 y el Teorema 2.50 obtenemos

[ &t @in = [ er@a@an = [ e @im = [ (oo

M

~ [ o @in = [ ¢ @xawyim = [ o (@yim.

A

Afirmacion 4.6. Si /(c,f(x) — ¢ (x))dm = 0, entonces m(A) = 0.
A
. 1
Demostracion. En efecto, sea A, = {m €A (x) —p (x) > E} con k € N. Como

1
7 < 0" (x) — ¢~ () para todo x € Ay, entonces

o< bt < [

(¢*(x) — o~ (2))dm < / (6*(2) — o~ (2))dm = 0 = m(4) =0
Ak

A

Adems3s

A= OAk:>m(A) Sim(Ak):()im(A)z()
k=1

k=1

Andlogamente, si B = {x € M : ¢~ (z) > ¢*(2)} = m(B) = 0. Finalmente, como
M={zeM: ¢ (x)>¢ (x)}u{ze M ¢ (x)=¢ ()} U{z € M :p (z) > p*(2)}

en m — ctpy m(M) > 0, concluimos que ¢* = ¢~ en m — ctp. O]
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Lema 4.7 (Argumento de Hopf). Sea f : M — M un difeomorfismo uniformemente
hiperbolico de clase C? que preserva la medida de Lebesgue en M, donde M es una variedad

Riemanniana de clase C. Si ¢ € C°(M,R) entonces ¢ es constante en m — ctp.

Demostracion. Supongamos que ¢ no es constante en m — ctp. Por los Lemas 2.44 y 4.2,

existen en m — ctp
E={zeM:p"(z)>atyF={zeM:p () <a}

con medida de Lebesgue positiva y o € R.

Afirmacion 4.8. E es f—invariante.

Demostracion. En efecto, por el Teorema 2.50 existe N C M con m(N) = 0. Sea = €
M\N y z € f7YE) entonces ¢*(x) = p*(f(x)) > a asi x € E, luego f7H(E) C E.
Reciprocamente, sea € E'y © € M\N entonces ™ (f(z)) = ¢*(z) > a asi f(z) € E,
luego £ C f~Y(E). En consecuencia f~}(E) = E en m — ctp. O

Afirmacion 4.9. F es s— saturado en m — ctp.

Demostracion. Por el Lema 4.1 existe N C M con m(N) = 0. Seap € M\N y p € E,

entonces

0" (q) = ¢*(p) > a para todo ¢ € W¥(p) y ¢ € M\N = W?(p) C E en m — ctp.

Afirmacion 4.10. F es f~'—invariante.

Demostracion. En efecto, por el Teorema 2.50 existe N C M con m(N) = 0. Sea = €
M\N y x € f(F) entonces existe z € F tal que z = f(z2). Como ¢~ es f~l—invariante,

se tiene

e (f@)) = (@) =¢ () Sa=a=f(z)eF= f(F)CF

Reciprocamente, sea & € F, desde que ¢~ es f~l—invariante se tiene

o (@)= (@) Sa= ) e F=a=f(fT(2) € f(F)=F C f(F)

Afirmacion 4.11. F es u—saturado en m—ctp.
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Demostracion. Por el Lema 4.1 existe N C M con m(N) = 0. Seap € M\N y p € F,

entonces
v (q) = ¢~ (p) < a para todo ¢ € W% (p) y g € M\N = W¥(p) C F en m — ctp.

]

Sea y € supp(mp), por la Observacién 3.21 existe un § = d(gg) > 0 tal que, para
d(p,q) < ¢ entonces W7 (p) y W2 (q) se intersectan transversalmente en un tnico punto.
Tomando € > 0 suficientemente pequeno con € < g9 y 2¢ < 4; ademds, p € Wi(y) y

q € WX(y), entonces W (p) N W2 (q) = {I(p, q)}. Definimos

V={I(p.q):p € W:(y),q € WS(y)} = WZ(y) x W(y)

W (p)

;
1w
— W)
—

——

Figura 4.1: Rectangulo V

Entonces VN F es una vecindad de y, luego m(V N F) > 0. Como F* es absolutamente
continua , existe N C M con m(N) = 0 tal que mp(T'NF) > 0, donde "= W*(z) NV
para algun z € M\N. Por otro lado, tomemos z € E y Wy = W#(z) N V. Definimos la
aplicacion holonomia inestable en V'

T — Wy
p — h*(p)=W"(p) " Wy.



Capitulo 4. Argumento de Hopf 57

V=Wely) x W(y)

E wew o F
o We=Weny 7 ~ W
-
Y [Tl Wey)
T=W()nV ik

W (z)

Figura 4.2: Holonomia h"

Por el Teorema 3.29, F* es transversalmente absolutamente continua, entonces h* es
absolutamente continua. Como my (7' N F) > 0, entonces myy, (h*(T'N F)) > 0, lo cual es
una contradiccion. En efecto
Por el Lema 4.1, ¢™ es constante en F* en m — ctp, ademas F' es u — saturado en m — ctp

entonces h*(T'N F) C F en m — ctp. Luego, existe w € h*(T N F) tal que

a<et(z)=¢"(w)=¢ (w) <a
Por lo tanto, ¢™ es constante en m — ctp. Cabe indicar que, si trabajamos con el conjunto

E, supp(mpg) y el hecho que F* es transversalmente absolutamente continua, obtenemos

de manera similar que ¢~ es constante en m — ctp. 0

Teorema 4.12 (Argumento de Hopf). Si f : M — M es un difeomorfismo uniforme-
mente hiperbolico de clase C? que preserva la medida de Lebesgue en A/, donde M es
una variedad Riemanniana compacta de clase C*°, entonces la medida de Lebesgue m es
ergodica.

Demostracion. Sea ¢ € LY(M,R) y f— invariante. Sabemos que L'(M,R) = C°(M,R),
entonces para cada k € N, existe ¢, € C°(M,R) tal que

k

Desde que f es un difeomorfismo y haciendo # = f*(y) donde i = 0,--- ,n — 1, tenemos

/M 16(2) — du(a)|dm = /M 6(F () — ol Fi(y))|dm = /M 16(y) — G Fi(y))dm

U0,00) < 1 = [ 1ola) = dn(olam < 1 (48)
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Entonces

IN

=Yl f )| dm

/M o(y)

—Z/w — e () ldm

(4.9)
- /M 9(z) — el dm

es claro que f,, es una sucesién de funciones medibles

n—1
Definamos f, = '¢ — % Z(¢k o f")
=0

tales que
1 n—1
* | ful = |¢— EZ(ckafl) < |¢| + R, en m — ctp.
i=0

x lm f, = |¢ — ¢r | en m — ctp.
n — 0o
Por el teorema de la convergencia dominada, obtenemos

lim fn Ydm = / |o(z (x)|dm

n — oo

Luego, por (4.8) y (4.9)

(67.6) = [ 166 = it @ldm < (4.10)

Afirmacion 4.13. Si (¢} )x es una sucesion de funciones constantes en m—ctp y ¢, — ¢

en m — ctp, entonces ¢ es constante en m — ctp

Demostracion. En efecto, supongamos que ¢ no es constante en m—ctp. Como ¢, — ¢ en
m — ctp, entonces existe N C M con m(N) =0y x,y € M\N, z # y tal que ¢(z) # ¢(y)
y khj{.lo o (z) = ¢(z) y khj& ér (y) = ¢(y). Veamos el caso que ¢(x) > ¢(y), entonces existe
¢ € R tal que ¢(z) > ¢ > ¢(y). Para e = ¢(x) — ¢ > 0 existe k; € N tal que

|6 (z) — d(z)| < d(z) —c=c<y(x) VEk>k
También, para ¢ = ¢ — ¢(y) > 0, existe k; € N tal que

or (y) — ()| <c—oly) = ¢ (y) <c YEk>k

Tomando kg = max {k1, k2} se tiene que ¢; (y) < ¢ (z) para todo k > ko es decir ¢, no
es constante en m — ctp para k > kg, lo cual es una contradiccién. Analogamente el caso

o(z) < ¢(y). Por lo tanto ¢ es contante en m — ctp. O
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Sea k € N, por el Lema 4.7 se tiene que ¢, es constante en m — ctp. Luego, por (4.10)
y la Afirmaciéon 4.13, concluimos que ¢ es constante en m — ctp. Finalmente, haciendo uso

de la Proposicién 2.57 tenemos que la medida de Lebesgue m es ergddica. O

Denotemos por Diff] (M) como el conjunto de los difeomorfismos de clase C” que

preservan la medida de Lebesgue.

Definicion 4.14. Un difeomorfismo de clase C? f : M — M que preserva la medida de
Lebesgue es establemente ergédico en Diff} (M), si existe un abierto U C Difft (M) con

f € U tal que, para cada g € U de clase C? es ergédico.

4.2. Conclusion

Este trabajo sirve de motivacién para continuar con el estudio de los sistemas dinami-
cos uniformemente hiperbdlicos, asi como extender el estudio a un conjunto mas general
como lo son los difeomorfismos parcialmente hiperboélicos. Hasta 1994 los tinicos ejemplos
conocidos de difeomorfismos establemente ergédicos fueron los difeomorfismos uniforme-
mente hiperbdlicos, pero en el mismo ano Grayson, Push, y Shub mostraron los primeros
ejemplos con difeomorfismos parcialmente hiperbdlicos (Grayson, Pugh, y Shub, 1994),

cuyos ejemplos inspiraron la siguiente conjetura (Pugh y Shub, 1997):

Conjetura 4.15. Ergodicidad estable es denso en el conjunto de los difeomorfismos par-

cialmente hiperbolicos de clase C" que preservan la medida de Lebesgue, para todo r > 1.
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