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RESUMEN

Programacién lineal: un algoritmo primal-dual de paso largo
usando el método de la funcién barrera

Juan Honorato LUNA VALDEZ

Marzo, 2020
Orientador : Mg. Edinson Montoro Alegre
Grado Obtenido : Magister en Matematica Aplicada

En el presente Trabajo de Tesis se tratard de desarrollar y describir el Método Punto
Interior Primal-Dual para resolver el problema de Programacién Lineal. Dicho método se
caracteriza por utilizar funciones barrera, para el Problema Primal y para el Dual y asi
deducir el sistema no lineal Primal-Dual, cuya solucién define la trayectoria central del
Método de Punto Interior.

Otra caracteristica es que se utiliza una matriz de escalamiento para deducir dos
direcciones de descenso, una para el espacio Primal y otra para el espacio Dual, y que
forman la descomposicién ortogonal de la versién escalada de la matriz asociada a las
restricciones lineales del problema Primal.

Se presenta un algoritmo denominado de "Paso Largo", que implementa el método y

se demuestra que el mimero total de iteraciones que ejecuta es de orden polinomial.

PALABRAS CLAVES: Programacién convexa, trayectoria central, método de pun-

to interior, algorftmo Primal - dual.



ABSTRACT

Linear programming: a long-pass primal-dual algorithm using the barrier

function method

Juan Honorato LUNA VALDEZ

Marzo, 2020
Advisor : Mg. Edinson Montoro Alegre
Degree qualification : Master in Applied Mathematics

In this Thesis Work, we will try to developed and described the Primal-Dual Interior
Point Method to solve the Linear Programming problem. This method is characterized
by using barrier functions, for the Primal and Dual Problems and thus deducing the
non-linear Primal-Dual system, whose solution defines the central path of the Inner Point
Method.

Another feature is that a scaling matrix is used to deduce two directions of descent, one
for the Primal space and another for the Dual space, and that they form the orthogonal
decomposition of the scaled version of the matrix associated with the linear constraints
of the Primal problem.

An algorithm called "Long Step" is presented, which implements the method and proof

that the total number of iterations that it executes is of a polynomial order.

KEY WORDS : Convex programming, central path, interior point method, Primal
- dual algorithm.
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Introducciéon

Khachiyan en 1979 planteo un algoritmo denominado Método del Elipsoide y probé
que su comportamiento era de tiempo polinomial y que el algoritmo se movia a traves del
interior de la regién factible.

A partir de 1984 con la publicacién de los articulos de Khachiyan [10] y Kamarkar
[9] se marc6 un hito en la historia de los métodos para resolver Programa Matemadtico
Lineal. El muy conocido método Simplex (1945) que resuelve PPL tiene la desventaja que
a nivel tedrico tiene un comportamiento exponencial; pero su comportamiento practico
reflejaba que estos programas se podian resolver en tiempo polinomial pero no existia
prueba alguna que lo respaldara.

Posteriormente Kamarkar [9] presenté otro algoritmo denominado Algoritmo Proyec-
tivo y que tenfa un comportamiento polinomial pero mucho mejor que el anterior.

A partir de estos dos trabajos muchos investigadores del drea han ido generando nuevos
algoritmos considerando variantes de las ideas utilizadas por Khachiyan [10] y Kamarkar
abriendo una nueva corriente de métodos denominados Método de Punto Interior, debido
a que todos estos métodos se mueven por el interior del Regién Factible.

En el presente trabajo de Tesis se presenta una variante de los métodos de punto
interior y desarrolla el Método de Punto Interior que se caracteriza por usar dos direc-
ciones de descenso uno para el espacio Primal y otro en el espacio Dual y que forman la
descomposicién ortogonal de la versién escalada de la matriz, asociada a las restricciones
del programa lineal Primal.

En el primer capitulo, se presenta los conceptos bésicos de programacién convexa,
programacion lineal.

En el capitulo 2 presentamos en forma breve la teoria de dualidad y las condiciones de
optimalidad. Asi mismo se presenta y desarrolla el método y sus direcciones de descenso.

En el capitulo 3 se presenta el algoritmo denominado Algoritmo de Paso Largo, asi
mismo se presentan los lemas y teoremas que fundamentan dicho algoritmo.

Finalmente, en el capitulo 4 se hace un anélisis de convergencia y se demuestra el

teorema que prueba la polinomialidad del algoritmo.



Capitulo 1

Preliminares

En esta seccién presentaremos una serie de definiciones y resultados bdsicos del andlisis
convexo, el problema de programacién lineal y el método de barrera en programacion

lineal.

1.1. Conjuntos Convexo

Definicién 1.1 Sea S C R", S # ¢. Se dice que S es convexo si

A+ (1=NyeS, Ve,ye S, YAel0,1]

Fig 1. Conjunto convexo (a), conjunto no convexo (b)

Definicién 1.2 Sean z1,zs,...,71 € R", A\, \o, ..., \p € RT tales que Zle N =1. El

vector © =Y .  A\x; se dice combinacion convexa de los k vectores x1, s, ..., T.



1.2. Poliedros: caracterizacién y propiedades

Definicién 1.3 Se llama conjunto poliédrico a un conjunto de la forma S = {x € R" | Ax < b}

con A€ Mpxn(R) y be R™.

Ejemplo 1.1 Sea
S={(x1,22); —w1+22<2, 29<4, 21 >0, 22 >0}

El conjunto S es un poliedro convexo y cerrado pero no acotado, tal como se muestra

en la figura 2.

X, A

02} S

d=(1,0) X

Fig 2. Conjunto poliédrico S convexo cerrado pero no acotado
Proposition 1 El conjunto 8" ={x € R* /| Ax=0b, x >0} es un poliedro.

Proposition 2 Todo poliedro es un conjunto convexo.

1.3. Direcciones y direcciones extremas

Definicién 1.4 Sea S C R" , un conjunto convexo. Un vector d € R", d # 0, se dice

direccion de S, si Vx € S se tiene que x+ \d € S, VA > 0.

Obsevacién 1.1 Considerese el poliedro S = {x € R* /| Ax=b, x>0}, una direc-



cion de S debe satisface,

A@+Ad)=b YA>0, Vres

r+Ad>0 VA>0, VzxelS

luego, d es la direccion de S si y solamente si satisface el sistema Ad =0, d # 0.

Definicién 1.5 Sea S un conjunto poliédrico y d € R"™ una direccion de S. Diremos que
d es direccion extrema, si dadas dy y ds, direcciones de S, tales que d = ady + Bds

para algin o, 3 > 0, entonces se tiene que d = dy; = ds.

d, d,

Fig. 3. El origen tnico extremo del poliedro, d; y dy son sus tnicas direcciones extremas.

Teorema 1.1 (Representacion de conjuntos poliédricos)
Sea S={xe€R"/ Ax =10, >0}, donde A€ Myx,(R) es derangom yb € R™.
Sean x1 T, ...,x; los puntos extremos y dyds,...,d; las direcciones extremas de S.

Entonces, x € S sty sdlo si, se puede ser escribir de la siguiente manera,

k l
i=1 j=1

donde N\ >0 Yi=1,..k St N=1 p; >0, Vj=1,.1



1.4. Separacion entre un punto y un conjunto

Teorema 1.2 Sea S C R" un conjunto convezo, cerrado, no vacio, y € R", y ¢ S.

Entonces, existe un dnico T € S que minimiza la funcion ¢,, donde

oy, S — R

o py(r) =y

Fig 4. Distancia que minimiza
Definicién 1.6 Sea S C R" un conjunto convezxo cerrado no vacio.

i) Se define la distancia de y a S, por d(y,S) = min{g, (z) /z € S} = ||y — =,
para y € R".

ii) Se define la proyeccién de y sobre S, para y € R", mediante

Py (y) = argmin {, (z) / « € 5

siendo Z el nico que satisface ¢, (z) < ¢, (z), VzeS.

Geométricamente estd representado por la Fig 5.

Obsevacién 1.2 La notacion argmin se lee como: El argumento que minimsiza, es

decir, si y € S se tiene que d(y,S)=0 y Ps(y) =y.



Fig 5. Distancia y proyeccién del punto y al conjunto S.

Teorema 1.3 Sea S un conjunto convexo cerrado no vacio e y ¢ S. Se tiene que

<y—i,x—i>§0, Ve e S

si y solamente si T minimiza @, (T).

Teorema 1.4 Sea S un conjunto convexo cerrado no vacio, entonces

1Ps(x) = Ps(y)l| < llz =yl v,y € R

El teorema (1.4) equivale a decir que si S un conjunto convexo cerrado no vacio, la

funcién de proyeccién Pg es de Lipschitz.

1.5. Funciones Convexas

Definicién 1.7 Sea S C R™ wun conjunto convexo. Se dice que f : S — R es una

funcion convexa si

fAr+ 1 =Ny) <A (@) + (1 =N f(y), VeyeS 0<A<I



fly)

.
\ _—

Fig 6. Funcién convexa

Una definicién equivalente de convexidad de funciones, es la siguiente.

Definicién 1.8 Sea S C R" un conjunto convexo. Se dice que f : S — R es una
k

funcion convexa si Yk € N, x1,...,2, €S y Ai,...,\r >0 tales que > N\ =1, se
i=1

tiene

f (/\11’1 + ...+ )\kxk) S )\1f <$1) + ...+ )\kf (ZL‘k)

Definicién 1.9 Una funcion f, definida sobre un convexo S, se dice estrictamente

convezxa si para todo z,y € S, v # 1y, 0< <1, se tiene

fAz+ 1=y <Af () + (1 =2A)f(y)

Definicién 1.10 Se dice que la funcion f:S — R es concava si —f es coneza, o

equivalentemente, si:

fAr+ A =Ny) > Af(x)+ (1 =X f(y), Vz,yeSsS 0<A<1

De la misma forma, la funcion f es estrictamente concava si —f es estrictamente

convera.



1.6. Funciones convexas diferenciables

Definicién 1.11 Sea S C R", no vacio, f : S — R, T € S, d # 0 tal que
T+AdeS, VAel0,n], algin n > 0. Se define la derivada direccional de [ en el

punto T, en la direccion d, por,

donde R = RU{—o00,+}, (cuando el limite existe).

Definicién 1.12 Sea S C R", no vacio, una funcion f:S — R, es diferenciable en

T € int(S) siexiste Vf(T) € R™ tal que

f@)=f@+Vf@ (-7 +o(x—7), VreS

o(r—71) 0.

donde lim — =
=7 |z —Z|

Teorema 1.5 Si la funcion [ es diferenciable en el interior de S, entonces
f@d)=Vf@"d

Teorema 1.6 (Caracterizacion de convezidad en el caso diferenciable)
Sea SCR" y f:S5— R wuna funcion diferenciable en S convexo. Entonces f es

convexa st Y solo St
f@)>f@+Vf@" (-7, Va&,T7€S8.

Definicién 1.13 Sea S C R™, no vacio, una funcion f:S — R es dos veces diferen-

ciable en T, si eviste Vf(T) € R" y H(T) € Muxn(R) tal que

@) =@+ V@ @)+ 5 D H@ @) o), Vees



donde lim M =0.

= |lz -7

La matriz H(Z) se llama matriz Hessiana de f en T y estd dado por:

[ Pf@) *f@ L@ ]
02 0x101 0x10z,,
) *f(x
H (@) = : 8xf0(;c)
or@ L. 2@
L 6$n8x1 6m% .

Teorema 1.7 (Caracterizacion de convezidad para una funcién dos veces diferenciable)
Sea S C R"™ un abierto, convexo, y sea una funcion f:S — R dos veces diferenciable

en S. Entonces f es convexa si y sélo si H(x) es semi-definida positiva Yz € S.

1.7. Caracterizacién y condiciones de optimalidad

Consideremos el programa:

(P) {min 10

TE€S

Donde S C R™, en general es definido por ecuaciones no necesariamente lineales, la
cual denominaremos regién factible y f una funcién cualquiera.

Si S es un poliedro y f lineal, se tiene problemas de Programacién Lineal.

Definicién 1.14 Un punto z* € S es minimo local de [ si existe € >0 que cumple
fa*) < f(z), YeeS ta que |z*—z| <e.

Es decir, existe una vecindad de x* donde éste punto es minimo.

Definicién 1.15 Sea S C R", un punto x* € S se dice es minimo global de f en S

si f(z*) < f(x), Vo €S. Esdecir, z* es solucion de (P).



f(x)

\"’ /\/\

®

“—————

Fig 6. Minimo global x;, minimo local x4

Theorem 3 (Teorema de Weiertrass)
Sea S C R"™ un conjunto compacto y no vacio, y sea f : S — R wuna funcion continua
en S. Entonces el problema min{f(x); = € S} alcanza su minimo. Es decir, existe una

solucion minimizadora para el problema dado.

Un elemento T € S se llama solucién factible de (P) y si T resuelve (P) se puede decir

que es solucién, solucién 6ptima, solucién minima, o solucién global del problema.

Teorema 1.8 Sea la funcion f:S — R, con S conjunto convexo no vacio, y sea T una
solucion local del problema (P). Entonces
(i) Sif esconvexa, T es minimo global

(i) Si [ es estrictamente convera, T es el inico minimo global.

1.7.1. Optimizacién sin restricciones

Aqui, obtendremos las condiciones necesarias y suficientes para resolver problemas no

lineales irrestrictos (cuando S = R"), es decir, programas del tipo:

(P) fmtn 10

zeSs!

En general, supondremos que la funcién f es una o dos veces, continuamente diferen-

ciable.

Teorema 1.9 (condiciones suficientes de optimalidad)

Sea f € C?(S), con S abierto. Supongamos que z* € S satisface:
a) Vf(z*)=0

b) La matriz Hessiana H (z*) es definida positiva.

10
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Entonces, x* es un minimo local estricto de f en S.

1.7.2. Optimizacién con restricciones

Definicién 1.16 Sea f: R" — R, se dice que d € R" es direcciéon de descenso de

fen T si V(@) d<0.

Definicién 1.17 Sea S C R", S # ¢ y x € S. Se denomina cono de direcciones

admisibles de S en T al conjunto:
A@)={deR"/d#0, T+Xde S, VAe[0,n] paraalgin n >0}

y el conjunto D (T) = {d eR") Vi@'d< 0}, es el conjunto de direcciones de

descenso.

1.8. Condiciones de Karush-Kuhn-Tucker (KKT)

Teorema 1.10 Sea S C R" y f:S — R, diferenciable, y consideremos el programa

(Py) fwtn 10

zeSs

Sea T solucion de (Py) y supongamos que {Vg; (T), i€ l} esun conjunto lineal-

mente independiente. Entonces existen iy, o, ..., by € R tales que

V@) + Z 1iVgi (T) =0

Hig; (E) :O, 1= 1,2,,m

Interpretacion geométrica del teorema de Karush-Kuhn-Tucker

11



cono de direcciones
s - =
admisibles |

Fig 7. Condiciones del teorema de KK'T para dimensién dos.

Teorema 1.11 Sean las funciones diferenciables: f: R"— R, ¢;: R" — R
,2,..m y hj:R"—R j=12 ..,

Consideremos el programa

min f (z)
(Pz) gi(x) <0 i=1,2,...m
hi(x)=0 j=1,2,..1

Sea T un punto factible, supongamos que el conjunto {Vg; (T), Vh; (), i€l,
es linealmente independiente.
Entonces, si T es solucion de (Py), existen p; € R, i=1,2,...,m, v; €R,

1,2,...,1 tales que

m l

Higi (f) :O, 1= 1,2,...,m

w>0, i=12..,m

12

1=



Ejemplo 1.2 Aplicacion del teorema de KKT.

Consideremos el problema

min ¢’z
(P) Az =

>0

donde la matriz A € My« (R) y los vectores ¢ € R", b€ R™.

El programa (P) se puede escribir en su forma equivalente dado por,

min ¢’z

(P) —2 <0
Az —b=0

de tal manera que las funciones f, g;, h; del problema general estdén dadas por

f(z)=cla

gi (l’) = -

n
hj (l’) = Z ajkxk — bj
k=1
Sus gradientes respectivos son:

Vf(z)=c
Vgi(r) = —e;
th (:L’) = (%’1, ceey Cljn)T

donde e; es el i-ésimo vector de la base candnica de R™.

13



Las ecuaciones del teorema de KK'T se pueden escribir como:

¢+ Zuz (—ei) + Z”ﬂ‘ (aj1, ---,ajn)T =0
i=1 Jj=1

Haciendo el cambio de variable y = —v se obtiene

ATy+u=c
uw'z =0

u>0

La caraterizacion de la solucion del problema de Programacion Lineal esta dada de
la siguiente manera: = es solucion del problema (P) si y sdlo si existen vectores u €
R™ y e R™, tales que

Ax =10
ATy+u=c

ul'ex =0

z, u>0

Resolver el sistema anterior es complicado, puesto que algunas variables deben ser

positivos y ademds deben satisfacer una ecuacion no lineal.

1.9. Funcién lagrangeana

En los problemas de Programaciéon Matematica de la forma

min f(x)
(P) s.a: gi(x) <0, i=1,...,m

resS

14



por lo general se usa la funcién lagrangena que consiste en construir el siguiente pro-

grama
min f(z) + 3270, Ajgi(x)
(PA) S.a
relS
Donde M\ € R™.

Los valores \; son llamados multiplicadores de Lagrange o pardmetros lagrangeanos.

Por cada )\ se tiene un programa de optimizacién (Py) en la variable x.

La funcién

falz) = f@) + XTg(@) = f(x) + ) Aigi(w)

es llamada funcién lagrangeana de (Py) y se escribe como L (x, \).

15



Capitulo 2

Dualidad y condiciones de

Optimalidad

2.1. Dualidad

El dual de un programa matemaética lineal es otro programa matemadtica lineal, el
cual se obtiene a partir del primero, y cuya solucién proporciona informacién valiosa del

problema primal.

Consideremos el siguiente problema de programacién lineal, expresado en forma es-

tandar, como programa matemadtica lineal primal:

min ¢’z

(P) sa:Ax=2b

x>0
donde ¢, z € R", be R, A€ R™" y rango(A) =m, m <n.

El programa dual (P), sera:

max bly
(PD)
s.a: ATy <c

16



Expresado en su forma estdndar,

méx by
(D) s.aa: ATy +s=c
s>0

donde s € R"™.

Utilizamos el Método de Barrera Logaritmica para penalizar las restricciones de de-

sigualdad.

Definimos:

S'={reR"/Ar=b >0}#¢

T°={(y,s) e R" x R" | ATy +s=c, s>0} %9

Asociamos a los problemas (P) y (D) la siguiente funcién barrera logaritmica primal-

dual:
xTS -
frp (z,85p) := o > log (xs5)
j=1

Para cualquier par de soluciones primal-dual factible tenemos:

zTs =T (c — ATy) =alc— 2T ATy

=cly — (yTAx)T

=cly — (yTb)T
=clx —bly
Entonces,
vl's =cla — by (2.1)

Generando asi, los problemas barreras para el primal y dual
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min cfx — 2%s + MZ?:1 log (w;85), p>0

(Pu)
x eSO

méx bTy + x's — p 377 log (w;s5), p>0

(D)
(y,s) € T°

. 0 0

(P,) es un programa convexo y (D,) es un programa céncavo, como S° X T son
no vacfos, entonces (P,) y (D,) son superconsistentes, por tanto los problemas poseen
solucién dnica. Aplicamos las condiciones de KKT para caracterizar una solucién de (P,)

y (D,). Pero antes, calculemos la funcién lagrangeana de cada uno.

La funcién lagrangeana de (P,):

Lp(z,s;p) = c'w —a"s+p Y _log (z;s;) +y" (Az —b)

J=1

Aplicando las condiciones de KKT:
i) Existencia de y >0

i) y(Az—0b)=0

iii) V,Lp(z,s;u) =0

De (i) y (ii) por ser z viable en (P,), se tiene:
Ar—b=0, >0

De (i),
c—s+puX e+ ATy =0

Siendo X matriz diagonal.
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La funcién lagrangeana de (D)) :

Lp (z,s;p) = by +2ls — ,uZlog (z5s;) — x” (ATy +5—c)
j=1

Y 9Ty — T ATy — s — p Z log (w;5;)

j=1

Aplicando las condiciones de KKT:
i) Existencia de x > 0
i) z(ATy+s—¢c)=0
iii) VLo (z,s1) =0

De (i) y (ii) por ser y viable en (D,,), se tiene:
ATy+s—c=0, s>0

De (iii),
VyLp (z,s; 1) CADPT _GTAT — 0 o Az — b, >0

VsLp (z,s; 1) “ Oy wSle=0 — x=puSle
— Sx = pe
— Xs = e

Obtenemos las condiciones de optimalidad de KKT:

Aly+s—c=0, s>0
(PD) Ar—b=0, >0
Xs—pe=20

El sistema (PD) es el sistema KKT para (P) y (D).
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Donde:

X = diag (z1, %2, ..., Ty)
S = diag (s1,S2, ..., Sn)

e=(1,1,...,1)"

Sea ((x(pu),y(p), s (u)) la solucién del sistema (PD) para cada p > 0. Con éstas variables

se define la Curva Paramétrica (o Trayectoria Central).

C={(x(n),y(p),s(p) / pu>0}

que se encuentra en S° x T,

2.2. Direcciones de Biisqueda
Para resolver (PD) utilizamos el método de Newton.
Dado w = (x,y,s) punto inicial, donde x > 0, s > 0, resolvemos el sistema:
J<F ('Taya‘S))dw: —F(ZE,y, 8) (22)
donde dw = (d,,d,, dS)T direcciones de Newton que son calculados a partir de un
punto inicial w = (z,v, s), tal que (z,y, s) es un punto factible interior Primal-Dual.

Notemos que:

Ar —b A 0 O
F(x7y78) = ATy+S—C - J(F ($ay7 5)) = 0 AT I
Xs— pe S 0 X
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De (2.2),

A 0 O d, Ax —b
0 AT I dy | =—| ATy+s—c
S 0 X ds Xs— pe

Como (z,s) es un par factible interior primal-dual, i.e., z >0, s > 0, y se cumple

Az —b=0

ATy+s—c=0

Luego tenemos el siguiente sistema:

A 0 0 d, 0
0 AT I dy | =— 0
S 0 X ds Xs— e
Los vectores d,, d,, ds satisfacen:
Ad, =0 (1"
(+) ATd, +d; =0 (2"
Sd, + Xdy = pe — Xs (3"

Resolvemos (*’) para obtener las direcciones de bisqueda en el espacio primal y dual
que son denotadas por d, d,, ds.
De (2),
d, = —A"d, (2.3)

En (3'),
Sd, — XA"d, = pe — Xs

Sd, = pe — Xs+ XA"d,
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Multiplicamos por S~! ambos miembros,
dy =S (e — Xs) +S51xA%d,
Multiplicamos por A ambos miembros,

Ad, = AS™! (pe — Xs) + AST'X A4,
0% 451 (ne — Xs) + AST'X A'4,

Entonces,
ASTIX AT, = AST' (X's — pe)
dy = (AST'XAT) " (AST' X5 — AS™ pie)
= — (ASTIXAT) " (pASTle — ASTIX)
= — (AS'XAT) ' (uAS e — AS7LSw
( ) (n )
= — (AST'XAT) T (uAS e — Ax)
de (=) _ (AS_lXAT)f1 (nAS~'e —b)
Luego,
dy = — (AXSTAT) ! (uAS e — b)
En (2.3),

dy = AT (AX ST A7) (AS e — b)

(2.5) en (2.4),

dy = 57" (e — Xs) — STIXAT (AXSTIAT) T (uAS e — b)
—puSle— S5 X5 — STIXAT (AXSTTAT) T (LAS e — b)

-~

ds

=puSte—S71Sr — ST Xd,
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Luego,
dy = pSte —x — S71Xd, (2.7)

De esta manera, de (2.5), (2.6) y (2.7) obtenemos las direcciones de busqueda d,, d,,, d;.

=uS e —x— St Xd,
— (AXST'AT) " (nAS~ e — b)

dy
dy
dy = AT (AXST'AT) " (nAS~ e — b)
2.3. Escalamiento de las Direcciones

Definamos las matrices diagonales a partir de las matrices diagonales X y S:

D:=(XSY)?,  Vi=(XS)

(SIS
—
o
0¢)
~

Escalando las direcciones de busqueda de la siguiente manera:

d, :=D7d, , dy == Dd, (2.9)

Entonces,
Xdy+Sd, = XD d,+SD d,
“LY X (x5 Ed 45 (x5 G,
= X353, + X35%d,
Y2V (x9): (@ +d)
=V (ds +d,)
Luego,

Xd, + Sd, =V (d, + d,)
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Ahora, definamos:

En el espacio escalado, vamos a determinar las direcciones de Newton:

de (2,9)

= (De (1)) Ad,=0 - ADd, =0
= (De (2))  ATd,+d, =0 €29 D(ATd,+d) =0

@O T, 4 d, =0

= (De (3) Xds+ Sd, = pe — Xs

entonces
Xd, + 5d, “L% XD, + sDd,
“LY X (x5 Ed 45 (x5
= S21X7d, + 52X2d,
= (SX)7 (d, + dy)
Xd, + 8d, = (SX)? (d, + dy)
pe — Xs = (SX)% (ds +dy)
ds+d, = (SX)% (ue — Xs)
Pero
L (x5)! (XS)re = vii (XS) e !
u .= — 2 e RN Pa— IUJU/ N o= —u
Vi NG

24
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entonces,

dy+dy = p(SX) 7e—(SX)% Xs
=p(SX) 2e—(SX) 28z
=u(SX) 2e— (SX)_% (SX)e

Sl=

u Tt — (SX)% e

Il
S
= 5
LlH
|
=3

De esta manera, obtenemos en el Espacio Escalado

Las dos primeras ecuaciones muestran que d, y ds pertenecen a los subespacios

— —T . . .
ortogonales N(A) y R(A"), respectivamente. De la ultima ecuacién, llegamos a la
conclusién que d, y d, forman la descomposicién ortogonal de A sobre los subespacios.

Por lo tanto:

SH
8

= VIPye) (vt —u)
= \/EPR(ZT) (u™' —u)

S

Aqui, Pyayz v Pparyz denotan las proyecciones ortogonales de z sobre el espacio

A"
nulo de A 7y el espacio rango de a’ respectivamente. Por lo tanto, tambien tenemos:

[T+ [l = sl = (2.11)
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: y T 2
Los desplazamientos d,, ds, (y d,, también) son cero, si y solo si, [[u™! —u|” =0, es

1

decir z, y, s coincide con el p—centros respectivos. Debido a esto se utiliza ||[u™" — ul|
como la cantidad que mide la cercanfa al par de u—centros.
Asi, definimos
6 (z, syp) = |Ju™" — u| (2.12)

En el método primal-dual se utiliza una medida de proximidad diferente pero estan

estrechamente relacionados, es decir,

U (™ =) = 0w = Uu]

= |[UU e — Uul|
= lle = Uull
donde,
1 1
U:.=—(X95)?
\/ﬁ( )
Pero,
e~ U] _(x5)} = (x8)*
e—Uu|l =|le — — 2 2e
N
=lle——(X9)e
M( )
X (e)
=lle—— e
1
1
= |le — —Xs
1
Entonces,
1
U (™ =) = |le—Uu| = e—;Xs (2.13)

Se prefiere la medida de proximidad tal como se define por (2.12).
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Capitulo 3

Algoritmo Primal-Dual de Paso

Largo

3.1. Introduccion

Dado que cada iteraciéon del algoritmo implica un problema de minimos cuadrado
(que es una operacién tediosa) el procedimiento general es ineficiente, sin embargo es
obligatorio reducir drasticamente el nimero total de iteraciones. Esto es la complejidad
computacional.

La idea detras del algoritmo de paso largo es simple, pero mas profundo para las ac-
tualizaciones del pardmetro de barrera, lo que hace que sean més eficientes. Por supuesto,
después de la actualizacion, la iteracion actual se convierte en el nuevo par central. No
hay garantia de que el paso de Newton asociado haga que la iteracién esté cerca del par
central.

Por otra parte, como un paso Newton completo es casi seguro que conduce a un punto
inviable, y es necesario recurrir a algin tipo de funcién para "Detener, atajar" los pasos.

La funcién de barrera logaritmica primal-dual
R
fep (z, s ) = 7 - Zlog (w;s;)
j=1

es un candidato.

Esta afirmacién se sustenta en una propiedad fundamental de fpp en relaciéon con
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la direccién de bisqueda que se define en el algoritmo primal-dual de paso corto. Esta

direccién de bisqueda resulta ser una direccién de descenso para fpp.

Lema 3.1
(Vaf) o+ (Vof) dy = — |Ju — u||* = =52
donde
xT's n
fi= fop = =7 = 3 log(r;s))
1% =

Demostracion.
Calculemos

S
wazf—X_lezf—x_lz—e—X_le
fu fu fu
_ 151/2)(—1/2)(1/251/2e _ x-1l/2g1/26-1/2 x-1/2,
o
1 - -
— — (xS e— (X5 T (x9) e
i
1
=-Dw—-DWw!
i

(5
1

Obsevacion 3.1

1/2

D= (xs"", v=(X9"%e, u=-——v

3
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T Xe

st:E Sle="_g =0 _g871¢

t t 1
1 1/2g-1/2 g1/2 x1/2 , —1/231/2 y—1/2 o—1/2
= XSG e - g XX S e
1X1/2S 1/2x1/261/2, _ x1/2g-1/2g-1/2x-1/2,
0
1

— (xS Y2 (x8) e — (x5 (x8)7 Ve
L
1 -1

—Dv — Dv
o

o3

_p(¥*, - L
_D(u Vi )
()
1 —1
:ﬁD(u—u )
1 1
— st:ﬁD(u—u )
Luego,
(Vo) de+ (Vof)" ds = %Dl (u— u’l)Td:L’ + %D (u— u’l)Tds
L -\ p-1 L u—uflT S
:ﬁ(u—u ) D da:—l—\/ﬁ( ) Dd
1 -n\T -1
:ﬁ(u—u ) (D d:E—}—DdS)
1 1 —
:ﬁ(u—u ) (dx—l—ds)
1 nT -1_
- ) (V=)
— =) (=)
= =) ()
= - = =
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entonces

(Vo) da+ (Vo f)" ds = —6?

3.2. Variacion de la Funcién Barrera

Para probar la convergencia polinomial del algoritmo, es fundamental que podamos

garantizar una reduccién importante de la funcién barrera en cada iteracion.

Lema 3.2 Sea h un vector en R™ tal que ||h|| < 1. Entonces

> log (1+hi) > e"h+ ||h] +log (1 - [|A])

=1

Demostracion.

Afirmacion

S OInl" < nlf VEeN
=1

En efecto, probaremos por induccién sobre k.

Para k=1

n

D Il <l =

=1

Z h? (cumple)
i=1

Para k=m

Z [hi|™ < ||h]|™ (Hipotesis Inductiva)
i=1

Parak=m+1

Debemos probar
n

Z |hi|m+1 S ||h||m+1

i=1
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En efecto,

D™= Il el < Y 1l IRl = Il Y Tal™
i=1 i=1 i=1 i=1

< [[Alloo [IPI™ (por H.I)
< [AIHRI™ (pues [Pl < [IRI])

< ||

n
N Z|hz|m+1 S ||h||m+1

Por tanto,
> Jhal* < ||n)" Vke N
Sabemos
log (1 — 2) Zkl’ |z| <1
como |h;| < Al <1 i=1,2,...,n
Luego
h?  h3

log (14+h;)=h; — =+ -1 — .
og (1 + hy) 5 T3

—Zlogl—l—h i(hz—%’z—kg—?—...)

n 1 n n hZS h’?
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- " (h} A}
= —eTh+ = HhH Z<§—4,+ )

=1

. h3 h
= —e"h+ = ||h|| st +D

=1 =1

T ||h|| Z +Z‘h‘
—e"h+ ||h||+z|h| Z"”

AFIR
< —e'h+ g ||h|\ +g HhH 0 ||h|| t o

IN

IN

IN

—eTh—||h||+||h||+—||h|| g ||h|| + ||h|| +.

IA

—e'h —log (1 —||All) — [|l|

b < |hil  — Y hi <50 |h
s | <h — —|h)P<hd - =B <|h)?

- =X h <Y
|

Es posible mostrar que existe una longitud de paso a lo largo de la direccién de
buisqueda, que garantiza una minima disminucién de la funcién de barerra por un término
constante que depende de la proximidad de la iteracion actual de la trayectoria central,
pero eso no depende del nimero n de las variables no negativas.

Este argumento se utiliza para limitar el niimero de iteraciones que se requiere para

llegar a un punto cerca de un p-centro dado.

Presentamos a continuacién el algoritmo primal-dual de paso largo.
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3.2.1.

PASO 0.

PASO 1.
PASO 2.
PASO 3.
PASO 4.

PASO 5.

PASO 6.

PASO 7.

3.3.

Tenga

Algoritmo de Paso Largo

€ es un parametro de precisién;
1 — 0 es el factor de reduccién de p, 0 <6 < 1.
¢ es un pardmetro de proximidad (predeterminado £ = %)

(2°,5%) es un par dado de soluciones factibles interiores.

es el valor inicial para el pardmetro de la barrera.

29, 80 10 satisface § (29, 5% p0) < €.

Sea x:=2°, s:=35", p:=pd
Si 2”s < €, entonces parar.
Sea p:=(1—-0)pu

Si d(x,s;p) <&, entonces ir al PASO 2.

Buscar a > 0 tal que

1
f(z+ad,, s+ adg; M)Sf(x,s;u)—ﬁ

Sea r:=x+ad,, s:=s+ ad

Ir al PASO 4.

Lemas importantes

en cuenta la situacién en la que hacemos un movimiento desde x hasta z + ad,

en el xr—espacio y un movimiento desde s hasta s + ads; en el s—espacio, donde

O<axl

En términos generales, a continuacién, nos dice que un tamano de paso « se toma

desde (x

,s) a lo largo de la direccién (d,,ds). La variacién inducida de la funcién de
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barrera para un p fijo, es dado por

Af(a):=f(r+ad,, s+ ads; p)— f(z,s; 1)

— % (z + adw)T (s + ady) — Z log [(:1: + ozdx)j (s + Oéds)j:|

———I—E log (z;s;)
1 T T dx de
== > dy) §:1 l+a—2)s; [14+a—2
(m + o s+a og( < +a$])s]( —I—asj

1

wTs &
- —+ Zlog (x85)
poos

1 - Ao
== |zls+axld,+a dfs —{—angds — Zlog (xjsj (1 + aﬁ) (1 + «
o] ~—~ ~

[L".
0 =1 !

Ts &
- — 4+ E log (x;s;)
T
1 " dr.
== (z"s+azd; + as” Z log (z;s;) E log (1 - oz—J) (1 +a
u = 7
7=1

ZL'TS -
- — + Zlog (CL’ij)
= — d d 1 1 — 1 —
<x o Zog[( e )< +asj>:|

2 Ly

Lema 3.3 Sea 6 :=6(x,s;u) > 0, Entonces

w =\ IX P + 151, > 0

Tomando

se tiene v+ ad, >0 y s+ ads > 0.
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26
Por otra parte, si I' .= ————, FEntonces

6+ A+ 6%
Af(a) < -T+log(1+47)
Demostracién.

Por definicién, la iteracién en x—espacio,

Veamos el siguiente resultado:
r+ad,=Xe+aXX'd, =X (e + OzX_ldx)

como x > 0, s > 0 se mantiene la positividad de la nueva iteracién en el x—espacio,

resultando =% > 0, s~ > 0.

Adems ||d "+ [[ 4] = o " — u]”

entonces

-2 — 12 —
ell” + 1 = ol = wlf

= o = po® (v,s,0) , p>0, 6>0

~ @@ S0~ TA0 y T A0
Siendo D = (XS Y, Dl=(xsH"? - D D'>0

Concluyendo

dy=Dd,>0 y dy=D'd;>0 — d,#0 y d,#0

— w= X+ SR > 0

Veamos que aw <1
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En efecto,

1 1 52 o 52
= ———--m —_— = ——
“Tw (02 +w) 2 +w

pero 62 <8 +w, w>0

52
—  aw = <l — aw<l1

24w

Ahora
aw <1 — oz\/||X—1dgE||2 + 151, < 1
ot (X 5P < 1
= @IX ) + (alls 1)) < 1
— (a||X7d)) + (afls7d])” < 1
Luego,
(@ X7 ])” < (@[ X7 du])* + (al|sd]))" <1
y
(ST < (]| X7 d]])* + (a]|S7Md]])" < 1
entonces
(@ X'l <1y (aflsT])’ <1
aHX_ldzH <1 vy aHS‘ldSH <1
En:

r+ad, =X (e + aX_ldx)
s+ad, =5 (e + OzS_ldS)

Faltarfa ver que, e +aX 'd, >0 A e+ aS'd;>0 pues X >0, S>0
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Pero

. [ dzq dz, 1"
etaX dy=|14a—, ..., 1 +a—
L T T
[ d ds, 1"
e+ aS ld, = 1+ai, s 1+ai]
L S1 Sn
y
o X <1 A alsTd] <1
al| X1, <1 A allS7d) < 1
! !
d i d ]
o T <1 A « 4% <1
€T; Si
! !
dx; dz; ds; ds;
“1<a® L 0<a® 4 A 1< S 0<a®i
Z; €T; S; S;
Entonces
r+ad, >0 , s+ad;>0

Ahora, por demostrar que

20

A < T+log(1+T), donde I'=—"“"
f(a)— Og( ) ondae 5+\/m

Deducimos anteriormente que

Af(a) == («Td, + s7d,) Zlog <1+a (dz), ) (1+ <d8)f)

!

Por Lema 3.2

Af(a) = % (STd, +a"d,) — (€"aX 'd, +log (1 — a || X 'd,||))

— (eTozsflds + log (1 -« HS*IdS”))
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_ ¢
7]
— ("aS™d, +log (1 — a||S7"d4]|))

((Se)T dy + (Xe)T d5> — (eTaX’ldx + log (1 —« HX’ldx”))

entonces
Af (o) = (ae’) ((6 SdgC;e Xd) _ (X 'd, + S_lds)>
—log (1 —al|[X'd,|) —log (1 — a|Sd]))
donde

aw +log (1 — aw) <log (1 — a||[X'd,||) +log (1 — || S7ds]|)
—log (1 -« HX_ldgc”) — log (1 -« HS‘lclS”) < —aw — log (1 — aw)
Luego

el Sd, + eTde)
i

AF () < (ac") (( (X7 s-lds>)

—aw —log (1 — aw)

El coeficiente a en el primer término, el miembro del lado derecho en la iltima de-

sigualdad puede ser identificada como la derivada de f (z + ad,, s+ ads; p) en a = 0.

Esta derivada, sin embargo, es simplemente la derivada direccional de f(z,s: ) en la

direccién (d,,ds) que por el Lema 3.1 es igual a 6.

Asi, se obtiene lo siguiente: recordando que aw < 1

1 1 1
a<— — Sa<di-— —8a>-6—,
w w w

1
I =-0— — I' <6«
w

38



entonces

—ad® — aw —log (1 — aw) < —T'; +log (1 +T')
Af(a) < —ad® —aw —log (1 — aw) < —T1 +log (1 + 1)

Definimos la funcién

F:(-1,4+00) =R / F(I1) =T, +log(1+T)

1 Iy
F'(T')) =—1 = — 1+T7>0
() +1+F1 1+1, +th

» I'; <0 creciente en (—1,0)

» 'y >0 decreciente en (0, +00)

Por otro lado

Afirmacioén:

A ey

En efecto,

Recordemos:
dy := Dd, — d, = D'd, (I)
D= (xs 1" (I1)
d, :=D'd, — d,= Dd, (I11)

XS\ V2 1
U= (—) — (X9)VP=—U! (IV)
I Vi
Veamos
X, = X7'pd, = XTH(xsT)d, = XS,
De (III) De (II)
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— (X9) %4,
= (5X)7'?4d,
1
= —U 4,
VR
De (IV)
Entonces
1 _
X d,=—U"',
\/ﬁ
Ahora
54, = S'Dd, = S (XS*I)_UQES:5'7151/2)(71/233
De (I) De (1)
— g2 x-12g
_ (XS) 1/2d
- Lo,
Vi
De (IV)
Entonces
Sy = #U‘lds
Luego,
1502 2oz Ly 2 1,215 02
178 "+ (|57 = [0 e[+ U™
1 =2 s
;(IIU &I +[lva]?)
1 —1012 (13 112 125 N2
S;(HU 1P (e + o114 ])
1 1 = 112 = 12
S (11" + 11.]*)
1 ,1 2 = 12 - 12
AL 12 (1l + 1d.]”)

X71/2Sfl/2a
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1112

< Ju™ 1% (NHU_I —u||2>
U

< a2 et =l

< a2, 02

Observacion:

Se sabe que

[Az] < [[Al[ =]

(A e A ) e

Ahora, como aw <1 entonces w < |[u|[ 4

1
Ademds Ty = —6%2—
w

ro> 5?2 1) S 20 r
— = =
P et el T e+ VAT o2

— —Ti+log(1+T) <—T +log(1+T)

Por tanto,

Af (o) < —T +1log(1+T)

1
= Corolario 3.1 57 6 > 37 entonces del Lema 3.3, se tiene

1
Af <—-0,0608 < ——
f=-0, - 17

Demostracion.

1
Como 525 — 6>0

Sabemos que Af(a) < —-I'+log(1+7T) ,
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4 2 _
donde T — ) § (V4402 —6)

S+vAtoZ 9
1 17 V17
§>2 — VAFZ> 4 L=Mt
2 1 2
1
— V4462 > —~ Dara valores cercanos 0 = 3

I = 20 > VIT -1 = 0, 390388...
§+ 4+ 02 8

Defino h: (-1, co) = R/ h(I') =T +log(1+7T)

I

= Si >0 — —I'>0 — I'<O0 creciente en (—1, 0)
1+

—I

» Si 1+F<0 — —I'<0 — I'>0 decreciente en (0, +00)

V1T —

Como

=0,390388.. > 0

VIT—1
8

1
— —I'+log(1+1) §h< )%—0,006... §—1—7

1
=T +log(14T)<-0,006... < —
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1

Lema 3.4 Si §:6(z,s;p) < E ,

entonces

fxsip) = fe(p),s(p);p) < —o—log(l—o)

donde o := g ((5 + V4 + 52)
Demostracion.
F s = () s ()5 0) = =2 = D lo aysy) = = (MZL 20 5 g (G (), (5 1), )

=
— % —n — (Z IOg (I‘ij) - Zlog (M))
_ % —n— (Z (log (z;s;) — log (u)))

Por otro lado notemos que

Ts=el'Sr=e"Xs
e =n

Xs
Denotemos h= — —e¢

i

Afirmacién 1: Al <1
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En efecto,

X
I = |5 = e = o 0=l < g0 =)
< ull o [Ju —u™? por obs (1): [[U] = [[ull,
< ull 0 (II)
Afirmacién 2:
lull, 6 < g (6+v1+2)

En efecto,

1

Sabemos que |u;' —u;| < [Ju™' —u| paracada i=1,2,..,n

1

Como 0 (z,s;u) = [[u™" — ull
entonces }u;l - ul| <94
— —<u'—u; <6 (3.1)
<X8)1/2

Por definicién, u = , como >0, s>0 —u; >0

N

En (3.1), multiplicamos por u; ambos miembros

—u;6 <1 —u? < ud

u?—éui—lg()gu?jtéui—l
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pero

A
Us; 5 = U; 5
y
4_|_§ — ._|_§ ._|_§>O
Uit 5| = uit g, pues u+ o
En (3.2),
1) 02+4 )
_ 2 < <+ = .
A R (3.3)
De (3.3),
) 02 +4 02 +4
_ < < Z
Wiy =" I
) 02 4+14
< "
De (3.3),
2 2
FEA_ 0 VEEL 8
2 2 2 2
—0 0244
LY 2 -
De (3.4) y (3.5)
—0+Vo2+4 O ++02+4
— <y < (3.6)
2 2
Luego,
, d++02+4
max |u;| < ————
1<i<n 2
—_———
0+ V0% +4
Jull, < S
Entonces
)
lullod < 5 (5 + Vo2t 4) (3.7)

con esto queda probado la afirmacion 2.
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Por otra parte, en (3.6)

2 2
- = <yt
1V A T o4

VI 4V

2 (2

Luego,

Por otro lado, como

1
f<— — 0<§<=

/2 =955

1 9 3
2r4<-44=2 Va4 02 < —
— 0"+ <5t 5 +9 <\/§

De (II) y afirmacién 2,

||h||§g<5+\/m>
< (54 VIR

entonces,

1pl <1

Con esto queda probado la afirmacién 1.
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Ahora, de (I),

fla,sip) = f((p),s(p)ip) =e"h—Y log(1+ hy)

j=1

por lema (3.2) < e'h—e"h —|h| —log (1 — ||A])

< —|[[h]l —log (1 — ||A[]) (3.8)
X
Pero sabemos que h = 25 e
entonces
hl xlsl/u 1 LIZ‘181//L —1
ho B ToSa/ B I ToSo/p— 1
hy, TpSn/ 1 TpSp /it — 1
entonces
hj="% 1 Yj=12...n
0
— hj +1= L35
1

Por otro lado, si

Definimos F':(0,1) — R / F(x) = —z —log(1l — x)

Fl(z)=—-1+ =

xz

s Si >0 — x>0

1—=x

Entonces F(x) es creciente.

xz

» Si

<0 — x<0 (perono esta definida en el dominio)

1—=x

. F(x) es creciente en (0,1)
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Asf mismo de afirmacién 1 y (II) se tiene

I < o8 < 5

=0

5 <5+\/52+4>
2

entonces
Al <o
Luego,
F(||n]]) < F (o)
—[[h]l = log (1 — [[A]]) < —o —log (1 — o)
En (3.8)

fxsip) = fe(p),s(p);p) < —o—log(l—o)

1
Corolario 3.2 Si 0 (z,s;u) < 3 Entonces,

fasip) — fx(p),s(p);p) §0,4674<%

Demostracion.
Por lema 3.4
f(zsip) = fa(p),s(p);p) < —o—log(l—o)
donde o = g (6 + V4 +62)

Defininos F':(0,1) — R / F(z) = —z —log(1l — )

Fl(z)=-1+ =

= Si F'(x) <0 %%<0 — <0
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Entonces F'(x) es decreciente.
. x
= Si F'(x) >0 —>1—>0 — >0
-

Entonces F(x) es creciente.

Como § <

1(1 1 14+ v17
— o< - =-+/4+-| = il ~ 0,640388...
4\ 2 4
1++vV1
—>F(O‘)§F< +8 7)

— —o—log(l—o0) <%
Fsm) = ()0 m) <
|
Lema 3.5 Sea put :=(1—0)pu. Entonces
S @), s(p);m)— f(x(ph),s(ph);n') =nlog(l—0)

Demostracién.

_ - fon o @) s
£ ) ) ) = () 5 () ) = S0 > tog (@ (), (s (), )

pr =
n + n
=5 =D log () = £+ D log ()
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=n—nlogu—mn+logu®
=nlogp™ —nlog i

=n (log ™ — log )

Jr
= nlog (,u_>
I

=nlog (1 —0)

Lema 3.6 Supongamos que (x,s) es un par de soluciones factibles primal-dual tal que

1
d:=0d(x,s;u) < —. Entonces

V2

T
TS5 oy vn
i
Demostracién.
Sea
z''s e Xs . <Xs ) ’
— —n|= —n|=le [— —e
p 7 p
X
< le]] ‘ (—S — e> H (Cauchy Schwarz)
o
< el 1 (por lema 3.4)
</n
pero
T T
f 7
xl's xl's

— — —n<+yn - — <n++n
[ [

20



Capitulo 4

Analisis de Convergencia

Lema 4.1 Si k es el menor entero tal que

1 2n4°
k2—10g< nu)
0 €

después de k iteraciones exteriores como mdximo, el algoritmo primal-dual del paso

largo, se detiene y se obtiene el par (x,s) factible interior primal-dual que satisface

rs<e

Demostracion.
Sea k el nimero de iteraciones exteriores. Entonces al actualizar k-veces el pardmetro

de barrera, del lema (3.5) se obtiene lo siguiente

pe = (1= 0)
=(1—=0)(1=0) p—2

—(1—0)(1—6)...(1—0)uo

N

vV
k—wveces

— = (1= 0)" o (4.1)
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Ademis en k-iteraciones exteriores, se tiene (xk, sk ) el par factible interior primal-dual.

Luego, por lema 3.6

(+)" (")

—k<n—|—\/ﬁ
1%

<n+n=2n
Entonces

(:vk)Tsk < 2np”

<2n(1—0)" o por (4.1)
Aplicando logaritmo en ambos miembros

log ((xk)T sk> < log (2n (1—6)F ,u0>

= log (2n410) + log (1 — 6)"

—log (1 — 0)" < log (2np0) — log ((CBk)T sk)

—klog(1—0) <log ( 2njto > (4.2)

(ah)7 st

Utilizando 6 < —log(1—19) , 0<f<1
En (4.2)

2
ko < log( il ) (4.3)

(a*)" "

(Hip Aux) supongamos que (a:k)T sk > ¢
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Aplicando logaritmo a ambos miembros

(xk)T sk> < —loge

log (2np) — log (mk)Tsk) < log (2nuo) — loge

g ((ﬁ;&) <o (200) m

—log

/N 77 N 7 N

De (4.3) v (4.4)

por tanto,

Lema 4.2 FEl niumero de iteraciones interiores en una iteracion exterior estd limitada por

n?+0y/n 1
17 (—1_0 +§)

Demostracion.

Sea (2%, 5%) el punto inicial en el algoritmo del paso largo en las iteraciones internas

) (:L’O, Y, uo) <=, u>0 (PASO 0)

DO | —

Entonces

pt=01-0)pu (PASO 3)
(valor actualizado del pardmetro de barrera)
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Ahora la siguiente iteracién interna serd tomado con respecto ™.
Supongamos que k iteraciones internas se han realizado sin actualizar u™.
Entonces

5($j,sj,,u+)> , Vji<k

N | —

Por el corolario 3.1

f (:Ek’sk,u—i—) _f (I,k—l’sk—luu-i-) < _1_17
f (561,81,/1,+) - f (xojso’qu) < _1_17
sumando se tiene
f (ZL‘k,Sk,[L+) _ f <$O,SO,ILL+) < _%
f (moas(]?/fr) - f (xkﬂgka/JJJF) 2 % (45)
Ademis
Fat st ut) = f (e (uf) s (1) s 7)
—f (st ) < = f (w (w7) 5 (07) 507)
de (4.5)
% < f (‘T07307ﬂ+) - f ($ 7Sk>ﬂ+) < f (xO,SO,M+) - f (Z’ (,u—‘r) ) S (ILLJ’_) 7:u+)
Luego
k<17 (f (2% 8" ut) = f (2 (u7) s (7)) (4.6)

o4



Pero

Debemos acotar f (%, 8%, ji*) — f (x (u*) 5 (1) , 1*) |
entonces acotaremos A, By C.

Veamos A:

F (a0 80 0t) = f (2080, ) = (:UO)T 0 - znzlog <('T0)j (80)j>
(

Observacion: pt = (1—0)pu, (a8 p) <

Veamos B:

Como 6 (2% 8% u) <

N

(por lema 3.6)



Veamos C:

Como p* = (1—6), entonces por corolario 3.5

f(p),s(),p) —f(z(p"),s(h),pnt) =nlog(l—0) (4.7)

Utilizando # < —log(1—6), 0<6#<1
En (4.7)

Reemplazando las cotas superiores de A, By C en (4.6), se tiene

< NV
k;_l?( 1- 0 —i—2 On

entonces

Teorema 4.1 Si ¢ tiene el valor predeterminado, entonces el nimero total de iteraciones

interiores en el algoritmo de largo paso estd limitada por

On++/n 1 2n4°
17(—1_0 +%)log( 8

La salida del algoritmo es un par factible primal-dual (x,s) tal que z's < e.

Demostracion.

Por el lema 4.1, el algoritmo de paso largo tiene a lo méas

1 20\ : :
3 log - lteraclones exteriores
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Por otra parte, del lema 4.2, se tiene

17 Oy/n+60%*n 1
1-0 2

+ —) 1teraciones interiores en una iteracion exterior

Entonces, el total de iteraciones es

Oy/n+6°n 1\ (1 2n 10
(M) (e (1))

donde (z,s) es par factible primal-dual tal que z7s < e.
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Capitulo 5

Conclusiones

Al final del trabajo podemos arribar a las siguientes conclusiones:

» E] algoritmo de Paso Largo genera iteraciones (:1:"3, T sk) estrictamente factible, y
que en un primer momento no se garantiza que esté lo suficientemente cerca del par

central.

= En cada iteracion, el algoritmo usa dos direcciones d, y ds que resultan ser la

descomposicién ortogonal del espacio de A.

= Se utiliza una medida de proximidad del tipo 6 (x, s, ) := ||[u™! — u|| en lugar de
1
una norma cldsica |le — —Xs||.
I

= Al Algoritmo de Paso Largo que implemente el método tiene un comportamiento

Polinomial.

o8
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