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RESUMEN

EXISTENCIA, UNICIDAD Y REGULARIDAD DE SOLUCION DE UNA
ECUACION HIPERBOLICA LINEAL
CON TERMINO DISIPATIVO FRICCIONAL

FREDDY PABLO CASTRO VICENTE

DICIEMBRE - 2009

Orientador: Dr. Alfonso Pérez Salvatierra.

Titulo obtenido: Licenciado en Matematica.

En este trabajo estudiamos la existencia, unicidad y regularidad de solucion de
una ecuacion hiperbolica lineal, por medio del método Faedo - Galerkin desigualdades
integrales de Gronwall, teorema de Aubin - Lions, inmersiones de los espacios se
Sobolev, etc.
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Capitulo 1

Preeliminares

1.1. Desigualdades importantes

LEMA 1 (DESIGUALDAD DE GRONWALL) Sea f continua y no negativa en [0,a] y K,M
constantes positivas. Si se satisface que:

¢
() < K+M/ f(s)ds, Vte (0,d]
0
entonces f(t) < KeM', ¥t € (0,a]. En particular: si K = 0 entonces f(t) = 0.

Demostracion:
Sea U(t) = K+M fot f(s)ds, y observe que U(0) = K. entonces f(t) < U(t) por hipotesis,

y, por el teorema fundamental de cdlculo, nosotros obtenemos.
U'(t)=Mft) < MU(l) 0<t<a

Nosotros multiplicamos esta desiqualdad por e ™M* y aplicamos la identidad

’

U (t)e™ — MU(t)e ™ = (U(t)e ™) <0

para obtener:
d

o [U(t)e ™) <0

Integrando de 0 a t tenemos:
Ut)e ™ —U(0)<0
y desde que f(t) < U(t) y U(0) = K,
fO)<U@M) <KeM  (0<t<a)

que es la desigualdad deseada.



LEMA 2 ( DESIGUALDAD DE YOUNG ) Sil < p,q < +00 son conjugadas entonces:

adrpi< 1% a0
P q

Demost.
Primero probaremos lo siguiente; si a,b > 0y 0 <t < 1, se cumple:

a'b' Tt <at+b(1 -1t

Consideremos en primer lugar, 0 < a < b
Observe que:

b
ad b <at+b(1—t) & a7 <t+—(1-1t)

a
b\ b b
& = <t+-(1—1t)con—>1
a a a

Definimos:
¢ :[1,400) — R tal que ¢(z) =t +2(1 —t) — 2"

donde t € (0, 1)(fijo)

= ¢'(x) >0V > 1
= 0=¢(1)<d(x)=t+z(l—t)—2'"

Por lo tanto 17t <t +x(1 — t); Vo > 1
Tomando z = g > 1, la desigualdad, se sigue.

En el caso que 0 < b < a; como 1 —¢ € (0, 1). usando la parte anterior (para 1-t en vez
de t) b'~t.at < b(1 —t) + at.

Ahora demostraremos la desigualdad de Young; si a = 0 6 b = 0 la desigualdad es obvia,
trabajaremos en el caso a > 0y b > 0. como 1 < p < 400 = 0 < % < 1, de la prueba
anterior obtenemos:

a/P pivr < ¢ +b <1 — 1)
p p



TEOREMA 1 ( DESIGUALDAD DE CAUCHY - SCHWARZ) Sea X un espacio vectorial con
producto interno y sean x,y € X. Entonces

|z, y)] <l |yl
teniendo la igualdad si y solo st x e y son linealmente dependientes.

Demost. Ver [7]

1.2. Convergencia débil y débil estrella

DEFINICION 1 (CONVERGENCIA DEBIL) Una sucesion (u,) es un espacio normado X,
converge débilmente si 3u € X tal que para cada f € X' f(u,) — f(u)

En notacién moderna:
Uy = u s (fun) = (fu) VfeX

DEFINICION 2 (CONVERGENCIA FUERTE) Una sucesion (u,,) en un espacio normado X,
converge fuerte si existe u € X tal que tal que ||u, —u|| — 0

Notacién:
un, — u fuerte & ||u, —ul|x — 0

DEFINICION 3 (CONVERGENCIA DEBIL *) Sea (u,,) una sucesion de funcionales lineales
acotadas en un e. normado X diremos que:

U — U < (um,w>X/7X — (u,w}X/,XVw e X
PROPOSICION 1 Sea (f,) una sucesion de E'. Se verifica
= Si f, — f fuertemente, entonces f, — f en o(E ,E")

2 Sif,—~feno(EE"), f > feno(E E)

Demost. Ver [2]



1.3. Espacios de Hilbert y L”

DEFINICION 4 ( EspAcio DE HILBERT) Sea X un espacio vectorial con producto inter-
no, si X es completo con respecto a la metrica inducida por el producto interno, diremos
entonces que X es un espacto de Hilbert.

Observacién:en un espacio de Hilbert toda sucesién acotada posee una subsucesion débil-
mente convergente.

DEFINICION 5 M: Coleccion de todos los subconjuntos medibles en R™ .
DEFINICION 6 M(Q): Coleccion de todas las funciones medibles sobre €.

DEFINICION 7 ( LOs ESPACIOS LP) Sea 2 € M y p > 1 denotaremos por LP(QY) al
conjunto de todos las funciones f € M(Q) talque |f|P € L(Q2) es decir

v@) = {7 e Mm@ [ 177 < oo}

Si f € LP(Q) entonces denotaremos

i1, = ([ |f|p)1/p

DEFINICION 8 (ESPACIO L) Sea Q € M, decimos que la funcion f € M(Q) es esen-
cialmente acotada sss 3C = C(f) > 0 tal que |f(z)] < C ctp Q.

Obs.: L'(Q) = L(Q)

Denotaremos por L>(£2) al conjunto de todas las f € M(Q) que son esencialmente

acotadas. Si f € L>(2), entonces

[flle = inf{C>0:|f(z)| <C ctp. Q}
= sup.ess{|f(z)|:z € Q}



Nota. Si f € L*°, entonces

|f(@)] < ||fllze<, c.t.p. en Q.

En efecto, existe una sucesién C,, tal que C,, — ||f||z> v para cada n, |f(z)| < C, c.t.p.
en Q. Asi, |f(z)| < C, para todo x € Q — E,, con F,, de medida cero.

Se pone E = U E,, de forma que E es de medida cero y se tiene |f(z)| < C, para todo

n y para todo x € Q1 — E. En consecuencia |f(x)| < || f||z~, para todo x € Q — E.

Notacién. Sea 1 < p < oo; se designa por p el exponente conjugado de p | i.e.

1 1
S+ =1
p p

TEOREMA 2 ( DESIGUALDAD DE HOLDER ) Sean p,q € [1,00]. conjugadas y 2 € M.

Si f € LP(Q) y g € LYQ) entonces f.g € L'(Q) y [|If.gll, < IIf],-llgll,

Nota. Es conveniente retener una consecuencia muy util de la desigualdad de Holder:
Sean f1, fa, ..., fr funciones tales que

1 1 1 1
fiel”(Q) 1<i<kcon-=—+—+.+—<1
p b1 b2 Pk

Entonces el producto f = fi fo... fx pertenece a LP(Q2) y

[z < [Lfcllzon [ frl 2oz | fil [ e

En particular, si f € LP(Q) N L£Y(Q) con 1 < p < q < oo, entonces f € L"(Q) para todo
p <r < q y se verifica la desigualdad de interpolacién
a 11—«

1
fllor < IFIS ALY donde = = — + 0<a<l1
1z < AT 11 =T ( )

COROLARIO 1 Sea f,g € L*(Q) entonces fg € LY(Q) y

[ira<(] \f!Q)m (f \9\2)1/2

Desigualdad de Cauchy - Schwarz

TEOREMA 3 (DESIGUALDAD DE MINKOWSKY) Sil < p < ooy f,g € LP(Q) entonces
f+gelr(Q)y

1+ gll < {[£ll» + llgll»



TEOREMA 4 LP es un espacio vectorial y ||.||z, es una norma para todo 1 < p < oo.
Demostracién: [2]

TEOREMA 5 LP es un espacio de Banach para todo 1 < p < o0.

Demostracién: [2]

TEOREMA 6 (TEOREMA DE REPRESENTACION DE RIEZ) Sea 1 < p < 00 y sea ¢ €

LP) . Entonces existe u € Lp, unico tal que
q

.= [us vier
Ademds se verifica

lull L = llll Loy

Nota. el teorema es muy importante. expresa que toda forma lineal continua sobre LP con
1 < p < o0 se representa por medio de una funcion de I’ La aplicacion ¢ — u es un
operador lineal isométrico y sobreyectivo que permite identificar el dual de LP con ¥ . En
lo que sigue, se hard sistemdticamente la identificacion

(L) =1
Demost.: Ver [2]

TEOREMA 7 (Fubini) Si f € L(R™) entonces f, € L(R™?) ctp R™ f, € LR™) ctp

S
y =] ( [ )= [ ( [ reats ) dy

donde mq, ms € Zt con my +my = n.

Demostracién: Ver [§]

1.4. Espacio de Funciones de Prueba o Test

Notaciones previas:
Dado a = (ay, g, ..., a) €Ny 2 = (21, 29, ..., 2,) € K" (K=R 6 C)
definiremos:

la] = a1 +as+ ... + ay;
2% = M
al = olas!...ap!

7



Por D representaremos al operador derivaciéon de orden « dado por,

olel

= Qa1 nos
Oz, O3 ...09m

Da
y sia=(0,0,...,0) se define D% = u, Vu.
Em:u:QCR*—-Rn=3a=(21,3)eN |a|=2+1+3=6

9%u

Do = 2t
b 023079073

Por Di:£ ,i1=1,2,...n

7

Ejm.: i = 3, Dsu = -2

Oxs

Si a0 e N" seescribird que f < asiysélosi, 3, <a;;1=1,2,...,n

Regla de Leibniz Sea u, v : {2 — K suficientemente derivables, entonces

D% (uv) = Z 6!(@&—15)! (D%u) (D> o) = Z (%) DPuD* Py

BLa B<a

Observacion: (g) = %, a> 0. a,3eN

DEFINICION 9 (Soporte de una funcién) Sean 2 C R" un dominio y u : Q — K una
funcion, se define el soporte de u por;

Q
sop(u) = {z € Q/u(x) # 0}
DEFINICION 10 Siu: R™ — K entonces se define la funcion traslacion ;
Uz R™ — K tal que © — ugy(x) = u(z — x0)

Proposicién. Sean u,v : 2 — K, funciones, A € K,\ # 0 entonces se tiene las siguientes
propiedades:

sop(u+v) C sop(u) U sop(v)
sop(uv) C  sop(u) N sop(v)
sop(Au) sop(u)
sop(uz,) = xo+ sop(u), 1ug, funcién traslacién

8



Sean u,v : R" — R, se define la convoluciéon de u y v por,

(s @) = [ o= ypody = [ ulwele - iy

Observacioén:
= sop(u) es el menor cerrado de €2 fuera del cual u = 0, en el sentido siguiente:

(a) sop(u) es un cerrado de Q y u =0 en 2 — sop(u)
(b) si F'es cerrado de Q y u =0 en Q — F, entonces sop(u) C F

= Si K es compacto y F' es cerrado = K + F' es cerrado.

Proposicién. Si u 6 v tiene soporte compacto, entonces

sop(u *v) C sop(u) + sop(v)

Demost.: Ver [9]
Ejemplo de funcién prueba: Sea ¢ : R" — R definido por

B ea:p(ﬁ) silz|| <1
ple) = { 0 i ||z > 1

donde ||z|* = Z z7 (norma euclidiana de R™)
i=1
Sea ) C R™ abierto se define,
C3e () = C(Q) es el conjunto de las funciones u : 2 — K tq. sop(u) es compacto en §2
y con derivada parcial continua de todos los ordenes.
A los elementos de C§°(£2) se denomina funciones de prueba o tests.

DEFINICION 11 (SUCESION REGULARIZANTE) La sucesion (pm) C C§°(R™) se dice que
es una sucesion reqularizante, si satisface las siguientes propiedades.

(1) pm >0, ¥m
(2) sop(pm) C B(0, )
(3) [on pm(x)dz =1, Vm

Nota. [g, pm(x)de = f\\xllﬁi pm(x)dr =1



Daremos una topologia de limite inductivo en C§°(€2).Sea {¢,} C C§°(€2) una sucesién ,
diremos que, @, — 0, si

» JK compacto fijo tq. sop(p,) C K, Vu
» Yoo € N* | D%, — 0 uniformemente en K
Con esta convergencia dada en C§°(£2), definimos
D(€) = (57 (€), =)
El espacio de funciones test o de prueba con la topologia limite inductivo.

DEFINICION 12 Sea u : Q C R™ — R, integrable a lebesque definida en €2, tal que para
cada compacto K C )

/K lu(z)|dz < o0

Diremos que u es localmente integrable y escribiremos

Ll

loc

Q) = {u 1 — R med. /QCR" /\/ lu(z)|dx < 00, VK C Q cpto.}
K
Para 1 < p < +o0 se define,

Lp

loc

(Q) = {u : Q2 — R/ u medible ,/ |u(z)[Pdr < oo, VK compacto C Q}
K

Es inmediato comprobar que:

LP

loc

(Q) C L, (), 1<p<+o0

y en particular: LP(Q) C L}, (2); 1 < p < +o0 Por tanto Lj, () es uno de los mayores
espacios de funciones del andlisis. Ademdas Cy(Q2) y C5°(€2) son densos en LP()) para

1 <p<+ooy Co(R") y C5°(R™) son densos en LP(R")
Proposicién (Lema de Dubois Raymond) Sea u € Lj,.(Q) tq. [,u(z)p(z)dz = 0,

loc
Vo € C5°(Q2). entonces u = 0 c.s. en .
Demostracién: Ver[9]
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1.5. Distribuciones sobre () y Derivadas
Sea T : D(2) — K una forma lineal, diremos que:

1. T es continua (en el sentido de convergencia en D({2)) si, V(p,) C D(Q2) tq. ¢, — 0
entonces, (T, ¢,) — 0 en R.

Observacién: (T, p,) =T(p,)

2. T es una distribucién sobre 2 si, T es lineal y continua en D(€2).
Al espacio de las distribuciones se le denota por,
D'(Q) ={T : D(Q) — R/ T es una distribucién sobre Q}

Ejm.: Sea u € L, .(Q), definamos la forma lineal T, : D(Q) — K definida por,

loc

(Tug) = | u@pla)dz; Vo e D)
Es fécil verificar que T, € D' (Q)

Observaciéon: Del lema de Du Bois Raymond, se tiene que para cada u : 2 — K |
u € L},.(Q) ; T, estd univocamente determinado por u sobre €, c.s., esto es la aplicaidn;

T:LL,(Q) — D(Q) tq u— T, es inyectiva.
Es més, se puede probar que es una inmersién continua i.e L} (Q) < D'(Q)

La derivada distribucional(o derivada en el sentido de las distribuciones)
Sea T € D'(Q) A o € N*, se define la derivada de T de orden o por:

<DaT7 30> = (_1)|a\ <T7 Da90> ,VQO S D(Q)

La aplicacién del operador, D® : D'(Q) — D'(Q) tal que T — DT es lineal y continua
en el sentido de D' ()

Observacién: La derivada de una funcién integrable en €2, no necesariamente es en general
una funcién localmente integrable en €.

Lo que motivara la definicién de una clase significante de los espacios de Banach de
funciones, conocidos como los espacios de Sobolev.

11



1.6. El espacio de Sobolev y algunas propiedades

Sabemos que no toda distribucién en §2 proviene de una funcién de L}, (). Ahora estamos
interesados en funciones u € L?(Q2), tal que su derivasa en el sentido distribucional D*u
(que es una distribucién) provenga de alguna funcién u, € L*(€2), mas precisamente, que
exista u, € L?(2) talque,

<Dau’ 30> = <u0¢7 ‘20> , Vpe D(Q)
esto es,
(=D {u, D) = (ua, o)

multiplicando ambos lados por (—1) resulta,

/ u(2) D% (x)dz = (~1)° (g, o)
Q

Ahora bien, sea €2 un abierto de R", 1 < p < oo, se define un nuevo espacio denominado
espacio de Sobolev representado por W™? y definido por

WmP(Q) ={u € LP(Q)/D € LP(Q),V|a| < m}
Observacion:

= WW™P(Q) es un espacio vectorial.

= D% u son derivadas en el sentido de las distribuciones.

Para cada u € W™P(Q) se define la norma de u por,

lull, = 3 [ Do) da

la|<m

Proposicién.El espacio de Sobolev W"™?(Q) es de Banach.
Demostracién:ver [9]

12



Observacion:

= En el caso particular cuando p = 2 se tiene:
WmA(Q) = H™(Q)
» El espacio H™(f2) es un espacio de Hilbert con el producto escalar,

(U, V) = Z (D%, D) 2y, Yu,v € H™(Q)

la|<m

El espacio W;""(Q)
Cuando m = 0, se tiene que WP(Q2) = LP(Q2) y de resultado conocido sabemos que D({2)
es denso en LP(2), mas no es verdadero que D(f2) es denso en W™P?(Q),para m > 1, como
veremos posteriormente.
Motivado por esta razén, definiremos el espacio Wy""(Q) por

W@ =@

Cuando p=2 se escribe H*(Q) = W7?(Q).
Los espacios W~"?(()

Sea1§p<+oo,q>1talque%—l—%:lsedeﬁne

w=m(Q) = (Wom’p(Q))/ dual topolégico, si p=2 se tiene
W=m(Q) = Hg'(Q)

1.7. Espacios de Bochner
Sea X es un espacio de Banach. Consideremos la aplicacién
1[0, 7] = X tq. t — u(t)
extenderemos la nocién de medibilidad, integrabilidad y diferenciabilidad débil.

DEFINICION 13 Una funcion s : [0,T] — X es llamado simple si tiene la forma:

s(t) = Z g (t)u;

con conguntos medibles Lebesque E; C [0,T] y u; € X

13



DEFINICION 14 La funcion f : [0,T] — X es llamado fuertemente medible si existe
funciones simples Sy : [0,T] — X tq. Si(t) — f(t), c.s. en [0,T].

DEFINICION 15 (BOCHNER INTEGRABLE)

» Para una funcién simple s(t) = > ", I, (t)u; definimos la integral

/0 s(t)dt = Zuzu(Ez)

» diremos que f : [0,7] — X es Bochner - integrable 6 integrable en el sentido de
Bochner, si existe una sucesién (Sy) de funciones simples tal que

Sk(t) — f(t) C.S.y

T
/ Is6(t) = £(8)||xdt — 0 cuando k — +o0
0

= Si f es de Bochner - Integrable definimos

T T
/ f)dt = limkﬁoo/ Sy.(t)dt
0 0

TEOREMA 8 (CARACTERIZACION DE LAS FUNCIONES BOCHNER - INTEGRABLE) Una fun-
cion fuertemente medible f : [0,T] — X es Bochner - Integrable si y sdlo si,

0,T] = R tq. t — || f(t)]|x
es lebesgue integrable z'.e.fOT | f(@®)|lxdt < 400

En este caso se tiene:

H / F(t)dt]x < / £ xt

Ademsds Vu' € X' la funcién t — (v, f(t)) «' x ©s integrable con

<u’,/OT f(t)dt>x/,x = /OT <u/,f(t)>X/7X dt

Nota: Del teorema precedente, diremos que: u : [0,7] — X es integrable en el sentido
de Bochner en [0, 77, si u es medible y la funcién numérica t — ||u(t)||x es integrable a
Lebesgue en [0, T7.

14



En este caso, la integral de Bochner de u es el vector de X ,denotado por fOT u(t)dt € X
y caracterizado por

T T
<f,/0 u(t)dt>X/’X:/O (foult)y ydi, VfeX

Esto motiva las siguientes definiciones de espacios de Banach a valores en espacios de
Lebesgue.
Definiciones:

= Sea X un espacio de Banach separable.Definiremos los espacios:

T
LP(0,T;X) = {u :[0,T] — X fuertemente medible // llu(®)|5 < oo}
0

para 1 < p < 0. se definen en LP(0,7; X) la norma,

T 1/p
P ( / ||u<t>||§dt)
0

en consecuencia (LP(0,T; X), ||| Lr(o.7:x)) es un espacio de Banach.

cuando p = 2, X es un espacio de Hilbert, entonces L?(0,T; X) es un espacio de
Hilbert, con producto interno

(U,U)L2(0,T;X) :/0 (u(t),v(t))x dt

Observamos que t — (u(t),v(t))y es integrable en [0,7] Vu,v € L*(0,T; X) pues
[(u(t), v(®)|x < llu®)llxllv(@)llx € L'(0,T)

» Con
L0, T; X) ={u=1[0,T] — X fuertemente medible /supess {||u(t)||x/t € [0,T]} < oo}

definimos una norma en L*(0,7; X) por

|ul| Lo (0,7,x) = supessieio.r||lu(t)]]

(L>(0,T; X); ||-|lL=(0,r;x)) €s un espacio de Banach.

15



Si 1 < p < oo, entonces el dual topolégico de LP(0,T;X) se identifica con el dual

topoldgico v (0,7;X"). Se demuestra tambien que si X fuera reflexivo (resp. separa-
ble) entonces LP(0,7; X) es reflexivo (resp. separable) con esta identificacion, tenemos

para f € Lp/(O,T;X/), ue LP(0,T;X)

T
<f7 u>Lp/ 0,7:X"),LP(0,T;X) = /0 <f(t)7 u(t»X/,X dt

Dado u € LP(0,T; X), definimos

(Tu, ) = / u(t)p(t)dt, o € D(0,T)

donde la integral es entendida como una integral de Bochner en X.Resulta de lo anterior
que:

T T
(Tuon)| < / ()1l ()]t < supepilion(®) / () xdt

De esto deducimos que si ¢, — 0 en D(0,T), entonces (T}, p,) — 0 en R, de modo
T, € L(D(0,T); X) = D'(0,T; X)

El espacio D'(O7 T; X) es denominado espacio de las distribuciones vectoriales con valores
en X, definidas sobre [0, 7).

TEOREMA 9 (Desigualdad de Poincaré) Sea Q@ C R™ un dominio acotado en una
direccidn, entonces existe una constante Cp, > 0 tal que |u[, < Cy |Vulps ), Yu € H} ().
La constante C, es denominada la constante de Poincaré.

Demostracién.

Siendo v € HJ(Q), existe una sucesion (¢, ),en de funciones de D(Q) tal que ¢, — v en
H}(Q),es decir,

o, ov

Oy = VY en L3(Q), i=1,2,...n.

Como (2 es acotado, existe a,b € R tales que

a < projr <b, Vre

donde projx es la proyeccion de x sobre el eje coordenado z1, y ¢, (a, xa, ..., x,) = 0, Vv.
. /
Tenemos, usando la notacién z = (xa, ..., x,):

, 1 0y,
SOV(xlﬁ x ) - axl

(&,2)d¢

a
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De la desigualdad de Schwarz, se sigue:
2

’ o 8 v ’
oo )P < b-a) [ |Z2060)) de
a I
Aplicando el Teorema de Fubini resulta:
9 10p, NE
@l < G-a) [ [ |32 dear
Q QJa L1
< (b—a)2/ %x)zd:z;
B Q aZL'l
Por tanto,
5 9 1/2
Pv
loulr2@) < (b—a) )
. ; Oy iag)

la desigualdad se sigue usando las convergencias anteriores.
Observacién: Como consecuencia de esta desigualdad, se considera la norma de Hj,
esto es, si v € H}(Q), se tiene :
2 2 2 2
[Vl 5@ = [V12i) + VVl120) = [VUlT2(0)
De la desigualdad de Poincaré, se obtiene:
[0l g1 () < (1 +¢) [V
se concluye que en Hg(€2), las normas [|[v|| ;1) ¥ [V0|12(0) son equivalentes.

LEMA 3 En U un abierto acotado de R} x Ry,sean g, y g funciones de L*(U) con 1 <
s < 400, |g, L) < C yg,— g enctp. en U entonces g, — g débilmente en L*(U)

Demostracién. ver [4] Sea N € N,
Ey={z/ x€U tal quel|g,(z) —g(z)| <1,u> N}
Los conjuntos En son conjuntos medibles, crecientes sobre N y
m(Ey) — m(U) cuando N — +oo
donde m(A) es la medida de A.

Ast, definimos
1 1
Oy = {\I/ € L"(U) tal que — 4+ — =1 y soporte de ¥ C EN}
roos

y denotamos por:

o = U Oy, esto es denso en L'(U)

N=1

17



Sea ¥ € & entonces existe Ny tal que ¥ € @y, . Tomando > Ny tenemos que:
V(g —g)| < [¥] =0 ctp.

Luego el teorema de Lebesgue nos garantiza que
/ U(g, — g)dx — 0 cuando jp — +00
U
Asi hemos probado que

Sillleq)ﬁ/\ll(gu—g)dxﬁ() cuando p + oo.
U

Desde que ® es denso en L"(U), entonces la ecuacion anterior prueba el Lema.

LEMA 4 Sea f € LP(0,T;X), fy € LP(0,T;X) con 1 < p < +oo. Entonces existe una
funcion continua g en [0,T] tal que g = f en casi todo punto de X.

Demostracién. ver [4]

LEMA 5 Sea H un espacio de Hilbert separable, V- C H una inclusin continua con V
denso en H, 1 <p<oo. Si fe LP(0,T;V) y f, € LP(0,T; H) entonces f € C([0,T], H)
Por otro lado si p = oo. entonces f € Caevitmente([0,T]; V) (f es débilmente continua en
[0,71), di.e., V€V (f(t), ) vy — (f(to); 9)yy- cuando t — to, 5ty € [0,T].

Demostracidn. ver [5]

LEMA 6 ( LIONS ) Sea (u,) una sucesion limitada en L(SY). Supongamos que u, — u
C.S. en Q). Entonces:

(i) u, — u fuerte en LP(Q), 1 <p<q.

(1) w, — u débil en L(S2).

Demost.: Ver [2]

TEOREMA 10 (Dunford- Pettis) L>(0,T; H} ()N L*(Q)) (resp.L>(0,T; L*(Q2))) es el
dual de L*(0,T; H-1(Q) + LY3(Q)) (resp. L*(0,T; L*(2))).

Demostracién. ver [4]
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TEOREMA 11 (Compacidad de Aubin - Lions) Sean 0 < p < oo ,i=0,1 y By <
B — By espacios de Banach reflexivos.Si 0 < T < oo, con

W = {v/v e LP(0,T; Bo)avl € L (0,T; Bl))}

loll = 0]l oo o720y + 10 122 0.1:80)
Entonces
(i) W es un espacio de Banach
(ii) W < Lr(0,T; B)
Demostracién: Ver [2]

TEOREMA 12 Teorema de la Divergencia. Sea Q C R? un dominio acotado cuya
frontera O es una union finita de curvas suaves. Sea F : Q0 — R? un campo vectorial de
clase C' en Q. Entonces:

/V.Fdxdy:/ F.nds
Q o0

donde n es la normal externa unitaria.
Demostracién: Ver [10]

TreorREMA 13 (Identidades de Green.) Sea Q C R? un dominio donde se cumple el
teorema de la divergencia. y sea u,v € C*(Q). Entonces se cumple las siguientes identi-

dades:

/(vAu + Vo.Vu)dzdy = U@ds (1.1)
Q 90 on
/(UA —ulv)dxdy = / (U@ - u@)ds (1.2)

Demostracién.
Para demostrar (1), sea F' = vVu. Entoces F es un campo vectorial de clase C!' en Q y

V.F =V.(vVu) = Vo.Vu+vAu

Aplicando el teorema de la divergencia, obtenemos
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/(vAu—l—VvVu)dxdy = /V.Fd:vdy
Q

Para probar (1.2), basta usar (1.1):En efecto,

/(vAu —ulv)dxdy = /(vAu + Vou.Vu)dzdy — /(uAv + Vu.Vo)dzdy
Q Q Q
ou ov

= ’U—dS — u—ds

on on

Observacién:

o(it) = (- Bu) = (v = 3 [ STt

1.8. Inmersiones de espacios de Sobolev

Considere los espacios de Hilbert V' y H, siendo V' con norma ||.||;, y H con norma |.|q.
supongase que V' C H, o sea

7:V—-H

una inyeccién canoénica de V en H, que a cada v € V, hace corresponder 7v como un
elemento de H. Se dice simplemente que el operador lineal 7 es un operador de inmersion
o una inmersion 7 de V en H.

Se dice que una inmersién 7 : V' — H es continua, cuando existe una constante k > 0, tal
que

vlg < Eklvl, VveV

Un ejemplo simple es el caso V = H}(Q) y H=L*(Q) oV = H(Q) y H = L*(Q).

Se dice que que una inmersién 7 : V' — H es compacta, cuando la imagen de los conjuntos
acotados de V', por 7, son conjuntos relativamente compactos en H, esto es, conjuntos
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cuya cerradura es compacto en H.
Sea m un nimero natural y {2 un abierto de R™.

Se denomina espacios de Sobolev de ordem m sobre (2, representado por H™({2),a los
espacios de funciones reales v en €2 tales que v € L*(Q) y D% € L*(), para todo
la| < m.

Sean D% las derivadas , evidentemente, en el sentido de las distribuciones. se define en
H™(Q) o producto escalar

((u,v)) = Z / D*uD“vdz
la|<m &
Para todo u,v € H™(2). la norma inducida, por ese producto escalar, es dada por;
ol = Y [ (0P
laj<m. 7 <

Cuando hubiera necesidad, se escribird ((u,v))mm@) ¥ ||| gm o)-

se demuestra, de modo anélogo al caso m = 1, que H™(£2) es un espacio de Hilbert sepa-
rable, inmerso en un producto cartesiano de espacios L?(2). H™()) estd continuamente
inmerso en L%().

TEOREMA 14 (Inmersiénes de Sobolev) Sea @ C R" un abierto acotado con frontera
de clase C' ¢ R", m € N, 1 < p < +00. Si R = % — ™ entonces valen los siguientes
enunciados con inmersiones continuas:

= Si R >0 entonces W™?(Q) — L4(2), donde ¢ = %,
» Si R >0 entonces W™P(Q) — L), donde q € [p,+0)
» Si R >0 entonces WP (Q) — L*(Q)

Demostracién. ver [1] y [2]

LEMA 7 Sea X un espacio de Banach cuyo espacio dual es denotado por X'. Siu,g €
LY(0,T; X). Las siguientes condiciones son equivalentes:

» ues c.s. igual a la primitiva de g, u(t) =&+ f(f g(s)ds,& € X, independiente de t.
» Para cada p € D(0,T)



s Para cada x' € X

(), «') = (9(t),2)

en el sentido de las distribuciones sobre (0,T).
Observacion:

a:H&xH&—HR

a(u,v) :/Vqudx
Q

ou 81}
a(u;v)
Z / ox; 8%
La forma bilineal, tambien llamado forma de Dirichlet
) 2 _ .
Observe que: ||u||H6(Q) = a(u;u)
PROPOSICION 2 Sean X e Y dos espacios de Banach talque X — Y (i.e X C Y con
infeccion continua), con inmersion continu densa, entonces las siguientes propiedades

son validas.

» Y — X', donde la inmersién es definida por:

<f7x>X’7X:<f7x>y/7Y VIEnyEY/

. . . ., ’ ’
» S50 X es reflexivo, entonces la inmersion es Y — X es densa.

Demost. Ver [2]

1.9. Condiciones de Carathéodory

DEFINICION 16 . Sea D C R x R"™ un subconjunto cualquiera. decimos que f : D — R™
cumple las condiciones de Carathédory en D si f(t,x) es medible en t para cada z fijo,
continua en x para casi todo t fijo y para cada subconjunto compacto K C D existe una
funcion my € L'(R) tal que:

LF (o)} < mu(t) V() € K
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Decimos que f cumple las condiciones de Caratheodory gobalmente si cumple las condi-
ciones de Caratheodory y ademds mypuede escogerse independientemente de K; esto es,
existe m € L'(R) tal que:

If(t o)l <m(t)  V(t,z)eD

Observacion: Normalmente denotaremos las variables de f como f = f(t,z) cont € R,
x € R™, de forma que cuando decimos “medible en t para cada x fijo” o “ continua en x
para casi todo t fijo” queremos decir, respectivamente, que las funciones

w t — f(t,x) dado x €R"™ fijo

» 2 — f(t,z) dado te€R fijo
cumple la propiedad que se enuncio.

TEOREMA 15 (Carathéodory - Existencia global).

Sea I un intervalo real no trivial y
f:IxR"—R"

Si f satisface las condiciones de Carathéodory globalmente en I x R"™, entonces para
cualquier condicién inicial x(tg) = xo con tg € I, xy € R", existe una solucién del P.V.1.:

!/

r = f(t,x)
fﬂ(to) = Xy
COROLARIO 2 Sea Q = [0,T] xI', donde 0 <T < oo yI' =2 € R": |z| < b para algin

b> 0,y sea funa funcion que satisface las condiciones de Caratheodory. Sea ¢(t) una
soucion de

/

x = f(t,z)

.Z‘(t()) = Xy

Supongamos que en cualquier intervalo I donde ¢(t) estd definida, se tenga |p(t)| < G,
para todo t € I, G independiente de I y G < b. Entonces ¢ tiene una prolongacion en
[0,T7].

23



Capitulo 2

Problema hiperbdlico lineal

Sea 2 C R™ un abierto acotado con frontera I' = 02 suficientemente regular y sea
Q=Qx(0;T) (T > 0) el cilindro, con frontera lateral ¥ =I'" x (0;7") y 6 > 0 trataremos
el problema hiperbdlico lineal con término disipativo friccional y condiciones iniciales de
Dirichlet:

ug(x;t) — Au(z, t) + oup = f(;t) en Q
(%) u(x;t) =0 sobre X

w(z;0) =up(x) A u(x;0) = uy(x) en )

Donde ug € H}(Q) y u; € L*(Q) se define la solucién débil del problema planteado (*) a
la funcién
u: ) — R talque:

=€ L0, T; HN(Q) A o € L®0,T;L*(Q))

n L (uy,v)+a(u,v)+(du, v) = (f,v); Vo € H} () y se verifica la igualdad en el sentido

de D'(0,T).
Probaremos la existencia y unicidad de la solucién débil al problema (*);

TEOREMA 1 Sea ) C R™ un abierto acotado con frontera I' bastante regular,dados
f e L*0,T; L*(Q) = L*(Q), uo € HF(Q) y uy € L*), entonces existe una unica
solucion débil u : Q — R satisfaciendo:

»u € L0, T; HY(Q) A u € L=(0,T; £2(Q))

w4, 0) +a(u,v) + (Jug,v) = (f,v); Yo € HY(Q) en el sentido de D'(0,T).
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2.1. Existencia de solucion débil

Demostracién:Existencia Método Faedo Galerkin

Sea (w;);>1, una base Hilbertiana de H}(f2), base que siempre podemos encontrar desde
que HJ(2) es un espacio de Hilbert separable (en el sentido que tiene un subconjunto
denso y numerable). por el proceso de ortonormalizacién de Gram -Schmidt, podemos
considerar (w;);>; base ortonormal en L?(2).Entonces el conjunto (w;);>1 satisface lo
siguiente:

Observacién:

» Todo subconjunto finito de (w;);>1, es un conjunto linealmente independiente.
» El conjunto de las combinaciones lineales finitas de (w;);>1; es denso en Hj ().
v (wj,w;) =0Vi#jy (wj,w)=1sii=j.

Problema aproximado. Consideremos el subespacio finito dimensional generado por
los primeros vectores de la base Hilbertiana (w;);>1, esto es,V,, = [wi; wa; ...;wy,] ¥

t) = i Gim(t)w; € Vi, donde  gjm € C*10,T]y w; €V, (xx)
Para u,, € V,, en la ecuacién de (*), y multiplicando por w; € V;, se tiene el problema
aproximado (P.A), para j=1,2,....m
(W wj) + @ty wy) + (910, wy) = (f,w;)  en Q
(P.A)§ um(0) = ugm — uo en HJ ()
u,,,(0) = Uy — U en L?()

Derivando (**) tenemos:

= Gmw; vy ()= g (w,
j=1 j=1

Reemplazando en (P.A) tenemos:

Z gzm wszj +a Z gzm wwwj +5 Z gzm U)Z,U)J) = (f>wj)

1 =1 =1
m

Z gzm wwwj +Z Gim (1 wi’wj) +5Z g;m(t)(wi’wj) = (fawj)

=1 =1
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Como {w;},5, es base ortonormal, en L?() se tiene:

g]m + Z Gim@ w“wj) + 6gzm( ) (f7 wj) v] =1;...m
=1

Se definen:
gn() = [gm(®),- s G (O] 5xa
An = [a(w;, wj)]mxm
Fm(t) = [(fv wl)? sy (f7 wm)]ﬁxl

Obteniendose asi:

G (8) + Amgn (1) + 09,,(8) = Fu(t)

un sistema equivalente a (P.A), ahora haciendo z,(t) = [gm(t), g.,(t)]L, ., se tiene,

_ | o (1) }
Fo(t) — Amgm( ) = 6g,, (1)

- :—Amgmg(m> 09, (1) ] [Fn? }

g ArINe

Definiendo:



donde ¢g(zmn,t) = Bmzm + Cn(t)

Para dotar de adecuados datos iniciales al problema (%), tenemos en cuenta que el con-
junto {w;},., es una base de H; ().
o
entonces dado ug € H} (Q); existe una sucesion (ug,,) C U V. tal que ug,, — ug en
m=1

Hg ()

=1 i=1

De donde obtenemos:
gm(o) - (alma cee 7amm) = gom € R™

o0
Andlogamente existe una susecién (uy,,) C U Vi, tal que uy, — u; en L? (Q)

m=1

Lucgo w4, (0) = D g (0)ws = ) Bimw; = urnm
i=1 i=1

de igual manera obtenemos:

90,(0) = (Bims - - -+ Brum) = g1m € R™

y finalmente hacer z,,(0) = 2o = [gm(0), g,,(0)]” € R?™ obteniendose asi el problema de
Cauchy:

/

Zm = g(ZWL?t)
zm(0) = ZzZom

Ahora para aplicar el teorema de Caratheodory sobre existencia de la solucién local para
el problema de Cauchy, debemos demostrar que las funciones:

t — g(zm,t) € L*(0,T) para cada z, fijo

z — g(zm,t) es continua, para cada t fijo.

cumplen con las condiciones de Caratheodory
Prueba de (2.4)
Tenemos que:
9(zZm,t) = Bpzm + Cp(t)
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Entonces para cada z,, fijo , el primer término es constante y el segundo término tiene
componentes:

(P w)ay = [ T tuade ;€ HYD) — 1(@)

Observacién: Como f es medible y (,w;) es continuo entonces (f,w,) es medible
}(f(t), wj)L2(Q)‘ < |f(t>|L2(Q) |wj|L2(Q)

Integrando de 0 a T" tenemos:

T 1 T ) 1 T )
| @ wloe < 5 [ 1O +5 [k

1 [T ) 1,
< - |f(z, )" dx ) dt + = |w; | dt
2 0 Q 2 0

1 T
< 5 [ 150 s+
2 J, 2

ahora como f € L*(Q) y w; € H}(2) entonces (f(t),w;) € L*(0,T) y de aqui podemos
concluir que g(z,,t) € L'(0,T).

Prueba de (2.5)

Por otro lado para cada t fijo, en:g(2m, t) = Bmzm+Cn(t) el segundo término es constante
y el primer término es lineal por tanto continuo.

y del T. Caratheodory tenemos que: existe una solucién local del problema en un intervalo
[0,t,,). Ahora lo que haremos es extender la solucién al intervalo [0,7).

De (P.A.) tenemos:

(U w5) + @ty w5) + (St wy) = (frwy)  j=1,...,m

multiplicando el sistema aproximado por g;-m (t) y sumando en j, obtenemos:

" ’

(uma gjmwj) + a(un"w g;mw]) + (5u;n7 g;mwj) = (fa g;mw])
Z(Umv gjmwj) + Z a(tm, gjmwj) + Z((Surm gjmwj) = Z(fa gjmwj)
j=1 j=1 j=1 j=1
(s ) + @t t) + 0t 03) = (f10) (2.6)
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Luego:

1" /

(U )+ (Vs Ttly) + (U t0,) = (1)

/ w, o, dr + / V. N Uy d + 5/ u, o, de = (f,u,)
0 v 0

2dt/| i dx—i—2dt/|vum| dx+5/|um| dr = (f.u))

1d /
4 g 2+ Ol e = (7o)

Integrando de 0 a t; (¢t <t, <T) tenemos:
| AR | 5 9 oy t
5 (O = [un (OF) + 5 (lun @] ~ lum O)[7) + 6 i |ty |"ds = ) (f )

Observacién(1): |lv|| = \/a(v,v) .|| es una norma en Hj(Q), ademés ||.|| ~ |.|g1 (o)
por la desigualdad de Poincaré.

t t
i () + [l (D)1 + 26 / o Bdt =l + luom] + 2 / (f. o)t
0 0

IN

t
inf? + Juonl* + [ 17
0

t
+/ u, |2dt
0

y desde que f € L*(Q), w1, acotado en L*(Q) y ug, acotado en H} podemos tomar un
K tal que:

T
K> / B+ Juml? + llwon]®; ¥m
0

luego:

t
()P < ferml? + ltiom? + / FRdt + / i, s < K + / i, (3) Bds
0

0



por el lema de Gronwall tenemos:
lu, (t)3 < Ket en te€l0,t,) pero 0<t,<T

integrando de 0 a ¢

t t T
/ [t (£) |3 < / Ke*ds < / Ke®ds = K(e" —1) = Cucevvvccic (#%)
0 0 0

de (*) y (**) tenemos |u,, (t)|3 < C; Vt € [0,t,) por el teorema de prolongacién de las
EDQ’s, la solucién se prolonga hasta t,, =T

Observacién(2): Como 2§ fot |u,, |3dt > 0, de observacién (1) se tiene:

[t () + [l () < €

tenemos entonces:
= (u,,) es acotada en L>(0,T, H}()) (12)

= (u,,) es acotada en L>°(0, T, L*()) (13)

Por lo tanto, existe una subsucesién (u,,) de (u,,) tal que:

Uy — uen L0, T, Hy(2)) e (1)

u, — Xen L0, T, L2(2)) e (I1)

Afirmacién: v = X en D'(0,T; L*())
En efecto; De (I):

/0 (pn (1), w) dt — / Y, vwe LY0,T, H-'(Q))

en particular para w € L?(0, T, L*(Q))

/OT (U (1), w) dt — /OT

Luego u,,, — u débil en L?(0,T, L*(Q2)) y por tanto en D'(0,T; L*())
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Luego:

/

u,  —u en D (0,T,L*(Q))

De (II): u,, — enL?(0,T; L*(2)) en particular en D'(0,T; L?(2)), es decir,
u, — X en D'(0,T,L*(Q))

y por la unicidad de la convergencia en D'(0,T; L*(Q2)):

X =

PASAJE AL LIMITE
Del (P.A.) para la suc. (up,) vy w; € Vi,

"

(U s W5) A (s, W) + (St W) = (fr0) i, (1)

De (I) se tiene:
Upy, — uw en L2(0,T, Hy(Q))

y para w(t) = 0(t)w;, con 0 € D(0,T) y w; € Vp:

/0 (U (£), w;))0(t)dt —>/0 ((u(t), w;))0(t)dt esto es,

a(Umy, w;j) — a(u,w;) en D'(0,T), Yw; € Viyeeen.. (2)

De (II) y X =u se tiene que:

/

w,,, —u en L*(0,T; L*()), entonces

T T
| sttt — [0l @wyar, e 120,15 22)
0 0
Para w(t) = 6(t)w con § € D(0,T) y w € L*(Q) se tiene
T / T ’
| it — [ 0. w0
0 0
Como V,,, C Hg(Q2) — L*(Q2), entonces en particular para w = w; € V,,.
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/ (u,,, (1), w;)0 dt—>/ t)dt, esto es,
0

(u,,, (1), w;) — (u'(t),w;) en D'(0,T), Yw; € Vypeorovorrorrorrernnen. (3)
De (3), resulta en el sentido de D'(0,T),Yw; € Vi,

d, d, .
(0 (1), 103) — S (8) w3)

y observando que: 2 (u,,,,(t), w;) = (u,,,(t),w;) ,se obtiene:

" "

(u,,, (), w;) — (u" (t),w;), en D(0,T) y Yw; € Viperrovrorerrornr.. (4)

De (2)-(4) en (1) con ¢ > 0 constante para myv — oo

(u’ (), wy) + au(t), w;) + (' (8), wy) = (f,wy), Y, € Viy

Y como las sumas finitas de elementos de V;, es denso en Hj (), se tiene:
(u”(t),v) 4 a(u(t),v) + (6u (),v) = (f,v), Yo e H(Q) en el sentido de D'(0,T).

VERIFICACION DE LAS CONDICIONES INICIALES
Ahora probaremos que:  u(0) = up y u'(0) = u

Sea § € C'([0,T];R) con (T) = 0y 6(0) =1y v € L*) de la convergencia (2.24)

resulta
/ u ,0v) dt—>/ u ,0v)d

se tiene integrando por partes y notando que u € C°([0, T]; L*(Q2))

—(un(0), 0) — /0 (6 0)dE — —(u(0), v) — /O (w,0v)dt (i)

Recuerde que (u,,(0)) converge para g fuerte en Hj () N L*(2) luego fuerte en L*(12),
consecuentemente débil en L?((2).

Ademas de la convergencia:



se tiene:

T T
—(up(0),v) — / (U, 0 0)dt — — (g, v) — / (u,0v)dt (i)
0 0
De la unicidad de los limites de (i) y (ii);se sigue que:

(1(0),v) = (up,v) Yo € L*(Q)

= U(O) = Ug

para calcular u'(0), se retorna al P.A

(U (1), 0) + altta (), 0) + 6 (1, 0) = (f(1),0) Vo € Hy(€2)

Sea 0 € C'([0,T];R), 6(0) =1, (T) = 0, multipliquese el P.A por 6, integrese por partes
para obtenerse:

—(um(()),v)—/OT(u;n,e’v)dt+/OTa(um,ev)dt+5/0T(u’m,9v)dt:/OT(f,ev)dt

Vo € Hy ()

Tomando limite m — oo

T T T T
—(ug,v) — / (u',0v)dt +/ a(u, Ov)dt + 5/ (u', Ov)dt = / (f,0v)dt (131)
0 0 0 0
Ahora de la ecuacién:
(", w) + a(u,w) + (bu’,w) = (f,w), Vw € Hy(Q)
Se obtiene multiplicando por 6 e integrando de 0 a T
T T T T
/ (", 00\t +/ a(u(t), v)dt + 5/ (o, Ov)dt — / (F(1), Ov)dt
0 0 0 0
Vo € Hy(S2)
Integrando por partes
, T T T T
—(u (0),v) —/ (u ,Hv)dt—i—/ a(u(t),@v)dt—i—é/ (u,Ov)dt :/ (f,0v)dt (iv)
0 0 0 0
Vo € Hy(S2)
Comparando (iii) y (iv); tenemos: u'(0) = u;
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2.2. Unicidad de solucion

Sean u, v soluciones del problema tales que u(0) = v(0) = ug € H}(Q) vy
u'(0) =v'(0) = uy € L*(Q). Defina w = u — v, entonces w es solucién de:

w' — Aw+dw =0enQ
w(0) = 0,w (0) =0 en Q
w=0en X

w e L®(0,T; H (Q))

w € L=(0,T; L*(Q))

multiplicando (16) por w’ e integrando sobre €

(w',w) — (Aw,w) + 0w, w) = 0 (2.16)
/w”w/dzp—/Aww,dm+5/w,w/dx =0 (2.17)
Q 0 Q
Ld o, ld_ 5 oy
1 d / 1 d / !
S I+ el } < 5o {0 e + lwllfy } + 0l lFe = o

1 d / 2
5o (e + wly b < 0
integrando de 0 a s y las condiciones iniciales tenemos:

' ()22 + w(s)][ 3 = 0

de donde obtenemos w =0 en Q, i.e u = v en Q.
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