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RESUMEN

Algoritmo primal - dual para el problema de programacion lineal

basado en método de barrera logaritmica.

Pedro Edgar QUIJANO URBANO
Julio, 2019

Asesor : Mg. Edinson MONTORO ALEGRE

Grado obtenido : Magister en Matematicas

En el presente trabajo de tesis, se presenta un método que sigue la trayectoria central
para resolver un problema de programacion lineal. Las ideas estan basadas en el trabajo
realizado por Kojima, Mizuno y Yoshise [15] y Monteiro y Adler [18]. El método permite
deducir un algoritmo conocido como Algoritmo Primal-Dual de pasos cortos y alcanza una
complejidad de orden O(y/nlog é) de tiempo [9], debido a que hace uso de una medida de
proximidad

No(0) = {(z,y,5) € /|| X Se — pel| < Opu}

a la trayectoria central.

Palabras claves: Programacion convexa, trayectoria central, método de punto interior,

algoritmo Primal - dual.



ABSTRACT

Algorithm primal - dual for the problem of linear programming

based on the logarithmic barrier method

Pedro Edgar QUIJANO URBANO

July, 2019
Assessor : Mg. Edinson MONTORO ALEGRE
degree qualification : Master in Matematics

In the present thesis work, we present a method that follow the central trajectory to
solve a problem of linear programing. The ideas are based on the work done by KOJIMA,
MIZUNO y YOSHISE [15] and MONTEIRO & ADLER [18]. The method allows deducing
an algorithm know as algorithm Primal-Dual of shorts steps and reaches a complexity of

1
order O(y/nlog —) of time [9], because it makes of a measure of proximity
€
No(0) = {(z,y,5) € Q°/ || XSe — pel| < O}
to the central trajectory.

Key words: convex programming, central trajectory, inner point method, primal . dual

algorithm.
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Introduccion

En 1984, con la publicacién de un articulo de Karmarkar [12]| se d4 inicio a un nivel de
investigacion hacia una nueva clase de métodos conocidos como métodos de punto interior y
a partir de éstos han emergido diferentes Algoritmos del tipo Primal-Dual como importantes
y utiles de esta clase de métodos.

Los métodos Primal-Dual posee excelentes propiedades tedricas y buen desempeno en la
practica.

En el primer capitulo presentamos los conceptos basicos de programacion no lineal y progra-
macién convexa aplicada al problema de programacion lineal. En el capitulo 2 se presenta
las condiciones de Karush-Kunh-Tucker aplicados al problema de Barrera que permite plan-
tear el método Primal-Dual. En el capitulo 3 se presenta la medida de proximidad a la
trayectoria central, la cual permitira plantear el algoritmo. En el capitulo 4 se demuestra los
lemas y el teorema que fundamentan la robustez, eficiencia y buen desempeno del algoritmo.

Finalmente en el capitulo 5 se presentan las conclusiones.



Capitulo 1

Preliminares

En esta seccion presentaremos un resumen de resultados, basicos del analisis convexo,

el problema de programacion lineal y el método de barrera en programacion lineal.

1.1. Conjuntos Convexos y Funciones Convexas

Definicion 1.1.1 Un conjunto C' C R"™ es llamado convezo, si para cualquier par de puntos
x,y € C, se tiene:
Az + (1 =Ny € C para todo X € [0, 1]

Definicion 1.1.2 Sea C' C R™ un conjunto convexo. Una funcion f : C — R es llamada

conveza en C' cuando para cualquier z,y € C' y A € (0,1) , se tiene:

fQz+ (1 =Ny) <Af(z)+ (1= AN)f(y)

La funcion f es llamada estrictamente convexra en C' cuando para cualquier z,y € C' con

x#y, A€ (0,1), se cumple:
[z + (1= Ny) <Af(z)+ (1= A)f(y)

Teorema 1.1.3 Sean f,g : R® — R funciones convexas, entonces f + g es una funcion

convexa.

DEMOSTRACION.-  Ver [20], pagina 56. O



Proposicion 1.1.4 Sea C' C R™ un conjunto convexo y f; : C — R, i = 1,2,3,....n

n
funciones convexas en C , entonces E fi es una funcion convexa en C'.
i=1

DEMOSTRACION.-  Ver [20], pagina 56. O

Definicion 1.1.5 Sea C C R™ un conjunto convexo, f : C — R una funcion conveza.
Para el problema
(P ) sujeto a
rel

Diremos que
(i) z* € C es un minimizador global de (P) si f(z*) < f(z) ; Yz e C

(i) z* € C es un minimizador local de (P) si existe 6 >0 / f(z*) < f(z) ;
Vx € C'N B(x*, )

(iii) EI conjunto M = {x* € C ]/ f(z*) < f(z) ; Vx € C} es llamado conjunto de minimi-

zadores.

Teorema 1.1.6 (Teorema de minimizacion convexa) Sea C C R™ un conjunto convezo

y f: C — R una funcion convexa en C. Entonces todo minimizador local del problema

minf(x)
sujeto a
rel
es minimizador global.
Ademds, el conjunto de minimizadores es convezo.

Si [ es estrictamente convexa entonces no puede haber mds de un minimizador global.
DEMOSTRACION.-  Ver [20], pagina 51. O

Definicion 1.1.7 Sea f : R" — R que tiene sus sequndas derivadas parciales, se define la

matriz Hessiana de f como H f(x) donde

Hf(x) = {%{;ﬁﬂ ; Vo e R"

3



Definicion 1.1.8 Sea f : R® — R donde tiene sus primeras y sequndas derivadas parciales

continuas en C' C R"™. Diremos que la matriz Hessiana H f(x)
(1) Es definida positiva si 'H f(x)x >0 ; Vo € R"
(ii) Es semidefinida positiva si x'H f(x)x >0 ; Vr € R"

Teorema 1.1.9 Sea C' # ¢ un conjunto convexo abierto en R" y sea f : C' — R una

funcion con sequndas derivadas parciales y continuas en C'. Entonces f es convera siempre

2
1Ly

) es semidefinida positiva para todo x € C.

DEMOSTRACION.-  Ver [20], pagina 54. O

Proposicion 1.1.10 Si H f(z) es definida positiva entonces f es estrictamente convera.

DEMOSTRACION.-  Ver [20] pagina 54. O

1.2. Problema de programacién lineal estandard (P.P.L.

estandard)

Un P.P.L. es definido como la minimizacién o la maximizaciéon de una funciéon lineal

sujeto a restricciones lineales, asi:

;

minimizar CTx
S. a.
Axr =0,
x>0,
\
I a1 by
T2 C2 b2
donde x = P = b= son vectores donde z,c € R" b e R™ y




11 412 s Qap

Q21 Q22 - Q2p

Am1 Gm2 " Amn

es una matriz A = [a;j|mxn. Entonces A, by ¢ son parametros dados y “z ” son las variables

de decision.

Observacién 1.2.1 x> 0 denota que x; >0 , 1 =1,2,....n

1.3. Programacién convexa

Sean f(z),g1(z), ..., gm(x) funciones real - valuadas definidas sobre un conjunto C' C R™.

Estamos interesados en el programa

Minimizar f(x)

gm() <0,
donde x € C C R"”

Se tiene las siguientes definiciones:
(i) La funcion f(z) es llamada funcion objetivo de (P)

(ii) Las funciones en las desigualdades gi(z) < 0, ga(z) <0, -+ gn(z) < 0 son llamadas

restricciones para (P).

(iii) Un punto x € C' que satisface todas las restricciones para (P) es llamado punto factible

para (P)

(iv) El conjunto F' de todos los puntos factibles para (P) es llamado region factible para

(P).



(v) Si la region factible para (P) es no vacia, entonces decimos que (P) es consistente.

(vi) Si existe un punto factible z para (P) tal que g;(x) < 0 Vi =1,2,...,m, entonces (P)

es llamado superconsistente.

(vii) Si (P) es un programa consistente y si * es un punto factible para (P) tal que f(z*) <

f(z) para todo punto factible z para (P), entonces z* es una soluciéon para (P).

(viii) Decimos que (P) es un programa convexo si la funcion objetivo f(z), las funciones de

restriccion g;(z) y el conjunto C' C R™ son convexas.

(ix) A la funcion L(xz,\) = f(x) + Zkigi(x) con A = (A, A2, .o, A) € R™ se llama
i=1
funcion Lagrangeana de f(z) y los \;, multiplicadores de Lagrange.

Teorema 1.3.1 (Condiciones de Karush - Kuhn - Tucker (KKT)) Consideremos el

siguiente problema de programacion convexa.
(
minf(x)
s. a.

(£) 4
gi(x) <0,i=1,2,....m

ze(C
\

donde f,g; : C' C R" — R son funciones convexas, C' es convexo sobre R" y x € R"

Al problema (P) se le asocia una funcién lagrangeana.

L(z,A) = f(x) + > Aigi(x), con A= (A1, A, o0, Am) €R™
=1

Si (P) es superconsistente tal que f,g; poseen primeras y segundas derivadas parciales
continuas sobre C'y z* € C°. Entonces z* es soluciéon de (P) si y solo si existe A* € R™ tal

que cumple:

i) Af>0,i=1,2,..m.

ii) V,.L(z*, \*) = 0.

iii) Afg;(2*) =0, para todo i = 1,2, ..., m.

DEMOSTRACION.-  Ver [20] pagina 185 O



1.4. Meétodo de Barrera en Programacion Lineal (P.L.)

Consideremos el siguiente problema de programacién lineal en su forma estandar

4
Minimizar ¢'x

sujeto a
Ar = b,

xz > 0.

\

donde ce R" ,be R™ , A € R™" ym < n.
El conjunto de soluciones factibles del problema estandar y el conjunto de sus puntos inte-

riores asociados al problema son dados respectivamente por:
FP .= {zx € R"/Az = b, v > 0} es acotado

F’:={r € R"/Az =b, x >0} es no vacio

El respectivo problema dual de (P) sera:

(

Mazimizar by
sujeto a
(D)
ATy 4+ 2 = ¢,
z > 0.

\
donde y € R™ y z € R". El conjunto de soluciones factibles del problema dual y el conjunto

de puntos interiores asociados al problema dual son dados por:
TP = {(y,2) e R" x R" /A"y + z = ¢ ; para algun y € R™ ,z >0}

T° = {(y,z) cR™ x R"/ATy + 2z = ¢ ; para algun y € R™ |z > O} es no vacio

Ahora definiremos la regién primal -dual feasible VP y su interior V' como:

VPP = {(2,y,2) ER"x R" x R"JAx =b, >0, Ay+2=¢, z>0}

V={(z,y,2) ER"xR" xR"/Az =b, >0, A"y+2z=c, 2>0}



Asi mismo, es posible al problema (P) convertirlo a un problema con restricciones de igualdad
solamente y penalizar las restricciones x > 0. Esto se logra usando una funcién barrera, que
impida que algunas de las componentes de x € R" lleguen a la frontera

(x; = 0;5 =1,...,n). Esto se logra al anadir el término —inz; a la funcién objetivo, este
término permite que el valor de la funcién objetivo se incremente sin limites cuando z; tiende

a 0.

Definicion 1.4.1 la siguiente funcion:

f(x,u):ch—uZlnxj ,2; >0, 7=1,2,---,n
j=1

es llamada funcion barrera logaritmica, donde p es un pardmetro mayor que cero y Inx;

denota al logaritmo natural de x; .

Definicion 1.4.2 La siguiente familia de problemas de programacion no lineal:

( n

Minimizar ¢'x —p > Inz; , x; >0, j=1,2,---,n
j=1

(P,) sujeto a

Axr =D,

z > 0.
\

es conocido como problema de barrera parametrizado via parametro p > 0.

El primer término de f(z,u) = ¢’z — p " Inz; mide el valor de la funcién objetivo del

j=1
problema lineal estandar y el segundo término funciona como una penalizaciéon de los puntos
que se aproximan a la frontera de la region factible del problema. El problema (P,) define
la trayectoria central primal de (P).

Sea una funcion

z: Rt — FY
p— x(p)

Entonces para todo valor del parametro g > 0 , definimos como z(u) a la solucion del
problema (P,). Ademés, cuando p tiende a cero, la curva (o trayectoria) formada por todo

los minimizadores es continua en p y converge a la tinica soluciéon 6ptima z* del problema



(P). Ver |24] pagina 122.
Para todo esto sera necesario considerar algunos supuestos sobre los problemas (P) y (D) .

Imponemos las siguientes hipotesis.

Suposiciéon 1.1

a) El conjunto F° := {z € R"/Ax = b, x > 0} es no vacio.

b) El conjunto T° := {(y, 2) ER™" xR"/ATy +z2=c¢, 2> O} es no vacio.
c) Rang(A) =m.

d) El problema (P) tiene solucién optima finita.

Bajo esta hipotesis se conocen los siguientes resultados.

Proposicién 1.4.3 Para algin > 0, el problema (P,) tiene una inica solucion dptima

z(p) € FO.

DEMOSTRACION.-  Vamos a probar que para p > 0 existe una tnica soluciéon 6ptima x ()
y ademés z(u) € F°. Como el problema (P,) esta dado

(

Min "z + pp(z)
sujeto a
Axr =b,
| T > 0.
donde ¢(z) = —=> 77 Inz; , = (21,29, eyt €R®
o(x) = —=lnzy — Inxy — Inxg — ... — lnx,

= p1(z1) + pa(x2) + @3(x3) + . .. + n(T0)

entonces

1
pi(25) = —lna; = ¢j(x;) = —— <0
J

1

Ademas ¢f(r;) = - >0; j=1,2,...,n
x4
J



usando teorema (1.1.10) se tiene que @;(x;) es estrictamente convexa, j =1,2,...,n
Como ¢(x) = p1(z1) + w2(x2) + @3(x3) + . .. + @n(z,) concluimos usando proposicion (1.1.4)

que:
p(x) = ()
j=1
es estrictamente convexa.
Luego, como f(x,u) = c'x + up(x), con pu>0y ¢(z) es estrictamente convexa y

'z =iz + coxs + ... + ¢, 1, es convexa, entonces usando el teorema (1.1.3)

f(z, 1) = "z + pp(z) es estrictamente convexa.

* Para la existencia de optimo finito el F° debe ser cerrado y acotado.

* Si Y no es cerrado, puede que f tenga éptimo no finito.

1

Ejemplo 1.4.4 f(x) = Tl

Por el teorema (1.1.6) (Teorema de minimizacion convexa) garantiza que como f(x, i) es
estrictamente convexa, entonces, existe solucion unica x(u).
Ahora por demostrar x(u) € F°.

Como F?:= {x € R"/Ax = b, x > 0} es no vacio, el sistema lineal Az = b es

/

1121 + Q1222 + ... + 1,0y = b
A21T1 + Q2279 + ...+ Aon Ly = b2
L Am1T1 + Am2Z2 + ..o + App®n = bm

Luego, cada una de estas ecuaciones lineales son convexas.
Por lo tanto, F° es un conjunto convexo.

Luego el problema

manimizar f(x,p)
sujeto a

Ax =b,

z > 0.
\

€S un programa convexo.

Como existe una tnica solucion optima x(u) , entonces tiene que satisfacer las condiciones

10



de KKT (ver Teorema 1.3.1). Entonces existen y € R™ y z € R" y la funciéon lagrangeana
esta dado por:

L(z,y,2) = c'z + pp(x) + y(b — Az) + 2(—x)

tal que cumple

;

(¢) yz>0 (1)
(i) VoL =c+pVe(r)—Aly —z =

(1.2) ¢ (iii) Az =b,

etz=0 . (2)

x > 0.

Donde y € R™ y 2z € R™ son conocidos como multiplicadores de Lagrange.
Por la definiciéon de la funcién ¢(x),(Ve(x)); se aproxima a — 0o, si ; se aproxima a cero
para algun j. Como el parametro 1 es positivo se tiene que si x; se aproxima a cero para
algun j, entonces pu(Ve(x)); se aproxima a — oo y por hipotesis debe tener una solucion
finita.
Por lo tanto, x(u) esta en F° es decir en el interior de F'¥. Entonces (1.2) se reduce al
siguiente sistema:

c+ uVo(x) — Aly =0

Ax =D,

x> 0.

Pues de (1) y (2) se concluye que z = 0 O

1.5. Meétodo de Newton

Sea el sistema de ecuaciones no lineales f;(xy, 22, ...,2,) =0 ; i =1,2,...,n que se puede

expresar simplemente como F(z) = 0 donde
F:R" — R"

11



y F= (f17f27 -~->fn)T

El esquema iterativo de Newton esta dado por:

donde

k+1

— o* — [F'()] ' F(ab)

S
f2

I

y F'(z")

Asi la sucesion z* tenderd a la solucién del sistema F(x) = 0.

12
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Capitulo 2

Algoritmo primal-dual siguiendo la
trayectoria central para programacion

lineal

2.1. Algoritmo siguiendo trayectoria central

Consideremos el problema de programacion lineal en su forma estandar como:

(
min ¢’z

sujeto a
Ax =0,

x> 0.
\

donde A e R™" ' heR™ , ceR"ym<n.
El dual de (P) es

.
mazximizar by

sujeto a

ATy +z =,

z > 0.

\

13



donde y e Ry z € R".

En el capitulo 1 hemos definido la region primal-dual factible
VPP = {(z,y,2) ER" xR" xR"/Az =b, ATy+2z2=c¢, (z,2)>0}

Vi={(z,y,2) eER*"XR" xR"/Az =b, ATy+z=c; (z,2)>0}#¢

Usando la funcién barrera logaritmica para eliminar las restricciones de desigualdad del

problema primal (P), se transforma a un problema del tipo:

n
min 'z — p Y Inx;
=1

(F) sujeto a
Ax =b.

Este es conocido como problema de barrera paramétrico via parametro p > 0.

Observacion 2.1.1 Note que la funcion barrera logaritmica impide que alguna variable lle-

gue a la frontera (x; =0;7 =1,2,...,n).

Usando proposicion (1.4.3) garantiza para algtn g > 0 , el problema (P,) tiene una tnica

solucion optima z(u) € FO | entonces satisface las condiciones de KKT (ver Teorema 1.3.1).

2.1.1. Condiciones de Karush-Kunh-Tucker (KKT)

Dado el problema de barrera

min ¢’z + pp(x)
(Pu)§ sujeto a
Ax =b.

Se demostro en el desarrollo de la proposicion (1.4.3) que f(z,u) es estrictamente convexa

y Az = b, ecuaciones lineales son convexas esto implica que (P,) es un programa convexo.
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Luego es equivalente escribir:

(
manimizar f(z,p)
sujeto a
gl(l') = b1 — A11T1 — A1 — ... — A1pTy =0
gz(l’) = bg — 211 — Q229 — ... — A2pTy =0
\ G (T) = by, — Q1 T1 — Qoo — ... — Ay, = 0

Donde f,g; son funciones con primera y segunda derivada parciales continuas. La funcién

lagrangeana asociada a este problema esta dado por,

L(z,y) = " + pp(x) + y191(x) + y292() + - . . + Ymgm ()

Aplicando el Teorema 1.3.1 (KKT), (P,) es un programa convexo y f,g;; i = 1,2,...,m
funciones con primera y segunda derivadas parciales continuas. Ademas tiene solucién para
el problema (F,) entonces existen y; € R,i = 1,2,...,m multiplicadores de Lagrange tal

que:
i) y; > 0;i=1,2,...,m por tener reestricciones de igualdad. y = (y1,¥2, -, Ym) .

ii) VoL(z,y) =0; o= (21,29,...,2,)".

V.leixi+ceaxe+. . . +epx,—p(lney +inzo+inxs+. . .+inx,)+y1 (b —annzg —appxe—. . .—

a1 Tn) Y2 (ba—ao1 T1—a90To—. . .— a2, xn )+ A Ym (b — Q121 —AmaTa—. . . — A ®y)] = 0

Respecto a x:

1
c1 — Mx—l = 1Y1011 + Y2021 + . .. T YmQm1

Respecto a xs:

1
Co — ux—Q = Y1a12 + Y2022 + ...+ YmAm2

Respecto a x,,:

Cn — b— = Y101 + Y202n + . .. + YmQmn

15



Ordenando )

\

1 — Mi = Y1011 + Y2021 +

Cy — #é = Y1012 + Y2022 +

e YmQma

s +yma'm2

Co = P = Y1010 + Yalon + - - - + YmGmn

En forma matricial tenemos como:

C1 :1:_11 0
(&) 0 xi

— /’L 2
Cn, 0 0

o O

1

Tn

A1n

C—MX_le:ATy,yeRm7@:(1717... 71)T

entonces ATy +puXle=c,y€eR™, ec R

iii) yigi(z) =0; ¥y, >0; i=1,2,...

, M.

yi(bi — ;1T — Ay — ... — ainxn) =0; 1=

entonces (a1 + ppTs + ... + apTy) = b;

Se tiene:

entonces Az = b

Tenemos el siguiente sistema

Luego, sea s = uX ‘e, multiplicando por X se tiene: Xs = uX X 'e = ue

donde:

111 + a19T9 + ... + a1y,

a21T1 + A92T9 + ...+ A2n Ty

1,2, ...

a1

a22

Q2p

U121 + Qoo + ... + QynTh,

ATy +pX-te=c
Ax =b.

XSe=pe, ecR"

16
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S = diag(s1,S2, ..., 5n)
e=(1,1,..., )7

asi obtenemos las condicionales de optimalidad para el problema barrera en la forma

primal-dual

ATy+s—c=0
Az —b=0 (2.1)
XSe—pe=20

Llamaremos a (x,,Yy,, S,) la solucion del sistema (2.1) para p especifico. Bajo el su-
puesto (1.1) con las condiciones (a), (b), (¢) y (d) se tiene que, cuando p tiende a cero,
la sucesion (x(u),y(p), s(p)) convergen a las soluciones optimas del problema (P) y
(D) respectivamente.

si 1 = 0 las ecuaciones de (2.1) juntamente con las restricciones z,s > 0 son exac-
tamente las condiciones de optimalidad de los problemas primal (P) y dual (D). El
sistema (2.1) tiene 2n + m restricciones y 2n + m variables. La utilizacion del método
de Newton para resolver el sistema (2.1), da origen a una familia de métodos de pun-
tos interiores primaldual. Para cada iteracion de estos métodos se parte de un punto
(x,y,s) € V tal que = es primal factible, (y, s) es dual factible y, z, s > 0. La direccion
sobre la cual se camina a partir de este punto se basa en la aplicacién del método de

Newton a las ecuaciones de (2.1).

2.2. El método de Newton

Para resolver el problema (2.1) por el método de Newton.

Consideremos

F - RQn—l—m R2n+m

(z,y,8) — F(z,y,5)

El esquema iterativo Newton est&d dado por:

st = = it = [F B0 (@) 22)

17



donde F ' es el Jacobiano.

Donde
fi(z,y,s) Aly+s—c
F(z,y,s) = | foz,y,s) | = | Az —b
fala.y,s) XSe - e
y
[0 O0f 0K
or Oy O0Os 0 AT
Ofs 0fs s 50
| dr OJy 0Os |

Denotemos los puntos 6y, = (xF1 ¢+ FHT v g = (aF ¢ s

En (2.2) se tiene

Aqui se trabajara con:

(akHl — gk bl — gk Gkt k) = (Aa® Ay* AsF) llamada direccion de Newton.

Ademas los puntos generados estan dados como:

oF = 2k 4 pAL”, k=0,1,2,...n
yk+1 :yk—"_pAyk? kzO’ 1727"'7n

sFT = oF L pAsP, k=0,1,2,...n

donde, p es longitud de paso, 0 < p < 1.

Ademas la longitud de paso p elegido para las variables primal y dual es el mismo.

F ' (0:)Osr — 0) = —F (0)
0 AT 1 okt — gk 0
A 0 0 Y — b | =~ 0
S 0 X shtl gk X Se — pe

(2.3)

Sip=1, (z,y,s) € Vy(Z,7,5)esel nuevo punto dado por (z—z,y—y, s—s) = (Az, Ay, As)

Luego, tenemos el siguiente sistema:

0 AT T Ax 0
A 0 0 Ay | =— 0
S 0 X As XSe — e

18

(2.4)



de donde
SAx + XAs=—XSe+ pe

AAx =0
ATAy+As=0

Donde i > 0 es algtin parametro de penalidad.

Es facil notar que, si u = 0 el sistema de ecuaciones (2.4) en conjunto con las restricciones
de no negatividad para z y s respectivamente representan las condiciones de optimalidad
para los problemas primal y dual. La direccion de Newton (2.4) calculado para p = 0 , debe
apuntar aproximadamente hacia el optimo de estos problemas z* y (y*, s*).

Por otro lado, la solucién del sistema (2.1) para un g > 0 , es un punto perteneciente a la
trayectoria central. En este caso, la direccion de Newton (2.4) debe apuntar aproximadamente
hacia la trayectoria central (2., Y(u), 5(u)), s decir hacia el interior del octante no negativo.
Esto hace que se pueda recorrer un camino a lo largo de esta direcciéon antes que se alcance
la frontera del octante.

En efecto, esto se podra lograr si consideramos que la direccién dada por (2.4), para algin
i > 0, resulta en un desvié hacia el interior del octante no negativo de la direccién que
apunta hacia el 6ptimo del problema. El objetivo de este desvio es mantenerse alejado de la
frontera del octante positivo, de manera que permita un mayor paso a lo largo de la direcciéon
calculado, sin salirse de la region factible del problema.

Si consideramos un punto dado (z,y,s) , y lo reemplazamos en el sistema (2.4), entonces a

partir de este sistema se obtendra una direccion (Axz, Ay, As) que apunta a (), Yeu): S(u)),

mts

~2. Se debe observar que la brecha de dualidad asociado a x y (y, s) de los

si elegimos p =

problemas primal y dual es dado por:
dr—by=cr—2'Aly = (c— Aly)'x = s’z = a's
y como ny = x's entonces la brecha de dualidad puede escribirse como
cx — by =npu

Por otro lado la direccion (Az, Ay, As) apunta aproximadamente hacia el punto de la tra-

yectoria central (2., Y(u), S(u)) donde x;s; = p para todo i = 1,2,3,...,n, luego la brecha

19



de dualidad asociada a este punto central (z(,), Y, S(u)) es dado por z*(p)s(u) el cual es
igual a nu es decir es igual a la brecha de dualidad asociada al punto de partida (z,y,s). A

partir de esto se puede desarrollar diferentes tipos de algoritmos.

20



Capitulo 3

Medidas de proximidad sobre la

trayectoria central

3.1. Medidas de proximidad

Consideremos el problema primal

min z'c
sujeto a
Ax = b,

z > 0.

\

y su dual

mazx bty

sujeto a
(D)
Aly +s=c,

| S > 0.
cony € R" s € R", Amatrizm xn ,beR™, ceR" a"y"sele conoce como variables
duales y a "s" como variables duales de olgura.

Por teoria de dualidad se cumple que si (y, s) es viable en el dual y x es viable en el primal,

entonces

by < c'z

21



si £* es el 6ptimo para el primal * s*) es el optimo en el dual, se cumple bly* = clz*
y p p p y\y, p ) p Y

Consideremos el conjunto solucion primal-dual como
Q=QpxQp={(z"y",s") | Ay +s =c; Az* =b; (2")(s*)=0 , 2" >0, s* >0}
donde el conjunto solucién optimal - primal 2p es definido como:
QP:{x*/ctx*Sctx‘v’xeFP  Axt =10 ; x*zO}
y el conjunto solucién optimal dual 2p es definido como
Qp = {(y".s") / Vy* >y V(y,s) €T’ ; Ay +s"=c; s>0}

Definiciéon 3.1.1 (Curva central) La trayectoria central € se define como el conjunto de

puntos (T, Yu), Su)) que resuelve el sistema

Aly+s=c
Ar =10 (3.1)
XSe = e

El método de la trayectoria central sigue a la curva % en la direcciéon del decrecimiento de
i, es decir dado un punto (z,y,s) viable en el dual y primal (x € F°, (y,s) € T°) se elige
t

como parametro u = —, el cual es reemplazado en el sistema de Newton
n

0 A I Ax 0
A 0 O Ay | = 0 (3.2)
S 0 X As pe — X Se

La direccion Newton que se obtenga como solucién de este sistema apuntard a la soluciéon
exacta (2(,), Y(u), S(uy) del sistema (3.1).
xts
Si u tiende a cero, entonces y = — — 0, es decir la brecha de dualidad de los puntos
n
iterados se aproxima a cero.

Esto significa que el método sigue a la curva % en direccion a una solucion en el conjunto 2.

Bajo esta idea los algoritmos de trayectoria central generan una sucesion de puntos (z*, y*, s*)
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con ¥ € F°, (y*, s¥) € T° proximos a la curva €  que satisfacen

(
Aly+s=c

Az =b

x>0

s> 0.
\

Pero no la ecuacién

XSe = pe
esto hace que los puntos iterados de desvien del punto (2(.), y(u), Sw)) ¥y Do esten sobre la
trayectoria central €.

n

g XiS;
t

=1

x's = .

— = , asi
n n

necesitamos usar la siguiente medida de proximidad entre los puntos (z,y, 5) y (Z(u), Y(u)» S(u))-

La desviaciéon es medida comparando los productos x;s; con el valor y =

Dado (z,y,s) € Q°y pu > 0 la proximidad entre los puntos (z,y,5) vy (Z(u), Y(u), S(u)) €5 me-

dida por:
151
1 1 T2S2 x's
d(x,s,p) = —|| X Se — pel = =] —(—)e
u wlf n
TnSp
donde ||.|| puede ser la norma Euclideana || . || o la norma infinita || . ||sc.

1
Lema 3.1 Si —|| X Se — pe|| <1 entonces x >0, s > 0.
i

DEMOSTRACION.-

En efecto, supongamos que exista x; = 0, s; = 0 para algtn 7 entonces:
1 1 1
~|IX Se — piells > —|aisi — ul = 0 — u| = 1
M M M
Lo que es una contradiccion, por lo tanto x > 0y s > 0. ([l

Definiciéon 3.1.2 .

(a) Siusamos ||.||l2 y @ € [0,1 > entonces la vecindad sobre la trayectoria No(0) es definido

como: No(0) = {(z,y,s) € Q°/|| X Se — pe|l2 < Ou}.
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1 1
(b) Si usamos la norma infinita entonces —|| X Se — pel| = — méx |z;s; — u|, entonces:
p [

1 1
—|zisi — p| < —[[XSe — el < 0
H H
|zis; —p| <Oup Vi=1,2,3,...n
entonces podemos definir la vecindad:
N, (0) = {(a:,y,s) € Q° /[ max|x;s; — p] < pb }
Noo(0) = {(z,y,5) € Q° /| X Se — pelloc < }
Vemos que ambas vecindades son muy restrictivas.

(c) Una vecindad menos restrictiva es:
N_o(v) ={(z,y,s) € Q/xis; >y, Yi=1,2,3,...,n}
donde v €< 0,1 >

Veamos los graficos de N_(7) v Na(0)

Paran =2
N_oo(y) =A{(2,y,5) € Q°/xi8; > yp i =1,2}

donde 7 €< 0,1 > entonces:

w181 > 7 (—xlsl ; x282> ..... (1)
entonces
2x181 > Y181 + VT2 S92
2 _
— (—7) T151 > 289 ..... (2)
Y
y

151 + 1’252)

51328227< 9

de donde se obtiene:

<L) 1181 < TS89 ... (3)

2—7
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De (2) y (3) ,
- 181 < X982 < i 181
2—n

Ambos limites, inferior y superior son rectas en R? y como HH(I) ( 2L) =0y
702 — 7y
9 _

, v . P
lim (——) = 400 entonces ellas concurren a los ejes x151 y 2252 el grafico es:
¥—0 y

X5S,
A

Figura 1

Note que N_ () tiende a ocupar todo 2° para v muy pequefio.

Ahora analicemos:

Ny (0) = {(z,y,s) € Q°/[| X Se — pel| < Ou}; 0€[0,1>

Tenemos, para n=2

(z151 — p)° 4 (2250 — p)* < 6°p°

2 2
2%181-%181-%282 2.’1]282-(1]181—1’282 2 9
+ <0u
2 2
TS ToS 2 TS 1S 2
191 — 4202 202 T L1901
SRR (B2 <

21 21

entonces:
L1181 — T9S9 1
T TR <22
ToS9 + X181 2
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Luego por la propiedad:

_Q 0 < Y151 = L5z ﬁ 0
2 - X989 + X181 - 2
donde
2
_é 0 < 151 — X252 < Q 0 A _ﬁ 0 < 151 = X252 < @ 0
2 X989 + X181 2 2 X989 + X181 2

De (a):

2

—\/7_ Oxis1 — > Oxose 4+ 2252 < 151

Entonces

(1— g 0)zasy < (14 \/75 )x181 ... (4)

2902 2—\/58 1°1

Analogamente de (b) se obtiene:

2—v290
T9259 Z (m) L1817 ovee. (5)

De (4) y de (5) se obtiene:

2246 24+26
———— | 11851 S 128 < | —————— | 1151
24++20 2

Los limites inferior y superior son rectas, y como:

2-240 24420
SV o1 = lim(E
2+26 6-0°2 — /2 0

Entonces, decimos que la banda de esta vecindad Ny (#) converge a la curva central por abajo

( )

1m
6—0

y por arriba.
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Observaciéon 3.1.3 .

(1) Al comparar la figuras 1 y figura 2, se puede concluir que No(6) es mds restrictiva que

NfOO(’w

Figura 2

(ii) Una desventaja de la vecindad No(0) es que es muy restrictiva. De la definicion 3.1.2

(a) se deduce que para que (x,y,s) € No(0) se debe cumplir.

n 2
E (xlsl — 1) <0 <1
0

=1

Asimismo, si 0 esta proximo a 1, la vecindad No(6) contiene unicamente una pequena

fraccion de puntos estrictamente factibles en Q°
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Capitulo 4

Algoritmo Primal - Dual de Pasos Cortos

4.1. Introducciéon

Para este tipo de algoritmos, se debe considerar:

(i) Se inicia con un punto (x°,4°, s°) € No(#) con o, = 1, (en el paso Newton) ; 7, = 7, Vk;

0 < 7 < 1 fijos y la dualidad se va a disminuir por un fraccién constante (1 — 7)

(ii) Veremos que el nuevo punto esta en No(6) es decir si (2°,4°, s°) € Ny(6) entonces todos

los iterados siguientes estaran en Ny(6).

La idea seguida por los algoritmos de trayectoria central es la siguiente:

Se inicia con un punto (z°,4°, s%) € Ny(6) con p = @Zﬂ, entonces el punto (2%, y°, s%)
estara proximo al punto de la trayectoria central (x(u), y(p), s(i)). Ahora tomamos el valor
de 7 préoxima a 1, entonces tendremos 74 préoximo u, luego esto implicara que el punto
(29,40, s%) también esta proximo a (z(7u),y(Ti), s(tp)). Esta aproximacion garantiza que

la direccion de Newton obtenida del sistema

0 A" T Ax 0
A 0 0 Ay | = 0 | (I)
S 0 X As Tie — X Se

sea una buena aproximacion para la direccion que apunta hacia la trayectoria central y

consecuentemente. que el nuevo punto obtenido pertenezca a la "proximidad"de la trayectoria
)
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central definida por Na(6).
Presentamos a continuacién uno de los algoritmos de este tipo que fue ideado por Kojima
Mizumo e Yoshise.| 15]. El cual es llamado Algoritmo de Trayectoria Central de Pasos Cortos

por el valor elegido por el 7.

4.2. Algoritmo Primal - Dual de Pasos Cortos

Dadoe>0,0<1, 1=1— , (2°,9°,5%) € Ny(0), se inicia con k = 0

Si-

Repetir

Hacemos 7, = 7, i, = (zk);(sk)

Se calcula la direccién Newton del sistema.

0 At I AzF 0
A 0 O Ayt | = o | ... (IT)
S 0 X AsF Teppe — X Ske

Hacemos: (zF+1 y*f+1 sh 1) = (2% yF %) + (Axk, Ayk, Ash)

k=k+1

Hasta que pu < €

Lema 4.1 La direccion (Ax, Ay, As) definida por (1I) satisface lo siguiente:
(Az) (As) =0

DEMOSTRACION.-  Del sistema (II) se obtiene:

A'Ay + As = 0 entonces As = —A'Ay

y

Entonces:
(Az)'As = (Ax)'(—A'Ay)
= —((Az)'A")Ay
— —((AAz)")Ay
=—0'Ay=0
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OJ

Lema 4.2 Sea (z,y,s) € N2(0) y (Ax, Ay, As) el paso Newton (al resolver el sistema (11))
~~

v (#.5,3) = (2.9,5) + a(Az, Ay, As):Va € [0,1] y i = = entonces

p=1-all=7)u

DEMOSTRACION.-

Sabemos

ni=1"35=(r+alr) (s + als)

= 2's + ax'(As) + a(Az)'s + o?(Ax)'As
0

= 2's + a[(Ax)'s + 2" As] ()

Como (Az, Ay, As) es solucion del sistema (II) se cumple:
SAx + XAs =71pe — XSe

donde e = (1,1, ...., 1)

Multiplicamos a ambos lados por e':

e'[SAz + XAs] = ef[rpe — X Se]
e'SAx + ' X As = Tun — e'(X Se)
s'Ax + 2'As = Tun — (e! X)(Se)
(Az)'s + 2'As = Tun — a's - (B)

xts

Pero == = py de (a) y (B):

nit = 's + a(tun — np)
=nu+an(t—1)u

i=(-al-7)u 5 Vel
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Observacion 4.2.1 Sia=1= u=r71u

y esto ocurre en nuestro algoritmo.

Lema 4.3 Sea (z,y,s) € Nao(0) y (Ax, Ay, As) el paso Newton (Del sistema (II)) entonces

o~ _ 1’5
el nuevo punto. (Z,y,S) = (z,y,s) + a(Az, Ay, As) con 1 = —, se cumple:
n

IX Se — fie| < (1 — )0+ o®|AXASe|

DEMOSTRACION.-
T1 51 1
~~ Tg S |1
IXSe—qel = ||| ™ | -7
Tn Sn 1
(x1 + aAxy)(s1 + aAsy) 1
(29 + aAxy)(se + alss) |1
= . ) —H
(xn + @Az, (s, + aAs,) 1
2151 + ax1As; + alAxr1s, + ?AxryAsy 1
989 + s Asy + a5y + A?AxsAss |1
_ —
TnSn + ar,AS, + AT, S, + > Az, As, 1
= | X Se+ a(XASe +AXSe) +a*AXASe — ie||  ------ (%)
Ademés, por el sistema (II) se tiene:
SAx + XAs =T1pe — XSe - (k)
Pero notemos que:
Ar = AXe
As = ASe
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Entonces en (**)
SAXe+ XASe =T1ue — XSe
Reemplazando en (*)
= | X Se+a(rue — X Se) + a*?AXASe — (1 — a(l —7)ue)|
= (1 —a)X Se— pu(l —a)e+ a*?AXASe|
= |I(1 —a)(X Se— pe) + a*?AXASe|| < (1 —a)|| X Se — pe|| + ®||AXASe|
< (1 —a)fu+ o?||AXASe||
ya que como (z,y,s) € No(0) se tiene que || X Se — pe| < 0u O
Lema 4.4 Sea u,v € R" tal que: u'v = 0 entonces
1
V8

DEMOSTRACION.-  Consideremos la igualdad u;v; = & ((wi+v;)?—(u;—v;)?); Vi = 1,2,3, ...,n

lUVel < —llu+ vl

Entonces:

n

lOVel* =" (uw)®

=1

=2 gl + v = (= )P
1 “ 4 4
< 1_6 Z [(uz + Ui) + (UZ Uz) ]

AN
5 —
I 1
N
(]
B
+
&
e
~
no
+
R
(]
=
|
&
e
~__—
no

1

= — [ (lu+v)%) + (lu = [%)’]
1

= — [lu+oll* + u =]
1 4

=15 (2Hu+ | )
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Lema 4.5 Si (z,y,s) € No(0) y (Ax, Ay, As) es el paso Newton entonces
0% +n(l—r71)2

V8(1 - 0)
DEMOSTRACION.-  Probaremos a partir del sistema (II).

Como Ax = AXe ; As = ASe, se tiene

IAXASe| <

SAXe+ XASe=1pe — XSe - (4)

y usando un cambio de escala. Para esto consideramos a la matriz:

Notamos que:
DAz = S:X Az
— $3 X3 AXe
— §328253X7 AXe
DAs = X257 2As
— X257 ASe
— X 3X2X25 2ASe
Sumando miembro a miembro
(D7'Az + DAs) = S"2X 2(SAXe) + ST2X 7 (XASe)

= (5X)7[SAX + XAS]
= (SX)72(rpe — XSe)  eee- (iid)

Por otro lado:

AXAS = (D'AX)(DAS)
IAXASe| = [|[(D'AX)(DAS)e||
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Por el Lema 4.4

THD Az + DAs|?

_L “1/2(r 6 — )12
—\/gll(SX) (Tpe — XSe)

Tu — x;8;)?
-2 Z e
También se cumple:
| X Se — pel| < Op
|zisi — p| < [[XSe — pe| < 0p

—Ou < wis; —p < Ou

p—0u <xis; < Op+p

1 1
>
=0~ xs;
Al aplicarlo:

— ;)

AXASe|| < — i

|AXASe] Z oy

—

= — e — Tue
V(1 —0)u 8

Finalmente se prueba:
X Se — Tpell* < 0%p* + (1 —7)*u’n
En efecto:

| X Se — Tuell* = || X Se — pe + pe — e
= [(XSe — pe) + (1 = 7)pel?
= [(XSe = pe) + (1 = 7)pe]’ [(XSe — pe) + (1 = 7)pe]
= (X Se — pe) (X Se — pe) + (X Se — pe) (1 — 1)pe + (1 — 7)pue' (X Se — pe)

+ (1 = 7)pe' (1 — 7)pe
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= || XSe — pe||® +2(1 — 7)ue' (X Se — pe) + (1 — 7)*ue'e

= || XSe — pe||* +2(1 — 7)u(e' X Se — pe'e) + (1 — 7)*plele

= || XSe — pe|® +2(1 —7)u Zx Si +(1 —7)*u’n

-~

0

— X Se — pe]]? + (1 - 7)*’n

<O+ (1—71)p’n

Ya que el punto (z,y,s) € No(6) , esto implicaba que se cumplia || X Se — pe|| < 0u

luego:

1
VB(L - )
0? +n(l—71)2 ,

Bi—ou "

0P +n(l—1)?

V8(1-0)

[AXASe|| < (0*p* + (1= 7)*n"n)

O

Lema 4.6 Sea (z,y,s) € No(6) tal que (Z,7,5) = (v,y,s) + a(Ax, Ay, As) Va € [0,1]
%% 02 +n(l—1)?

VB0

donde (Ax, Ay, As) es el paso de Newton , ji =

< 76 Entonces para

a y 7 dado por el algoritmo se cumple:
IX Se— fie|| < 0h
DEMOSTRACION.-  Sabemos que por el lema (4.3)
IX Se—fie]| < (1—a)fu+o?||AXASe|

0? +n(l—r71)2

V8(1 - 0)

< (1— a)fu +’(

Como :

0% +n(l—71)2
i-g °F
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Luego (2) en (1)
<(1—a)fu+arbu
=0((1—a)+ar)u
Asi
IX Se—fie| <0

O

02 +n(l —71)2
V8(1 - 6)

Teorema 4.2.2 Sea 0 €]0,1] y 7 €]0, 1] tal que

a<T76.Si(x,y,s) € No(b)
y (Az, Ay, As) es el paso de Newton, entonces

(ia g7:§) = (:ana S) +&(A{L‘,Ay,AS> € NQ(Q)ﬂ Va € [07 1]

DEMOSTRACION.-  El lema (4.6) prueba que: (z,y,s) € Ny(#). Por otro lado, al ser

(Az, Ay, As) el paso de Newton se probo6 que eso implica que:
Ar=b y Ay+35=c

Es decir son factibles en el primal y en el dual.
Lo que falta probar es que: £ >0y s >0

En efecto, notamos que:(z,y,s) € No(6)
Entonces implica:

IX Se— fie|| < 07

1 S1 1
Ty S 1
R < ji
Ty, Sn 1

7,5 — il < |IX Se - fiel < 07
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7585 —nl < 0
—Op<Tjs; —p<0n
M- 01 <35 <Ofi+7

(1 =0 < ;s

Luego:
73 > (1= )i = (1— 0)((1 — a) + ar)u

Porotrolado: 0 <a<1l= -1<—-a<0
Luego: 1 -1<1—-a<1=0<1—-a<1 ---(1)

1
Por otrolado: 7=1— —= >0y

N
(i) como 0 <a <1
Luego: 0<ar < 7=0<ar <7 ---(2)

Sumando (1) y (2) se obtiene:
O<(l—-a)+ar<l—+rT

Luego:

fjng (1—9)((1—@)+O&T> 7] >0
—— ——— ———
>0 >0 >0

Se tiene probado que :

7;5,>0;Vj=1,2,---,n

Lo que implica que: z; # 0, s; # 0 ; de donde por Lema 3.1 z; > 0, s; > 0
Vj=1,2--,n

(ii) Para @« = 0 6 @ = 1 se tiene que z;5; > 0; Vj = 1,2,--- ,n y por el Lema 3.1

z;>0,5>0;Vi=1,2---n
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Capitulo 5

Conclusiones

Al final del trabajo podemos arribar a las siguientes conclusiones:

* El algoritmo presentado genera iterados (2%, y*, s*) estrictamente factibles.

* La desviacion de los puntos iterados (2%, y*, s¥) de la trayectoria central es medido a traves

de
T S1
1 1 ) xts
=X Se—pel|=—|| : —(—)e
H H n
Tn Sn

* Existe una desventaja en la vecindad Ny(f), pues es muy restrictiva.
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