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RESUMEN

SOLUCION DEBIL A UNA ECUACION ELIPTICA
CON EL (P,Q)-LAPLACIANO Y TERMINO NO

LINEAL DEPENDIENTE DEL GRADIENTE

José Luis ACUNA GUILLERMO

04 Diciembre 2019

Orientador: Dr. Eugenio Cabanillas Lapa
Grado Obtenido:  Magister en Matematica Aplicada

En ésta tesis, estudiamos un problema eliptico no lineal con el (p,q)-Laplaciano y
que tiene un término convectivo (el término dependiente del gradiente). Probamos
que bajo condiciones adecuadas para el término convectivo, el problema posee una
solucién débil. Ademas obtenemos un resultado de unicidad y presentamos un

algoritmo de aproximacién numérica.

PALABRAS CLAVES:
Ecuacién eliptica no lineal, solucién débil, (p,q)-Laplaciano, operadores

pseudomonotonos.
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ABSTRACT

WEAK SOLUTION FOR ELLIPTIC EQUATION
WITH (P,Q)-LAPLACIAN AND NONLINEAR

TERM WITH GRADIENT DEPENDENCE

José Luis ACUNA GUILLERMO

December 04, 2019

Advisor: Dr. Eugenio Cabanillas Lapa
Obtained: Master in Applied Mathematics

In this thesis, we study a nonlinear elliptic problem driven by the (p,q)-Laplacian
with a convection term (the term depending on the gradient). We prove that under
suitable conditions on the convection term, the problem has a weak solution.
Furthermore a uniqueness results is achieved, and we present a numerical

algorithm.

KEYWORDS:
Nonlinear elliptic equation, weak solution, (p,q)-Laplacian, pseudomonotone

operators.
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Capitulo 1

Introduccion

Al estudiar fenémenos del mundo real, por ejemplo en disenio de reacciones quimi-
cas (ver [15]) aparecen naturalmente ecuaciones denominadas sistemas de reaccion-

difusion del tipo

up = div (K (u) Vu) + f (z,u, Vu) (1.1)

donde
K (u) = (V"™ + p|VulT?) .

En estos modelos, u generalmente describe la concentracion, el primer término
de la derecha de (1.1) es la difusidn, el coeficiente de difusiéon K (u) es la reaccién y
f se refiere a fuentes externas y procesos de perdida.
El estado estacionario asociado a (1.1) es una ecuacion eliptica del tipo (p, ¢) —Laplaciano

con término no lineal dependiente del gradiente.

—Ayu—pAu = f(z,u,Vu) en
u=20 en Of.

(1.2)

donde
Apu = div (|Vu]p_2 Vu) y p>0.

Al no tener una estructura variacional, se presenta el incoveniente de obtener es-
timativas a priori usuales, ademas de ser un obstaculo a la aplicacion directa de
las principales técnicas variacionales utilizadas para hallar soluciones en problemas
elipticos. La dificultad para obtener existencia de soluciones es atin mayor si el ope-

rador asociado al sistema es la suma de dos operadores no lineales diferentes.



Los sistemas elipticos del tipo (p, q) —Laplaciano también aparecen en el mode-
lamiento de diversos fendmenos en Ciencias Aplicadas como Biofisica (ver [16]) y
Fisica de Plasmas (ver [17]). Tipicamente en aplicaciones quimicas y bioldgicas, el
término f (z,u, Vu) en (1.1) tiene una forma polinomial con respecto a la concentra-
cién u. En este sentido la investigacién de los sistemas del tipo (p,q) —Laplaciano
con término no lineal dependiente del gradiente, como el considerado en nuestro
trabajo, es sumamente importante.

Nuestro objetivo consiste en probar resultados de existencia y unicidad de la
solucién débil del problema (1.1). Como las técnicas variacionales usuales no son
aplicables, asi que hemos optado por la aplicacion de una generalizacion de la teoria
de operadores monotonos. Esta tesis se basa en el articulo de D. Averna, D. Motrea-
nu, E. Tornatore [14]; explicamos en detalle la metodologia usada por los autores
en la resolucion de estos problemas, adicionalmente estudiamos condiciones para

obtener unicidad de la solucién y mostramos una aproximacién numérica.

Diversos autores han trabajado en la investigacién de (1.2). Cuando f (z,u, Vu) =
g (x,u), es decir, cuando la fuente f no depende del gradiente, la ecuacién adopta
la forma

—Apyu — pAgu =g (x,u). (1.3)

Cuando p = ¢, la ecuacién (1.3) se vuelve
—Ayu = @ (x,u),

que ha sido investigada por ejemplo en [1], [2].

Si ¢ = 2, la ecuacién (1.3) es del tipo:
—Ayu — pAu = g (z,u)

que para p > 2 tiene un interés geométrico y un significado fisico en la teoria
de fluidos no Newtonianos, para p > 2 (medios dilatantes), y para 1 < p < 2
(pseudopléasticos) ver [3], [4] . También nos referimos a [5] para una aplicacién a las
ondas solitarias.

En general, para 1 < ¢, p # ¢, hay pocos trabajos. Por ejemplo en [6], se prueba
la existencia de soluciones no triviales, para g (z,u) que decae polinomialmente en

RY.



En [7], se tiene un resultado similar, pero con la no linealidad de g (x,u) del
tipo concavo-convexo, en dominios acotados; en [8] los autores prueban existencia y
unicidad con ¢ (x,u) de exponente critico, para un dominio acotado.

También podemos mencionar [9], [10], [11] para resultados similares a los men-
cionados.

Pocos autores han investigado la ecuacién (1.2), cuando la fuerza externa tiene
la forma f = f(x,u, Vu), esto es, que depende de u y Vu (para p # ¢). En [12] los
autores, usando la teoria del grado para un tipo especial de operadores mondétonos
(" quasimonétonos”) demuestran la existencia de soluciones débiles en espacios de
Sobolev de exponente variable.

La estructura de nuestro trabajo es como sigue. En el capitulo II presentamos
los resultados basicos del analisis funcional, teoria de la medida, espacios de So-
bolev y la teoria generalizada de operadores mondtonos. En particular probamos
un teorema importante sobre operadores pseudomondétonos: El Teorema de Brézis
(3.0.1). El capitulo IIT es el corazén del trabajo, aqui exponemos en detalle el teore-
ma fundamental de existencia de la solucién débil del problema (1.2), via la teorfa
de operadores pseudomondtonos. También probaremos la unicidad de la solucién.
Concluimos la tesis con el capitulo IV, bosquejando un algoritmo de aproximacion

numérica de la solucién de (1.2).



Capitulo 2

Preliminares

2.1. Espacio de Banach

Definicién 2.1.1. Una sucesion {un},>, en un espacio normado (V, ||[|;,) es lla-
mado sucesion de Cauchy, si para € > 0, existe un entero N, tal que se cumple
|, — Unlly, < € para m,n > N. Decimos que V' es completo y ademas, un espacio

de Banach, si para cada sucesion de Cauchy en V' converge a algiun limite en V.

Definicién 2.1.2. Sean (V,|||,,) y (W, |||l,;) dos espacios normados sobre el mismo
cuerpo. Decimos que el operador A : V — W es acotado si lleva conjuntos acotados

de V' en conjuntos acotados de W.

Definicién 2.1.3. Sean (V.|||l,,) v (W, |||ly)) dos espacios normados, entonces el

operador A : V. — W es compacto si
s A es continuo

n A lleva conjuntos acotados U C V' en conjutos relativamente compactos, i.e.

A(U) es compacto.
Definicién 2.1.4. Sean (V. |||,,) y (W, |||l,;) dos espacios normados sobre el mismo

cuerpo. Decimos qu la aplicacion lineal L : V. — W es acotado si existe una

constante M > 0 tal que

IL (W)l < Mol vVoeV (2.1)



Observacion 1. Es fdcil probar que una aplicacion L : V. — W es acotada si y
sélo st es continua. Denotemos L (V, W) como el espacio de las aplicaciones lineales

y acotadas de V- a W. Para cada L € L(V,W), sea
Il vy = Inf{e > 0= [|L (0)]ly, < cflolly,, YoeV }

Proposicién 2.1.1. |||z €s una norma en L(V,W).Ademas, si (W, |.|[y,) es
un espacio de Banach, entonces <£ (V,W), ||.HL(V’W)> es también un espacio de

Banach.

Definicién 2.1.5. Sea V' un espacio normado. Definimos el dual de V  (también
espacio normado, denotado por V*) que es el espacio de la funcionales lineales y

acotadas en V' tal que

f:V—Reslinealy |f|

ye = sup {|f ()]} < oo (2.2)

[lz]|<1

Podemos ver que V* := L (V,R), donde f: (V,[.||,,) — (R,].]).

Definicién 2.1.6. Sea V' un espacio normado y sea V* su correspondiente espacio

dual. El doble dual V** es el dual de V*, con la norma

vee = sup  {[{g, I} VgeV™

fevlifily-<1

9]

Hay una inyeccién canénica J : V. — V** definida como sigue: dado v € V, la
aplicacién f — (f,v) es un funcional lineal continuo en V*, por eso es un elemento

de V** el cual es denotado por Jv. Luego, tenemos

<JU;f>V**,V* = (f, U>v*,v VoeV, VfeV”

Como |Ju (f)| < || f]

v |[v]ly, se tiene

7]

ver < ol

Por el teorema de extension de Hahn-Banach, tenemos que para cualquier v € V,

podemos encontrar f € V* tal que ||f|l,. =1 y f(v) = [[v[, . Asi, J es una

isometria. Si .J es surjectivo, decimos que V es reflexivo.



2.1.1. Topologia débil

Definicién 2.1.7. La topologia débil es la topologia inicial de un espacio normado
con respecto a su dual continuo V*. Es decir, es la topologia mas fuerte en V. que
hace que los elementos de V* sean continuos.

Para f € V*

pr:V —
v

(fv)

tenemos asi una familia de aplicaciones {SOf}fev* . Denotemos con o (V,V*) = 1y

wf(v)

la topologia débil (es decir, la menos fina que hace continuas a los ¢ ) generada por

las {ps} jey-

2.1.2. Convergencia débil

Definicién 2.1.8. Sea V' un espacio normado y (x,),-, una sucesion enV yx € V.

Decimos que (z,),5, converge débilmente a x (en V') denotado
T, —x

s1:
<f7xl/> — <f,l'>, Vf ev: ( enR)
Teorema 2.1.1 (Kakutani). Sea V' un espacio de Banach. Entonces V' es reflexivo

sty solo st

By ={ueV:|u| <1}
es compacta en la topologia débil.

Teorema 2.1.2 (Eberlein-Smulian). Un espacio de Banach V' es reflexivo si y sdlo
st cada sucesion acotada en 'V tiene una subsucesion el cual converge débilmente

a un elemento en V.

2.2. Teoria de Distribuciones

Dados
a=(a,ag,....,0n) EN" 2= 1(z1,29,...,2,) € R"
Denotamos
ol =1 +ag+ ... +ap, 2% =225 20

6



ol

D¢ =
aq a2 .
0x7'0x5”...0xon

= Derivada de orden «

Observacion 2.
Sia = (0,0,0,...,0) entonces D% = u, para toda funcién u.

Sia=(0,..,0,_1 ,...0) denotamos D; = % derivada parcial con relacion a
~ z;

i
la variable x;.

D (Q) es llamado el espacio vectorial de la funciones de prueba.

Definicién 2.2.1. Una distribucion sobre Q, es una forma lineal T : D (2) — R,
y continua en el sentido de la convergencia definida en D (£2) .

T es continua, equivale a que St
0, — 0 en D (), entonces (T,¢,) — 0 en R.

Denotamos por

D'(Q) =A{T distribucion sobre €}
el cual es un espacio vectorial.

Definicién 2.2.2 (Convergencia).

T,—0 en D (Q) Si (T,,0) — 0 en R, Yo € D(Q)

2.2.1. Derivada de una distribucion

Definicién 2.2.3. La derivada de orden o de T es el funcional lineal DT definida
por

(DT, p) = (=1)*(T, D%p), Yo € D(Q)

2.3. Espacios de Lebesgue

Los espacios de Lebesgue y sus resultados asociados desempenaran un papel
destacado en este trabajo, ya que es un concepto esencial en el marco de los espacios

de Sobolev.



2.3.1. Espacios Medibles

Definiciéon 2.3.1. Un o—dlgebra en un conjunto 2 es una familia & de subconjuntos

de Q que satisface las siguientes propiedades:

(a) ¢, Qe
(b) Sea A €&, entonces A® :=Q — A€ €.

(c) Si A, €& para todon € N, entonces |J A, € €.

n=1
En este caso, el par (2, €) es llamado espacio medible. Cada elemento de o— dlge-

bra es llamado conjunto medible.

Definicién 2.3.2 (Medida). Una medida en un espacio medible (§,€) es una fun-

cion X\ : & — [0,00[ que satisface las siguientes condiciones:

(a) A(¢) =0.

(b) Si (An),~, es una sucesion de conjuntos disjuntos dos a dos de &, entonces
A (U An> = A4,
n=1 n=1

La medida X es finita si A (Q) < 0o, y se dice que es o— finita si existen conjuntos
(A,)02 en & tales que Q= |J A, y AN(An) < o0 para todo n. La terna (9,8, \)

n=1
es llamado espacio de medida.

Definicién 2.3.3. Sea (Q,&,\) un espacio de medida con Q C RN, y X denota la

medida de Lebesgue. Para 1 < p < 00, sea

1

LP(Q)=<f:Q—1R, f esmedibley /|f|pd)\ < 00
Q

Con norma definida por

1y = / 17 dA
Q

L (Q)={f:Q—R, [ esmedible 3C tal que |f (z)| < C c.s. en Q},

8



con norma definida por

[fllo = nf{a>0,A({z € Q:|f (x)] = a})}.

Se puede demostrar que LP (2) y L () son espacios normados.

Teorema 2.3.1 (Fisher-Riesz). L? () es un espacio de Banach para 1 < p < 0.
DEMOSTRACION.- Ver [1]

Teorema 2.3.2. L” () es reflexivo para cualquier 1 < p < oo.
DEMOSTRACION.- Ver [1]

Teorema 2.3.3. L? () es separable para cualquier 1 < p < oo.
DEMOSTRACION.- Ver [1]

Teorema 2.3.4 (Representaciéon Riesz). Sea ¢ € (LP(Q))*, donde 1 < p < .
Entonces, existe un unico u € L¥ (Q) (donde p' es la conjugada de p, }D + % =1)

tal que
(W, f) = / wfdh YF e 17(Q) g lull e = 16l gm)

Q

DEMOSTRACION.- Ver [1]

Observacion 3. Este resultado puede ser usado para probar la existencia de una
isometria entre (LP (Q))* vy LY (Q), asi podemos identificar estos dos espacios
normados ((L? (Q))" = L¥ (). Usando el Teorema de representacion de Riesz,

podemos también identificar (L' ()" con L>(Q) ((L'(Q)" = L>(Q)).

2.4. Algunos resultados sobre convergencia

Proposicion 2.4.1.
i) Cualquier sucesion convergente también converge en medida casi siempre.
i) Cualquier sucesion convergente en L' (Q) también converge en medida.

iii) Cualquier sucesion convergente en medida, admite una subsucesion convergen-

te cast siempre.



Proposicién 2.4.2. Cada sucesion convergente u, — u en LP () tiene una sub-
sucesion que converge puntualmente u,, (x) — w(x) para casi todo punto x € §).
Ademds, existe un h € LP (), donde h(x) >0y |un, ()| < h(z) para casi todo

punto x € €.
DEMOSTRACION.- Ver [1]

Teorema 2.4.1. Sea (X,&,\) un espacio de medida. Un conjunto Y C L' () es
llamado uniformemente integrable si para cada € > 0 existe un correspondiente 6 > 0

tal que

/ fdr| < (2.3)
E
cuando f €Y y AN(E) <.

DEMOSTRACION.- Ver [22]

2.4.1. Teorema de convergencia de Vitali
Teorema 2.4.2. Sea (X,&, \) un espacio de medida. Si

» A (X) < o0,

» {ful,>1 es uniformemente convergente,

w fo(x) — f(x) casi siempre, cuando n — oo,

w | f(2)] < 00 casi siempre,

entonces f € L' (X) y

lim [ |f, — f|dz =0. (2.4)
n OO)(/

DEMOSTRACION.- Ver [22]

2.5. Espacios de Sobolev

Los espacios de Sobolev, que se presenta a continuacién, tiene una gran importan-
cia en el desarrollo de la investigacion para probar la existencia de soluciones débiles
para los problemas de valor de frontera elipticos que describiremos. Sea 2 C RY un

dominio abierto y I' := 90 la frontera.

10



2.5.1. Derivada Débil

Consideremos el multi-indice «, supongamos que u,v € L}, () y

/u (z) Vo (z) dx = (—1) /v ()¢ (x)dx para todo ¥ € C° ()

Q Q

Entonces v es la a'"—derivada débil de u en Q y lo denotamos con V%u.
Para mostrar que la derivada clasica de u es tambén derivada débil, asumiremos

que u es suave. Entonces por integracién por partes tenemos

/u (x) VY (x) dx = / (=)' Vu ()9 (x) dz, para cada ¥ € C™ ().

Q Q

A continuacion, se proporciona una definicién general de Espacio de Sobolev,

consideraremos solo el caso para k =1

Definicién 2.5.1. Para 1 < p < o0 y k € N, definimos el espacio de sobolev como:

Wk (Q) = {u € LP (Q) : V*u € LP () para todo |o| <k } (2.5)

Siu € WP (Q) entonces se define su norma

1
P
> IVeull; si 1<p<+oo
[ullynn) = (Ialsk e (2.6)
i [Vulm,  sip = oo

Definicién 2.5.2. El espacio We? (Q) es la clausura de C° (Q) en WP (), con

respecto a la norma ||.|[yrs ), donde 1 <p < oo

Observacién 4. Si p =2 entonces H* (Q) = Wk2(Q)
Las siguientes son propiedades de la derivada débil.

Supongamos que u,v € WE=1elP (Q) y || < k. Se sigue entonces que

x Voy € Whlelr () y V8 (Vou) = VB para todo multi-indice o y 3, donde
laf + 5] < k.
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» Para cada \i, s € R se sigue que M\ju+ v € WEP (Q) y
Ve (AMu+ Av) = MV + AV, donde |a| < k.

» Si O es un subconjunto abierto de Q entonces, u € W*? (0).
» Sip € C®(Q), entonces u € WP (Q) y

Ve (Yu) = BZ ; VAN Py (Férmula de Leibniz)
<a

«Q |
donde = e
Teorema 2.5.1. El espacio de Sobolev WP (Q) es un espacio de Banach para
1 <p< oo

Teorema 2.5.2. El espacio de Sobolev WP (Q) es uniformemente convezo (reflexivo)

para 1 < p < o0.
Teorema 2.5.3. El espacio de Sobolev WP (Q) es separable para 1 < p < co.

Teorema 2.5.4. Sea Q2 un abierto, bién reqular de RN, m > 0,1 < p < oo. Entonces

para todo J > 0, se verifican:
= Sim < 2 entonces Wome (Q) — W71(Q), p < q < 22 =p*.
= Sim =" entonces Wotme (Q) — W7 (Q), p < ¢ < +00.
= Sim > 2 entonces WP (Q) — CF (Q)
le|<T zeq

Cy(Q) = {u Q0 — R, ueC’/(Q) tal que max sup|D% (x)| < oo }

Teorema 2.5.5. (Rellich-Kondrachov) Sea Q un abierto, bién reqular de R™, m > 0,

1 <p < o0, entonces:

- W () S LQ), Vee Ly, =1

. W () S Le(Q), Vg € [1,+00[, p= N.

. WLP(Q)<—>C(Q>, p>N.

12



2.6. Operadores Mondétonos

La teoria de los operadores mondétonos representa, ademas de los métodos varia-
cionales, un método esencial analitico funcional para la investigacién de soluciones de
ecuaciones no lineales. Comenzamos con el caso més simple. Un operador monétono
en R es cualquier funciéon no decreciente f : R — R, y un operador estrictamente

mondtono es una funcidén creciente.

Teorema 2.6.1. Sea f una funcidn real, mondtona continua en un intervalo (a,b)

[—00 < a < b < +o0]. Entonces la ecuacion

f(z)=y

tiene una solucion para todo y € (A, B), donde

A= lim f(z) y B= lim f(x)
z—a™t x—rb~

Si la funcion f es estrictamente mondtona entonces la solucion es unica.

Este es un resultado bésico del Analisis Real, por lo que obviamos su demostra-
cion.

El teorema implica

Corolario 2.6.1.1. Sea f : R — R, una funcion mondtona continua que satisface

lim f(x)=—-o00, lim f(z)=+o0 (2.7)

T—>—00 r—>+00

Entonces la ecuacion f (x) =y tiene una solucién para y € R.

Demostracién: Es una consecuencia inmediata del teorema (2.6.1) tomando

A= lim f(z) y B= lim f(x). |
rz—at r— b~
Observacién 5.

a) Siempre que existan los limites A, B, se puede omitir la suposicion de monotonia.
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b) A fin de generalizar la condicion de monotonia
T < To — f(l’1> < f(ZEQ)
al caso multidimensional reescribiremos la desigualdad anterior en la forma

(f (x1) = f (72)) (v1 — 22) > 0. (2.8)

La condicion (2.7) puede ser reescrita en la forma

flr)x

|z|—>00 |IE| ’

y es llamado la condicion de coercividad, juega un rol importante en la prueba de

teoremas de existencia.
Definicién 2.6.1. La aplicacion f : RY — RY es llamada:

i) mondtona si

(f (ill'l) — f (.1'2)) (.CCl - 33'2) 2 O, W X1, T € RN ] (29)
ii) estrictamente mondtona si

(f (z1) = f(z2)) (1 —22) >0, Vi, 2 € RN, 21 # 9, (2.10)

iii) coerciva si
h/m <f (l‘) 7x>]RN

|z|—>o0 ’$|RN

— oo (2.11)

Teorema 2.6.2. Sea f: RY — RY continua, mondtona y coerciva entonces
f(RY) =RM.
Es decir, dado y € RN, existe x e RN : f(z) =y.

Ahora veremos los resultados anteriores en un contexto general, es decir, en

espacios de Banach (de dimensién finita o infinita).

Definicién 2.6.2. Sea V' un espacio de Banach, V* su dual (algebraico y topolégico)

Y Sea

AV —V*
un operador dado (eventualmente no lineal)

14



A es continua si y solo si u, — u implica Au, — Au.

A es débilmente continua si u, — u implica Au, — Au.

s A es demicontinua si y solo st u, — u implica Au, — Au.
» A es hemicontinua si solo si la funcion real

t — (A(u+tv),w)

es continua en [0,1], Yu,v,w € V.

A es fuertemente continua si y solo si w, — u implica Au, — Au.

A es acotado si lleva conjuntos acotados en conjuntos acotados, es decir
lul, <K; = |Au|,, < K,
para algunos K, Ko > 0.

. . , A
A es coercivo si lfim  AwW — |,

|u|—>+o0 luly

Definicién 2.6.3 (Operadores Monétonos). Sea A: V. — V*, entonces
i) A es mondtono si (Au— Av,u—v) >0, Yu,v €V u#w.
ii) A es estrictamente mondtono si (Au — Av,u —v) >0, Yu,v €V u#wv.

iii) A es fuertemente mondtono si hay una constante C' > 0 tal que

(Au— Av,u—v) > C lu—v|*, Yu,veV

iv) A es uniformemente mondtono si
(Au = Av,u —v) > a([lu —vf|) [[u = ol|, Yu,veV

donde a:[0,400) — [0,400) es estrictamente creciente con a(0) =0 y

a(s) — +o0, cuando s — +00.
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2.7. Operadores Pseudomonétonos

Existe una gran clase de ecuaciones diferenciales parciales cuasilineales, que no se
incluyen en las condiciones del Teorema de Minty Browder. Por lo que, se introdujo
una nocion mas débil de operador mondtono, esto es el operador pseudomonotono,
con el objetivo de probar la existencia de soluciones para el tipo de ecuaciones

diferenciales parciales mencionadas.

Definicién 2.7.1. Sea A : V. — V* operador en un espacio real Banach reflexivo

V. El operador A satisface las condiciones (M), (S),, (S), (S)y y (S), siy sélo

st , para n — 00, se cumple lo siquiente:

(i) Condicion (M) :

Uy — U, Au, — b, lim inf (Au,, u) < (b, u)
n—-aoo
implica Au=1>
(ii) Condicion (S), :
Uy — U, lim sup (Au,, — Au, u, —u) <0 implica Uy —> U
n—aoo
(i13) Condicion (S) :
Uy — U, lim (Au,, — Au,u, —u) =0 implica Uy —> U
n—m:oo

(iv) Condicion (S), :

Up — U, Au, — b, lim (Au,,u) = (b,u)
n—aoo
implica Uy —> U

(v) Condicion (S); :

Uy — U, Au,, — b, implica Uy — U

Se observa que:

Sy = ) = ) = () (2.12)



Definicién 2.7.2. Sea A : V — V* operador en un espacio real Banach reflexivo

V.
(1) El operador A es llamado pseudomondtono si y solo si

up, = u y lim sup (A (u,), u, —u) <0

n—-aoo
mmplica

(A(u),u—v )< lim inf(A(u,), u, —v) YvoeV

n—aoo

(13) El operador A satisface la condicién (P) si y sdlo si

Up — U, implica lim sup (Au,, u, —u) >0
n—-m:uo0

Lema 2.7.1. Sea V un espacio de Banach reflexivo, entonces para cada operador

pseudomondtono A : V. — V*, entonces también A es operador demicontinuo.

Demostracién: Sea (u, ),y C V un sucesién tal que v, — u. Como A es ope-
rador pseudomonétono, {A (uy,)}, o es también una sucesion acotada, y asi cualquier

subsucesién de {A (u,)}, .y también es acotada. Siendo V' espacio de Banach reflexi-

veN
vo se cumple que V* también es Banach reflexivo. Por (2.1.2) (T-Eberlein-Smulian)
se obtiene una subsucesién convergente débilmente el cual denotaremos por facilidad
{A(u,)},, es decir A (u,) — f, para algin f € V*.

Como
0 < |<A<ul/)7ul/_v> - <f>ul/ _U>|

= [{A(w) = f,u —v)|
< [|A(u) = f]

ve lluw —vl|y,

donde || A (u,) — f]

v+ es acotado y [|u, —v|| — 0.

Entonces

lim (A(u,),u, —u)y=(fiu—u)=0

v—>-+00

y por ser A pseudomondtono se tiene

(A(u),u—v) <liminf (A(u,),u, —v) = (f,u —v) (2.13)

v—>+00
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para cualquier v € V.

Se ha probado que cualquier subsucesién de {A (u,)} .y tiene una subsucesién que

veN

converge débilmente a A(u) = f, y asi toda la sucesion {A (u,)}, oy converge

débilmente a A (u). Por lo tanto, se prueba que A es un operador demicontinuo.

|
2.7.1. Desigualdad de Tartar
Proposicién 2.7.1. Para todo x,y € RY
B B > ol —yl?, st p>2,
<‘x’p 21, - ‘y|p 2y,:z; - y>RN . 9 p—2 )
> eple—yl (x| +ly)" ", sil<p<2,
(2.14)

donde c,, e, son constantes positivas y dependen de p.

Demostracion: Sea p > 2, consideremos
I(p)= (|2 x|y y.x —y)
Luego,
I(p) = (2 Pz— |y y.x —y)

= </d%]sq:—i—(1—s)y\p_2(5:c+(1—s)y)ds, x—y>

- /<p—2>|sx+<1—s>y|”4|<sa:+<1—s>y,x—y>|2ds

0
1

+/|5x+(1—5)y|p_2|x—y|2ds
0

Por otro lado, siendp p > 2, se tiene

/<p—2>|s:c+<1—s>yrp—4|<sx+<1—s>y,x—y>|2dszo

luego
1

1(p) > / sz + (1— )yl |z — y| ds
0

Supongamos que |z| > |y — z|.
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En la expresion

sz +(1=s)yl = [r—(1—-35)(x—vy)|
> lz] = (1= s) |z -y
> slz—yl

Luego

(a2 = PPy —g) = fo—yf [lses (1= 5) gl ds

Vv
B
|

<
T
®
%
b
B
=
=
no
QL
®

Tomando extremos se tiene

(a2 = [y Py, x —y) > cr o —yl”
donde ¢; = p%l es constante positiva pues p > 2.

Ahora, si |z| < |y — x| se tiene lo siguiente

(ol 2a — [y 2y,z—y) > u—yl/bx+ $) P ds
B |/ |sx+ (1—3) y|)
|sz + 1—s)y|
Ademas
s+ (L=s)yl = |(1-s)(y—z)+7|

< (=) ly ==+ 2]
< (2-9)ly—=|

En la expresién anterior, se tiene

(1— (1
|/|sa:+ sy|)d$Z |/]sx sy\)ds

s+ (1—s)y|” )y —

v

o
/ (|sz + (1 — )y )2

0

19



Para aplicar la desigualdad de Holder, consideremos ¢' =% > 1y % + & =1

hSEIN]

1
1 q 1

/1|sx+(1—s)y|2ds < /lqu /(|sx+(1—s)y|)

0 0

w\'@

2
1 P

= /(|3x+(1—3)y|)g

0

= elevando a la p/2 los extremos se tiene

[Nl

1
/\s:c—l— (1—25) y|) ds > /\sx—i— (1—s)y|*ds
0

Y asi

r
2

vV
SN

1 P
1—s)y|?)?
Ix—y|2/ sz + A =)yl)"

sz + (1 —s)y|?

/ |sz + (1 —s) y|)
0

1
/|sa:+ (1—s)y|*ds
0

M|

vV
A

Ademas
sz + (1 — ) yl* = s [xf* + 25 (2, y) — 28% (2,y) + [y|* — 2s |y + 5 |y[*

Reemplazando

(82 |2 + 25 (2, y) — 257 (2, y) + |y — 2s |y|> + s* |y|?] ds

1
/\sx+(1—s)y|2ds =
0

W = D\H

1 9
) +_
z,y) 3Iyl

1
2
ol + 5 (

Entonces,

1
(|sz + (1—s) y\) 1 2
|z — y|? / ds - /\sx—i—(l—s)y[ ds
(1-— 4
sz 4 (1 — s)y/* )

1, 1 1,
<§|$| +§<$»y>+§|y|)

(|2 + (z,9) + [y[?)

SIS

v

IV
.-M el B
[Nl

3%

También
|2

1, 1
—{zy) <[yl <ol Jyl < 5 2" + 5 ly

2
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Por eso

1
o+l + (e y) = 5 (12 +1ul) + 5 (2 + ol

(Iz1* + |y[*) + (2,y)

(
1
2
(

1
of? + 1) - 5 {2, 0)

v
e Bt o I SN

B

2
— 9

Finalmente

(|sz + 1—3)y\) ( p
x — ds > == x|+ (z,y) + 2
| m/ T 1 (5) (el + o)+ )

v

Haciendo ¢y = (}1)T (%)g > (0 tenemos
I(p) = erlz =yl
Para ¢, = min{c;, c2}. Note que ¢, >0 y
(Jof e = |yl" g2 —y) > ¢ o =y
para todo z,y € RV, [ |
Proposicién 2.7.2. Sean A, B : V. — V* operadores en el espacio real Banach V.
Entonces:

(a) Si A es mondtono y hemicontinuo, entonces A es pseudomondtono.
(b) Si A es fuertemente continuo, entonces A es pseudomondtono.

(c) Si A es demicontinuo con (S), , entonces A es pseudomondtono.
(d) Si A es continuo y dimV < oo, entonces A es pseudomondtono.

(e) Aditividad. Si A y B son pseudomondtonos entonces A+B es pseudomondtono.
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(f) Si A es mondtono y hemicontinuo y B es fuertemente continuo, entonces A+ B

es pseudomondtono.

(9) Si A es mondtono y B es fuertemente continuo, entonces A+ B satisface (P) .

DEMOSTRACION.- Ver [17]

2.8. Propiedades de las aplicaciones del tipo (5.)

Proposicion 2.8.1. Sea V' un espacio de Banach reflexivo, C° C V no vacio y

A:C =V~

(a) Sea A:C — V* un operador (S+) y A > 0, entonces NA : C'— V* también es

un operador (Sy) .

(b) Sea A : C — V* un operador (Sy) y B : C — V* operador demicontinuo y
(S4) entonces A+ B : C' — V* es un operador (S4) .

(c) Sea A:C — V* un operador (Sy) y B : C'— V* operador mondtono, entonces

A+ B:C — V* es un operador (Sy) .

(d) Sea A:C — V* un operador (Sy) y B : C — V* completamente continuo (i.e.
siu, — u en 'V entonces B (u,) — B (u) en V*) entonces A+ B :C — V* es

un operador (Sy)

DEMOSTRACION.- Ver [2]

A seguir veremos algunos ejemplos de operadores pseudomondétonos

que facilitaran nuestro trabajo.

Ejemplo 1 (De la implicacién (a)). Sea Q abierto, acotado y bién reqular de RN,

1 < p < 4+00. Definamos el operador

. 1,p —1,p*
AW Q) — W (@)

Au:WyP(Q) — R

— (Au,v)
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Este operador

ou
8%

P72 9y

A
Au:;&ci<

es llamado el operador Pseudo Laplaciano.

Sea p € C°(Q): ue W, 7 (Q)

(Au, @) = < Zm(

Como C° (Q) es denso Wy (Q)

<Mw=é/

Por densidad y continuidad se tiene

<mw=§/

o0x;

P=2 Ay
o , P

008 el O (@), Vae W (Q)

ox; Ox;

ox;

7 o dw

ou

. dz, , Yu,w € Wy” (Q)

Este operador estd bien definido, u,v € Wol’p (Q)

N —2
ou |’ Ou Ov
WMWZZ/mia@m“
=1 Q
N
X:: / 0x; (991:z du

axl axz

=1

N (p— l)p Hr

Z / Por Holder continuo
N
NPl /N

-1
= [Vul)™ [V,

ov
8:16,- P

IN

81'2

N 9 /p
< <Z ¢ > Por Holder discreto

- 8331

ox;

—1
= |u|€[/01’p(9) |U|W01’p(Q) < 0
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s A es operador acotado

pues VB C WY (Q), B acotado, entonces A(B) es acotado.

Del resultado anterior se tiene

|<Au,’0>] S ’u‘Wlp ’U’WMD

Y
Au,v
|Aulyy 1,y = sup [{Aw, v)| < |u |W1p
UGW*LP/ |U|
v#£0

Existe un M > 0
(A, V) |y 1 < M Jul?

Wlp Q)
y asi A es acotado.
s A es operador mondtono

Para u,v € Wy (Q)

(Au — Av,u —v) = (Au,u —v) — (Av,u — v)
wlP? du (du  Ov XN:/
ox; \ Oz; sz —

>/

Q
Por la desigualdad de Tartar (2.7.1)

>cp2/

N

>/l

=1

ov
(9xi

o0x;

P2 9v [ Ou
8@

P72 Oy
03:1’

ou
8$i

ov
0[&

dm =cplu— v|€vol,p(m

ox; 8902

(Au— Av,u—v) > ¢, |lu—v >0

‘P
Wy P (Q)

Es decir, A es mondtono.

n A es hemicontinuo
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Probaremos que la aplicacion t — (A (u + tv)) es continuo de [0,1] a R,
Yu, v, w € Wy (Q).
En efecto, dados u,v,w € Wol’p Q) y teR

N

(A(u—l—tv),w)—Z/

i=1

ou 4t ov

P72/ +t3v (9wd

Observe que:

8u+ v P2 3u+t5’v 8w<2p73 ou P2 p72@p_2 8u+tc% dw
Y
u v 2 Ou  ,Ov\ow| |0u O 2 Ou  ,ovl|ow
| ou thé?v P dw
Sea t — to en [0, 1]
8u+t(% P2 8u+t0v 8w_> 8u+t v |72 8u+t ov\ ow Q
@fL’i 8% c%z 8% 8x, 8[)32 08951 8@ 05‘[)32 83;1 c.ocn

Las funciones del sequndo miembro de la desigualdad anterior son integrables, luego
por el Teorema de Convergencia Dominada de Lebesgue se tiene

lim (A (u+tv),w) = (A(u+tov) ,w)

t—to

Y asi, el operador A es hemicontinuo.
Por la proposicion (2.7.2 a. ), el operador A es pseudomondtono. (Es decir, el ope-

rador pseudoLaplaciano es pseudomondtono). L.

Ejemplo 2. Consideremos el espacio de Sobolev Wol’p (Q) provisto de la norma
[ull = 1Vull g -

Definamos el operador p-Laplaciano negativo

E3 /

=0 WP (Q) — (W () =W (Q),

25



donde Q2 C RN abierto acotado con frontera bién regular con p > 2, p' > 0 tal que
L, 1 _
> + = 1.

Para u € Wy (Q) :

A=—N,: WP Q) — W (Q)
u = Au=-Aju = —d@'v(|Vu|p_2Vu)

donde
(Au, v) —/]Vu|p_2 VuVudz.
Q
Afirmacién 1. El operador A : WP (Q) — W5 (Q) estd bién definido.
En efecto, para u,v € Wy P (Q) se tiene

|(Au,v)| = /|Vu|p2Vqudx
Q

< / || VulP~* VuVo| dz
Q

= / V"~ |Vl da
Q

p=1|5°1 p'%l P %
< [Vl 7 da |Vol” dx
Q Q
— p—1
= [Vul, " |Vl
-1 ;
=l Nl < 00, v € Wa7 ()

Observacion 6. Sip>1,g>1y % + % = 1 entonces las aplicaciones

s— [s]P % s
r— |r| %
SOM TNVErsas.
=

Aplicando la desigualdad de Tartar para s; = |r; 2 r; se obtiene

|[ra|"ry — |1 [ "2 | < erfra— [T, 1< g<2 (2.15)

1ral"2 7 — [P |2 | < calra — o |[ral® = |77 L si g > 2 (2.16)

Afirmacién 2. El operador —A, es continuo.
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Sean uy,uy € WyP (Q), entonces dado ¢ € Wy (Q) con ||¢|| < 1 se tiene

[(Dpus — Dpug) ¢ = / (|VuQ|p_2 Vi, — |V [P~ Vu,) V¢ dz
Q

< / ‘|Vuz|p72 Vg — |V [P Vu, | V| dx
QO

< / | [VualP ™ Vuy — [V [P Vul‘p% da / Vol da
Q Q

por la desigualdad de Holder para p? +-=1

(s

Q

1
p

p—1

P P
p—1
¢|Vuy — VUl’p_ll dx ‘|¢HW&”’(Q)

-~

y por la expresion (2.16) se tiene

p—1

D
_p_
= /cvl |Vug — Vuy | da
Q
1/p] P!

= <c#>T /|VU2 — VU1|p dx
Q

=c|Vuy — Vu1|§_1

! Uy, U EWOLP (Q)

<c|luz — Ul”'@,p(m

Afirmacién 3. El operador A = —/A, es mondtono.
Sean u,v € Wy (Q), p>2

(Au — Av,u — v) :/(|Vu|p_2 Vu — |[VolP Vo) V (u —v) d
Q

_ / (IVu"? Vu — |Vo|P~* Vo) (Vu — Vv) do
Q

- / (|Vul’~> Vu — |[Vu[’ 2 Vo, Vu — Vo), do
Q

2/cp|Vu—VU|pdx

Q

desigualdad de Tartar, p > 2
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o [T
y asi A es mondtono.
Afirmacién 4. El operador A = —/\, es hemicontinuo.
Para cada u,v,w € Wol’p (Q) probaremos que la aplicacion
t— (A(u+tw),v)
es continua de [0,1] a R. Ademds, para u, — u en Wy" (Q) se tiene que

(Aup,v) — (Au,v)

pues A es operador continuo.

En efecto, sean u,v,w € Wol’p (Q), t € R y supongamos t — t

(A (u+tw), /|V (u+ tw)|" "V (u + tw) Voda (2.17)

IV (u+ tw)|P 7V (u + tw) Vo < 2773 (|Vul~ 2t |Vl 2) (u + tw) Vv
(2.18)

‘\V(u—l—tw)]”_Q (u+ tw) V| = |V (u+ tw)["~ 'Vl (2.19)
Como t — ty en [0, 1] se tiene
IV (1 + tw) [PV (u 4+ tw) Vo — |V (u + tow)|P > V (u + tow) Vo
casi siempre en §2, luego

/HV(u+tow)\p_2V(u+tow)Vv’dac:/\V(u+tow)\p_l\vmd9& (2.20)

/ IV (u+ tow)|P*1|p% da /|W|p dx e L' () (2.21)

por Holder.
De los resultados (2.21), (2.18) y por el Teorema de la Convergencia Dominada de

Lebesgue se obtiene

lim (A (u+tw),v) = (A(u+ tow) ,v) (2.22)

t—to
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es decir

(=, (u+ tw) ,v) — (=4, (u+ tow) , v) (2.23)

asi el operador —/, es hemicontinuo.

Finalmente, en este ejemplo 2, por Proposicion (2.7.2) , siendo —/\, monoténo

y hemicontinuo se verifica que —/, es un operador Pseudomondtono. L.

Proposicién 2.8.2. El operador —/A\, satisface la condicion (S)4.

Demostracion: Considere el operador

1
J WP Q) R/ J(u):];/|Vu|de
Q

(i) J€C" (W3?(9).R)

(ii) Vu,v € Wy (Q)
(J' (u),v) = / IVulP? VuVuda
QO

(iii) Considere

L=J :W," Q) — W (Q), =1

1 1
=+ =
p D
S

Se va a verificar que L satisface la condicién (S), es decir si

+

w, — uen WyP (Q) y ygrflroo sup (Lu, — Lu, uy —u) <0

entonces

Lp
uy, — u en Wyt (Q)
En efecto, siendo L estrictamente mondtono, se tiene

0 < (Lu, — Lu, u, — u)

0< lim (Lu,— Lu, u,—u)

y—>+o0

0< lim inf (Lu,— Lu, uy, —w)

y—>+o0

Y asi, de la hipotesis y el resultado anterior

lfm  (Luy — Lu,w, —u) =
7_1}1&100(% U, Uy —u) =0
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Por demostrar que:
wy, — u en Wy (Q) <= ||u, — uHWg,p(Q) — 0, siy — +o0

<:>/|Vu7—Vu\pdacHO, sty — +oo
Q

= Para p > 2 y la desigualdad de Tartar

a / |Vu, — Vul’ dx < / (| Vu, [P Vu, — |Vul' > Vu, Vu, — V), da
Q

(]Vu7|p_2 Vu, — |Vul["~> Vu) . (Vu, — Vu) dz

KJ\D

—~

Lu, — Lu,uy —u) — 0, 7 — 400

= Sil<p<2y ladesigualdad de Tartar

p(2—p)
C2 / Vi, = VulP do < 02/ |V, — Vul? (Vi + ‘VUDp(z—p) dz
J ) (V] + Vi)™

r(2=p) *

— p p(2—p
:@/1 Vur =Vl (Vs + [ 9u) ™
(|Vu,| +[Vul) 2

Q
por desigualdad de Holder, - + -—A— =1

v 2/p T 2/(2-p)
“\/

Q

2
P

|Vu, — Vul?
p(2—p)
(IVuy| + [Vul) 2

r2=p) |32=p

dz /‘( IV, | + [Vau|)* 2 dz
Q

P 2—p

Vu, — Vul? :
/ V‘ 2 s |2_pdx /\ |Vu,| + |Vu| [P dx
J (%) + Vu) J

De la desigualdad de Tartar

¥

< /<|Vu7|P2 Vu, — |VulP 2 Vu, Vu, — V), da /| \Vu,| + |Vu] |Pdx
Q Q

p

Q
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Q

2—p

2—p
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De la hipdtesis
w, — uen Wy? (Q) = 3K >0 Vu,|, <K
:>/]Vuy\pdx <K
Q

Ademds, |z +y[" <2071 (2" + |yI*), Va,y €R

[N4S)

< / (|Vu7|p_2 Vu, — |Vul"~> Vu) (Vu, — Vu) dz /2”_1 (|Vu, " + |Vul?) dx
Q Q
2—p
2

= ((Luy — Lu,u, — u))? 9= /|Vu7|p dx + / |Vul? dx

Q Q
2-p
p [~ 2 .
< (Luy = Lu,uy = u)F (K4 [ul10) © — 0,517 — o0
WyP(Q)
Y asi
/|Vu,y — Vul’ de — 0, siy — 400
Q
= [[Vuy, = Vul| ) — 0
— u, —u en W,P(Q).
Finalmente, eso verifica que L = —A,, satisface la condicién (.5) L [ |

Definicién 2.8.1 (Operador de Nemytskij). Sea @ C RY, N > 1, un conjunto
medible no vacio, y sea f : QX R™ — R, m > 1, yu : Q& — R™ una funcion
dada. Entonces el operador de Nemytskiy F asigna uw — f o u; i.e., F' esta dado

por

Fu(z) = (fog) (z) = f (z,u(x)) parax €

2.9. Funcién Carathéodory

Definicién 2.9.1. Sea Q C RN, N > 1, un conjunto medible no vacio, y sea
fOXRXR™ — R, m > 1. La funcion f es llamada funcion Carathéodory si

las siguientes dos condiciones se cumplen:

(i) Si para cada (s,€) € R x R™ la funcion
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x+— f(x,5,€) es medible Lebesque en ).

(ii) Si para casi todo = € S

(s,&) — f(x,s,£) es continua en R x R™.
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Capitulo 3

Resultado Principal

Un resultado importante para lograr nuestro objetivo, que es probar la existencia
de soluciones débiles del problema (1.2) es el Teorema de Brézis, para operadores

pseudomonotonos.

Teorema 3.0.1 (De Brézis). Sea V un espacio de Banach, separable y reflexivo.
Para cualquier A :' V. — V* un operador pseudomondtono y coercivo entonces
es surjectivo. Es decir, para cualquier f € V*, existe al menos una solucion de la

ecuacion
Alw) = f (3.1)
Demostracién:

e Vamos ahora a aplicar el "método de Galerkin”para demostrar la existencia de

solucién débil de (3.1).

Como V es separable, entonces existe una base hilbertiana (w,),en de V, tal que
Vi = w1, w2, ..., wy] el espacio generado por {wy, ws, ..., wy,} tal que V =1, V,,.
Determinaremos una funcién ( si fuera posible) una funcién w,, € V,, que tiene la

forma
m
m
Um = E Sz W,
i=1

que satisface las ecuaciones de Galerkin
U € Vi @ (A(uy) — fow) =0, i =1,2,...,m. (3.2)
Primero veamos la existencia de soluciones del sistema aproximado
g(c™)=0 en R™,
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donde ™ := (', ', ...,d™) € R™ y g := (91,92, -, §m) : R™ — R™ definida por

gi - R™ — R
cm — g (™)

v oogi(c™) = (Aup) — fiw), i=1,2,..m.

Afirmacion 1. Las funciones coordenadas ¢g; son continuas.

m
En efecto, sea la sucesién convergente 2! — x en R™ donde y; = g zhw; y
=1

m

Yy = Z x;w;, entonces y; — y en V. Desde A es acotado se tiene que la sucesién
(A(u;):)lleN es acotado en V*. Como V* es también reflexivo, se tiene que A(y;) — ¢
por (2.1.2) (T-Eberlein-Smulian). Por lo tanto, (A(y;),y; —y) — 0, y teniendo en
cuenta que el operador A es pseudomondtono, resulta

<A<y>7 Yy — U) < lim inf <A(yl>a Y — U)

l—>+o00

= lim (A(w),y —v)

l—r+o00

:<way_v>7

entonces (A(y),y —v) — (Y,y —v) <0y asi (A(ly) — Y,y —v) <0VveV.
Sea v =y —w, donde w € V se tiene (A(y) — ¥, w) <0, Vw € V
& (Aly) —d,w) =0, Vw eV & A(y) = ¢.

Por lo tanto,

gi (') = (Aw) = f, &) — (A(y) = f, &) = gi (2)

y asi se ve que cada funcion coordenada g¢; es continua, por lo tanto la aplicacién

g : R™ — R™ es continua.

Afirmacién 2. El sistema aproximado (3.2) (ecuaciones de Galerkin) tiene una
solucién aproximada u,, € V,, tal que ||u,,|| < Ry, donde R; > 0 es una constante
independiente de m € N.

En efecto, este resultado se obtiene usando la continuidad de ¢ y la coercividad de

A.

Es decir, {u,,},, C V sucesién de solucién aproximada de Galerkin tal que u,, € V
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vy lum| < Ry de aqui ||A (un)]

v+ < M, para algin M > 0, pues A es acotado.
Asi tenemos

(A(uy,) — f,v)y =0, Yo €V, (3.3)

e Como la sucesién {u,,},, es acotada en V, por (2.1.2) (T-Eberlein-Smulian), existe

una subsucesion (unj)j € V tal que u,, =~ uen V.

Eso quiere decir que

<A (umy) ’umj> - <f’ umj> — (fru)
Sea un v € V. Por la densidad de |JV;, en V, existe w® € |JV;, tal que
|lv — w®|| < e, luego
w® € U,V <= Jdm. € N tal que w® € V,,,_

Para j suficientemente grande podemos tener m; > m. el cual implica que

w® € Vi, C Vi, y asf por (3.3) se cumple que
(A (tm,) — f,w) =0.
Luego entonces
(A () — £,0) = (A (1) — .0~ ")
<A () = Iy Mo = wlly

< ([l (oo, ) - 1151
<(M+ | flly-)e

ve) o= wlly

Para v =u,,. —u se tiene
J

<A (um].),umj —u> :<A (um].) + =1 tm, —u>
= (A (m;) = frttm; =)+ (f tem; =)

Tomando limite superior

lmsup (A (tm,) , Um, —u) < (M + || flly-) e

j—r+00
y asi para e arbitrario se tiene limsup <A (umj) s U, — u> < 0, ademas siendo el

Jj—>+00
operador A pseudomonotono tenemos

(Aw),u—v) < Um f (A (tn,), U, —v).

J—>+o0
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Si tomamos v € (JV;,, para j suficentemente grande se tiene que v € V;,,,, v asi
m

Jj—>+00

(A(u),u—v) < Um If(A (), tm, —v) = (f,u—"0) VUEUVm

Lo que se quiere es verificar que el resultado anterior se cumpla Vo € V. Sea

veVy e>0, entonces Juw® € |J,,Vin tal que |[v — w®|| < e. Entonces

(Aw) = fru—v) = (A(u) = fu—w) + (A(u) — fw" —v)
<A@y~ +[If]

V) E-

Para ¢ arbitrario, se sigue que (A (u) — f, u—v) <0 Yo € V. Quiere decir que
si tomamos Yw € V, y haciendo v = u — w se tendrd (A (u) — f, w) <0, Vw € V,

con lo cual concluimos que

Au) = f

3.1. Formulacién variacional del problema

Sea r € [1,400[, y r’ su conjugada de Sobolev tal que = + 4 =1, ademas p* es
el exponente critico de Sobolev donde p* = N— si N > p.
Consideremos el espacio de Sobolev Wy” () provisto de la norma ||ul| := |ul 1r()

Yu € Wy” (). El operador

E3 /

=8, W (Q) — (W (Q) =W (Q)

En el andlisis de la solucién débil del nuestro problema (1.2), sea A;, el primer
autovalor del operador —A,, en el espacio W, (Q) el cual se define

IVullnq
Ap = inf —. (3.4)

weW, P (Q),u70 |U|Lp

En la parte derecha de la ecuacién (1.2), f(z,u,§) satisface las siguientes hipoGtesis:

(H1) Existen constantes a; >0, as >0, a € [0,p* — 1], B € [ [y una funcién

o € L7 () donde v € [1,p*[, tal que

1f (2, 5,6)| <o (x)+a|s|* +as|¢]° casi siempre en Q, V (s,€) € R x RY:
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(H2) tambien existen constantes d; > 0, dy > 0, donde Ailljdl +dy < 1, y una

funcién w € L' (Q2) , tal que
f(z,5,8) s <w(x)+dy|s|’ 4+ dy|€|P casisiempre en Q, V (s,€) € R x RY.

Considerar el problema de hallar una funcién u : 2 — R tal que

—Ayu— pAgu = f(z,u,Vu) en
u=20 en 0f).

(3.5)

donde © C RY es un subconjunto no vacio, abierto y acotado con frontera 0%,

con p1 € [0,00[, 1 < g < p, donde el operador p;Laplaciano se define como A,u =

div (]Vu|p_2 Vu) y similarmente el operador q;Laplaciano es A, u = div (|Vu]q_2 Vu).

Multiplicamos la ecuacién (3.5) por una funcién v suficientemente regular e in-

tegrando sobre (2.

/ (—Au) vdz + / (=) vde = Q/ £ (0, V) vdz (3.6)

Q Q

Aplicando el Teorema de Green e imponiendo la condicién v |[r= 0 se tiene

/ \Vul""? VuVudz + ,u/ \Vu|"* VuVodz = /f (x,u, Vu) vdx (3.7)
Q Q Q

Con esto definimos el concepto de solucion débil del problema (3.5).
Definicién 3.1.1. Decimos que u : Q@ — R es solucion débil de (3.5) si
(i) ue W (@)
(i) u satisface la ecuacion (3.7), Yv € WP (Q).
Observacién 7. Cada término en (3.7) estd bién definido.

(a) /]Vu|p_2Vqudx S/\Vu\p_2|Vu] ]Vv\dxg/\Vu\p_l\Vva
Q Q Q

por desigualdad de Holder, (p_ll)/p + %} =1
< /‘|Vu\p_1|pf1dac /|Vv|pdx
Q Q
< |Vafp Vo,
<

-1
lell o Il < o0
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(b) u/|Vu\q_2Vqudx S,LL/]Vu]q_l Vodr, pu>0
0 0

por desigualdad de Holder,

1 _
e Tg=1

q—1

z .
9
< p / ‘|Vu|q_l|q‘1 dx /]Vv|qd$
Q

— q-1
= p |Vu|q |vv|q

-1
H HUH?,V(}A(Q) ”U“WOL‘Z(Q)
para 1 < q < p, se tiene Wy (Q) — W;*(Q), [ullyyrag) < llullyee

p—1

< 1% ||u|IW017P(Q) ||U||W&‘p(ﬂ) <00

(¢) Por desigualdad de Holder, la hipdtesis (H1) y 1 < < p*

1/v

1y
/f (z,u, Vu)vdx| < / \f (z,u, V)| dx / 0|7 dx
Q Q Q

1/

Q

1y
< (o [(e@l + @+ v @ )de| | [0 as
Q

Y <pt = A <E (o o
¢y =A< mln{p—,p—}
! * r_ p* a’ p
By <pt = v <
* 1, 1 _ N
l<y<p —>7+7,—1:>’y— ~ )
Ll <1< -L 5 0<1-—=-<1-2%
p vy vy p ¥ p
——
1 _ L ' 2
—>,y,<1 p= =7 > 5
Basta elegir
p* , ) p* p*
<7 < —, = 3.8
1" mm{a’ﬁ} (3:8)
1/
1/
< () /|a(1:)|7/ dm+/|u(m)]m/ dm+/|V(ac)\W da /|v|”fdx

(i) (i) (iid) <00

Por (3.8) se tiene que cada término es finito.
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Observacion 8. Ademdas, se prueba que
fz,u,Vu) e L" (Q), VYueW,"(Q), (3.9)

para algin r € [1,p*[, de acuerdo a la condicion (H1) y propiedad de inmersion de

Sobolev.

Teorema Principal

Ahora ya estamos listos para enunciar y probar el resultado central de nuestro

trabajo.

3.2. Existencia de la solucion

Teorema 3.2.1. Suponiendo que las condiciones (H1) y (H2) se cumplen, entonces

el problema (3.5) tiene una solucion débil u € Wy (Q), donde el pardmetro p > 0.

Demostracion: En la existencia de la solucion del problema (3.5) se utiliza la
teoria de operadores Pseudomondtonos.

Para ello construimos el operador A : WyP (Q) — W=7 (Q) definido por
Au=—Ayu — pAyu — N (u) (3.10)

Au: WP (Q R
u Wov( ):Z<Au,v>

(Au,v) = (—Ayu— pAyu— N (u),v)

= /\Vu|p_2Vu.Vvdx+u/|Vu|q_2 Vu.Vvdx—/f(x,u, Vu) vdx
0 Q 0

donde N : WP (Q) —s W5 (Q) es el operador de Nemytskii asociado a f.
0

N:W,*(Q) - W (Q)

Y7 N(u)=f(z,u,Vu)

Del resultado en la ecuacion (3.9) se tiene que
N (u) e W' (Q) Yue W™ (Q)

De la hipdtesis (H1), denominada asi como la condicion de crecimiento para f
tenemos que

A WP (Q) — W (Q)
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es un operador acotado, el cual significa que lleva conjuntos acotados en conjuntos

acotados.

Afirmacién 5. El operador A definido en (3.10) es pseudomondtono.
En efecto, sea {u,} C Wy (Q) tal que

u, = u y limsup (Au,,u, —u) <0
V—>+00
Veamos el caso cuando N > p. De la hipdtesis (H1) consequimos que: v < p*,

p x P * * . « _ PN .
e <D 5 <D, donde p* es el exponente critico de Sobolev, p* = Np S

N>p, y p-=o00si N <p. En efecto:

» para v € [1,p*[ entonces 1 < v < p*, ademds por Teorema de Rellich-

Kondrachov de la inmersion compacta se tiene

WP (Q) c WP (Q) <5 LY (Q) =

u, — u en L7 (Q) (3.11)
= paraa€[0,p"—1[+= 0<a<p —1— 1<p —a— o<1 —>pfia<p*
= WIPQ) cW»@Q) S L= (Q) =
U, — u en L= (). (3.12)
. _p_
para B € [0, o7 [ &
p(p*—1) B §a p(p*-1) _ _ ppr-1)
0<B <P~ — <& B<FEL— o p-fB>p-F— o
— _p=1 p=8  p =p"+1 P *
p ﬂ>p[1 p*}—> = > 5 <p

p

= WIPQ) CcWW(Q) S LiF(Q) = wu, —>uen L7 (Q).(3.13)

Con estos resultados de convergencia fuerte y la hipdtesis (H1), se tiene

v—>+00 v—>+00

lim /f (z,u,, Vu,) (u, —u)der < lim /f (x,u,, Vu,) (u, — u) dx
Q Q

< 1 g —
< Vgnjoo/ |f (x,uy, Vu,)| . |u, — u| dz
Q
< lim (a () + aq |u,|™ + az |Vu,,|/3> lu, — u|dx
v—r+00

Q
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< lim /a(x)|u,,—u|dx+ lim /al |uy|* |uy — ul dz+ lm /ag\Vul,|B |, — u| dz
v—>+00 v—>+00

v—>—+00
Q

v—>+00

Q Q

= lim o(z)|(u, — u)|de+ lm /a1 |uy|” |uy — ul dz+ lim /ag (Vo |? u, — ul da
v—>+00 v—>+00
Q Q

Q

[\

[\ N\ J/

-~

I

-~ -~

12 13

Analizando cada término

*) Para Iy, donde o € L (9), %Y + % =1, la convergencia (3.11) y desigualdad
de Sobolev.
1 1
5
< g _ < s ' Y
L o< Vgrgm/ya(x)u(u,, w)ldr< dim /]a(:c)| da /\u,, ul” da
) 0 Q
=i ol [y = ulpsg) =0
**) Para Iy, a € [0,p* — 1], L -+ -~ =1, la convergencia (3.12) y

desigualdad de Sobolev.

I

*¥%) Para I3, B € [0,

IA

de Sobolev.

I3

lfim [ ay fuy|” u, — vl do
v—>+00
Q
% +
| ) . ) ot (pfi—a)
lm ay ||uy| ’a dx |Uy_U,p*_a dx
v—>+00
2 Q
o )
* ' P* (1)377@)
lim a; /|ul,|p dx /|U1/ — ulP=a dx
v—>+400
a Q
A ol g oy =l Sl =0

—_

1 ‘ ‘
7 |, — + =~ = 1, la convergencia (3.13) y desigualdad
#l @t pencia (313) y dests

lfm /aQIVu,,\B |u, — u| dz

V—>+00
Q
1 o
.\ O\
lim as /‘|Vu,,|ﬂ dx /|ul,—u\p—ﬂ dx
v—>+00
Q Q

lim as \Vul,]ﬁp(m lu, —u| v

v—>+00 Lr=5(Q)
lim  as |u, |’ u, —ul » =0
vy too 2 | V|W01ap(Q) | v |LP—5 (Q)
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Y asi, de los resultados obtenidos se observa que cada sumando Iy, Iy y I3 tiende a

cero

V—>+00

lim /f (x,uy, Vu,) (u, —u)dr =0 (3.14)
Q
De la ecuacion (3.7) aplicado a u, donde v = u, — u se tiene

/ \Vau, [P% Vi,V (u, — u) dz + u/ 'V, " YV, V (u, —u) dz
0 0

—/f(x,ul,,Vu,,) (Uu - U) dxr =0
Q
Tomando en cuenta (3.10) y (3.14) podemos inferir

lim sup (Au,, u, — u) = limsup (—Apu, — pAsu, — N (u,) , u, — u)
v—>r+00 v—>+400

— lim sup / IV, [P~ Vi, Y (1, — u) da + u/ IV, |72 Vi, .V (u, — u) dz
v—>+00
Q

tiende a cero
7\

—/f (x,u,, Vu,) (u, —u)dx] <0

Q

Considerando los extremos

lim sup (—A,u, — pAguy,u, —u) <0

V— 400
Luego, el operador —A,—uA, cumple la condicion (S)+ en el espacio Wol’p(Q) debido
a la propiedad (2.8.1c.) y asi pasamos de la convergencia débil a la convergencia
fuerte w, — u en WyP(02). Eso asequra que A(u,) — A(u) en W1 () y esto

garantiza que el operador A es pseudomondtono.

Afirmacion 6. El operador A es coercivo, es decir

(Au, u) _

ull—=+oo |||

En efecto, de la ecuacion (3.4)
AMyp
Mplulloe < (Vull,q), YueWg” (Q)

—lulko) = =5 — Vuli (3.15)
7p
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Y por la hipétesis (H2) tenemos

(Au, u) :/\Vulp_2 Vu.Vudx—l—u/|Vu]q_2Vu.Vudx—/f(x,u,Vu) udx
Q 0 Q

:/|Vu|pdx+u/|Vu|qu—/f(x,u,Vu)udx
Q Q 0

= |Vu|’£p(ﬂ) + i |Vu|qu(Q) - /f (x,u, Vu) udzr
Q

~~

®)
Analizando en (0), paraw € L' (Q) y Af;dl +dy <1

[ (z,u, Vu) u <w(z)+dyu(x)] +do |Vu (x)]f
=

—/f(sc,u(a:),w<:c>).u(:c)d:c > —/w(az)d:c—/dl\u(:c)|pd:c—/d2\Vu(a:)\pda:

Q Q Q Q

> —/|w (@) dz — dy [uf? — dy [Vuf?
Q
> —|wlpig) — difuly, — d2 [Vl

por la ecuacion (3.15)

dy
> —|wlpig) — N Vuly — da [Vul,
Y

di + dy A,
— |l — (Tp) IVl

P

v

Tomando extremos

di + dQ./\Lp> Tul?
p

(Au,u) = |Vulp, )+ 1 Vuliq) — 1wl — ( M
(1 Cdi oy,

)‘1,1)

di+ds My |
= (1= TRl ol

v

) Vul? — ol

—

w1 dy + do. M B Au, u
_nn—()+<l - A—) lully g < ||<||—> para w40, u e W (Q)
Ullwlr ) 1p 0 ullywir
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= Tomando limite

—  lim |W|L1(Q) 4 (1 _ dy + d2‘)‘1,p) lfm Hu”p—l < (Au, u)
oo [l e Ay Juli—>+oc lull—too |ul]
h 50 3 >0 — oo
=
A%
lul—+o0 |||

Se sigue que el operador A es coercivo.

Ast, hemos demostrado que el operador A - Wy P (Q) — W1 (Q) es pseudo-
mondtono, acotado y coercivo, por lo tanto, aplicando el teorema (3.0.1) , existe al
menos un elemento u € Wol’p (Q) tal que Au = 0, es decir u es una solucion débil

del problema (3.7), el cual completa la prueba de existencia. [ |

3.3. Unicidad de la solucion

En la unicidad de la solucidn del problema (3.5) se necesita hipdtesis fuertes (ver

[19] para el caso en el que f no dependa del gradiente Vu). Las hipdtesis son:
(U) (a) existe una constante by > 0 tal que

(f(z,5,8) = f (2, ,E)) (s—t) < b |s—t] ctpreQ, VEecRY, Vs tekR;

(U) (b) existe una funcién r € L° (), con § € [1,p*[, y una constante by > 0 tal que

la funcién f (z,s,.) —r (z) es lineal y

If (2,5,6) —r(z)] < b |¢] ctpzeQ, V(s &) eRxRY.

Teorema 3.3.1. Supongamos que se cumplen las hipétesis (H1), (H2), (U) (a) y
(U) (b).

(i) Sip=2>q>1y b3+ 3 <1, entonces la solucidn del problema (3.5)

es unica para cada p > 0.

(i) Si p > q = 2, entonces la solucion del problema (3.5) es unica para cada

_1
> biATy + bo) 3.
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Demostracién:

Considerando que se verifican (H1) y (H2), aplicando el teorema (3.2.1 ) existe
uy, € WyP (Q) solucién débil del problema (3.5 ) para cada p > 0.

—Apuy — pAguy = f(x,ur, Vuy)
Suponiendo que uy € WP () es otra solucién del problema (3.5 ).

—Apus — ppAgus = f(x,uz, Vuy)
Restando las ecuaciones se tiene

(—Apur — pAguy) — (—Apus — pAguz) = f(x,ur, Vug) — f(x,u2, Vuy)
(—Apur + Apug) + p (—Ayur + Agus) = f(x,ur, V) — f(x, uz, Vug)

Aplicando este resultado a la funcién (u; — ug) € Wy (Q)

(—Apuy + Apus + p (—Aguy + Agug) , ug — ug) = (f (2, u1, Vug) — f (2, u, Vug) ,uy — ug)

(3.16)
i) Para el caso p = 2 en la ecuacién anterior
(=Apur + Apug, uy — ug) + (p (—Aqur + Aqua) , ur — up)
= <f (SC, Uy, Vul) - f (ZL',UQ, qu) , U1 — U2>
\(—Aul + AUQ, Uy — UQ> + g/ﬁ (—Aqu1 + AqUQ) ,Up — U2> (317)
il (1)
= <f (:C7 Uy, vul) - f (l',UQ, qu) , Uy — 'LL2>
(1)
Revisando en cada caso, empezamos con (I)
(—Auy + Aug,uy —ug) = / IV (uy — uy)|” dx (3.18)
Q
= |V (u —ug)l3 (3.19)

Para el sumando (IT) con g > 0, p=2> ¢ > 1, con —A, operador mondtono

(p(—Aguy + Aguz) ,up —ug) >0 (3.20)
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Ahora veamos (III)

(f (z,u1, Vuy) — f (x,uz, Vug) ,u; — ug) / (x,u1, Vuy) — f(x,u9, Vug)) . (ug — ug) dz
Q

/f x,uy, Vuy) . (ug — ug) /f x,uz, Vug) . (ug — ug) dx
Q

Sumando y restando

/f (x,u2, Vuy) . (uy — ug) do
Q
a la expresion anterior y agrupando convenientemente

= [ (7 G, V) = £ 0, P (1 = )

Q

J/

-~

parte 1

+/ (f (z,u2, Vuy) — f (z,u2, Vug)) . (ug — ug) dx

Q

S/

~
parte 2

En la parte 1 aplicamos la hipétesis (U) (a), existe una constante b; > 0 tal que

/ (f <9€,\U/1_/, VU1) - f <:E,\u/2_/, Vul)) (uyp —ug) dx
Q

§/b1 luy () — ug (2)|*dz ctp. z€Q, Vu, € RY
Q

<by |uy — U2|§

Entonces

/ (f (m, Uy ,Vu1> —f (x, Us ,Vul)) A(uy —ug)de < by lup — u2|ig(m (3.21)
Q

Asf mismo, en la parte 2, de la condicién (U) (b) existe una funcién r € L°(Q) y

una constante by > 0 tal que
T (0) = f (z,u2,0) — r (), es lineal para § € RY
T(a(€—m)=f(rua(E=mn)—r(x), acR, YneRY
al (§=n) = of (x,u,{—n) —r(x)

= aff(z,uz,§) —r(x) = f(z,u2,n) +r(z)) —r(r)
= Oé(f (ZE,U27§) _f(xvu%n)) —T(ZL’)
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Haciendo a = wuy (z) — ug () € R en la expresion anterior

(f (2, u2, Vur) = f (2, ug, Vuug)) - (us () — uz (1))
= (uy () —ug (2)) .f (z,u2, Vuy — Vuy)
= (w1 (z) —up (2)) .f (2, u2, V (U1 — u2))

= [ (@, us, (ur (z) = uz (1)) .V (ug = ug)) =7 (2)

Ademés, sabiendo que: u (z).2u(z) =12 (u ())*.
Luego
(1 (2) = 02 () (an = 02) = (0 () = 2 (0) (01 = ) o 5 (1= )
— (00 ) = 10 () 5 (0 = ) s () = () 1= ) )
- <(u () — us ()) E)% (ug —ug) .o, (ug () — ug (7)) % (ug —u ))
1 8 2 1 8 2
:<§a_xl(u1_ 3 —u2))
=V (% (up — ug) )
entonces

Reemplazando se tiene

f(x,ug, (ug () —ug () .V (ug —ug))—7r(x) = f (x,uz, \% (— (uy — u2)2)> —r(z)

Retomando la parte 2

Q/(f(x,UQ,Vul)—f(x,UQ,Vu 2)) - (uy — ug) do = Q/(f(xu V(;(u u2)2)>—r(x))dx
</b ‘V(—u — 2> dx

—b/|u x)| .|V (u; — ug)| dx

Q
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Por desigualdad de Holder

1
<by /|u1 (2) — us (2)]? da /|V(u1—u2)|2dx i

Q Q

<bg [ur — w2l p2q) [V (U1 — u2)| 12
———

como por hipdtesis My [ulfpiq) < [Vullpq . Yu € Wy? (Q) entonces para

p =2, se tiene A1 ]u\ig(m < ]Vu]QLQ(Q) , = sacando raiz cuadrada
1
[ur = u2lpog) < A3 IV (w1 — u2)| 120 -
reemplazando en la desigualdad anterior

_1
<bo A3 [V (w1 = ua) |2y - [V (Ur — u2)| 2

_1
=boAy 3 V(w1 — UQ)‘;(Q)
Y asi

/(f (z,u, Vur) — f (@, u2, Vug)) . (w1 — ug) dr < baXy 3 |V (ug — u2)|ig(m (3.22)
Q

De los resultados (3.18), (3.20), (3.21) y (3.22) reemplazando en la ecuacion (3.17)

1
|V (u1 — U2)|i2(g) Sbl |U1 — U2|ig(ﬂ) —f-/ <f (IL‘,UQ, \Y% (5 (ul — U2)2)> —r ([L’)) dx
Q

1
<by [ur — sy + boAr 3 |V (ur — u2) 2
1
§b1>\1_é ‘V (Ul — u2)|iz(9) + b2>\1722 ’V (u1 — UQ)‘iQ(Q)

< (BN b2 ) IV (11— ) g

entonces

_1
|V (u1 - Uz)&z Q 1- bl)\ié - 62)‘1,22 <0
(@)

[

~
>0

j’v(ul_UQ)‘iQ(Q):O = V(Ul—UQ):O = U — Uy =0 = u; = us.

ii) Para el caso p > ¢ = 2, y usando algunos resultados de la parte 7)
(=Apuy + Apug + p (—Agur + Agua) ,ur — uz) = (f (z,u1, Vur) — f (2, ua, Vug) , uy — us)
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S—Apul + Apug, uy — ug) + (1 (—Aguy + Agua) ,uy — ug) = (f (x,ur, Vug) — f (x,us, Vus) ,u1 — uz)

J/

-~

como el operador —A, es monétono entonces

,u/ |V (uy — u2)|2dx < (=Apuy + Apug,uy — u2)j—|—,u/ |V (uy — u2)|2dx
) e )

=(f (z,u1, Vur) = f (2, u2, Vuz) , ur — ug)
= 1|V (ur = u2>|i2(g) < (f(@,u, Vur) = f(@,u2, Vuz) , ur — us)

I (ur = )y < [ (F (s, V) = f (0,03, V). (01 = ws) o

Q

de (3.21) y (3.22) se tiene
< biA |V (i1 — ua) 720y + b2>\1_,2% IV (ur — u2) |70
entonces con p > 0
19 (1 = wa) oy < (BATE+ 0203 ) IV (i = 2) oy

(1= DATE = 02X, 3) IV (11— ) gy < 0

_1
Para p—b, )\fé — bg)\lj > () se concluye que u; = us, y eso demuestra que la solucién

del problema (3.5) tiene solucién tnica. |
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Capitulo 4

Algoritmo de Aproximacion

Numeérica de la Solucion

En este capitulo, implementaremos un algoritmo numérico para nuestra ecuacién
(35),con p=0, p=q=4, f(z,u,Vu)=|ufu y Q=1]0,1[ x]0,1].

Aplicaremos el método de Newton-Raphson para resolver la ecuacién
(J' (u),u) =0, YueW;"(Q)
donde

J WP (Q)—R

1 1
u r—>J(u):Z/|VU|4dx—g/|u|5dx
Q Q

es el funcional de energia asociado a nuestro problema (particularizado)

—Aju = |u’u en Q (4.1)

U = 0 en I

El método de Newton-Raphson es una de las herramientas mas efectivas para hallar

las raices de la ecuacién h (x) = 0, mediante las aproximaciones sucesivas

h(z,)

I?’L“rl :xn - h’(:p )
n

(4.2)

El siguiente teorema nos muestra condiciones suficientes para el cual el Método

de Newton converge a la solucién de la ecuacién h (x) = 0.
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4.0.1. Newton-Raphson

Teorema 4.0.1. (Teorema 2.6 ver [21])
Sea f € C*([a,b]). Sip € [a,b] es tal que f(p) =0 y f'(p) # 0, entonces existe
0 > 0 tal que el método de Newton genera una sucesion (pn)n21 que converge a p

para cualquier aproximacion inicial py € [p — 6, p + ).

DEMOSTRACION.- Ver [21]
En relacién a (4.1) usaremos el método de Newton para hallar los puntos criticos

del funcional J, esto es, resolveremos la ecuacion
0={(J" (u),u) = / (V| do — / lul®dz, en Q =10,1[ x 10, 1]
Q Q

por medio de la aproximacién (4.2).
Para esto usaremos una malla regular 2 C €2, y representremos con u un arreglo

de numeros reales coincidiendo con u sobre €.

4.1. Algoritmo

1. Definir la region €2 y el tamafio de paso 9.
2. Inicializar wg con una aproximacién inicial adecuada.

3. Inicio bucle ¢ =0 hasta n ( nimero de nodos de la malla) .
Inicio bucle j = 0 hasta n.
3.1 Calcular J' (u (i,7)), J" (u (i, j)) .
3.2 Evaluar
J" (u (i, 7))

J" (u (i, 7))

repita el paso (3.2) hasta que se cumplan los criterios de convergencia

u™ (i, j) = u" (i, ) — 6

| (i, §) —u" (i, 5)] = 0.

Fin de bucle ¢
Fin de bucle j
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Capitulo 5

Conclusiones

1)

3)

En el presente trabajo se ha usado una generalizacion de la teoria de opera-
dores mondtonos, para probar la existencia de solucién débil de una ecuacién
eliptica no lineal con un término de fuerza no lineal convectivo, lo que muestra
la gran aplicabilidad de esta teoria a la resolucion de ecuaciones en derivadas
parciales no lineales. En este sentido, una primera conclusion al respecto es
la eficacia de esta metodologia en la prueba de existencia de soluciones para
problemas elipticos no lineales. Por ejemplo; adaptar la metodologia estudiada
para resolver problemas del tipo (p(x),q(x))-Laplaciano, un operador en espa-
cios de Sobolev de exponente variable con la fuente convectiva en los espacios

mencionados:

—Ap@yu — pAgyu = f(x,u, Vu) en Q
u=20 en 0f).

donde —A,)u = div (|Vu|p($)72 Vu)

Se ha impuesto condiciones adecuadas de crecimiento y de monotonia sobre el
término convectivo no lineal, ademds, de restringir los coeficientes de mono-
tonia y cremiento (by,by) relacionados con el primer autovalor \; (del —A,)
para obtener resultados de unicidad. Consideramos que estas condiciones pue-
den ser generalizadas o debilitadas en un trabajo posterior. Asi, la unicidad
depende de la relacion entre los parametros involucrados en el término con-

vectivo y el primer autovalor del operador —A,,.

No se ha investigado las propiedades asintoticas del problema cuando el parame-
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tro 4 — 0 o cuando pu — 400, pero es posible demostrar que existe los

puntos de convergencia que son soluciones del problema cuando p = 0.

Se puede ampliar el estudio implementando la metodologia del trabajo a otro
tipo de problemas similares, por ejemplo; con el bilaplaciano Af, + AE con
término convectivo adecuado, estudiar problemas similiares pero con condicién
no homogénea y condicion de Dirichlet - Newman en la frontera, problemas

elipticos de transmision, etc.

Se ha elaborado una aplicacién para hallar los puntos criticos del funcional de
energia del problema usando el método de Newton-Raphson para obtener la

aproximacién a dichos puntos criticos, proponiendo un algoritmo numérico.
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