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RESUMEN

SOBRE OPERADORES LINEALES EN EL ALGEBRA
GEOMETRICA

JESSICA BARRIENTOS VIVANCO

Octubre 2019

Asesor . Dr. Edgar Diégenes Vera Saravia.
Titulo Obtenido : Licenciada en Matematica.

El presente trabajo trata sobre los operadores lineales en el Algebra Geométri-
ca Euclideana Tridimensional AG(3), que es el algebra de Clifford en el espacio eucli-
deano R3. El objetivo es mostrar que los operadores lineales se pueden reescribir usando
el formalismo del algebra geométrica, mejorando el tratamiento matematico tradicional.

Este nuevo enfoque presenta una visién alternativa del dlgebra de matrices,
porque trabaja directamente con vectores sin recurrir a sus componentes en alguna ba-
se, por ello esta version invariante facilita el calculo.

Los operadores lineales mas importantes seran representados en términos
del algebra geométrica, usando la suma y producto de multivectores.

Palabras Claves : ALGEBRA GEOMETRICA.
ProDUCTO INTERIOR.
PropucTO EXTERIOR.
PropucTO GEOMETRICO.
OPERADORES LINEALES.




ABSTRACT
ON LINEAR OPERATORS IN THE GEOMETRIC ALGEBRA

JESSICA BARRIENTOS VIVANCO

October 2019

Adviser . Dr. Edgar Di6genes Vera Saravia.

Obtained Degree : Licentiate in Mathematic.

The present work is about linear operators in the Three-dimensional Eucli-
dean Geometric Algebra AG(3), which is the Clifford algebra in the euclidean space
R3. The objective is to show that linear operators can be rewritten using the geometric
algebra formalism, improving the traditional mathematical treatment.

This new approach presents an alternative view of matrix algebra, because
it works directly with vectors without resorting to its components in some base, so this
invariant version facilitates the calculation.

The most important linear operators will be represented in terms of geome-
tric algebra using the sum and product of multivectors.

Keywords : GEOMETRIC ALGEBRA.
INSIDE PRODUCT.
OUTSIDE PRODUCT.
GEOMETRIC PRODUCT.
LINEAR OPERATORS.
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Introduccion

El presente trabajo trata sobre los operadores lineales en el Algebra Geométri-
ca Euclideana Tridimensional AG(3). Esta dlgebra geométrica es una representacién de
las algebras de Clifford en el espacio euclideano R?. Este trabajo tiene como objetivo
mostrar que los operadores lineales escritos con un formalismo matematico tradicional
se pueden reescribir usando el formalismo del adlgebra geométrica.

El dlgebra geométrica presenta una visién alternativa del algebra de matri-
ces. El célculo se desarrolla sin introducir bases arbitrarias y se opera directamente los
vectores sin descomponerlos en componentes. Este nuevo enfoque presenta una notacioén
invariante que facilita el cdlculo. Por esta razon se dice que esta algebra es més eficiente
que el algebra de matrices, ya que presenta un mayor contenido algebraico geométrico.

Los operadores lineales mas importantes seran representados en términos
del algebra geométrica usando la suma y producto de multivectores. Por ejemplo:

Pya) =y (y L) = 5o+ ay)

es el operador proyeccion en términos del dlgebra geométrica.
El trabajo esta dividido en tres capitulos:

En el Capitulo 1 se definird el concepto de producto interior y sus propie-
dades. Luego los conceptos de los productos nuevos: el producto exterior y el producto
geométrico, que seran usados en todo el desarrollo del trabajo.

En el Capitulo 2 se desarrollara el concepto del Algebra Geométrica Eucli-
deana Tridimensional AG(3) con una representaciéon polinomial. Luego se definira el
producto interior, exterior, vectorial y sus propiedades. Finalmente algunos conceptos
de gran utilidad en el desarrolllo del trabajo, como el trivector basico, la dualidad
geométrica y bivectores.

En el Capitulo 3 se desarrollara el concepto de los operadores lineales en el
Algebra Geométrica Euclideana Tridimensional AG(3). Luego se definira los conceptos
y propiedades de los operadores lineales mas importantes usando el formalismo del



algebra geométrica. Los operadores lineales que seran representados en términos del
algebra geométrica son: operadores adjuntos, no-singulares, simétrico, antisimétrico,
ortogonal y normal. También se presentara un nuevo concepto el operador inducido,
que es un operador que preserva producto exterior.



Capitulo 1

Los Origenes del Algebra
Geométrica

En este capitulo mencionaremos algunos puntos historicos importantes sobre
los origenes del algebra geométrica. También se mencionara los personajes que contribu-
yeron directamente con la construccién de lo que conocemos actualmente como algebra
geométrica.

En 1844, Grassmann publica de forma completa la “teoria de la extension”.
Esta fue una obra muy novedosa para su época, que fue incomprendida por los ma-
tematicos que la leyeron o intentaron leerla. Grassmann escribia con un elevado nivel
de abstraccion, producto de su formacion académica. En esta obra Grassmann presenta
el producto exterior, que fue ignorado gran parte de su vida. Clifford ley6 la obra de
Grassmann y comprendié la importancia de como encajaban los cuaterniones de Ha-
milton dentro de sus ideas.

En 1878, Clifford publicé un articulo llamado Applications of Grassmann’s
Extensive Algebra. En este articulo Clifford propone unir los productos interiores y ex-
teriores en un solo producto, llamado el producto geométrico. Toda la teoria que implica
estos productos lo denominé algebra geométrica. Esta algebra permite unificar diferen-
tes conceptos matematicos como algebra exterior, operadores lineales, determinantes,
nimeros complejos, cuaterniones, espinores, etc. Clifford hubiera podido relacionar su
producto con los cuaterniones, y su sistema deberia haber dominado la fisica matemati-
ca. Pero Clifford murié joven, a la edad de solo 33 anos. Luego el célculo vectorial fue
fuertemente promovido por Gibbs y rapidamente se hizo popular, eclipsando a Clifford
y el trabajo de Grassmann. Estos acontecimientos histéricos lo podemos encontrar en

3].

Gibbs, Heaviside y Helmholtz impulsaron la idea de que siendo el mundo
fisico tridimensional solo se necesitaba el dlgebra vectorial, pero esta algebra resulto li-
mitada y presenté serias deficiencias frente a los requerimientos matemaéticos de la



relatividad y la mecanica cuantica. Por ello se detuvo el uso del algebra geométrica
hasta la primera mitad del siglo XX.

En 1928, Pauli considero el algebra real no conmutativa de matrices com-
plejas C**2) una conocida representacién matricial del dlgebra geométrica AG(3) que
sera utilizada en el presente trabajo. Pauli utilizé las siguientes matrices llamadas las

matrices de Pauli,
! (10 |0 —1
T 00T o 1" T i o0

para construir la base de C?*2, como R-espacio vectorial:

{00,01,02703,010270103702037010203} (1-1)

donde oy denota la matriz identidad.
Para abstraer conceptos y construir el dlgebra geométrica AG(3) que nos interesa,
conviene considerar nuevas variables:

oo=1vy o;=¢; para i€ {1,2,3}
En este nuevo contexto la base de Pauli (1.1) se escribe:

{1, €1, €9, €3, €109, €163, €263, €1€2€3 } (1.2)

Y operando con matrices se tiene que la base (1.2) determina una tabla multiplicativa
que se muestra en el capitulo 2.

En 1966, David Hestenes recupera el significado geométrico subyacente a las
algebras de Pauli y Dirac. Publica sus resultados en el dlgebra del espacio-tiempo. En
1984, Hestenes y Sobezyk publican Algebra de Clifford para Célculo Geométrico. Este
libro describe un lenguaje unificado para muchos para matematicos, fisicos e ingenieros.
En 1986, Hestenes publica Nuevos Fundamentos para la Mecanica Clésica.(Ver [3])

Desde 1990, Cambridge utiliza frecuentemente el dlgebra geométrica a di-
versos temas como agujeros negros y cosmologia, teoria del campo cuantico, visiéon por
computador, etc.

Ahora desarrollaremos algunas definiciones y propiedades importantes que
contribuyeron directamente a la teoria de lo que hoy conocemos como Algebra Geométri-
ca.



1.1. El Producto Interior

1.1. El Producto Interior

Definicién 1.1.1. Sea V' un espacio vectorial real. Supongamos que a todo par de
vectores x e y € V se le asigna numero real denotado por x | y. FEsta funcion se llama
producto interior en V' si satisface los siguientes axiomas: (Ver[5])

I (ax+By) bz =ale L 2) + By 4 2)

2.xly=ylx

.xlx>0yademds sixlx=0 <= =0

1.2. El Producto Exterior

Por ahora solo vamos a denotar el producto exterior de dos vectores y tam-
bién su interpretaciéon geométrica. En capitulo 2 definiremos el producto exterior de

multivectores de manera general.
El producto exterior de dos vectores x e y se denota por:

Ty

Observaciéon 1.2.1.
1. 1y es llamado bivector.

2. El bivector = 1y se puede representar como un segmento de plano dirigido. (F'i-

gura 1.1)

/ rty y

T

¥

Figura 1.1:

3. Los bivectores x Ty e y 1 x tienen orientaciones opuestas. (Figura 1.2)



1.2. El Producto Exterior

Figura 1.2:

4. El producto exterior del bivector x T y con el vector z se escribe (x 1 y) T z.
(Figura 1.3)

(xty) 12
Figura 1.3:

Proposicién 1.2.2. Sean x,y, z vectores. Se cumple:(Ver [4])
Lazty=-yTx
2. xtx=0
3. Az ty)=(Az) Ty =271 (\y)
4.zt (y+z)=xty+atz
5. (xty)tz=21(yt2)



1.3. El Producto Geométrico

1.3. El Producto Geométrico

Definicién 1.3.1. El producto geométrico de dos vectores x e y se define por:
ry=xlyt+zty
Observacion 1.3.2.

1. Sabemos que el producto geométrico de dos vectores x e y es:
ry=xlyt+aty (1.3)

yr=ylaet+yta (1.4)
Comoxty=—-ylx
Sumando y restando (1.3) y (1.4) tenemos:

rly= %(l’eryx) (1.5)

zty= %(ﬂ:y—ym) (1.6)
2. De la ecuacion (1.5) tenemos:
vy =2z ly—yz
3. Six1Ty=0, entonces: xy =x | y = yx
4. Six ly=0, entonces: xy=xTy=—-ytr=—yx
Ejemplo 1.3.3. Sean eq, e5 vectores candnicos, entonces : e1ea = e1 T €

En efecto:
Como ey | es =0, entonces:

ereg = ey L ext+er Te

= €169 = €4 T €9
Proposicién 1.3.4. Sean x,y, z vectores. Se cumple:(Ver [4])
L (zy)z = x(yz)

2. 2(y+2) =zy+az
(x+y)z=z2+yz

3. May) = (Az)y = z(Ay)

4. xy # yx



1.3. El Producto Geométrico




Capitulo 2

El Algebra Geométrica Euclideana
Tridimensional AG(3)

En este capitulo definiremos lo que se conoce hoy en dia como El Algebra
Geométrica Euclideana Tridimensional AG(3), con una representaciéon polinomial, es-
ta versién lo podemos encontrar en [10] . Luego se desarrollard algunas propiedades y
conceptos importantes que seran de gran utilidad en el desarrollo del tema.

Usaremos como estructura inicial el siguiente R-espacio vectorial de polino-
mios reales, en las variables ey, ey, €3, donde e; = (1,0,0),e5 = (0,1,0),e3 = (0,0, 1).

7
AG(3) = {Z a;e; tal que a; € ]R}

i=0
Denotamos:
€y = 1
€4 = €162 = €12
€5 = €1€3 = €13
€6 = €2€3 = €23
€7 = €1€2€3 = €123
Utilizaremos la base candnica de R? para definir El Algebra Geométrica

Euclideana Tridimensional AG(3), pero en general se puede utilizar cualquier base or-
tonormal para definir esta dlgebra geométrica.

2.1. Definiciones y Propiedades Principales

Definicién 2.1.1. El Algebra Geométrica Euclideana Tridimensional AG(3) es el R-
espacio vectorial de polinomios reales, en las variables ey, es, e3

AG(3) = {xo + w161 + 269 + T3€3 + T4€4 + T5E5 + Te€s + T7e7 tal que z; € R}



2.1. Definiciones y Propiedades Principales

AG(8) estard provisto de un producto distributivo y asociativo pero no conmutativo lla-
mado producto geométrico, determinado por una aplicacion R-bilineal asociativa pero
no conmutativa: AG(3) x AG(3) — AG(3), que se procesa utilizando la distributidad,
la asociatividad y la siguiente tabla en lugar de la conmutatividad:

1 €1 €9 €3 €1€E9 €3€é €s€3 €1€2€3
€1 1 €169 —e€3€q €9 —es3 €1€2€3 €9€3
€9 —€1€9 1 €9€3 —e1 €1€29€3 €3 €3€1
€3z €3€1 —E€9€3 1 €1€29€3 €1 —€9 €162

€1€E9 —E€9 €1 €1€9€3 —1 €9€3 —€3€61 —€3
€z€q €3 €1€2€3 —e1 —E€92€3 -1 €162 —E€9
€s€3 €1€2€3 —E€3 ()] €3€1 —€1€2 —1 —e1
€1€2€3 €963 €3€1 €1€9 —E€3 —E€9 —eq -1

Observacién 2.1.2.

1. La estructura vectorial de AG(3) nos permite sumar sus elementos como polino-
mios, sin embargo para multiplicar se debe tener en cuenta que se trata de un
proceso similar al producto de polinomios pero solo podemos usar la distributi-
widad y la asociatividad pero no la conmutatividad, en su lugar debemos usar la
tabla anterior.

2 . De la tabla anterior se verifica la 3-Condicion de Dirac Fuclideana:

eiej + eje; = 20,5, donde i,j € {1,2,3}

Donde 6;; es el delta de kronecker:

1 ,i=y

5ij: . .
0 ,i#J

Proposicion 2.1.3. La condiciones de Dirac son equivalentes a las condiciones de
Grassmann - Clifford:

eie;i =1 yeje; = —eej; dondei,j € {1,2,3}

Demostracion.
Probaremos que las condiciones de Dirac implican las condiciones de Grassmann -
Clifford. Tenemos por hipétesis: e;e; + eje; = 24,5, i, 7 € {1,2,3}, donde:

1 ,i=3j

5ij: . .
0 ,i#]

10



2.1. Definiciones y Propiedades Principales

s Siv :j D66 +eep = 25” = 2eje; = 2(1) = ee; =1

s Siz 7£j e + €;6; = 2(51 = €i€; + €;6; = 2(0) = €;6; = —¢;¢;

Por lo tanto se satisface las condiciones de Grassmann-Clifford.

Reciprocamente si se satisface : e;e; = 1,eje; = —eze;, 0,7 € {1,2,3}

m Sig Ij teie;tee; =2 = ee +ee; = 2(1) = ee; +ee = 25“

m Sig 7&] Deie; = —€;6; = €65 + €;€; = 0= 262] = €€ + €;6; = 2(51

Por lo tanto se satisface las condiciones de Dirac. O

Proposicién 2.1.4. El conjunto {1, ey, ey, €3, €4, €5, €6, €7} €s una R-base de AG(3)

Demostracion.

Sabemos que: e4 = €19, €5 = €1€3, €5 = €2€3, €7 = €1€2€3.

Primero probaremos que el conjunto {1, ej93} es linealmente independiente.

En efecto:

Sean a,b € R tal que a + bejaz = 0, entonces 0 < a? = (—bejez)? = —b? < 0, de donde
se concluye que a = b = 0.

Probaremos que el conjunto {1, ey, es, e3, 4, €5, €6, €7} es linealmente independiente
En efecto:

Sea x; € R tal que:

Zo -+ Ir1€e1 —+ To€o —+ T3€3 + T4€4g -+ T5Cs -+ Tg€gq + T7€7 = O (21)
e1(xo + w161 + Taes + w363 + T4€4 + TE5 + Tees + TrE7)E; =0

€1T0€1 + e1T1e1e1 + e1T2e2e1 + e1T3e3e1 + e1rae4e1 + €1x56561 + e1xT6e6e1 + e1x7e7e; = 0
Toe1e1 + T1e1e1e1 + Taereae1 + x3e1e3e1 + Tyee1€e461 + Tre1e5e1 + Tge1e6€1 + xreiere; =0

To + T1€1 + xToe169€1 + xT3€16361 + Ta€1€160€1 + Tre1€16361 + Tgeiesezer + Trejeieseze; = 0
To + T1e1 + Toeiege1 + Tzerezer + Tye261 + Tsezer + xo(—eger)(—eres) + xrea(—erez) =0

Ty + x161 + Tee1(—ere2) + x3e1(—e1e3) + wyeq(—ejes) + x5e1(—ere3) + zeeses + xreregez = 0

Lo + X161 — Ty — T3€3 — Ta€y — T5es + Teeg + T7e7 = 0 (2.2)

11



2.1. Definiciones y Propiedades Principales

Sumando (2.1) y (2.2) tenemos :

To + x1€1 + T + TrE7 = 0

ea(zo + 2101 + 2666 + T707)E = 0

€2T0€s + €aT1€169 + €axgesea + eoxreres = 0
To€olo + T1e9e169 + Tgeo€aea + Treoerey = 0

xo + x169(—e26e1) + Teeseaezes + Tregeiesezes = 0
Ty — T1€1 + Teezes + x7(—e1eg)esezes =0

xo — x1€1 + T6(—eses) + x7er(—eszez) =0

xo — r1e1 + T(—ege3) + T7E1€963 = 0

To — T161 — Tgeg + T7er =0

Sumando (2.3) y (2.4) tenemos :

Tg + Trer = 0

(330 + .T767)€7 =0

Toer + x7e7er =0

Toe7 + Treiegezeieqses =0
zoer + z7(erezes)’ =0
zoer + (=1)z7 =0

Toer —x7 =10

=x9=x7 =0, pues {1,e193} es L.I.

Sumando (2.4) y (2.5) tenemos :

—x161 —xg66 = 0
rie; + L€ — 0
61(27161 + .’13666) =0
Ti1€e1e1 + Tgereg = 0
rieie; + Tg€1€9€3 — 0
T+ xge7 = 0

=x; =126 =0, pues {1,e593} es L.L
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2.1. Definiciones y Propiedades Principales

De (2.1),(2.5) y (2.6) tenemos :

To€o + X33 + T4 + Ts€5 = 0 (27)
62(37262 + x3e3 + r4€4 + 1’565)62 =0

€9T9€9€9 + €9L36360 + €9X4€4€9 + EoT5€569 = 0

T9€9€9€y + X3€9€369 + Tyo€4€9 + Tze9€569 = 0

To€o + 1'362(—6263) + T4€2€1€62€9 + T5€2€1€362 = 0

Toes + w3(—e3) + xy€961 + T5(—e1e3)(—eze3) =0

To€y — 133(63) + l’4(—6162) + ZL’5(6163) =0

Toey — x3(e3) — ;4169 + T5(E163) =0

X9y — XT3€3 — Ty€y + Tzey = 0 (28)

Sumando (2.7) y (2.8) tenemos :

ToCy + Ty = 0
(x969 + x5€5)e0 = 0
To€o€y + Txesey =
To + T5€1€369 =0
To + $561(—6263) =0
To — Tse7r =0
=xy =25 =0, pues {1,e103} es L.L

=SL)=T1 =Ly =T3 =24 =25 =g =x7 =0
Luego {1, €1, €9, €3, €4, €5,€¢,67} es L.L.
Por lo tanto {1, ey, ey, €3, €4, €5, €6, €7} es una R-base de AG(3) O

Definicién 2.1.5.

1. Sea (AG(3)); la familia de polinomios homogéneos de grado j. Los elementos de
(AG(3)); son llamados j-vectores, donde j € {0,1,2,3}

2. (AG(3)); es un subespacio vectorial de AG(3), para todo j = 0,1,2,5.

Definicién 2.1.6.
1. Los escalares son llamados O-vectores.
2. Los wvectores son llamados 1-vectores.

3. Los bivectores son llamados 2-vectores.

13



2.1. Definiciones y Propiedades Principales

4. Los trivectores son llamados 3-vectores.

5. Los elementos de AG(3) son llamados multivectores.

Proposicién 2.1.7. El dlgebra geométrica euclideana tridimensional AG(3) es la suma
directa de la familia de polinomios homogéneos de grado 7.

AG(3) = EP(AG(3));

Jj=0

Demostracion.
Sea M € AG(3), entonces:

M = To€o + T1€1 + To€a + T3z + Ty + T5€5 + T +  T7e7
~—~ / v ~—

€(AG(3))o €(AG(3)h E(AG(3)) €(AG(3))s

Luego:
AG(3) = (AG(3))o + (AGB))1 + (AG(3))2 + (AG(3))s
Sea M = Z;:o zje; =0 € AG(3) siy solo si z; =0, Vj

zoeo = 0 € (AG(3))o
x1€1 + Toey + x363 = 0 € (AG(3))1
x4e4 + T5€5 + 1666 = 0 € (AG(3))2
xrer =0 € (AG(3))3

Por lo tanto:

AG(3) = P(AGA3);

j=0

Observacién 2.1.8.

1. La proposicion 2.1.7 nos dice que todo elemento M de AG(3), se escribe de ma-
nera unica como suma de j-vectores, es decir:

0-vector 1-vector 2-vector 3-vector

14



2.2. Subélgebras y Subespacios de AG(3)

2. Sea M € AG(3), entonces:

M = To€o +IT1€1 + Toeg + Tzes + x4€y + Ts€s + Tgeg +  Tre7

0-vector 1-vector 2—1782t0T 3-vector
E€(AG(3))o E(AG(3)N €(AG(3))2 €(AG(3))s

z; € R, donde j € {0,1,2,3}

Definicién 2.1.9.
1. Todo multivector M € AG(3) se descompone como suma de j-vectores, es decir:
M = (M)o+ (M) + (M)s + (M)
Donde (M); es llamado la parte j-vector de M,donde j € {0,1,2,3}

2. St M = (M);, entonces M es homogéneo de grado j, es decir, M es un j-vector.

Ejemplo 2.1.10. Sea M = 2eq + 3e; — Tez + 6ey + bes + eo + 10e7 + 9, entonces:

(M)o =9 es llamado la parte 0-vector de M

(M), = 3ey + e — Tes es llamado la parte 1-vector de M
(M)y = 6e4 + bes + 2e¢  es llamado la parte 2-vector de M
(M)3 = 10e7 es llamado la parte 3-vector de M

2.2. Subdlgebras y Subespacios de AG(3)

Las subdlgebras de AG(3) pueden ser conmutativas y no conmutativas y
dependera de los subespacios vectoriales de AG(3). Algunos subespacios vectoriales
(AG(3)); de AG(3) son isomorfos como espacios vectoriales a espacios conocidos, por
ello es mas facil la comprension de esta nueva teoria.

Proposicién 2.2.1.

1. (AG(3))o ® (AG(3))3 es una subdlgebra conmutativa de AG(3).
2. (AG(3))o ® (AG(3))2 es una subdlgebra no conmutativa de AG(3).

Demostracion. (1)
Sea M, N € (AG(3))o @ (AG(3))3 , entonces:

M = ageq + arer, donde ag,e; € R
N = bgeg + b767, donde bo, b, e R
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2.2. Subédlgebras y Subespacios de AG(3)

= MN = (CLQ@O + a7€7)(b060 + b7€7)
= agboeoeo + a0b7€0€7 + CL7bo€7€0 + a7b7e7e7

= aoboeo + a0b767 + a7b0€7 + (I7b7(—1), pues €g = 1, Erer = -1

= agboeo + aob7€7 + a7b()67 — a7b7€0
= MN = (&gbo — a7b7) ey + (a067 + a7b0) er
—r —r
acR beR
= MN = aey + bez, a,b € R
= MN € (AG(3))o ® (AG(3))3

Luego

NM = (bpeg + brer)(apeo + arer)
= (boapeoeo + boazeper + bragerey + brazerer)
= boapep + boarer + brager + braz(—1)
= bpageg + boarer + brager — brazeq
= (boag — bray) ey + (boar + brag) e7
et
= NM = aeqg + be7, a,b € R
= NM e (AG(3))o & (AG(3))3

De (2.9) y (2.10) tenemos: MN = NM

Por lo tanto (AG(3))o ® (AG(3))s es subalgebra conmutativa de AG(3).

Demostracion. (2)
Sea M, N € (AG(3))o @ (AG(3))2, entonces:

M = agey + aseq + ases + ageg; donde ag, ay, as, ag € R
N = boeg + bsey + bses + bgeg; donde by, by, bs, bg € R

= MN = (Cloeo + ageq + ases + a6€6)(boeo + byeq + bses + b666)

(2.9)

(2.10)

= apboepey + apbsepes + apgbsepes + apbsepes + asboesey + asbseses + asbseqes

+ a4b6€4€6 + a5b0€5€0 + a5b4e5e4 + a5b5e5e5 + a5b665€6 + a6b0€6€0 + aﬁb4eﬁe4

+ CL66566€5 + a6b66666

= apboey + apbses + apbses + aobses + asboes + asbs(—eo) + asbs(—es)
+ a4b6(e5) + CL51)0€5 + a5b4(e6) + a5b5(—€0> + a5b6(—e4) + CLGZ)Oeg

+ agb4(—e5) + a6b5(e4) + a6b6(—€0)

= MN = ((lobg — a4b4 — CL5b5 — a6b6>€0 + ((lob4 + (14b0 — a5b6 + a6b5)e4
+ (ngg) + &4[)6 + CL5b0 — a6b4)e5 + (a0b6 — a4b5 + G5b4 + a6b0)€6

= MN € (AG(3))o ® (AG(3))2
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2.2. Subélgebras y Subespacios de AG(3)

Luego
NM = (bo@o + 6464 + b565 + b6€6)(@060 + aseq + ases + a666)

= boagepeo + boaseoes + boasepes + boageoes + baapesey + byaseses + byaseqes
+ byageses + bsapeseg + bsageses + bsaseses + bsageses + bgapegeng + bgaseseq
+ bgaseges + bgageges
= boageq + boases + boases + boases + baaoey + byas(—eq) + byas(—es)
+ byag(es) + bsages + bsag(eg) + bsas(—eg) + bsag(—es) + bsaoes
+ bgay(—es) + bgas(eq) + bgag(—ep)
= NM = (bpag — byay — bsas — bgag)eg + (boay + byag — bsag + bgas)ey
+ (boas + byag + bsag — bgag)es + (bpag — byas + bsay + bgag)es (2.12)
= NM € (AG(3))o @ (AG(3))2
De (2.11) y (2.12) tenemos: M N # NM
Por lo tanto  (AG(3))o & (AG(3))2 es un subdlgebra no conmutativa de AG(3).
]

Proposicion 2.2.2. Tenemos los siguientes isomorfismos como R-espacios vectoriales:

1. El subespacio vectorial (AG(3))o es isomorfo a R y el subespacio vectorial (AG(3))3
es isomorfo a Reqo3 :

(AG(3))o = y  (AG(3))s = Reins

2. El subespacio vectorial (AG(3))1 es isomorfo a R? :
(AG(3)); = R?
Es un isomorfismo natural, en lo que sigue identificaremos estos dos R-espacios

vectoriales.

3. Entre C (Complejos) y la subdlgebra conmutativa de AG(3), hay un isomorfismo
natural :

C=(AG3))o @ (AG(3))s
En lo que sigue identificaremos estas dos R-dlgebras conmutativas.

4. Entre H (Cuaterniones) y la subdlgebra no conmutativa de AG(3), hay un iso-
morfismo natural :

H = (AG(3))o @ (AG(3))2

Demostracion. (2)
Probaremos que: (AG(3)); es isomorfo a R?
Definimos:

¢ : R = ({AG(3)),
(a,b,c) — p(a,b,c) = ae; + bes + ces
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2.2. Subédlgebras y Subespacios de AG(3)

= o es lineal.
En efecto:
Sea (a, b, c), (m,n,p) € R® donde a,b,c,m,n,p, « € R
e((a,b,c) + (m,n,p)) = p(a+m,b+n,c+p)
= (a+m)e; + (b+n)ea + (c+ p)es
= ae; + meq + bey + ney + ces + pes
= w(a,b,c) + ¢(m,n, p)
= ¢((a,b,¢) + (m,n, p)) = p(a,b,c) + ¢(m,n,p)

o(a(a, b, c)) = p(aa+ ab + ac)
= aae; + abey + aces
= a(aey + bey + ce3)
= ap(a,b,c)

Luego ¢ es lineal.

=  es inyectiva.
En efecto:
Sea (a, b, c), (m,n,p) € R, entonces:
QO((Z, b, C) = Qo(mv n, p)
aey + bey + ces = mey + nes + pes

=a=m,b=n,c=p
= (a,b,¢) = (m,n,p)

Luego ¢ es inyectiva.

= ¢ es sobreyectiva.
En efecto: Si M € (AG(3))1, consideramos M = ae; + bey + ce3
Entonces M = ¢(a, b, c)
Luego ¢ es sobreyectiva

Por lo tanto (AG(3)); = R3 O
Demostracion. (3)

Probaremos que (AG(3))o ® (AG(3))s = C

Definimos:

[ (AG(3))o & (AG(3))s — C
CL—|-56123 —a+ b
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Por lo tanto (AG(3))o ® (AG(3))s = C

= Veamos que f es lineal.
En efecto:
Sean a + bejaz, a1 + bieiag € (AG(3))o ® (AG(3))s, donde a, b,a1,b;,c € R

= )
f((a+berzs) + (a1 + bierzs)) = f((a+ ar) + (beizs + breis))
f((a+ar)+ (b+b1)esas)
=(a+a)+ (b+b)
= (a+ b)) + (a; + by2)
fla+ bejas) + f(ar + bieias)

f(C((l —+ b€123)) = f(CCL -+ Cb6123)
= ca + clr

= c(a + br)
= Cf(Cl -+ b€123)

Luego f es lineal.

= Veamos que f es inyectiva:
En efecto:

Seaa+b6123 GNu(f) ﬁf(aﬂ—belgg) =0=0+0¢
=a+bh=0+0
Sa=b=0

= Nu(f) = {0}

Luego f es inyectiva.

= Veamos que [ es sobreyectiva:
En efecto:
Sea a + br € C, consideremos a + bejaz € (AG(3))o ® (AG(3))3
Entonces f(a + bejaz) = a + b
Luego f es sobreyectiva

Demostracion. (4)
Probaremos que (AG(3))o © (AG(3)); = H

Definimos:

[ (AGB))o ® (AG(3)) — H

Qo + a4€12 + a5€13 + agEosz — Qg + a4€y + a5€x + Qg€q
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= Veamos que f es lineal.
En efecto:

Sea ag+ a1+ ase13 +ageas, ay+ajein+akeis+ageas € (AG(3))o @ (AG(3))s
donde ay, a4, as, ag, ay, ay, as, ag, o € R

f((ag + asera + asers + ageas) + (ag + ajern + asers + agess)) =
f((ao + ag) + (as + ay)ers + (a5 + ag)ews + (as + ag)ess)) =

(ag + ag) + (ag + ajy)es + (as + ag)es + (ag + ag)eg) =

(ag + aseq + ases + ageg) + (ag + ajeq + ages + ageg) =

f(ao + ageqi + as€13 + CL6623) + f(a{) + (121612 + CL/5613 + CL,6623)

fla(ag + asers + asers + ageas) = f(aag + aagers + aasers + aagess)
= qag + ageq + aases + aageg
= afag + ageq + ases + ageg)

= CYf(CLQ + a4€12 + a5€13 + CL6623)

Luego f es lineal.

= Veamos que f es inyectiva:
En efecto:

Sea ag + aseis + azers + ageaz € Nu(f)

= f(ao + a4€12 + ase13 + a6€23) =0=0+ Oa4 -+ OCL5 —+ 0(16
= ag + agey + ases + ageg = 0 4 Oayg + Oas + Oag
Sag=as=a5=ag =0

= Nu(/) = {0}

Luego f es inyectiva.

= Veamos que [ es sobreyectiva:
En efecto:

Sea ag + aseq + ases + ageg € H

Consideramos ag + ase12 + aseis + ageas € (AG(3))o @ (AG(3))
Entonces : f(ag + aseiz + aseis + agess) = ag + ases + ases + ages
Luego f es sobreyectiva.

Por lo tanto (AG(3))o ® (AG(3))s = H
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Observacién 2.2.3.

1. Los isomorfismos anteriores nos permiten considerar:
R C C C AG(3),H C AG(3) y también R* C AG(3)

y escribir la siguiente identidad, como R-espacios vectoriales:

AG(3) = R* @ H @ Reygs

2. Por todo lo hecho en la proposicion anterior, es mdas facil trabajar con AG(3)
debido a que se trabaja con espacios conocidos R, R3, C y H.

Definicién 2.2.4. Subdlgebras de AG(3)
1. El subdlgebra par de AG(3) esta definido por:
AG(3)" = (AG(3))o & (AG(3))2
2. El subdlgebra impar de AG(3) esta definido por:

AG(3)” = (AG(3))1 @ (AG(3))s

2.3. Multivectores

2.3.1. Propiedades Generales

Definicién 2.3.1. Sean los mulivectores M, N, P € AG(3), se cumple: (Ver[4])
1. M+ N=N+M
2. (M+N)+P= M+(N+P)
3. (MN)P= M(NP)

4. M+ N)P=MP+ NP
M(N +P)=MN + MP

5. M0 eR/M+0=M
6. M cR/IM =M

7.3 — M/M + (=M) =0

21



2.3. Multivectores

Definicién 2.3.2. Sea M € AG(3). La inversa de M, si esta existe, es denotado por

1
M=o 7Y esta definida por la ecuacion:
M7'M=1=MM"

Observacién 2.3.3.

1. Nosotros podemos dividir cualquier multivetor N por M de dos maneras:

1
» Por la izquierda: M~'N = MN

1
» Por la derecha: NM~' = N—
or la derecha "

2.3.2. Producto Exterior y Producto Interior de Multivectores

Definiremos el producto interior y exterior entre multivectores, usando los
subespacios vectoriales de AG(3).

Definicién 2.3.4. Dados los multivectores M; € (AG(3));, N, € (AG(3))r, y M €
AG(3). (Ver[10])

1. M; | N, = (M;Ny)j—k i J, k # 0y cero de otro modo.
es llamado producto interior del j-vector M; con el k-vector Nj.

2. M; 1t Ny = (M;Ny)jrr sij+k <3y cero de otro modo.
es llamado producto exterior del j-vector M; con el k-vector Nj.

3. M;-N; = (M;N;) es llamado producto escalar de los j-vectores M; y Nj.
4. |M;]| = \/|M; | M;| es llamada j-magnitud euclideana de M,;.

5. MIPP = 3200 IMG]° = (| Mo|* + || M ||* + | Mo + | Ms||* es llamada la magnitud
euclideana del multivector M.

6. Diremos que M; y Nj son ortogonales si M; | N, =0

7. Diremos que M; y Nj son colineales si M; T N, =0

Observacién 2.3.5.

1. El producto interior coincide con el producto escalar cuando j = k, donde j, k # 0
Esto no se cumple cuando j = 0ok =0, pues8 [ 4=0y 8-4=232.
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Proposicién 2.3.6. Si M; € (AG(3));, entonces M; | M; = M;M; e R y
Mol* = M, My = ME, ||M|]* = M, || M| = M3

Demostracion.
Como M; € (AG(3));, j=0,1,2,3

» Sij=0:M e (AG(3))o, entonces My = xy

= My | My = (MoMp)o

_ .2
=T

= Mo | My = MoMp

Luego: |M,|* = M2

= Sij=1:M € (AG(3))1,entonces M; = r1e; + Ta€ + T3€3

= My | My = (M, M)
=T+ 3+ 1
= M, | My = M, M,

Luego: || Mi|* = | My | Mi| = [(MiMy)o| = My M, = M}

= Si -] =2: M2 € (AG(3)>2,entonces M2 = 464 + Ts€5 + TeCs

= My | My = (MyMs)
= — (23 + 22+ 23)
= M, \L My = MM,

Luego: || My||” = | My | My| = [(MyMy)o| = My My = M3

» Sij=3:M;e (AG(3))s3, entonces M3 = x7e;

= Mz | M3 = (M3Ms3)o
_ 2

= M3z | Mz = M3M3

Luego: || Ms||* = [Ms | Ms| = [(MsMs)o| = MsM;s = M3
Por lo tanto: Mj \l, Mj = Mij,j = O, 1, 2, 3
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Ejercicio 2.3.7. Todo x € R? tiene inverso multiplicativo dado por ' = W
x

Demostracion. :

2.3.3. Producto Geométrico entre Multivectores

Proposicién 2.3.8.

1. El producto geométrico de un 0-vector o y un 1-vector x es:
ar=atx (2.13)
2. El producto geométrico de un 0-vector o y un 2-vector B es:
aB=a?TB (2.14)
3. El producto geométrico de dos 1-vectores x e y es:
zy=zly+zty (2.15)
4. FEl producto geométrico de un 1-vector x y un 2-vector B es:
tB=xz|B+x1B (2.16)
5. El producto geométrico de un 1-vector x y un S-vector T es:
2l =x]T (2.17)
6. El producto geométrico de un 2-vector B y un 3-vector T es:
BT =BT (2.18)
7. El producto geométrico de dos 3-vectores 11 y Ty es:
Ty =T 1T (2.19)
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8. El producto geométrico de dos 2-vectores By y By es:

B1By = By | Bo+ By T By + (B1B2)2

Demostracion. (1)

Sea a un 0-vector y © = x1e1 + xsey + x3e3 un 1-vector, donde x1, x5, x3 € R

ax

a(xie1 + x99 + x3€3)
(

axy)e; + (awg)es + (axs)es

N

TV
1-vector

ealxr=0

o ot x = {(ax)y = (ar) = (axi)e; + (awg)es + (axsz)es

ar=atzx

De manera analoga tenemos:
ra=xT«

En efecto:

ra = (r1e1 + woeg + w3€3) 0

= \(axl)el + (axy)ey + (a:pg)e;i

1-vector

exrla=0
o r T a= (xa) o= (xa); = (axri)e; + (axg)es + (axs3)es

=sza=zTa«a

Observaciones 2.3.9.
1. El producto geométrico de un 0-vector y un 1-vector es un I-vector.
2. De (2.21) y (2.23) tenemos: alz =z a=0
3. De (2.22) y (2.24) tenemos: a Tz =z T «

4. Por todo lo mencionado anteriormente tenemos axr = r«
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Demostracion. (2)
Sea a un 0-vector y B = x4e4 + T5€5 + Tge6 un 2-vector, donde x4, x5, 16 € R

aB = a(xey + w5e5 + T666)

= (amy)es + (ams)es + (awg)eg

J/

2-V732t0r
eal!B=0 (2.25)
e a1 B=(aB)y2 = (aB)s = (axy)es + (axs)es + (axg)eg (2.26)
=aB=aThB
O
De manera analoga tenemos:
Ba=B1tTa«a
En efecto:
Ba = (z4e4 + xs5e5 + 2666) X
= \(ax4)e4 + (aws)es + (oz:nﬁ)e(i
2-vector
eBla=0 (2.27)
e Bt a=(Ba)yg=(Ba), = (axy)es + (axs)es + (axeg)eg (2.28)
= Ba=BTa«a

Observaciones 2.3.10.
1. El producto geométrico de un 0-vector y un 2-vector es un 2-vector.
2. De (2.25) y (2.27) tenemos: a } B=B |l a=0
3. De (2.26) y (2.28) tenemos: « T B= B T «

4. Por todo lo mencionado anteriormente tenemos aB = Ba

26



2.3. Multivectores

Demostracion. (3)
Sea x = 161 + Toes + X363 Y Y = Y161 + Yaes + yzesz dos 1-vectores

wy = (1161 + Taey + x3€3) (Y101 + Y2lo + Y3€3)
= T1€1Y1€1 + T1€1Y262 + T1€1Y3€3 + Taealy1€1 + T2€2Y262 + T2€2Y3€3
+ Zzeszyie1 + Tzesyaea + T3ezyses
= $191@+$1926162 + T1ysei1e3 + Tayi1e0€1 + $2y2@+9€2y36263
1 1
+ Z3Yi1e3e1 + T3Yae3ea + T3Y3 €3€3
"
= T1Y1 + T1ye1e2 + Tiyszeres + Tayi(—e1e2) + Taya + Tayseses
+ w3y1(—eres) + x3y2(—eze3) + r3y3
= 21y1 + T1Yees + T1yses + Tay1(—eq) + 2oy + Tayses
+ 23y1(—es) + 23y2(—€6) + T3Y3
Y = T1Y1 + Tay2 + $3y§+£$1y2 — may1)es + (T1y3 — x3y1)es + (v2y3 — 953?/2)69

O—\;egtor 2—v2gt0r
oz Ly = (wy)n-1 = (Ty)o = 111 + T2y2 + T3Y3 (2.29)

oz Ty = (zy)i41 = (xy)2 = (T1y2 — Toy1)ea + (T1ys — T3y1)es + (T2ys — T3y2)es (2.30)

=ay=zlyt+azTty

De manera analoga tenemos:

yr=ylx+yte (2.31)

En efecto:
yx = (y1e1 + Yae2 + yses)(r1€1 + Tae2 + T3€3)

= y1e1T1€1 + Y1€1%262 + Y1€1T3€3 + Y2€2X1€1 + Yo€2T2€2 + Yo€2T3€3

+ yszezrie1 + ysesraeo + Yze3rzes
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= Y121 €161 +Y1T2€1€2 + Y1X3€1€3 + Ya2X1€2€1 + Yalg €262 +YaT3€E2€3
1 1
+ Yysxieze1 + YsToeszeo + Y33 €3€3
1
= Y171 + Y122e1€2 + y1x3e163 + Yo1(—€162) + Yoa + Yozese3
+ ysz1(—eies) + ysra(—ezes) + ysas
= Y121 + Y12264 + Y123€5 + Ya1(—es) + Yoo + Y2T3e6
+ ysx1(—es) + ysxa(—eg) + ysxs
YT = Y171 + Yoy + Y33 + (Y122 — Yat1)es + (1103 — Ys1)es + (Yats — Ysta)eg

~-
0-vector 2-vector

oy lx= (yx>|1_1\ = (yx>o = Y171 + Y22 + Y3T3 (2'32)
oy Tz = (yr)1y1 = (Yv)2 = (Y172 — Yor1)es + (Y173 — Y321) + (Y213 — Ys2)es (2.33)

syr=ylrx+ylx

Observaciones 2.3.11.
1. De (2.29) y (2.32) tenemos: x Ly =y | x
2. De (2.30) y (2.33) tenemos: x Ty =—y Tz
3. Sumando y restando (2.15) y (2.31) tenemos:

1
xiy:§@w+y@

wTyzéhm—y@

4. Por todo lo mencionado anteriormente tenemos xy # yx
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Demostracion. (4)
Sea x = x1e1 4+ Toe9 + x3€3 Un l-vector y B = x4e4 + w565 + Tge6 un 2-vector:

xB = (x1€1 + x99 + x3€3)(T4€4 + T5€5 + T666)

= T1€1T4€4 + T1€1X5€5 + T1€12T6€6 + T2E2T4€4 + To€oT5€5 + T2€2T6E6

+ T3€3T4€4 + T3€3T5€E5 + T3€3T6Cq
= X1T4€1€4 + T1T5€1€85 + T1T6€1€6 + T2X 424 + ToT5€2€5 + T2TgC2Cq

+ T3x4€3€4 + T3T5€365 + T3T6E3E6
= I1$4€1(6162) + 117561 (6163) + ZL’1I661(€263) + $2I462(€1€2) + .%'21‘562(6163)

+ xowgea(eses) + xzxges(eres) + xzxsez(eres) + rarees(eses)
= r124(e1€1)es + z175(e1e1)es + riwgereses + Taxgea(—eser) + Toxs(eger ey

~~ ~~
1 1
+ I2$6(€2€2)€3 + $3{E4<6361)62 + l’3$5€3(—€361> + ZE3I663(—63€2)
—~
1
= T1X4€9 + T1T5€3 + T1Tge €263 + Toky €20 (—e1) + Tox5(—e1e3)es + Taxges
~—~
1
+ 1’3.1'4(—6163)62 + 1'31'5(6363)(—61) + $3$6(€3€3)<—62)
~~ ~~
1 1

= 111469 + T1X563 + T1Tge16263 + Toxy(—€1) — Tawseiene3 + ToTges

—+ 1‘31’461(—6362) + JZ3I5(—61) + 1731'6(—62)
= T1X4€9 + T1T5€3 + T1Tge 6263 + Toxy(—€1) — Toxse1e2€3 + ToTees

+ x3w4eq(e2e3) + x325(—e€1) + x376(—€2)

JJB = (—ZE3135 — I‘QZL’4)61 + (.T1l’4 — $3ZE6)62 + ($1I5 —+ $2x6)63j+ (x1x6 — X2x5 + I3$4)€1626§

.

vV vV
1-vector 3-vector

[ s \l, B = <JJB>|1_2| = <QJB>1 = (—$3I5 — $21’4)€1 + ($1$4 — 1’31’6)62 + (L€1$5 -+ LU2136)€3

(2.34)
[ 2 T B = <SL’B>1+2 = <.TB>3 = (.TILUG — ToXs5 + 1331‘4)616263 (235)
=xB=z|B+z1B
O
De manera analoga tenemos:
Bxr=Blx+Btx (2.36)
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En efecto:

Bx = (x4e4 -+ I5€s -+ $6€6)(£L’1€1 + To€9 + ZE363)

= T4€4T1€1 + T4€4T2€2 + T4€4X3€3 + T5C5L1€1 + T5E5L2€9 + T5E€5L3€3
+ Tg€eT1€1 + TgCeloCy + TgCelzes

= T4X1€4€1 + T4T2€4€9 + TyX3€4€3 + T5T1€5€1 + T5X2€5€2 + T5T3€5€3
+ TgT1€g€1 + TgTaCglo + TgL3Cels

= 1’41‘1(6162)61 + .T4I2(€1€2)62 + ZL'4(L’3(61€2)€3 + ZE5J]1(61€3)€1 + I5$2(6163)€2
+ %51‘3(6163)63 + T (6263)61 + $6$2<€263)62 + 1'61’3(6263)63

= zy11(—eger)eq + xyxoei(eges) + Tyr3e16963 + 5T (—€Ezeq)e; + T5xraei(ezes)

e

+ w5x3e1(eses) + weriea(eser) + rera(—esen)es + rerzea(eses)
~~ ~~

1 1
= I4I1(—62)(61€1) + TypTo€q + T4T3€1€9€3 + LL’5I1(—63)(6161) + Jf5x2€1(—6263) + I5T3€1
1 1

+ zgriea(—eres) + xewa(—e3)(ezen) + xerzes
gl
= x421(—€2) + Tax9e) + TyT3€1€9€5 + T571(—€3) — TyTaeies€3 + T5T3€1
+ xex1(—egeq)es + zera(—e3) + Texzes
= x421(—€2) + xyw0e1 + Tyw3€1€9€5 + T571(—€3) — TyTo€ €263 + T5T3€1
+ zgx1(e1€2)es + xera(—e3) + TeTzes

BZE = (.1751'3 + 11741'2)61 + (5(761‘3 — ZL‘4I1)€2 + (—xﬁl’g — 1’5171)6;14‘ (arﬁxl — I5T2 + 5(741'3)61626%

(. .

vV vV
1-vector 3-vector

o B l, r = <BI>|2_1| = <B$>1 = ($5I3 + l’4$2)61 + (.T6$3 - 1’4561)62 + (—l’ﬁl’z - $5$1)€3
(2.37)

e B T Tr = <B$>2+1 = <BZL‘>3 = (l’6l'1 — T5T2 + IL‘4?L’3)6162€3 (238)

=Br=Blx+BtTzx

Observaciones 2.3.12.
1. De (2.34) y (2.37) tenemos: x | B=—B |«

2. De (2.35) y (2.38) tenemos: T B=B 1 x
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2.3. Multivectores

3. Sumando y restando (2.16) y (2.36) tenemos:

xiBz%(:pB—Bm)

1
xTBzﬁ(xB%—Bx)

4. Por todo lo mencionado anteriormente tenemos xB # Bz

Demostracion. (5)
Sea x = x1€1 + Toe9 + x3€3 un l-vector y T' = x7e; un 3-vector

T = (x1e1 + woey + x3€3)(T7€7)
= T1e1T7€7 + ToCaXrey + T3C3T7€e7
= T1T7€1€7 + ToX7€2€7 + T3X7€3€E7
= T1T7€1e162€3 + Tol7€2€1€2€3 + T3T7€3€1€2€3
= .%'11’7(6161)6263 -+ $2I762(€162)€3 + ZL’3(L’7(€3€1)(6263)
~
1
= T1T7€2€3 -+ $2$7€2(—€2€1)63 -+ 1’35137(—6163)(—6362)
= T1XT7€9€3 — [EQ!E7(62€2)61€3 + 1'323761(6363)62
~~~ ~~
1 1
= T1T7€2€3 — Tal7€1€3 1+ T3T7€1€2
= T1X7€g5 — ToTr€s + T3X7€y

T = T3Tr€q — ToX7€s5 + T1XL7€6

2—\;ercztor
L i \l, T = <J,’T>|1_3| = <ZL’T>2 = X3Tr€y — To€res5 + T1T7€q (239)
e 1T = (aT)1153=(2T), =0 (2.40)

=T =x]T

De manera analoga tenemos:
Te=T ]|z
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En efecto:

Tx = (zre7)(x1€1 + To€2 + T3€3)

= TyerT1€1 + Tre7Xo€o + Tre7X3es

= X7r1€7€1 + T7I2€7€E9 + T7T3€7€3

= T7X1€1€9€3€1 + T7T9€1€2€3E9 + T7T3€1E9€3€E3

= z7x1(—eger)(—ejes3) + xrxaeiea(—eges) + xrazees(eses)
~—~

1
= zrxie9(e1€1)e3 — wrraer(eses)es + Trrseren
~~ ~~
1 1
= T7T1€2€3 — T7l2e1€3 + T7l3€1€2
= X7T1€g — X7T9€5 + T7I3€4

Tx = x3x7e4 — T7T2€5 + T7X166

2-\;;1;or
o \l, T = <TZL’>|3_1| = <T$>2 = X3T7€4 — T7X2€5 + T7T1€Cq (241)
o T Tr = <T.I‘>3+1 == <Tl’>4 =0 (242)

=Tr=T/]x

Observaciones 2.3.13.
1. El producto geométrico de un 1-vector y un 3-vector es un 2-vector.
2. De (2.39) y (2.41) tenemos: x . T =T | x
3. De (2.40) y (2.42) tenemos: c T =T T x

4. Por todo lo mencionado anteriormente tenemos: 1 = Tx

Demostracion. (6)
Sea B = x4e4 + x5€5 + 1666 Un 2-vector y T = x7e; un 3-vector.
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BT = (z4e4 + x5€5 + T666)(T7€7)
= X4€4T7€7 + Tse5T7€7 + TeCeLrer
= X4Trey€7 + TsTres5e7 + TeT7€6E7
= T4T7€1€2€1€2€3 + T5T7€1€3€1€2€3 + TeL7€2€3€1€2€3
= x4x7€1(—e1e9)eses + xywrer(—ejez)(—eses) + xerr(—ezes)(—ezeq)es
= x4x7(—e3) + x5w7(E2) + wew7e3(E1€3)
= 2427(—e3) + z527(€2) + TeT7E3(—E3€1)
= x4x7(—e3) + xswr(ea) + ver7(—eq)

BT = —Tgl7€1 + T5L7€y — XT4T7€3

—
1-vector

o B \l, T= <BT>|2_3| = <BT>1 = —XgZr€1 + T5X7€9 — T4T7€3 (243)

—~ BT =BT

De manera analoga tenemos:

TB=T|B

En efecto:

TB = (z7e7)(w4eq + 565 + T6€6)
= IT7e7T4€4 + T7€7T5€5 + T7€7T6E6
= X7Tae7e4 + T7X5€7€5 + T7Tge7€Eq
= T7T4€1€2€3€1€2 + T7T5€1€2€3€1€3 + T7L6€1€2€3€2€3
= x7x4(—eger)(—erez)es + xrws(—eser)(—eres)es + rraxgerea(—ezes)es
= r7x4es(e362) + T7x5(€2) + x7a6(—€1)
= Trw4e2(—ee3) + v7w5(e2) + T776(—C1)
= xrx4(—e3) + x7ws(es) + vrre(—eq)
I'B = —x7x6€1 + T725€2 — Trlyes

VvV
1-vector

o i B = <TB>|3_2| = <TB>1 = —XgZr€1 + T5X7€9 — T4T7€3 (245)

e T4 B = (TB)s.s = (TB)s =0 (2.46)
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=~ TB=T|B

Observaciones 2.3.14.
1. El producto geométrico de un 2-vector y un 3-vector es un 1-vector.
2. De (2.43) y (2.45) tenemos: Bl T =T | B
3. De (2.44) y (2.46) tenemos: BT T =T1 B

4. Por todo lo mencionado anteriormente tenemos BT =TB

Demostracion. (7)
Sea T7 = ez y Ty = [eqa3 dos 3-vectores.

T = (066123)(56123)
= @56323

T1T2 = —Oéﬁ
N~

O—wvector

] Tl i TQ = <T1T2>|3_3‘ = <T1T2>0 = —Oéﬁ (247)
o Tl T T2 = <T1T2>3+3 = <T1T2>6 =0 (248)

= T1T2 - T1 \I/TQ

O
De manera analoga tenemos:
LT=1T,1T
En efecto:
151 = (56123)(046123)
= 5‘16%23
LT = —pa
—~—
O—wvector
® TQ i Tl = <T2T1>|3_3‘ = <T2T1>0 = —BOJ (249)
L] TQ T Tl = <T2T1>3+3 == <T2T1>6 =0 (250)

= 1yT =15 \LTl
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Observaciones 2.3.15.

1. El producto geométrico de dos 3-vectores es un 0-vector.

2. De (2.47) y (2.49) tenemos: Ty | To =T5 | T}

3. De (2.48) y (2.50) tenemos: Ty T To =Ty T T}

4. Por todo lo mencionado anteriormente tenemos 1115 = 15T,

Demostracion. (8)

Sea B

BB,

= x4e4 + Tse5 + Teeg ¥ Bo = yseq + yses + yseg dos 2-vectores

= (z4e4 + w505 + T6e6) (Yaea + Yses + Yses)
= T4€4Y4€4 + T4€4Y5€5 + T4€4Y6C6 + T5€5Y1€4 + T5€5Y5€5 + T5E5Y6C6
+ TeepYaes + Te€eYs€s5 + T6E6Y6E6
= T4Y4€4€4 + T4Y5€4€5 + T4Y6€4€6 + T5Y4€5€4 + T5Ys5€5€5 + T5Y6€5C6
+ T6Y4€6€4 + TYs5€6€5 T T6Y6C6C6
= T4Ys€1€2€1€2 + T4Ys€1€2€1€3 + T4Ys€1€2€2€3 + T5Ys€1€3€1€2 + T5Ys€1€3€1€3
+ TsYpe1€3€263 + TelYs€2€3€1€2 1 TYs€2€3€1€3 + T6Ys€2€3€2€3
= zayse1(—erez)es + xayser(—erez)es + 1743/6613:3_2/63 + w5yser(—eres)es
1
+ x5y5e1(—e1es)es + rsyser (—ezes)es + veys(—esez)(—ezer) + zeyseaes(—eser)
+ z6ysea(—eaes)es
= —4Ys + T4Ys(—e2e3) + Tayse1es + T5ys(—eser) — T5Ys + Tsys(—e1e2)
+ weya(eser) + veys(—eze1) — T6Ys
= —Z4Ys + Tays(—eaes) + Tayseres + Tsya(eaes) — v5ys + T5ys(—e1€2)
+ zeya(—e1e3) + Teys(erea) — T6Ys
= —x4Ys + T4Y5(—€6) + TaYss + T5ys(€s) — T5Ys + Tsys(—e4)
+ x6ys(—es) + Teys(es) — Tovs

BBy = —x4ys — T5Ys — $6y§+£3763/5 — T5Ys)es + (TaYs — Teya)es + (T5y4 — 3743/5)69

O-VEBEtor 2—V;Et0r
o By | By = (B1By)j2—2) = (B1B2)o = —T4¥Ys — T5Y5 — TeYs (2.51)
[ Bl T B2 = <BlBQ>2+2 = <BlBQ>4 =0 (252)

= B1By =B, | By + By T By + (B1B3)2
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De manera analoga tenemos:
BgBl - B2 \L Bl + B2 T B1 + <B2B1>2 (253)
En efecto:

BoBy = (yaeq + yses + yoes) (rae4 + x5€5 + T666)
= Y4€4T4€4 + Y4€4T5€5 + Y1€4T6€6 + Y5€5L4€4 1 Y5€5T565 + Y5€5T6C6
+ Ys€oTalys + Ys€6T5€65 + Y6666
= YaT4€4€4 + YaT5€4€5 + YaT6€4€6 + YsL4C5€4 + Y5T5€5€5 + Y5L665C6
+ YsTa€es + YsT5€6€5 + YsL6€6E6
= Y4T4€1€2€1€2 + Y4T5€1€2€1€3 + Y1Tg€1€2€2€3 + Ys5X4€1€3€1€2 + Y5T5€1€3€1€3
+ YsTeer€3€2€3 + YT4€2€3€1€2 1 YpL5€2€3€1€3 + YsT6€2€3€2€3
= yazse1(—e1ez)er + ysrser(—ere)es + y4$661@63 + yswaer(—eres)es
1
+ ysrser(—eres)es + ysweer(—ezes)es + yeTa(—esez)(—exer) + ysrsezes(—eser)
+ ysreea(—eze3)es
= —yay + Yas(—ezes) + yareeres + Ysra(—esea) — Ysrs + Ysrs(—e1€2)
+ ysra(eser) + ysrs(—eze1) — Yoo
= —yuxy + Ya5(—e2e3) + Yaweeres + ysra(ezes) — ysxs + Ysre(—e1e2)
+ ysra(—ere3) + ysws(e1ez) — YsTs
= —YaTy + Ya5(—€6) + YaTe€s + YsT4€6 — Y5T5 — Y5T6C4
+ YoTa(—es) + Yoxs(€1) — Yoo
ByBy = —ya®y — Ysx5 — Yoo + (Y6o5 — Yse)ea + (yaTs — Ysxa)es + (Y504 — YaTs)eq

-~ -

0-vector 2-vector
e By| B = <B2Bl>|272\ = <BzBl>o = —YsTy — Y5T5 — Ys6Ts (2-54)
[ BQ T Bl == <BQB1>2+2 = <B231>4 =0 (255)

= ByBy = By | By + By T By + (ByB)9

Observaciones 2.3.16.
1. De (2.51) y (2.54) tenemos: By | Bo = By | By
2. De (2.52) y (2.55) tenemos: By T By = By T By
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3. También tenemos: (ByBsy)s = —(ByBi)a

4. Sumando y restando (2.20) y (2.53) tenemos:

1
Bl \l, B2 + Bl T B2 - §(BlB2 + BgBl)

1
(B1B2)2 = §(B1Bz — ByBy)

5. Por todo lo mencionado anteriormente tenemos By By # BB

Ejercicio 2.3.17. Si z, y, z son 1-vectores. Probar: x | (y T 2) = (x L y)z — (x| 2)y

Demostracion.

& Yt =

1-vector 2-vector

=zl (ytz)=

S lely 1 2) = (y 1 2)a]

% x%(yz —2y) — %(yz — 2y)x

i Yz — w2y — yox + 2ya]

i ey — w2y — Y2z + 2T + Yoz — yrz + 2wy — 23]

i [(zy + y2)z — (32 + 22}y + 2(yz + 7y) — y(zz + 72)|
LR Ly)z =2 L2y + 2y | 2) ~ y(2(z L o))
1RE L)z~ 2 L2y +2:(y o) — 2z L o)

€eR €R

2[2(30 ly)z =2 2)y+2(x L y)z—2(z | 2)y]

T4 L)z =4 4 2)y
(o b )z = (o 12y
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Ejercicio 2.3.18. Si z, y, z, w son 1-vectores. Probar:

@tyt2)lw=(Ty)(zlw)—(zt2)ylw)+y12)(r]w)

Demostracion.
Como T | w="Tw, Tw = wT tenemos:

(e1textes)lw=(e1Textes)w

= (ere9e3)w

= w(ejeze3)
= w(ejeges) = (wey)eges

= (2w | e; — eqw)eqes

= (2w | e1)eses — er(wes)es

= (2w | eq)ezes — e1(2w | ey — esw)es

= (2w | e1)ezes — e1(2w | ez)es + erea(wes)

= (2w | e1)eses — e1(2w | ex)es + erea(2w | e3 — ezw)

= (2w | eq)eses — e1(2w | eg)es + erea(2w | e3) — ejesesw
= w(ereges) = (2w | e1)eses — e (2w | eg)es + erea(2w | e3) — ejegezw

= w(ereges) + (ere2e3)w = (2w | e1)eses — €1 (2w | eg)es + erea(2w | e3)

UJ(€162€3) + (616263)11) = 2[(’(1] i 61)6263 —e1 (’UJ \L 62)63 + 6162(’(1] i 63)]
%[w(elegeg) + (eregez)w] = [(w | e1)ezes — er(w | ex)es + eres(w | e3)]

(er62e3) } w = ezez(er L w) —erez(ez L w) + erez(es L w)
= (e1TexTes) lw=re Texeslw)—er Teslea w)+extesler | w)

Como se cumple para los los vectores candnicos, por la linealidad el resultado es en
general verdadero.
O

Ejercicio 2.3.19. Si z es un I1-vector, B es un 2-vector y T es un 3-vector.

Probar: x { (T{ B)=(z]T)| B

Demostracion.
Si M, N, P son multivectores, entonces: (M N)P = M(NP)
En particular para j-vectores, tenemos:

(zT)B = z(TB)
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2.3. Multivectores

Por proposicién 2.2.7(3) y (4) :

(21T) B, = & (T4B)

2-vector 2-vector 1-vector 1_yector

(@1T)L B +(@iT)t B +{@iD)By= & L(TIB)+ o 115

N

2-vector 2-vector 1-vector 1-vector

. 2-vector . 2-vector y 2-vector N 1-vector . 1-vector ,
0—\;g‘cor Br O—VErctor 2—vzrctor
Comparando la parte del 0-vector, tenemos:
S oL (T4B) = (@ 4T) B
[
Ejercicio 2.3.20. Si z, y son 1-vectores y B es un 2-vector.
Probar: y | (x| B)=(ytx) ] B
Demostracion.
Sabemos que: Si M, N, P son multivectores, entonces: (M N)P = M (N P)
En particular para j-vectores, tenemos:
y(xB) = (yz)B
Por proposicion 2.2.7(1) y (2) :
yedB+ztB)=(ylr+ytz)B
y (@dB)+ y (z1B)=(ylz) B +(ytz) B
~—— ~ —— —— =~ ——
1-vector 1-vector 1-vector 3-vector 0-vector 2-vector 2-vector 2-vector

y L@iB)+ vy 1@lB+ v L@tB)=(ylz) B +(yta)l B
~— —— ~— —— ~— —— S~~~ S~ S~~~
l—vector 1—vect0r/ l—vector 1—vect0r/ 1-vector 3—vect0r4 0-vector 2‘VeCt03 2-vector 2‘V‘30t0£

O-VQZtor 2-v;gtor 2-v73€t0r 2-v;gt0r O-VEgtor

+Hyto)t B+ (vt )B),

2-vector

2-vector 5 2-vector
0 2-v;gtor
Comparando la parte del 0-vector, tenemos:
—yl(@lB)=(yta) LB
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2.4. El Trivector Bésico de AG(3)

2.4. El Trivector Basico de AG(3)
Definicién 2.4.1. El trivector bdsico de AG(3) se denota por: T = eja3 = e1€9€3
Observacion 2.4.2.

1. Los wvectores ey, eq, e3 son ortogonales dos a dos, es decir: e; | e; = 0 si i # j.
(Figura 2.1)

2. Los vectores ey, eq, €3 son unitarios, es decir: eje; = egey = e3e3 = 1.

€1

Figura 2.1:

Proposicion 2.4.3.
1. —1= €3€2€1
2. =1

3. a) Tep =ey T e
b) Tey = —€1 T €3

c) Tes=e; T ey

5. e1teaTes=—-e3Teate
6. erezez = e Tex T es

7. M = Mt, VM € AG(3)
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2.4. El Trivector Bésico de AG(3)

Demostracion. (1)

T = (e169)e3
= (—6261)63
= —ez(ere;)
= —62(—6361)
= (6263)61
= —e3e2e]

= —T = €e3€2€q

O
Demostracion. (2)
Como €9€3 = —E€3€9, €3€1 = —€1€3, €162 = —€2€1 Y€1€1 = €2€2 = €3€3 = ]_, tenemos:
2 _ 2
T = €193
= €1€2€3€1€2€3
= 61(—6362)616263
= (—eje3)exerenes
= (6361)62616263
= 63(—6261)616263
=-1
=12 =—1
O
Demostracion. (3)
Como ejey = —eqeq, €361 = —e1€63y €2 . e3 =e1 | e3 = e | es = 0, tenemos:

a)te; = (ejezes)e;
= (6162)(6361)
= (—eze1)(—e€163)
= €2 (6161) €3
Y
= ese3
=e T e3,

:>T61:€2T€3
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2.4. El Trivector Bésico de AG(3)

b)tes = (ere2e3)en
= (e1€2)(ese2)
= (e1€2)(—e263)
= —€1 (6262) €3
e
= —€i€3
= —e1 T e3

= Téy = —€1 T63

c)tes = (e1eze3)es
= e1eq (e3€3)
1
= €162
=e; T e

:>T€3:€1T€2

L]
Demostracion. (4)
=1
—?=1
—?=1t!
—tr =1t}
S T it s
N~~~ S~~~
1 1
o
= _—T=1
Il

Demostracion. (5)

erTexTes=er T (e2les)
=e; T (—e3Te)
= (—e1Tes) Tes
=(e3te) Ter
=e3 T (e1Te)
=e3 T (—exte)
=—e3TeaT e
e Teates=—e3texl e
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2.4. El Trivector Bésico de AG(3)

H
Demostracion. (6)
Como e1 | es =e3 ] e1 =e3 ] eo =0, entonces:
ereses = (e1e2)es
= (e1 L ea+er Te)es
= (61 ) 62) \63/
2-vector l-vector
=(e1Tea) Les+(erTea) Tes
= —e3 ) (e1Te)+(e1Ter) Tes
= —[(es L er)ea — (es L ez)er] + (ex Te2) Tes
= (61 ) 62) Tes
= erjezeg =e1 Tea tes
H

Demostracion. (7)
Es claro que T conmuta con cualquier escalar 0-vector.

» Sea r = x161 + x9e9 + x3e3 un l-vector arbitrario, donde x1, x5, 3 € R.

rT = ($161 + To€9 + 1‘363)616263
= T1€1€1€2€3 + To€2€1E9€3 + T3€3€1€9€3
= $1€1(—€2€1>€3 + 1'2(—6162)(—6362) + xg(—€1€3)€263
= T1€169(—€103) + Taeieze30s + T3€1(—€36)E3
= $1€162(63€1) -+ T9€1€2€3€9 + T3€1€9€3€3
= e1€9€371€] + €162€3T2€E9 + €153 363
= erege3(T1€1 + Taen + T3€3)
=1Tx

= IT =TT

= Sea B = Bjey + Bses + Bseg un 2-vector arbitrario, donde By, Bs, Bs € R.

Bt = (3164 + B2€5 + 3366)616263
= (316162 + B2€163 + B36263)€16263

= 316162616263 + 326163616263 —+ 836263616263
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2.4. El Trivector Bésico de AG(3)

= B161€2(—62€1)€3 + B2€1€3(—€2€1)63 + Bg@g(—€1€3)62€3
= 31616262(—6163) + Bgel(—€3€2)€1€3 -+ Bg(—6261)€3€263
= Bjejeseseser + Boejeseseies + Byejeaeseses
= 316162(—6362)61 + B2€162€3€1€3 + 336162636263
= Bjejeses(—eqer) + Baereseseres + Biejeseseses
= 316162636162 + B261€2€361€3 + 336162636263
= 616263(316162 + 326163 + Bg€2€3>
= 616263(3164 + B265 + Bgeﬁ)
=18
= Bt =18

= Sea T = aeqeqes un 3-vector arbitrario, donde o € R.
Tt = (aeiezes)(ereqes)

= (ere9e3)a(e1eqe3)

= (e1e9e3)(ere9€3)

Por lo tanto: T = Mt, VM € AG(3)

Proposicion 2.4.4. Sea x un vector, B un bivector y T = ej93 se cumple:

1'61233 + 6123Bl’

L.z (e123B) = B

= 6123($ ) B)

1‘61233 — 612331‘

2. x 71 (e123B) = 5

= 6123($ { B)

Demostracion. (1)
Por proposicién 2.3.8(6), 2.4.3 (7), tenemos:
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2.4. El Trivector Bésico de AG(3)

1-vector

—
$$(€1233):$$(&,2-3/ 1 \B;,)

3-vector  2-vector
x(e1a3 & B) + (€123 | B)x
2
_ z(e13B) + (e123B)x
B 2
. (ZE6123)B + (6123B)ZL’
B 2
(612356)3 + (61233)33
2
6123(1'3) + 6123(333')
2
. 6123(333 + Ba:)
2
(zB + Br)
2
= 6123($ T B)
= x| (e123B) = ea3(v 1 B)

= €123

Demostracion. (2)
Por proposicion 2.3.8(6), 2.4.3 (7), tenemos:

x T (61233) =zt (6123 { B)
1-vector
$(€123 { B) - (6123 { B)fﬂ
2
33(61233) - (61233)33
2
(ZL‘6123)B — (61233)1‘
2
(e1237) B — (e13B)x
2
6123<IB) — 6123(31’)
2
6123<IB — B.T)
2

45



2.5. La Dualidad Geométrica

(xB — Bx)
2
= ein3(z | B)
= 1 1 (e123B) = e1n3(x | B)

= €123

2.5. La Dualidad Geométrica

Definicién 2.5.1. La aplicacion:
D : AG(3) — AG(3)
M — D(M) = 6123M

es llamado el operador Dualidad Geométrica de AG(3). e1o3M es llamado el mul-
tiwector dual del multivector M.

Proposicién 2.5.2.

e123(AG(3)); = (AG(3))3-;

Demostracion.

= Sij=0= e3(AG(3))o = (AG(3))3

En efecto:
Sea M € e193(AG(3))o, entonces M = eja310
= M= Tp€123
= M= To€7
< M e (AG(3))s
Luego 6123<AG(3)>0 = <AG(3)>3

s Si j =1= 6123<AG(3)>1 = <AG(3)>2
En efecto:
Sea M € e193(AG(3))1, entonces M = ej93(are; + ases + ases)
= M= 6123((1161 + ageqy + a,3€3)
M = ajeia3e1 + aserazes + azejazes
M = ay(ezes3) + as(—ejes) + az(erer)
M = ayeq — azes + azey
s M= as3€y — Qo€ + a1€g

& M e (AG(3)),
Luego e1g3(AG(3))1 = (AG(3))2
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2.6. Bivectores

» Si j =2= 6123<AG(3)>2 = <AG(3)>1
En efecto:
Sea M € e193(AG(3))2, entonces M = ej93(aseq + ases + ageg)

& M = ageqzzeq + asejazes + age123€6
M = a4<—€3) + a5(€2> + a6<—€1)
M = —ag€e1 + G52 — aA4€3

& M = —agey + ases — ages

< M e (AG(3)
Luego e123(AG(3))y = (AG(3))1
= Sij=3= e123(AG(3))3 = (AG(3))o

En efecto:
Sea M € e193(AG(3))s, entoncesM = ejpzazer,

& M = azeqaser
= 7€123€123
= ar(—1)
= —azeg

S M = —areq

s M e (AG(3))o

Luego e123(AG(3))3 = (AG(3))o

Por lo tanto 6123<AG(3)>j = <AG(3)>3,J‘, j S {1, 2, 3} O

2.6. Bivectores
Proposicion 2.6.1. Todo bivector B se escribe de manera unica de la siguiente forma:

B =12 , donde z es vector

Demostracion.
Por proposicién 2.4.3 (3), tenemos:

€9 T €3 = €9€3 = Teq (256)
€3 T €1 = €361 = Tey (257)
e1 T ey = ejen = Tes (2.58)
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2.6. Bivectores

Sumando ( 2.56), ( 2.57) y ( 2.58), tenemos:

eoe3 + ese; + e1e9 = Tey + Teg + Tes
€169 — €1€3 + €93 = T(el + es + 63)
eqs — €5+ e = T(ey + ez + e3)

vV Vv
2-vector 1-vector

Luego, sea el 2-vector B y el 1-vector z:

= B =1z

Observacién 2.6.2.
1. B es el dual de x.

2. El conjunto de todos los bivectores de AG(3) es un espacio vectorial, con base:

{e1e9, €103, €263}

3. El bivector B se escribe de manera unica como combinacion lineal de los elementos
de la base, es decir:

B = 3126162 + 3136163 + 3236263

3
= B = Z Bije;e; ,donde B;; € R

ij=1

3
@B:ZBijeiTej

3,j=1

Proposicion 2.6.3. Sea {ejeq, e1e3, eae3} una base del conjunto de bivectores de AG(3),
B = Biseies + Biseies + Bageges es un bivector, donde B;; € R.

3
1
SiB;; = —Bj; entonces B = Z éBijei Tej

1,j=1
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2.7. El Producto Vectorial en AG(3)

Demostracion.

3 3 3
Z Bijei T e; = ZZBU@Z‘ Tej

i,j=1 i=1 j=1

3
= Z(Bilei 1 e1+ Bige; T ea + Bise; T es3)
i—1

= Biie1 1 e1 +Bige; Tex+ Biger Tes
0
+ Bajea T e + Bayea T ea +Bases 1 e3
0
+ Bsjez T eg + Bssez T e + Bssesz T es
0
= Biser T ea + Bizer T es — Bia(—e1 T e2)
+ Bases T e3 — Big(—e1 T e3) — Bag(—ea 1 e3)
= 2(By2e1 T e2 + Bisey T es + Bagea T e3)
=2B

3
1
Por lo tanto B = Z éBl-jel- Tej

ij=1

2.7. El Producto Vectorial en AG(3)

Definicién 2.7.1. El producto vectorial de Gibbs de dos vectores se define por:
T xXy=—es(rTy)
Observacién 2.7.2.
Lzxty=engr Xy

2. x x y es el multivector dual del multivector y T x . (Figura 2.2)
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2.7. El Producto Vectorial en AG(3)

1y

S2 %

Figura 2.2:

3. El producto exterior de dos vectores x ey es una superficie orientada y el producto
vectorial x X y es un vector perpendicular a los dos vectores que se multiplican, y
cuyo sentido se asigna con la regla de la mano derecha.

Ejercicio 2.7.3. Probar : x Tty 1z =1z | (y X 2)]

Demostracion.
Como Tz = 27T, entonces:

Tz L (yxz2)]=3lzy x2)+ (y x 2)z]
—~—

~

1-vector 1-vector

NlA DNl A

[2(=1)(y T 2) + (=) (y T 2)x]

— %[(—T)x(y T2)+ (—1)(y 1T 2)7]

Lyt o)

:Tﬂf(yTZ)—E

1 1
= §fﬁ(y T2)+ 5(3/ T 2)x
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2.7. El Producto Vectorial en AG(3)

5l (g12)+ w1 9a)

1-vector 9_yector
=1 (y12)
=zTytz
=1zl (yx2))=vtytz
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2.7. El Producto Vectorial en AG(3)
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Capitulo 3

Operadores Lineales en el Algebra
Geométrica AG(3)

En el capitulo anterior desarrollamos definiciones y propiedades, que seran
de gran utilidad en el desarrollo del presente capitulo, donde desarrollaremos los ope-
radores lineales en el contexto del algebra geométrica. Todo operador lineal, que actia
sobre vectores, se extiende a multivectores y se obtiene un operador lineal actuando
sobre el algebra geométrica. Esta teoria sobre operadores lineales lo podemos encontrar
en [4].

Estos operadores seran representados en términos del dlgebra geométrica
para facilitar el calculo. Cada operador lineal puede ser construido con multivectores
usando el producto interior, producto exterior y producto geométrico. Luego podemos
decir que todo operador lineal tiene su representacion en el dlgebra geométrica.

Primero desarrollaremos algunos conceptos generales que seran tutiles para
la caracterizacion y clasificacién de operadores lineales.

Nota: Consideremos E =R3 y f(z) = fx,Vz € E

Definicién 3.0.1. Una funcion f: E — E es un operador lineal si :

flax + By) = af(x) + Bf(y) Va,B €R; Vo,yc E

3.1. Operador Adjunto

Definicién 3.1.1. Sea f : E — E un operador lineal. B
Definimos el operador lineal adjunto o transpuesta de f como f : E — E que satisface
la condicion:

yl f(z) = f(y) Lz, paratodoz,y € E (3.1)
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3.2. Extensién de Operadores Lineales

Para enfatizar que f opera antes que el producto interno, podemos escribir
(3.1) en la forma siguiente:

vyl fr=fylzx, paratodox,y€ E

3.2. Extension de Operadores Lineales

Cada operador lineal f sobre R? induce un operador lineal natural S sobre
AG(3) que sera definido de modo natural en la siguiente definicion.

Definicién 3.2.1. Sea f : E — E un operador lineal.
Se define el operador inducido f: AG(3) — AG(3) mediante:

M = To + Z x;e; + Z Tij€i€; + T7ey

M=xy+ li?) ziei + ugﬁ zije; T ej + areseses
E
M) = a0+ 1;3 zif (&) + 1<Z<3xiji(ei T e) +arfen t et es)
SO =20+ 3 e + Zi() 1 1(er) +anf(e) T £(en) T £les)
SO =20+ 3 e + me T fer) +aaf(e) T F(en) 1 S

Observaciéon 3.2.2.
1. f(a) =«a, paratodo a € R
2. fr=fx, paratodoz € FE
3. La definicion implica que [ es lineal.
Proposicién 3.2.3. Sea el operador inducido f: AG(3) — AG(3), se cumple:
1. Lineal: f(aM + BN) = af(M)+ Bf(N), YVM,N € AG(3), Vo, B € R

2. Preserva el producto exterior: f(M 1 N) = f(M)*+ f(N), VM,N € AG(3)

3. Preserva el grado: f((M)r) = (f(M))x, VM € AG(3)
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3.2. Extensién de Operadores Lineales

Demostracion. (1)

Sea M, N € AG(3) tal que:

M = xo + z1€1 + To€3 + T3€3 + T4€4 + T5€5 + Tees + Tre7,

N = Yo + Y161 + Yaeo + Yses + ysey + Yses + Yses + Yrer, entonces:

flaM + BN) = f(a(xo + zie1 + w26z + 1363 + 1464 + T5€5 + Te€6 + T7€7)
+ B(yo + y1e1 +2 €2 + yzes + yaes + yses + Yoo + yrer))
= i(ozxg + arie; + axgea + rszes + T €4 + T5€5 + XxXgg + Ty
+ Byo + Byrer + Byzea + Byses + Byaea + Byses + Byses + Byrer)
= arg + af(rier) + af (v2e2) + af (v3e3) + af (waes) + o f (z5€5)
+ af(wees) + af (z7er) + Byo + Bf(yrer) + Bf (y2e2) + Bf (yses)
+ Bf(yses) + Bf(yses) + Bf (yses) + Bf (yrer)
= af(zo + w161 + Toen + 363 + T4€4 + Ts€5 + Tees + T7€7)
+ Bf (Yo + yre1 +2 €2 + yses + yaes + yses + yses + yrer)
J(M) + Bf(N)
= f(aM + BN) = af(M)+ Bf(N), VM, N € AG(3)

[l
Demostracion. (2)
Sea M, N € AG(3) tal que:
M =z¢+ Z xTie; + Z xijeie; + Trer,
1<i<3 1<i<j<<3
N =yo + Z yie; + Z Yijei€j + yrer,
1<i<3 1<i<j<<3
Entonces:
SIMAN) = f((zo+ D mies+ Y zyeie; + req)
1<i<3 1<i<j<<3
T (yo + Z Yiei + Z yijeiej + yrer))
1<i<3 1<i<j<<3
= f(woyo + Z ToYi€i + Z ToYij€i€; + Toyrer + Z TiYoCi
1<i<3 1<i<j<<3 1<i<3
+ Z zie; T Z yi€i + Z zie; T Z Yijei€j + Z TijYo€i€;
1<i<3 1<i<3 1<i<3 1<i<j<<3 1<i<j<<3
Z Tijyieie; T e + Z xijyreie; T er + wryoer)
1<i<j<<3 1<i<j<<3
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3.2. Extensién de Operadores Lineales

= ToYo + Z zoyi f(e:) + Z zoyij f(eiej) + zoyr f(er) + Z ziyo f (i)

1<4<3 1<i<i<<3 1<:i<3
+ D wfle)t D wifle)+ D wfle)t D yiflee)
1<i<3 1<i<3 1<i<3 1<i<j<<3
+ > mgnfee) + D mwifleie; Te)+ Y wyyrflees) T
1<i<j<<3 1<i<j<<3 1<i<j<<3
+ z7yo f(e7)
= (wo+ Y wifle)+ Y wyflees) +arfler))
1<i<3 1<i<j<<3
T (Yo + Z yif(e:) + Z yij f(eiej) +yr f(er))
1<i<3 1<i<j<<3
= i(xo + Z x;e; + Z Tij€i€5 + I7€7)
1<i<3 1<i<j<<3
T f(yo + Z yici + Z yijeie; + yrer)
1<i<3 1<i<j<<3
= f(M) 1 f(N)

Por lo tanto: f(M 1+ N) = f(M)1 f(N)

Demostracion. (3)

Sea M € AG(3) tal que:

M = To + Z Tie; + Z a:ijeiej%— Tr€r

0-vector 1<i<3 1<i<i<<3 3-vector
N TV
1-vector 2-vector

Por proposicién 3.2.3(1), 3.2.3(2), tenemos:

= Si k=0, entonces: f((M)o) = (f(M))o

En efecto:

f(M)o) = f(w0) = x0 = (f(M))o

= Si k=1, entonces: f((M)) = (f(M))
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3.2. Extensién de Operadores Lineales

En efecto:
SUM)) = (O e
1<i<3
- Z l'if(ez)
1<i<3
= (zo + Z v f(es) + Z w5 f(eie;) + w7 f(er)h
1<i<3 1<i<j<<3
= (f(wo + Z xrie; + Z Tijee; + Trer))
1<i<3 1<i<j<<3
= (f(M))
= Si k=2, entonces: f((M)2) = (f(M))2
En efecto: B
FUM)) = F( > wijee;)
1<i<j<<3
= > wf(ee)
1<i<j<<3
= (xo + Z zi f(e;) + Z vy f(eie;) + w7 f(er))o
1<i<3 1<i<j<<3
= <i($o + Z Tie; + Z Tijee; + xrer))o
1<i<3 1<i<j<<3
= (f(M))2

= Si k =3, entonces: f((M)3) = (f(M))s
En efecto:

i(<M>3) = f(wrer)

= x?i(eﬁ
= <l’0 -+ Z :r;li(el) -+ Z xiji(eiej) + Q?7i(67)>3
1<i<3 1<i<j<<3
= <z(l‘0 + Z xI;e; + Z xijeiej + 1’767)>3
1<i<3 1<i<j<<3
= (f(M))s
Por lo tanto: f({(M)y) = (f(M)) O
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3.2. Extensién de Operadores Lineales

Observacién 3.2.4.

1. f(M | N)# f(M) ] f(N), YM,N € AG(3)

2. Como el adjunto f es un operador lineal este induce un operador lineal denotado
con el mismo simbolo f y se cumple:

Fla T taw) = fle) T 1 fla)
Proposicién 3.2.5. Sea z,y,z vectores se cumple:
L flzty) = flz) 1 f(y)
2. flatytz)=fl@) T fy) 1 f(z)=(f2) 1 (fy) 1 (f2)
3o flatytatz)=[flaty)+ [fl@tz)=[fx) 1 fly)+ (@)1 f(z)

Demostracion. (1)

Por proposicién 3.2.3(2) y por observacién 3.2.2(2), tenemos:

(
f@ty)=fz)1 f(y)
= f(x) 1 f(y)
= flzty)=[f2) 1T fy)
O
Demostracion. (2)
Por proposicién 3.2.3(1), 3.2.3(2) y por observacion 3.2.2(2), tenemos:
fletytz) = flzTy)17]
=flzty) 1 f(2)
=f@) 1 fw) 1 f(2)
= f(@) T f(y) 1T f(2)
= fletytz)=[f2) 1 f(y) 1 [(2)
O
Demostracion. (3)
Por proposicion 3.2.3(1), 3.2.3(2) y por observacién 3.2.2(2), tenemos:
faty+atz)=fxty +[flztz)
=f@) T f)+ f(2) 1 f(2)
= f(@) T fly) + fz) 1 f(2)
flety+aetz)=flo) T fly)+ (@)1 f(2)
0
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3.2. Extensién de Operadores Lineales

Definicién 3.2.6. Sea f: E — E un operador lineal.
det f := (ezeaer) fler) T fle2) T f(es)
donde det f es llamado el determinante de [ y es un escalar que depende de f.
Proposicién 3.2.7.
L. det f =1 f(7)
2. flatytz)=(detflztytz
3.detf=(ztyt2)" flzty?2)

(fz) L [(fy) x f(2)]

4. det f = 21y < 2)

Demostracion. (1)
Por proposicién 2.4.3(4), 2.4.3(6), 3.2.5(2), tenemos:

det f = (ezezer) f(er) T f(e2) T f(es)
;;f(el) T f(e2) T f(es)

=1 fer) 1 flea) T fles)

=1 ' fleg T eates)

= T_li(elegeg)
= det f =1 f(

)

Demostracion. (2)

Comot'!'=-1t,1(ztyt2)=(xtytz)tyztytz=r1zl (yxz), entonces:

[Tyt =l o Ly x2)

1-vector 1-vector

— 24 (y x 2)f(1)

=l | (y x 2)] £(0)
—_—— —
— (e 1y 1 2)f(7)

— (e Ty 1))
vyt 2yrer (o)

( ——
= —(z Ty 1 2)t*(det f)
= —(z 1ty 1 2)(=1)(det f)
z 1y 1T z)(det f)
det f)(z 1y 1 2)

= flzTytz)=

—
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3.2. Extensién de Operadores Lineales

]

Demostracion. (3)
Por proposicion 3.2.7(2) y 2.3.8(7) tenemos:

fl@tytz)=(detf)(xTyT2)
(ztyt2) ' fletytz) =etfllztytz) (zTyT2)
= detf=(ztytz) " flatyt2)
—_——

|

3—wvector 3—vector
—(xtyta) L f@tyte)
=detf=(xtytz) L flatytz)

Demostracion. (4)
Por proposicién 3.2.7 (2) y por ejercicio 2.7.3 tenemos:

fl@tytz)=(detf)(x Tyt =)

fatytz)(ztytez) ™ =(detf)ztytz)(ztytz)
=detf=fztyt2)(atytz)"

det f = ((f2) T (fy) T (f2))(@ Tyt )™

1
= ()1 () 1 (2) s

_ Tlf2) L ((fy) x (f2))]
Tl | (y x 2)]

(fx) L [(fy) x (f2)]
zl(yxz)

(fx) L [(fy) x (f2)]
zl(yxz)

= det f =
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3.2. Extensién de Operadores Lineales

Proposicién 3.2.8. Sea f,g: E—>E y f

,g9: AG(3) — AG(3), entonces:
fog= io g

Demostracion.

s Sea x un l-vector arbitrario

(fog)(x)

(x),Vx e £

(]
)

—~

Q

—~

8
~— ~— ~—

8

~— ~— ~—

—~
Q

I
I~ I I =%

O o
I

B
I
[~
O
S
E

= fo

@
I

= Sea x 1T y un 2-vector arbitrario

foglxty) =(fog)x) T (fog)(y)

foglxtytz)=(fog)(x) T (fog)y) T (fog)(2)
= (f(g9(@))) T (f(g(y))) T (f(9(2)))
= fg(z) T g9(y) 1 9(2))
=[(glzTy12)
=foglxTyt2)
= fog=foyg
Por lo tanto fog= fog O
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3.3. Operadores Lineales no-singulares

Proposicion 3.2.9. Sea f,g: E — E, el determinante de fg es:

det(fg) = (det f)(det g)

Demostracion.

= (det g)(det f)
= det(fg) = (det f)(det g)

3.3. Operadores Lineales no-singulares

Definicién 3.3.1. Un operador lineal f : E — E es llamado no-singular si f(t) # 0.

Proposicién 3.3.2. f: E — E es no-singular si y solo si det f # 0.

Demostracion.

Como f es no singular < f(t) # 0

ST f(1)£0
Sdet f#0

]

Definicién 3.3.3. Sea f : E — E un operador lineal no-singular. Se dice que f es
inversible si existe un operador lineal f=% llamado “la inversa de f” tal que:

fIt ==
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3.3. Operadores Lineales no-singulares

Observacion 3.3.4.
1. I es el operador identidad definido por I(x) = x, Vo € E

2. f7if(x)=2, Vz€EE

Proposicién 3.3.5. Sea f : E — E un operador lineal adjunto y no-singular. f es el
operador lineal inducido de f, se cumple:

1 [~ (y) = ];((y:))
-1 T(y’f)

Demostracion. (1) _
Por proposicion 2.3.8(5), ademds y | f(z) = f(y) L ¢ vy Ty = y1,Vy € E, tenemos:

2 f(t) = xf(erese3)
= xf(er Testes)
= 1?5; [f(el) ) f(ez) T f(€3)}
=x [7(61) T 7(62) T f(€3]
= [fler) T flea)](F(es) L ) — [f(er) T Flea)l(Flea) 4 ) + [Flea) T Fles)](fler) 4 2)
= F(e1 1 eo)(w L Flen)) — Fler T es)(@ b Flea)) + Flea T es)(x 4 Fler))
Tes —Te2 Tep
= f(tes)(f(x) | es) — F(—Tea)(f(x) | e2) + F(rer)(f(x) L 1)
= f(re))(f(2) L 1) + F(tea)(f(x) 4 e2) + flTes)(f(z) | e3)
= flrer(f(x) L en)] + flrea(f(x) | e)] + flres(f(x) | e3)]
= fle(f(2) L en)ed] + Fle(f(2) L ea)ea] + FT(f () | es)es]
= fle(f(z) L er)er +T(f(2) 4 ex)es +T(f(z) | es)es]
= fle((f(z) L er)er + (f(x) L ea)ea + (f(2) | es)es)

|

|
VR

A

-

—~

=

<+~

S"
v\

1
pud

al
=

K
S—
S—
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3.3. Operadores Lineales no-singulares

Demostracion. (2)

F(1) _ Fxf@)
SRR

)
(0

Como det f = ' f(1), donde f es el operador lineal inducido de f

= det f = T ' f(7)
= 1(det f) = Tt f(7)
= f(7)
= 1(det f) = f(1) (3.2)

Luego por proposicién 3.3.5(1), tenemos:
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3.4. Representacion Matricial de Operadores Lineales

Ejercicio 3.3.6. Probar: det(f~1) = (det f)~!

Demostracion.
Por proposicién 3.3.5(1) y —t = 1!, tenemos:

det(f ) =1 (r)="1"

= det(f') = (det f)~*

]

3.4. Representacion Matricial de Operadores Linea-
les

Observacién 3.4.1.

1. Sea {ey,eq,e3} la base candnica de E definido por la condicion ortonormal

1 T
ewej:éz-j:{ T donde i, € {1,2,3)
0 ,si1#

2. Cualquier x € E puede ser representado como :

3
T = E TCy
k=1

Las componentes xy son de la forma: xp = e | x.
Luego:

3

3 3
T = Zxkek = Z(ek lx)e, = Z(x 1 er)er
k=1

k=1 k=1
3

== Z(x ler)er

k=1
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3.4. Representacion Matricial de Operadores Lineales

3. Un operador lineal f transforma cada vector ey, de la base estandar en un vector fy,
que puede ser expresado en términos de la base estdndar de la siguiente manera:

3

= fer = Zejfjk

=1

Definicién 3.4.2. [f] = [fji] es llamado la matriz de f en la base candnica, donde fjj,
es llamado un elemento de la matriz del operador f.

Observacién 3.4.3.

1. Los elementos de la matriz f estdn dados por:
fjkzej\l/(fek):ej*l/fka k7j€{17273}

2. La matriz completa se escribe de la siguiente manera:

Juu fiz fis
[f] = [fjk] = [far fao fo3
fa1 fa2 fa3

3. Un operador lineal estd completamente determinado por una matriz en una base
dada y una matriz determina la transformacion de cualquier vector

3

fr= Z(fek)xk = Z (Z ejfjk) T, k,je{1,2,3}

k=1 k=1 \j=1

4. La ecuacion fxr =y es equivalente a la ecuacion matricial Zizl firTe = vj,
donde j € {1,2,3}.

En efecto:
fir fiz fis| & i+ fieret+  fisxs Y1
for foo fos| 72| = | fari+  foret fazrs| = |y
far fs2 fas]| |3 faizi+ fsomot+  fazxs Y3

5. El operador suma f + g corresponde a la matriz suma
fir + g = €5 | (fer + ger), k,j€{1,2,3}

6. FEl operador producto gf corresponde a la matriz producto

3
Zgijfjk =ei l (gfer)
j=1

3 3

gfex = (ge)fix =Y e (Z 9z‘jfjk>

j=1 i=1
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3.5. Operadores Simétricos y Antisimétricos

7. El producto de matrices es igual a la matriz del operador producto:
9llf] = 19/
8. La matriz identidad correspondiente al operador identidad serd:
€z¢[(€k) =e; | ep =i
9. If = f corresponde a la ecuacion matricial:
3
> " 6iifi = fu 0 (1] =[f]
j=1
10. f=Yf = I corresponde a la ecuacién matricial:
3
> it e = 0w 6 [FIf] =)

j=1

Definicion 3.4.4. det f = det[f]

3.5. Operadores Simétricos y Antisimétricos

3.5.1. Operadores Antisimétricos

Definicién 3.5.1. Un operador lineal A : E — E es antisimétrico si :
A=A
Proposicion 3.5.2. A: E — E es un operador antisimétrico si y solo si:

Ar =z | B , donde B es bivector

Demostracion.
Probaremos que si A es un operador antisimétrico implica que Ar =z | B
Como A es operador lineal entonces:

3

ap — A€k = Z eijk

j=1
En términos de la base estandar el bivector esta dado por:
3
B = Z er T e;Bj; ;donde Bj, € R
kj=1

67



3.5. Operadores Simétricos y Antisimétricos

Por proposicion 2.6.3, tenemos:

3
: 1
SiB;; = —Bj; entonces B = E §Bij6i 1T ej
Z?]:1
En este caso tenemos:

3

3 3
1 1 1
B = E §€kT€ijk=§E €kT(A€k):E §€kTak
k=1

k,j=1 k=1

Por las definiciones de operador adjunto, operador antisimétrico y ademas por el ejer-
cicio 2.3.17, tenemos:

3
1
L gl
1 3
= 5263' b (en T ax)
k=1
L S
=3 [(ej b ex)ar —( e | ap e
— ~—~ ~~~
1-vector ~ l-vector
1 3
=5 2 _(ej Lew)Aler) — (e 4 Aer)e]
k=1
1 3 ’__€/L
= 3 200 benten) - (@e) + oy o
1o ~
= 5 [5JkA(ek) — <A<€]) { ek)ek]
k=1
1 —
= 5[A(ej) — A(e;j)]
1
= JA(e) - (- A)(es)
1
= JIA(e) + Ae)
= Ale;)

Como se cumple para los los vectores canodnicos, por la linealidad el resultado es en
general verdadero.
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3.5. Operadores Simétricos y Antisimétricos

Reciprocamente si Ax = x | B implica que A es operador antisimétrico.
Por ejercicio 2.3.20, tenemos:

yd(Az) =yl (x| B)
=(ytz)lB
=—(z1y) B
=-zl(yl D)
= —z | Ay

13::)1" 1:;:r

=-Aylz

Syl (Az) = —A(y) b

= A es un operador antisimétrico O

3.5.2. Autovalores y Autovectores

Definicién 3.5.3. Sea f : E — E un operador lineal, el vector x # 0 es llamado el
autovector asociado al autovalor \ si

flz) =z (3.2)
donde \ € R.
Observacién 3.5.4.
1. Cualquier maultiplo de z es también un autovector de f.
2. La ecuacion (3.2) puede ser escrito en la forma: (f — N\)(xz) = 0.

3. Por dlgebra lineal sabemos que f — X\ es singular, entonces por la definicion de
operador no-singular det(f — \) = 0.

Proposicion 3.5.5.

fi—Aer) T (f2 — Aea) T (f3 — Aes)

€1€2€3

det(f — A) = < (3.3)

Demostracion. :

Sabemos que:
3

fo=fler) = eifin

J=1
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3.5. Operadores Simétricos y Antisimétricos

Como fr = f(ex), tenemos:
det(f —A) =1 (f = N)(7)

= (=N

(f = A)(erezes)

€1€2€3

(f =M(erTextes)

€1€2€3

(f=Ner T (f =Nea 1 (f = Nes

€1€2€3

o f(61>'_ Aep 1 f(ez)'— Aeg T f(€3)'— Aes

€1€2€3

(fi = Aer) T (f2 — Aea) T (f3 — Aes)

€1€2€3

(fi = Aer) T (f2a = Aea) T (f3 — Aes)

€1€2€3

= det(f —\) =

Observaciéon 3.5.6.
1. La ecuacion (3.3) es llamado el polinomio caracteristico de f.

2. De la observacion 3.5.4 (3) y la proposicion 3.5.5 tenemos:

(fi = Aer) T (f2a = Aea) T (f3 — Aes)

€1€2€3

det(f — A) = =0
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3.5. Operadores Simétricos y Antisimétricos

Proposicién 3.5.7. La ecuacion(3.4) se puede escribir en la forma:
)\3 — 061>\2 + OéQ)\ — (g = 0 (35)
donde:

ar=e | fitel fotesl fs= fir+ fiz+ fas
ar=(esTe) L (fot fa)+(esTe) L (fiTfs)+(eater)l (fiTfo)
as=(esTexte) L (fiTfal f3)

Demostracion.
Sabemos que:

1-vector 1-vector

——— ——
det(f — \) = (fi—Xe)? (f;;z:z) T (fs — Aes)

S0 = Aen) (o = Aes) — (o = Aea)(fi = Aen)] T (s — Aes)

€1€2€3

=det(f —\) =

%[flf2 — fi(he2) — (Aer) fo + Neres — (fofi — fo(Aer) — (Aea) fi + Nezer)] 1 (fs — Aes)

€1€2€3

%[f1f2 — fafi = filhe2) — (Nex) fo + Nerea + fo(Xer) + (Nea) fi — Nezen)] 1 (fs — Aes)

€1€2€3

%[ﬁfz — fafi = fihe2) = (Aex) fo + Nerea + fo(Aer) + (Nea) fir — N2 (—erea)] T (fs — Aes)

€1€2€3

%[fijé — fof1 — A(fﬁe2)'+'k(€2fl)‘_ A(€1f§>‘+‘A(f§€1)'+'2A2€1€2]1\(f§'— AGB)

€1€2€3
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3.5. Operadores Simétricos y Antisimétricos

%(f1f2 — faf1) + %(62}3 — fiea) + %(fzel —e1fa) + ;Azewz T (fs — Aes)

€1€2€3

::[]ﬁ T‘fé'+'A(€2 T‘fl)‘+'A(]3 T‘el)‘+'A2€1€2]T\(f3 —'Aes)

€1€2€3

_ (fi 1 f2) T (fs—Aes) +Alea T f1) T (fs — Aes) + A(f2 Ter) T (fs — Aes)

€1€2€3

A261€2'T(f3'—'A€3)

€1€2€3

_ (fl Tf2) T fs— /\(fl TfQ) T63+)\(€2 Tf1) T fs— )\2(62 Tfl) 1es

€1€2€3

n Mfate) T fs—=A(fater) Tes+ Nerea T f3— N (eres) T es

€1€2€3

(fﬁ T f2) T‘fé N (ereges) + N2[(eren) T fs — (faTer) Tes— (ex T f1) T es)

€1€2€3 €1€2€3

—A(fi T f2) Tes—(ea? fi) T fa—(faTer) T fs]

€1€2€3

_|_

= (ereaes) (fr T fo) T fs = N(erenes) + N((ere2) T fs = (foTer) Tes — (e fi) Tes)
“M(At ) Tes—(ext fi) T fs— (faTe) T fa)]

= (ezeae))[(fi 1 f2) T f5 = N (ereaes) + N ((erea) T fs = (fa Ter) Tes— (e f1) Tes)
“M(fit f) Tes— (2t fi) T fs— (fater) 1 f5)]

= —A(ezeaer)(ereaes) + A2 (ezeaen)[(erea) T fs — (fa T er) Tes — (ea T 1) 1 es)

— Meseze))[(fi 1 fo) Tes—(ea 1 f1) T fa— (faTer) T fs] + (esezer)(f1 1 f2) T f3
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3.5. Operadores Simétricos y Antisimétricos

= =X+ X (esezer)[(erez) T f3] — N (esezer)[(f2 T e1) T e

— N (esezer)[(e2 1 f1) T es] — Mesezer) [(f1 1 f2) T es] + A(esezer)[(e2 1 f1) T f]
+ A(esezen)[(f2 T ex) T fs] + (esezer)(f1 1 f2) T fs

=N+ X(es fs) - N(—e2l f2) — N (—er d fi) — M(e2 T er) L (f1 T £2)]
+A—(esTer) L (fi 1 fs)] +A[—(es T ez) L (F2 1 F3)] + (eseaer) (i T f2) T fs
=N+ Mesd fsterdlfotel fi) = Meate) L (fitfa)+(esTe)d(fitfs)
+lesTex) L (21 fo)l + (eseaer)(fr T f2) T

=N Xl fitelhtesl fi) =Alesten) L (1 fs) +(esTe) L (fitfs)

+(e2Ter) L (fi T f2)] + (eseaer)(fi T f2) T f3

)‘3_>‘2[€1 lfitel fatesd f§]+)‘[(63 Tea)l (f2? f3) +(ester)d (fl ) f3) + (62 ) 61) { (fl ) f2l]

a1 [eD)

— (esezer)(fiT faT f3) =0

a3

#)\3—041)\2—%0(2)\—063:0
Donde:

ar=e | fitel fotesl fs= fur+ fiz+ fas
ag=(esTe) L (fot fa)+(esTe) L (fiTfs)+(eater)l (fiTfo)
as=(esTeate) L (fiTfal fs)
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3.5. Operadores Simétricos y Antisimétricos

Por proposicién 2.4.4(1) y por observacién 2.3.12(2) —T = ezeqzeq, tenemos:

o (esezer)[(ere2) T f3] = —eiezesf(eren) T f3]
= —616263[f3 ) (6162)]
= —[f3 1 [(e1e2e3)(e162)]
= —fs ) [er(—ese2)(—eze1)]
=—f3l [(6163)61]
= —fs ) [(—eser)ed]
=—f3l —es
= fzles

(836261)[(6162) T f3] =e3l f3

e (esezer)[(f2 T e1) T es] = —ereaes[fo 1 (e T €3)]
= —616263[f2 T (6163)]
=—fal [(616263)(6163)]
= —fo L [(ere2e3)(—e3€1)]
= —fa L [(—erea)ed]
= —fa | [(e2e1)eq]
=—fale

(esezer)[(f2 T e1) Tes] =—exl fa

o (ezezer)[(e2 1 f1) T es] = —erezes[(—f1 T e2) T e3)]

= ereze3[fi T (e2 T es)]
= 616263[f1 T (6263)]
= f1 ] [(e1€e2€5)(e263)]
=Nl [(616263)(—6362)]
= fil[(—eie2)er]
= fil(—e1)

(esezeq)[(e2 T f1) Tes] = —e1 ]l fu
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3.5. Operadores Simétricos y Antisimétricos

Por proposicion 2.4.4(1), 2.3.8(5), 2.3.8(6) y por ejercicio 2.3.19, tenemos:
o (ezezeq)[(f1 T f2) T es] = —ereaesfes T (fi T fo)]

= —e3 ] [(616263)(

ST /)]
—

3-vector  2-vector

= —ez | [(erezes) L (f1 1 f2)]

= —[63 1 (616263)] ! (fl T fz)

= —(63616263) { (fl ) fz)

= —(—eies)(—esez) L (fi T fo)

= —eiea | (fl T fz)

=—(e1Te) L (fiT fo)
(esezer)[(f1 1 f2) Tes]=(eaTer) d (fr 1 fo)

o (ezezer)[(ez 1 f1) T fs] = —eiesesfea T (f1 1 f3)]

= —ey | [(ere2e3)(f1 1T f3)]

3-vector  2-vector

= —ey | [(ere2e3) L (f1 T f3)]

= —[ea | (ere2e3)] L (f1 1 f3)

= —(ege1e2e3) L (f1 T f3)

= —(—e1ez)(eae3) L (f1 1 f3)

=eie3 L (fi T f3)

=(e1tTes) L (fi? f3)
(esezer)[(e2 T f1) T fs] = —(es T er) I (f1 1 f3)

o (ezezer)[(f2 T e1) T fs] = —ereses[(—er T f2) T f3]
= erezesf(er T f2) T f]
= 616263[61 ) (fz ) f3)]

=e | [(erezes)(fo T f5

3-vector  2-vector

=e1 | [(erezes) L (fa T f3)]

[61 4 (616263)] L(fa? f3)
= (ere1e2e3) T (f2 1 f3)
=ezez | (21 f3)
=(e2Tes) L (faT f3)

(esezer)[(f2Te1) T fs] = —(es T ez) L (f21 f3)

)l
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3.5. Operadores Simétricos y Antisimétricos

Observacién 3.5.8.

1. Las raices de la ecuacion (3.5) son llamados autovalores.

Proposicion 3.5.9. Las componentes de los autovectores se pueden escribir en la si-
guiente forma:

xz_hsThl @_thhQ

l’l_hgThg’ l‘l_hgThg

Demostracion.
Sea : x = x1e1 + Taey + X363
Como (f — A\)(x) = 0, entonces:

=(f — N)(x1€1 + 2269 + x3€3) =0
= f(z1e1 + xoeg + x3e3) — A(w101 + T2E0 + T3€3) =0
=x1f(e1) +w2f(e2) + x3f(e3) — Arier — Azges — Arzez =0
=1 f1 + Tofo + x3f3 — Ar161 — ATge0 — AW363 =0
=x1(f1 — Ne1) + x2(fo — Aea) + x3(fs — Aeg) =0
NG Nl NG
h1 ha hs
= fr—Aew, k=1,2,3
=x1hy + x3hs + x3h3 =0
=x1hy T hy +x2he T hy +x3h3 T hy =0
5

=wx1h1 T hs + 220y T hy =0
=x2ho T hs = —x1hy T hs = x1hg T Iy

To2 hs 1 hy

x1 hythy

También se tiene que:

=x1h T ho + x5 ho T ho +x3h3 T hy =0
0
=x1h T ho + x3h3 T hea =0
=x1h1 T hy = —x3h3 T hy = x3hs T I3
r3 hy 1 hy

= =
T ha T h3

76
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Observacién 3.5.10.

1. Si X\ es raiz unica de la ecuacion caracteristica, dos de los tres vectores hy son l.1
y solo una componente de x puede ser especificada arbitrariamente.

2. Si A es raiz doble de la ecuacion caracteristica, los hy no son 1.1y dos componentes
de x pueden ser especificadas arbitrariamente.

s Sixy =129 =1, entonces:

:>Z23'1h1 + ,Ighg + (L’ghg =0
h1+h2+l’3h320

= Sixy=11yx3=0, entonces:

=x1hy + x3hs + x3h3 =0
hl + Zlfghg =0

3. Cualquier otro autovalor obtenido por una eleccion diferente de componentes sera
una combinacion lineal de esos dos autovectores.

4. Los autovectores correspondientes a la raiz doble de la ecuacion caracteristica for-
man un plano.

Ejercicio 3.5.11. Sea:

Hallar:
a) El polinomio caracteristico.
b) Los autovalores y los autovectores.

Solucion:
Considerando la base canonica de R3, tenemos:

fler) = f1=4e1 + ey —e3
fle2) = fo = 2e1 + beg — 2e;3
f(es) = fs =e1 +ea + 2e3
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3.5. Operadores Simétricos y Antisimétricos

o fi 1 fo=(de1+e2—e3) T (261 + Hey — 2e3)
:861T€1—|—20€1T€2—8€1T63+2€2T61+562T62—262T63
0 0
—2e3Ter —de3teat2e3tes
0
:2061T€2—861T63—261T€2—262T€3+2€1T€3+562T63
= fiT fo=18e; T ex —6e; T ez + 3ex T e3

o fo 1 fs = (2e1 + 5ex — 2e3) T (e1 + ea + 2e3)
:261T€1+2€1T€2+4€1T€3+5€2T€1+5€2T€2+10€2Teg
0 0
—2e3Ter —2e3tes—4destes
0
:261T€2+4€1T€3—5€1T€2+1O€2T63+261T€3+2€2T€3
= fo1 f3=—3e1 T ex+6er T ez + 125 1 e3

o f3 1 fi=(e1+ex+2e3) T (de1 +e2—e3)
=4de;Ter+er Tea—er Tes+4dey Teg+exlea—ex e
0 0
+8€3T€1+263T62—263T€3
0
=e; Tep—e Teg—4der Texg—extes—8e Tes—2e Tes
= f3Tfi=—3e1Tes—9e T ez —3ex T es

Luego :
fiTfs=3e1Tea+9e Tes+3exTes

e itfal fa=(fiTfo) 1 f3
= (18e1 T eg — 6ey T e3 + 3ex T e3) 1 (e1 + ea + 2e3)
= 18(e1 T e2) T e1 + 18(ex T ea) T ea +36(eq Tea) Tes
—6(e1 Tes) Ter —6(er Tes) Tea—12(er Tes) Tes
+3(e2Tes) Ter+3(e2Tes) Tea+6(extes) T es
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3.5. Operadores Simétricos y Antisimétricos

= 18(—62 T 61) T er + 1861 T (62 T 62) + 3661 T €9 T €3
0
—6(—e3 T er) Ter —6ep T (e3 T ex) —12e; T (e3 T e3)
0
+3ex T (es Ter) +3(—e3 T ea) Tex+6ex 1 (31 es)
0
= —1862 T (61 T 61) + 3661 T €9 T €3 + 663 T (61 T 61)
T T
—6ey T (—ea Tes) +3ex T (—er Tes) —3es T (e2 1 e2)
0
=36e; Tex Tes+6ey TeyTes+3(eat —er) Tes
= 36e; Tex Tes+6er TexTez+3e Textes

= fiT ol fs =45 Tex T es

Hallando los coeficientes del polinomio caracteristico:

eay=c | fitel foteslfs
261\L(4€1+€2—63)+62\L(261+5€2—263)+63\L(61+€2+263)
=4de; er+e lea—erlest+2er e +deslea—2ey | estes] el +esler+2es] es
— v ¥ — Ty v
:461\L€1+562¢€2+263\L€3
:46161 +56262+263€3
~~ ~~~ ~~~
1 1 1
01:11

ceas=(esTe) L (foTf3)t(esTe)l (fiTfs)+(eaTer)d (fit f2)
=12+9+18

Ao = 39
Por proposicion 3.5.7, 2.4.3(2), 1.2.2(2), tenemos:

L (63 T 62) 4 (fz T f3) = —(636261)[(f2 ) 61) ) fs]
= —(—(ereze3))[(—e1 T f2) T f3]
= —616263[61 ) (f2 ) f3)}
= —1le; T (—3e1 T ea + 6ey T ez + 12e5 1 e3)]
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3.5. Operadores Simétricos y Antisimétricos

= —T[—?)Gl T (61 T 62) + 661 T (61 T 63) + 1261 T (62 T 63)]
= 3T[61 T (61 T 62)] — 6T[€1 T (61 T 65)] — 12T[€1 T (62 T 63)]
= 3T[<€1 T 61) T 62] — 6T[(61 T 61) T 63] — 12T[€1 T (62 T 63)]
0 0

= —12T[61 T (62 T 63)]
= —1277
=12 72

~

(esTe2)d (f21 f3) =12

b (63 T 61) 4 (fl T f3) = —(636261)[(62 ) fl) ) f3}
= —(—(616263))[(62 ) (fl ) f3)]
= 616263[62 ) (fl ) f3)]
= tlea T (3e1 T ea + 9e1 T e3 + 3es 1 e3)]
= T[3e2 T (e1 T e2) +9e2 T (e1 Tes) +3ex T (e2 T es)]
= 3tfea 1 (e1 T e2)] + 9t[ea T (e1 1 e3)] + 3tlez T (e2 T e3)]
=31lea T (—ea T e1)] +97[(e2 T €1) T e3] + 3t[(e2 1 e2) T €3]
=3t[—(e2 T e2) Te1)] +97[(—e1 T e2) T e
—
=97[(—e1 T e2) 1 €3]
= —917
= _9\1;/

(estTe)d (fit f3)=9

° (62 T 61) 4 (fl T fz) = (636261)[(f1 ) f2) ) 63]

= —(ereze3)[(e3 T (f1 1 f2)]

= —Tles T (181 T e2 — 6ey 1T e3 + ez T e3)]

= —1[18e3 1 (€1 T e2) — 6es T (e1 T e3) + 3es T (e2 1 e3)]

= —18t[es T (€1 T e2)] + 67[es T (ex T e3)] — 3tles T (e2 T e3)]

= —187[(e3 T 1) T ea] +67[es T (—es3 T e1)] — 3t[es T (—e3 T e2)]

= —181[(—e1 T e3) T ea] +67[—(e5 T e3) T e1] —3t[—(e3 T e3) T 2]
— —
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3.5. Operadores Simétricos y Antisimétricos

= —181[e; T (—e3 1 e2)]
= —18t[e; T (e2 1 e3)]
= —18tT
=18 7

~

(e2Te1) L (fi1 f2)=18
Por proposicion 2.3.8(7), 2.4.3(2), tenemos:

® (X3

O3

=(esTeate) L (it ol f3)

= (—e1TexTes) ] (45e; T ey Tes)
= —45(e; Tea Tes) | (e1 TeaTes)
—45(e1 Te2 Tes)(er Tea T e3)
—45(ejege3)(e1e2€3)

—451T

= —457?

_45(-1)

=45

Luego la ecuacion caracteristica es de la forma:

A —11A2 4+ 39\ — 45 =0

= A-5(\-372=0

Hallamos el autovector asociado al autovalor A = 5 :
Por proposicion 3.5.9 sabemos que:

hi, = fi — Aey
= hy = fr — Sex

o hy = f1 —be;
=4de; + e —e3 — deg
hi = —e1 +e2 —e3
® hiy = fo — 5ey
= 2eq + beg — 2e3 — bey
hy = 2e; — 2e3
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3.5. Operadores Simétricos y Antisimétricos

® N3 = f3 — Ses
:61+€2+263—5€3
h3:€1+€2—363

o hy T hy=(—e; +e—e3) T (261 — 2e3)
= —2e; T e1+2e Tes+2e T eg —2e Teg—2e3T e +2e3Tes
— —
=2e; T ez —2e; T ey —2e 1 es+2e; T e
= —2e; T ey +4de; Tes—2e T e
= hy Thy=—(2¢; T ey —4de; T ez + 2es T e3)

° hgThg = (261 —263) T (€1+€2—3€3)
=2e; Ter+2e T ey —06e; Tes—2e3t e —2e3Tep+6e3tes
0 0
=2e; T ey —6e; Tes+2e Tes+2e T es
:>hQTh3:261T62—4€1T€3+262T63

.hgThl:<€1+€2—363)T(—61+62—63)
=—eTeiteprTea—ertes—exTer+exter—erles
0 0
+3€3T€1—363T62+363T63
0
=e Tepa—e Tegt+erTea—extes—3er Teg+3extes
= h3 T hy =2e; T ea —4e; Tes+2ex 7 e3

= hythg=hs 1T h =—h; T hy

Sabemos que:

ﬁ:h:aThl ﬁ:thhQ
1 hgThg’ T h2Th3

B hthhath
L heths hsTh
=1,=1
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3.5. Operadores Simétricos y Antisimétricos

También:
@: h1Th2 :_hzTh:’, _
1 heths hao T hs
= T3 = —1

—1

Sabemos que:

T = x1€] + Tola + T3€3

= X1 =e€e1+ ey —e3
es el autovector asocitado al autovalor A = 5

Hallamos el autovector asociado al autovalor A\ = 8§ :
Por proposicion 3.5.9 sabemos que:

hi, = fi — Aey,

:>hk:fk_3€k

o hi = f1—3e
=4e; + ey —e3 — 3e

hi=e +es—e3

® hy = fz — 3eg
= 2e1 + bey — 2e3 — 3ey
= 2e1 + 2e9 — 2e3
ho = 2(ey + €3 — e3)

® hy = f3 — 3es
:61—|—62+263—363

h3:€1+€2—€3

1
= hy = hg = —hs

2
:>2h1:h2:2h3

Sabemos que :
$1h1 + ZEQhQ + $3h3 =0
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3.5. Operadores Simétricos y Antisimétricos

u Si,Il:IQ:l

=hy + ho +x3h3 =0
hi+2hy + x3hy =0
3hi +x3h; =0
(34 x3)hy =0

Como hy #0= x3= -3

Sabemos que:

T = x1€] + Tolo + T3€3
r=e;+ ey — 363

= @Iy = €1 + €9 — 3e3

es el autovector asociado al autovalor A\ = 3

n Stx3=0yz =1

=hi + x3hy =0
hl -+ Z'Q(th) =0
(1 + 2l‘2)h1 =0

1
Como: hy #0= x5 = —3

Sabemos que:

T = XT1€1 + To€ + T3€3

1
r =€ — <€

2

— 1
g = €1 — <€
3 1 22

es el autovector asociado al autovalor A\ = 3
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3.6. Operadores Ortogonales

3.5.3. Operadores Simétricos

Definicién 3.5.12. Un operador lineal S : E — E es simétrico si :
S=285
Observacién 3.5.13.

1. Las tres raices de la ecuacion caracteristica de un operador simétrico son reales.

Proposicion 3.5.14. Los autovectores de un operador simétrico S : E — E con auto-
valores distintos son ortogonales.

Demostracion.
Si z e y son autovectores de un operador simétrico S, entonces:

St = Mz
Sy = Ay

Myl r) =yl M
=yl Sz
=yl Sz
=Sz ly
=zl S(y)
=z | Xa(y)
= A7 ] y)
= Xa(y | )

= My L o) =Xa(y | z)
= (M —N)ydz=0

3.6. Operadores Ortogonales
Definicién 3.6.1. Un operador lineal G : E — E es ortogonal si :
GG=GG=1
Proposicién 3.6.2. G : E — E es un operador ortogonal si y solo si:
Ga)lGly)=zly Vo,ye B
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Demostracion.

Probaremos que si G es un operador ortogonal implica G(z) | G(y) =z |y Vr,y € E
Tenemos por hipétesis: GG = GG = I

Por definicion de operador adjunto y por definicién operador ortogonal, tenemos:

Sea x,y € E:

G(z) L Gy) = = L G(G(y))
=z | GG(y)

=z} 1(y)
= G@) L Gly)=zly

Reciprocamente si se satisface: G(z) | G(y) =z ly Ve,ye€ E

=z ly=xlG(G(y))

y=G(G(y)
y=GG(y)
= GG =1
Entonces G es ortogonal. O

3.7. Operadores Normales
Definicién 3.7.1. Un operador lineal N : E — E es normal si :
NN =NN

Ejercicio 3.7.2. Sea N : E — E un operador normal.
Probar que: N(z) =0 si y solo si N(z) =0

Demostracion.
Por definiciéon de operador adjunto y operador normal, tenemos:

N(z) | N(z) =

Probaremos que si N(z) = 0 implica N(z) = 0:
Tenemos por hipétesis: N(x) =0
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Por propiedad de producto interno, tenemos:

= N(z) |} N(z)
= N(z) | N(z)

0
0
0

Reciprocamente si se satisface: N(z) =0
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