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Resumen

La busqueda de soluciones exactas para las ecuaciones de Einstein se ha desenvuelto en
dos direcciones diferentes: por un lado, el estudio de objetos masivos aislados cuyo campo
gravitacional externo es modelado por soluciones asintéticamente planas (métrica de Sch-
warzschild); y por otro lado, el estudio a gran escala del universo, en forma global, para
predecir su evolucion, origen y su destino final (métrica FLRW). Pero hay un tercer camino
que trata de mantener estos dos aspectos juntos, se trata de la métrica de McVittie, la cual
nos presenta la posibilidad de estudiar los sistemas locales influenciados por la evolucion
a gran escala del espacio en el que estan inmersos. Motivados por este enfoque, realizamos
un estudio de la métrica de McVittie en dos etapas. En la primera etapa, analizamos el
espacio-tiempo de McVittie para una particula cargada; y a partir de ello, mediante una
construcciéon matematica adecuada, introducimos la constante de Hubble. Posteriormente
haciendo uso de las ecuaciones de campo de Einstein, se resuelve la ecuacion de McVittie
cargada con constante cosmoldgica negativa. En la segunda etapa, partimos del agujero
de gusano atravesable de Morris -Thorne, la funcién de desplazamiento al rojo se hace
nula ¢(r) = 0, y se realiza un cambio de variable adecuado para la funciéon de forma
b(r) = bJ'/r™!, se construye una métrica para un agujero de gusano atravesable en el
universo de FLRW; posteriormente, se analiza el caso de un agujero de gusano mas gene-
ral, se utiliza la métrica de McVittie, donde el agujero de gusano esta modelado por una
delgada capa esférica que acrecenta el fluido de quinta esencia; finalmente, se encuentra la

ecuaciéon dinamica de dicha capa delgada y el radio comoving de la misma.

Palabras clave: Relatividad General, gravitacion, cosmologia.



Abstract

The search for exact solutions for Einstein’s equations has been developed in two diffe-
rent directions: the study of isolated massive objects whose external gravitational field is
modeled by asymptotically flat solutions (Schwarzschild metric); and on the other hand,
the large-scale study of the universe, in a global way, to predict its evolution, origin and
its final fate (FLRW metric). But there is a third way that tries to keep these two aspects
together, it is the McVittie metric, which presents the possibility of studying the local
systems influenced by the large-scale evolution of the space in which they are immersed.

Motivated by this approach, we carried out a study of McVittie’s metric in two stages.
In the first stage we analyze McVittie’s space-time for a charged particle and from it,
by means of an adequate mathematical construction, we introduce the Hubble constant,
subsequently making use of the Finstein field equations we solve the charged McVittie
equation with negative cosmological constant. In the second stage we start from the tra-
versable wormhole of Morris-Thorne, making the red shift function null ¢(r) = 0, and
performing a suitable change of variables for the form function b(r) = b7'/r™~! a metric is
constructed for a traversable wormhole in the FLRW universe, the case of a more general
wormhole is then analyzed using McVittie’s metric, where the wormhole is modeled by a
thin spherical shell that accretes the quintessence fluid ; finally the dynamic equation of

the mentioned thin layer and the commoving radius of it are found.

Keywords: General Relativity, gravitation, cosmology.
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Capitulo 1

Introduccion

En 1915 Albert Einstein publico la teoria de la relatividad general (TRG) [1]. Esta teoria
generaliza tanto la relatividad especial como la gravitacion Newtoniana. Es la que mejor
describe los fenémenos gravitacionales y extiende el principio de la relatividad para siste-
mas de refencia no inerciales, cuyo fundamento matematico es la geometria de Riemann.
En el marco de la TRG, la gravedad es consecuencia de la curvatura del espacio-tiempo,
la cual es generada por la presencia de cuerpos, distribuciones de materia o por la energia
existente alli. Para la construccion de la TRG, Einstein utilizo el principio de equivalencias:
una analogia entre sistemas de referencia no inerciales y campos gravitacionales; Einstein
concluy6 que alli no existe una diferencia fundamental entre un sistema de referencia con
un campo gravitacional y un sistema de referencia acelerado sin campo gravitacional [2].
A partir de esta conclusion, Einstein dedujo, ademas, que la luz emitida por una estrella
debia tener un espectro desplazado hacia el rojo a medida que atraviesa su campo gravi-
tacional; y que la luz debe curvarse bajo la influencia de la gravedad [3]. Einstein trato
de formular su teoria de la gravedad en términos puramente geométricos. Esto lo llevo
hacia el principio de la covarianza general, es decir, la invariancia de las leyes fisicas bajo
transformaciones generales de coordenadas o difeomorfismos. Aunque abandon6 tempo-
ralmente este principio, fue la idea clave que lo llevo al descubrimiento de sus famosas
ecuaciones del campo gravitacional [4]. La ecuacion del campo gravitacional de Einstein

consta de una serie de ecuaciones diferenciales parciales, no-lineales acopladas entre ellas y
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presentan cierta dificultad para su soluciéon; de modo que el mismo Einstein creyo6, inicial-
mente, que nunca se encontraria una solucion exacta a sus ecuaciones. Sin embargo, pocos
meses después de la publicacion de la TRG, Karl Schwarzschild hall una solucion exacta
en el vacio para un objeto estatico con simetria esférica [5, 6]. Este resultado condujo a
la existencia de un objeto muy masivo, denominado agujero negro [7] el cual produce una
singularidad en el espacio-tiempo.

Un éxito inmediato de la teoria de Einstein fue la descripcion correcta de la precesion
del perihelio de la orbita del planeta mercurio. Sin embargo, la relatividad general gan6
mucha més popularidad cuando la prediccion de la defleccién de luz se confirmé durante
el eclipse solar de 1919 por Eddington [8|. Actualmente, la TRG ha visto reforzada su
veracidad cuando el 11 de febrero de 2016, se anuncié la primera deteccion directa de
ondas gravitacionales provenientes de la colision de dos agujeros negros [9].

La TRG revolucion6 los modelos cosmologicos del Universo. La cosmologia estudia la com-
posicion del Universo, su estructura, forma, origen, evolucion y destino final. Actualmente
la cosmologia esta basada en la TRG y en el principio cosmologico. La Cosmologia Moder-
na tiene su origen en el ano 1917 con la aplicaciéon que hace Albert Einstein de la TRG al
Universo como un todo. Surge asi el primer modelo cosmolégico relativista [10]: Einstein
encuentra que su modelo cosmologico no presenta soluciones estables; para ello, modifi-
c6 sus ecuaciones, introduciendo un término repulsivo denominado constante cosmologica
(A). Asumiendo una distribucion homogénea e isotropica de materia e introduciendo este
término de la constante cosmologica, FEinstein obtuvo un modelo de universo estatico. En
ese mismo ano el astronomo holandés Willem de Sitter hizo una publicacion [11] en la
cual describe una nueva solucién a la TRG en el vacio con constante cosmologica pero sin
materia.

En 1922, el astronomo, meteor6logo y matematico ruso Alexander Friedmann publico su
trabajo [12] en el cual menciona el descubrimiento de soluciones dindmicas a las ecua-
ciones de Einstein, describiendo asi un universo ya sea en expansion o contraccion. Otro
descubrimiento notable para la cosmologia fue realizado por el fisico, astronomo y sa-

cerdote belga Georges Lemaitre 13|, quien obtuvo, de forma independiente, las mismas
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ecuaciones obtenidas anteriormente por Friedmann. En 1929, observaciones del Universo
hechas por Edwin Hubble, mostraron que efectivamente las galaxias estaban alejandose
unas de otras en una especie de movimiento de recesiéon, con lo cual se determina que
el estado real del universo es un estado dinamico; fue el descubrimiento de la expansion
del universo. El universo descrito por el modelo de Friedmann, aparte de ser dinamico es
espacialmente homogéneo e isotropico en relacion a cualquier punto; y posee un origen en
el pasado en el que la densidad de la materia y la temperatura divergen: el llamado Big
Bang. Este modelo se ha convertido en la base del modelo estandar de la cosmologia. Los
descubrimientos realizados por Edwin Hubble [14] y la TRG dieron inicio a la cosmologia
moderna, la cual se expresa en un modelo isotrépico y homogéneo conocido como el modelo
de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW) [15] . Hasta entonces, la cosmologia,
como hemos podido notar, habia tomado dos direcciones: de una parte, el estudio de los
sistemas simples que permitiria la verificacion y el anélisis de fenémenos a pequena escala
o escala local descritos por la métrica de Schwarzschild; y por el otro lado, el modelo de
universo a gran escala o modelo global a fin de predecir la evolucion y el origen del universo
descrito por la métrica de FLRW. En 1933, McVittie presenta un modelo [16] con el cual
unifica los modelos descritos por las métricas de Schwarzschild y FLRW. El modelo de
McVittie es interesante para estudiar la evolucion del universo puesto que la estructura
de su métrica mantiene los aspectos a pequena y gran escala juntos; es decir, considera

sistemas locales influenciados por la evolucion del espacio-tiempo a gran escala.

1.1. Objetivos

1.1.1. Objetivo general

Analizar la solucion de McVittie cargada con constante cosmologica negativa y el estudio

de agujeros de gusano transitables en el universo de McVittie.
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1.1.2. Objetivos especificos

1. Determinar la métrica de McVittie para una particula cargada.

2. Investigar el comportamiento de la métrica de McVittie cargada con constante cos-

molégica negativa.

3. Determinar un modelo de agujero de gusano atravesable para un caso particular del

universo de McVittie como es el universo de FLRW.

4. Investigar el comportamiento fisico del agujero de gusano en el universo de McVittie.

1.2. Metodologia

La metodologia que se ha seguido en la realizacion de este trabajo es esencialmente teérica

y la podemos resumir en los siguientes puntos:

1. Se ha usado la teoria de la Relatividad General, es decir, la accion de Einstein-Hilbert

sin términos adicionales.
2. Se ha usado la Métrica de McVittie para el caso de curvatura nula.

3. Para obtener resultados, se ha usado la ecuacion de campo de Einstein con presencia

de materia o energia y con constante cosmologica.

4. Se ha estudiado el modelo cosmolégico de McVittie en el cual se han introducido
cambios, como carga eléctrica y constante cosmologica negativa, con el fin de plura-

lizarlo para obtener resultados cosmologicos mas generales.

1.3. Estructura de la tesis

La presente investigacion estd estructurada en ocho capitulos:
Capitulo 1. En este capitulo, se hace una introducciéon general al trabajo de tesis; en el cual

se esbozan algunos antecedentes generales y se presenta una revision cronolégica sucinta
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de los sucesos mas representativos de la cosmologia; se describe los objetivos generales y
especificos asi como la metodologia de la investigacion y la estructura de la tesis.
Capitulo 2. Se desarrollan algunos tépicos basicos de geometria diferencial que son consi-
derados necesarios para el desarrollo posterior del trabajo de tesis. En forma especifica, se
desarrollan temas como variedades diferenciables, espacio tangente, espacio dual, tensores,
derivadas de Lie y vectores de Killing, entre otros.

Capitulo 3. Nuestro proposito, en este capitulo, es introducir sucintamente el principio de
equivalencia como piedra angular de la TRG, sus postulados y ecuaciones. Aqui se hace
gran énfasis en los principios variacionales de la TRG, bases sobre las cuales se fundamenta
el presente trabajo.

Capitulo 4. En este capitulo, se comienza con el estudio de los agujeros negros, se desarro-
lla su definicion formal y se describe las propiedades del agujero negro de Schwarzschild,
Reissner-Nordstrom y finalmente se hace un andlisis sucinto sobre agujeros de gusano tran-
sitables.

Capitulo 5. Se analiza el principio cosmolégico, la ley de Hubble y los parametros que per-
mitieron plantear la métrica de FLRW; también se deducen las ecuaciones de Friedman.
Seguidamente, enfocamos nuestro analisis en la unificacién de la métrica de Schwarzschild
y la métrica de FLRW. Se desarrolla, detalladamente, el ansatz de la métrica para los
casos con y sin curvatura, para asi finalmente obtener la métrica de McVittie.

Capitulo 6. En este capitulo, se plantea un ansatz para la métrica de McVittie cargada,
mediante el tensor de energia-momento, que incluye al tensor de energia electromagnético;
introducimos la carga en las ecuaciones de campo de Einstein para, posteriormente, encon-
trar la métrica de Mcvittie cargada; mediante artificios matematicos logramos introducir el
término cosmoldgico; posteriormente, mediante las ecuaciones de campo de Einstein intro-
ducimos la constante cosmolégica negativa y, haciendo uso de las condiciones de energia,
analizamos las consecuencias cosmologicas de esta solucion.

Capitulo 7. En este capitulo, mediante cambios de variable adecuados, modificamos el
modelo del agujero de gusano transitable de Morris-Thorne de tal manera que obtenemos

un modelo de agujero de gusano transitable inmerso en un universo de FLRW como caso
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particular del universo de McVittie; también, en este capitulo, se analiza el caso de un
agujero de gusano mas general usando la métrica de McVittie; donde el agujero de gusano
est4d modelado por una delgada capa esférica que acrecenta el fluido de quinta esencia.

Capitulo 8. En este tltimo capitulo, se hace un recuento general de los resultados obteni-
dos a lo largo del trabajo doctoral, y se presenta las conclusiones globales a las que hemos

arribado.



Capitulo 2

Elementos de geometria diferencial

En este capitulo, desarrollaremos de manera breve algunos topicos de geomeria diferencial,
necesarios para comprender la naturaleza geométrica del espacio-tiempo. Analizaremos
algunos conceptos como variedades diferenciables, espacio tangente, tensores y derivadas

de Lie.

2.1. Variedades diferenciables

Una variedad diferenciable n-dimensional es todo conjunto M al cual se le ha fijado una
estructura diferenciable de dimension n. Mas rigurosamente, se puede definir a una va-
riedad diferenciable n-dimensional como un espacio topologico de Hausdorff dotado de
una familia de mapeos inyectivos ¢ entre puntos de la variedad U C M y el espacio real
n-dimensional R” [17], donde M es dotado de un conjunto de cartas {U,, ¢, }, siendo {U, }
una familia de vecindades abiertas tal que U, U, = M y ¢, es un homomorfismo de tal
manera que si U; NU; # &, el mapeo ¢; o ¢j_1 debe ser infinitamente diferenciable (C*).
Un espacio M que cumple con las caracteristicas mencionadas anteriormente se denomina
variedad diferenciable. Cualitativamente, podemos decir que una variedad diferenciable es
un espacio que localmente tiene aspecto de R™. Sea M un conjunto de puntos donde U es
un subconjunto abierto de M. Una carta de dimensiéon n en M es un par ordenado (U, ¢)

donde ¢ es un homeomorfismo de U en R” donde ¢ : U C M — R"™. Por lo tanto una
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carta puede asociar biunivocamente a un punto p € U en un punto ¢(p) en R" contenido
en M. Cada punto de R” tiene n coordenadas uq, ...u,, entonces, podemos decir que la
carta atribuye coordenadas al punto p de M, a través de las coordenada u; y de la apli-
cacion ¢ . Las coordenadas de p pueden ser descritas por las n aplicaciones compuestas
2! = u’ 0 ¢, denominadas funciones coordenadas locales de M y la n-upla ', ...2". Se dice
que es el sistema de funciones coordenadas asociadas a la carta (U, ¢). Asi para el punto
p € M,z(p) = u' o ¢(p) = u'(p(p)) = p' es p = (p1,...,pn)- Logicamente, un punto de
M puede tener mas de una carta. Consideremos que (U, ¢1) y (Us, ¢2) son dos cartas n
dimensionales sobre M cuyos dominios se sobreponen, como se muestra en la figura 2.1.
En la region de interseccion Uy () Uy pueden definirse dos aplicaciones de M en R". Como
las aplicaciones ¢; son inyectivas, pueden ser invertidas, luego pueden ser dadas las apli-

caciones ¢ 0 @'y ¢1 0 ¢, de R en R”,

>

Figura 2.1: Superposiciéon de entornos coordenados

La nocién de variedad es una verdadera extensioén natural del concepto de superficie en
geometria diferencial, con la diferencia que una variedad no debe, necesariamente, estar

inmersa en un espacio euclidiano y, por tanto, representa una estructura mas general.



CAPITULO 2. ELEMENTOS DE GEOMETRIA DIFERENCIAL 9

2.2. Difeomorfismo

Sean M y N dos variedades, una aplicaciéon ¢ : M — N asocia un punto p de M a un
punto ¢(p) de N. Resulta necesario caracterizar el concepto de diferenciabilidad de dichas
aplicaciones. Para esto, usamos el concepto de diferenciabilidad en R"™. Consideramos las
cartas (U, 1) en M y (Us,3) en N, tal que ¢y : M — D,y : M — D', donde
D e R*y D' € R" Decimos que ¢ : M — N es diferenciable cuando la composicion
ws0¢0pt i D — D es una aplicacion diferenciable de R” en R™, como se muestra
enla figura 2.2. Cuando ¢ es invertible y ¢! es diferenciable, entonces decimos que ¢ es
un difeomorfismo entre variedades; ademés se dice que M es difeomorfa a N y ambas
representan la misma variedad abstracta [18].

Si M = N, entonces el conjunto de difeomorfismos ¢ : M — M forma un grupo denotado

Figura 2.2: Difeomorfismo

como Diff(M).

Consideremos el caso de curvas en una superficie, como se muestra en la figura 2.3. Una
curva en una variedad M es una aplicaciéon diferenciable ¢ : I — M donde [ es un
subconjunto abierto en R; por lo tanto, la composicién de ¢ con la carta ¢ cuyo dominio
contiene la imagen de la curva ¢ o ¢ : I — R™ debe ser diferenciable.

Si consideramos la particularidad N = R en la definicién de diferenciabilidad, notamos



CAPITULO 2. ELEMENTOS DE GEOMETRIA DIFERENCIAL 10

Figura 2.3: Curvas en variedades diferenciables

que el concepto de funcion real diferenciable f : M — R resulta evidente.

También hacemos notar que si p es un punto que pertenece a la carta (U, ¢q), donde
©1(p) = (x), haciendo uso de la accion de ¢ € Diff(M), mapeamos el punto p a ¢(p) cuyas
coordenadas son ¢;(¢(p)) = 2'. Este enfoque es conocido como una transformacion de
coordenadas activas.

Teniendo en cuenta dos variedades M y N, como se muestra en la figura 2.4, consideremos
un difeomorfismo ¢ : M — N y una aplicacion f € F(N) que representa el conjunto de
todas las funciones que van de N a R, entonces ¢ induce la aplicacion ¢* : F(N) — F(M),

donde al término ¢* f se le denomina el pullback de f y se define como: ¢*f = f o ¢.

Figura 2.4: Pullback para una funcion f
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2.3. Plano tangente

Una variedad no es necesariamente un espacio vectorial y no podemos hablar arbitraria-
mente de vectores en M. Sin embargo, podemos asociar a M la nocién de vector tangente
si es que tenemos presente el vector tangente a una curva de M.

Sea 7(t) una curva de M, como se muestra en la figura 2.5, y sea ¢ el conjunto de todas las
funciones reales diferenciables en M. El vector tangente v (to) a v en el punto p = (to)

es una aplicacion 7' (to) : ¢ — R, definida como [19] :

7 @)lf] = — - (2.1)

Figura 2.5: Espacio tangente en un punto p € M y vector tangente a una curva () en p

Ahora consideremos la siguiente propiedad: si v (to) y A'(ty) son vectores tangentes a las
curvas (t) y A(t) en el punto p = v(tg) = A(to) y si a,b € R entonces a7y (to) + bA (o) es

un vector tangente definido por

(a7 (to) + BN (t0)) [f] = av' (to) [f] + DA (to) [f]- (2.2)

Esta propiedad nos garantiza que el conjunto de todos los vectores tangentes a M en el
punto p es un espacio vectorial denominado espacio tangente a M en en el punto p, y es

denotado por T,(M).
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Ahora escriberemos la expresion para un vector tangente v, en términos de coordenadas
locales. Sea (U,, ¢) una cartade My f: M — Ry F : R® — R entonces definimos una

aplicacion diferenciable dada por f = Fo¢, como se muestra en la figura 2.6. Consideremos

Figura 2.6: Aplicacién diferenciable

o(p) = (dp, ..., ¢p), entonces f(p) = F o ¢(p) = F(x*(p)). Haciendo uso del concepto de
diferenciabilidad de la funcion F' expandimos la funcion f(p + Ap) en series de taylor vy,

tomando en cuenta su derivada direccional, obtenemos

wlf) = (L)), (2.3

Sea {e;} una base natural asociada a {2'*}. Entonces de la ecuacion (2.3) obtenemos

17 Iz 8xlj
"=zt =1 —. 2.4
Vi o] =0l (2.4)
Un vector v se puede escribir v = v'e; = v'%¢; de donde obtenemos
aﬂ?,j ’
¢ = 57 (2:5)
debido a que el det(dz'7 /9z") # 0 es factible obtener la transformacion inversa
;O
A (2.6)

P g
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Podemos notar que cuando tenemos una transformacion de coordenadas locales {z'} —
{2}, con matriz jacobiana .J , las bases naturales asociadas se transforman de acuerdo
con la inversa de la matriz jacobiana J~!. Este hecho justifica el nombre de vectores
contravariantes que se le asigna a los vectores localizados en el espacio tengente T),(M).
Del punto de vista matematico, podemos decir que un vector contravariante localizado en
un punto p de la variedad no es un objeto que se encuentra localizado en la variedad, sino
en el espacio tangente T,,(M) del punto p.

Ahora consideraremos el espacio cotangente o espacio dual T;(M ) de cada espacio tangente
T,(M). El espacio dual T (M) esta constituido por las aplicaciones lineales de T},(M) en
R. Estos elementos son denominados 1-forma o vectores covariantes.

Sea {z'} un sistema de coordenadas locales en U, C M. Entonces las diferenciales dx’
forman una base de T)(M) que es la base dual de la base natural de T,(M) asociada a
{z'}. Sea V un campo vectorial en M, como cada coordenada z* es funciéon de F usando

la definicién de diferencial tenemos
dxi(V) = V[x’] = Vjej [xl] = dexi(ej),

donde {e;} es la base natural asociada a {27}, también sabemos que V'’ = V[z] de donde

se obtiene que

d:z:i(ej) = 6;»,

expresion que define las formas lineales dz’ como elementos de la base dual de la base
{z'}. Considerando df = (df);dz’, donde (df); = (df)(e;) = e;[f], entonces df = e;[f]dz’.
Considerando que f es una de las funciones de transformacion del sistema de coordenadas
{e;} — {en}; es decir, escribiendo f = z'/(x%, ..., 2") encontramos la transformacion de

las bases de T (M) |
ox'

dr't = e[z ]da? = =——da’,

ox’
) . ) . .
y usando las relaciones dx' = €'y dx' = e, obtenemos

/

o 0xt
e' = 833631 da’. (2.7)

De esta expresion, surge la designacion de vectores covariantes a los vectores del espacio
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cotangente T;(M ). Por tal razon, podemos decir que el espacio cotangente es el espacio

de las aplicaciones que llevan vectores tangentes a niimeros.

2.4. Tensores

Sea V' un espacio vectorial de dimension finita sobre R. El espacio dual V* de V, siendo

f una funcion lineal, esta dado por
Vi ={f:V — R}

Sea {v,} una base de V. Se introduce una base para V* por medio de la relacion de
dualidad

v (v,) = o,

La dimension de la base V* es la misma dimension de la base V, por tanto, la corres-
pondencia v, — v** establece un isomorfismo entre las bases V' y V*. Por medio de un

procedimiento similar, consideramos el espacio doble dual V** de V' entre los espacios V**

y V puede establecerse un isomorfismo mediante la relacion
v (w*) =w(v), veV, weV eV

Un tensor r-covariante en V' es una aplicacién multilineal

F:VxVx..xV—R. (2.8)

T—veces
Similarmente, un tensor s-contravariante es una aplicacion multilineal

F:V'xV"x.xV*—R. (2.9)

~\~
s§—veces

Un tensor del tipo (£), también llamado tensor s-contravariante y r-covariante es una

aplicaciéon multilineal

F:VrxVix . xV'xVxVx.xV-—R (2.10)

(N

~~
S—veces r—veces
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El espacio de todos los tensores s-contravariantes en V' es denotado por T%(V), el espacio
de los tensores r-covariantes por 7,.(v) y el espacio de los (?)-tensores por T7. El producto
tensorial de dos espacios tensoriales es un nuevo espacio tensorial denotado por ® y, en
forma general, puede aplicarse a diversos contextos como vectores, tensores y espacios
topologicos [20].
SiFeT:V)yGeTr(V), el tensor F® G € T;{F(V) es definido por
(F@G) (W' ., X,y X)) =

F(w' o w®, X, o, X)) G w0 X Xy), (2.11)
donde w' € V*y X; € V.
Si (e1..., e,) es una base para V, sea (o', ..., ©"), la base dual correspondiente a V*, definida
por ¢(e;) = 5; Una base para T°(V) es dada por el conjunto de todos los tensores de la
forma

€ji®...0e R R ...0¢", (2.12)

de manera que los indices i, ,, se consideran desde 1 hasta n. Estos tensores actian en

los elementos béasicos de acuerdo a la relacion
€1 ® .. Qe QT ® .. QYT (", .. 0", em1, ) = 011000 O (2.13)

y cualquier tensor F' € T(V') puede ser escrito en términos de esa base como

F=Fl"7¢®.Re,00"®..0¢", (2.14)
donde
FRril = F(@" 97 ity oy ). (2.15)

Ahora definiremos una operacion llamada traza o contraccion. Definimos tr : T3H (V) —

T3 (V) haciendo () F)(w', ...,w*, Vi, ..., V;) la traza del endomorfismo
F(w', .. W Vi, .., V) € THV). (2.16)
En términos de una base, las componentes de tr}F son

(tT;F>pl--~ps = Fpi-m-bs (2.17)

qi...qr 1...Me..qr ?

donde el indice m es el i-ésimo indice arriba y el j-esimo indice abajo.
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2.5. Transporte paralelo y conexién de Levi-Civita

En la secciéon anterior, hemos definido el espacio tangente de una variedad como la unién de
espacios tangentes individuales en un determinado punto. Puesto que estos son isomorfos,
pero diferentes espacios vectoriales, no cabe la posibilidad de comparar elementos de dos
espacios tangentes. Introduciremos una estrtuctura que nos permita esta posibilidad. Esta
estructura es llamada conexioén [21].

Comenzaremos analizando la nocién de transporte paralelo. Sea el punto p € M y v €
T,(M) un vector en el punto p. Deseamos transportar, paralelamente, v al punto p cercano
a p, tal que p y p estan conectados por un campo vectorial X. Esto significa que en
un sistema de coordenadas apropiadas, las coordenadas de p v p’ estan relacionadas por
p® = p°+X? v los componentes X son lo suficientemente pequenos como para aproximar
el vector transportado paralelamente v € T, /(M) en la forma

’

v =" —Tev’ X (2.18)

donde los coeficientes I'}, se denominan coeficientes de conexion o simbolos de Christoffel.
Ahora podemos generalizar este transporte paralelo infinitesimal al transporte paralelo a
lo largo de una curva integral de X, es decir, una curva v € C*(R, M) de manera que su
vector tangente ¥(t) en p = y(t) sea igual a X (p). De la ecuacion (2.18), podemos obtener

d a
% 4T b XE = 0. (2.19)

Ahora estamos en condiciones de generalizar el concepto de transporte paralelo. Sea X,V
campos vectoriales. V' es transportado paralelamente a lo largo de X. Usando la definicién

de la curva integral, podemos reescribir la derivada de la componente V¢ como

d

SVI(D) = X 0)2.V(4(1), (2:20)

y, finalmente, obtenemos la condicion
(VxV)* = XDV + g’ X = 0. (2.21)

El campo vectorial VxV es llamado la derivada covariante de V' con respecto a X.

El concepto de derivada covariante se puede generalizar adicionalmente para operar sobre
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campos tensores arbitrarios. Sea X un campo vectorial y 7" un campo tensorial de tipo
(7). La derivada covariante de T con respecto a X puede escribirse en la forma

(V) = XT3+ TeTy i X

=1
= Ty T X (2.22)
=1

Ahora tenemos dos estructuras diferentes definidas en la variedad: la métrica y la conexion.
Se plantea la posibilidad de si estas dos estructuras pueden relacionarse. Esto es realmente
posible. Existe una conexién tnica de modo que los simbolos de Christoffel resultan ser
simétricos en su par inferior de indices y la derivada covariante de la métrica se anula.

Esta conexion se llama la conexion de Levi-Civita, y sus componentes toman la forma

a

1
be = §9ad(3b9cd + Ocgbd — Dagse)- (2.23)

Podemos concluir que en una variedad dotada con la conexion de Levi-Civita, todas las

propiedades geométricas estan determinadas por la métrica.

2.6. Tensor de Riemann

El tensor de Riemann es un mapeo que surge al considerar la no conmutatividad de opera-
ciones sucesivas de diferenciacion, aplicadas a un campo vectorial o a un campo vectorial
dual. Cuando los vectores se traladan paralelamente en un camino cerrado dentro de una
variedad, generalmente, sufren transformaciones. Estas se relacionan con la curvatura de
dicha variedad. El mapeo local de la curvatura es realizado por el tensor de Riemann. La

derivada covariante de un vector contravariante presenta la forma
vV, VP =09,VP + TV, (2.24)

donde I, son los simbolos de Cristoffel y estan dados por la ecuacion (2.23). Aplicando

la derivada covariante a la ecuacion (2.24), obtenemos

ViV VP = 0,0,V +T0 V) +T% (9,V° + TV =T, (0,VP +T5, V),  (2.25)



CAPITULO 2. ELEMENTOS DE GEOMETRIA DIFERENCIAL 18

efectuando una permutacion de indices u <= v en la ecuacion (2.25), resulta

VoV VP =0,(0,VP + T,V + 15,0,V + T, V) = T7,(0,V7 +T5, VY. (2.26)

I

Sustrayendo la ecuacion (2.26) de la ecuacion (2.25), efectuando las sustituciones necesarias

y considerando la simetria de los indices inferiores de los simbolos de Christoffel, obtenemos

[V, VoV = (9,0, — 9,10, + T4,y — T8, )V, (2.27)

opu v ovt pA

donde al término entre parentesis lo denominamos como tensor de Riemann [21]

RP

UV =

9%, — 9,0, + 1% 19, — 0,17 (2.28)

T DN [ 2P

Teniendo presente R, = RZMng podemos indicar algunas propiedades del tensor de

curvatura.
- Simetria:
R;w)\o = R)\J,ul/ (229)
- Antisimetria:
Rul/)\a = _Rup)\a = _RMVU)\ (230)
- Ciclicidad:
R,uz/)\a + R;w'zz/\ + R,u,/\m/ =0 (231)

Podemos notar que el tensor de riemann es de cuarto orden, por tanto, posee 256 com-
ponentes; sin embargo, debido a las condiciones de simetria, antisimetria y ciclicidad, sus
componentes se reducen a 20. El tensor de Riemann mide la variaciéon de un vector al ser
trasladado paralelamente alrededor de una curva cerrada. En particular, si el tensor de
Riemann es nulo, el traslado paralelo de un vector no depende de la trayectoria, lo que
implica que la variedad es plana; por lo tanto, una variedad es plana si todas las com-
ponentes del tensor de Riemann son identicamente cero. Por lo tanto, una variedad tiene

curvatura si por lo menos una componente del tensor de Riemann es distinta de cero.
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Ahora podemos realizar una contraccién al tensor de Riemann con el fin de obtener un

tensor de segundo orden de 10 componentes denominado Tensor de Ricci

Ry =R’ (2.32)

(2N

Usando la propiedad de simetria dada en la ecuacion (2.29) notamos que el tensor de Ricci

es simétrico, es decir R, = R),, en términos de las componentes de la conexion tenemos

Ry = 9,I%, — 9, + % 19, —T% 17, (2.33)

La propiedad antisimétrica dada por la ecuacion (2.30) nos indica que R, es el tnico
tensor de segundo orden que puede ser formado a partir del tensor de Riemann. De igual
manera podemos contraer el tensor de Ricci R,y y construir el escalar de Ricci, también

denominado escalar de curvatura, dado por
R = gHARH)\. (234)

El escalar de Ricci especifica un nimero real en cada punto de la variedad, determinando
la curvatura intrinseca de la variedad en dicho punto.

Otra relacion muy importante entre los componentes del tensor de Riemann es la identidad
de Bianchi, una relacion ciclica de la derivada covariante de Riemann. La manera mas facil
de verla es en un punto y considerar en ese punto un sistema inercial de coordenadas, que
anula a los simbolos de Christoffel dejando al tensor de Riemann solo con las segundas
derivadas de la métrica y la derivada covariante se reduce a la usual en dicho punto.

Counsideremos la derivada covariante del tensor de Riemann

1 0, 9%g,» %G 0 9op gop

VTRJ')/)\B - 58.%7—(81'0—6375 - axﬁax’Y 8x78x>\ o aanZEA>.

(2.35)

Permutando el indice de la derivada con los dos tdltimos indices del tensor de curvatura,
se obtiene

VTRU'y)\/J’ + V,BRU'yT/\ + V)\Rg’yﬁf = O, (236)

esta expresion es conocida como la identidad de Bianchi.

Haciendo una contraccién con ¢\, similarmente como se hizo para obtener el tensor de
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Ricci; en el segundo término, aplicamos la propiedad de antisimetria dada por la ecuaciéon
(2.30); en el tercer y cuarto indice efectuamos la contaccion. Al respecto, del tercer término,

teniendo presente que la derivada covariante de la métrica es nula
VTRvg — VBR’YT + V)\RV&— =0. (237)
contrayendo con ¢7”:

V,R— V3R’ — VR =0,
1
VR = VR =0,

1
V(R — iRch) =0. (2.38)
Multiplicando por ¢"v obtenemos
12 1 v
V. (R* — §Rg“ )=0. (2.39)

A la cantidad dentro del parentesis se le denomina tensor de Finstein,
1
GM" = RM" — §Rg"” =0. (2.40)

Cabe resaltar que el tensor de Einstein G es, esencialmente, un tensor mixto de orden dos;
y puesto que el tensor de Ricci es un tensor simétrico, el tensor de Einstein también es un

tensor simétrico y libre de divergencia.

2.7. Derivada de Lie y vectores de Killing

La derivada de Lie mide el cambio de un campo vectorial a lo largo del flujo de otro
campo. La derivada de Lie se puede calcular sobre cualquier variedad diferenciable M.
Sea V#* € M un campo vectorial , que define una familia de curvas v#(\) a tavés de la

ecuacion

VEG) = ), (2.41)

donde v#(\) son las lineas de campo o curvas integrales de V.

La derivada de Lie Ly es un operador diferencial y representa la derivada direccional en
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la direccion del campo V* o la derivada a lo largo de las curvas integrales v#(\).
Sean p v ¢ dos puntos infinitesimalmente cercanos, con coordenadas z# y z'* respectiva-
mente, tal que

gH =gt —eVH(2), (2.42)

donde V* es la direccion en la que queremos efectuar la derivada direccional y € es una
cantidad infinitesimal.

Definimos la derivada de Lie de un campo f(x) en la direccién de un campo vectorial V#

como
"(2) — my —
e—=0 9 e—=0 €
Una definicién equivalente es la siguiente [22]:
Lof —1lim Pl =T (2.44)
e—0 £

Donde {p.} es el flujo de V'y {} es el pullback.
Utilizando la definicion formal, se puede establecer que la derivada de Lie entre campos
vectoriales es
Lx(Y)= [X, Y]‘
Para tensores,

Lx(S®T)=(LxS)®@T+ S ®LxT.

La derivada de Lie comparte las propiedades de linealidad y la regla de Leibniz

Ly (aAP + BB*) = aly A" + BLy B",
Lyv(APB,p) = (Ly A")B,p) + A*(Ly Bup). (2.45)

Sean V* y WH# dos campos vectoriales, entonces el conmutador de dos derivadas de Lie a
lo largo de V# y W* se puede escribir como otra derivada de Lie [Ly, L] = Lz, donde
Zk = LyWH =VYo,WH —WY9,WH.

Ahora analizaremos acerca de las simetrias de un campo tensorial, para ello, consideremos
ap € Dif f(M) como el flujo de un campo; y decimos que ¢ es una simetria de algin

campo tensorial 7" si el campo es invariante bajo la acciéon del pullback de ¢

oT =T. (2.46)
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Si la familia de simetrias uniparamétricas es generada por un campo vectorial V', entonces
se tiene

LyT =0. (2.47)

Esta relacion nos permite deducir que si T' posee una simetria, bajo alguna familia de
difeomorfismos, siempre serd posible hallar un sistema coordenado local en el cual las
componentes de la representacién coordenada de T sean independientes del parametro de
la curva integral definida por el campo V. Esto implica que, si todas las componentes
son independientes de una de las coordenadas, entonces el campo vectorial asociado a esa
coordenada genera una simetria.

En relatividad general, es de mucha importancia la simetria respecto a la métrica. Para
su anéalis considermos la variedad (M, g), un difeomorfismo ¢ es una isometria si preserva

la métrica; entonces
" (9om) = (@ D) = 9(p)- (2.48)

Por lo tanto, se dice que una métrica g, tiene una isometria si su expresion no cambia
. ., ’
x Tt =x .
bajo una transformacion z# — x# " + ekt para un campo k* en concreto. En otras
palabras, pedir que la métrica sea invariante, bajo dicha transformacion, es lo mismo que
pedir que la derivada de Lie de la métrica con respecto a k* sea nula, lo cual se expresa
por la relacion

'CVg;w = kpapg;w + gpl,a“/fp + gﬂpaykp = 0. (249)

Esta relacion, para variedades equipadas con la conexion de Levi-Civita, es equivalente a
la ecuacion de Killing,

Vuky + Vyk, = 0. (2.50)

Los vectores que satisfacen la ecuacion (2.50) se denominan vectores de Killing. El conmu-
tador de dos vectores de Killing da otro vector de Killing y estos conmutadores forman el
algebra de isometrias de la métrica g,,. La ecuacion de Killing muestra que la geometria
local no cambia mientras nos desplazamos a lo largo de las lineas de flujo ¢. Por esta
razon, los vectores de Killing representan la direccion de la simetria en una determinada

variedad diferenciable.



Capitulo 3

Relatividad General

La Relatividad General es una teoria gravitacional y, en la actualidad, es una de las teorias
més aceptadas. Fue propuesta por Albert Einstein y tiene como fundamento explicar los fe-
noémenos gravitacionales como consecuencias de la curvatura del espacio-tiempo, generada
por el contenido de materia y campos presentes. Debido a esta razon, fue posible realizar
una transicion de la descripcion fenomenologica de la gravedad, vista como una fuerza
de atraccion Newtoniana a una propiedad netamente geométrica del espacio-tiempo. El
objeto matematico que define tal geometria es denominado tensor métrico (g,, ), donde
y v son indices relacionados con las coordenadas tetra-dimensionales. El tensor métrico es
un tensor simétrico definido en términos del intervalo ds? entre dos puntos en el espacio-
tiempo, separados por un desplazamiento infinitesimal dx*. De este modo, la distancia

infinitesimal (ds?) y el tensor métrico se relacionan por la expresion
ds* = g, dztdz”, (3.1)

siendo z* la representacion de la cuadri-coordenada, con el indice = (0, 1,2, 3), donde u =
0 denota la coordenada temporal y u = (1,2,3) = i denotan las coordenadas espaciales.
En este capitulo vamos a describir los postulados fundamentales de la Relatividad General,

el principio de equivalencia y las ecuaciones de campo de Einstein.
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3.1. El principio de Equivalencia

El principio de equivalencia es la piedra angular de la teoria de la gravedad de Einstein,
quien lo descubri6 basandose en un experimento mental [23] conocido como el experimento
del ascensor. Un sujeto se encuentra dentro de un ascensor sin ventanas y en ausencia de
fuerzas gravitatorias. Si el ascensor se desplaza con movimiento rectilineo, uniformemente
acelerado, con aceleracion de magnitud igual a la gravedad en la superficie terrestre, en
estas circunstancias, el sujeto no notara diferencia entre esta aceleracion y la que seria
causada por el campo gravitatorio en la superficie terrestre; las ecuaciones que describen
el movimiento de caida de un cuerpo, en ausencia de rozamiento con el aire, serian las
mismas. Este experimento conduce a la igualdad entre las masas gravitatoria e inercial
que figuran en la ecuacion gravitacional de Newton y en su segunda ley respectivamente.
A esta igualdad, se le conoce como el principio de equivalencia débil. Si se diera el caso
en el que el ascensor se encuentra en caida libre en un campo gravitatorio, de acuerdo al
principio de equivalencia débil, todos los cuerpos dentro del ascensor tendrian la misma
magnitud de la aceleracién. Por tanto, seria como si no existiera campo gravitacional
alguno. Si se analiza el experimento localmente, entonces el campo gravitatorio se comporta
aproximadamente homogéneo y no existiria diferencia entre una caida libre y la ausencia
de campo gravitatorio. Esta conclusiéon condujo a Einstein a formular su principio de
equivalencia fuerte, que puede expresarse diciendo que es imposible distinguir un campo
de gravedad de un sistema acelerado por medio de cualquier experiencia local; o mas
explicitamente, podriamos enunciarlo diciendo que un sistema de referencia en caida libre
es equivalente, localmente, a un sistema de referencia inercial. Esto nos conduce a concluir
que en un sistema de referencia de caida libre es aplicable la teoria de la relatividad
especial. Una de las consecuencias directas del principio de equivalencia fuerte es que la
geometria del espacio-tiempo depende de la distribucién de masa o energia.

El modelo matematico para el espacio-tiempo es una variedad tetra-dimensional pseudo-
riemanniana (M, g), donde la métrica g,, posee la misma signatura que la métrica 7, de

Minkowski.
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Sabemos que un sistema inercial local, con respecto a un punto p € M, es un sistema de
coordenadas locales z# definidas en una vecindad del punto p si es que cumple

09,
g,ul/<p) = Ny, 8;_0 (p) = 0.

La version matematica del principio de equivalencia es la existencia de un sistema inercial
local. Esto implica la posibilidad de encontrar un sistema de referencia donde las compo-
nentes de la métrica y sus primera derivada sean nulas en dicho evento. En otras palabras,

las componentes de la métrica en un sistema local de referencia deben tomar la forma [24].

1
guu(ﬂja) = Ny — gRMUVT(p)IUI'T + 79(1,0')37

cerca del punto p, donde R,,,. son las componentes del tensor de curvatura con respecto
a las coordenadas z? analizado en el capitulo 2.
Para encontrar las leyes de la fisica sobre (M, .g), usamos el principio de covariancia;

entonces una ecuacion de primer orden tendra la forma de una derivada covariante [24]
VT =J,

donde T y J son campos tensoriales. Haciendo uso de la derivada covariante para un campo

tensorial ¢ de tipo (7), con respecto a coordenadas locales x'...z", se tiene la expresion

01y
v til---iT _ at]l]s
kb1 s - oxk
i1 4lio.. iy ip 01 0r—1l
+ Fkltj1...js + ...+ Fkltjl...js
l il-uir _ _ ! il...ir
ijltljz...js Fk‘jstjl...j,,»_ll‘ (32)

Con respecto a las coordenadas locales, se tiene [24]

Como en relatividad especial tenemos la expresion
or = J, (3.3)
donde Ty J son tensores de Lorentz, y en relativad general, para la misma ley, se tiene
vT = J, (3.4)

donde Ty J son campos tensoriales sobre (M, g), podemos concluir que hemos obtenido

un acoplamiento de la materia al campo gravitacional.
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3.2. Tensor de energia-momento

El tensor de energia-Momento describe la distribucion y tambien el flujo de energia y
momento debido a la presencia y movimiento de materia y radiacién en una region del
espacio-tiempo.

Consideremos un fluido con densidad propia p(z) y u(z) su cuadrivector velocidad, con
los que podemos construir un tensor T de rango 2 a partir de los cuadrivectores velocidad,
de la forma

T(2) = p(a)u(z) © u(x). (3.5)

Donde T(z) es llamado tensor de energia-momento. En un sistema de coordenadas z*
donde el cuadrivector velocidad del fluido es u*, las componentes contravariantes del tensor

de energia-momento vienen dadas por
T = putu”.

Para el caso de un fluido perfecto con presiéon p, es posible encontrar un sistema de refe-
rencia; de tal manera que un punto del fluido se vea en reposo, las componentes del tensor

de energia-momento pueden expresarse por [25]

p 000
0p 00

[T = (3.6)
00 po

00 0 p
En general, podemos escribir las componentes del tensor de energia-momento como [29]
™ = (p+ p)uru” — pn™”.

Esta ecuacion es valida para cualquier sistema cartesiano localmente inercial. Usando el
principio de acoplamiento minimo, hacemos el cambio (1,, — ¢,.) con el fin de obtener
una expresion covariante del tensor de energia-momento para un fluido perfecto, valido en

un sistema de coordenadas arbitrario, obtenemos la expresion

™ = (p+ p)u"u” — pg"”. (3.7)
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De la expresion anterior, notamos que 7" es un tensor simétrico y esta conformado por

los campos escalares p y p, y un campo vectorial u que son las variables que caracterizan

al fluido.

3.3.

Ecuaciones de Einstein

Las ecuaciones de Einstein han desempenado un papel importante dentro de la fisica teo-

rica; ellas poseen una notable riqueza conceptual y han contribuido a descubrir y entender

una serie de fenémenos astrofisicos y plantean diversos modelos cosmolbgicos que nos per-

miten entender nuestro universo.

Einstein, para elaborar la TRG, se apoya en la geometria de Riemann, reconociendo que

esta se adapta perfectamente a la fisica de la gravedad. Sin embargo, aparte de utilizar

el formalismo tensoral para expresar sus ecuaciones de campo, Einstein se basé en cinco

principios |27] para el desarrollo de la TRG :

1.

3.

Principio de Mach.- Este principio se puede enunciar diciendo que la inercia de
cualquier sistema es el resultado de su interaccion con el resto del Universo. En otras
palabras, cada particula del universo ejerce una influencia sobre todas las demés par-
ticulas. En forma mas concisa, podriamos decir que las propiedades inerciales de un
objeto estan definidas por la presencia de otros cuerpos en el universo; entendiendo-
se que las leyes de la fisica, a nivel local, estan determinadas por la estructura del

universo a gran escala [28].

Principio de equivalencia.- Este principio trata de la equivalencia entre una acele-
racion uniforme y un campo gravitatorio uniforme; y se enuncia en forma equivalente
diciendo que la masa gravitacional de un objeto es equivalente a su masa inercial
[27]. El principio de equivalencia es de suma importancia en la TR; por tal razon, lo

trataremos con més detalle posteriormente.

Principio de Covarianza.- En la teoria de la relatividad especial(TRE), todos los
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observadores inerciales son equivalentes. En la TGR, el principio de covarianza esta-
blece que todos los observadores, ya sea que estén en marcos de referencia inerciales
o no, deben observar las mismas leyes de la fisica [27]. En otras palabras, las coor-
denadas son apenas un artificio para describir la naturaleza y no existen a priori,
entonces no deben tener participacion en la formulacion de las leyes fundamentales.
Esto nos permite expresar las leyes de la fisica, por medio de entes matemaéticos

invariantes, ante transformaciones de coordenadas denominados tensores.

4. Principio de Correspondencia.- Este principio establece que bajo la influencia
de campos gravitacionales débiles y a velocidades muy inferiores a la velocidad de
la luz, las predicciones de la TRG deben ser aproximadamente las mismas que las
predicciones de la teoria clasica de Newton. Cuando los campos gravitacionales sean

nulos, la TRG debe reducirse a la teoria especial de la Relatividad [27].

5. Principio de acoplamiento minimo gravitacional.- Este principio permite hacer
la transicién entre un espacio plano y uno curvo realizando la sustitucion de la
derivada ordinaria por la derivada covariante (0, — V) y la métrica de Minkowski
por una formulacién general del tensor métrico (1,, — g,.); pero teniendo presente
que ningin término que contenga explicitamente la curvatura debe ser anadido al

hacer la transicion de la TRE a la TRG [27].

Consideremos un campo gravitacional fuerte: de acuerdo con el principio de equivalencia, es
factible, en un punto p cualquiera del campo, definir un sistema de coordenadas localmente

inerciales [26], de tal manera que se cumpla

jn%z

g,uu(p) =n,

09
(G Jo=p = 0.

En la teoria gravitacional de Newton, el potencial gravitacional ¢ esta dado por la ecuacion
de Poisson

V¢ = 4nGp, (3.8)
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donde G es la constante gravitacional. Teniendo presente que goo = —(1 + 2¢) v Tho =~ p;

sustituyendo en la ecuacion (3.7), obtenemos
V2 = —87GTyo. (3.9)

Esta ecuacion es valida para un sistema de coordenadas localmente inercial, sin embargo
esta expresion nos da una nocion para plantear una expresién generalizada para el caso

de campos gravitacionales, consideramos una expresion de la forma
G, = —8rGT,, (3.10)

donde G, debe ser un tensor que describa la curvatura; por tanto, debe ser una combi-
nacion lineal del tensor métrico y de sus primeras y segundas derivadas. Para determinar

la forma del tensor GG,,,,, vamos a senalar las siguientes consideraciones:

2

1. El tensor G, debe ser simétrico ya que 7T}, lo es.

2. El tensor GG, tiene que ser un objeto puramente geométrico; por tanto, serd funciéon

solamente de la métrica y de sus derivadas.
3. Para el espacio plano, tenemos que G, = 0.

4. De acuerdo a la ley de conservacion de la energia v, 7" = 0, esto implica que

también debe cumplirse v,G*" = 0.
5. En el limite Newtoniano, debe cumplirse que Goo ~ V2go.

Como hemos expresado anteriormente, la relatividad general trata de la curvatura del
espacio-tiempo y el tensor que calcula la curvatura es el tensor de Riemann; sin embargo,
este tensor es de cuarto orden y antisimétrico; por tal razon, el tensor G, debe construirse
a partir de las contracciones del tensor de Riemann. Los tnicos tensores que pueden
obtenerse a partir del tensor de riemann son el tensor de Ricci y el escalar de curvatura;

entonces consideramos que G, debe tener la forma

G,uu = ClRuu + CZg,uVRa (311)
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donde C; y C5 son constantes.

Aplicando la consideracion (4.), obtenemos
Gy, =CiR)  + )R, = 0. (3.12)

Usando la identidad de Bianchi, obtenemos

R, =2R . (3.13)
Sustituyendo la ecuacion (3.13) en la ecuacion (3.12), obtenemos que Cy = —C'/2; enton-
ces obtenemos
1
G = Ol(‘RMV - §QWR>‘

Ahora utilizaremos la condicién (5.) en la expresion anterior, obteniéndose

1
GUO = Cl <R00 — 5QO0R> ~ v2g00. (314)
Haciendo uso de la aproximacion Newtoniana g,,, = 1, +h,., donde || h,, ||< 1; entonces
obtenemos
1
GOO >~ Cl |:R00 — 5(—1)R:| ~ VQQOO. (315)

Para el caso de sistemas no relativisticos, se cumple que || Gy; ||[<|| Goo |- Bajo esta
consideracion, se tiene que
1

Usando la relacion

R ~ Rkk — Roo

3
~ —R—R
92 00

Reemplazando la ecuacion (3.17) en la ecuacion (3.15),

GOO

12

1
Ch {Roo + 5(25’00)] ~ V?goo,
~ 2C) Roo =~ V?goo,

1 82gOO 2

12
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De la relacion anterior, concluimos que C; = 1.

Entonces, finalmente, las ecuaciones de Einstein toman la forma
1
G =R — §g’“/R = —81GT,,. (3.19)

Las ecuaciones de Einstein relacionan materia con geometria. La materia es la que deter-

mina la geometria curvando al espacio; y el espacio determina la trayectoria de la materia.

3.4. Los postulados de la Relatividad General

En la TRG, la gravedad se manifiesta a través de la curvatura del espacio-tiempo; y la
trayectoria descrita por una particula, con o sin masa, depende de la geometria local del

espacio-tiempo por donde ella se desplaza.

La ecuaciones de campo de Einstein de la TRG representan una descripcién matemaética
de una entidad geométrica denominada espacio-tiempo. La construccion de esta teoria
se basa en postulados |29] que permitieron a Einstein relacionar el aspecto geométrico
del espacio-tiempo con la presencia de materia o energia. A continuacion, describimos los

postulados que permitieron la elaboracion de la TRG.

Postulado 1. La variedad espacio-tiempo.- El espacio-tiempo esté constituido
por todos los eventos fisicos, el cual sera descrito por el par (M, g). M es una variedad
suave (C*°) 4-dimensional conectada de Hausdorf y g una métrica Lorentziana sobre
M.

La curvatura en la variedad est& descrita por el tensor de curvatura de Riemann R,

que en componentes podemos escribirla como
con ng las conexiones afin o simbolos de Christoffel

«

1 oo
By = 59 0,940 + 0890y — O9p4], (3.21)
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donde g, son las componentes del tensor métrico. Una restricciéon fundamental que
se imppone sobre la variedad M en RG es que sea libre de torsion. Dicha restriccion
se basa en el teorema fundamental de la geometria riemanniana, el cual dice que, en
una variedad Riemanniana (M, g), existe una tnica conexion simétrica I'g ~que es
compatible con la métrica g. Esta conexion es llamada la conexion de Levi-Civita.

La condicion de que la variedad sea libre de torsién se satisface exigiendo que el

tensor de torsion de Cartan Sg’7 sea nulo
Sg7 = F‘ﬁﬁy] =0 (3.22)

y la relacion entre la conexion I'g y la métrica g se obtiene exigiendo que la derivada

covariante de la métrica sea nula

V.as = 0. (3.23)

Postulado 2. Conservacién local de la energia.- Existe un tensor simétrico
Top = Top(¢)) = Tha que es funcion de los campos de materia ¢ y sus derivadas tal
que

a) Top = 0 sobre U € M siy solo si ¢; = 0 para todo i sobre U.

b) VT =0

La primera condicién expresa que todos los campos de materia contribuyen a la
energia. A partir de la segunda condicion, si la variedad espacio-tiempo admite un

campo vectorial de Killing K, entonces obtenemos una ley de conservacion dada por
p* =T*Kj, (3.24)

que son las componentes del vector P obtenida por contraccion del tensor energia-

momento con el campo de Killing, entonces

Pl =T K+ T K, (3.25)
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pues T8, TY =0y K satisfacen la ecuacion de Killing K5 = 0.

Postulado 3. Causalidad Local.- La métrica sobre la variedad espacio-tiempo

(M, g) esta determinada por las ecuaciones de campo de Einstein
1
Rag — §Rga5 = kTaﬁ7 (326)

siendo R,z el tensor de Ricci, R el escalar de curvatura, 7,5 el tensor energia-
momento y k = 871G y G la constante de gravitacion universal.

Si definimos el tensor de Einstein G,gcomo
1
Gaﬁ = Raﬁ - iRgaﬂa (327)
entonces se tiene una restriccion geométrica
V3G =0, (3.28)

conocida como la Identidad de Bianchi.

3.5. Principio variacional de la Relatividad General

Después de promulgar su Teoria de la Relatividad General, Einstein se enfrent6 con el
problema de encontrar sus ecuaciones de campo a partir de un lagrangiano y un princi-
pio variacional §S = 0 expresando S la accién total. Einstein y Hilbert encontraron los
mismos resultados usando medios diferentes; sin embargo, una forma de determinar las
ecuaciones de Einstein a partir del principio variacional consiste en tener en cuenta una
accion asociada al campo gravitacional, la cual es denominada como la accién de Einstein-
Hilbert Sgy. La accion S estd expresada en términos de Sgy, el término de frontera de
Gibbons-York-Hawking (Sgy ) [30] , v la accion asociada a los campos de materia Syy.
La accion total puede escribirse como [31]

1

=5

(Sen + Scyvm) + Swu, (3.29)
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con

Sgn = / d*z\/—gR, (3.30)

Soym = 2]{ d*ye/|h| K, (3.31)

o
y donde v es un hipervolimen en M, Ov su frontera, h el determinante de la métrica
inducida, K es la traza de la curvatura extrinseca sobre la frontera dv y € toma el valor de
+1 y -1 si Ov es tipo temporal o espacial respectivamente. Vamos a obtener las ecuaciones
de campo de Einstein variando la accién con respecto a ¢®°. Fijamos la condicion de

frontera
5904,3|81/ = 07 (332)

Usando los siguientes resultados

69&5 = _gaugﬁudguy ) 5904,3 = _ga'ugﬁyégum (333)
1

0V=9 = =5V=990509"", (3.34)

SRS 5 = V. (6T%) — V5(5T%), (3.35)

SRy = V4(6T7,) — V4(6T7,). (3.36)

Ahora hallamos la variacién de Einstein-Hilbert

5SEH = /d4l‘(R5\/ —qg++/ —géR) (337)
Haciendo uso de R = g*®R,sy de la relacion (3.36) obtenemos

1
5SEH = /d4:€\/—g(Ra/g — 5

+ [ day=g9ag 0TS, — 470 (6T7,)).
Denotando la segunda integral de la expresion anterior por 0S5, se obtiene
§Sp = / d*z\/—gV,V°, (3.39)

donde V7 = g°#(6T5,) — g°7(6T%,).

Rgas)89"”
(3.38)

Utilizando el teorema de Gauss-Stokes

/d”:v\/|g|VMA” :]{ d"tyer/|h|n, VH, (3.40)
v v
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obtenemos
55y — }[ Byer/Ihn, V7. (3.41)
ov
Podemos escribir

va|81/ - ga,uv'u|81/ - gaﬁ [aﬁ(590a> - ao((sgBOz)]- (342)

Ahora calcularemos el término n°V,|,, para ello, haremos uso de ¢g*° = h*? + en“n?,

reemplazando en la expresion (3.42) y efectuando las operaciones obtenemos
n"Vylay = —n"h*0,(8gs4)- (3.43)
De esta manera, la variacion del término de Einstein-Hilbert es

1
0Spy = 2/d4x\/—g(Ra5 - §Rga5)5g“’3
v (3.44)

—j{ d*ye/|h|h* 0, (59 )n°.
o

Podemos notar que si fijamos dg,3 = 0 existe un término de frontera adicional. Este tér-
mino se puede anular argumentando flujos nulos en el infinito, fijando tanto la variacion
de la métrica como su primer derivada a ser nulas sobre la frontera; es decir, dg,3 = 0y
040905 = 0. Aunque este dltimo argumento nos conduce directamente a las ecuaciones de
campo de Einstein (pues la contribucion en la frontera es automéaticamente cero), implica
fijar dos condiciones en la variacion. Para evitar esto, Hawking, York y Gibbons introdu-
jeron un término de frontera que permite tener un problema variacional bien definido con
solo 0gap = 0. Es importante recalcar que aunque la accion total se vea modificada por
términos adicionales sobre la frontera, las ecuaciones de campo obtenidas son las mismas.

Ahora evaluaremos el término de frontera de Gibbons-York-Hawking

§Sayvn = 7{ d*yer/|h|0K. (3.45)
v

Usando la definicion de traza de la curvatura extrinseca K = V,n®, determinamos la
variacion de K

6K = —h"%0,(5gsa)n°. (3.46)

Entonces tenemos para la variaciéon del término de frontera

(5SEH:]{ d>ye |h|h0‘580(6g/3a)n0. (3.47)
ov
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Vemos que este término cancela exactamente la contribucion en la frontera proveniente de
la accion de Einstein-Hilbert.

En un aspecto méas formal, podriamos determinar el tensor de energia momento haciendo
uso de la accién de Einstein-Hilbert para una densidad lagrangiana £. Si tenemos una

accion de materia definida por

Su = / Ltlgap: o]V —gd'z, (3.48)
donde ¢ denota los campos de materia. La variaciéon de esta accién toma la forma

oSy = /d4$5(\/—_9£M)7

oL
= [ (G0 v=a s Lusv=a).

oL 1
= (SS]V[ = /d4[L’\/ _Q(W‘i\g - §£Mga5>5gaﬁ (349)
Definimos el tensor de energia-momento como
Twg=-2——+Lygog = ——F—— . 3.50
B aga5+ MYap /—_g(sgag ( )

El tensor de energia-momento es de mucha importancia tanto en relatividad general como
en cosmologia puesto que representa el flujo del tetra-momento, a través de la hipersuper-
ficie que engloba las fuentes de campo.

Reemplazando la ecuacion (3.50), en la ecuacion (3.49), obtenemos

1
55]\/] = —§/d4$\/ —gTagégaﬁ, (351)

imponiendo que las variaciones totales permanezcan invariantes, con respecto a dg*?, po-

demos escribir finalmente

_1 65
V=g 0g°"

que corresponde a las ecuaciones de Einstein.

1
=0= Raﬁ — §Rga5 = k‘Tag, (352)

Por otro lado, cabe mencionar que el principio variacional y, por ende, la accién de
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Einstein-Hilbert nos permite determinar la formulacién hamiultoniana de la Relatividad

General|32]. Para ello, consideramos la densidad lagrangiana de Einstein-Hilbert dada por
L=v=3"R=V=g¥R - K*+ K, K"+ 2, (3.53)

donde A= Vo(=n*V n+nV . n®), siendo 7, la derivada covariante en el espacio-tiempo
tetradimensional.

Usando la relaciones S = [ da*\/—gR y \/—g = Nv/h, obtenemos
S = / NVHPIR + Ky K® — K?)da*, (3.54)

donde h es el determinante de la métrica espacial inducida h,, y N la funcién lapso.
Términos usados en la formulacion ADM de la Relatividad General [32].

Usando la métrica de Witt
Gabed _ %\/ﬁ(hachbd + hadpbe — opabpedy, (3.55)
se puede escribir la densidad lagrangiana como
L= NG Ky Ko+ ViCR. (3.56)

Los momentos canénicos vienen dados por

g = 9L V(K™ — Kh), (3.57)
8h/ab
oL oL
= — = O’ a a — 0 . 358
ok N N (3.58)

Por lo tanto, la densidad hamiltoniana viene dada por la siguiente expresion:
. 3
H = 1Py — £ = NGapoan®n — NVN" R — 2N, Dy, (3.59)

donde D, es la derivada covariante definida en la hipersuperficie espacial;. Usando la re-
lacion H = [ dz*H, calculamos la hamiltoniana de la Relatividad General, cuya expresion

viene dada por

H= / Az [pi®hay — £ = NGapean®nd — NVN'R — 2N, D). (3.60)
(3.61)
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El formalismo hamiltoniano es importante para obtener soluciones numeéricas a las ecua-
ciones de la Relatividad General de Einstein para sistemas fisicos reales o complejos, asi

como es la base para la cuantizacion candnica de la gravedad.

3.6. Invariancia de la relatividad general bajo difeomor-
fismos

La Relatividad General es una teoria donde todas las cantidades son covariantes bajo
difeomorfismos. Esto significa que si los elementos de nuestro universo estan representados
por una variedad (M, g,,) y campos de materia ¢; entonces si ¢ € dif f(M), los conjuntos
(M, gy, 0) v (M, ¢* g, 9*¢) son fisicamente equivalentes. Comencemos analizando un

difeomorfismo:

XF s XP 4 o) (3.62)

Para un campo vectorial, la variaciéon dA,, bajo un difeomorfismo, estard dada por la

derivada de Lie introducida en el capitulo 2

5A, = LA,
= —5”8014#—(8”5)‘)141)\. (3'63)

Por lo tanto, las transformaciones de difeomorfismo para A, son
A, — A, —€70,A, — (0,6 A, (3.64)

Utilizando la definicion de derivada de Lie para un tensor genérico de segundo orden,

LT, obtenemos la transformacion de difeomorfismo para el tensor g, como

Guv — A;w - gaaag;w - auf)\g)\u - auf)\gu)\- (365)

Ahora podemos hacer un analisis a partir de la accién de Einstei-Hilbert, escrita como

Senlgu (o) = [ 0" Ru/=gd's (3.66)
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Haciendo una variacion de la accion sobre la variacion de la métrica, obtenemos

0Spn = Sgewulg" + 09" — Seulg"],

= /Gwég‘“’ + v,ut, (3.67)

donde v* = V(=69 + 9" §apdg®”).

Haciendo uso de la ecuacion (3.67) y considerando el difeomorfismo 6¢g"” = Leg":

0Sgn = / G (Leg" )/ —gd's = —2 / G"(V ,€,)v/—gd'z. (3.68)

Haciendo uso de la ecuacion (3.34) y la derivada de Lie de la métrica, obtenemos

1
‘Cf\/__ = §guyﬁﬁguu - (vaéa)\/__g- (369)

Usando el hecho de que la derivada de Lie de un escalar es la derivada direccional, obte-

nemos

5S = / Lepy/=g)d'z = / (€99, + §V,64)y —gd's = / Gerdy,,  (3.70)

donde 1 es un esclar construido a partir de los campos tensoriales, para la acciéon de
Einstein-Hilbert ¢ = R.

Integrando la ecuacion (3.68) por partes y usando la ley de gauss, tenemos

0SEn = —/G“”f,,dg’xu—l—/f,,VMG“”\/—gd“x. (3.71)

Bajo reparametrizacion, la integral de frontera es nula, pero &, es arbitrario en la integral
tetra-volumétrica; ademas 0Sgy = 0. Esto implica una invariancia por difeomorfismo

expresada por

v,G" = 0. (3.72)

Analizando la ecuacion (3.72), podemos concluir que se trata de la identidad de Bianchi

y es una propiedad geométrica del tensor de Riemann.



Capitulo 4

Soluciones asintoticamente planas

Los diversos modelos cosmoldgicos resultan de las soluciones de las ecuaciones de campo
de Einsten, las cuales estan dadas para diferentes distribuciones de materia como homogé-
neas, isotropica y anisotropicas. Las ecuaciones de Einstein presentan cierta complejidad
en sus solucidnes; por tanto, sus soluciones analiticas obedecen a ciertas condiciones, por
ejemplo, que las distribuciones de masa o energia estén localizadas en regiones pequenas
del espacio-tiempo y que fuera de esta pequena region predomine el vacio. En el caso de
que la materia presente una densidad muy alta, nos encontramos con la formacién de un
agujero negro.

En cuanto a los agujeros de gusano, su estudio se remonta al ano 1916, poco tiempo después
de que Einstein publicara su TRG, cuando el fisico Vienés Ludwig Flamm [69]|, analizo el
agujero negro de Schwarzchild y descubri6 que las ecuaciones de Einstein permitian una
segunda soluciéon , ahora conocida como agujero blanco, que se encuentra conectado a la
entrada del agujero negro por un conducto de espacio tiempo. En el ano de 1935 Einstein
y Nathan Rosen publicaron un articulo [70] en el cual intentaban construir un modelo
geométrico para particulas fundamentales, tal como electrones, en términos de tineles de
espacio-tiempo unidos por lineas de fuerza eléctrica. Esto dio paso al nombre de puente
de Einstein-Rosen al cual posteriormente el fisico John Wheeler le llamaria Agujero de
Gusano. En los anios posteriores, el estudio de los agujeros de gusano se abandon6 ya que

su radio era demasiado pequeno, pues ni las particulas elementales podrian atravesarlos.
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Tiempo después, el interés por los agujeros de gusano navegables tomoé auge con el articulo
publicado en 1987 por Michel Morris, Kip thorne y Uri Yertsever [44] en el cual se analiza
la posibilidad de viajar a través de un agujero de gusano manteniendolo estable mediante
el uso de materia con densidad negativa. Tal materia hipotética es denominada materia

exotica.

En las soluciones a la TRG, se suele despreciar la curvatura del universo cuando se trata del
estudio de métricas externas a los cuerpos gravitacionalmente aislados. Esto se debe a que
los campos generados por los cuerpos deben tender a cero para distancias alejadas, donde
el espacio-tiempo es de Minkowski. A las métricas que cumplen con estas condiciones,
se les denomina soluciones asintoticamente planas. Un ejemplo clasico de este tipo de
soluciones son la métrica de Schwarzschil y la de Reissner-Nordstrom, las cuales poseen la
caracteristica de ser asintoticamente planas.

En este capitulo, analizaremos las caractristicas de los agujeros negros de Schwarzschild,

Reissner-Nordstrom y también un andlisis sucinto sobre agujeros de gusano.

4.1. Agujero negro de Schwarzschild

Los agujeros negros son regiones del espacio-tiempo en las cuales el campo gravitatorio
es sumamente intenso. Se forman cuando la masa de un cuerpo se contrae a un tamano
menor que el llamado radio de Schwarzschild.

El concepto de agujero negro aparece aun en el marco de la fisica clasica. Fue el reverendo
y geodlogo John Michell quien estudié en 1783 la acciéon del campo gravitacional de una
estrella masiva y su efecto cuando la velocidad de escape se iguala a la velocidad de la luz
[33]. En aquella época, una de las teorias sobre la luz consideraba que estaba formada por
pequenos corpusculos. Michell concluy6 que cualquier luz emitida se redireccionaria hacia
el interior de la estrella y denomind a estos objetos .Pstrellas Oscuras". Por esa misma
fecha, a finales del siglo XVIII, Laplace consider6 por primera vez la posibilidad de que

existiera un cuerpo totalmente oscuro que no dejaria escapar la luz de su superficie [34].
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Durante mas de un siglo, nadie se interes6 por los efectos gravitacionales sobre la luz ni
por las posibles estrellas oscuras.

El 25 de noviembre de 1915, Albert Einstein presentaba, ante la Academia de Ciencias
de Prusia en Berlin, sus ecuaciones de la relatividad general. Un mes depués, el 15 de de
diciembre, el fisico aleman Karl Schwarzschild enviaba a Einstein la primera solucion, no
tribial, a las ecuaciones de la relatividad general. Einstein la presenté ante la Academia
Prusiana de Berlin el 13 de enero de 1916, y una semana después hizo lo mismo con su
solucion interior.

Los agujeros negros de Schwarzschild son los més simples que pueden ser encontrados en el
universo. La solucion de Schwarzschild describe el espacio tiempo alrededor de un centro
de atraccion esfericamente simétrico, sin rotacion y en el vacio. En esta seccidén, vamos a
analizar las propiedades fundamentales de la solucién de Schwarzschil, las geodésicas y las

cantidades conservadas en este espacio-tiempo.

4.1.1. Meétrica de Schwarzschil

Schwarzschild encontré una métrica que describe el espacio-tiempo curvado para una dis-
tribuciu6n esférica de masa; se percatd de que el campo de tensores métricos representaba
el campo gravitacional estatico con simetria esférica en el espacio-tiempo vacio que rodea
un cuerpo esférico masivo.

Para llegar a su solucion, Schwarzschild hizo las siguientes suposiciones [35]:

1. El campo es estatico, quiere decir que es un espacio-tiempo estatico, equivale a
que todos los componentes de la métrica resultante deben ser independientes de la

coordenada tiempo.

2. El campo posee simetria esférica, es decir, que el espacio-tiempo es esféricamente

simétrico, equivale a decir que es invariante bajo rotaciones.

3. El espacio-tiempo es vacio. Esto quiere decir que el Tensor de energia-momento es

nulo en el punto donde estamos trabajando.
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4. El espacio-tiempo es asintéticamente plano, entonces a grandes distancias, respecto

del punto donde estamos trabajando, el tensor de Ricci es nulo.

Ahora demostraremos esta métrica que es el caso no trivial mas simple: la solucién estatica
esféricamente simétrica de las ecuaciones de Einstein, llamada geometria de Schwarzschild.
De acuerdo al criterio de simetria esférica, consideramos la métrica del espacio de Min-

kowski; la cual, en coordenadas esféricas, estd dada por
ds® = —dt* + dr* + r*d6” + r* sin® 0d¢”. (4.1)
Multiplicando todos los términos de la métrica por coeficientes que sean funciones de r,
planteamos un ansatz; que, de acuerdo a las suposiciones anteriores, serd de la forma
ds? = —e>*qt? 4 2P0 gr? 4 272402 (4.2)

donde d? = d6? + sin? Ad¢? es la métrica sobre la esfera S2.
Por conveniencia, vamos a usar el cambio de coordenadas ' = 7e?™); de modo que la

métrica dada por la ecuacion (4.2) toma la forma

d 2
ds? = —e2) gt 4 2B =2() (1 + T—Z(M) dr’? + r"2d02. (4.3)
r

Haciendo los cambios de variable

/

ro—= o
-2
L D0 7 sy 260 (4.4)
dr ’
la ecuacion (4.3) presenta la forma
ds?* = —e®d? 4 2P dr? 4 12402, (4.5)

donde las funciones a(r) y B(r) son determinadas resolviendo las ecuaciones de Einstein.

Los simbolos de Christoffel no nulos son calculados por la ecuacion (2.23) y vienen dados

por
da(r) B da(r) , 0p(r)
It . Irr,, — 2a(r)—208(r) F7’rr —
K or ’ = e or ’ or ’
1
IMpg = _6725(7‘)707 [pp = —e 28y gin? 0, ., = -
1
[y =—sinfcosh, T?.4=-, %4 = cot 0. (4.6)

r
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Los seis tensores de curvatura independientes y no nulos son calulados mediante la ecuaciéon

(2.28) y presentan la forma

Rt 0alr) (05(@ B 8@(7’)) ~ 9%a(r)

or or or or? "’
Rlgg = —e 2P0 6(;5 r) :
Riyg = —e 28y gin? Gag—fjﬂ) ,
Rgg, = —e 200 8(@; r) ,
R’y = e 2P0psin? 9%(:) ,
Rigps = (1—e?)sin’g. (4.7)

A continuacion, tenemos que calcular el tensor de Ricci usando la ecuacion (2.32), que en

funcion de los simbolos de Christoffel , sus componentes no nulas son

20c T o\ o\ T
o20(r)—25(r) (Ta&g ) 4 %alr) <Taai ) 280y 2))

Rtt — )
T
n _ 0alr)  da(r) (08(r) da(r)) 2%
" or? or or or ro
Rgg = G_QB(T) —Taa(r) + Taﬁ(r) —1 + 1 s
or or
_ . da(r) = 0B(r)
_ 2800 g2 g [ 2800 _ _
Ry e sin” 0 (e L +r 5 1). (4.8)

En este espacio-tiempo, el escalar de curvatura es calculado por la ecuacion (2.34) y esta

dado por

e—26(r) <_ (2620) +2r( alr) 4 ( alr) +2) (agﬂm _ aﬁ@g))) i 2)

r2

R= (4.9)

Usando la condicion del espacio-tiempo vacio, notamos que todas las componentes del
tensor de Ricci deben ser nulas; haciendo uso de las las componentes R;; v R,.., encontramos
la relacion a(r) + p(r) =

Ahora, tomando la componente Rgy = 0, encontramos que

C
e =1 +— (4.10)
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donde C es una constante. Usando la relacion a(r) = —f(r), la métrica dada por la

ecuacion (4.1.1) toma la forma

C c\ !
ds® = — <1 + —) dt* + (1 + —) dr® 4 r2dQ?. (4.11)
r r
Sabiendo que, en el limite de campo débil, la componente g tiene la forma
2GM
gt = — <1 - ) 3 (4.12)

y que la métrica de Schwarzschild debe reducirse a este termino cuando r > 2GM,

podemos identificar que

C =2M. (4.13)

Luego la métrica de Schwarzschild, en coordenadas esféricas tiene la forma

2M oM\
ds® = — <1 — —) dt* + (1 — —) dr® + r2dQ?, (4.14)
r r
donde d©Q? es la métrica sobre la esfera S? |36]; ademas hemos considerado G' = 1.

La métrica de Schwarzschild dada por la ecuacion (4.14) se puede expresar en coordenadas

isotropicas de tal manera que las coordenadas (r, 6, ¢) posean el mismo factor; haciendo

r=r (1+%)2, (4.15)

2r'

el cambio de variable

entonces

(4.16)

M? 2M (1—3—[')2
dfr:r/(l—l——), - = -

/9 27
4r r <1+21\47)

reemplazando (4.15) y (4.16) en la ecuacién (4.14) y luego haciendo " — 7, encontramos

ds? = _(=5) %)2&2 + (1 + %>4 (dr® + r?dQ°) (4.17)
Yy 2 | |
2r

la cual es conocida como la métrica isotropica de Schwarzschild.

4.1.2. Geodésicas en la métrica de Schwarzschil

Toda geodésica en la TRG se puede considerar formada por segmentos de intervalos re-

lativistas infinitesimales. Vamos a analizar, en el espacio-tiempo de Schwarszchild, las
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geodésicas tipo-tiempo y tipo-luz.
1. Geodésicas tipo-tiempo
Las ecuaciones que describen las geodésicas son obtenidas a partir de la densidad lagran-

giana
B 1 dxt dx¥
N 29“ Ydr dr’

donde 7 se refiere al tiempo propio de la particula. En el espacio-tiempo de Schwarzschild

Vs (4.18)

la densidad lagrangiana £ viene dada por

(-2 (-2) (2 -]

1 [(7"286719) (%)2} : (4.19)

E:

2

Usando la ecuacion (4.19) calculamos los momentos candnicos

IVAN oM\ ! : .
P = (1 — —) t, p,= (1 — —) P, pe = r’sen®0¢, py =120, (4.20)
r r

donde el punto significa la derivacion respecto de la variable tiempo propio 7. Restringiendo

el movimiento al plano ecuatorial y haciendo uso de las relaciones [31]

dp, AW  dp, dH

__ = e _ " 4.21
dr dt’ dr do’ < )
obtenemos
2M\ dt
= 1l—— )| —=F 4.22
P ( r ) dr ( )
d¢

= r2L=9L 4.2

pd) r dT Y ( 3)

donde L es el momento angular. Reemplazando en la ecuacion (4.19), encontramos que

1 oMY oM\ ' [dr\® L2

para geodésicas tipo-tiempo £ = 1/2; entonces las ecuaciones (4.23) y (4.24) toman la
forma

dp L
- = (4.25)

(3—2)2 = E*— (1 - g) (1 + f—j) : (4.26)
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Si consideramos a r como funcion de ¢, tenemos

dr r2dr
&b = Tdr (4.27)
dr\? (E? —1)rt  2M»r? 9
<%) = Iz + e —r°+2Mr. (4.28)

Para obtener la ecuacidon que describa la geodésica en el plano ecuatorial, hacemos el

cambio de variable u = 7! en la ecuacion (4.28), obteniéndose

du\” 2M 1— E?
(ﬁ) =2Mu® —u® + LQ“ | 73 ). (4.29)

Anulando el momento angular en la ecuacion (4.26), obtenemos una de las ecuaciones que

describe la geodésica radial

(dr>2 My (4.30)

i) =
Haciendo uso de la ecuacion (4.23) la cual se puede escribir en la forma

dt Er
i SV (4.31)
la cual representa, juntamente con la ecuacion (4.30), las trayectorias de las geodésicas
radiales.

2. Geodésicas tipo-luz

Las geodésicas tipo-luz son descritas por particulas sin masa, y suceden para el caso £ = 0.

Haciendo uso de la ecuacion (4.24), obtenemos

dr\? oM\ L2
T = (1222 )2 4.32
(1) - (1-2)

Considerando que r es funcion de ¢, obtenemos

dr r? dr
dr\? B>
(I;) = -+ 2Mr (4.34)

1

Haciendo el cambio de variable v = =, podemos obtener la ecuacién que describe las

geodésicas en el plano ecuatorial

dr\? E?
(%> = 2Mu® — u® + I (4.35)
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Para determinar las geodésicas radiales , usamos la ecuacion (4.32) considerando que el

momento angular es nulo, obteniendose

L— (4.36)
dr
dt Er
— = . 4.
dr r—2M (4.37)

Las dos ecuaciones anteriores describen las trayectorias de geodésicas radiales.

4.1.3. Cantidades conservadas

Las leyes de conservacion estan relacionadas con los vectores de Killing. Para el caso de
un espacio-tiempo estacionario, al término f(og) lo considramos como un vector de killing

tipo-tiempo. Sea ¢ la cantidad conservada, esta se define como [37|

1
1= }'{ VG mar Vo d?0, (4.38)

donde 7, es el vector perpendicular a la hipersuperficie y 75, un vector perpendicular a la

frontera. Analizando el término de integracion

Viimars = —v%!
= "o
_ —g°0(6051+FéM€“)

= —g"T},&, (4.39)

teniendo presente que

IM 1/2 I -1/2
w=-(1-27, - (i-20) (1.40)

5ea oM\ ' M 2M
Viwnars = \1-—=) S (1-—
M

= = (4.41)
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Por otro lado, sobre frontera en el espacio infinito se cumple que
0,;d0'd0? = r*dQ? (4.42)
Vo = r’senf. (4.43)

Sustituyendo las relaciones anteriores en la expresion (4.38), obtenemos

1 M
¢ = - (7’2) r2senfdfde, (4.44)
¢ = M. (4.45)

Cabe indicar que no hay una definicion aceptada de cantidades conservadas asociadas con
el campo gravitacional. La dificultad radica en la expresion que define la parte energética
del campo gravitacional [7]. Se cree que la energia del campo gravitatorio no es localizable,
es decir, solo es posible definir la energia del campo gravitacional en toda la region del
espacio-tiempo y no solo en una regiéon pequena. El concepto de energia total y momentum
en el espacio-tiempo, asintoticamente plano, es aceptado univocamente; sin embargo, la
localizacion de estas cantidades fisicas sigue siendo un problema cuando se incluye el
campo gravitacional.

Un trabajo importante fue el realizado por Me¢ller 38|, quien construyo ciertas definiciones
independientes del sistema de coordenadas para la energia-momento en el 4mbito de la
Relatividad General.

Mgller defini6 el término ©F dado por

1

oF = 4.46
A 87TXZ,p7 ( )
donde
dg; dg;
W= g — g 4.47
Xi 9o ~ a9 9 (4.47)

Entonces la densidad de energia viene expresada como

L / / / Oydx! dz*dx?®, (4.48)
s
///aXo da'dx?da®. (4.49)

o en su forma equivalente



CAPITULO 4. SOLUCIONES ASINTOTICAMENTE PLANAS 50

Ahora usaremos el método de M¢ller para el analisis de la distribucion de energia en el
agujero negro de Schwarzchild.
En este analisis tenemos dos casos: el primer caso corresponde a la solucion externa, en la

cual, haciendo uso del superpotencial x*, encontramos que

o' = 2msend (4.50)

oo = X0 =x=0, (4.51)

por lo tanto, la energia viene dada por

1 o) T 27
E=— / / / Xoo drdfdg = 0, (4.52)
81 Jo Jo Jo ’

es decir la energia fuera del sistema material es nula.
El segundo caso corresponde a la solucién interna; en este caso, el campo esta descrito por

la métrica estatica con simetria esférica [39] dada por

2 r’ 1/212 7,2 s
—r?(d6? + sen*0d¢?), (4.53)
donde
3 a® 12
3 a’ 4 .
2 3
R Sep " 2m m = g7pa (4.55)

Este es el campo asociado con un sistema material esférico, compuesto de un fluido perfecto
incompresible con densidad propia p. La constante a es el radio del sistema esférico.
De la métrica obtenemos

2 2
T - T—)_1T4S€n29 (4.56)

g=—A-B(1- )P0 - 1

Haciendo uso del superpotencial x¥, encontramos que

o1 2Br3
XO - R2

X0’ =Xo = Xo = 0. (4.58)

senf) (4.57)
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Calculando la energia

T Ja o Jo
27
g - / // 3 QBrsene)drdegb

= R2 , (4.60)

sustituyendo las relaciones dadas en (4.54) y (4.55), obtenemos
E = mc*. (4.61)

Esto es, la energia es igual a la masa gravitacional m de acuerdo con el resultado de

Einstein. El analisis detallado fue obtenido en [40].

4.1.4. Diagrama de Kruskal

Como se puede notar en la métrica de Schwarzschild, dada por la ecuacion (?7), esta
presenta dos singularidades. Dado que el escalar de Kretschmann £ = R®?R;.q diverge
para r — 0 como M?/r® siendo r = 0 una singularidad intrinseca de la geometria de
Schwarzschild. Para el caso » = 2M, que es el radio de Schwarzschild, la situacion es
diferente; y para su andlisis haremos un cambio adecuado de coordenadas.

Partiendo de ds? = 0 |37|, obtenemos

d
it — + / = [+ 2Min(r —2M)| = £, (4.62)
11— 22
.

Definiendo las coordenadas

u=t—r"
(4.63)
v=1t4+r7r"
donde —o0 < u,v < 00. por tanto la métrica se convierte en
2M
ds® = (1 — —) dudv,
r
IM —r/2M
ds? = —Z0C 1 mw/aMgygy, (4.64)

T
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Introduciendo nuevas coordenadas, dadas por

U = e—u/4M

(4.65)
V = 61)/4M7
se obtiene
32M3 —r/2M
ds* = -2 qvau. (4.66)
r
Nuevamente, haciendo el siguiente cambio de coordenadas,
1/2
T = v+v _ ( L ) /M genp (L ,
2 2M AM (4.67)
U-V T A\Y2 iy t :
R= :< ) e/ Meosh [ — |,
2 2M AM
a partir de las cuales, obtenemos el elemento de linea
3203 —r/2M
ds* = 2 (=dT” + dR?) + 1 (d6® + sen®0d¢”) . (4.68)
r

Esta es la solucion de Schwarzschild expresada a través de las coordenadas de Kruskal.
Se puede ver como en este caso r = 2M ya no es una singularidad de la métrica. Para
entender lo que realmente ocurre en el espacio-tiempo cuando r = 2M, expresamos la

relacion entre las coordenadas t,r y las nuevas coordenadas T, R
T
r

L 1\e 2M = R2 _ T2
(2M 1>e RP_T

t T
9 .l
Wi arctanh (R) ,

por lo que, es obvio que las curvas r = constante se convierten en hipérbolas de tipo

(4.69)

X2 —T? = constante y la relacién t = constante se convierte en rectas T = constante. La
geodésica nula (que es la trayectoria del foton) para cada observador puede representarse
en el plano R, T como una semirecta de 45°. Podemos asi construir el llamado diagrama

de Kruskal, como se muestra en la figura 4.1, en la cual se presentan cuatro zonas:
1. Las regiones I y III asintoticamente planas y no relacionadas causalmente.

2. La region Il es denominanda agujero negro. Cualquier observador dentro de esta

region ya no puede salir de ella ya que la velocidad maxima en la que puede moverse
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es la de la luz. Como se desprende del diagrama, esto significa permanecer dentro
de la region con r < 2M. En particular, el observador introducido en la region II
solo puede acercarse a la singularidad r = 0. Finalmente, llamaremos a la linea
r = 2Mt = o0 el horizonte de eventos ya que un observador en la region I ya no

puede recibir senales de un observador dentro de la region II.

3. La region IV es denominada agujero blanco. Cualquier observador dentro de esta
region solo puede alejarse de la singularidad » = 0, dejando la region delimitada por

el horizonte de eventos.

r=2M

----------

-.‘~

Figura 4.1: Diagrama de Kruskal para el espacio tiempo de Schwarzschild

4.2. Agujero negro de Reissner-Nordstrom

La métrica de Reissner-nordstrom es una solucion esféricamente simétrica de las ecuaciones
de Einstein que describe el campo electromagnético de un cuerpo masivo y eléctricamente
cargado. Esta métrica de Reissner-Nordstrom puede considerarse como una generalizacion

de la métrica de Schwarzschild y bajo ciertas condiciones describe un agujero negro. El
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agujero negro de Reissner-Nordstrom que es estatico, con simetria esférica y con carga
eléctrica Q, viene definido por dos parametros: la masa M y la carga eléctrica Q.
En esta seccion, discutiremos las propiedades y caracteristicas de la soluciéon de las ecua-

ciones de Einstein denominada métrica de Reissner-Nordstrom.

4.2.1. Meétrica de Reissner-Nordstrom

En la TRG, una de las soluciones estaticas conocidas como las ecuaciones de campo de
Einstein es la métrica de Reissner-Nordstrom que describe la geometria del espacio-tiempo
y que rodea a un agujero negro esférico cargado sin rotacion. En realidad, un agujero negro
altamente cargado serfa neutralizado por las interacciones con la materia en su vecindad
y; por lo tanto, tal soluciéon no expresa situaciones astrofisicas realistas. Sin embargo, el
agujero negro de Reissner-Nordstrom ilustra una serie de caracteristicas importantes de
situaciones mas generales.

Para obtener las ecuaciones de campo correspondientes, tomamos la acciéon de Einstein-
Hilbert dada por la ecuacion (3.33), y adicionando la accion del campo electromagnético

obtenemos la accién total

S = / V=9 (R — F,,F")dx* (4.70)

donde F'* es el tensor electromagnético. Luego realizamos la variacion de esta acciéon con

respecto a los campos y se obtiene el conjunto de ecuaciones de Einstein-Maxwell [25],

4
VP = 0. (4.72)

1
G;w = 877—7}1,1/ = 8w (Ethf - _g/ﬂ/Fpona) ) (471)

Para determinar la métrica del agujero negro cargado, supondremos un tensor métrico
esfericamente simétrico que debe reducirse a la métrica de Schwarzschild cuando la carga
eléctrica sea nula. Por todo ello, consideramos el siguiente ansatz para la métrica en

coordenadas esféricas {t,r, 0, ¢}

ds? = —e2Mdt? 4 2 dr? 4 12402, (4.73)
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donde dQ? = df? + sin? d¢? es la métrica sobre la esfera S2.
A partir de la ecuacion (4.71), notamos que el tensor energia-momento esta dado por el

tensor electromagnético |36]

1 loa
TMV = (FNPFrf - Zg“”Fp"Fp 7) . (4'74)

Este tensor debe satisfazer las condiciones de simetria gravitacional, por tanto, no puede
ser funciéon de 6 y ¢. Para una fuente estatica, y considerando la ausencia de campo
magnético, las inicas componentes diferentes de cero son F,, = —F,; = E(r) referentes a
un campo eléctrico radial |36].

Por tanto, las componentes del tensor electromagnético vienen dadas por

0 ErF) 00

| -Ee) 0 000
F,, = (4.75)

0 0 00

0 0 00

En el contexto de la metrica de Reissner-Nordstrom las ecuaciones fundamentales son las

ecuaciones de Einstein y las ecuaciones de maxwell en el vacio

v, P =0, (4.76)
O Fiuy = 0, (4.77)

donde V es la derivada covariante. La primera ecuacion puede ser escrita como [31]

1 AN
= (V=gF*) =0, (4.78)

donde g es el determinante de la métrica.

Recurriendo a la ecuacion (4.73) y al tensor F),,, obtenemos
d —(at+p)/2,.2
o e r*E(r)) =0, (4.79)
donde se encuentra que
E(r) = e—tot2 Y (4.80)

r2’
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y () es una constante.

Considerando el limite asintotico tipo Minkowski, se tiene

E(r)r—oo — 9 (4.81)

iz
Luego, este debe ser el campo originado por una carga puntual, y () debe tener el signi-

ficado fisico de una carga eléctrica centrada en el origen de un sistema de coordenadas [41].

Las componentes del tensor de Ricci son calculadas por la ecuacion (2.33), y estan dadas

por

Ry = [0}B+ (0.8)* — 0,ad,B] + 2P l@foa + (0,0)* — 0,00, + %&a ;
R, = — |0+ (8,0)* - d,a0,8 — %w} + T [E6 + (88)” — 0a0if]

2
Rtr = _81‘/57
T
Reg = e [r(0,8—00) —1]+1,
R¢¢ = RggS@’I’LQ@. (482)

Para las componentes del tensor electromagnético, usamos las ecuaciones (4.74) y la ecua-

cion (4.75) obteniendose

E2
T;ft = (T)6_2ﬂa
2
Tr’r‘ — _EQ(T)e—Qa’
2
Ty = 07
2712
TGO — r E2 (T) 672(044*,3),
Tss = Tyesen?d. (4.83)

Usando las ecuciones (4.76) y (4.77), se tiene que Ry, = 0, considerando este resultado y

la ecuacion (4.75), obtenemos que

€2aRM» + 62/8Rtt = 0.

Redifiniendo la coordenada temporal en la ecuacion (4.73)y haciendo dt — e“nstante g,
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se encuentra que
a(r) = —p(r). (4.84)

Considerando la componente 06 en la ecuacién de Einstein

Rgg = 87TT99, (485)
obtenemos
2 Q°
Op(re”®) =1— pox (4.86)
de donde se deduce que
200 g Q2
et =1+=+—. (4.87)
roor2

A fin de obtener la soluciéon de Schwarzschild, en ausencia de cargas electrica, podemos
comcluir que

£ =—2M. (4.88)

Reemplazando en la ecuacion (4.73), obtenemos la expresion

oM Q? oM Q*\ !
ds? = — (1 B Q_) dt? + (1 - Q—Q) dr? + T2dQ2, (4.89)
T T

r 72
la cual es denominada métrica de Reissner-Nordstrom.

La métrica tiene singularidades de coordenadas para

l1——+—=—=0 4.90
=0, (4.90)

cuyas soluciones son

’f’:t:le: \/M2—Q2. (491)
Este resultado implica tres posibilidades:
1. Para M?* < @Q?, ningtin horizonte oculta la singularidad intrinseca en r = 0. Esta

solucion es descartada fisicamente por la hipotesis de la censura césmica de Penrose

en el caso de un colapso gravitatorio llamado singularidad desnuda.

2. Para M? = ()%, se tiene un agujero negro de Reissner-Nordstrom externo con un

tinico horizonte de eventos en r = M.
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3. Para M? > (Q?, existen dos horizontes de eventos en r = r,. Cuanto mayor es la
carga del agujero negro, los horizontes son mas cercanos. Este es el caso de interés

astrofisico.

Por otro lado, haciendo uso de las ecuaciones anteriores se puede determinar la métrica de
Reissner-Nordstrom con constante cosmologica; para ello partimos de la ecuacion (4.85)
en la cual incluimos la constante cosmologica A, obteniendose

2

Op(re*®) =1— = — Ar?,
r

de donde se deduce que
2
2c g Q A 2
— 1424 _ =

e + . + 2 3 r,
donde £ es una constante de integracion; para estar de acuerdo con la solucion de Sch-
warzschild consideramos & = —2M y teniendo presente que 2a = —23 reemplazamos en
la ecuacion (4.73), obtenemos la expesion

oM Q* A oM Q> AL\
ds* = —(1- ——|—Q—— —r? | dt* + (1 - —+Q— —=r? )  dr*+r%dQ?,  (4.92)
r r2 3 r r2 3

la cual representa la métrica de Reissner-Nordstrém con constante cosmologica.

4.2.2. Geodésicas en la métrica de Reissner-Nordstrom

En la TRG, la curvatura del espacio-tiempo es caracterizado por un conjunto de ecuaciones
diferenciales denominadas geodésicas. Estas determinan céomo la luz o cualquier objeto en
caida libre se mueve en presencia de un campo gravitacional. En esta seccion, anlizaremos,
en el espacio-tiempo de Reissner-Nordstrom, las geodésicas tipo-tiempo y tipo-luz.

1. Geodésicas tipo-tiempo

Las ecuaciones que gobiernan las geodésicas tipo-tiempo en el espacio-tiempo de Reissner-
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Nordstrom describen las trayectorias de particulas con masa y estan dadas por

dt B Er?

dr — (r2 —=2Mr +Q2)’

o _ L

dr — r2’

dr\? (r* —2Mr + Q?) L?
— = E?-— 1+—=). 4.93
o - memeagn

Para analizar las propiedades de estas geodésicas, consideraremos que r sea funciéon de

¢, luego hacemos el cambio de variable v = 1/r; reemplazando en la ecuacion (4.93),

obtenemos
du\ , Q2 oMu  (1— E?)
(_dd)) — —Q%u* +2Mu® — (1 + ﬁ) Wt = = = f(w), (4.94)

Desde el punto de vista geométrico,la diferencia entre las geodésicas en el espacio-tiempo
de Reissner-Nordstrém y Schwarzschild radica en las orbitas que cruzan el horizonte de
eventos. En el espacio-tiempo de Reissner-Nordstrom, las 6rbitas terminan en algin punto
del horizonte de cauchy, mientras que en el espacio-tiempo de Schwarzschild las orbitas
alcanzan la singularidad.

Analizando las orbitas estables e inestables asociadas a 6rbitas circulares, las cuales estan

restringidas por las condiciones f(u) = 0y f (u) = 0, obtenemos

‘ 2 oMu — (1 — E?
Q*u' — 2Mu® + (1 - %) u® — 2Mu [,(2 I _ 0, (4.95)
, 2\ 2M
4Q%u® — 6Mu® + 2u (1 + %) — 7z =0 (4.96)

De las ecuaciones anteriores, deducimos que la energia y el momento angular vienen dadas

por
1 — 2Mu, + Q*u2)?
E? = ( - < 4.97
1 — 3Mu. + 2Q?u? (4.97)
M — Q%u,
2 = Qu (4.98)

ue (1 = 3Mu, + 2Q%u?)’
donde r. = 1/u, es el radio de la dorbita circular.

2. Geodésicas tipo-luz
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Las ecuaciones tipo-luz describen las trayectorias realizadas por particulas sin masa, y

estan dadas por

2
(Z—:) _ g QMTZJF DL (4.99)

2
;l_i T 2£]f/7[07" + Q% (4100
fl_f _ T_LQ (4.101)
(Z—Z) 2 = —Q%*+2Mu’ —u® + f—j = f(u). (4.102)

Para el caso de geodésicas radiales, tenemos

2
entonces usando la regla de la cadena, obtenemos

dT_deT_:l:Tz—QMT‘—FQQ. (4.104)

dt — dtdr r2
El valor del paramtero de impacto D = L/E para los cuales f(u) = 0 es determinado por

las relaciones

flu) = % —u*(Q*u® — 2Mu +1) =0, (4.105)

f (u) = —2u(1 — 3Mu + 2Q*u?) = 0. (4.106)

Las soluciones de la ecuacion (4.106) vienen dadas por

u =0,
3M 8Q)?
donde el punto ninimo de la funcién esta dado por
3M 8Q)?
c = T Ao 1 1 - — )
e = 302 [ + 9M2]
3M 8Q?
=21 9]\% (4.108)

En r = r., las 6rbitas circulares inestables son permitidas por las ecuaciones geodésicas.
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4.2.3. Cantidades conservadas

Igual que para el agujero negro de Schwarzschild, las leyes de conservacion estan relacio-

nadas con el vector de killing tipo tiempo 5(‘;).

Para la cantidad conservada ¢ tenemos [37]

1 (0%
q fg E f vﬁg(t)narﬁ\/gd297

(4.109)

donde 7, es el vector perpendicular a la hipersuperficie y 75 un vector perpendicular a la

frontera.

Analizando el término de integracién

V%(’é)%rﬂ = —v%!
= —9"ve¢!
= g™ (D€ +TLE")
= —g"T¢",

teniendo presente que
oM 2\ oM 2\
770:—(1———1‘@—2) ) 7’1:(1——+Q—2) )
T T T T

reemplazando valores en la ecuacion (4.110), obtenemos

oM Q°\'M oM Q2
Bea _
s = (1255 5) F (-5
M
- =

Por otro lado, tenemos que sobre la frontera, en el espacio infinito se cumple
oijdé’idﬁj = r2d0?
Vo = r?send.

Sustituyendo las relaciones anteriores en la expresion (4.109), obtenemos

1 M

qg = — — ) r?senfdfdo,
4 r2

qg = M.

(4.110)

(4.111)

(4.112)

(4.113)

(4.114)

(4.115)
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4.2.4. Diagrama de Kruskal

Las coordenadas de kruskal (U;,V,) son obtenidas a partir de una tranformacion de

coordenadas (u,v) de la forma

Uy =—e ™ V=" (r>ry),
Uy = +e Fte Vo=t (r<ry) (4.116)
donde

u=t—r-, v=t+r",

e iln | ky(r —ry) |,

]
f(r) =2k, (r—ry). (4.117)
En el cual, el horizonte de eventos externo es la superficie v —u = —oo. En las coordenadas

(Uy, Vi), la métrica es regular en el horizonte externo y tiene la forma

2
ds® ~ — AUV, + r3dQ?, (4.118)
+
con
f ~ —2U+V+ (7‘ = T+). (4119)

Las coordenadas de kruskal (U, , V) son definidas apenas en una region del espacio-tiempo.
o sea, en el intervalo 1 < r < oo, donde r; > r_.
Realizado el mismo procedimiento, anteriormente descrito, las coordenadas de kruskal

(U_,V_) son obtenidas a partir de una tranformacion de coordenadas (u,v) de la forma

U =—e"" V.=—e*"  (r>r),
U =4 V.o=—™" (r<r) (4.120)
donde
O Y
T~ T n|k_(r—r_)|,
K =1f()
_=of (),

fr) ~2k_(r—r_). (4.121)
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Donde el horizonte de eventos externo es la superficie v — u = —o0. En las coordenadas

(U_,V_), la métrica es regular en el horizonte externo y tiene la forma

2
ds* ~ —EdU_dV_ + 72 d?, (4.122)
con
fo—2U V. (r=r_) (4.123)

Las coordenadas de Kruskal (U_,V_) son singulares en el horizonte de eventos externo.

Analizaremos la trayectoria de un observador en el diagrama de kruskal mostrado en la

U_|_ V—!— Uf V,

Figura 4.2: Diagramas de Kruskal para el espacio-tiempo de Reissner-Nordstrém

figura 4.2. En la region r < r_, donde goy < 0 la coordenada raial es tipo-espacio y, por lo
tanto, un observador puede caer en la singularidad o puede evitarla.

Después de pasar por la segunda superficie » = r_, el observador cruza la superficie
r = ry. Teniendo en cuenta que en la vecindad de r = r; la métrica puede ser extendida
via coordenadas de kruskal (U,,V,), el observador puede escojer entre quedarse en este
nuevo universo o iniciar el ciclo nuevamente. En este sentido, puede decirse que la métrica
de Reissner-Nordstrom describe un ntimero infinito de universos asitdticamente planos

conectados via agujeros negros [31].

4.3. Agujero de gusano atravesable de Morris-Thorne

Un agujero de gusano (AG) se puede considerar como un ttnel estable y atravesable

en el espacio-tiempo y las ecuaciones de Einstein estan descritas por soluciones para un
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contenido material con simetria esférica cuya energia o materia ha sido denominada exo-
tica; es decir, un tipo de materia que produce repulsion en vez de atraccion y que curva
el espacio-tiempo de forma que permite generar una circunferencia de radio minimo de-
nominada garganta del agujero de gusano. Los tineles o puentes formados por materia
ordinaria como los agujeros de gusano de Schwarzschild, o también denominados puentes
de Einstein-Rosen, [42] son inestables y se estrangulan en la region de su garganta para,
finalmente, dar lugar a un agujero negro y un agujero blanco [43].

Se pueden distinguir dos tipos de AG: aquellos que conectan nuestro universo con otro

S -.
ESTTAN

a) Agujero de gusano intrauniversales b) Agujero de gusano interuniversales

Figura 4.3: Tipos de agujeros de gusano

universo o dos universos distintos, denominados AG-interuniversales; y aquellos que co-
nectan dos regiones distintas de un mismo universo, denominados AG-intrauniversales,
como se muestran en la figura 4.3. Estos dos tipos de AG son totalmente equivalentes si
estudiamos sus gargantas, pues localmente no existe ninguna distincion entre uno y otro.
En esta seccion, analizaremos las propiedades fundamentales de los agujeros de gusano

atravesables de Morris-Thorne .
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4.3.1. Propiedades de los agujeros de gusano atravesables

Las propiedades que un AG debe tener para ser atravesable fueron enunciadas por Morris-

Thorne [44]. Estas son

1. La métrica debe ser esféricamente simétrica y estatica. Este requerimiento es impues-
to para simplificar los calculos, ya que el AG podria ser inestable a perturbaciones

no esféricas.

2. La solucién debe obedecer las ecuaciones de Einstein. Se asume la accion correcta

de la TRG.
3. No debe haber horizonte de eventos, ya que este impediria un viaje através del AG.

4. La soluciéon debe tener una garganta que conecte dos regiones asintoticamente planas

del espacio-tiempo.

5. Las fuerzas de marea experimentadas por el viajero deben ser considerablemente

pequenas.

6. El viajero debe ser capaz de cruzar a través del AG en un tiempo finito, en un tiempo
propio razonablemente pequeno (por ejemplo menos de un afio) medido no solo por

él, sino también por observadores quienes lo esperan fuera del AG.
7. El tensor de energia-momento debe ser fisicamente razonable.
8. La solucion debe ser estable ante pequenas perturbaciones.
9. Debe ser posible crear el agujero de gusano.

Las propiedades de la 1 a la 4 son denominados criterios béasicos del AG; ya que se puede
construir una solucion de las ecuaciones de Einstein usando dichas propiedades y después

ajustar los pardmetros del AG buscando un balance con las otras condiciones.
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4.3.2. Meétrica del espacio-tiempo y ecuaciones de campo de Eins-
tein

De acuerdo con la primera propiedad que deben cumplir los AG, las soluciones a las ecua-
ciones de campo de Einstein deben ser independientes del tiempo, no rotantes y puentes
esféricamente simétricos entre universos; entonces debe existir un sistema de coordenas
en las cuales dichas soluciones son independientes del tiempo; mas explicitamente, los
elementos de la métrica no deben depender del tiempo. Del punto de vista matematico,
podemos decir que un espacio-tiempo es estacionario si y solo si admite un campo vectorial
de Killing tipo-tiempo.
En cuanto a la simetria esférica, consideramos la existencia de un punto privilegiado tal
que el sistema sea invariante bajo rotaciones espaciales alrededor de dicho punto. Matemé-
ticamente, un espacio-tiempo es esféricamente simétrico si admite tres campos vectoriales
de Killing K tipo-espacio linealmente independientes, cuyas orbitas estan cerradas y sa-
tisfacen [41]

(K%, K] = €03,K7, (4.124)
donde €,3, es el tensor antisimetrico de Levi-Civita.
De acuerdo con las consideraciones anteriores, la métrica general que més aproxima a estas

caracteristicas presenta la forma [44]

dr?
ds? = —e®*Ma? 4 — — 4 42 (dp? 20dg? 4.12
S e +1—b(r)/r+r( + sen gb), ( 5)

donde ¢(r) toma un valor finito para todo valor de r. La funcién b(r) determina la forma
espacial del agujero de gusano, por tal razén, se le denomina funcion de forma; mientras
que la funcion ¢(r) determina el desplazamiento hacia el rojo gravitacional, por lo que
se le denomina funcion de desplazamiento al rojo. La coordenada radial r cubre el rango
[r0, +00 > donde ry define el radio de la garganta del AG.

Ahora nuestro objetivo es calcular las ecuaciones de estado del AG, para ello, tenemos
que realizar algunos caculos previos para resolver la ecuacion de Einstein. Los resultados
serdn presentados usando un conjunto de vectores ortonormales, es decir, usaremos un

conjunto de observables en un marco de referencia propio quienes permanecen en reposo
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con coordenadas (r, 0, ¢) fijas. Simplificamos los resultados transformando la base al marco

de referencia adecuado

e — e%é, e — (1 — b/r)_l/QéT,
eg —> rég, €5 —> rsen()é,. (4.126)

Para determinar las componentes del tensor de Riemann, hacemos uso de la ecuacion
(2.28), obteniendose

L DN o
Ry, = (1—;) [—925 —(¢)2]+m¢,

. . b\ ¢
Rét@ = th;sw:_<1_—) —

T T
DT DT 1 !
ore  — ¢r¢:ﬁ<br_b)7
. b
0

donde el término primado denota diferenciacién respecto de r.

Con estas expresiones, podemos calcular el tensor de Ricci R, y el escalar de curvatura
R usando las ecuaciones (2.33) y (2.34) respectivamente.

Ahora el tensor de Einstein, en el marco de referencia ortonormal, se calcula usando la

ecuacion (?7), la cual nos conduce a las siguientes componentes diferentes de cero:

A b
Gtt = 7727
. b b\ @
Grr = __3+2(1__) )
T r) r

!

R . b p br—b _, , ) br—b
_ —(1-=) (0 = —— @ + (D)2 — ———— ) (412
Gao G ( r) < or(r — b) (@) r 2r2(r—b)> (4.128)

Un AG atravesdable debe estar compuesto por materia con un tensor energia-momento
diferente de cero. Usando la base ortonormal, asumimos que el tensor energia-momento
tiene la forma

~

Ty = p(r), Tpw=—7(r), Tog=Tps=p(r). (4.129)

Donde p(r) es la densidad total, 7(r) es la tension radial, p(r) es la presion lateral y todo

valor mixto de T,; es nulo. Esta eleccion es compatible con la expresion para el tensor de
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Einstein, es decir, sus tnicos componentes distintos de cero son diagonales. Haciendo uso

de las expresiones para Gy, v Ty en la ecuacion de Einstein (?7) obtenemos las ecuaciones

de estado
— b/
p= 8mr2’
1 b /
= - —2(r—=06)®
g 872 {'r (r—=0) } ’

!/

1 b " , br—b _, br—b )
P = —(1=-2)|® D)2 — o — — 4.130
(r) 87 < 7’) [ (@) 2r(r —b) 2r2(r — b) * r ( )

Cabe hacer notar que analizando las ecuaciones de estado derivadas podemos manipular

b(r) vy ®(r) para obtener la métrica que describe el agujero de gusano.

4.3.3. Condiciones de transitabilidad

Consideremos un viajero en un universo inferior con distancia propia [ = —[; y, al final, en
el universo superior en [ = [y en el cual se mueve con velocidad radial v(r) medido por un
observador estatico en r; la relacion entre la distancia propia dl con el radio del viajero,

el lapso de tiempo coordenado dt y el lapso de tiempo propio dr viene dado por

dl dl dr b\ V2 dr
—e T e 4?12 — 4.131
VT w T wrar T T° r dt (4.131)
dl b\ V2 dr
— (1= = 4.132
vy dr < r> dr’ ( )

donde v = (1 — (v/c)?)~ /2.

Para las estaciones espaciales, estableceremos ciertas condiciones:
1. En las estaciones, el espacio debe ser asitoticamente plano, b/r < 1.

2. El corrimiento al rojo gravitacional de las senales enviadas de las estaciones al infinito

deben ser pequenas, A A/A =e ® — 1~ —®, tal que | & |< 1.

., . . . ’ .
3. La aceleracion gravitacional medida por g & —® en las estaciones debe ser menor

o igual a la aceleracion gravitacional de la tierra,| ® |< ggy.
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Si el AG es atravesable, Morris y Thorne sugieren que el tiempo de viaje considerado sea
de un ano. Dicho tiempo debe ser medido tanto por el viajero como por un observador

que se encuentra en las estaciones. Este tiemppo viene expresado por

+l2 dl
A Tpropio = / — <1 ano, (4.133)
- v
+l2 dl
A tobservadm‘ - / Y < 1 aﬁo. (4134)
—1h ve

4.3.4. Aceleraciéon que percibe el viajero

Si v(r) es la velocidad del viajero, medido por un observador al pasar por la posicion 7, el
viajero posse una aceleracion tetradimensional que en su marco de referencia propio viene

expresada como a* = U "Uf,j, obtenemos la magnitud de la aceleracion dada por
b\ . d

1— 2 - = P

( r) ¢ dr (7e™)

Para observadores que atraviesen el AG con velocidad constante, tendrédn una aceleracion

nula.

Por otro lado, la aceleracion de marea gravitacional que sentird el viajero esté definida co-
mo A a* = —R’jaﬁf]”ﬁaffﬁ, donde U es la cuadrivelocidad del viajero y 7%es la separacion
entre dos partes arbitrarias del cuerpo del viajero. Haciendo uso de la ecuacion (4.125),

calculamos las componentes no nulas del tensor de Riemann

~ b 7 ’ b/T—b
Ruyp=—(1-=]]|-® — (&) + ——1, 4.136
== (127) [ @ (4130)
A~ ~ ’)/2 2 / b /
_ _ _ 2 2r — )P | . 4.1
Rgtgt R¢t¢t 9,2 |:U (b ” > + (7' b) :| ( 37)

La condicion |A a* |< gg nos proporciona las restricciones para la aceleracion de marea

medida por un viajero através de un AG, obteniendose

b " ’ b’T — b
marea radial — 1—-- P P 2 pt < s 4.138
et = (1) o+ @0 - ||l <o
v o, b ! 2
=|— - - 2(r — b)® e < . 4.1
Amarea lateral 273 |:/U (b 7’) + (’l“ b) :| n g@ ( 39)

La restriccion de marea radial es una funcién de corrimiento y la restriccion de marea

lateral, restringe la velocidad conla cual el observador atraviesa el AG.
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4.3.5. Materia exo6tica y condiciones de Energia

Consideramos la funcion & = (7 — p)/ |p| [44]. Usando la ecuacion (4.114), se tiene

b/ —b —2r(1—b/r)®

§= ; (4.140)
]
haciendo uso de la relacion (b/r —b') = 2b%/r(d*r/dz?), obtenemos
20* dr® b\ @
=—F———2r|1——-| —. 4.141
RaTarE ’"( 7~>|b'| (4.141)
Para el caso de la garganta del AG (1 —b/r)® — 0 obtenemos

£(ro) = Tol . fo > 0. (4.142)

La condiciéon 79 — py > 0 nos indica que la tension radial en la garganta debe exceder
la densidad de energia. Morris y Thorne [44] llamaron a la materia restringida por esta
condicién como materia exotica.

Dedido a que la materia exotica puede generar un AG, se puede condicionar la ener-
gia para determinados casos en los cuales el tensor energia-momento es diagonal T" =
diag(p, p1, pa2, p3). Se considera que las formas de materia clasica obedecen las condiciones
de energia; sin embargo, estas condiciones son violadas por ciertos campos cuanticos, por
ejemplo, el efecto cassimir.

1. Condiciéon de energia nula (CEN).- para cualquier vector nuloV* se cumple
T, VFV" = 0. (4.143)

2. Condicion de energia débil (CED).- Para cualquier vector tipo-tiempo W* el

tensor energia-momento satisface

T, WH*W" > 0. (4.144)

3. Condicién de energia Fuerte (CEF).- Para cualquier vector tipo-tiempo W*, se
cumple

1
T W'W" > STWW,, (4.145)
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donde T es la traza de T},,.
4. Condicion de energia dominante (CEDM).- Esta condicién puede interpretarse
como que ningin observador puede medir energias negativas y, ademas, el vector de flujo

de energia local nunca es tipo-espacio
T,WHWVY >0 y THW, no es un vector tipo — espacio. (4.146)

Para el caso de un fluido perfecto P, = P, = P; = P, las condiciones de energia seran [45]

CEN = (p+p) >0, (4.147)
CED = p=20wy (p+p) =0, (4.148)
CEF = (p+3p) =201y (p+p) =0, (4.149)
CEDM = p>0 1y (p+p)>0. (4.150)

Se puede observar que las condiciones de energia son relaciones lineales entre la densidad

p vy la presion p de la materia o energia que curva el espacio-tiempo.



Capitulo 5

Universo de FLRW y soluciéon de
McVittie

La cosmologia es la ciencia que estudia el Universo como un todo; estudia su origen, su
naturalea, su evolucion y su fin. La evolucion del universo es descrita por modelos cosmo-
logicos, los cuales son construidos tomando como base la TRG.

Nuesto conocimiento actual del Universo estd fundamentado en el Modelo Cosmologico
Estandar, cuyo nticleo es la teoria del Big Bang. El Modelo Cosmologico Estandar expli-
ca la evolucién del Universo desde su inicio hasta nuestros dias de manera satisfactoria;
asumiendo que el Universo a grandes escalas estd descrito por la métrica de Friedmann-
Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW) espacialmente plana, la cual es isdtropa y homogé-
nea.

Dentro del contexto de los modelos cosmolégicos, por el ano de 1933, McVittie propuso
una métrica que unifica la solucién de Schwarzschild y el modelo de FLRW, abriendo asi
la posibilidad de analizar con dicha métrica una serie de estudios astrofisicos que toman

en cuenta la evolucién del universo.
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5.1. El Principio Cosmolégico

El principio cosmologico establece que, a escalas suficientemente grandes, el Universo es
homogéneo e isotropico [46]. La homogeneidad significa que diferentes lugares del Universo
tienen las mismas propiedades fisicas en promedio. Isotropia significa que no hay direccio-
nes preferidas en el Universo. Existe evidencia observacional que verifica este principio ya
que el Universo a escalas superiores a 10%pc se presenta como homogéneo e isotropico [47].
No obstante, debemos tener presente que la homogeneidad no implica isotropia. Por otro
lado, la isotropia sobre un lugar no garantiza la homogeneidad; sin embargo, la isotropia
alrededor de dos lugares garantiza homogeneidad e isotropia en todos los lugares [48|.

El principio cosmolégico también nos permite definir una variable de tiempo universal, el
tiempo cosmico, definido como el tiempo medido por los observadores en reposo con res-
pecto a la materia en su vecindad. La homogeneidad del Universo asegura que los relojes
de estos observadores fundamentales puedan sincronizarse con respecto a la evolucion de la
densidad homogénea universal. Elegimos el cero del tiempo cdésmico para que coincida con
el Big Bang; en este sentido, el tiempo cosmico se interpreta como la edad del Universo.
El principio cosmolégico es trascendental para dar sentido al Universo, ya que nos permi-
te dar un significado universal a nuestras mediciones locales. Ademéas nos conduce a una
elegante solucion dindmica de las ecuaciones de Einstein. La principal dificultad radica
en el hecho de que es imposible probar la homogeneidad del Universo sin asumir primero
el principio copernicano, segtn el cual no existe un sitio privilegiado en el Universo. La
razéomn es que cualquier observaciéon solo tiene acceso a nuestro cono de luz pasado. Peor
anun, no podemos movernos eficazmente en el espacio o el tiempo coésmico. Como resulta-
do, nuestras observaciones mezclan el tiempo y el espacio de tal manera que no podemos
distinguir la diferencia entre una distribucién homogénea evolutiva de la materia y una no
homogénea con una evolucion temporal diferente [49)].

Respecto a la homogenidad, existen pruebas que muestran la distribucién homogénea de
galaxias a una escala superior a 140 Mpc [50]; en cuanto a la isotropia del universo, de

forma similar, existen pruebas experimentales en las cuales se han considerado 4 x 10*
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fuentes de radio mas brillantes que se encuentran aproximadamente a 200 Mpc, las cuales
muestran una distribucion isotopica [51]; otras observaciones relevantes son la isotropia
del fondo cosmico de microondas [52] y la isotropia del fondo de rayos-x [53].

Otro principio basico de la cosmologia relativista es el postulado de Weyl [54], el cual nos
dice que la materia a escalas cosmologicas se comporta como un fluido perfecto, cuyas
componentes se mueven a lo largo de geodésicas temporales, que no se intersectan, salvo
en un punto en el pasado o en el futuro.

Con el postulado de Weyl la sincronizacion de relojes, en diferentes galaxias, es posible
y tenemos un tiempo universal o cosmico que sirve de coordenada de referencia para el
universo. Se podria decir que no se mueven las galaxias, sino que el espacio es el que se
expande; es decir, gracias al postulado de Weyl se considera una clase de observadores
privilegiados ya que estos estarian en reposo con respecto al fluido perfecto; y cuyo movi-
miento estaria determinado solamente por la evolucion del universo. A estos observadores

se les denomina comunmente como observadores comoviles.

5.2. Ley de Hubble

Edwin Hubble, en 1929, descubri6é una correlacion lineal entre la distancia r y la velocidad
recesional v de las galaxias [14]; anunci6 su descubrimiento indicando que, en cualquier
direccion que se observe, las galaxias se alejan de nosotros. Hubble habia observado distin-
tas lineas espectrales conocidas en diferentes galaxias y se habia percatado de que siempre
aparecian desplazadas hacia la parte roja del espectro, lo que se conoce como el corrimien-
to o desplazamiento al rojo del espectro (redshift). Ademas, habia una correlacion inversa
entre el brillo de la galaxia y la magnitud del desplazamiento al rojo, lo que implicaba que

las galaxias mas lejanas se desplazan a mayor velocidad de nosotros, es decir,
v = H()’f, (51)

donde al término Hy se le denomina Pardmetro de Hubble y el subindice indica que la
medida se ha realizado hoy.

Esta relacion empirica proporcion6 la evidencia directa acerca de la expansion de nuestro
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Figura 5.1: Diagrama original de Hubble, en el cual se muestra que las velocidades de

recesion y las distancias de 46 objetos galacticos presentan una correlacion lineal [14]

universo. El pardmetro de Hubble, llamado también constante de Hubble, es una medida de
la tasa de expansion actual del universo. Su valor determinado originalmente por Hubble
es de 500 km s~ ' Mpc~!. El tiempo necesario 7 para que dos galaxias, inicialmente juntas,

se hayan separado hasta la distancia actual r es

r 1
=—=— 5.2
To v HO ) ( )
esta cantidad recibe el nombre de tiempo de Hubble.
El valor actual del pardmetro de Hubble medido hoy es
Hy'=9,7778h ! x 107 adios, (5.3)

donde h = Hy/(100 km s~' Mpc™), y su valor experimental medido es [55]

h = 0,696 = 0,007 (5.4)
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En la practica, la velocidad de recesion se puede determinar con precision usando el redshift

z de las galaxias; este parametro experimental viene dado por

Aobs 1—v/c
= —1= —1 :
b (,/HU/C ) , (5.5)

donde Aops ¥ Aemir Se refieren a las longitudes de onda observadas y emitidas, respectiva-

mente. En el caso de que las velocidades sean muy pequenas, comparadas con la velocidad

de la luz v/c << 1, obtenemos

v = cz. (5.6)

De las ecuaciones (5.1) y (5.6), encontramos que
2= Hy-. (5.7)
c

Como resultado del principio cosmologico, es factible modelar la expansion del universo
por medio de un factor de escala temporal R(t), cuya funcién depende del tiempo pero
no de la posicion [56]. Esta funcion nos permite determinar distancias en el universo para
cualquier instante. Si la distancia a una determinada galaxia es r; en el instante ¢, en el

instante t esta distancia vendra dada por

(t) = % 55)

La velocidad en la que esta galaxia se aleja del observador viene expresada como

_d (Rit) \ Rt) R
v(t) = pr (R<t1)r1) = R(tl)rl = r(t). (5.9)

Para el instante actual ¢y, la expresién anterior quedara

_ R(t)
U(to) = R(to)

r(to). (5.10)

La relacién (5.7) nos representa la ley de Hubble. Haciendo uso de la ecuacion (5.1),

obtenemos

_ R(to)
o= Ty (5.11)

donde Hj es el valor actual del parametro de Hubble, es decir, la constante de Hubble.
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Es habitual representar como a(t) el cociente entre R(t) y su valor actual R(ty), es decir,

_ R()
alt) = R(to)’

donde al término a(t) se le denomina factor de escala cdsmica o simplemenbte factor de

(5.12)

escala, de tal modo que a(ty) = 1.

Notamos que las distancias cambian directamente proporcional a a(t) de la siguiente ma-

| R(t)
rit) = R(to)

donde a r se le conoce como coordenadas fisicas y a x como coordenadas comdvil. A partir

z = a(t)z (5.13)

de estas definiciones, la velocidad vendra expresada por

dr(t) . a(t)
V== a(t)r = (m) r. (5.14)

En general, podemos desarrollar en serie de Taylor a(t) alrededor del momento actual

t —> tp, obteniéndose

a(t) = al(ty) + alto)(t — to) + %d(to)Q + e, (5.15)
Haciendo el cambio de variable )
G = _agg)’ (5.16)
podemos escribir a(t) como
a(t) =1+ Ho(t —to) — %a(zo)yg@ — )t (5.17)

donde hemos introducido el parametro adimensional ¢y denominado desaceleracion césmi-

ca.

5.3. Universo de Friedmann - Lemaitré - Robertson -

Walker

El modelo cosmologico estandar describe la evolucion de nuestro universo: la vision que

tenemos actualmente de él se basa en un conjunto de soluciones de la ecuaciéon de campo
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de Einstein llamado modelo de Friedmann-Lemaitré-Robertson-Walker (FLRW), habitual-
mente conocido como el modelo del Big Bang. Por tal razén, la métrica de FLRW es un
modelo adecuado para el estudio a gran escala de nuestro universo. Este modelo esta ba-

sado en las ecuaciones de Friedmann-Lemaitre y su geometria esta dada por la métrica de

Robertson-Walker.

5.3.1. Meétrica de FLRW

Pretendemos construir un modelo esféricamente simétrico en cada punto, por tal razon,
transformaremos nuestras hipotesis fisicas en términos matematicos.

Homogeneidad.- Un espacio-tiempo M es homogéneo si existe una familia uniparmétrica
de hipersuperficies espaciales ¥; foliando el espacio-tiempo M, de modo que para cada valor
de t y para cada valor de puntos p,q € ¥, existe siempre una isometria f de la métrica
9w tal que f(p) = q.

Isotropia.- Un espacio-tiempo es isotropico si existe una descomposicion en las curvas
tipo-tiempo (observadores isotropicos), con vectores tangentes n®, tal que, dado un punto
genérico p y dos vectores s; y So ortogonales a n® en p, existe siempre una isometria de

gy que deja p y u® fijos pero rota s; en ss.

Figura 5.2: Foliacion del espacio-tiempo por medio de hipersuperficies espaciales >

En un espacio-tiempo homogéneo e isotropico las hipersuperficies >; son perpendiculares

a n%; por tanto, la métrica g,, induce una métrica h,, sobre cada hipersuperficie 3.
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Si un universo satisface el principio cosmologico, entonces es posible demostrar que dicho
universo debe tener una curvatura k constante. Eisenhart demostr6 en 1949 [57] que un

espacio de curvatura constante con signatura n es isométrico con
1. un espacio hiperboélico n-dimensional H™ si k < 0.
2. un espacio euclidiano n-dimensional E™ si k = 0.
3. una esfera n-dimensional S™ si k > 0.

De lo expuesto, podemos concluir que la geometria espacial del universo solo puede ser
hiperbélica, plana o esférica.
La métrica de FLRW cumple con el principio cosmoldgico. Para deducirla, hacemos las

siguientes suposiciones:

1. El espacio-tiempo se puede foliar por hipersuperficies de tiempo constante, las cuales

son homogéneas e isotropicas.
2. Los observadores se encuentran en reposo con respecto al promedio de las galaxias.

Consideremos um espacio-tempo como R x X, donde R representa la direcion temporal y
>} una variedad tridimensional homogénea e isotropica. Esto implica que Y es un espacio
maximamente simétrico [15]. Por tanto, una variedad con tensor métrico g,, y elemento

de linea

ds* = g, dztdz”, (5.18)

induce en una hipersuperficie espacial 3;—;, un tensor métrico h;; donde el elemento de

linea viene dado por

ds}, = —hydz'da’, (5.19)

donde h;; es funcion de ty y de las coordenadas espaciales x*.
Para un tiempo t; > tg y debido a la isotropfa y homogeneidad de la hipersuperficie, la

métrica espacial debe tener la forma

dS?1 = —f<t0, tl)hijdl’idl'j, (520)
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esto implica que dos hipersuperficies difieren inicamente en una funcioén temporal f(to, t1),
ya que para que exista isotropia y homogeneidad espacial la funcion f no debe depender
de coordenadas espaciales. Entonces para un t cualquiera, la métrica inducida en las hi-

persuperficies puede expresarse como
ds? = —R*(t)h;;(z")dz'da?, (5.21)

donde R(t) es una funcion completamente temporal.

La métrica espacio-temporal vendra dada por
ds? = goodt® + goidtdz’ — R(t)h;(x")dx'da?. (5.22)

Debido a que la variedad se puede foliar en hipersuperficies a tiempo t constante, entonces
gi no debe depender de ninguna variable: por tal razéon, consideramos g, = 1. Por otro
lado, debido a la isotropia, la evolucién temporal de una hipersuperficie debe ser perpen-
dicular a todas las direcciones, por tanto g; = 0; entonces la métrica espacio-temporal

sera

ds® = dt* — R*(t)h;(2")dx'da?. (5.23)

Debido a que las hipersuperficies a t constante son isotropicas deben poseer simetria esfé-
rica; también sabemos que las métricas de variedades Riemannianas con simetria esférica,

pueden expresarse en coordenadas esféricas como
di? = 2P dr? 4 12do? + r? sin’ 0d¢?, (5.24)

donde /(") es un factor que determinaremos.

Por lo tanto, la métrica final tendra la forma
ds® = dt* — R*(t) (e*dr® + r?do? + r* sin® 0d¢?) . (5.25)

En cuanto a la métrica h;;, se puede demostar que el tensor de Riemann, para un espacio

tridimensional maximamente simétrico, puede ser escrito como [15]

Rijly = K (hachp = hahi) (5.26)
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donde K es una constante asociada a la curvatura de la hipersuperficie > y el indice
superior (3) en el tensor de Riemann indica que él esta relacionado con la métrica tridi-
mensional espacial h;;.

Para determnar el parametro [(r), analizaremos la ecuacion (5.24); para obtener una

métrica espacial homogénea e isotropica el tensor de Ricci debe cumplir
le == 2Khij, (527)

donde h;; es la métrica tnicamente espacial definida en (5.21).

Calculamos las componentes del tensor de Ricci, obteniendose
2
Rrr = _arﬂu
r
Reg = 6_2ﬁ (r@rﬁ - 1) + 1,
Rsy = [e ¥ (ro,p—1)+1]sin0, (5.28)
usando la ecuacion (5.27), obtenemos
ﬁ:—lln (1—Kr?) (5.29)
5 ) .

Reemplazando, en la expresion (5.25), la métrica toma la forma

dr?

2 _ 32 p2
ds® = dt R(t)(l—KTQ

+ r2df? + r? sin? 9d¢2) (5.30)

Usamos los siguientes cambios de variable para expresar el factor de escala,

_ R
r — Ror, (5.32)
K
Eo=a (5.33)

donde k es la curvatura del espacio, remplazando las expresiones anteriores en la ecuacion

(5.30) obtenemos la métrica de FLRW

2

ds? = dt* — a2(t) (1 dr

— k12

+ r?df* + r? sin® 9d¢2> : (5.34)

donde r ahora representa la coordenada adimensional independiente del factor de escala. El

parametro k puede tomar valores de —1,0,+1 donde —1 corresponde a un espacio-tiempo
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abierto o hiperbdlico, 0 a un espacio-tiempo plano y +1 a un espacio-tiempo cerrado o
esférico.
El significado fisico de estos casos se vuelve mas evidente al redefinir la coordenada radial

de la siguiente manera:

X = %senl(r\/k_) & dy= \/% (5.35)
Integrando
r = fe(x); (5.36)
donde
senhy, k= —1
) =19 x. k=0, (5.37)
seny, k=1
Tal que
ds® = [dx* + fZ(x) (d6® + sin® 0d¢?) ] (5.38)

5.3.2. Ecuaciones de Friedmann-Lemaitre

Las ecuaciones de Friedmann formam un conjunto de ecuaciones que describen la expan-
sibn del universo y se basan en modelos de un universo homogéneo e isotrépico dentro
del contexto de la TRG. De esta manera, la cosmologia relativista se fundamenta en tres
hipotesis:

1. El principio Cosmoldgico, fundamentado por el elemento de linea de Robertson-
Walker dado por la ecuacion (5.34).

2. FEl postulado de Weyl, que introduce el fluido perfecto. El tensor de energia momen-
tum estd dado en términos de las coordenadas por la ecuacion (3.7).

3. La Teoria de la Relativividad General como herramienta matemética. Las ecua-
ciones de campo vienen dadas por la ecuacion (3.22).

Para determinar las componentes del tensor de Einstein G, es necesario determinar pri-
mero las componentes del tensor de Ricci que viene dadas por la ecuacion (2.33),luego

determinar el escalar de curvatura mediante la ecuacion (2.34)para finalmente determinar
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las componentes del tensor de energia-momento mediante la expresion (3.7).
Partiendo de la métrica de FLRW, dada por la ecuacion (5.34), calculamos las comopnentes

del escalar de Ricci, las cuales vienen dadas por

Y
R, = 2 (5.39)
a
ad + 2a* + 2k
rr — T 1 o5 4
r 1 — kr? (5.40)
Rgp = r*(ai + 24d> + 2k), (5.41)
Ry = r2sen®0(ad + 2a* + 2k). (5.42)

Con los datos obtenidos, calculamos el escalar de curvatura que viene dado por

Q& k} . (5.43)

El postulado de Weyl intriduce el fluido perfecto.El tensor de energia momento esta dado

por la expresion (3.7)y sus componentes no nulas vienen dadas por

Ty = p, (5.44)

Y las componentes del tensor de Einstein vienen dadas por

3(a* + k
Gtt - ( 2 )7
a
a’ +k + 2ad
G = =1
G@@ = —T2<d2 —+ ]C + 2ad),
Ggp = —1°(d®+ k + 2ad)sin” 6. (5.46)

Sustituyendo los resultados encontrados en las ecuaciones de campo de Einstein, obtenemos

las componentes no nulas para p = v; las cuales son

1. Gtt = 87Tﬂt.
De donde se obtiene
3a2 3k
? + ? == 87Tp. (5.47)
Definiendo
28 k
=22 (5.48)
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2. G, = 8nT,,.

De donde se obtiene
20 a2 k
—+ 5+ 5 = —8mp.
a a a

Usando la ecuacion (5.47), obtenemos

d_ 47

3. Ggg == 87TT99.

De donde se obtiene
20 a2 k

a §+§=—87rp.

Expresion ya obtenida para el caso de la componente uv = rr.
4. G¢¢ = 87TT¢¢.
De donde se obtiene

26 a* k

—+ — +— = —8mp.
a a?  a? P

Notamos que las componentes Ggg y G4, son equivalentes a la componente G,

Por lo tanto, las ecuaciones de Friedmann son

a’>  8mp
pr=2 P "
a? 3 a?
y
a 47
2= Bp+p).
- 3(p+p)

ot

Es factible relacionar la ecuacion (

(5.49)

(5.50)

(5.51)

(5.52)

(5.53)

(5.54)

A7) a un modelo newtoniano como la energia del

sistema con respecto al sistema comovil; en cambio la ecuacion (5.54) se relaciona con la

aceleracion con respecto al sistema comovil; a esta tltima ecuacién también se le conoce

como ecuacion de Raychauduri.

La solucién dada por la métrica de FLRW describe un universo lleno de un fluido ideal

con densidad y presion dadas por las ecuaciones de Friedmann. Es una soluciéon de las

ecuaciones de campo de Einstein cuando el tensor energia-momento describe un espacio-

tiempo homogéneo e isotropico.
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5.4. Solucién de McVittie

Como hemos notado en los capitulos anteriores, las soluciones exactas a las ecuaciones
de Einstein se han desarrollado en dos direcciones diferentes: por un lado, el estudio de
sistemas simples que permitieron la verificacién y el analisis de objetos masivos aislados
cuyo campo gravitacional externo es modelado por soluciones asintoticamernte planas;
por otro lado, modelos de universo a gran escala o modelos de forma global, que puedan
predecir la evolucion y el origen del universo como la métrica FLRW. Sin embargo, es in-
teresante considerar una tercera direccion, aquella que estima mantener las dos direcciones
anteriores juntas. Analizando, desde este punto de vista, como los sistemas locales estan
influenciados por la evolucién a gran escala del espacio-tiempo en el que estdn inmersos.
La métrica que cumple con estos requisitos fue encontrada por McVittie en 1933 [16] y
es la solucion principal a las ecuaciones de Einstein que intentan explorar los fenémenos

locales y globales en una métrica unificada.

5.4.1. Solucién de McVittie sin curvatura

El espacio-tiempo de McVittie es una solucion esféricamente simétrica a la ecuacion de
Einstein con un tensor de energia-momento de un fluido perfecto, y describe el campo
externo de una masa cuasi-aislada que asintéticamente tiende al universo de FLRW.

I. Hipo6tesis planteadas por McVittie

Para determinar una métrica que contenga a las métricas de Schwarzschild y FLRW,

McVittie tomo en cuenta las siguientes consideraciones [58]:

1. En coordenadas isotréopicas en las cercanias del campo, el limite es la métrica de

Schwarzschild.
2. Lejos del campo, el espacio-tiempo esté descrito por el espacio-tiempo de FLRW.
3. El tensor de energia-momento tiene la forma de un fluido perfecto.

4. No debe existir términos cruzados en el tensor energia-momento.
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McVittie, para encontrar una solucion a las ecuaciones de Einstein, analizo el caso de un
cuerpo masivo en el origen de coordenadas de nuestro sistema de referencia, considerando

lo siguiente |16] :

a. La materia contenida en el universo se distribuye con simetria esférica alrededor de

la singularidad en el origen.
b. No existe flujo de materia o radiacion desde o hacia el cuerpo central.
c. La presion es isotropica en cualquier punto desde el origen.

De acuerdo a las condiciones anteriormente descritas, se trata de buscar una métrica
general isotrépica en el espacio de coordenadas y que exprese la condiciéon de simetria
alrededor del origen. Usando coordenadas comoviles, planteamos como métrica mas general

el ansatz usado por McVittie
ds® = e dt? — e [dr? 4 % (df? + sin® 0d¢?)] (5.55)

las funciones £ y v la determinaremos usando las ecuaciones de Einstein.

Seguidamente, procedemos a calcular las componentes de la ecuacion de Einstein. Por tal
razon, a partir de la métrica dada por la ecuacion (5.55), calculamos las componentes
del tensor de Ricci, las cuales estan dadas por la ecuacion (2.33). El escalar de Ricci se
calcula por la relacion (2.34); luego teniendo presente el tensor de energia-momento que
estd dado por la expresion (3.7), resolveremos la ecuacion de Einstein para la distribucion

de densidad y presion, la cual esta dada por [16]
1
Gir — Ag,, = k(Tiy, — igikT); (5.56)

donde G, es el tensor de Einstein; A es la constante cosmologica; Ty el tensor de energia-
momento; T la densidad propia y k£ una constante relacionada con la constante gravita-
cional k = 87G.

Teniendo en cuenta que las variables £(r, t) y v(r,t) son funciones de r y ¢, las componentes
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del tensor de Einstein vienen dadas por

30%v 3,0v., 30¢0v
Gu = {aww(a) —ma}
10% 106, 10¢ 1a§au}

B . T Ty . 1 P .1
‘ {28T2+4(6T) r67‘+48r8r

10°v 3, 0v 1 0£ Ov
- _ v—=¢§ ) -2 7 i VI T
Grr ‘ {28152 1% 1w at}
10%¢ 106, 19¢0v v  10v
{awm ‘m§+w+;§}

Goo = _r2€v—§{182y §@)2_1%@}

2 02 4(8t 40t Ot
2{10% 39v 1w, 10¢ 1@@}

_— —_— 2 Y
20r2 " 2ror 4(87“) oror T 4oror
10°v 3 Ov 19¢ ov
2 =€ 2 - By (el [t it
G e 56”6{2(%2 1ot 402?375}
o o [10°v 30v 1 0v, 10§ 105dv
+ r’sen 9{28r2+2rar 4(ar) 2r8r+437“37“

G, _ v 1ovo
T 9r ot 20tor

Por otro lado, las componentes del tensor energia-momento son

T/ =p; Tl=-p; T)=T5=—ps;

T

tal que

T'=p—p—2ps.

|

(5.57)

(5.58)

(5.59)

(5.60)

(5.61)

(5.62)

(5.63)
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Reemplazando las expresiones anteriores, en la ecuacion de Einstein (5.56), obtenemos
e [30% §<@)2 305 ov
20t 470t 4 0t Ot

e {17 A0 10,

k
§w+z(5 r8r+48r or —5 (PPt 2p) + A (5.64)

2

e [10 3w, 100y
sor 1o " docon

+ 182 +1(a€) _1%%4_@ 1@
¢ 20r2 ' 4'0r 40ror  Or?2  ror
k
= —§(p+p1 —2py) + A, (5.65)

soe 1) T1aar
+_V{182V 3ov 1,0v, 10 1a§au} k
€ -\~ g

g{102V 3 0v., 13§3V}
—e

§W+§E+4(8T) +2rar+487’8r 5P =p1) + A, (5.66)

2

wov Lowog o 65.67)

or ot 20t or
Tomando en cuenta las consideraciones (b) y (¢) acerca del flujo de materia y la isotropia

de la presion, deducimos que
Trt == O, P1 = D2. (568)

Reemplazando las expresiones dadas por la ecuacion (5.68) en las ecuaciones (5.65) y

(5.66) y luego igualandolas, obtenemos:

8% v [ag 8u)} ¢ O

a2 o2 rlar T ar] oror

5|6 -@)] - o

y la ecuacion (5.67) presenta la forma

O€ Ov 0*v

or ot Corar (5.70)

I1. Solucién de las ecuaciones

Partiendo de la ecuacion (5.70), luego dividiendola por dv/dt, nos permite determinar la
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funcion v(r,t) la cual tiene la forma

V(n t) = /dt a(t)eéf(“t) + CL’(T),

donde a(r) es una funciéon independiente de t.
Considerando

B(t)exs™) +a(r)

<
—~
3

~
~—

I

donde

Reemplazando en la ecuacion (5.71) obtenemos dos posibilidades:

I. Si 3 es constante.

En este caso, solamente llegamos al caso estatico de Schwarzschild.

I1. Si B es arbitraria.

Entonces £ es constante y a'(r) estd dada por

siendo su solucion

2
a(r) = —2In (1 + 4—}%2)

(5.71)

(5.72)

(5.73)

(5.74)

(5.75)

donde R es el radio del universo, este resultado conduce a la solucion de FLRW.

Ahora resolveremos la ecuacion (5.71) para la condicion @ (r) = 0. Comenzaremos expre-

sando £ y v como una serie de potencias en términos de 1/r, entonces

2D =y (rt) =14 a,(t)u™ (r),
s=1

(5.76)

donde las constantes as son funciones que dependen de ¢, u(r) = % y mg nos indica la

potencia de wu(r) en orden ascendente. Sustituyendo la ecuacion (5.76) en la ecuacion

(5.72), obtenemos

v(r,t) = B(t) + > u™ (r)Bu(t),

(5.77)
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donde
B(t) = / alt) dt, (5.78)
Bs(t) = /a(t)as(t) dt. (5.79)

Haciendo un cambio de variable r — wu(r) y sustituyendo £ en términos de (7, t), pode-

mos obtener los siguientes resultados:

ov 5 OV

v v v
% = u’ [2u%+u2%],
o6 2uPdy
T

d*¢

_ o2 [2_u@ u? 0%y u%)y@’y]

v Ou oy our  20udu (580)

or?

Sustituyendo las expresiones anteriores en la ecuacion (5.69), multiplicando por el factor
v/u?, obtenemos

0% v 0%y o\ Oy yu [Ov\® B

Para resolver la ecuacion (5.81), usaremos el método de serie de potencias; sin embargo,
debido a que el dltimo término de la ecuacion es de segundo grado, tendremos una serie
infinita al cuadrado. Para salvar este percance procedemos como lo hizo McVittie, consi-
deraremos que la solucion se comporta de forma idéntica con los primeros términos de la
serie, es decir, evaluar los términos hasta s = 2 y extrapolaremos su comportamiento a
toda la serie.

Reemplazando la expresion (5.77) en la ecuacion (5.81), se obtiene

(1430 asu™) [(ud2 oy Bems(ms — Du™ %) + 337 ) Bymgu™ ]
+2u > agmg(mg — 1u™ 2 + {6 —2u (Z ﬁsmsumsl)] S agmgu™ !
s=1 s=1 s=1

2
—lu {1 +3 asum} (Z ﬁsmsum*“l) =0, (5.82)
s=1

s=1
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ahora expandemos las series hasta s = 2, obteniendose

(1 —+ aluml + qum2> [uﬁlml (m1 — 1>um1—2 + uﬂgmg(mQ — 1)um2_1}

+ (1 + &1um1 + aQqu) [351m1um1*1 + 3ﬁ2m2um2*1]

mi1—2 mo—2

+ 2uaymi(my — lu + 2uagmao(me — 1)u
+ 6 [6 — 2u (Blmluml_l + 52m2um2_1)} X [almluml_l + agmgum_l}

1
- U 14 au™ + agu™?] [61m1um1*1 + Bgmgumrl]g =0; (5.83)

seguidamente, agrupamos los términos correspondientes a las primeras potencias de u

como u™ 1 2™~y ym2=1 obteniendo la expresion

[Byma(my — 1) + 38vmy + 2a1my(my — 1) 4 6aymy | u™ ' +
+ [a1Bimi(my — 1) + 3a1 fymy — 2a18ymi — 8im3] w?™ ! +
+ [Bamia(my — 1) + 3Bams + 2aama(my — 1) + 6agms] u™ ! +
+O0(u) =0 (5.84)
donde O(u) corresponde a los términos de orden superior proporcionales a u™+m2~1
WM ma =2 g 2mal g 2mi=l g oma =l mitma g 3mi—l g mat2ma=l g 2mitma g 2matma—1 g 3ma—1

u™+™2 Notamos que la potencia méas baja de u corresponde al término v™ 1. Al igualar

su coeficiente a cero obtenemos

2my1—1

Las siguientes dos potencias de u son u y ™21, Tgualando exponentes, para permitir

que la serie sea consistente, obtenemos

2m1—1:m2—1

Esta condicion es posible extenderla a toda la serie, cumpliendose my = sm;. Por otro
lado, deseamos que la métrica que estamos buscando contenga la soluciéon de Schwarzschild,
entonces debe poseer un término correspondiente a 1/r para asegurar la singularidad de

un agujero negro; esto se consigue haciendo m; = 1.
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Analizando la ecuacion (5.84), concluimos que todos los coeficientes de sus términos deben

ser nulos. Por tal razon, el coeficiente asociado al término u™'~! debe ser nulo, es decir,
2&1 + 51 = 0, (587)

y su derivada de primer orden igual a

1 day 148

2mi—1 -1

Sumando los coeficientes de los términos u y u™7" correspondientes a la ecuacion

(5.84) obtenemos
a1 By [mi(my — 1) + 3ma] — (2a1 81 — %5?)7”1 + (B2 + 2az2)ma(mg — 1) + (6az + 3B2)ma = 0,

teniendo presente que anteriormente se consideré m; = 1 y usando la ecuacion (5.86) la

expresion anterior toma la forma
L
aifr — 551 + 8052 + 16az = 0,

luego usando la relacion (5.87) obtenemos

CZ2

2a2+ﬁ2= 51

En la ecuacién anterior podemos notar que el primer término es directamente proporcional
a a? y el factor de proporcionalidad depende, en general, del término que se asocie en la
serie de potencias.

Generalizando la expresion anterior con un factor de proporcionalidad ¢y obtenemos
2ay + [y = caa’. (5.89)

Ahora derivamos la expresion anterior y obtenemos la ecuacion diferencial

das 2 day day
18— 9coq —2 .
dt  ay dt B AT (5.90)

usando las ecuaciones (5.87) y (5.89) se obtiene

ay = caa3; (5.91)
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usando la relacion (5.89), encontramos el valor de [y
/82 = _CZCL%.
Generalizando para cualquier valor de a y S y para n > 1, se tiene

_ n
a’n - Cnal 9

ﬂn:

(5.92)

(5.93)

Haciendo el cambio de variable a; = (), en las ecuaciones (5.76) , (5.77) y teniendo en

cuenta que u(r) = 1/r, obtenemos

v(r,t) =

S
aj

B(t) —2 guscs?
= o023 % (50)

haciendo el cambio de variable a; = u(t), resulta

1dp _
2dt

vir,t) =

B(t) + Z usﬁs =

1dp

wodt

Las ecuaciones (5.94) y (5.95) pueden expresarse en la forma

o 2

2~y
or 7’(7 )
O _ 2dp
ot~ pdt

De la ecuacion (5.98), aplicando la segunda derivada, obtenemos

Prr b (Aa-h) 2 fon,

orz r | or

o —(7—1)]

o T (3 e (2

)5 . (5.94)
(5.95)

(5.96)

(5.97)

(5.98)

(5.99)

Haciendo el cambio de variable £ = 2[n~vy y calculando sus derivadas respecto de r obtene-

mos
96 _ ,10v
or v or’
P _ 2| =1 (0N, O
or? vy | v \or or2 |’

(5.100)

(5.101)
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reemplazando las relaciones anteriores en la ecuacion (5.70) luego multiplicando por el

factor yr?/2 obtenemos

02 5
7«28—73—7«(7—1)8—2—7(72—1) =0, (5.102)

Para resolver la ecuacion (5.102), hacemos el cambio de variable r = €*, se obtiene
— —v——-v(¥*-1)=0. (5.103)

Una primera integral particular es

& e

— A2 5.104
o= ( )

Y

haciendo z = 2 — 1 donde w es una funcién arbitraria que depende de las variables x, z

v que resulta como consecuencia de la integral indefinida; entonces

j—z — (5.105)

calculando las siguientes derivadas parciales

0z B 0y B 5

ow ow 0z ow

R — —_— 2 —_—

e 52 9 2V22 + 1z (14 w) 55 (5.107)

reemplazando las expresiones anteriores en la ecuacion (5.103), queda como

dw w(2w + 3)
i S A
Tz 2(14+w) ’ (5.108)

integrando la ecuacién anterior, obtenemos

A3

w? (2w + 3) = = (5.109)
o su equivalente
dy 2 ’ dy 3
(%—7 +1) (2%+72—1)=A, (5.110)
considerando el factor
2d1+72— 1=0, (5.111)

dx
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integrando, nos reproduce

1—Le™®
2
= —a 5.112
7T 1T Leo’ ( )
siendo u/2 una constante de integracion. Revirtiendo la variable r, obtenemos
_ Y
y = —ié) (5.113)
14 282
* 2r
Reemplazando la ecuacion (5.113) en la ecuacion (5.98)se obtiene
] , p(t)
v 2r
- _Z 5.114
dr T u(t) |’ ( )
1+ 52
2r
integrando, obtenemos
t
v(r,t) = p(t) +41n <1 + ?) : (5.115)
r
Reemplazando la expresion anterior en la ecuacion (5.76), obtenemos
(o)
&) — 2
st — (1 N ﬂ)g. (5.116)
2r
Reemplazando las ecuaciones (5.115) y (5.116) en la ecuacion (5.55), obtenemos
-t 1)\
ds® = ot — (1452 ) PO [dr? + 17 (d6” + sin® 6d¢?)] . (5.117)
1+ 44 2r

Sin embargo, debemos tener presente que la métrica (5.117) debe reducirse a la métrica

de Scharwzschild y FLRW; por tanto, para ser compatible con esos modelos consideramos
e = d*(t), (5.118)

con esta condicién la métrica de McVittie resulta

15 n®\*
ds? = | — 20 | g2 — (1 + 2_) a*(t) [dr* 4 r* (d6? + sin® 6d¢?)] (5.119)
[=iNPA r

considerando los limites respectivos:
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1. Cuando a(t) — cte. y u(t) — m.

La métrica se reduce a la métrica de Schwarzschild compatible con la ecuacion (4.17).

2. Cuando u(t) — 0.

La métrica se reduce a la métrica de FLRW compatible con la ecuacion (5.34).

Podemos reescribir la ecuacion (5.119) en funcion explicita de la masa. Integrando la

ecuacion (5.96), encontramos que

B = —2nu+q, (5.120)

q2
ef = u_22 (5.121)

donde ¢; y ¢o son constantes.

De acuerdo a la ecuacion (5.118), obtenemos

u(t) = —=. (5.122)

() = 1 (5.123)

reemplazando en la ecuacion (5.119), obtenemos

2
1—-_m_ 4
P 2ra®) \ g2 _ 24 <1+L) dr? + 1% (do? + sin? 0de?)] . (5.124

) (”#@) O\ grggg ) L (s bdg)] . (6.124)

5.4.2. Solucién de McVittie con curvatura

El resultado obtenido en (5.119) corresponde para el caso sin curvatura, donde se restringio
v(r,t) con a(r) = 0. Sin embargo, la solucion (5.119) se puede generalizar teniendo en
cuenta la curvatura del espacio-tiempo, es decir, para el caso a’(r) # 0. Para Generalizar la
relacion (5.115) adicionamos a v(r,t) el término a(r). Por tanto, la funcion v(r,t) tomara

la forma

v(r,t) = +4In(1+y(rt)) + a(r), (5.125)
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donde @ (r) esta dada por la ecuacion (5.75) y u(t)/2r — y(r,t). Con estas condiciones,

generalizamos la solucion obtenida en (5.113) de la forma

! 1-— t
eﬁé(rvt) — f)/(fr’ t) g M’ (5126)
1+ y(r,t)
reemplazando en (5.81), se obtiene
Py 3 [/oy\> Oy (1 da
2 _ () (42 ) =o0. 5.127
or? vy <87’ or \r * dr ( )
2
Integramos sobre 7 a la ecuacién anterior y teniendo presente que a’(r) = —2in(1+ 4T—R2)7

obtenemos

1 (@) __BOr (5.128)

PR
v (14 45)
donde R es el radio del universo y k = +1,0, —1 define la curvatura intrinseca del subes-

pacio tridimensional con t=constante. Integrando la ecuaciéon anterior, obtenemos

1_ ARPB()
=C)+ AT B (5.129)

donde B(t) y C(t) son constantes de integracion dependientes del tiempo. Para determinar
estas constantes, necesitamos calcular previamente y(r, t) tal que cuando la proporcion r/R

sea despreciable debido a que (r/R << 1) podamos recuperar el valor de

y(r,t) = % (5.130)

Por lo tanto, conseguimos esta soluciéon considerando

_ 16R?

Ct) = Sy (5.131)
—4
B(t) = D) (5.132)

entonces la ecuacion (5.129) quedara de la forma
p(t) kr?
t)y=—11+— ). 1
Reemplazamos en la ecuacion (5.126), despejamos £(r,t) y reemplazamos en la ecuacion

(5.125), obteniendose

2\ 1/2
v(r,t) =p(t) +4In |1+ # (1 + kL)

2
- s ~ 2 (1 + kl) , (5.134)

4R?
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1/2
w(t) k2

L4 40 (1 4 2yl

&(r,t) =21In

(5.135)

Reemplazando las ecuaciones anteriores en la ecuacion (5.55), obtenemos la ecuacion

r 1/27 2

®) kr?

oo |0 )

I FENONC e
2r 4R?

i 1214
4(t) r?
1+ 57 <1 fRQ) }
- = (1 . )2 e [dr® +1r* (d6” + sin® 0d¢”)] (5.136)
1+ i

donde el parametro £ puede tomar valores de —1, 0, +1 para un espacio-tiempo hiperbolico,
plano y esférico respectivamente [59]. La expresion (5.136) es una generalizacion de la
métrica de McVittie y es valida para cualquier curvatura. Sin embargo, cabe indicar que
es posible otro tipo de generalizacién para la métrica de McVittie, considerando una masa

variable en el tiempo m = m(t). Asi escribimos la métrica (5.124) como [60]

1 _ m(t) m(t) 4
ds? = | — 220 ) g2 — g2(p) <1 + ) dr® +r® (d0® + sin® 0d¢®)] . (5.137)
(H;:;:z) ) 1 !

Analizando la métrica anterior, notamos al igual que las métrica (5.119), esta se reduce a
la métrica de Schwarzschild cuando se fijan: £k = 0, a(t) constante y a la métrica FLRW

ordinaria en el limite m(t) — 0.



Capitulo 6

Solucion de McVittie con particula
cargada y constante cosmologica

negativa

La métrica de McVittie [16] es la primera solucién a las ecuaciones de Einstein con el
objetivo de describir una particula esféricamente simétrica en un universo en expansion.
El estudio de la métrica de McVittie con carga es importante porque nos permite estu-
diar el comportamiento del agujero negro cargado en un universo en expansion [80]. Por
otro lado, estudiar la solucion de McVittie con constante cosmologica negativa (A < 0) es
trascendente ya que la correspondencia entre el espacio Anti-de Sitter (AdS) y la teoria
conforme (CFT), conocida como correspondencia AdS/CFT, nos indica que para el caso
A < 0 su anélisis es digno de consideraciéon. El espacio Anti-de Sitter corresponde a una
solucion a las ecuaciones de Einstein con constante cosmologica negativa [83], y es una
teoria clasica de la gravedad; mientras que la teoria conforme es una teorfa cuéntica. Esta
correspondencia entre una teoria clasica de la gravedad y una cuantica es de mucha impor-
tancia en Fisica Teorica ya que puede ser una posibilidad para cuantizar la gravedad. La
dualidad AdS/CFT |61] propone la equivalencia entre ciertas teorfas de campos conforme
(CFT) en d dimensiones y el estudio de teorfas de gravedad en espacios Anti-de Sitter

(AdS) en d + 1 dimensiones. En particular, relaciona el limite fuertemente acoplado de
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la teoria de campos con el limite clésico de la teoria de super-gravedad y viceversa. En
este capitulo nos proponemos determinar una métrica de McVittie cargada que incluya el

término cosmoldgico y luego analizar esta solucién con constante cosmologica negativa.

6.1. Meétrica de McVittie con carga

La solucion de McVitte, desde que fue propuesta en 1933, ha sido sujeta a muchos estudios
[62]. La version cargada de la métrica de McVittie fue inicialmenbte propuesta en 1968
por Shah y Vaidya [63], luego fue generalizada en 1979 por Mashhoon y Partovi [64]. Sin
embargo, la solucion cargada de McVittie fue redescubierta por Gao y Zhang [65], quienes

también generalizaron dicha soluciéon a dimensiones mas altas.

6.1.1. Ecuaciones de campo

Teniendo en cuenta coordenadas comoving, consideramos un elemento de linea que presente

simetria esférica de la forma
ds? = —e“ Dt 4 P (dr? 4 r2d0?). (6.1)

Usando la métrica (6.1) y las ecuaciones de campo de Einstein, las cuales estan dadas por

la ecuacion (3.22), calculamos las componentes no nulas, las cuales son

9B 1 [/0B\> 208\ 3 9B\ >
T} = eP |5+ (=) +5 | e+ 2
sl ‘ <8r2 +4 (87’) +7“87" 1" (825) ’ (6.2)

(1 /08\> 1080a 1 /08 O«
L B -2 P, (2L 2=
sl = e <4 ((97") +207‘8r+r(8r+8r

(928 308\ 18808a
- e (Wﬁ(a) 755)7 (6:3)

10?8 1% 1 (da\* 1 (98 0«
0 _ b _ B2 2y 222 — =4 2=
sl = 8wy =e <28r2+207“2+4(87“> +2T (8r+8r>

W (08 3 (08\ 1080«
- (Wﬁ(a) —555)7 (64
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98 10800

t -« _
sml, = e (87587" 2 0t 87’) ’ (6.5)

9?8 1080«

ro_  _ B 7=
smly = e (atar 2 0t 87’) ' (6.6)

Para el espacio alrededor de la particula cargada que contiene un fluido perfecto con campo

electromagnético, el tensor de energfa-momento T toma la misma forma
T = MF 4 EF, (6.7)

donde MF es el tensor de energia-momento asociado a materia y E¥ es el tensor de energia

momento asociado al campo electromagnético, cuyas expresiones estan dadas por
M{ = (p+ p)oi® = pdt, (6.8)
convt =0, vo'=1y
1
ATEY = —F*F,, + Z—léfFabﬂb, (6.9)
donde Fj; satisface las ecuaciones de Maxwell
Flijiry = 0 (6.10)
Fif =4nJ'. (6.11)
Para un campo eléctrico esféricamente simétrico, consideramos a la componente F}.; como
la tinica componente no nula.
Considerando que el espacio, alrededor de la particula cargada, esta lleno de un fluido

perfecto cargado, entonces en coordenadas comoving el vector densidad de corriente .J°

tendra como componentes (0, 0,0, J*). De la ecuacion (6.11), tenemos
Fi' =4xJ" =0, (6.12)

integrando, obtenemos

Fpy = f(r)ele=972, (6.13)

donde f(r) es una funciéon arbitraria.

Si, ademas, el fluido no esta cargado, tendremos que J* es igual a cero, entonces

FI' =4nJ' =0, (6.14)
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o en un su forma equivalente

O [\/—gFt’"} = 4m\/—gJ" =0,
donde g = —e**38risen?d.

Integrando la expresion anterior, se tiene

F.,= we(afﬁ)ﬂ (6.15)

donde 1(t) es una funciéon a determinar. de las ecuaciones (6.13) y (6.15), tenemos

f)= 2, (6.16)

donde 9 (t) = @, @ es una constante arbitraria.
Poniendo el tensor TFen términos de g v reemplazando en las expresiones (6.2) hasta

(6.6), obtenemos

25 108 0a
oior aotor (6.17)
5 (108 1(98\° 10%a 1 (0a\® 10B0a
Flos - =) +s55+- =) 55—
20r2 4 \or 20r2 4\ or 2 Or Or
1 (98 0\ ..
6.1.2. Solucién de las ecuaciones de campo
Resolviendo la ecuacion (6.17), tenemos
op
o2 = p(t)— 1
= ()5 (619

donde ¢(t) es una funcion por determinar.

Reemplazando (6.19) en (6.18), obtenemos

a&ﬁ L 825 825 a_ﬁ )

03 2 -
ot

Haciendo el cambio de variable

2
o6 _ 198 1(‘95). (6.21)

R
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Diferenciando respecto al tiempo la expresion anterior y reemplazando en (6.20), obtene-
mos
ox 10p op

A LTI 92\ B
5 T o X 214(r) 5 ¢ (6.22)

Integrando esta ecuacion y usando la relacion (6.21), obtenemos

52 [325 108 1(%

_____ or

o ror 2 ) ] = —4f*(r)e”? + F(r), (6.23)

donde F(r) es una funcién por determinar.
Si considramos f(r) = 0 en la ecuacion (6.23), obtenemos la solucion de McVittie [16] que
describe el campo gravitacional de una particula de masa sin carga inmersa en un universo

en expansion. En este caso, la funcion arbitraria F(r) toma los siguientes valores

6_m
F(r) = (6.24)

6m
m cuando k 7é 0.

cuando k£ = 0.

donde p es una constante y k es la curvatura del espacio tridimensional del universo

homogéneo. Haciendo los siguientes cambios de variable

V1+ kr?
ePl? = (1 + er) y, y=y(z,t), == #, (6.25)
r

y reemplazando los cambios de variable anteriores en la ecuacion (6.23), obtenemos

5 . 1 _
Yy — §F334 (z* — k) T2 (6.26)

d
Y L W _ g6 (42 )
La ecuacién anterior es una ecuacion diferencial no lineal de segundo orden. Al resolver esta
ecuacion, suelen surgir singularidades removibles que pueden dificultar la solucién. Para

evitar tal dificultad y obtener la singularidad en r = 0 solamente, elegimos los siguientes

pares de valores para las dos funciones arbitrarias f y F.

Caso 1.
Q
- Q@ -1=2
F o= 6m(a?— k)= (6.27)
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Caso 2.
foQ@-n” @
3 r2 (14 kr2)5/2
2 _p)? 6
Fo= em _ ) _ ] (6.28)
x r3 (1 + kr?)

Estos dos pares de los valores de f y F', dados en los dos casos anteriores, son las condiciones
necesarias para obtener la solucion general de la ecuacién diferencial de segundo orden libre
de singularidades removibles [66]. Para nuestro propdsito, analizaremos el caso 1.

Sustituyendo las ecuaciones dadas en (6.27) en la ecuacion diferencial (6.26), obtenemos

d?y 3dy

2 g () et (20T (029

No es posible encontrar solucién a esta ecuacion diferencial, a menos que consideremos

k = 0. Haciendo k = 0 en (6.29), obtenemos

Py 3dy
dz?  zdzx

3m
= QQQ?JB - 792, (6~30)

Haciendo el cambio de variables
y=x1"'2, x=¢, (6.31)
reemplazando (6.31) en la ecuacion (6.30), luego integrando, se obtiene

d 2
(d—z) = 22— 2mz" + Q% + (), (6.32)
g

donde ¢(t) es una funciéon arbitaria. Para nuestro propoésito, consideramos c(t) = 0y

obtenemos

dz

= *+do. 6.33
zy/1—2mz + Q222 (6.33)

1
Haciendo — = u(o,t). Reemplazando en la ecuacion (6.33) e integrando obtenemos una
z

expresion para u de la forma

2 2
£o+A/2 m°—Q eiaf)\/Q’ (6.34)

u=m-e 1
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donde A = A(t) es una funcién a determinar. Reponiendo las variables y = e %/2 y r,

tenemos

2 2

m m* —

B2 = M2 (1 L Mpmae T — Q@ : (6.35)
r 4r?

en la expresion anterior consideramos e* = a?(t) para que nuestros resultados sean com-

patibles con los encontrados en el capitulo anterior, entonces e/ = 1/a(t). Por tanto, la

ecuacion (6.35) toma la forma

¢ — a(t) [1+Q+Mr=a2(t) [(Hﬁ)z Q—Zr (6.36)

ar 4a2r? 2ar 4a2r?

De la ecuacion (6.19), usando la relacion dada por (6.36), obtenemos

m2—Q2 2
o {1_( 4a?r? q

et = VL (6.37)
5y
ar 4a’r

donde hemos elejido la funcion ¢(t) de la ecuacion (6.19) de manera que ¢*(t)(d\/dt)? = 1.

Reemplazando en la ecuacion (6.1), obtenemos la métrica de McVittie con carga, la cual

presenta la forma

{1 _ (- QQ)T
dt?

d82 - m 432T2 Qz 2
[(1 i %) B 4a27’2}
2 mo\? Q* 1
+a’(t) {(1 + M) - 4a27"2} (dr® +12dQ?) . (6.38)

6.2. Meétrica de McVittie cargada y término de Hubble

En esta seccion, introduciremos el término de Hubble H en la métrica de McVittie.

Haciendo los siguientes cambios de variable

2
R = ar{(l—i— m)2 QQ} :m+ar+M, (6.39)

2ar)  4a’r? dar

2ar = R—m+/R2+Q?*—-2mR = f(R), (6.40)
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donde R es conocido como el radio areal [62].
Seguidamente, analizaremos cada uno de los términos de la métrica de McVittie cargada;
y mediante una serie de artificios matematicos buscaremos la posibilidad de introducir el
término de Hubble
H="2
a
donde a = a(t) es el parametro de escala y el punto sobre a representa la diferenciacion

respecto del tiempo.

1. Analizando el término temporal de la métrica de McVittie cargada dada por (6.38)

{1_Mr {ar_wr

4a®r? dar
r-ae] [(Org)-5) ]
(18 _ 5]
_ (m-R - f(R))’ (6.41)

2. Analizando el término

mae QP 1, my @ 12 far)’
a’ {(1+Tm> ——4a2r21 dr? = {ar {(1—%%) _4a2r2} } (7)

= R (ﬁ)Q : (6.42)

Para calcular dr/r, debemos calcular primero

OR OR

= dt + =—dr. 4
dr o dt + e dr (6.43)
2.1 Calculando OR/0t.
aR m2 _ Q2 m2 o Q2
ot ot <m Tt e ) “ 4ar ’

= (ar—M)H:(Zar—R—Fm)H,

— (m+ f(R)— R)H. (6.44)
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2.2 Calculando OR/Or.
OR 0 m? — Q? 1
o = o (m—l—ar—i—T) —a—;(R—m—ar),
_ 2ar—R+m
= —
_ f(R)—R+m (6.45)
. : .
Remplazando (6.44) y (6.45) en (6.43), obtenemos
dR = (m+ f(R) — R) Hdt + J(R) _TR L (6.46)
entonces
dr _dR—(m+ f(R) — R)Hdt (6.47)
o f(R)—R+m ' '
Reemplazando (6.39) y (6.41) en la métrica (6.38) tenemos
(m— R+ f(R)) R?
ds® = i dt* + =) (dr? +r2dQ?) (6.48)

reemplazando la expresion (6.47) en el segundo término de la expresion anterior, obtenemos

2 _ (m—R—f(R))Q_ 2172 7,2 R’ 2
ds® = [ 7 R°H*| dt” + F(R) - R+ m)QdR
(f(Rfi%Qng m) dRdt + R*d°. (6.49)

La expresion anterior resulta ser la métrica de McVittie cargada y expresada en funcion del
parametro de Hubble; la carga se encuentra inmersa en la funcion f(R). La expresion dada

en la ecuacion (6.49) constituye uno de los resultados importantes que hemos obtenido.

6.3. Meétrica de McVittie cargada y A < 0

En las secciones anteriores, hemos determinado la Métrica de McVittie cargada y su repre-
sentacion en funcion del término de Hubble. En esta seccidon, analizaremos dicha solucién
de McVittie con término cosmoldgico negativo.

Considerando la métrica (6.38), determinamos el escalar de Ricci R?, el cual viene dado



CAPITULO 6. SOLUCION DE MCVITTIE CON PARTICULA CARGADA Y CONSTANTE COSMOLOGICA
NEGATIVA

por [62] .
6H(t)

2m Q27
J1=ZE X
R+R2

donde R es el radio arial dado por la ecuacion (6.39).

R = 12H*(t) +

(6.50)

En la expresion anterior podemos notar posibles singularidades cuando H (t) diverge, y en

la region del espacio-tiempo donde
h(R)=1— —+ = =0, (6.51)

es decir, para
R=m=++\/m?— Q?, (6.52)

la cual, en términos de la coordenada original r, serfa

ra(t) i% . (6.53)

En el caso (m? < @?), la funcion h(R) no tiene raices reales y la singularidad esta en
R =0, es decir cuando ra(t) = —(m £ Q)/2.

Para el caso particular, donde m = @ = 0 la ecuacion (6.50) que corresponde al escalar
de Ricci, se reduce al escalar de Ricci correspondiente al universo plano de FLRW.
Ahora procederemos a hacer un anélisis de nuestra métrica considerando una constante
cosmolbgica negativa. Empezaremos considerando el caso de un fluido perfecto con den-
sidad p y presion isotrépica p, la condicion de energia fuerte estd dada por la ecuacion
(4.148), la cual presenta la forma

p+3p>0. (6.54)

Para un universo de FLRW con factor de escala a(t), respecto a la ecuacion (6.54), las

ecuaciones de Einstein con A < 0 nos permiten obtener [68].
a
3-<A<O, (6.55)
a

teniendo presente que

H=-—-H? (6.56)
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la ecuacion (6.55) se puede escribir como
3(H+H*) <A<0, (6.57)

de donde podemos deducir que

H <0, (6.58)

Nuestro interés es ahora expresar la densidad p y la presiéon isotropica en funcion de H;
para ello, determinamos las ecuaciones de Einstein con A < 0.

Las componentes del tensor de energia-momento vienen dadas por

1
T = —p+ o F'F, (6.59)
1
Tr = p+ 8_7TF“fﬂt, (6.60)
1
Ty = T)=p- gF’“’fﬂt. (6.61)

Por otro lado, las componentes del tensor de Einstein estan expresadas como

G, = T 3H?, (6.62)
) :
GI = = +3H*+ 2H : (6.63)
T R4 2
] Q 2m
"RTR
Gy = G
2 2H
= —— +3H’+ : (6.64)
i 1 + Q_Q — 2_m
R R

Por lo tanto, las ecuaciones de Einstein vienen dadas por

2
8np— F''F,y = —mit 3H? — A, (6.65)
2 2H
—8mp— F"'F,, = & +3H* + — A, (6.66)
R ) Q* 2m
"BRTR
2 2H
—8p+ F"'F,y = gt 3H? + T A. (6.67)
1+ = —
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De las ecuaciones (6.66) y (6.67), se obtiene

, Q?
F''F, = o (6.68)
Reformulando las ecuaciones de Einstein quedan
2Q? 2
8rp = Tt +3H" — A, (6.69)
2H
—81p = 3H>+ —A. (6.70)
4 Q* 2m
R? R

Tomando en consideracion la ecuacion (6.58), podemos indicar que estos modelos cosmo-

l6gicos mantienen caracteristicas generales |68|, que son
L p>0,
I. p+p=>0,

Por tal razon, las condiciones de energia nula y débil, dadas por las ecuaciones (4.143) y
(4.144), siempre se cumplen.
Ahora reemplazaremos las ecuaciones de Einstein dadas por (6.69) y (6.70) en la condicion

de energia fuerte dada por al expresion (6.54), de donde tenemos que

2002 6
—% —6H? — +2A >0
R m Q* 2m
R? R
) .
H
= +3H*+ i <A <0, (6.71)
R? ) Q% 2m
"RTR
o, en su forma equivalente, seria
- H? H < A 0 72
@ + + 1 Q2 i g < 0. (6 )
"RTR

De acuerdo a la ecuacion (4.149), la condicion de energia dominante establece, para la
presion, el siguiente rango

—p<p<p (6.73)
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Analizando las ecuaciones (6.58), (6.69), (6.70) y (6.73), se deduce de la ecuacion (6.73)
que la desigualdad —p < p, generalmente, se cumple; en cambio la desigualdad p < p

requiere la siguiente restriccion

H 2
— + & < 3H? - A. (6.74)

Ahora analizaremos con mas detalle una forma especifica para la determinacion de H. De
acuerdo con |68] estamos interesados en modelos donde a(0) = a(ty) = 0, a(ty) = 0, siendo
0 <ty < ty. Por otro lado, la funcion H debe cumplir que: H(0 <t < t9) > 0, H(ty) =0
y H(tg <t <ty) <O0.

Definimos [68] la siguiente relacion
) A
Hi=-%. T=3Ht (6.75)

tomamos en consideracion que Hy > 0.

Para nuestro anélisis, tomando en cuenta las observaciones anteriores, consideramos el
factor de escala a(t), un universo sin curvatura con A < 0 y usando las ecuaciones (20) y
(25) del paper de P.Landry, M. Abdelqader y K.Lake [68] se deduce que

e 8tp+ A Hisen’T
3 (1 —cosT)?

Reemplazando la expresion anterior en la ecuacion (6.69), se obtiene

HZsen®T 20)?
H= 0 : :
\/(1 ~ CosT) ' 31 (6.76)

Derivando, obtenemos
1 3H

HZsen?T 202 (1 —CosT)?
(1 — CosT)? * 3R4

B

senT. (6.77)

Cabe indicar que estas expresiones son mucho mas generales que las calculadas por P.Landry,
M. Abdelgader y K.Lake [68] para el caso de la métrica de McVittie con constante cos-
mologica negativa, las cuales presentan la forma

0o Hysen(T) i - 3H?

11— Cos(T)’ T 1—cos(T) (6.78)
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De nuestras ecuaciones anteriores, podemos notar que la caracteristica dominante en nues-
tro andlisis es el desarrollo de una gran implosion; es decir, un gran colapso mas comun-
mente conocido como un Big Crunch; donde esta gran implosién ocurrird con A < 0

siempre que se mantenga la condicion de energia fuerte descrita por la ecuacion (4.149).



Capitulo 7

Agujeros de gusano en el universo de

McVittie

En este capitulo, consideraremos como objeto de investigacion el agujero de gusano tran-
sitable de Morris-Thorne, al cual modificaremos considerando el término de forma b(r) =
bt /r™=1 con el fin de obtener un modelo de agujero de gusano transitable, inmerso en un
universo de FLRW como caso particular del universo de McVittie, el cual serd comparado
con el modelo de agujero de gusano en el universo de FLRW propuesto por Sung-Won Kim
[72] con el objetivo de analizar la equivalencia entre dichos modelos. Al final del capitulo,
analizaremos el caso de un agujero de gusano mas general usando la métrica de McVittie;
donde el agujero de gusano esta modelado por una delgada capa esférica que acrecenta el
fluido de quinta esencia.

El espacio-tiempo de McVittie es una solucion esféricamente simétrica a la ecuaciéon de
Einstein con un tensor de energia-momento de un fluido perfecto, y describe el campo

externo de una masa cuasi-aislada que asintoticamente tiende al universo de FLRW.
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7.1. Agujeros de Gusano Atravesable en el Universo de

FLRW

Para desarrollar este tema, aplicamos el método descrito en el paper de Chang Shuang
[71] v el paper de Mirza-Eshaghi-Dehdashti [82] con el fin de obtener una nueva solucion
para la evolucion del agujero de gusano. Consideramos la metrica, para un agujero de
gusano esféricamente simétrico y estatico, descrita por M.Morris y K. Thorne [44], la cual

presenta la forma

dr?
ds* = —e 2 d? 4 ———— 4 r*(dp? 20dp* 7.1
s e +1—b(r)/r+r< + sen®0d¢?), (7.1)
donde ¢(r) es la funcion de desplazamiento al rojo y b(r) es la funcion de forma.
Para nuestro analisis, consideramos un modelo donde la funcion desplazamiento al rojo y

la funcién de forma estan dadas por

b

rm—1 ’

o(r) =0, b(r)= b= 2b™, (7.2)

donde by es el radio de la garganta del agujero de gusano, m es un nimero real positivo y
b un parametro arbitrario.

De acuerdo a las condiciones anteriormente expuestas, tenemos

2™

b(r) = gy (7.3)
Entonces la métrica (7.1) toma la forma
ds* = —dt* + d—yﬂ + r%(df* + sen®0d¢?) (7.4)
1 —2bm /rm ' '

Haciendo los siguientes cambios de variable [82]

s=27Vm t=2"Vmy, = _2lajm(1 + o™ ™)™, (7.5)

reemplazando en la métrica (7.3), conseguimos reescribir dicha métrica en coordenadas

isotropicas, la cual presenta la forma

di?* = —dv* + (1 + b—)4/m(dx2 + 22d6? + z*sen®0dy?). (7.6)
xm
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Por otro lado, la forma isotrépica de la métrica de FRW viene dada por la expresion

a?(v)

&’ = —de? + —2Y)
SR TR TEyIP

(dz® + 2%d0* + x*sen®0dp?). (7.7)

Al comparar las expresiones (7.6) y (7.7), establecemos la métrica para un agujero de

gusano inmerso en el universo de FRW de la siguiente manera:
di? = —A*(v, 2)dv? + B*(v, x)(dz® + 22d6? + x*sen®0d¢?), (7.8)

de donde obtenemos

Guv = _AQ('U:x)a Jzz = BQ(“)£)> 99,(9 = BQ(vvx)lz?

(7.9)
9o.s = B*(v, x)x%sen?0),
de la ecuacion de campo de Einstein
1

G =R, — Eg,wR = kT, (7.10)

deducimos que Gy, = G, = 0, de donde deducimos que

B

Av,z) = f(v)ﬁ, (7.11)

comparando las ecuaciones (7.6) y (7.8), consideramos una posible forma para B como
B(v,z) = (w(v, ) 4 q(v)/z™)*™, (7.12)

calculando B = dB /dv y reemplazando en la ecuacion (7.11), determinamos que

Afw,z) = L

m

W+ g/x™

o) (7.13)

En el caso de que v sea constante y las condiciones asintéticamente planas, debe ser
reducido al término /—ggo-

Comparando las ecuaciones (7.6) y (7.13) para el término go, obtenemos
fuw=mw, fq=mgq, (7.14)
definiendo a ¢(v) = b™d™(v), encontramos que

f==, (7.15)
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donde d(v) es una funcién arbitraria, que estd relacionada con el factor de escala del
universo.

Para los dos casos limitantes de valores de x pequenos y grandes, la ecuacion (7.8) se
reduce a las ecuaciones (7.6) y (7.7), respectivamente, por lo que podemos identificar la
forma de w(v, x) que es similar a la solucion exacta que ya se ha obtenido para los agujeros
negros [5].

Identificando w(v, z), tenemos:

d™(v)
(1 + ka2/aym/2’

w(v,z) = (7.16)

La forma final de la métrica para un agujero de gusano atravesable en el fondo del universo

FLRW se obtiene reemplazando (7.12) en (7.8) y esta dada por

1 b™

(L1 k2 jayn2

di?> = —dv® + a?(v)] [ (da? + 22d*Q), (7.17)

donde a*(v) = d*(v) es el factor de escala.

Dentro de la literatura cientifica, existe otro modelo para estudiar los agujeros de gusano
en el universo de FLRW ,como se indica en la referencia [72] el elemento de linea viene
dado por

dr?
1 —Fkr2—>b(r)/

ds? = —e**Mat? + R*(t) . r? (df° + sen0d¢?) | . (7.18)

Haciendo los cambios de variable dados por las ecuaciones (7.2) y (7.3), la métrica anterior

toma la forma

dr?

1—kr2—2b—m
rm

ds® = —dt* + R*(t) + 7% (df® + sen®0d¢?) | . (7.19)
Teniendo en cuenta los cambios de variable dados por la ecuacion (7.5), se obtiene una

métrica de la forma

pm 4/m
di2 = —dv® + R2(t) <1 + ?m) (d2” + 2*d6° + a*sen*0dg”) (7.20)
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haciendo R(t) = a(v), se tiene

m

4/m
di* = —dv* + a*(v) <1 + —) (dx2 + 22d6? + x236n20dgb2) , (7.21)
:Lvm

pm 4/m

tomando en cuenta el siguiente cambio de variable a?(v) (1 + —) = B%*(v,x) obte-
xm

nemos

di* = —dv* + B*(v, 1) (d:c2 + 22d* + x2sen29d¢2) ) (7.22)

Comparando las expresiones (7.22) y (7.7), establecemos la métrica para un agujero de

gusano inmerso en el universo de FLRW de la siguiente forma:
di* = — A% (v, z)dv* + B*(v, z)(d2® + 2°d6? + z*sen0d¢?). (7.23)

Notamos que las expresiones (7.8) y (7.23) son idénticas, lo que nos indica que las métricas
(7.1) y (7.18), para los cambios de variable dados por las ecuaciones (7.2), (7.3) y (7.5),

son equivalentes para la descripcion de un agujero de gusano en el universo de FLRW.

7.2. Agujeros de Gusano en el universo de McVittie

En la actualidad, varias observaciones astronoémicas y cosmologicas, provenientes tanto de
las medidas de las anisotropias del fondo de microondas [73| como de observaciones en
supernovas distantes de tipo Ia [74]|, muestran que el Universo esta experimentando una
fase acelerada de expansion. A la energia causante de esta expansion, se le ha denominado
energia oscura. A la fecha, existen muchos modelos responsables de esta expansion. Entre
ellos, son la constante cosmologica positiva |68], los campos de quinta esencia [75], modelos
de gas de Chaplygin generalizado [76] y modelos de energia fantasma [77], entre otros.
Pero la energia fantasma es, precisamente, el tipo de energia que se necesita para formar
agujeros de gusano transitables, lo que indicaria la probable existencia de estos objetos, y
por tanto, la existencia de vias interestelares o intergalacticas en el universo.

En la seccion anterior, hemos considerado el agujero de gusano en el universo de FLRW; sin
embargo, en nuestro anélisis hemos supuesto de que el agujero de gusano considerado no

perturba el entorno de FLRW. Esta suposicion debe corresponder a una masa gravitacional
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nula para el agujero de gusano [78]. Por tal razon, el agujero de gusano considerado adolece
de la limitacion de que la superficie del agujero de gusano se ajusta para que no perturbe
el fondo cosmolégico circundante. En esta seccion, analizaremos el caso de un agujero
de gusano més general usando la métrica de McVittie; donde el agujero de gusano esta
modelado por una delgada capa esférica que acrecenta el fluido de quinta esencia, nuestro
anaalisis estara basado en el paper de Faroni [78] .

Partiendo de la métrica de McVittie, dada por la ecuacion (5.119), la cual tiene la forma

140 )\’
ds? — 1_5(7;) At — (1 + 2_7’) a’(t) [er + 72 (d92 + sin? 9dgb2)} , (7.24)
T

Haciendo los siguientes cambios de variable

o, () ()
Alr,t) =1+ o B(r,t) =1 o (7.25)
la métrica de McVittie toma la forma
2 _ B(r,t) ’ 2 2 4 2 2 (102 2 2
ds® = A1) dt* + a®(t)A*(r,t) [dr® + r* (d0° + sin® 0d¢?) ] . (7.26)
r

Para modificar la métrica de FLRW, consideramos que esta es causada por la capa esférica
> del agujero de gusano localizada en determinada posicion; con esta consideracion méas
la introduccion de una funcion no nula u(t), es posible eliminar la variable r de la métrica
de McVittie; por tal razon, consideramos que la capa delgada X se encuentra localizada

en el radio dado por |78]
_ _ R
T—r2<t>—a(t)A2(t7T2)7

donde R(t) es el radio comoving de la capa delgada y esférica del agujero de gusano.

(7.27)

Reemplazando (7.27) en (7.26), tenemos

2 _3_2 2 2 4d_7"2 2 20102 | 2072

ds® = Azdt + | a®A e dt“+ R (d9 + sin Hdgb)
B2 2A6d2

= = (1_“32 d—;) dt® + R? (d6” + sin® 0d¢?)

B? aA3dr\? .
= -5 [1 — (?%) dt* + R* (d9” + sin® 0d¢”) . (7.28)
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Haciendo el cambio de variable

a(t)A3(rs, t) drs
B(rg,t) dt’

tanhy =

reemplazando (7.29) en (7.28)
B? .
ds’|ss = =5 [1 = tanh*x] df* + R* (d0” + sin® 0d¢”)

obteniendose finalmente la expresion [78]

B(r,t 2
ds?|s, = — (Agr’t)) sechx) dt* + R*(t) (d6” + sin® 6d¢?)
T’

la cual es una métrica tridimensional en 3 tinicamente en coordenadas (t, 6, ¢).

(7.29)

(7.30)

(7.31)

Las métricas tridimensionales para el estudio de la geometria de los agujeros de gusano

no solo aparecen en la métrica de McVittie, también aparecen en el modelo de Morris y

Thorne al considerar que la garganta tiene una simetria toroidal [79], la cual fue sugerida

para intentar solucionar el problema de la construccién de una maquina del tiempo.

Ahora procederemos a calcular la ecuacion dindmica de la capa esférica del agujero de

gusano.

Partiendo de la ecuacion (7.27), tenemos

R

- = TEA27
a

derivando la expresiéon anterior

d (R drs dA
L I Y sy
dt (a) a g

Usando una de las relaciones dadas por (7.25)

de donde se tiene

(5> dt $7

1o\ dry du

— A1 B )EE L 4

( 2r2> dt dt’
_yplrs . ydn

(7.32)

(7.33)

(7.34)

(7.35)
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despejando dr/dt de la expresion anterior, obtenemos

drs 1 |d (R du
& " AB [@ (‘) Aﬂ - (7.36)
De la ecuacion anterior, despejando el término d(r/a)/dt, se tiene
d (R du drs,
—(—)—-A—=AB— 7.37
dt <a> dt dt’ (7.37)

teniedo presente que la velocidad tridimensional de la capa delgada, relativa al fluido

cosmico se define como [78]
a(t)A3(rg, t) dry

= tanhx(t) = 7.38
v = tanhx(t) Blrart)  dt’ (7.38)
de donde obtenemos
drs, vB
—_— =, 7.39
dt aA3 (7.39)
reemplazando (7.39) en (7.37), obtenemos
d (R du v (B 2

Analizando la ecuacion anterior, para el caso en que v < 1, tenemos que la ecuacion (7.40)

se reduce a la ecuacion asintotica que presenta la forma

d (R du

dr
Haciendo uso de la relacion (7.27), se obtiene d_tz = 0, cuya solucion es ry, = C, siendo C

una constante. Finalmente, calculamos la expresion para R(t) dada por

pA(t)
R(t) = a(t) (C’ + u(t) + W) . (7.42)
Cabe hacer notar que la expresion encontrada para R(t), mediante la métrica de McVittie,
es mucho mas general que la calculada usando la métrica de FLRW [78] la cual presenta
la forma

R(t) = a(t)e™, (7.43)
donde « es una constante. También es importante mencionar que los resultados que hemos
encontrado en esta seccion, mediante el modelo cosmologico de McVittie, son soluciones

exactas y nos permiten analizar la dindmica de la capa delgada de agujeros de gusano en

un contexto mas general, dependiendo solo de tres parametros independientes: a(t), u(t)

y R(t).



Capitulo 8

Conclusiones

En el transcurso de esta tesis doctoral, desde el comienzo en los primeros capitulos, he-
mos revisado algunos conceptos fisicos y matematicos importantes para el entendimiento
y desarrollo del trabajo de investigaciéon que nos habiamos propuesto. Hemos realizado
una revision de algunos aspectos matematicos importantes para encontrar y comprender
las ecuaciones de la relatividad general. Comenzamos presentando algunas caracteristicas
de las variedades diferenciables, de los espacios curvos; también mostramos como realizar
transformaciones de coordenadas generales y encontramos una derivada que posee caracter
tensorial denominada derivada covariante. Haciendo uso de la derivada covariante, obtuvi-
mos los simbolos de Christoffel y su relacion con el tensor métrico y también con el tensor
de Riemann. Seguidamente, hicimos una revision de la TRG, presentamos el principio de
equivalencia y haciendo uso del principio variacional encontramos las ecuaciones de campo
de Einstein. Posteriormente, se estudio las soluciones asintoticamente planas; dando énfa-
sis en el estudio del agujero negro de Schwarzschild y Reissner-Nordstrom, se determiné
su métrica, sus geodésicas, sus cantidades conservadas y sus diagramas de Kruskal; segui-
damente, se analiz6 el agujero de gusano de Morris-Thorne donde hemos determinado las
condiciones de transitabilidad.

Los resultados principales de esta tesis se componen de dos partes. En la primera parte
hemos obtenido soluciones a las ecuaciones de campo de Einstein que describen el campo

gravitacional de una particula cargada inmersa en el universo de McVittie; dicha solucién
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la hemos expresado en funcién del término de Hubble y, finalmente, mediante las ecua-
ciones de campo de Einstein, la hemos relacionado con la constante cosmologica negativa.
Hacemos notar que la solucién corresponde para el caso de una constante de curvatura
nula de acuerdo a la ecuacion (6.37). En este caso, la particula cargada esta en el origen
y, a medida que nos alejamos de esta particula, el campo eléctrico, las perturbaciones en
la densidad y presion del fluido cosmico disminuyen; y, finalmente, a grandes distancias
de la particula cargada, obtenemos la estabilidad del universo homogéneo e isotrépico co-
mo es la caracteristica del universo de McVittie que se desenvuelve dentro del principio
cosmologico. Para el caso de la métrica de McVittie, hemos logrado encontrar una expre-
sion general valida para cualquier curvatura, la cual esta dada por la ecuacion (5.137). La
métrica de McVittie cargada posee caracteristicas similares que la métrica de McVittie
no cargada, al menos cuando el parametro H(t) del Hubble es asint6tico a una constante
cuando t — 0. Tal solucion tiene un horizonte de eventos y representa un agujero negro
en un Universo en expansion como se muestra en la ecuacion (6.49).

Motivados por la correspondencia Ads/CFT, analizamos la solucion de McVittie carga-
da con una constante cosmologica negativa A < 0. Del andlisis de las ecuaciones (6,74),
(6.75), (6.76) y (6.77), se deprende que la caracteristica dominante es el colapso de un Big
Crunch, el cual ocurriria con A < 0 siempre y cuando se mantenga la condicién de energia
fuerte. Esto conllevaria a que, en un momento dado, el universo dejara de expandirse, se
frenaria y comenzaria el proceso inverso, es decir, el universo empezaria a comprimirse.
En la segunda parte de esta tesis, estudiamos el agujero de gusano en el universo de Mc-
Vittie, comenzamos con el reemplazo de una masa cuasi-estatica por el agujero de gusano
estatico de donde hemos obtenido la métrica para un agujero de gusano atravesable en el
universo de FLRW como un caso particular del universo de McVittie. El modelo que hemos
obtenido ha sido verificado, siguiendo el mismo procedimiento, con otro modelo presente
en la literatura cientifica, comprobandose su veracidad y equivalencia para la descripciéon
de agujeros de gusano inmersos en el universo de FLRW como se muestra en la ecuacion
(7.23).

Posteriormente, hemos calculado un agujero de gusano més general en el universo de
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McVittie, donde el agujero de gusano estd modelado por una delgada capa esférica que
acrecenta el fluido de quinta esencia. Considerando la posicion de la capa delgada y esférica
del agujero de gusano, se pudo eliminar la variable r de la métrica de McVittie y asi poder
calcular una métrica tridimensional tinicamente en funciéon de las coordenadas (¢, 60, ¢).
En este andlisis, hemos calculado la dinamica de esta capa delgada como funcion de los
parametros de McVittie dados en el ecuacion (7.25), considerando pequena la velocidad
de la capa delgada , del orden de v < 1, calculamos el radio comoving de la capa delgada,
solamente en funcion de los parametros a(t), u(t) y R(t), el cual es mucho més general
que el calculado usando la métrica de FLRW. Nuestro estudio nos ha permitido encontrar
una solucién cosmologica en modelo de quinta esencia, la cual es mostrada en la ecuacion
(7.31).

Finalmente, concluimos que la métrica de McVittie es apropiada para estudiar una serie
de sistemas locales, influenciados por la evolucién del universo; asi mismo nos permite
estudiar tanto los agujeros negros como los agujeros de gusano en un universo en expan-
sion. Para el caso de la métrica de McVittie cargada, resulta ser una soluciéon general, si
consideramos a(t) = 1; el elemento de linea, dado por la ecuacion (5.124) se reduce a la
métrica de Reissner-Nordstrom, dada por la ecuacion (4.89), en coordenadas isotropicas;
mientras que para valores grandes de 7, se reduce a la métrica FLRW plana mostrada en
la ecuacion (5.34). Si m = @ = 0, la métrica dada por la ecuacion (5.124), se convierte en
un espacio-tiempo de FLRW plano, como se indica en la ecuacion (5.34). También avan-
ces considerables hacia la comprension de tal métrica han demostrado [80] que un objeto
central satisface las condiciones necesarias y suficientes para ser caracterizado como un
agujero negro, siempre que el elemento de linea sea asintotico a la métrica Schwarzschild-
de Sitter en un tiempo muy grande. Por otro lado, se ha establecido que la métrica posee
una singularidad que yace en el pasado de cada trayectoria causal, el Big Bang de McVit-
tie. Ademas, estos resultados han demostrado ser validos para una versién generalizada de
la métrica de McVittie [81], al menos para algunas masas dependientes del tiempo .

En resumen, podemos indicar que nuestras conclusiones son: por un lado, hemos demos-

trado detalladamente la métrica de McVittie y la métrica de McVittie cargada. Se ha
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expresado la métrica de McVittie cargada en funcion del término de Hubble y las condi-
ciones que debe cumplir dicha métrica para no violar las condiciones de energia; asi mismo,
se ha demostrado que el universo de McVittie cargado con constante cosmoldgica negativa
implosionara en un colapso Big Crunch siempre que se mantenga la condicién de energia
fuerte. Por otro lado, hemos determinado un modelo de agujero de gusano transitable em
el universo de FLRW. También se ha calculado, en el universo de McVittie, el radio en
funcion del tiempo de la garganta del agujero de gusano, que es expandida por la presencia

de materia exotica.



Apéndice A

Componentes del tensor de Einstein

para la métrica de McVittie

Partiendo de la métrica mas general usada por McVittie, la cual esta dada por la ecuaciéon

(5.56), presenta la forma
ds? = 8Dt — v ) [dr? + r*(d6? + sin® 6d¢?)] . (A1)

Consideramos la notacion en que el punto y la coma sobre una determinada variable

indican la diferenciacion respecto de t y de r respectivamente.

A.1. Componentes del tensor de Ricci

1 _’Y_S ’ / : ’ "
R, = _Ze [u et + 3e" P — evré — € 2re® — 4v ret + 2e¥ir
r
1 _’7_6 " !
—Ze [—2{ ret — 4u ef} ) (A.2)
1 ' 0?
Rt = —Ze$|—€¢p+2 ) A3
rT e { St 6t6ry] (A.3)
1 67776 : / ’ 7
Rg = [e”vrf +v 6£§ r+ 3v 2ret — 3eVPr — 2e¥ir
r
1 6_7_6 / /
1 [2655 + 6v eé.] : (A.4)
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A.2.

A.3.

& 1 67775 . ’ / "
Ry, = 1 [e”l)ré + Ve r + 3v 2ret — 3e"iPr — 26”57“]
r
le ¢

4
1 67775 M ’ ’ /
Rl = 1 |:36VD7“§ + &%t d v et r — 3eV i — 6”52’/’}
r
le ¢
e

[26§€l + 61/@5.} . (A.5)

[2§//27”€£ + 4€££l:| . (A.6)

Escalar de Ricci
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Componentes del tensor de Einstein
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Apéndice B

Componentes tensoriales para la

métrica de FLRW

En este apéndice, consideramos una métrica de FLRW de la forma

ds* = —N*(t)dt* + a*(t) (

2

1 —Ekr?

donde N(t) es la funcion lapse.

B.1. Componentes de las conexiones afin

aa . r%aa

- - 1t =___
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B.2. Componentes del tensor de Ricci

i Na
—312 - ==
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B.3. Escalar de Ricci
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