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Resumen

En este trabajo de tesis estudiamos la ecuaci�on de Poisson, con condiciones de
frontera tipo Robin, en una regi�on anular. Demostramos resultados de existencia
y unicidad de la soluci�on d�ebil, para dos sub-problemas, utilizando elm�etodo de
formulaci�on variacional y el Teorema de Lax-Milgram, asociado a espacios de So-
bolev. En este an�alisis tambi�en mostramos resultados de regularidad de la soluci�on
utilizando series de Fourier y �nalmente establecemos una relaci�on entre el 
ujo de
transferencia de calor y la temperatura externa del tubo a trav�es de un operador
lineal compacto.

Palabras clave : Ecuaci�on de Poisson, Espacios de Sobolev, Lax-Milgram, An�a-
lisis de Fourier, Operadores compactos.
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Abstract

In this thesis we study the Poisson equation, with Robin boundary conditions,
in an annular region. We show results of existence and uniqueness ofthe weak
solution, for two sub-problems, using the variational formulation method and the
Lax-Milgram Theorem, associated with Sobolev spaces. In this analysis we also
show regularity results of the solution using Fourier series and �nallywe establish
a relationship between the heat transfer 
ow and the external temperature of the
tube through a compact linear operator.

Keywords: Poisson equation, Sobolev spaces, Lax-Milgram, Fourier analysis,
Compact operators.
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Introducci�on

Este estudio es motivado por los trabajos publicados en el �area deproblemas
inversos en transferencia de calor, en que la ecuaci�on de Poisson se utiliza como
modelo para reconstruir el coe�ciente de transferencia de calor convectivo, a partir
de las informaciones de temperatura en la pared exterior.

En los procesos t�ermicos como la pasteurizaci�on, un alimento, generalmente l��qui-
do, es expuesto a altas temperaturas durante un breve per��odode tiempo y despu�es
es enfriado r�apidamente con la �nalidad de reducir los microorganismos da~ninos para
la salud sin alterar la calidad y la composici�on del l��quido. En este proceso, aparece
el coe�ciente de convecci�on, el cual cuanti�ca la transferenciade calor entre el l��qui-
do y la pared interna del conducto tubular. As��, estimar el coe�ciente convectivo es
de vital importancia, ya que si este presenta peque~nos valores,el proceso t�ermico
no eliminar��a la mayor��a de microorganismos, comprometiendo la saludp�ublica. En
caso contrario, si fuese muy elevado, la calidad del alimento podr��averse afectada
debido al sobrecalentamiento.

Actualmente existe un gran inter�es en determinar el coe�ciente convectivo a par-
tir de las informaciones de temperatura en la pared externa del tubo. Este estudio
realizado corresponde al �area de problemas inversos en transferencia de calor. En-
tre los diferentes m�etodos utilizados para determinar este coe�ciente se incluyen la
utilizaci�on de sondas colocadas en el interior del tubo, sin embargoesto presenta
inconvenientes pues en algunos casos la geometr��a del conducto impide utilizar esta
estrategia. Por otro lado, en el caso posible, las sondas pueden llegar a alterar la
temperatura interna y consecuentemente distorsionar la informaci�on del coe�ciente;
o en �ultimo caso ser destruidas por las altas temperaturas.

El proceso anteriormente descrito puede ser modelado mediante ecuaciones en
derivadas parciales con condiciones de frontera.

En este trabajo estudiaremos la ecuaci�on de Poisson, de�nida sobre la regi�on
transversal de un tubo espiralado, con condiciones de frontera tipo Robin. Mostra-
remos resultados de existencia y unicidad de la ecuaci�on de Poisson en un dominio
anular utilizando el m�etodo variacional y el Teorema de Lax-Milgram.

Consideramos el dominio como la secci�on transversal de un tubo elcual es des-
crito por el conjunto 
 = f x 2 R2jr i < kxk2 < r eg, como es mostrado en la Figura
1, con fronteras interior y exterior denotadas por �i = f x 2 R2; kxk2 = r i g y
� e = f x 2 R2; kxk2 = reg, respectivamente.

Utilizamos este dominio debido a que los experimentos realizados en laboratorio
muestran que la temperatura en el tubo espiralado posee una variaci�on signi�cativa
a lo largo de la circunferencia, mientras que en la direcci�on del axial esta variaci�on
es insigni�cante [13].
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Figura 1: Conducto y secci�on transversal.

Para el modelo matem�atico nos basamos en el trabajo de Bozzoliet. al [13] y
utilizamos la ecuaci�on de Poisson, en coordenadas polares (r; � ), con condiciones de
frontera de Robin.

� w
1
r

@
@r

�
r

@T
@r

�
+ � w

1
r 2

@2T
@�2

+ qg = 0; r i < r < r e; 0 � � � 2�; (1)

� w
@T
@r

(re; � ) = � (Tenv � T(re; � )) ; 0 � � � 2�; (2)

� � w
@T
@r

(r i ; � ) = Q(� ); 0 � � � 2�: (3)

Donde las constantes corresponden a los siguientes par�ametrosf��sicos: � w denota
la conductividad t�ermica del material del tubo,qg es una fuente de calor que depende
de la posici�on (r; � ), el par�ametro � es la resistencia del material a la transferencia
de calor, en �e, con la temperatura ambienteTenv y Q(� ) representa el 
ujo de calor
entre el l��quido y la pared interior � i .

En su investigaci�on, Bozzoli utiliz�o una bomba volum�etrica para transportar el

uido a un tanque de almacenamiento, el cual posteriormente ingres�o en la secci�on de
prueba del tubo en espiral equipado con electrodos de acero inoxidable, que estaban
conectados a un suministro. Esta con�guraci�on permiti�o la investigaci�on acerca de
la transferencia de calor en el interior de un tubo bajo la condici�on de fuente de
calor uniformeqg generado por el efecto Joule.

En este entorno, a medida que el 
uido discurre en el conducto tubular ex-
perimenta el efecto de la fuerza centrifuga, cuya velocidad depende del radio de
curvatura, causando que el 
uido sea empujado desde la regi�on central hacia las
paredes del tubo. Este fen�omeno genera v�ortices contra rotativos, llamados v�ortices
de Dean [18], que aumentan considerablemente la transferencia de calor entre las
paredes del tubo y el 
uido con respecto a procesos t�ermicos entubos rectos. As��,
la curvatura produce una distribuci�on irregular del campo de velocidad en la sec-
ci�on transversal del tubo que conduce a una variaci�on signi�cativa en el coe�ciente
convectivo de transferencia de calor a lo largo de la circunferencia en la direcci�on
angular: presenta valores m�as altos en la curva exterior de la super�cie de la pared
que en el lado interior. Por lo tanto, se tiene que la temperatura en el tubo as�� como
el 
ujo de calor var��an a lo largo de la coordenada angular [12], [23].

Usando como base el modelo (1)-(3), usaremos la teoria de los espacios de So-
bolev para demostrar los resultados de existencia y unicidad para este problema. El
contenido de este trabajo es presentado de la siguiente manera:
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En el cap��tulo 1 introducimos las de�niciones y resultados importantes para el
desarrollo de este trabajo, entre estos temas destacamos los espacios de Hilbert, series
de Fourier, Teor��a de distribuciones, espacios de Sobolev y ecuaciones diferenciales
ordinarias de segundo orden.

En el cap��tulo 2, estudiamos el problema (1) con las condiciones de frontera (2)
y (3), en espacios de Sobolev. Estudiamos resultados de existenciay unicidad para
determinar la funci�on temperatura T a partir del 
ujo Q. La estrategia utilizada
ser�a dividir este problema en dos subproblemas con solucionesV y W, siendo estas
determinadas por el Teorema de Lax-Milgram y bajo ciertas hip�otesis sobre las
funcionesQ y qg, respectivamente. La soluci�on de (1)-(3) es recuperada comoT =
V + W. Finalmente, establecemos una relaci�on entre el 
ujoQ(� ) y la temperatura en
la frontera exterior G(� ) = T(re; � ) � W(re; � ) a trav�es de una ecuaci�onA(Q) = G,
siendoA un operador linear, compacto, auto-adjunto e inyectivo. Siendo esta �ultima
ecuaci�on la base para el estudio del problema inverso correspondiente [4].

Las conclusiones �nales del trabajo son presentadas en el cap��tulo 3.
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Cap��tulo 1

Resultados preliminares

En este cap��tulo introducimos las de�niciones y resultados b�asicosque ser�an
utilizados en este trabajo.

1.1. Espacios de Hilbert

De�nici�on 1.1.1. SeaV un espacio vectorial real. El mapeok � k : V ! [0; + 1 ) es
una norma enV si se cumplen las siguientes condiciones:

1. kuk � 0 para todou 2 V.

2. kuk = 0 si y s�olo si u = 0.

3. k�u k = j� jkuk para todo � 2 R, para todo u 2 V.

4. ku + vk � k uk + kvk para todo u; v 2 V.

El par (V;k � k), dondeV es un espacio vectorial y la funci�onk � k es una norma
es llamado espacio vectorial normado o espacio normado.

De�nici�on 1.1.2. Sea V un espacio normado yS � V . Decimos queS es un
subespacio deV si se veri�can las siguientes condiciones

1. u + v 2 S, para todo u; v 2 S:

2. �u 2 S, para todo u 2 S y � 2 R.

De�nici�on 1.1.3. SeaV un espacio vectorial normado. Una sucesi�onf ungn2 N en
V converge a un elementou 2 V, denotado porun ! u, si

l��m
n!1

kun � uk = 0:

De�nici�on 1.1.4. SeaV un espacio vectorial normado.

(i) Una sucesi�on f ungn2 N en V es una sucesi�on de Cauchy si para todo" > 0
existeN 2 N tal quem; n > N implica que

kun � umk < ":
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(ii) Un espacio normadoV se dice que es completo si toda sucesi�on de Cauchy en
V converge a un elemento en el mismo espacio.

(iii) Un espacio vectorial normado y completo es llamado espacio de Banach.

De�nici�on 1.1.5. SeaV un espacio de normado. Una aplicaci�onF : V ! R es un
funcional lineal si

a. F (u + v) = F (u) + F (v) para todou; v 2 V.

b. F (�u ) = �F (u) para todou 2 V, para todo � 2 R:

De�nici�on 1.1.6. SeaV un espacio de normado. Un funcional linealF : V ! R
es acotado si existe una constanteM > 0 tal que

jF (u)j � M kuk; para todo u 2 V:

De�nici�on 1.1.7. Sean (V;k � kV ), (W; k � kW ) espacios normados, de�nimos el
conjunto

L (V; W) = f F : V ! Wj F es un funcional lineal acotadog:

De�nici�on 1.1.8. Si W = R, el espacioL (V;R) es llamado espacio dual deV y es
denotado porV 0

V 0 = f F : V ! Rj F es un funcional lineal acotadog:

Este espacio es provisto por las operaciones

(F + G)(v) = F (v) + G(v) para todo v 2 V, para todo F; G 2 V 0.

(�F )(v) = �F (v) para todo v 2 V para todo � 2 R para todo F 2 V 0.

El espacioV 0 es provisto por la normak � kV 0 : V 0 ! [0; + 1 ) de�nida por

kF kV 0 := sup
v2 V
v6=0

jF (v)j
kvk

; para todoF 2 V 0:

En este caso, decimos que(V 0; k � kV 0) es un espacio vectorial normado.

Observamos que siF 2 V 0, entonces de la de�nici�on anterior se tiene

jF (v)j � k F kV 0kvk para todo v 2 V:

De�nici�on 1.1.9. Sea V un espacio de Banach, decimos queV es re
exivo si
(V 0)0 = V.

De�nici�on 1.1.10. SeaV un espacio de Banach, decimos que una sucesi�onf ungn2 N

en V converge d�ebilmente au 2 V, y lo expresamos comoun * u si

F (un) ! F (u); cuandon ! 1

para cada funcionalF 2 V 0.
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Teorema 1.1.1 (Compacidad d�ebil ). SeaV un espacio de Banach re
exivo y su-
pongamos que la sucesi�onf ungn2 N � V es acotada. Entonces existe una subsucesi�on
f unk gk2 N � f ungn2 N y un vector u 2 V tal que

unk * u; cuandok ! 1 :

Demostraci�on. Ver Brezis [7].

Teorema 1.1.2. SeaV un espacio de Banach y seaM � V un subespacio. Entonces
M es un espacio de Banach si y solamente siM es cerrado enV.

Demostraci�on. Ver Kreyszig [31].

De�nici�on 1.1.11. SeaV un espacio vectorial real. El mapeoh�; �i : V � V ! R es
un producto interno enV si se cumplen las siguientes condiciones:

1. hu; ui � 0, para todo u 2 V.

2. hu; ui = 0 si y s�olo si u = 0.

3. hu + v; wi = hu; vi + hu; wi para todou; v; w 2 V.

4. h�u; v i = � hu; vi para todo u; v 2 V, para todo � 2 R.

5. hu; vi = hv; ui , para todo u; v 2 V.

El par (V;h�; �i ), dondeV es un espacio vectorial y la funci�onh�; �i es un producto
interno es llamado espacio con producto interno.

Lema 1.1.1. Sea(V;h�; �i ) un espacio con producto interno. Entonces se veri�can
los siguientes resultados:

1. La funci�on k � k : V ! [0; + 1 ) de�nida como kuk =
p

hu; ui para todou 2 V
es una norma.

2. j hu; vi j � k ukkvk para todo u; v 2 V (Desigualdad de Cauchy-Schwarz).

3. ku + vk2 + ku � vk2 = 2( kuk2 + kvk2) para todo u; v 2 V (Identidad del
Paralelogramo).

Demostraci�on. Ver Kreyszig [31].

De�nici�on 1.1.12. Sea (V;h�; �i ) un espacio con producto interno. SiV con la
norma de�nida por kuk =

p
hu; ui es completo, entonces(V;h�; �i ) es llamado espacio

de Hilbert.

En este cap��tulo H denota el espacio de Hilbert.
Los siguientes resultados pueden ser encontrados en Brezis [7].

De�nici�on 1.1.13. Sea S un subconjunto deH , el subespacio ortogonal aS es
de�nido por

S? = f u 2 H j hu; vi = 0 8v 2 Sg:

6



De�nici�on 1.1.14. Seaf Engn2 N una sucesi�on de subespacios cerrados deH . Deci-
mos queH es la suma de Hilbert de los subespaciosEn , denotado porH =

L
n2 N En ,

si

1. Los subespaciosf Engn2 N son mutuamente ortogonales, esto es,

hu; vi = 0; 8u 2 Em ; 8v 2 En ; m 6= n:

2. El espacio generado por spanf En ; n 2 Ng es denso enH .

Teorema 1.1.3. SeaK � H un subconjunto no vac��o cerrado y convexo1. Entonces
para todo f 2 H existe un �unico elementou 2 K tal que

kf � uk � m��n
v2 K

kf � vk:

Adem�as, u es caracterizado por la propiedad

u 2 K y hf � u; v � ui � 0; 8v 2 K:

El elementou 2 K obtenido en el teorema anterior es llamado proyecci�on def
sobreK y es denotado poru = PK f .

Teorema 1.1.4. SeaK � H un subconjunto no vac��o cerrado y convexo. Entonces
PK satisface la siguiente desigualdad

kPK f 1 � PK f 2k � k f 1 � f 2k; 8f 1; f 2 2 K:

Corol�ario 1.1.1. Supongamos queM � H es un subespacio cerrado. Seaf 2 H ,
entonces la proyecci�on def en M , u = PM f , es caracterizado por la siguiente
condici�on

u 2 M y hf � u; vi = 0; 8v 2 M:

M�as a�un, PM es un operador lineal llamado proyecci�on ortogonal.

Lema 1.1.2. Supongamos quef vkgk2 N es una sucesi�on enH tal que

hvm ; vn i = 0; 8m 6= n; y
1X

k=1

kvkk2 < 1 :

Sea la suma parcialsn =
P n

k=1 vk . Entonces,s = l��m n!1 sn existe y

ksk2 =
1X

k=1

kvkk2:

Teorema 1.1.5. Asumamos queH es la suma de Hilbert de los subespacios cerrados
f Engn2 N. Dado u 2 H , de�na el vector un = PEn u como la proyecci�on deu sobre el
subespacioEn y seasn =

P n
k=1 uk . Entonces,

l��m
n!1

sn = u y
1X

k=1

kukk2 = kuk2 (Identidad de Bessel-Parseval):

1Un conjunto K es convexo si dadosx; y 2 K y � 2 [0; 1], entonces�x + (1 � � )y 2 K:
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De�nici�on 1.1.15. Una sucesi�on f engn2 N � H es llamada una base ortonormal de
H si satisface las siguientes propiedades.

1. kenk = 1, para todo n � 1, hem ; en i = 0 si m 6= n.

2. El espacio spanf en ; n 2 Ng es denso enH , i.e., para cada f 2 H existen
constantesck (que dependen def ) tal que

f =
1X

n=1

ck f k :

Teorema 1.1.6. Sea f engn2 N una base ortonormal en un espacio de HilbertH ,
y supongamos quef =

P 1
k=1 ckek . Entonces el coe�cienteck = hf; ek i , para todo

k 2 N:

Demostraci�on. Seasn =
P n

k=1 ckek la n-�esima suma parcial def . Por la hip�o-
tesis inicial tenemos que

l��m
n!1

ksn � f k = 0:

Seam 2 N �jo y sea n � m, entonces utilizando la desigualdad de Cauchy-Schwarz
se tiene

j hsn ; em i � h f; em i j = j hsn � f; em i j � k sn � f kkemk ! 0 cuandon ! 1 :

Por lo tanto,

hf; em i = l��m
n!1

*
nX

k=1

ckek ; em

+

= l��m
n!1

nX

k=1

ck hek ; em i = l��m
n!1

nX

k=1

ck � k;m = cm

y obtenemos el resultado. �

Corol�ario 1.1.2. Seaf engn2 N una base ortonormal deH . Entonces para cadau 2
H , tenemos

u = l��m
n!1

nX

k=1

hu; ek i ek y kuk2 =
1X

k=1

j hu; ek i j 2:

De�nici�on 1.1.16. Seaf 2 H y f engn2 N una base ortonormal deH .

La expresi�on
P 1

n=1 hf; en i en es denominadaserie de Fourier de f .

El coe�ciente hf; en i es denominado elcoe�ciente de Fourier de f con
respecto al conjuntof engn2 N.

Teorema 1.1.7 (Desigualdad de Bessel ). Seaf engn2 N un conjunto ortonormal
en H . Entonces para todof 2 H , se tiene

1X

k=1

j hf; ek i j 2 � k f k2:

8



Demostraci�on. Considere la suma parcialsn de la serie de Fourier def . En-
tonces,

hf � sn ; ek i = hf; ek i � h sn ; ek i

= hf; ek i �

*
nX

j =1

hf; e j i ej ; ek

+

= hf; ek i �
nX

j =1

hf; e j i hej ; ek i

= hf; ek i �
nX

j =1

hf; e j i � j;k

= hf; ek i � h f; ek i = 0:

Luego,f � sn es ortogonal a cada elementoek . Adem�as,

hf � sn ; sn i =

*

f � sn ;
nX

k=1

hf; ek i ek

+

=
nX

k=1

hf � sn ; hf; ek i ek i

=
nX

k=1

hf; ek i hf � sn ; ek i = 0;

esto muestra quef � sn es ortogonal asn . Entonces,

kf k2 = kf � sn + snk2 = kf � snk2 + ksnk2;

de esta igualdad se tiene
ksnk2 � k f k2: (1.1)

Desde que el conjuntof engn2 N es ortonormal, entonces

ksnk2 = k
nX

k=1

hf; ek i ekk2 =
nX

k=1

j hf; ek i j 2

luego en (1.1) se tiene

nX

k=1

j hf; ek i j 2 � k f k2; para todo n 2 N:

El resultado se sigue tomando l��mite cuandon tiende a in�nito, esto es,

1X

k=1

j hf; ek i j 2 � k f k2:

�
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El siguiente teorema establece las condiciones necesarias y su�cientes para de-
terminar si un conjunto f engn2 N � H es una base ortonormal.

Teorema 1.1.8. Seaf engn2 N una sucesi�on ortonormal enH . Las siguientes a�r-
maciones son equivalentes.

1. El conjunto f engn2 N es una base ortonormal deH .

2. Para toda funci�on f 2 H y " > 0 existe una combinaci�on lineal �nita g =P n
k=1 akek tal que

kf � gk � ":

3. Si los coe�cientes de Fourierhf; en i , con respecto af engn2 N, de una funci�on
f 2 H son todos nulos, entoncesf = 0.

Demostraci�on. Si 1 se veri�ca, 2 se sigue directamente de la de�nici�on.

Para demostrar que 2 implica 3, supongamos quef 2 H tal que hf; ek i = 0 para
todo k 2 N. Sea" > 0, por hip�otesis existeg =

P n
k=1 akek . Entonces, utilizando la

desigualdad de Cauchy-Schwarz se tiene

kf k2 =
�
�kf k2�

nX

k=1

ak hf; ek i
�
� =

�
� hf; f i�h f; g i

�
� = j hf; f � gi j � k f kkf � gk � k f k":

Esto implica quekf k � " , donde" > 0 arbitrario. Por lo tanto f = 0:
Finalmente mostramos que 1 resulta de 3. En efecto, tomemosf 2 H y sea la

suma parcial

sn =
nX

k=1

hf; ek i ek :

Veamos que la sucesi�onf sngn2 N es una sucesi�on de Cauchy enH . En efecto, consi-
deremosm; n 2 N con m � n desde que el conjuntof engn2 N es ortonormal y por la
desigualdad de Bessel se tiene

ksn � smk2 = k
mX

k= n+1

hf; ek i ekk2 =
mX

k= n+1

j hf; ek i j 2 ! 0; cuandom; n ! 1 :

Desde queH es completo, existe una funci�onh 2 H tal que

l��m
n!1

ksn � hk = 0;

esto es

h =
1X

k=1

hf; ek i ek :

Por el Teorema 1.1.6, tenemos que los coe�cientes de Fourier def y h, con respecto
a f engn2 N, son iguales. Es decirhh � f; ek i = 0 para todo k 2 N: Luego por la
hip�otesis 3 tenemos quef � h = 0. Por lo tanto,

f =
1X

k=1

hf; ek i ek :

Como f es arbitr�ario, se sigue quef engn2 N es una base ortonormal. �

10



Considere el espacio de HilbertL2(0; 2� ) de las clases de funciones medibles en
(0; 2� ) y cuadrado integrables. En base a este �ultimo teorema, vamos a demostrar
que el conjunto

B =
�

1
p

2�
;
cos(m� )

p
�

;
sen(n� )

p
�

; m; n 2 N
�

(1.2)

es una base ortonormal del espacioL2(0; 2� ).
En efecto, utilizando las identidades de producto a suma de las funciones trigo-

nom�etricas sen(n� ), cos(m� ) para todo m; n 2 N se tiene

�
sen(m� )

p
�

;
sen(n� )

p
�

�
=

1
�

Z 2�

0
sen(m� ) sen(n� )d� =

�
1 m = n
0 m 6= n

�
cos(m� )

p
�

;
cos(n� )

p
�

�
=

1
�

Z 2�

0
cos(m� ) cos(n� )d� =

�
1 m = n
0 m 6= n

�
cos(m� )

p
�

;
sen(n� )

p
�

�
=

1
�

Z 2�

0
cos(m� ) sen(n� )d� = 0

�
1

p
2�

;
cos(m� )

p
�

�
=

1
p

2�

Z 2�

0
cos(m� )d� = 0

�
1

p
2�

;
sen(n� )

p
�

�
=

1
p

2�

Z 2�

0
sen(n� )d� = 0

�
1

p
2�

;
1

p
2�

�
=

1
2�

Z 2�

0
d� = 1:

Teorema 1.1.9. El conjunto B de�nido en (1.2) es una base ortonormal deL2(0; 2� ).
Esto es, sif 2 L2(0; 2� ) entonces su s�erie de Fourier

S =
a0

2�
+

1
�

1X

k=1

ak cos(k� ) + bk sen(k� )

es convergente enL2(0; 2� ) y se cumple

l��m
n!1

Z 2�

0

"

f (� ) �

 
a0

2�
+

1
�

nX

k=1

ak cos(k� ) + bk sen(k� )

!# 2

d� = 0: (1.3)

Donde los coe�cientes son dados por

a0 = hf; 1i ; ak = hf; cos(k� )i ; bk = hf; sen(k� )i ; 8k 2 N: (1.4)

Este tipo de convergencia dada en(1.3) es llamada convergencia en la media.

Demostraci�on. Como vimos anteriormente,B es un conjunto ortonormal en
L2(0; 2� ), procederemos a demostrar queB es una base ortonormal. Para este ob-
jetivo, haremos uso del item 3 del Teorema 1.1.8.

Seaf 2 L2(0; 2� ), tal que

hf; 1i = 0; hf; cos(k� )i = hf; sen(k� )i = 0; 8k 2 N; (1.5)
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vamos a mostrar quef = 0.
Supongamos que esto no se cumple, es decir,f 6= 0. Consideremos en primer

lugar el caso en quef es continua, el caso general se ver�a m�as adelante. Por la
continuidad de f en el conjunto compacto [0; 2� ], existe � 0 2 [0; 2� ] tal que

f (� ) � f (� 0); para todo � 2 [0; 2� ]: (1.6)

Sin perder generalidad asumimos quef (� 0) > 0 y sea� > 0 tal que

f (� ) >
f (� 0)

2
> 0; 8� 2 (� 0 � �; � 0 + � ): (1.7)

De�nimos la funci�on

t(� ) = 1 + cos( � 0 � � ) � cos(� ); � 2 [0; 2� ]:

Esta funci�on es combinaci�on lineal �nita de funciones enB, este tipo de expresiones
son llamadas polinomios trigonom�etricos. Adem�as veri�ca las siguientes propiedades.

1. t(� ) > 1; para todo � 2 (� 0 � �; � 0 + � ):

2. jt(� )j � 1; para todo � =2 (� 0 � �; � 0 + � ):

En efecto, si� 2 (� 0 � �; � 0 + � ), entonces 0� j � � � 0j < � . Se sigue que cos(� ) <
cos(� 0 � � ) � 1 y adicionando constantes obtenemos

1 < 1 + cos(� 0 � � ) � cos(� ) � 2 � cos(� ):

Por lo tanto t(� ) > 1.
Por otro lado, si � =2 (� 0 � �; � 0 + � ) entoncesj� � � 0j > � . As��, se tiene que

� 1 � cos(� � � 0) < cos(� );

luego
0 � 1 + cos(� � � 0) � cos(� ) < 1

y se obtiene el resultado.
Por la hip�otesis (1.5) tenemos quef es ortogonal al conjuntoB, y la funci�on t

es combinaci�on lineal de este conjunto, pues

t(� ) =
� p

2� �
p

2� cos(� )
� 1

p
2�

+
p

� cos(� 0)
cos(� )

p
�

+
p

� sen(� 0)
sen(� )

p
�

; � 2 [0; 2� ]:

Entoncesf es ortogonal a la funci�ontn , donden 2 N, esto es

hf; t n i = 0; 8n 2 N: (1.8)

As��, se tiene

0 = hf; t n i =
Z 2�

0
f (� )tn (� )d�
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=
Z � 0 � �

0
f (� )tn (� )d� +

Z � 0+ �

� 0 � �
f (� )tn (� )d� +

Z 2�

� 0+ �
f (� )tn (� )d�:

En la primera y �ultima integral, utilizamos (1.6) y el item 2, luego

0 � f (� 0)( � 0 � � ) +
Z � 0+ �

� 0 � �
f (� )tn (� )d� + f (� 0)(2� � � 0 + � )

= 2�f (� 0) +
Z � 0+ �

� 0 � �
f (� )tn (� )d�:

Para �ultima la integral, considere el intervalo cerrado [a; b] � (� 0 � �; � 0 + � ). Desde
que las funcionesf y t son positivas en (� 0 � �; � 0 + � ) entonces

Z � 0+ �

� 0 � �
f (� )tn (� )d� �

Z b

a
f (� )tn (� )d�:

Como t es continua en [a; b], entonces existem > 1 tal que t(� ) � m para todo
� 2 [a; b]. Por lo tanto,

Z b

a
f (� )tn (� )d� �

f (� 0)
2

mn (b� a) ! + 1 ; n ! + 1 : (1.9)

As��, tenemos que

0 = hf; t n i � 2�f (� 0) +
Z � 0+ �

� 0 � �
f (� )tn (� )d� ! + 1 cuandon ! 1 :

Esto contradice (1.8). Por lo tantof = 0.
Veamos el caso general en quef 2 L2(0; 2� ). De�nimos la funci�on continua

F (� ) =
Z �

0
f (s)ds; � 2 [0; 2� ]: (1.10)

Desde quef es ortogonal al conjuntoB en particular se tiene que (f; 1) = 0, luego
F (2� ) = 0. Primeramente consideremos la funci�on cos(k� ), k 2 N. De la hip�otesis
(1.5) tenemos

Z 2�

0
f (� ) cos(k� )d� = 0;

Z 2�

0
f (� ) sen(k� )d� = 0:

Luego, utilizando integraci�on por partes en la siguiente integral obtenemos

Z 2�

0
F (� ) sen(k� )d� = �

F (� ) cos(k� )
k

�
�
�
�

2�

0

+
1
k

Z 2�

0
f (� ) cos(k� )d� = 0:

de manera an�aloga se tiene

Z 2�

0
F (� ) cos(k� )d� =

F (� ) sen(k� )
k

�
�
�
�

2�

0

�
1
k

Z 2�

0
f (� ) sen(k� )d� = 0::
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As�� hemos mostrado que la funci�on continuaF , y por lo tanto F � C, es ortogonal a
cada elemento no constante deB, dondeC es una constante. Ahora vamos a veri�car,
en particular, queF � C0 es ortogonal a la funci�on constante 1=

p
2� , donde

C0 =
1

2�

Z 2�

0
F (� )d�:

En efecto,

D
F � C0; 1=

p
2�

E
=

Z 2�

0
F (� )

1
p

2�
d� �

Z 2�

0

C0p
2�

d�

=
1

p
2�

Z 2�

0
F (� )d� �

1
p

2�

Z 2�

0
F (� )d� = 0

por lo tanto F � C0 es ortogonal a todos los elementos del conjuntoB. Desde que
F � C0 es continua, de la primera parte de la demostraci�on se sigue queF � C0 = 0.
Consecuentementef = F 0 = 0 casi siempre.

Concluimos por el Teorema 1.1.8 queB es una base ortonormal. �

Teorema 1.1.10 (Teorema de Representaci�on de Riesz-Fr�echet ). SeaH un
espacio de Hilbert yF 2 H 0, entonces existe un �unicou 2 H tal que

F (v) = hu; vi ; 8v 2 H:

Adem�as se tienekF kH 0 = kuk y el mapeo linealF 7�! u es una isometr��a.

Demostraci�on. Ver Brezis [7].

Observaci�on 1.1.1. El Teorema de Riesz determina una manera de identi�car el
espacio dual de un espacio de Hilbert. En efecto, este resultado muestra que el espacio
dual H 0, de un espacio de HilbertH , es un espacio de Hilbert cuando es provisto con
el producto interno de�nido por

hF1; F2i H 0 = hu1; u2i ; F1; F2 2 H 0;

donde u1; u2 son obtenidos por el Teorema de Riesz a partir de los funcionales
F1; F2 2 H 0, respectivamente.

De�nici�on 1.1.17. Una forma a : V � V ! R sobre un espacio vectorialV es una
aplicaci�on bilineal si cumple las siguientes condiciones:

Para todo u; v; w 2 V y para todo �; � 2 R,

a(�u + �v; w ) = �a (u; w) + �a (v; w)

a(w; �u + �v ) = �a (w; u) + �a (w; v)

La forma a es sim�etrica si para todou; v 2 V se tiene

a(u; v) = a(v; u):
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De�nici�on 1.1.18. La forma bilineal a : V � V ! R es acotada (continua) si existe
C > 0 tal que

ja(u; v)j � Ckukkvk; 8u; v 2 V:

Esta forma es coerciva si existe una constante� > 0 tal que

a(v; v) � � kvk2; 8v 2 V:

La constante� es llamada constante de coercividad.

Teorema 1.1.11 (Lax-Milgram ). Supongamos quea : H � H ! R es una for-
ma bilineal sobreH continua y coerciva. DadoF 2 H 0, entonces existe un �unico
elementou 2 H tal que

a(u; v) = F (v); 8v 2 H: (1.11)

Demostraci�on. Para cada elementou 2 H , el mapeov 7! a(u; v) es un funcio-
nal lineal en H , luego por el Teorema de Representaci�on de Riesz existe un �unico
elemento, que depende deu, denotado porwu 2 H tal que

a(u; v) = hwu; vi ; 8v 2 H: (1.12)

De este resultado, de�nimos el operadorA : H ! H tal que Au = wu tal que (1.12)
se veri�ca, por lo tanto

a(u; v) = hAu; vi ; 8u; v 2 H: (1.13)

Demostraremos que el operadorA : H ! H es lineal y limitado.
En efecto, si�; � 2 R y u1; u2 2 H , vemos para cadav 2 H

hA(�u 1 + �u 2); vi = a(�u 1 + �u 2; v)

= �a (u1; v) + �a (u2; v)

= � hAu1; vi + � hAu2; vi

= h�Au 1 + �Au 2; vi :

Desde que esta igualdad se obtiene para cadav 2 H , entonces

A(�u 1 + �u 2) = �Au 1 + �Au 2;

luego el operadorA es lineal. Adem�as,

kAuk2 = hAu; Au i = a(u; Au) � CkukkAuk:

ConsecuentementekAuk � Ckuk para todo u 2 H , y por lo tanto A es limitado.

A�rmaci�on 1.1.1. El operador linealA es inyectivo y su imagenR(A) = H .

En efecto, de la coercividad dea se tiene

� kuk2 � a(u; u) = hAu; ui � k Aukkuk:

Por lo tanto � kuk � k Auk. Luego siu 2 N (A) se sigue queu = 0.
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Para demostrar queR(A) = H procedemos por contradicci�on. Supongamos que
R(A)  H , entonces existe un elemento no nulow 2 H con w 2 R (A)? . Luego, la
desigualdad

� kwk2 � a(w; w) = hAw; wi = 0;

implica que w = 0 lo cual es una contradicci�on.
Por otro lado, observamos del Teorema de representaci�on de Riesz que

F (v) = hw; vi 8 v 2 H

para alg�un elemento w 2 H . Por lo tanto, de las ecuaciones (1.11), (1.13) y este
�ultimo resultado obtenemos lo siguiente:

hAu; vi = a(u; v) = F (v) = hw; vi ; 8v 2 H:

As�� utilizando la A�rmaci�on 1.1.1 tenemos que existeu 2 H tal que Au = w:
Finalmente, mostramos que la soluci�onu que veri�ca (1.11) es �unica. En efecto,

supongamos que existe ^u 2 H tal que

a(û; v) = F (v); 8v 2 H:

De�nimos v = u � û, desde queu; û son soluciones de (1.11) entonces

a(v; v) = a(u � û; v) = a(u; v) � a(û; v) = F (v) � F (v) = 0 ;

luego por la coercividad dea tenemos que� kvk2 � a(v; v) = 0. Por lo tanto kvk = 0,
consecuentemente ^u = u y concluye la demostraci�on. �

Teorema 1.1.12. Todo espacio de HilbertH es re
exivo.

Demostraci�on. Ver Kreyszig [31].

1.1.1. Teor��a de Operadores

De�nici�on 1.1.19. SeanX , Y espacios normados. Decimos que una transforma-
ci�on lineal T 2 L (X; Y ) es compacta, si para cualquier sucesi�on acotadaf xngn2 N �
X , la sucesi�on f T xngn2 N � Y contiene una subsucesi�on convergente.

El conjunto de operadores compactos enL (X; Y ) es denotado porK(X; Y ).

Teorema 1.1.13. SeanX , Y espacios normados y seaT 2 K (X; Y ), entoncesT es
acotado. Ademas, se tiene queK(X; Y ) � B (X; Y ), dondeB(X; Y ) es el conjunto
de las transformaciones lineales acotadas.

Demostraci�on. Supongamos queT no es acotado, entonces para cadan � 1
existe un vector unitarioxn 2 X tal que kT xnk � n.

Como la sucesi�onf xngn2 N es limitada, por la compacidad deT, existe una sub-
sucesi�onf T xnk gk2 N convergente. Esto es una contradicci�on desde quekT xnk k � nk .

Por lo tanto T es acotado. �

Teorema 1.1.14. SeanX , Y , Z espacios normados y sean las transformaciones
E 2 B(X; Y ), F 2 B(Y; Z). EntoncesF E 2 K (X; Z ) si uno de los operadoresE o
F son compactos.
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Demostraci�on. Seaf xngn2 N una sucesi�on limitada enX . Si E es compacto,
entonces existe una subsucesi�onf xnk gk2 N tal que Exnk ! y 2 Y cuandok ! 1 .

Desde queF es limitado y por ende continuo, tenemos que

F Ex nk ! F y 2 Z cuandok ! 1 :

LuegoF E es compacto.
Por otro lado, siE es limitado yF es compacto la sucesi�onf Exngn2 N es limitada

en Y, pues operadores limitados llevan conjuntos limitados en conjuntoslimitados.
As��, existe una subsucesi�onf xnk gk2 N de f xngn2 N tal que

(F E)xnk = F (Exnk ) ! z 2 Z; cuandok ! 1 :

Por lo tanto el operadorF E es compacto. �

Lema 1.1.3 (Lema de Riesz ). SeanY, Z subespacios de un espacio normadoX , y
supongamos queY es un subespacio cerrado propiamente contenido enZ . Entonces
para todo n�umero real � 2 (0; 1) existe un elementoz 2 Z tal que

kzk = 1; kz � yk � �; 8y 2 Y:

Demostraci�on. Ver Kreyszig [31].

Teorema 1.1.15. El operador identidadI : X ! X es compacto si y solamente si
X tiene dimensi�on �nita.

Demostraci�on. Para demostrar la primera parte procedemos por contradicci�on.
Supongamos queI es compacto yX no posea dimensi�on �nita.

Escogemosx1 2 X arbitrario con kx1k = 1. Entonces el subespacioU1 :=
spanf x1g tiene dimensi�on �nita y, consecuentemente, es un subespacio cerrado de

X . Por el Lema de Riesz, existex2 2 X con kx2k = 1 y kx2 � x1k �
1
2

.

De�nimos el subespacioU2 := spanf x1; x2g, nuevamente por el Lema de Riesz,

existe x3 2 X con kx3k = 1 y kx3 � x1k �
1
2

, kx3 � x2k �
1
2

.

Repitiendo este proceso, obtenemos una sucesi�on limitadaf xngn2 N tal quekxnk =

1 y kxn � xm k �
1
2

, n 6= m.

Esto implica quef xngn2 N no posee alguna subsucesi�on convergente, lo que con-
tradice la compacidad del operadorI .

Por lo tanto, si el operador identidadI es compacto, entoncesX tiene dimensi�on
�nita. La segunda parte de la demostraci�on puede ser encontrada en [31]. �

Teorema 1.1.16. SeanX; Y espacios normados yT : X ! Yun operador lineal.
Entonces:

a. Si T es acotado ydim (T(X )) es �nita, el operador T es compacto.

b. Si dim (X ) es �nita, el operador T es compacto.

Demostraci�on. Ver Kreyszig [31].
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Teorema 1.1.17. Seaf Tngn2 N � K (X; Y ) una sucesi�on de operadores compactos,
dondeX un espacio normado eY es un espacio de Banach. Sif Tngn2 N converge
uniformemente, es decirkTn � Tk ! 0, entonces el operador limiteT es compacto.

Demostraci�on. Ver Kreyszig [31].

De�nici�on 1.1.20. Sea T : D(T) � X ! Y un operador lineal acotado. Una
extensi�on de T a un conjunto M � D(T) es un operador eT : M ! Y tal que
eTjD (T ) = T, es decir,

eT(x) = T(x); 8x 2 D(T):

Teorema 1.1.18 (Teorema de extensi�on ). Sea X un espacio normado,Y un
espacio de Banach yT : D(T) � X ! Y un operador lineal acotado. EntoncesT
posee una extensi�on

eT : D(T) ! Y

donde eT es un operador lineal, acotado y

k eTk = kTk:

Demostraci�on. Ver Kreyszig [31].

De�nici�on 1.1.21 (Operador adjunto ). Sea T : H1 ! H2 un operador lineal
acotado, dondeH1 y H2 son espacios de Hilbert, el operador adjunto deT, denotado
por T � , es el operadorT � : H2 ! H1 tal que

hT x; yi = hx; T � yi ; 8x 2 H1; 8y 2 H2:

El siguiente teorema garantiza la existencia de este operador.

Teorema 1.1.19. El operador adjuntoT � de T en la de�nici�on anterior existe y es
�unico. Adem�as

kT � k = kTk:

Demostraci�on. Ver Kreyszig [31].

De�nici�on 1.1.22 (Operador auto-adjunto ). SeaH un espacio de Hilbert y sea
T : H ! H un operador lineal limitado. Decimos queT es un operador auto-adjunto
si

T � = T:

De�nici�on 1.1.23. Un operador lineal, acotado, auto-adjuntoT : H ! H es posi-
tivo, denotado porT � 0, si

hT x; xi � 0; 8x 2 H:

Teorema 1.1.20. Seaf Tngn2 N una sucesi�on de operadores lineales acotados y au-
toadjuntos, Tn : H ! H sobre un espacio de HilbertH .

Si f Tngn2 N converge uniformemente, es decirkTn � Tk ! 0, entonces el operador
limite T es un operador lineal, autoadjunto y acotado.

Demostraci�on. Ver Kreyszig [31].

Teorema 1.1.21. SeaH un espacio de Hilbert separable, supongamos que el opera-
dor S : H ! H es compacto y auto-adjunto. Entonces existe una base ortonormal
de H los cuales son autovectores deS.

Demostraci�on. Ver Evans [21].
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1.1.2. El Teorema de Picard

A continuaci�on, vamos a de�nir la inversa de Moore-Penrouse de unoperador
T : H1 ! H2, con H1, H2 espacios de Hilbert, restringiendo el dominio y la imagen
del operadorT de tal manera que es invertible y la inversa siendo extendida en su
dominio.

De�nici�on 1.1.24 (Inversa de Moore-Penrouse ). SeaT : H1 ! H2 una trans-
formaci�on lineal. Considere el operador

eT := TjN (T )? : N (T)? ! R (T): (1.14)

Desde queN ( eT) = f 0g y la imagenR( eT) = R(T), se sigue que existeeT � 1 y

eT � 1 : R(T) ! N (T)? : (1.15)

La inversa (generalizada) de Moore-Penrouse deT, denotada porT y, es de�nida
como la �unica extensi�on lineal de eT � 1 hacia el conjunto

D(T y) := R(T) � R (T)? ; (1.16)

esto es
T y : D(T y) ! N (T)?

cuyo n�ucleo

N (T y) = R(T)? : (1.17)

El operador T y est�a bien de�nido. En efecto, debido a(1.17) y la condici�on de
linealidad sobreeT, se tiene para cualquiery 2 D(T y) con representaci�on �unica

y = y1 + y2; y1 2 R (T); y2 2 R (T)? ;

queT y es de�nido como
T yy := eT � 1y1:

Teorema 1.1.22. SeanT : H1 ! H2 una transformaci�on lineal, P1 : H1 ! N (T),
P2 : H2 ! R(T) proyecciones ortogonales sobre los subespaciosN (T) y R(T) res-
pectivamente. EntoncesR(T y) = N (T)? y se veri�can las siguientes identidades

1. T TyT = T.

2. T yT Ty = T y.

3. T yT = I � P1.

4. T Ty = P2jD (T y ) .

Demostraci�on. Ver Engl [20].

De�nici�on 1.1.25. SeanH1, H2 espacios de Hilbert,K : H1 ! H2 un operador
compacto y su adjuntoK � : H2 ! H1. Decimos que el conjuntof � n ; vn ; un ; n 2 Ng
es un sistema singular deK , si satisfacen las siguientes propiedades:
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1. La sucesi�on f � 2
ngn2 N son autovalores no nulos del operador autoadjuntoK � K .

2. La sucesi�on f vngn2 N son autovectores deK � K y forman una base ortonormal
generando el subespacioR(K � ).

3. El conjunto f ungn2 N son autovalores deKK � y forman una base ortonormal
que genera el subespacioR(K ), dondeun es de�nido como

un :=
Kv n

kKv nk
:

Adem�as las siguientes identidades se veri�can.

Kv n = � nun ; 8n 2 N:

K � un = � nvn ; 8n 2 N:

Kx =
1X

n=1

� n hx; vn i un ; 8x 2 H1

K � y =
1X

n=1

� n hy; un i vn ; 8y 2 H2;

donde las series convergen en los espaciosH1 y H2, respectivamente.

Teorema 1.1.23 (Teorema de Picard ). Seaf � n ; vn ; un ; n 2 Ng un sistema sin-
gular para el operador compactoK : H1 ! H2, e y 2 H2. Entonces:

1. y 2 D(K y) ,
1X

n=1

j hy; un i j 2

� 2
n

< 1 .

2. Para y 2 D(K y), entonces

K yy =
1X

n=1

hy; un i
� n

vn :

Demostraci�on. Ver Engl [20].

1.2. Teor��a de Distribuciones y espacios de Sobo-
lev

En esta secci�on consideramos 
 un subconjunto abierto acotadode Rn , con
frontera � = @
 su�cientemente regular. Tambi�en introducimos las notaciones y
resultados correspondientes a la teor��a de Distribuciones.

Sea el multi-��ndice � = ( � 1; � 2; : : : ; � n ) 2 Nn con componentes naturales, de�ni-

mos la normaj� j =
nX

i =1

� i y representamos porD � al operador derivaci�on de orden

j� j, de�nido por:

D � =
@j � j

@x� 1
1 @x� 2

2 : : : @x� n
n

;
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dondex = ( x1; x2; : : : ; xn ) 2 Rn .
Note que cuando� = (0 ; 0; : : : ; 0) 2 Nn denotamosD 0u = u.
SeaC0(
) es el espacio de las funciones continuas sobre 
 a valores realesy para

todo k 2 N, de�nimos

Ck(
) =
�

u : 
 ! Rj D � u 2 C0(
); j� j � k; 8� 2 Nn
	

:

el espacio de la funcionesk veces diferenciables sobre 
.
El espacio de las funciones in�nitamente diferenciables sobre 
 es de�nido por

C1 (
) =
\

k2 N

Ck(
) :

De�nici�on 1.2.1. Decimos que una suceci�on de funcionesf ' kgk2 N converge uni-
formemente en
 hacia una funci�on ' si para cada" > 0 existe un enteroN tal que
n � N implica

j' k(x) � ' (x)j < ";

para todo x 2 
 :

De�nici�on 1.2.2. Dada una funci�on continua ' : 
 ! Rn de�nimos el soporte de
' , denotado porSupp(' ), como la clausura en
 del conjunto f x 2 
 j ' (x) 6= 0g.
Esto es

Supp(' ) = f x 2 
 j ' (x) 6= 0g:

El soporte de' es el menor conjunto relativamente cerrado enRn , fuera del cual
' es id�enticamente cero. Si este conjunto es compacto enRn decimos que' tiene
soporte compacto.

De�nici�on 1.2.3. Denotamos porC1
0 (
) el espacio de las funciones' : 
 ! Rn ,

que son in�nitamente diferenciables y tienen soporte compacto en 
 .

En el siguiente ejemplo mostramos queC1
0 (
) es un conjunto no vac��o.

Ejemplo 1.2.1. Sea� : Rn ! R una funci�on de�nida por

� (x) =
�

exp (� 1=(1 � k xk2
2)) ; si kxk2 < 1

0; si kxk2 � 1:

Se veri�ca que� 2 C1
0 (
) y Supp(� ) = f x 2 Rn ; kxk2 � 1g ver [14], dondek � k2

denota la norma euclidiana.

De�nici�on 1.2.4. Decimos que la suceci�on de funcionesf ' kgk2 N � C 1
0 (
) converge

a una funci�on ' 2 C1
0 (
) , si existe un subconjunto compactoK de 
 tal que se

veri�can las siguientes condiciones:

(1) Supp(' k) � K , 8k 2 N y Supp(' ) � K .

(2) Para cada multi-indice � 2 Nn , D � ' k ! D � ' uniformemente sobreK .

De�nici�on 1.2.5. El espacio vectorialC1
0 (
) provisto de la convergencia anterior

es llamado espacio de las funciones de prueba y denotado porD(
) .
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1.2.1. Distribuciones

El concepto de distribuciones es una generalizaci�on del conceptode funciones,
esto es debido a que las funciones que son diferenciables en el sentido cl�asico no son
su�cientes para trabajar con ecuaciones diferenciales parciales (EDP). Como vere-
mos a continuaci�on, una distribuci�on puede ser diferenciada inde�nidamente y sus
derivadas pueden corresponder a funciones no derivables en el sentido cl�asico. Utili-
zaremos las distribuciones para de�nir una clase importante de espacios funcionales
denominados espacios de Sobolev.

De�nici�on 1.2.6. Una distribuci�on T : D(
) ! R es una aplicaci�on que satisface
las siguientes condiciones:

1. T(a' + b ) = aT(' ) + bT( ), para todo a; b2 R y ';  2 D (
) :

2. T es continua, es decir si la sucesi�onf ' kgk2 N converge a' en D(
) , entonces

T(' k) �! T(' ):

DadosT 2 D 0(
) y ' 2 D (
), denotaremos por hT; ' i el valor deT aplicado en
' . El espacio de las distribuciones es provisto de la siguiente noci�on deconvergencia.

De�nici�on 1.2.7. Sea una sucesi�onf Tkgk2 N � D 0(
) y T 2 D 0(
) . Decimos que
Tk converge a T enD0(
) , que denotamos porTk ! T, si

hTk ; ' i ! h T; ' i ; 8' 2 D (
) :

1.2.2. Espacios Lp(
)

Sea 
 � Rn un conjunto abierto y 1� p � 1 , denotamos porLp(
) al espacio
de las clases de equivalencia de las funciones medibles de�nido por

Lp(
) =
�

u : 
 ! Rn j u es medible,
Z



ju(x)jp dx < 1

�

provisto de la norma

jujp;
 =
� Z



ju(x)jp dx

� 1=p

si 1 < p < 1 :

Si p = 1 , de�nimos por L1 (
) el espacio de las funciones medibles acotadas casi
siempre en 
 provisto de la norma

juj1 ;
 = sup
x2 


essju(x)j ;

donde
sup
x2 


essju(x)j = ��nf f M > 0j ju(x)j � M casi siempre en 
g :

Para 1 � p � 1 , los espaciosLp(
) provistos de la norma j � j p;
 son espacios de
Banach.
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En el caso particularp = 2, se tiene queL2(
) es un espacio de Hilbert, provisto
de la norma

juj2;
 =
� Z



ju(x)j2dx

� 1=2

asociado al producto interno de�nido por

(u; v) =
Z



u(x)v(x)dx:

Los espaciosLp(
) juegan un papel muy importante en el an�alisis funcional y en
el estudio de diversos problemas asociados a ecuaciones diferenciales parciales.

Teorema 1.2.1. El conjunto C1
0 (
) es denso enLp(
) para 1 � p < 1 .

Demostraci�on. Ver demostraci�on en Brezis [7].

Teorema 1.2.2 (Desigualdad de H •older ). Seanp; q n�umeros positivos tales que

1 � p � 1 y
1
p

+
1
q

= 1. Si f 2 Lp(
) y g 2 Lq(
) , entoncesfg 2 L1(
) . Adem�as,

Z



jf (x)g(x)jdx �

� Z



jf (x)jpdx

� 1=p � Z



jg(x)jqdx

� 1=q

:

Demostraci�on. Ver Kantorovich [27].

De�nici�on 1.2.8. Sea1 � p < 1 , denotamos porLp
loc(
) el conjunto de las funcio-

nes mediblesf : 
 ! Rn tales quef � K 2 Lp(K ) para todoK subconjunto compacto
de 
 , donde� K es la funci�on caracter��stica en K 2.

El espacioLp
loc(
) es llamado el conjunto de funciones localmente integrablesen


 .

Dada una funci�on u 2 Lp
loc(
) consideremos el operadorTu : D(
) ! R de�nido

por

hTu; ' i =
Z



u(x)' (x)dx; 8' 2 D (
) : (1.18)

El funcional Tu de�ne una distribuci�on sobre 
. En efecto, de la de�nici�on es f�ac il
veri�car que Tu es linear. Para mostrar la continuidad, consideremos una sucesi�on
f ' kgk2 N en D(
), tal que converge para ' en D(
). Entonces,

j hTu; ' k i � h Tu ; ' i j = j hTu ; ' k � ' i j =

�
�
�
�

Z



u(x) ( ' k(x) � ' (x)) dx

�
�
�
�

�
Z



ju(x)( ' k � ' )(x)jdx � sup

x2 

j (' k � ' ) (x)j

Z



ju(x)jdx �! 0;

desde que la convergencia' k �! ' es uniforme.

2Sean A, B conjuntos tales queA � B . La funci�on caracter��stica � A del subconjunto A es

de�nida como � A (x) =
�

1; x 2 A
0; x 2 B n A
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Observaci�on 1.2.1. De la desigualdad de H•older tenemos queLp
loc(
) � Lq

loc(
) , si
q � p. En particular, los espacios funcionalesLp(
) est�an contenidos continuamente
en Lp

loc(
) .

Lema 1.2.1 (Lema de Du Bois Raymond ). Seau 2 Lp
loc(
) considere el operador

Tu de�nido en (1.18). EntoncesTu = 0 si y s�olo si u = 0 casi siempre en
 .

Demostraci�on. Ver Medeiros, Milla Miranda [34].
De este lema, tenemos que el operador

Lp
loc(
) ! D 0(
)

u 7�! Tu

es lineal, cont��nuo e inyectivo (esto �ultimo debido a queTu = 0 implica que u = 0).
Consecuentemente, podemos identi�car indistintamente una funci�on u 2 Lp

loc(
)
con su distribuci�on correspondienteTu. Como Lp(
) � Lp

loc(
), tenemos que toda
funci�on en Lp(
) de�ne una distribuci�on sobre 
, i.e.,

Lp(
) � D 0(
) :

Es importante resaltar que esta inclusi�on es propia, es decir existen distribuciones
que no son de�nidas a partir de funciones enLp

loc(
) como muestra el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 1.2.2. Seax0 2 
 , de�nimos la funci�on � x0 : D(
) ! R dada por

h� x0 ; ' i = ' (x0); 8' 2 D (
) :

Es f�acil veri�car que � x0 es una distribuci�on, esta funci�on es conocida como Delta de
Dirac. Mostraremos que no existe una funci�onu 2 L1

loc(
) tal queh� x0 ; ' i = hTu; ' i ,
i.e., Z



u(x)' (x)dx = ' (x0); 8' 2 D (
) : (1.19)

En efecto, procedemos por contradicci�on y vamos a suponer que existeu 2 L1
loc(
)

tal que se veri�ca la ecuaci�on (1.19). Consideremos la funci�on � 2 D (
) de�nida
por

� (x) = kx � x0k2
2' (x):

Entonces,

� (x0) = h� x0 ; � i =
Z



u(x)kx � x0k2

2' (x)dx = 0; 8' 2 D (
) :

Por el Lema 1.2.1 tenemos queu(x)kx � x0k2
2 = 0 casi siempre en
 , lo cual implica

queu = 0 casi siempre en
 .
Con este resultado, obtenemos que' (x0) = h� x0 ; ' i = 0; para todo ' 2 D (
) , lo

cual es una contradicci�on.
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De�nici�on 1.2.9. SeanT 2 D 0(
) y � 2 Nn . La derivada deT de orden� , denotada
por D � T, es de�nida por

hD � T; ' i = ( � 1)j � jhT; D � ' i ; 8' 2 D (
) :

La distribuci�on D � T es llamada derivada distribucional deT.

Con esta de�nici�on tenemos que siT 2 D 0(
) entonces su derivada distribucional
D � T 2 D 0(
), para todo � 2 Nn .

Observaci�on 1.2.2. Es importante resaltar que dada una funci�onu 2 L1
loc(
) su

derivada distribucionalD � u no pertenece necesariamente aL1
loc(
) , como muestra

el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.2.3. Seau : R ! R la funci�on de Heaviside de�nida como

u(x) =
�

1; x > 0
0; x < 0:

(1.20)

La funci�on u 2 L1
loc(
) mas su derivadau0 =2 L1

loc(
) . En efecto, sea' 2 D (
) luego
tenemos que

hu0; ' i = � h u; ' 0i = �
Z + 1

�1
u(x)' 0(x)dx =

Z 0

+ 1
' 0(x)dx = ' (0) = h� 0; ' i ; 8' 2 D (
) :

Por lo tanto, u0 = � 0 en D0(
) , este resultado es el motivo de la de�nici�on de una
clase importante de espacios de Banach, denominados espacios de Sobolev.

Observaci�on 1.2.3. Si u 2 Ck(Rn ), entonces para cadaj� j � k se cumple, utilizan-
do la f�ormula de integraci�on por partes, que la derivada distribucional deu coincide
con su derivada cl�asica, i. e.,

D � Tu = TD � u; 8j� j � k:

Teorema 1.2.3. Si la sucesi�onun ! u en Lp(
) , para alg�un p 2 [1; + 1 ). Entonces
un ! u en el sentido de las distribuciones

Demostraci�on. En efecto, para todo' 2 D (
) y por la desigualdad de H•older
tenemos

j hun ; ' i � h u; ' i j �
Z



jun(x) � u(x)jj ' (x)jdx � j un � ujp;
 j' jq;
 ! 0;

cuandon tiende al in�nito �

Teorema 1.2.4. Si la sucesi�on Tn ! T en D0(
) . Entonces, para todo multi��ndice
� 2 Nn tenemos

D � Tn ! D � T en D0(
) :

Demostraci�on. En efecto, para todo' 2 D (
) tenemos

hD � Tn ; ' i = ( � 1)j � j hTn ; D � ' i ! (� 1)j � j hT; D � ' i = hD � Tn ; ' i :

�
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Esta convergencia proporciona otra raz�on por la cual es adecuado el uso de las
distribuciones. En efecto, el espacioC1 (
) es denso en D0(
), luego para cualquier
distribuci�on T, existe una sucesi�onf f ngn2 N enC1 (
) que converge a T en el sentido
de las Distribuciones. Por lo tanto, sus derivadas parciales cl�asicascoinciden con sus
derivadas distribucionales. As��, las derivadas parciales de una distribuci�on T pueden
ser expresadas como limites distribucionales de derivadas de funciones cl�asicas.

Teorema 1.2.5. Sea
 un subconjunto abierto conexo deRn y T 2 D 0(
) tal que
@T
@xi

= 0, para todo i = 1; : : : ; n. Entonces existe una constantec 2 R tal queT = c.

Demostraci�on. Ver Le Dret [32].

1.2.3. Espacios de Sobolev

De�nici�on 1.2.10. Sea m 2 N y 1 � p � 1 . De�nimos el espacio de Sobolev
W m;p (
) como:

W m;p (
) = f u 2 Lp(
) j D � u 2 Lp(
) ; 8 j� j � mg

siendoD � u la derivada distribucional deu. El Espacio W m;p (
) es llamado el es-
pacio de Sobolev de ordenm relativo al espacioLp(
) .

Para cadau 2 W m;p (
), de�nimos la norma kukm;p como

kukm;p =

0

@
X

j � j� m

Z



jD � ujp dx

1

A

1=p

; si 1 � p < 1

y
kukm;1 =

X

j � j� m

jD � uj1 ;
 ; si p = 1 :

Para p = 2, denotamosH m (
) = W m;2(
) ; m 2 N. Este es un espacio de Hilbert
con producto interno y norma dados por:

(u; v) =
X

j � j� m

Z



D � u(x)D � v(x)dx

kukm =

0

@
X

j � j� m

Z



jD � uj2 dx

1

A

1=2

:

El espacioW m;p (
) posee las siguientes propiedades [28]

1. Para 1� p � 1 , el espacio (W m;p (
) ; k � km;p ) es un espacio de Banach.

2. Si 1< p < 1 , W m;p (
) es re
exivo y si 1 � p � 1 es separable.

3. En particular H m (
) es un espacio de Hilbert es re
exivo y separable.
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Procedemos a analizar el caso particular de evaluar funcionesu 2 W m;p (
) en la
frontera � = @
. Note que si u 2 C(
) entonces tiene sentido evaluaru(x) para x 2
�; esto es muy diferente para funciones enW m;p (
), donde no son necesariamente
continuas y est�an de�nidas casi siempre en 
. Adem�as, note que� tiene medida cero,
y consecuentemente, evaluaru en � carece de sentido. Esta di�cultad es resuelta
utilizando la noci�on del operador trazo. La demostraci�on de los siguientes teoremas
puede ser encontrada en [21].

Teorema 1.2.6. Sea1 � p < 1 , y � = @
 continuamente diferenciable. Entonces,
existe un mapeo lineal acotado


 : W 1;p(
) ! Lp(�)

tal que

1. 
 (u) = uj � si u 2 W 1;p(
) \ C (
) .

2. Para cadau 2 W 1;p(
) se tiene la siguiente desigualdad,

j
 (u)jp;� � C� kuk1;p;

dondeC� = C(p; 
) :

El teorema anterior garantiza la existencia de un mapeo lineal continuo 
 es cual
es llamado mapeo trazo. Para el casop = 2, el espacio de las funciones deL2(�) que
son trazas de funciones enH 1(
) constituyen un subespacio deL2(�), denotado por
H 1=2(
) y de�nido como

H 1=2(�) :=
�

w 2 L2(�) j 9v 2 H 1(
) ; w = 
 (v)
	

:

Tambi�en de�nimos la norma en H 1=2(�) como

kwkH 1=2(�) := ��nf
�

kvkH 1(
) j v 2 H 1(
); w = 
 (v)
	

:

De�nici�on 1.2.11. Sea1 � p < 1 , denotamos porW m;p
0 (
) la cerradura deC1

0 (
)
en W m;p (
) , i.e.,

W m;p
0 (
) = C1

0 (
)
k�kW m;p (
) :

Teorema 1.2.7 (Funciones con trazo cero ). Supongamos que
 es acotado con
frontera � continuamente diferenciable y seau 2 W m;p (
) . Entonces,

u 2 W m;p
0 (
) si y solamente si
 (u) = 0 en � :

Teorema 1.2.8 (Desigualdad de Poincar�e ). Sea
 un subconjunto abierto, co-
nexo y acotado deRn . Entonces existeCp = Cp(n; 
) tal que

juj2;
 � Cpjr uj2;
 ; 8u 2 W 1;2
0 (
)

dondeCp es la constante de Poincar�e.
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De�nici�on 1.2.12 (Cono ). Sea �; y 2 Rn tal que k� k = 1 y " > 0. El conjunto
de�nido por

C(y; �; " ) = f x 2 Rn j k(x � y)� k � k x � yk cos("); kx � yk < " g

es llamado cono con v�erticey, direcci�on � y lado " > 0.

Figura 1.1: El conoC(y; �; " ) en R2.

Este conjuntoC(y; �; " ) est�a formado por elementosx 2 B(y; ") tal que el �angulo
entre los vectoresy � x, � es menor o igual que" > 0, donde B(y; ") es la bola
abierta de centroy y radio " .

Un dominio 
 2 Rn tiene la propiedad"-cono si para todox 2 @
 existe un
vector direcci�on � y un n�umero " > 0 tal que

C(y; �; " ) � 
 ; para todo y 2 B(x; " ) \ �
 :

El siguiente resultado establece una extensi�on del Teorema de Poincar�e en do-
m��nios que poseen la propiedad"-cono.

Teorema 1.2.9 (Abdesslam ). Sea
 un dom��nio que tiene la propiedad"-cono con
frontera � = @
 . Supongamos queu 2 W 1;p(
) tal queu = 0 en � 1 � � . Entonces,
existeC > 0 tal que

jujp;
 � Cjr ujp;
 :

Demostraci�on. Ver Abdeslan [1].
Los siguientes resultados buscan responder a la pregunta >Siu 2 W m;p (
), en-

toncesu pertenece a otros espacios de Sobolev? La respuesta es a�rmativa y como
se ver�a, depende de la relaci�on entren e p.

Teorema 1.2.10 (Rellich-Kondrachov ). Sea 
 un subconjunto acotado deRn ,
de claseC1 y 1 � p < 1 , entonces las siguientes inmersiones son compactas

1. W 1;p(
) ,! Lq(
) , 1 � q �
np

n � p
si p < n .
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2. W 1;p(
) ,! Lq(
) , 1 � q < 1 si p = n.

3. W 1;p(
) ,! C0(
) si p > n .

Demostraci�on. Ver Medeiros [34].

De�nici�on 1.2.13. Sean1 � p < 1 y q > 1 tales que
1
p

+
1
q

= 1. Representamos

por W � m;q(
) el espacio dual deW m;p
0 (
) . Si p = 2, denotamos porH � m (
) es el

espacio dual deH m
0 (
) .

Observaci�on 1.2.4. Note queH m
0 (
) es un espacio de Hilbert y, por el Teorema de

representaci�on de Riesz, puede ser identicado con su espacio dual correspondiente.
Si m = 0, es decir paraL2(
) , esta identi�caci�on no es considerada y tenemos las
siguientes inclusiones densas y continuas.

H 1
0 (
) ! L2(
) ! H � 1(
) :

1.2.4. Espacios de Hilbert asociados a funciones peri�odic as

En este cap��tulo, desarrollaremos las de�niciones y propiedades deespacios de
Hilbert de funciones peri�odicas. Un estudio completo y detallado puede ser visto
en [30].

Denotamos porL2
per(0; 2� ) el espacio de las funcionesu : (0; 2� ) ! R que son

medibles, peri�odicas de periodo 2� y cuadrado integrables. Este espacio es provisto
de la norma usual

jujL 2
per

=
� Z 2�

0
ju(� )j2d�

� 1=2

Dado u 2 L2
per(0; 2� ), la serie de Fourier asociada au es dada por

S[u] = a0 +
1X

k=1

(ak cos(k� ) + bk sen(k� ))

donde los coe�cientes son

ak =
1

ck �

Z 2�

0
u(� ) cos(k� )d�

con

ck =
�

2 k = 0
1 k � 1

:

y

bk =
1
�

Z 2�

0
u(� ) sen(k� )d�:

Alternativamente, las series de Fourier pueden ser expresadas enla forma compleja

S[u] =
X

k2 Z

buke�̂k�
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donde los coe�cientesbuk son de�nidos por

buk =
1

2�

Z 2�

0
u(� )e� �̂k� d� =

8
<

:

a0 k = 0
(ak � �̂bk)=2 k > 0

(a� k � �̂b� k)=2 k < 0:

Utilizando la desigualdad de Parseval, tenemos queu 2 L2
per(0; 2� ), si y solamente

si sus coe�cientes de Fourierbuk son cuadrado sumables y satisface

X

k2 Z

jbuk j2 =
1

2�
juj2L 2

per
: (1.21)

De esta propiedad, el espacioL2
per(0; 2� ) puede ser caracterizado como

L2
per(0; 2� ) =

(
X

k2 Z

buke�̂k�

�
�
�
�

X

k2 Z

jbuk j2 < 1

)

:

Note que siu; u0 2 L2
per(0; 2� ), entonces por el Teorema 1.2.10 se tiene queu 2

C([0; 2� ]). As��, utilizando integraci�on por partes obtenemos

buk =
� �̂
2�k

Z 2�

0
u0(� )e� �̂k� d�;

luego

�̂k buk =
1

2�

Z 2�

0
u0(� )e� �̂k� d� = bu0

k ;

esto esf �̂k bukgk2 Z son los coe�cientes de Fourier deu0 y son cuadrado sumables.
Por lo tanto, si u; u0 2 L2

per(0; 2� ) entonces su serie de Fourier es

S[u0] =
X

k2 Z

�̂k buke�̂� :

y se tiene
X

k2 Z

k2jbuk j2 =
1

2�
ju0j2L 2

per
:

Esto motiva la introducci�on de los subespaciosH r
per(0; 2� ) de L2

per(0; 2� ), basado
en series de Fourier, como sigue.

De�nici�on 1.2.14 (Espacio de Sobolev). Sear > 0, el espacio de SobolevH r
per(0; 2� )

de ordenr es de�nido por

H r
per(0; 2� ) :=

(
X

k2 Z

buke�̂k�

�
�
�
�

X

k2 Z

(1 + k2)r jbuk j2 < 1

)

:

Notamos queH 0
per(0; 2� ) coincide conL2

per(0; 2� ) cuandor = 0.
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Teorema 1.2.11. El espacio de SobolevH r
per(0; 2� ) es un espacio de Hilbert con

producto interno
hu; vi H r

per
:=

X

k2 Z

bukbvk ;

donde las funciones

u(� ) =
X

k2 Z

buke�̂k� y v(� ) =
X

k2 Z

bvke�̂k�

son identi�cadas por su s�erie de Fourier correspondiente.
La norma en H r

per(0; 2� ) es dada por

kukH r
per

=

 
X

k2 Z

(1 + k2)r jbuk j2
! 1=2

:

Demostraci�on. Ver Kress [30].
Finalmente, de (1.21) notamos quejujL 2

per
=

p
2� kukH 0

per
, esto es las normas

j � j L 2
per

y k � kH 0
per

son equivalentes enL2
per(0; 2� ).

Teorema 1.2.12. Para todor > s , el espacio de SobolevH r
per(0; 2� ) es un subespacio

denso deH s
per(0; 2� ). El operador inclusi�on de�nido en el espacioH r

per(0; 2� ) hacia
H s

per(0; 2� ) es compacto.

Demostraci�on. Ver Kress [30].

1.3. Ecuaciones diferenciales de segundo orden con
coe�cientes constantes

En esta secci�on veremos resultados provenientes de las ecuaciones diferenciales
ordinarias para problemas homog�eneos de segundo orden. Estosser�an utilizados en
el pr�oximo cap��tulo para expresar la soluci�on en t�erminos de series de Fourier.

Una ecuaci�on diferencial de ordenn es una ecuaci�on

dny
dtn

= F
�

t; y;
dy
dt

; : : : ;
dn� 1y
dtn� 1

�
; (1.22)

donde F es una funci�on diferenciable de claseCr (r � 1) de�nida en un dominio
U � Rn+1 . Frecuentementet es llamada variable independiente ey es denominada
variable dependiente.

De�nici�on 1.3.1. La soluci�on de la ecuaci�on (1.22) es un mapeon veces diferen-
ciable ' : I ! R de�nida en un intervalo I � R, a valores reales tal que:

1. El punto
�
�; ' (� ); : : : ; ' (n� 1)(� )

�
2 U para todo � 2 I .

2. Para cualquier� 2 I

dn '
dtn

�
�
t= �

= F
�
� ; ' (� ); : : : ; ' (n� 1)(� )

�
:

31



De�nici�on 1.3.2. La ecuaci�on diferencial (1.22) es llamada ecuaci�on diferencial
lineal de ordenn si

F
�

t; y;
dy
dt

; : : : ;
dn� 1y
dtn� 1

�
= a0(t) + a1(t)y(t) + � � � + an� 2(t)

dn� 2y
dtn� 2

+ an� 1(t)
dn� 1y
dtn� 1

;

donde las funcionesa0; : : : ; an� 1 : I ! R son funciones continuas.
Si a0 = 0, decimos que la ecuaci�on diferencial lineal es homog�enea.
Si las funcionesa0; : : : ; an� 1 son constantes, decimos que la ecuaci�on diferencial

es aut�onoma.

1.3.1. Soluci�on general de la ecuaci�on ay00+ by0+ c = 0

En esta subsecci�on estudiaremos las soluciones de ecuaci�on diferencial lineal ho-
mog�enea de segundo orden

ay00+ by0+ cy = 0; a 6= 0: (1.23)

Teorema 1.3.1. La soluci�on general de (1.23) est�a dada por

y(� ) = c1em1 � + c2em2 � ; si m1 6= m2

y(� ) = c1em� + c2�em� ; si m1 = m2 = m

dondem1, m2 son ra��ces del polinomiop(m) = am2 + bm+ c, denominado polinomio
caracter��stico de la ecuaci�on (1.23).

Demostraci�on. Ver Helfgott et. al [24].

Observaci�on 1.3.1. Para el caso en que las ra��ces son complejas conjugadas, esto
es, m1 = � + �̂� , m2 = � � �̂� donde�; � 2 R e �̂2 = � 1, tenemos que la soluci�on
general es compleja y dada por

y(� ) = c1e(� + �̂� )� + c2e(� � �̂� )� ; (1.24)

dondec1; c2 son constantes. Como estamos trabajando con funciones a valores reales,
utilizamos la f�ormula de Euler.

e�̂� = cos(� ) + �̂ sen(� ); � 2 R:

De esta f�ormula se sigue que

e�̂�� = cos(�� ) + �̂ sen(�� )

e� �̂�� = cos(�� ) � �̂ sen(�� );

de donde tenemos que

2 cos(�� ) = e�̂�� + e� �̂�� ; 2�̂ sen(�� ) = e�̂�� � e� �̂�� :

Desde quey dada en(1.24) es soluci�on de la ecuaci�on(1.23) para cualquier par de
constantesc1; c2, escogemosc1 = c2 = 1=2 y c1 = 1=(2�̂); c2 = � 1=(2�̂ ) y tenemos el
siguiente par de soluciones reales

y1(� ) = e��
�
e�̂�� + e� �̂��

�
=2 = e�� cos(�� ):
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y2(� ) = e��
�
e�̂�� � e� �̂��

�
=(2�̂) = e�� sen(�� ):

Por lo tanto, tenemos que la soluci�on general en el conjuntode los n�umeros reales
es de la forma

y(� ) = c1e�� cos(�� ) + c2e�� sen(�� ): (1.25)

De�nici�on 1.3.3. El problema de valor inicial (PVI) asociado a la ecuaci�on dife-
rencial homog�enea de segundo orden es

ay00+ by0+ cy = 0; � 2 I

y(� 0) = y0; y0(� 0) = y1;
(1.26)

dondeI � R es un intervalo y� 0 2 I .

Teorema 1.3.2. El problema de valor inicial(1.26) tiene una �unica soluci�on.

Demostraci�on. Ver Helfgott et. al [24].

De�nici�on 1.3.4. Sean f 1; f 2 : I ! C funciones diferenciables. De�nimos el
Wronskiano def 1; f 2 como

W(t) = det
�

f 1(t) f 2(t)
f 0

1(t) f 0
2(t)

�
(1.27)

Teorema 1.3.3. Seanf 1; f 2 : I ! C funciones diferenciables. Se cumplen las si-
guientes a�rmaciones:

1. Si existe� 0 2 I tal que W(� 0) 6= 0, entoncesf 1; f 2 son linealmente indepen-
dientes.

2. Si f 1; f 2 son linealmente independientes, entoncesW(� ) 6= 0 para todo � 2 I

Demostraci�on. Ver Helfgott et. al [24].

Corol�ario 1.3.1. SeaS = f � 2 C2(I ); � es soluci�on de(1.23)g. Consideremos las
ra��ces m1; m2 de su polinomio caracter��stico p(m) = am2 + bm + c, entonces se
veri�can los siguientes resultados

1. Si m1 6= m2 entoncesf em1 � ; em2 � g es una base a valores reales deS:

2. Si m1 = m2 = m entoncesf em� ; �em� g es una base a valores reales deS:

3. Si m1 = � + �̂� , m2 = � � �̂� son ra��ces complejas conjugadas, entonces el
conjunto f e�� cos(�� ); e�� sen(�� )g es una base a valores reales deS:
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1.3.2. Ecuaci�on de Cauchy-Euler

A continuaci�on analizaremos la ecuaci�on de Cauchy-Euler la cual esun caso
especial de las ecuaciones con coe�cientes variables. La ecuaci�ondiferencial de la
forma

anxn dny
dxn

+ an� 1xn� 1 dn� 1y
dxn� 1

+ � � � + a1x
dy
dx

+ a0y = g(x) (1.28)

dondea0; a1; : : : ; an son constantes, es conocida como ecuaci�on de Cauchy-Euler.
Consideremos en particular, la ecuaci�on diferencial homog�enea de segundo orden

x2y00+ axy0+ by = 0; x > 0; (1.29)

que frecuentemente est�a relacionada a las ecuaciones de Legendre y Bessel.

Teorema 1.3.4. Seans1, s2 ra��ces del polinomioq(s) = s(s � 1) + as + b. Entonces
se veri�can los siguientes resultados

1. Si las ra��ces s1, s2 son reales y distintas, la soluci�on general de (1.29) es dada
por

y(x) = c1xs1 + c2xs2 ; x > 0:

2. Si las ra��ces s1 = s2 = s son iguales, entonces la soluci�on general de (1.29) es

y(x) = c1xs + c2xs ln x; x > 0:

3. Si las ra��ces son complejas conjugadas, esto ess1 = � + �̂� , s2 = � + �̂� ,
entonces la soluci�on general de (1.29) es

y(x) = c1x � cos(� ln x) + c2x � sen(� ln x); x > 0:

Demostraci�on. Ver Helfgott et. al [24].

Teorema 1.3.5. Sean� 1; � 2 soluciones de (1.29). Se veri�can las siguientes a�r-
maciones

1. Si existex0 2 I tal que W(x0) 6= 0, entonces� 1; � 2 son linealmente indepen-
dientes.

2. Si � 1; � 2 son linealmente independientes, entoncesW(x0) 6= 0 para todox0 2 I .

Demostraci�on. Ver Helfgott et. al [24].
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Cap��tulo 2

Existencia y unicidad

En este cap��tulo, mostramos resultados de existencia y unicidad para el pro-
blema (1), (2), (3) en un dominio 
 el cual es una regi�on anular, siendo descrito
naturalmente en coordenadas polaresx = r cos(� ), y = r sen(� ), r 2 (r i ; re) y
� 2 [0; 2� ).

Con este objetivo, expresamos la soluci�on de la formaT = V + W, donde V
resuelve un problema homog�eneo yW es soluci�on de un problema no homog�eneo,
respectivamente. As��, estudiamos dos subproblemas relacionados y utilizamos la for-
mulaci�on variacional junto con el Teorema de Lax-Milgram para mostrar la existencia
de una �unica soluci�on, para cada problema. Tambi�en mostraremos que la funci�on
V puede ser expresada en t�erminos de s�eries de Fourier y posee propiedades de
regularidad que dependen de las propiedades de la funci�onQ.

Utilizando estos resultados te�oricos, estableceremos una relaci�on entre el 
ujo Q
y la temperatura externa a trav�es de un operador lineal continuocompacto, positivo
e inyectivo.

2.1. Cambio de coordenadas

En esta secci�on, introducimos los espacios funcionales apropiadosen donde bus-
caremos la soluci�onT. La soluci�on est�a de�nida sobre una regi�on anular, por lo
que, a priori , observamos que la temperaturaT(r; � ) como el coe�ciente de trans-
ferencia de calorQ(� ) poseen propiedades de periodicidad. Con estas observaciones
introducimos los siguientes espacios:

Denotamos porV el espacio de Hilbert que resulta del completamiento del subes-
pacio

C1
per ([0; 2� ]) = f u 2 C1 ([0; 2� ])j u(0) = u(2� )g

en la normaj � j 2;(0;2� ) esto es

V := C1
per ([0; 2� ])

j�j 2;(0 ;2� ) :

Este espacio es provisto con el producto interno usual

hu; vi =
Z 2�

0
u(� )v(� )d�
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y la norma asociada

juj2;(0;2� ) =
� Z 2�

0
ju(� )j2d�

� 1=2

:

Tambi�en, de�nimos el espacio de HilbertH como el completamiento del subes-
pacio

Cper(
) =
�

u 2 C1 (
) j D � u(r; 0) = D � u(r; 2� ); 8r 2 [re; r i ]; j� j � 1; 8� 2 N2
	

en la normak � k1;
 , es decir,

H := Cper (
)
k�k1; 


:

Este espacio, en coordenadas cartesianas, es provisto del producto interno

hf; g i =
Z



(fg + r f � r g) dxdy

donder f = ( f x ; f y) es el gradiente de la funci�onf .
Como el dominio 
 = f (x; y) 2 R2j r i <

p
x2 + y2 < r eg es una regi�on anular,

realizamos el cambio de variables en coordenadas polares

x = r cos(� ); y = r sen(� ); r i < r < r e; 0 � � < 2�:

Luego, por la regla de la cadena, obtenemos las siguientes identidades

@f
@r

=
@f
@x

cos(� ) +
@f
@y

sen(� )

@f
@�

= �
@f
@x

r sen(� ) +
@f
@y

r cos(� )

entonces, tenemos que las derivadas parciales en coordenadas cartesianas son dadas
por

@f
@x

=
@f
@r

cos(� ) �
1
r

@f
@�

sen(� )

@f
@y

=
@f
@r

sen(� ) +
1
r

@f
@�

cos(� ):

De estas identidades obtenemos el producto

r f � r g =
@f
@r

@g
@r

+
1
r 2

@f
@�

@g
@�

Por lo tanto, tenemos que el espacioH en coordenadas polares es provisto del pro-
ducto interno

hf; g i =
Z 2�

0

Z r e

r i

�
fg +

@f
@r

@g
@r

+
1
r 2

@f
@�

@g
@�

�
rdrd�

y la norma asociada

kf k2
H =

Z 2�

0

Z r e

r i

"

f 2 +
�

@f
@r

� 2

+
1
r 2

�
@f
@�

� 2
#

rdrd�:
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Donde el t�ermino r es el determinante de la matriz Jacobiana

det
�

@(x; y)
@(r; � )

�
= det

2

6
4

@x
@r

@x
@�

@y
@r

@y
@�

3

7
5 = r:

Observaci�on 2.1.1. De la de�nici�on de los subespaciosV y H tenemos que son
subespacios cerrados en espacios de Hilbert, respectivamente, y por lo tanto son
espacios de Hilbert.

2.2. La Formulaci�on variacional

De�nidos estos espacios de HilbertV y H, procedemos a estudiar la soluci�on del
problema (1), (2), (3) de la siguiente manera: Expresamos la soluci�on buscadaT
como la suma de dos funciones, esto es

T = V + W; (2.1)

en queV es soluci�on del problema homog�eneo con condiciones de frontera

� w
1
r

@
@r

�
r

@V
@r

�
+ � w

1
r 2

@2V
@�2

= 0; r i < r < r e; 0 � � � 2�; (2.2)

� w
@V
@r

(re; � ) + �V (re; � ) = 0 ; 0 � � � 2�; (2.3)

� � w
@V
@r

(r i ; � ) = Q(� ): 0 � � � 2�: (2.4)

y W es soluci�on del problema auxiliar no homog�eneo

� w
1
r

@
@r

�
r

@W
@r

�
+ � w

1
r 2

@2W
@�2

+ qg(r; � ) = 0 ; r i < r < r e; 0 � � � 2�; (2.5)

� w
@W
@r

(re; � ) = � (Tenv � W(re; � )) ; 0 � � � 2�;

(2.6)

� � w
@W
@r

(r i ; � ) = 0 : 0 � � � 2�: (2.7)

Observaci�on 2.2.1. Note que siV y W son soluciones de los problemas(2.2)-
(2.4) y (2.5)-(2.7), respectivamente, entoncesT de�nida por T = V + W resuelve el
problema inicial (1)-(3).

2.2.1. Formulaci�on variacional del problema de valor de fr on-
tera homog�eneo

En esta primera parte procedemos a desarrollar los resultados correspondientes
sobre la existencia y unicidad de la soluci�onV del problema (2.2)-(2.4), utilizando
el Teorema de Lax-Milgram.
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Con este objetivo, utilizamos como hip�otesis inicial que la soluci�on del problema
(2.2)-(2.4) V 2 Cper (
), esto es

V(r; 0) = V(r; 2� );
@V
@�

(r; 0) =
@V
@�

(r; 2� ) r i < r < r e: (2.8)

Esta hip�otesis surge naturalmente debido a que el problema estudiado est�a de�nido
sobre un dominio anular.

Introducimos la formulaci�on variacional asociada al problema (2.2)-(2.4), la cual
permite reducir el orden de derivaci�on requerida para la soluci�onV, transformando
una problema diferencial de segundo orden a un problema diferencial de primer orden
cuya soluci�on es denominada soluci�on d�ebil. Este procedimiento esdesarrollado de
la siguiente manera.

Multiplicamos la ecuaci�on (2.2) porw 2 Cper(
) e integramos en 
, entonces se
tiene

Z 2�

0

Z r e

r i

�
@
@r

�
r

@V
@r

�
w +

1
r

@2V
@�2

w
�

drd� = 0: (2.9)

En cada integrando de (2.9) utilizamos integraci�on por partes, junto con las condi-
ciones de frontera (2.3)-(2.4). As�� en el primer sumando se obtiene

Z 2�

0

Z r e

r i

@
@r

�
r

@V
@r

�
wdrd� =

Z 2�

0

"

r
@V
@r

w

�
�
�
�

r e

r i

�
Z r e

r i

r
@V
@r

@w
@r

dr

#

d�

=
Z 2�

0

�
re

@V
@r

(re; � )w(re; � ) � r i
@V
@r

(r i ; � )w(r i ; � )
�

d� �
Z 2�

0

Z r e

r i

r
@V
@r

@w
@r

drd�

=
Z 2�

0

�
� re

�
� w

V(re; � )w(re; � ) +
r i

� w
Q(� )w(r i ; � )

�
d� �

Z 2�

0

Z r e

r i

r
@V
@r

@w
@r

drd�:

De manera an�aloga, utilizamos la condici�on de periodicidad (2.8) en elsegundo
integrando de (2.9) y se obtiene

Z r e

r i

Z 2�

0

1
r

@2V
@�2

wd�dr =
Z r e

r i

1
r

"
@V
@�

w

�
�
�
�

2�

0

�
Z 2�

0

@V
@�

@w
@�

d�

#

dr

=
Z r e

r i

1
r

�
@V
@�

(r; 2� )w(r; 2� ) �
@V
@�

(r; 0)w(r; 0)
�

dr �
Z r e

r i

Z 2�

0

1
r

@V
@�

@w
@�

d�dr

= �
Z r e

r i

Z 2�

0

1
r

@V
@�

@w
@�

d�dr:

De las dos identidades obtenidas y (2.9) tenemos que para todow 2 Cper(
) se
veri�ca la siguiente igualdad
Z 2�

0

Z r e

r i

r
@V
@r

@w
@r

+
1
r

@V
@�

@w
@�

drd� +
�r e

� w

Z 2�

0
V(re; � )w(re; � )d� =

r i

� w

Z 2�

0
Q(� )w(r i ; � )d�:

(2.10)
As��, a partir de (2.10) de�nimos la forma a : Cper (
) � C per (
) ! R como

a(V; w) =
Z 2�

0

Z r e

r i

r
@V
@r

@w
@r

+
1
r

@V
@�

@w
@�

drd� +
�r e

� w

Z 2�

0
V(re; � )w(re; � )d� (2.11)
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y el funcional f : Cper
�



�
! R dado por

f (w) =
r i

� w

Z 2�

0
Q(� )w(r i ; � )d�: (2.12)

Como ser�a demostrado en el siguiente teorema, la formaa de�nida en (2.11) es bili-
neal y cont��nua. Por el Teorema de extensi�on existe un operador acotado, denotado

por a, de�nido sobre el espacioH�H = Cper (
) � C per(
)
k�k1; 
 �k�k 1; 


a valores reales,
esto es

a : H � H ! R

De manera an�aloga, siQ 2 L2(0; 2� ) entoncesf es un funcional lineal y cont��nuo.
Por lo tanto, existe una extensi�on lineal acotada, denotada porf , de�nida sobre el

espacioH = Cper (
)
k�k1; 


a valores reales

f : H ! R:

Se sigue que siV es soluci�on (2.2)-(2.4), entonces es soluci�on del problema variacional

a(V; w) = f (w); 8w 2 H : (2.13)

En el siguiente teorema mostramos que la expresi�on (2.13) tiene soluci�on �unica
en el espacioH , es decir el problema de encontrarV 2 H tal que

a(V; w) = f (w); 8w 2 H (2.14)

tiene una �unica soluci�on.

Teorema 2.2.1. Seaa : H � H ! R el operador de�nido en (2.11) yf : H ! R
en (2.12), entonces

(1) a es una forma bilineal cont��nua y coerciva.

(2) Si Q 2 V , entoncesf es linear y continuo.

Demostraci�on. Procedemos a demostrar estos resultados en los siguientes pasos.

(1a) Para todo u; v; w 2 H y � 1; � 2 2 R se veri�ca que

a(� 1u + � 2v; w) = � 1a(u; w) + � 2a(v; w)

a(u; � 1v + � 2w) = � 1a(u; v) + � 2a(u; w);

luego el operadora es bilineal.

Mostraremos quea es acotado. SeanV; w 2 V , en el primer integrando de
(2.11) utilizamos las desigualdades de H•older, Cauchy-Schwarz y obtenemos

Z 2�

0

Z r e

r i

r 1=2 @V
@r

r 1=2 @w
@r

+
1

r 1=2

@V
@�

1
r 1=2

@w
@�

drd�

�

 Z 2�

0

Z r e

r i

r
�

@V
@r

� 2

drd�

! 1=2  Z 2�

0

Z r e

r i

r
�

@w
@r

� 2

drd�

! 1=2
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+

 Z 2�

0

Z r e

r i

1
r

�
@V
@�

� 2

drd�

! 1=2  Z 2�

0

Z r e

r i

1
r

�
@w
@�

� 2

drd�

! 1=2

�

 Z 2�

0

Z r e

r i

" �
@V
@r

� 2

+
1
r 2

�
@V
@�

� 2
#

rdrd�

! 1=2

�

 Z 2�

0

Z r e

r i

" �
@w
@r

� 2

+
1
r 2

�
@w
@�

� 2
#

rdrd�

! 1=2

� k VkH kwkH :

Donde en la pen�ultima desigualdad hemos utilizado Cauchy-Schwarz para el
par de vectoresa = ( a1; a2); b= ( b1; b2) 2 R2, esto es

a1b1 + a2b2 � k ak2kbk2 =
�
a2

1 + a2
2

� 1=2 �
b2

1 + b2
2

� 1=2
:

Para el segundo integrando de la formaa, consideramos el operador trazo
� : H ! V � V de�nido por

�( w) = ( wj � i
; wj � e

):

Note que por el item 2 del Teorema del Trazo 1.2.6 se tiene la siguientede-
sigualdad

jwj � e
jV � j �( w)jV � C� kwkH : (2.15)

As��, en la segunda suma de (2.11), utilizando la desigualdad de H•older se tiene
Z 2�

0
re

�
� w

Vj � e
wj � e

d� �
�r e

� w
jVj � e

jV jwj � e
jV �

�r eC2
�

� w
kVkH kwkH :

De las desigualdades obtenidas, concluimos que

a(V; w) � CkVkH kwkH ; 8V; w 2 H

dondeC = 1 + �r eC2
� =� w es una constante positiva. Por lo tanto,a es acotado

y consecuentemente continuo.

(1b) Ahora vamos a mostrar quea es coercivo, es decir existe una constante� > 0
tal que

a(w; w) � � kwk2
H ; 8w 2 H :

Procedemos por contradicci�on, supongamos que existe una secuenciaf vngn2 N �
H tal que

kvnkH = 1; 8n 2 N y l��m
n!1

a(vn ; vn ) = 0 : (2.16)

Comof vngn2 N es limitada en el espacio re
exivoH, entonces del Teorema 1.1.1
existe una subsucesi�on, que denotamos porf vngn2 N y v 2 H tal que vn * v
en H.

Tambi�en, por el Teorema de Rellich-Kondrachov 1.2.10 item 2, parael caso en
que p = n = 2, tenemos la inclusi�on compactaH = H 1 ((r i ; re) � [0; 2� ]) ,!
L2((r i ; re) � [0; 2� ]). En consecuencia obtenemos la convergencia

vn ! v en L2((r i ; re) � [0; 2� ]): (2.17)
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As��, como vn * v en H, entonces de la de�nici�on de la convergencia d�ebil y
por el Teorema de Riez se tiene para todow 2 H se tiene

hvn � v; wi H ! 0; cuandon ! 1

o sea para todow 2 H se cumple
Z



(vn � v)wrdrd� +

Z



r (vn � v):r wrdrd� ! 0; cuandon ! 1 (2.18)

en particular, si en (2.18) tomamosw = v y de la convergencia (2.17) tenemos
Z



jr vj2rdrd� = l��m

n!1

Z



r v:r vn rdrd�; (2.19)

y la desigualdad de Cauchy-Schwarz se tiene
Z



jr vj2rdrd� = l��m

n!1

Z



r v:r vn rdrd� � jr vj2;
 l��m

n!1
jr vn j2;
 :

As��,
jr vj2;
 � l��m

n!1
jr vn j2;
 : (2.20)

Tambi�en de la de�nici�on de a, para todo w 2 H , se veri�can las desigualdades

jr wj2;
 � a(w; w)1=2; (2.21)

jwj2;� e � c� 1=2
0 a(w; w)1=2: (2.22)

dondec0 = �r e=� w.

Utilizando la desigualdades (2.20) y (2.22) junto con la hip�otesis auxiliar (2.16)
obtenemos

jr vj2;
 � l��m
n!1

jr vn j2;
 � l��m
n!1

a(vn ; vn )1=2 = 0 (2.23)

entonces, se tiene que
l��m

n!1
jr vn j2;
 = 0; (2.24)

luego de (2.24) en (2.23),r v = 0 entoncesv es constante casi siempre en 
.

Adem�as, por la convergenciavn ! v en L2((r i ; re) � [0; 2� ]) y la expresi�on
(2.24), se tiene

jvj22;
 = l��m
n!1

kvnk2
H = 1; (2.25)

de donde deducimos quev 6= 0.

Por otro lado, utilizando el Teorema del Trazo, item (2), mostramos la con-
vergenciavn ! v en L2(� e). En efecto,

jvn � vj22;� e
� C2

� kvn � vk2
H = C2

�

�
jvn � vj22;
 + jr :(vn � v)j22;


�

= C2
�

�
jvn � vj22;
 + jr vn j22;


�
;

dondeC� > 0 es la constante utilizada (2.15). En el limite, por (2.17) y (2.24)
obtenemos

l��m
n!1

jvn � vj22;� e
= 0: (2.26)
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De (2.22) obtenemos
jvn j2;� e � c� 1=2

0 a(vn ; vn )1=2

y por la convergencia (2.26) enL2(� e) al tomar l��mite se tiene que

jvj2;� e � c� 1=2
0 l��m

n!1
a(vn ; vn )1=2 = 0

luegov = 0 en � e.

Finalmente, del Teorema 1.2.9 se tiene que existeC > 0 tal que

jvj2;
 � Cjr vj2;
 = 0;

luego jvj2;
 = 0 y de (2.25) se tiene quejvj2;
 = 1 lo cual es un absurdo. Por
lo tanto, la forma bilinear a es coerciva.

(2) Ahora mostraremos que el funcionalf de�nido en (2.12) es lineal y continuo.
En efecto, de la de�nici�on se veri�ca quef es lineal.

Para mostrar quef es continua, tomamosw 2 H y utilizando la desigualdad
de H•older y el Teorema del trazo, item (2), obtenemos

f (w) =
r i

� w

Z 2�

0
Qwj � i d� �

r i

� w
jQjV jwj2;� i

� c1jQjVkwkH ;

dondec1 = r i C�
� w

. �

De los resultados obtenidos a partir del Teorema 2.2.1, sigue del Teorema de
Lax-Milgram que el problema variacional (2.13) tiene �unica soluci�onV 2 H y, por
la coercividad del operadora, satisface la estimativaa priori

kVkH � � � 1 a(V; V)
kVkH

� � � 1 sup
w2H

a(V; w)
kwkH

= � � 1 sup
w2H

f (w)
kwkH

� � � 1c1jQjV

donde� > 0 es la constante de coercividad. Por lo tanto, obtenemos la desigualdad
que relaciona la temperaturaV y el 
ujo Q

kVkH � c2jQjV ; (2.27)

dondec2 = � � 1c1.
Ya veri�cada la existencia de la funci�on V, mostraremos que esta puede ser

expresada explicitamente en t�erminos de series de Fourier utilizando el m�etodo de
separaci�on de variables como sigue.

Supongamos que la soluci�on del problema (2.2)-(2.4) puede ser escrita como
V(r; � ) = X (r )Y(� ). Sustituyendo este producto en (2.2), se obtiene

� w

r
(rX 00(r ) + X 0(r )) Y (� ) +

� w

r 2
X (r )Y 00(� ) = 0 : (2.28)
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Despejando las funcionesX e Y obtenemos la siguiente relaci�on

r 2X 00(r ) + rX 0(r )
� X (r )

=
Y 00(� )
Y (� )

= � 
 2; r 2 (r i ; re); � 2 [0; 2� ]: (2.29)

siendo las funcionesX (r ); Y(� ) no nulas y 
 constante. En la ecuaci�on anterior
consideramos el t�ermino� 
 2 para obtener soluciones no constantes y no nulas.

Tambi�en de las condiciones de periodicidad (2.8), tenemos que

X (r )Y(0) = X (r )Y(2� ); X (r )Y0(0) = X (r )Y(2� ); r 2 (r i ; re);

entonces
Y(0) = Y(2� ); Y0(0) = Y 0(2� ):

Por otro lado, sustituyendoV(r; � ) = X (r )Y(� ) en la condici�on de frontera (2.3)
obtenemos

(� wX 0(re) + �X (re)) Y (� ) = 0 ; � 2 [0; 2� ]:

luego
� wX 0(re) + �X (re) = 0 :

Estas ecuaciones son descritas por las siguientes ecuaciones diferenciales ordinarias:
el problema de Sturm-Liouville

Y 00(� ) + 
 2Y(� ) = 0 ; 0 � � � 2� (2.30)

Y(0) = Y(2� ); Y 0(0) = Y 0(2� ) (2.31)

y el problema de Cauchy

r 2X 00(r ) + rX 0(r ) � 
 2X (r ) = 0 ; r i < r < r e (2.32)

� wX 0(re) + �X (re) = 0 : (2.33)

Utilizando el resultado en (1.25), tenemos que la soluci�on general del problema (2.30)
es de la forma

Y(� ) = acos(
� ) + bsen(
� );

dondea; bson constantes no ambas nulas. As��, su derivada correspondiente es

Y 0(� ) = � 
a sen(
� ) + 
b cos(
� ):

Si 
 = 0 tenemos que la soluci�onY es constante. Supongamos que
 6= 0 y utilizando
la condici�on de frontera (2.31) obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones

acos(2�
 ) + bsen(2�
 ) = a (2.34)

� 
a sen(2�
 ) + 
b cos(2�
 ) = 
b (2.35)

Resolviendo este sistema de ecuaciones obtenemos

b(cos(2�
 ) � 1) = 0

la cual es analizada en los siguientes casos:
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1. Si b= 0, entonces reemplazando este valor en la ecuaci�on (2.34) se sigue que

a(cos(2�
 ) � 1) = 0;

donde a 6= 0. Luego, se tiene que
 satisface la ecuaci�on cos(2�
 ) = 1 y
consecuentemente

2�
 = 2�n; n 2 f 1; 2; : : :g:

2. Si cos(2�
 ) � 1 = 0 tambi�en se obtiene que
 = n, n 2 f 1; 2; : : :g

Por lo tanto, el problema (2.30)-(2.31) posee un sistema de autovalores y auto-
vectores asociados que poseen las siguientes caracter��sticas.

El primer autovalor es
 0 = 0 y su autoespacio asociado esspanf 1g. Los autova-
lores restantes son
 n = n, n 2 f 1; 2; : : :g, los cuales tienen dupla multiplicidad con
su respectivo autoespacio asociadospanf cos(n� ); sen(n� )g.

Se sigue que, la soluci�on general que resuelve (2.30)-(2.31) es dada por

Yn(� ) = anRn (� ) + bnSn (� );

en que
Rn (� ) = cos(n� ); Sn (� ) = sen(n� ): (2.36)

Por otro lado, sustituyendo los valores
 n en el problema de Cauchy (2.32) ob-
tenemos que para
 0 = 0 el problema

r 2X 00
0 (r ) + rX 0

0(r ) = 0 ; r i < r < r e

� wX 0
0(re) + �X 0(re) = 0 :

Utilizando los resultados asociados al problema de Cauchy, tenemosque polinomio
asociado a la soluci�onX 0(r ) = r s es

(s(s � 1) + s) r s = 0;

entoncess = 0 es la ra��z con dupla multiplicidad. Por lo tanto, la soluci�on general
correspondiente es

X 0(r ) = c1 + c2 ln(r )

De la condici�on de frontera (2.33), esta soluci�on es obtenida expl��citamente como

X 0(r ) = ln
�

r
re

�
�

� w

�r e
:

Para 
 n = n, el problema de Cauchy asociado es

r 2X 00
n (r ) + rX 0

n (r ) � n2X n (r ) = 0 ; r i < r < r e

� wX 0
n (re) + �X n (re) = 0 :

Luego, tenemos que polinomio asociado a la soluci�onX n (r ) = r s es
�
s(s � 1) + s � n2

�
r s = 0
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de donde se obtienen las ra��ces distintass1 = n y s2 = � n. Por lo tanto, la soluci�on
general correspondiente es

X n (r ) = c1r n + c2r � n

y utilizando la condici�on de frontera (2.33), la soluci�onX n es de la forma

X n (r ) =
1
r n

+
�

� wnr � n� 1
e � �r � n

e

� wnr n� 1
e + �r n

e

�
r n ; n 2 f 1; 2; : : :g (2.37)

Por lo tanto, tenemos un conjunto de solucionesVn (r; � ) = X n(r )Yn (� ) para todo
n 2 f 0; 1; : : :g. Utilizando el principio de la superposici�on (la suma de soluciones de
una ecuaci�on lineal homog�enea es tambi�en soluci�on de dicha ecuaci�on) se tiene que
para todo N 2 N la funci�on VN , dada por

VN (r; � ) = a0X 0(r ) +
NX

n=1

X n (r ) (anRn (� ) + bnSn (� )) ;

es soluci�on. En el siguiente teorema mostraremos que la serie

V(r; � ) = a0X 0(r ) +
1X

n=1

X n (r ) (anRn (� ) + bnSn (� )) ; (2.38)

es convergente yV es soluci�on d�ebil del problema (2.2)-(2.4).

Teorema 2.2.2. SeaB = f 1; Rn (� ); Sn(� ); n 2 Ng el conjunto ortogonal enV, don-
de las funcionesRn y Sn son de�nidas en(2.36). Entonces la funci�on V de�nida en
(2.38) es convergente y es soluci�on del problema variacional (2.13) con coe�cientes

a0 = �
hQ; R0i

2�� wX 0
0(r i )

; an = �
hQ; Rn i

� w �X 0
n (r i )

; bn = �
hQ; Sn i

� w �X 0
n(r i )

: (2.39)

Demostraci�on. Primeramente, mostremos que los coe�cientesan ; bn son veri�-
can (2.39). En efecto, para cadaN 2 f 0; 1; 2; : : :g, considere la suma parcial

QN (� ) =
1

2�
hQ; R0i +

1
�

NX

n=1

hQ; Rn i Rn (� ) + hQ; Sn i Sn (� ):

ComoB es una base ortogonal enV, por el Teorema 1.1.9 se cumple queQN converge
a Q 2 V, esto es

QN ! Q en V; cuandoN ! + 1 : (2.40)

Si consideramos la funci�onQN como condici�on de frontera en (2.4), se veri�ca, en
estas condiciones, que la funci�on

VN (r; � ) = a0X 0(r ) +
NX

n=1

X n (r )(anRn (� ) + bnSn (� )) (2.41)

es soluci�on del problema variacional (2.13).
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Note queVN 2 C1 (
). As��, de la condici�on de frontera � � w
@VN
@r

(r i ; � ) = QN (� )

se tiene la relaci�on

� � w

 

a0X 0
0(r i ) +

NX

n=1

X 0
n (r i ) (anRn + bnSn )

!

=
1

2�
hQ; R0i +

1
�

NX

n=1

hQ; Rn i Rn + hQ; Sn i Sn :

(2.42)

Haciendo uso de la ortogonalidad de la baseB, multiplicamos (2.42) por las funciones
Rm , Sm , respectivamente, param = 0; 1; : : : ; N y tomando producto interno en
(0; 2� ) se obtiene

� � wa0X 0
0(r i ) =

1
2�

hQ; R0i

y

� � wam X 0
m (r i ) =

1
�

hQ; Rm i ; � � wbm X 0
m (r i ) =

1
�

hQ; Sm i ; 8m 2 N:

As�� se tiene el primer resultado.
El pr�oximo paso es demostrar queV est�a bien de�nida. SeanVN1 ; VN2 las funcio-

nes dadas por la expresi�on (2.41), dondeN1; N2 2 N. Como el problema (2.2)-(2.4)
es homog�eneo, sigue queVN1 � VN2 tambi�en es soluci�on del problema variacional
(2.13), con condici�on de fronteraQN1 � Q N2 . As��, de la estimativa a priori (2.27),
obtenemos

kVN1 � VN2 kH � c2jQN1 � Q N2 jV : (2.43)

Luego, comofQ N gN 2 N es una secuencia de Cauchy enV, entoncesf VN gN 2 N

tambi�en es una secuencia de Cauchy enH, dondeH un espacio de Hilbert. Por lo
tanto, la secuenciaf VN gN 2 N es convergente y su limite

V(r; � ) = a0X 0(r ) +
1X

n=1

X n (r )(anRn (� ) + bnSn (� )) (2.44)

est�a bien de�nido.
Por �ultimo, mostramos que V es soluci�on d�ebil del problema (2.2)-(2.4). En

efecto, la funci�on VN es soluci�on del problema variacional

a(VN ; w) = c
Z 2�

0
QN (� )w(r i ; � )d�; 8w 2 H (2.45)

con c = r i =� w . Como las secuenciasf VN gN 2 N y fQ N gN 2 N convergen en los espacios
H y V, respectivamente, el resultado se veri�can tomando limite cuandoN tiende
al in�nito.

En efecto, note que por la continuidad del operadora se tiene

ja(VN ; w) � a(V; w)j = ja(VN � V; w)j � CkVN � VkH kwkH ! 0 cuandoN ! 1 ;

esto �ultimo debido a la convergencia de la secuenciaf VN gN 2 N en H.
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De manera similar, de la desigualdad de H•older y el Teorema del trazo, item (2),
se obtiene

Z 2�

0
(QN � Q) wj � i d� � C� jQN � QjVkwkH ! 0; cuandoN ! 1 :

De estas convergencias el resultado se sigue tomando limite en (2.45) cuando N !
1 , esto es

a(V; w) = c
Z 2�

0
Qwj � i d�; 8w 2 H :

Por lo tanto, V es soluci�on d�ebil del problema (2.2)-(2.4). �

Observaci�on 2.2.2. Por el Teorema anterior, si Q 2 V entonces existe una �unica
soluci�on d�ebil V 2 H del problema (2.2)-(2.4) expresada en series por (2.44). Una
pregunta natural es: >Sobre que condiciones esta funci�onV es soluci�on cl�asica1? En
el pr�oximo Teorema, demostraremos un resultado de regularidad sobre la funci�onV.

Teorema 2.2.3. SeaV la funci�on de�nida en (2.38), entoncesV 2 C1 (
 [ � e).

Demostraci�on. Para demostrar este resultado, utilizaremos el criterio de com-
paraci�on para construir una serie cuyos t�erminos limitan al t�ermino general de las
derivadasX (k)

n (r )Y (` )
n (� ) de (2.38). Finalmente, utilizamos el criterio de la raz�on para

demostrar que esta �ultima serie es convergente.
Primeramente calculamos lak-�esima derivada deX n (r ), n 2 f 1; 2; : : :g y obte-

nemos

X (k)
n (r ) = An;k r � n� k +

� wnr � n� 1
e � �r � n

e

� wnr n� 1
e + �r n

e
Bn;k r n� k ; n � k

dondeBn;k = n!=(n � k)! y An;k = ( � 1)k(n + k � 1)!=(n � 1)!
Entonces

X (k)
n (r )

X 0
n (r i )

= �
� r i

r

� n r i

r k

� wn(An;k r 2n
e + Bn;k r 2n ) + �r e(An;k r 2n

e � Bn;k r 2n )
� wn2(r 2n

e � r 2n
i ) + �nr e(r 2n

e + r 2n
i )

:

Procedemos a estimar el siguiente t�ermino. Parak � 1, ` � 0 y n � k se tiene

�
�anX (k)

n (r )R(` )
n (� )

�
� =

�
�
�
�

hQ; Rn i
� w �X 0

n (r i )
X (k)

n (r )

�
�
�
�
�
�R(` )

n (� )
�
�

� j QjV jRn jV

�
�
�
�
�
X (k)

n (r )
X 0

n (r i )

�
�
�
�
�

n`

� w �

�
� r i

r

� n n` r i

� wr k

(� w + �r e)( jAn;k j + Bn;k (r=r e)2n )
� wn2(1 � � 2n ) + �nr e(1 + � 2n )

jQjV :

(2.46)

donde hemos utilizado (2.39) y� = r i =re:

1Una soluci�on cl�asica es una funci�on V 2 C2(
) tal que satisface (2.2)-(2.4) puntualmente sobre

.
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Entonces, para cada� 2]0; re � r i [ y n � k, notando que 0< r=r e � 1,

sup
(r;� )2 [r i + �;r e]� [0;2� ]

�
�anX (k)

n (r )R(` )
n (� )

�
� �

r i

�r e� wr k
jQjVCn (`; k; � ); (2.47)

donde

Cn (`; k; � ) = n` � 1

�
r i

r i + �

� n

(� wn + �r e)( jAn;k j + Bn;k ):

Una estimativa similar se cumple para
�
�
�bnX (k)

n (r )S(` )
n (� )

�
�
� , esto es

sup
(r;� )2 [r i + �;r e]� [0;2� ]

�
�bnX (k)

n (r )S(` )
n (� )

�
� �

r i

�r e� wr k
jQjVCn (`; k; � ): (2.48)

Note que,

Cn+1 (`; k; � )
Cn (`; k; � )

=
�

n + 1
n

� ` � 1 �
r i

r i + �

� �
� w(n + 1) + �r e

� wn + �r e

� �
jAn+1 ;k j + Bn+1 ;k

jAn;k j + Bn;k

�
:

(2.49)

Tambi�en,

jAn+1 ;0j + Bn+1 ;0

jAn;0j + Bn;0
= 1;

jAn+1 ;1j + Bn+1 ;1

jAn;1j + Bn;1
=

n + 1
n

(2.50)

y, para cadak 2 f 2; 3; : : :g,

jAn+1 ;k j + Bn+1 ;k

jAn;k j + Bn;k
=

1
n(n � k + 1)

(n + k)!(n � k + 1)! + n!(n + 1)!
(n + k � 1)!(n � k)! + n!(n � 1)!

=
1

n(n � k + 1)
(n + 1)!( n � k + 1)!

n!(n � k)!
�

(n + k)(n + k � 1) � � � (n + 2) + n(n � 1) � � � (n � k + 2)
(n � 1 + k)(n � 2 + k) � � � (n + 1) + ( n � 1)(n � 2) � � � (n � k + 1)

�
n + 1

n
(n + k)k� 1 + nk� 1

(n + 1) k� 1 + ( n � k + 1) k� 1

�
n + 1

n

�
n + k

n � k + 1

� k� 1

:

(2.51)

Por lo tanto, de (2.50)-(2.51), tomando limite superior se tiene

l��m sup
n! + 1

jAn+1 ;k j + Bn+1 ;k

jAn;k j + Bn;k
� 1

y por la identidad (2.49), obtenemos

l��m sup
n! + 1

Cn+1 (`; k; � )
Cn (`; k; � )

�
r i

r i + �
< 1:

Utilizando el criterio de la raz�on, concluimos que la serie, cuyo t�ermino general es li-
mitado en (2.47) y (2.48) es convergente. Consecuentemente,V 2 C1 (
 [ � e) pues la
diferenciaci�on de la serie (2.38) t�ermino a t�ermino produce una serie uniformemente
convergente en [r i + �; r e] � [0; 2� ] para cada� 2]0; re � r i [. �
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Note que no podemos a�rmar nada con respecto a la suavidad de la soluci�on V
en la frontera interna � i sin contar con informaci�on a priori sobreQ. Para superar
esta di�cultad, asumiremos que el 
ujoQ satisface ciertas propiedades, siendo estas
basadas en observaciones de datos obtenidos experimentalmenteen [8]. El resultado
principal es descrito en el siguiente Corolario.

Corol�ario 2.2.1. Supongamos queQ; Q0; Q002 V tal queQ y Q0 son funciones 2� -
peri�odicas. Entonces la funci�on V, dada en (2.38), resuelve el problema (2.2)-(2.4)
en el sentido cl�asico.

Demostraci�on. Desde queQ; Q0; Q002 V con Q y Q0 funciones 2� -peri�odicas,
utilizando integraci�on por partes obtenemos

hQ; Rn i = � n� 2hQ00; Rn i ; hQ; Sn i = � n� 2hQ00; Sn i :

Entonces, haciendo un procedimiento similar a (2.46), podemos deducir que

jX 0
n (r )(anRn (� ) + bnSn (� )) j �

2
� wn2

� wn2(1 � (r=r e)2n ) + �r en(1 + ( r=r e)2n )
� wn2(1 � � 2n ) + �nr e(1 + � 2n )

jQ00jV ;

(2.52)

donde los componentes de esta �ultima expresi�on

� wn2(1 � (r=r e)2n )
� wn2(1 � � 2n ) + �nr e(1 + � 2n )

�
� wn2(1 � � 2n )

� wn2(1 � � 2n ) + �nr e(1 + � 2n )
� 1

y
�r en(1 + ( r=r e)2n )

� wn2(1 � � 2n ) + �nr e(1 + � 2n )
�

2�r en
� wn2(1 � � 2n ) + �nr e(1 + � 2n )

� 2

son limitadas.
Por lo tanto, de (2.52), sigue que

sup
(r;� )2 [r i ;r e]� [0;2� ]

jX 0
n (r )(anRn (� ) + bnSn (� )) j �

6
� wn2

jQ00jV: (2.53)

La diferenciaci�on t�ermino a t�ermino de la serie (2.38), con respecto a r junto con
(2.53), muestra que la derivada de la serie converge uniformementeen [r i ; re]� [0; 2� ].
Entonces, (2.3)-(2.4) son satisfechas en el sentido cl�asico y consecuentementeV es
una soluci�on cl�asica. �

Con los resultados obtenidos, en el Teorema 2.2.3 sobre la regularidad de V,
mostramos a continuaci�on la relaci�on que constituye la base del m�etodo para el
estudio del problema inverso correspondiente.

Teorema 2.2.4. SeaA : V ! V de�nido por A(Q) = V(re; �), dondeV es dada por
el Teorema 2.2.3. Entonces, se veri�can las siguientes propriedades:
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1. El operadorA es lineal, compacto, autoadjunto, positivo e inyectivo, tal que

A(Q) = � 0 hQ; R0i R0 +
+ 1X

n=1

� n (hQ; Rn i Rn + hQ; Sn i Sn ) (2.54)

donde

R0(� ) = 1 =
p

2�; R n (� ) = cos(n� )=
p

�; S n (� ) = sen(n� )=
p

�; n 2 N

y los coe�cientes

� n = �
X n (re)

� wX 0
n (r i )

=
2r n+1

i r n
e

� wn(r 2n
e � r 2n

i ) + � (r 2n+1
e + rer 2n

i )
> 0: (2.55)

para todo n � 0.

2. La secuencia num�ericaf � ng1
n=0 es decreciente y convergente con

l��m
n!1

� n = 0:

3. Los valores singulares deA son dados por (2.55), siendo� 0 autovalor simple,
asociado a la funci�on singularR0; y � n es un autovalor con dupla multiplicidad
asociado a las funciones singularesf Sn ; Rng para n � 1. Consecuentemente,
la imagen deA es caracterizada por

R(A) =

(

f 2 Hj
1
� 2

0
hf; R 0i 2 +

+ 1X

n=1

1
� 2

n

�
hf; S n i 2 + hf; R n i 2�

< 1

)

: (2.56)

Demostraci�on. La expansi�on (2.54) con� n en (2.55) resulta del Teorema 2.2.3
y est�a bien de�nida debido a la suavidad deV en 
 [ � e.

Para mostrar que A es lineal, compacto y autoadjunto, de�nimos para cada
N 2 N el operadorAN : V ! V como

AN (Q) = � 0 hQ; R0i R0 +
NX

n=1

� n (hQ; Rn i Rn + hQ; Sn i Sn ):

Mostraremos que este operador es lineal, acotado, compacto y autoadjunto.
En efecto, de la de�nici�on se veri�ca queAN es lineal. SeaQ 2 V, como el

conjunto f R0; Rn ; Sn ; n 2 Ng es ortonormal en el espacioV se tiene

jAN Qj2V =

�
�
�
� � 0 hQ; R0i R0 +

NX

n=1

� n (hQ; Rn i Rn + hQ; Sn i Sn )

�
�
�
�

2

V

= � 2
0j hQ; R0i j 2 +

NX

n=1

� 2
n

�
hQ; Rn i 2 + hQ; Sn i 2�

� � 2
0jQj2V jR0j2V +

NX

n=1

� 2
n

�
jQj2V jRn j2V + jQj2V jSn j2V

�
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� j Qj2V

 

� 2
0 + 2

NX

n=1

� 2
n

!

Por lo tanto
jAN QjV � CN jQjV 8Q 2 V;

dondeCN =
�

� 2
0 + 2

P N
n=1 � 2

n

� 1=2
. Se sigue queAN es acotado.

Tambi�en, note que el subespacioR(AN ) es generado por el conjunto linealmente
independientef R0; R1; S1; : : : ; RN ; SN g de 2N + 1 elementos. As��, dim(R(AN )) =
2N + 1 < 1 y por el Teorema 1.1.16 tenemos queAN es compacto.

Por otro lado, mostramos queAN es auto adjunto. SeanQ1; Q2 2 V arbitrarios,
entonces

hAN Q1; Q2i =

*

� 0 hQ1; R0i R0 +
NX

n=1

� n(hQ1; Rn i Rn + hQ1; Sn i Sn ); Q2

+

= � 0 hQ1; R0i hR0; Q2i +
NX

n=1

� n (hQ1; Rn i hRn ; Q2i + hQ1; Sn i hSn ; Q2i )

= � 0 hQ1; hR0; Q2i R0i +
NX

n=1

� n (hQ1; hRn ; Q2i Rn i + hQ1; hSn ; Q2i Sn i )

= hQ1; � 0 hQ2; R0i R0i +
NX

n=1

� nhQ1; hQ2; Rn i Rn + hQ2; Sn i Sn i

= hQ1; � 0 hQ2; R0i R0i +

*

Q1;
NX

n=1

� n (hQ2; Rn i Rn + hQ2; Sn i Sn )

+

=

*

Q1; � 0 hQ2; R0i R0 +
NX

n=1

� n (hQ2; Rn i Rn + hQ2; Sn i Sn )

+

= hQ1; AN Q2i ; 8Q1; Q2 2 V :

Por lo tanto AN es un operador autoadjunto.
Finalmente, vamos a mostrar quekAN � Ak ! 0 cuandoN ! 1 . SeaQ 2 V tal

quejQjV � 1, nuevamente utilizando la ortonormalidad del conjuntof R0; Rn ; Sn ; n; 2
Ng en V se tiene

jAQ � AN Qj2V =

�
�
�
�

1X

n=1

� n (hQ; Rn i Rn + hQ; Sn i Sn ) �
NX

n=1

� n (hQ; Rn i Rn + hQ; Sn i Sn )

�
�
�
�

2

V

=
1X

n= N +1

� 2
n

�
hQ; Rn i 2 + hQ; Sn i 2�

�
1X

n= N +1

� 2
n

�
jQj2V jRn j2V + jQj2V jSn j2V

�

= 2 jQj2V

1X

n= N +1

� 2
n � 2

1X

n= N +1

� 2
n :
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Entonces, tenemos que

kA � AN k = sup
jQjV � 1

jAQ � AN QjV �

 

2
1X

n= N +1

� 2
n

! 1=2

! 0 cuandoN ! 1 :

Donde, como veremos en el item (2), la convergencia de la �ultima serie es debido a

la desigualdad� n �
2r i

� wn
, para todo n 2 N.

Por lo tanto, A es l��mite de una secuencia de operadores compactos y por el
Teorema 1.1.17 se sigue queA es compacto. Tambi�en, por el Teorema 1.1.20 se tiene
que A es lineal, acotado y autoadjunto.

Por otro lado, como� n 2 R para cadaQ 2 V, sigue que

hA(Q); Qi = � 0 hQ; R0i
2 +

+ 1X

n=1

� n

�
j hQ; Rn i j 2 + j hQ; Sn i j 2

�
� 0:

entoncesA es positivo.
Para mostrar queA es inyectivo, seaQ 2 V tal que

0 = A(Q) = � 0 hQ; R0i R0 +
+ 1X

n=1

� n (hQ; Rn i Rn + hQ; Sj i Sn )

usando la ortonormalidad de la baseB se tiene que

hQ; R0i = 0; hQ; Rn i = hQ; Sn i = 0; 8n 2 N:

Por el Teorema 1.1.8 item 3 se sigue queQ = 0.

(2) Para demostrar el segundo item, note que

� n =
2r i

� wn(� � n � � n ) + �r e(� n + � � n )
;

siendo� = r i =re.
En efecto, como� < 1, se tiene que las sucesionesf � � n � � ng1

n=0 y f � � n + � ng1
n=0

son crecientes. Esto implica que la secuencia� n es no creciente y converge a cero
cuandon ! 1 :

(3) Para probar el �ultimo item, notamos que

A(R0) = � 0R0; A(Sn ) = � nSn ; A(Rn ) = � nRn ; n � 1

que es un resultado inmediato de la de�nici�on en (2.54) y la ortonormalidad de la
baseB. Entonces

A � (A(Q)) = � 2
0hQ; R0i R0 +

+ 1X

n=1

� 2
n(hQ; Rn i Rn + hQ; Sn i Sn ):
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Esto muestra quef � 2
ng1

n=0 son los autovalores deA � A. Por lo tanto, tenemos que
f � ngn2 N, son valores singulares deA.

Para mostrar la �ultima parte del item (3), consideremosf 2 R (A) � D(Ay). Por
lo tanto,

R(A) =

(

f 2 H

�
�
�
�

1
� 2

0
hf; R 0i 2 +

+ 1X

n=1

1
� 2

n

�
hf; S n i 2 + hf; R n i 2�

< 1

)

:

se sigue del Teorema de Picard. �

Observaci�on 2.2.3. Basados en la de�nici�on de � n , se veri�car que los valores
singulares del operador tienen decaimiento exponencial. Problemas que envuelven
operadores compactos con este tipo de valores singulares, son denominados en la
literatura como problemas severamente mal colocados.

De la de�nici�on del operador A, se sigue que existe una relaci�on entre el 
ujo
Q y la temperatura en el borde externoV(re; � ). Una consecuencia inmediata de
las propriedades te�oricas deA es que el 
ujo Q puede ser determinado comoQ =
A � 1(V j � e) y descrito, de manera explicita por el Teorema de Picard, en t�erminos del
sistema singular deA y datos de entrada exactosV j � e .

Finalmente, observamos que el conjunto de funciones para las cuales es garanti-
zada la existencia del 
ujoQ, es determinado por el tercer item del Teorema 2.2.4.
En efecto, si queremos resolverAQ = f , para que una soluci�on cuadrado integrable
Q exista, la serie descrita en (2.56) precisa ser convergente, lo que signi�ca que los
coe�cientes de Fourierhf; R n i , hf; S n i de f , deben decaer para cero mas r�apido que
los valores singulares� n . En t�erminos de regularidad, esto implica que el subespacio
R(A) es formado por funciones muy suaves.

2.2.2. Soluci�on del problema no homog�eneo

En esta �ultima parte mostraremos resultados de existencia y unicidad del
problema auxiliar (2.5)-(2.7). Comenzaremos analizando los siguientes casos:

Si la soluci�on W = W(r ) depende de la variable radialr , podemos despreciar
las derivadas deW con respecto a� en (2.5), y buscamos la soluci�onW como una
funci�on que depende solamente der .

Procediendo de esta manera, el problema (2.5)-(2.7) se transforma en un proble-
ma unidimensional

� w (rW 0(r ))0 = � rqg(r ); r 2 (r i ; re) (2.57)

W 0(re) =
�
� w

(Tenv � W(re)) (2.58)

W 0(r i ) = 0 : (2.59)

Integrando la ecuaci�on (2.57) en (r i ; s), con r i < s < r e y por el segundo Teorema
Fundamental del C�alculo2 obtenemos

rW 0(r )

�
�
�
�

s

r i

= �
1

� w

Z s

r i

tqg(t)dt

2Si f es una funci�on real continua en un intervalo cerrado [a; b], si suponemos que la integral
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entonces, utilizando la condici�on de frontera (2.59) se sigue que

W 0(s) = �
1

� ws

Z s

r i

tqg(t)dt (2.60)

en particular, de la condici�on de frontera (2.58) se tiene que

�
1

� wre

Z r e

r i

tqg(t)dt = W 0(re) =
�
� w

(Tenv � W(re)) ;

luego

W(re) = Tenv +
1

�r e

Z r e

r i

tqg(t)dt: (2.61)

Por otro lado, integrando la ecuaci�on (2.60) en (r; r e) obtenemos

W(re) � W(r ) = �
1

� w

Z r e

r

�
1
s

Z s

r i

tqg(t)dt
�

ds:

Finalmente, utilizando (2.61) obtenemos la correspondiente soluci�on

W(r ) = Tenv +
1

� w

Z r e

r

�
1
s

Z s

r i

tqg(t)dt
�

ds+
1

�r e

Z r e

r i

tqg(t)dt

En particular, cuando la funci�on qg es constante, la soluci�onW es

W(r ) = �
qg

4� w
(r � r 2

e) +
qg

2� w
r 2

i ln(
r
re

) + Tenv +
qg

2�r e
(r 2

e � r 2
i ): (2.62)

As��, para el caso en queqg es constante la funci�on de�nida en (2.62) veri�ca que
W 2 C1 [re; r i ].

Observaci�on 2.2.4. Resaltamos que el casoqg constante aparece frecuentemente en
problemas inversos en transferencia de calor, en los cualesqg es generado en labora-
torio y representa una fuente de calor uniforme generado porel efecto Joule [17,37].

La existencia y unicidad de la soluci�on d�ebil del problema (2.5)-(2.7), para el
caso donde el terminoqg depende de ambas variables, es determinada por el Teore-
ma de Lax-Milgram a trav�es de la formulaci�on del siguiente problemavariacional:
Encuentre W 2 H tal que

a(W; w) = g(w); 8w 2 H ; (2.63)

siendoa el operador bilineal de�nido en (2.11) y

g(w) =
1

� w

Z 2�

0

Z r e

r i

rqg(r; � )w(r; � )drd� +
�r eTenv

� w

Z 2�

0
wj � ed�: (2.64)

Rb
a f 0(t)dt existe y f 0 es continua en el intervalo abierto (a; b), entonces

Z b

a
f 0(t)dt = f (b) � f (a):
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Teorema 2.2.5. Sea a de�nido en (2.11) y g de�nido en (2.64). Si qg 2 L2(
) ,
entonces el problema variacional(2.63) tiene una �unica soluci�on.

Demostraci�on. Mostraremos queg es lineal y acotada. En efecto, de la de�ni-
ci�on se tiene queg es lineal. Para mostrar que es acotada utilizamos la desigualdad
de H•older y la del trazo, entonces

jg(w)j �
re

� w
jqgj2;
 jwj2;
 +

�r eTenv

� w
jwj2;� e

�
re

� w
jqgj2;
 kwkH +

�r eTenv

� w
C� kwkH

=
�

rejqgj2;
 + �r eTenvC�

� w

�
kwkH :

Siguiendo el mismo procedimiento efectuado para el problema homog�eneo, el resul-
tado sigue del Teorema de Lax-Milgram [3] pues el operadora es continuo, coercivo
y g es lineal y acotada.

�

Finalmente, utilizando la coercividad dea se tiene

kWkH � � � 1 a(W; W)
kWkH

� � � 1 sup
w2H

ja(W; w)j
kwkH

� � � 1 sup
w2H

jg(w)j
kwkH

�
rejqgj2;
 + �r eTenvC�

� w �
: (2.65)

Observaci�on 2.2.5. De lo resultados de existencia y unicidad descritos anterior-
mente, podemos concluir que la funci�onT = V + W est�a bien de�nida y es soluci�on
d�ebil del problema (1)-(3).

Tambi�en de las desigualdades(2.27) y (2.65) se tiene que

kTkH � k VkH + kWkH

� c2jQjV +
rejqgj2;
 + �r eTenvC�

� w �
:

Por el Teorema 2.2.4, podemos formular la relaci�on entre el
ujo Q y la temperatura
T en la frontera � e v��a la ecuaci�on

A(Q) = Tj � e � Wj � e : (2.66)

Esta relaci�on ser�a la base para estudiar el problema inverso correspondiente: Dado
f 2 V , determine una funci�on Q 2 V tal queA(Q) = f .

As��, esta �ultima ecuaci�on puede ser utilizada en aplicaciones industriales para
determinar el coe�cienteQ a partir de las informaciones obtenidasTj � e , Wj � e : Note
que para el caso en que la funci�onqg es constante es posible determinarW(re) de
manera exacta.

Para el caso en queqg = qg(r; � ) los datosWj � e pueden ser obtenidos utilizando
alg�un m�etodo num�erico de aproximaci�on.
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Cap��tulo 3

Conclusiones

En este trabajo hemos estudiado la existencia y unicidad de la soluci�on de la
ecuaci�on de Poisson, con condiciones de frontera tipo Robin, en una regi�on anular.

El estudio de este problema fue motivado principalmente por el trabajo experi-
mental de Bozzoli [13] y por las diferentes aplicaciones de las ecuaciones el��pticas, en
procesos industriales tales como pasteurizaci�on de alimentos, corrosi�on de materiales,
entre otros.

La estrategia utilizada en este trabajo ha sido dividir el problema principal en dos
subproblemas, con solucionesV y W, respectivamente, tal queT = V + W. Utilizan-
do los resultados de la teor��a de espacios de Sobolev y el Teorema deLax-Milgram
hemos demostrado la existencia y unicidad de las soluciones correspondientes sobre
ciertas hip�otesis del 
ujo Q y la funci�on qg, respectivamente.

Entre los resultados obtenidos m�as importantes se encuentran laexpresi�on ex-
pl��cita de la soluci�on V, en t�erminos de series de Fourier, junto con resultados de
regularidad de la misma, las cuales dependen de las propiedades de la funci�on Q. Por
otro lado, tambi�en mostramos la existencia de la soluci�onW cuya expresi�on puede
ser obtenida explicitamente dependiendo de las caracter��sticas deqg. En particular,
cuando �esta funci�on es constante obtenemos una expresi�on simple para esta soluci�on.

Finalmente, tambi�en hemos establecido una relaci�on entre el 
ujo de transferencia
de calorQ y la temperatura externaT(re; �) a trav�es de un operador lineal, limitado,
compacto, autoadjunto, positivo e inyectivo. Este �ultimo resultado permite el estudio
del problema inverso correspondiente: Dadof 2 V , determine una funci�on Q 2 V
tal que A(Q) = f .

En la pr�actica, este tipo de problemas presentan algunas di�cultades cuando las
informaciones en los datos, denotada porf � , presentan inexactitudes con respecto a
los datos exactosf , esto es, existe una estimativa de error

jf � f � jV � �;

donde � > 0. Si denotamos porQ� := A � 1f � la soluci�on correspondiente, tenemos
que la discontinuidad del operadorA � 1 implica que el error en la soluci�onjQ � Q� jV
diverge a medida que� tiende a cero. As��, vemos que peque~nas perturbaciones en
las informaciones de entrada pueden resultar en grandes alteraciones en la soluci�on
aproximadaQ� .

En la literatura podemos encontrar diferentes estrategias para tratar tipo de pro-
blemas, llamados m�etodos de regularizaci�on, entre ellas mencionamos la Expansi�on
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Truncada en Valores Singulares (TSVE) y Regularizaci�on de Tikhonov (RT).
Finalmente, el estudio de este problema inverso puede ser extendido al caso tridi-

mensional a partir del modelo de la ecuaci�on de Poisson en coordenadas cil��ndricas.
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Ap�endice A

Sucesiones y series de funciones

La demostraci�on de los siguientes teoremas pueden ser encontrados en Rudin [40].

De�nici�on A.0.1. Seaf f ngn2 N es una sucesi�on de funciones reales de�nidas sobre
un subconjuntoI de R.

1. La secuenciaf f ngn2 N converge puntualmente enI a una funci�on f si, para
cada x0 2 I �jo, la secuencia num�erica f f n(x0)gn2 N converge af (x0). Esto
equivale a decir que, dado" > 0 y x0 2 I , existe un enteroN = N ("; x 0) tal
que para todon � N

jf n (x0) � f (x0)j < ":

2. La secuenciaf f ngn2 N converge uniformente enI a una funci�on f si, dado
" > 0 existe un enteroN = N (") tal que para todon � N

jf n(x) � f (x)j < ";

para todo x 2 I .

Teorema A.0.6. La sucesi�on de funcionesf f ngn2 N, de�nidas en I , converge uni-
formemente enI si y solo si para cada" > 0 existe un enteroN tal que m; n � N
implica

jf n(x) � f m (x)j < ";

para todo x 2 I:

Teorema A.0.7. Si f f ngn2 N es una secuencia de funciones continuas enI , y si

f n ! f

uniformemente enI , entoncesf es continua enI .

Teorema A.0.8. Supongamos quef f ng es una sucesi�on de funciones diferenciables
en [a; b] tal que f f n (x0)gn2 N converge, para alg�un puntox0 2 [a; b]. Si f f 0

ngn2 N

converge uniformemente en[a; b], entoncesf f ngn2 N converge uniformemente en[a; b]
hacia una funci�on f , y

f 0(x) = l��m
n!1

f 0
n (x); 8x 2 (a; b):
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De�nici�on A.0.2. Sea una sucesi�on de funcionesf f ngn2 N de�nidas en I . Para cada
n 2 N la secuencia de�nida por

sn (x) =
nX

j =1

f j (x)

es la suma parcial cuyo t�ermino general esf n .
Si f sn(x)gn2 N es convergente, para todox 2 I , la funci�on

f (x) =
1X

n=1

f n (x); x 2 I

es llamada serie de la seriesn .

Teorema A.0.9. Sea una sucesi�on de funcionesf f ngn2 N, de�nidas en I , y supon-
gamos que

jf n (x)j � Mn ; 8n 2 N; 8x 2 I:

En estas condiciones la secuencia de funciones asociada
nP n

j =1 f j

o

n2 N
es conver-

gente si la secuencia num�erica
nP n

j =1 M j

o

n2 N
es convergente.
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Ap�endice B

Frontera

De�nici�on B.0.3. Sea
 � Rn un subconjunto abierto deRn , decimos que
 tie-
ne frontera � = @
 Lipschitz, si para cadaN 2 N existen subconjuntos abiertos
U1; : : : ; Un � Rn tales que

1. @
 �
S N

i =1 Ui .

2. Para cadai = 1; : : : ; N la intersecci�on @
 \ Ui es descrito como el gr�a�co de
una funci�on Lipschitz continua,

Sea 
 � Rn un subconjunto abierto y k 2 N. Existen diferentes maneras de
de�nir la regularidad de la frontera de un conjunto abierto. Escogemos la de�nici�on
dada en Evans [21].

De�nici�on B.0.4. Sea
 � Rn abierto, acotado yk 2 N. Decimos que la frontera
� = @
 es de claseCk , si para cada puntox0 2 � , existe r > 0 y una funci�on

 : Rn� 1 ! R de claseCk(Rn� 1) tal que


 \ B (x0; r ) = f x 2 B(x0; r ); xn > 
 (x1; : : : ; xn� 1)g:

1. Decimos que la frontera� es de claseC1 si la funci�on 
 es de claseCk(Rn� 1)
para todo k 2 N.

2. Decimos que� es anal��tica si el mapeo
 es anal��tico.

De�nici�on B.0.5. 1. Si @
 es de claseC1, entonces a lo largo de@
 es de�nido
el campo vectorial normal unit�ario en la direcci�on externa � = ( � 1; : : : ; � n ). El
vector normal unit�ario en el punto x0 2 @
 es � (x0) = � = ( � 1; : : : ; � n ).

2. Seau 2 C1(
) , de�nimos la derivada normal deu como

@u
@�

:= Du � �

En los siguientes teoremas asumimos que 
 es un subconjunto abierto y limitado
de Rn con frontera@
 de clase C1.
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Figura B.1: Frontera

Teorema B.0.10 (Teorema de Gauss-Green ). Supongamos queu 2 C1(
) , en-
tonces Z



ux i dx =

Z

@

u� i dS; (i = 1; : : : ; n):

Demostraci�on. Ver [21].

Teorema B.0.11 (Integraci�on por partes ). Supongamos queu; v 2 C1(
) , en-
tonces Z



ux i vdx = �

Z



uvx i dx +

Z

@

uv� i dS; (i = 1; : : : ; n):
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