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Resumen

En este trabajo de tesis estudiamos la ecuacon de Poisson, comdioiones de
frontera tipo Robin, en una regon anular. Demostramos resultams de existencia
y unicidad de la solucon cebil, para dos sub-problemas, utilizando atetodo de
formulacon variacional y el Teorema de Lax-Milgram, asociado a pacios de So-
bolev. En este aralisis tamben mostramos resultados de reguldad de la solucbn
utilizando series de Fourier y nalmente establecemos una relacomtee el ujo de
transferencia de calor y la temperatura externa del tubo a tr@s de un operador
lineal compacto.

Palabras clave : Ecuacon de Poisson, Espacios de Sobolev, Lax-Milgram, Ara-
lisis de Fourier, Operadores compactos.



Abstract

In this thesis we study the Poisson equation, with Robin boundary odlitions,
in an annular region. We show results of existence and uniquenesstlod weak
solution, for two sub-problems, using the variational formulation rathod and the
Lax-Milgram Theorem, associated with Sobolev spaces. In this ansiy we also
show regularity results of the solution using Fourier series and nallye establish
a relationship between the heat transfer ow and the external taperature of the
tube through a compact linear operator.

Keywords: Poisson equation, Sobolev spaces, Lax-Milgram, Fourier analysis,
Compact operators.

Vi



Indice general

1. Resultados preliminares 4
1.1. Espaciosde Hilbert . . . . . ... .. .. .. ... ... 4
1.1.1. TeoradeOperadores . . . . . . .. . ... ... 16
1.1.2. ElTeoremadePicard .. ... ... .... ... ....... 19
1.2. Teora de Distribuciones y espacios de Sobolev . . . . . ... .. .. 20
1.2.1. Distribuciones . . . . . . .. ... 22
1.2.2. EspaciofP() .. ... .. . .. 22
1.2.3. Espaciosde Sobolev . . ... ... ... ... ... ..... 26
1.2.4. Espacios de Hilbert asociados a funciones perodicas . . . . . 9 2
1.3. Ecuaciones diferenciales de segundo orden con coe cientestemtes 31
1.3.1. Solucbn general de la ecuacoay®™ by’+ c=0. ... .. .. 32
1.3.2. Ecuacon de Cauchy-Euler . . . . .. .. ... .. ....... 34
2. Existencia y unicidad 35
2.1. Cambiode coordenadas . .. .. .. ... .. ... .. .. .. ..., 35
2.2. La Formulacon variacional . . . . . ... ... ... .......... 37
2.2.1. Formulacon variacional del problema de valor de frontera Ro
MOGNEO . . . . . o ot e e e e e e 37
2.2.2. Solucon del problema no homogeneo . . . . ... .. .. ... 53
3. Conclusiones 56
A. Sucesiones y series de funciones 58
B. Frontera 60

Vil



Introduccon

Este estudio es motivado por los trabajos publicados en elarea geoblemas
inversos en transferencia de calor, en que la ecuacon de Poissenutliza como
modelo para reconstruir el coe ciente de transferencia de calaynvectivo, a partir
de las informaciones de temperatura en la pared exterior.

En los procesos ermicos como la pasteurizacon, un alimento, genalmente lqui-
do, es expuesto a altas temperaturas durante un breve perode tiempo y desples
es enfriado mpidamente con la nalidad de reducir los microorganisns dafinos para
la salud sin alterar la calidad y la composicon del lquido. En este pragso, aparece
el coe ciente de conveccon, el cual cuanti ca la transferencide calor entre el Iqui-
do y la pared interna del conducto tubular. As, estimar el coe ciate convectivo es
de vital importancia, ya que si este presenta pequenos valoresproceso ermico
no eliminara la mayora de microorganismos, comprometiendo la saluaiblica. En
caso contrario, si fuese muy elevado, la calidad del alimento podvarse afectada
debido al sobrecalentamiento.

Actualmente existe un gran intees en determinar el coe cienteanvectivo a par-
tir de las informaciones de temperatura en la pared externa del tabEste estudio
realizado corresponde alarea de problemas inversos en transfieia de calor. En-
tre los diferentes netodos utilizados para determinar este cogente se incluyen la
utilizacon de sondas colocadas en el interior del tubo, sin embargsto presenta
inconvenientes pues en algunos casos la geometra del conductpide utilizar esta
estrategia. Por otro lado, en el caso posible, las sondas puedenalieg alterar la
temperatura interna y consecuentemente distorsionar la inforroan del coe ciente;
0 enultimo caso ser destruidas por las altas temperaturas.

El proceso anteriormente descrito puede ser modelado medianteiaiones en
derivadas parciales con condiciones de frontera.

En este trabajo estudiaremos la ecuacon de Poisson, de nida sebla regon
transversal de un tubo espiralado, con condiciones de fronteipd Robin. Mostra-
remos resultados de existencia y unicidad de la ecuacon de Poissanue dominio
anular utilizando el netodo variacional y el Teorema de Lax-Milgram

Consideramos el dominio como la seccon transversal de un tubocelal es des-
crito por el conjunto = fx 2 R?jr; < kxk, <r¢g, como es mostrado en la Figura
1, con fronteras interior y exterior denotadas por; = fx 2 R%kxk, = rigy

e = fx 2 R?% kxk, = rcg, respectivamente.

Utilizamos este dominio debido a que los experimentos realizados en lalbario
muestran que la temperatura en el tubo espiralado posee una vaba signi cativa
a lo largo de la circunferencia, mientras que en la direccon del axiadta variacon
es insigni cante [13].



Ambiente

Figura 1. Conducto y seccon transversal.

Para el modelo matematico nos basamos en el trabajo de Bozzeti al [13] y
utilizamos la ecuacon de Poisson, en coordenadas polares §, con condiciones de
frontera de Robin.

1@ @T 1@T

vrar "ar T gzt ®T0 rnisr<re 0 2; (1)
@T .\ _ Ny .
w@r(re, )= (Tenv T(re; )); O 2; 2)
@T .\ _ . .
WSlriy=e0 0 2 ®

Donde las constantes corresponden a los siguientes paametigisos: ,, denota
la conductividad ermica del material del tubo,qy es una fuente de calor que depende
de la posicon (; ), el paametro es la resistencia del material a la transferencia
de calor, en ¢, con la temperatura ambienteTe,, ¥ Q( ) representa el ujo de calor
entre el Iquido y la pared interior .

En su investigacon, Bozzoli utiliz una bomba volunetrica para transportar el
uido a un tanque de almacenamiento, el cual posteriormente ingeen la seccon de
prueba del tubo en espiral equipado con electrodos de acero inakig, que estaban
conectados a un suministro. Esta con guracon permito la invesigacon acerca de
la transferencia de calor en el interior de un tubo bajo la condiconadfuente de
calor uniforme g, generado por el efecto Joule.

En este entorno, a medida que el uido discurre en el conducto tular ex-
perimenta el efecto de la fuerza centrifuga, cuya velocidad degendel radio de
curvatura, causando que el uido sea empujado desde la regoentral hacia las
paredes del tubo. Este feromeno genera \ortices contra rativos, llamados \ortices
de Dean [18], que aumentan considerablemente la transferencia d®rcentre las
paredes del tubo y el uido con respecto a procesos ermicos &arbos rectos. As,
la curvatura produce una distribucon irregular del campo de veladad en la sec-
con transversal del tubo que conduce a una variacbn signi cava en el coe ciente
convectivo de transferencia de calor a lo largo de la circunferencia la direccon
angular: presenta valores nmas altos en la curva exterior de la supee de la pared
gue en el lado interior. Por lo tanto, se tiene que la temperatura ehtebo as como
el ujo de calor varan a lo largo de la coordenada angular [12], [23].

Usando como base el modelo (1)-(3), usaremos la teoria de los egade So-
bolev para demostrar los resultados de existencia y unicidad paraeeproblema. El
contenido de este trabajo es presentado de la siguiente manera:
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En el captulo 1 introducimos las de niciones y resultados importarés para el
desarrollo de este trabajo, entre estos temas destacamos Ipae®s de Hilbert, series
de Fourier, Teora de distribuciones, espacios de Sobolev y ecuaes diferenciales
ordinarias de segundo orden.

En el captulo 2, estudiamos el problema (1) con las condiciones deritera (2)
y (3), en espacios de Sobolev. Estudiamos resultados de existeycimicidad para
determinar la funcon temperatura T a partir del ujo Q. La estrategia utilizada
ser dividir este problema en dos subproblemas con solucionésy W, siendo estas
determinadas por el Teorema de Lax-Milgram y bajo ciertas hipses sobre las
funcionesQ y q,, respectivamente. La solucon de (1)-(3) es recuperada coriio=
V + W. Finalmente, establecemos una relacon entre el uj®( )y latemperatura en
la frontera exteriorG( )= T(re; ) W(re; ) atrawes de una ecuaconA(Q) = G,
siendoA un operador linear, compacto, auto-adjunto e inyectivo. Siendataultima
ecuacon la base para el estudio del problema inverso correspiame [4].

Las conclusiones nales del trabajo son presentadas en el cafut 3.



Captulo 1

Resultados preliminares

En este captulo introducimos las de niciones y resultados lasicogue se@an
utilizados en este trabajo.

1.1. Espacios de Hilbert

Denicon 1.1.1.  SeaV un espacio vectorial real. El mape& k:V ! [0;+1 ) es
una norma enV si se cumplen las siguientes condiciones:

1. kuk O para todou?2 V.

2. kuk=0 siy®losiu=0.

3. Kuk=j jkuk paratodo 2 R, para todou 2 V.
4. ku+ vk k uk+ kvk para todou;v 2 V.

El par (V;k k), dondeV es un espacio vectorial y la funcork k es una norma
es llamado espacio vectorial normado o espacio normado.

Denicon 1.1.2. SeaV un espacio normado yS V. Decimos queS es un
subespacio d&/ si se veri can las siguientes condiciones

l.u+v2S, paratodou;v 2 S:
2. u2S,paratodou2Sy 2R.

De nicon 1.1.3. SeaV un espacio vectorial normado. Una sucesoffiu,gn,n €n
V converge a un elementa 2 V, denotado poru, ! u, Si

Im ku, uk=0:
n!l
De nicon 1.1.4.  SeaV un espacio vectorial normado.

(i) Una suceson fu,gh,on €n'V es una suceson de Cauchy si para todo> 0
existeN 2 N tal guem;n >N implica que

ku, upk<™



(i) Un espacio normadoV se dice que es completo si toda suceson de Cauchy en
V converge a un elemento en el mismo espacio.

(iif) Un espacio vectorial normado y completo es llamado esgo de Banach.

De nicon 1.1.5. SeaV un espacio de normado. Una aplicacorr : V! R esun
funcional lineal si

a. F(u+v)= F(u)+ F(v) para todou;v 2 V.
b. F(u)= F (u) para todou 2 V, paratodo 2 R:

Denicon 1.1.6. SeaV un espacio de normado. Un funcional linesdr : V! R
es acotado si existe una constantd > O tal que

jF(u)j MKkuk; para todou 2 V:

Denicon 1.1.7. Sean(V;k ky), (W;k kyw) espacios normados, de nimos el
conjunto

L(V;W)=fF :V! WjF esun funcional lineal acotadg:

De nicon 1.1.8. SiW = R, el espacioL (V;R) es llamado espacio dual d¢ y es
denotado porVv°

VP=fF :V ! RjF es un funcional lineal acotadg:
Este espacio es provisto por las operaciones
» (F+ G)(V) = F(v)+ G(v) para todov 2 V, para todoF;G 2 V°
» (F)(v)= F (v) para todov 2 V para todo 2 R para todoF 2 V°.
El espacioV es provisto por la normak kyo:V°! [0;+1 ) de nida por

‘E )i
KF kyo := sup Jﬂ; para todoF 2 V©
v2V kvk
v60

En este caso, decimos qu@/%k kyo) es un espacio vectorial normado.
Observamos que sF 2 V° entonces de la de nicbn anterior se tiene
jF(v)] k Fkyokvk para todov 2 V:

Denicon 1.1.9. SeaV un espacio de Banach, decimos qué es re exivo Si
(V9o= v,

De nicon 1.1.10.  SeaV un espacio de Banach, decimos que una sucesou, gn2n
enV converge cebilmente au 2 V, y lo expresamos coma, * U Si

F(up)! F(u); cuandon!l

para cada funcionalF 2 V°



Teorema 1.1.1 (Compacidad ebil ). SeaV un espacio de Banach re exivo y su-
pongamos que la sucesofu,g,on V es acotada. Entonces existe una subsuceson
fun Oken T UnOn2n Y UN vectoru 2 V tal que

Un, *U; cuandok !'1

k
Demostracon. Ver Brezis [7].

Teorema 1.1.2. SeaV un espacio de Banachy séd V un subespacio. Entonces
M es un espacio de Banach si y solamenteMi es cerrado enV.

Demostracon. Ver Kreyszig [31].

Denicon 1.1.11.  SeaV un espacio vectorial real. El mapebd; i :V V! Res
un producto interno enV si se cumplen las siguientes condiciones:

1. hu;ui O, para todou 2 V.

2. hu;ui =0 siy ©lo siu=0.

3. hu+ v;wi = hu;vi + hu;wi para todou;v;w2 V.

4. hu;vi = hu;vi paratodou;v 2 V, paratodo 2 R.
5. hu;vi = hv;ui, para todou;v 2 V.

El par (V;h; i), dondeV es un espacio vectorial y la funcorh; i es un producto
interno es llamado espacio con producto interno.

Lema 1.1.1. Sea(V;h; i) un espacio con producto interno. Entonces se veri can
los siguientes resultados:

1. Lafuncon k k:V! [0;+1 ) de nida como kuk = P hu; ui para todou 2 V
es una norma.

2. jhu;vij k ukkvk para todou;v 2 V (Desigualdad de Cauchy-Schwarz).

3. ku+ vk? + ku vk? = 2(kuk® + kvk®) para todo u;v 2 V (Identidad del
Paralelogramo).

Demostracon. Ver Kreyszig [31].

Denicon 1.1.12. Sea(V;h; i) un espacio con producto interno. SV con la
norma de nida por kuk = = hu; ui es completo, entoncegV;h; i) es llamado espacio
de Hilbert.

En este captulo H denota el espacio de Hilbert.
Los siguientes resultados pueden ser encontrados en Brezis [7].

De nicon 1.1.13. Sea S un subconjunto deH, el subespacio ortogonal & es
de nido por
S?=fu2Hj hu;vi=0 8v2Sg:



De nicon 1.1.14.  Seaf E,g,>n Una suceson de subespacios cerradoq_ble Deci-
mos queH es la suma de Hilbert de los subespacts, denotado porH =, En,
Si

1. Los subespacio$E,g,,n SON mutuamente ortogonales, esto es,

hu;vi=0; 8u2E,; 8v2E, mé6n:

2. El espacio generado por spai&,;n 2 Ng es denso erH.

Teorema 1.1.3. SeaK H un subconjunto no vaco cerrado y convexoEntonces
para todof 2 H existe ununico elementou 2 K tal que

kf uk mnkf vk

v2K

Adenas, u es caracterizado por la propiedad
u2K vy H uv ui 0 8v2K:

El elementou 2 K obtenido en el teorema anterior es llamado proyeccon de
sobreK y es denotado powu = Px f.

Teorema 1.1.4. SeaK H un subconjunto no vaco cerrado y convexo. Entonces
Py satisface la siguiente desigualdad

kPKfl PKfzk kfl fzk, 8f1,f22 K:

Coroério 1.1.1. Supongamos qui/ H es un subespacio cerrado. Séa2 H,
entonces la proyeccon def en M, u = Pyf, es caracterizado por la siguiente
condicon

u2Myh uwvi=0; 8v2M:

Mas aun, Py es un operador lineal llamado proyeccon ortogonal.

Lema 1.1.2. Supongamos quévigk2n €S una suceson erH tal que

hs
Wm:Vai =0; 8m6n; y kvik? < 1 :
k=1

. P .
Sea la suma parciak, = Ezl V. Entonces,s=Im ,; s, existey

X
ksk? = kvik?:
k=1
Teorema 1.1.5. Asumamos queH es la suma de Hilbert de los subespacios cerrados

fEnQnhon. Dadou 2 H, depna el vector u, = Pg,u como la proyeccon deu sobre el
subespacid,, y seas, = Ezl ux. Entonces,

A
Im s, =u vy kuxk? = kuk? (Identidad de Bessel-Parseval)
n!

k=1

1Un conjunto K es convexo si dadox;y 2 K y 2 [0;1], entoncesx + (1 )y 2 K:
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De nicon 1.1.15. Una sucesonfe,gnon H es llamada una base ortonormal de
H si satisface las siguientes propiedades.

1. ke,k=1, paratodon 1, he,;e,i =0 sim®6 n.

2. El espacio spafhe,;n 2 Ng es denso erH, i.e., para cadaf 2 H existen
constantesc, (que dependen dé) tal que

Teorema 1.1.6. Seafepgnz.\] una base ortonormal en un espacio de HilbeH,
y supongamos qué = ,_, c&. Entonces el coe cientec, = Hf;eii, para todo
k2 N:

P
Demostracon. Seas, = Ezl c€& la nesima suma parcial def . Por la hipo-
tesis inicial tenemos que
Im ks, fk=0:

n!l

Seam 2 N joysean m, entonces utilizando la desigualdad de Cauchy-Schwarz
se tiene

jhsn;eni h f;eqij =jhs, fienij ks, fkkeyk! Ocuandon!l

Por lo tanto,

* +
_ X X _ X
i emi = Im k& en = Im Ck he; emi = Im Ck km = Cm
n'l nll n!l
k=1 k=1 k=1

y obtenemos el resultado.

Corolirio 1.1.2. Seafe,gn,n Una base ortonormal déH. Entonces para cadau 2
H, tenemos
xXo A
u=Im hueie y kuk®=  jhuiedj?
k=1 k=1
De nicon 1.1.16. Seaf 2 H y fe,g,,n Una base ortonormal deH .

P
= La expreson ﬁzl Hf; e,i e, es denominadaserie de Fourier def.

= El coe ciente If;e,i es denominado ekoe ciente de Fourier de f con
respecto al conjuntof €,0non-

Teorema 1.1.7 (Desigualdad de Bessel ). Seafe,g,,n Un conjunto ortonormal
en H. Entonces para todof 2 H, se tiene

X
jhf:edj? k fk&
k=1



Demostracon. Considere la suma parcias, de la serie de Fourier dé . En-
tonces,

H s, ed = M e h*sn;eKi

+
X
= Hf; eyl H;ejig;e
j=1
X
= H; el H; ejihe; &d
j=1
= h‘;eki H;Eji ik

j=1
= H;exi h f;exi =0:

Luego,f s, es ortogonal a cada elemente,. Adenas,

* +
X
H o syishi= sy H; eyi e
k=1
X
= i sy e &
k=1
X

H;eihf s,;ed =0;
k=1

esto muestra qud s, es ortogonal as,. Entonces,
kf k?= kf s, + spk? = kf s,k + ks K?;
de esta igualdad se tiene
kspk? Kk fk?: (1.2)

Desde que el conjuntd e,0,-n €S Ortonormal, entonces

X X

ksphk?=k  H;edek’®=  jhegij?

k=1 k=1

luego en (1.1) se tiene

X
jhf:exij? k fk? paratodon 2 N:
k=1

El resultado se sigue tomando Imite cuandm tiende a in nito, esto es,

X
jhf:edj? k fk&
k=1



El siguiente teorema establece las condiciones necesarias y sute®rmpara de-
terminar si un conjuntofe,g,,n H es una base ortonormal.

Teorema 1.1.8. Seafe,g,>n Una suceson ortonormal enH. Las siguientes ar-
maciones son equivalentes.

1. El conjunto fe,0,2n €S una base ortonormal deél.

2. Bara toda funcon f 2 H y " > 0 existe una combinacon lineal nita g =
=1 & tal que
kf gk ™

3. Si los coe cientes de Fouriertf; e,i, con respecto af e,gnon, de una funcon
f 2 H son todos nulos, entoncek = 0.

Demostracon. Si 1 se verica, 2 se sigue directamente de la de nicon.

Para demostrar que 2 implica 3, supongamgs gbe2 H tal que H; exi =0 para
todo k 2 N. Sea" > 0, por hiptesis existeg = ,_, a&. Entonces, utilizando la
desigualdad de Cauchy-Schwarz se tiene

X0

kf k? = kf k2 ahf;e i = M;fih f,gi =jhi;f gij k fkkf gk k fk"
k=1

Esto implica quekf k ", donde" > 0 arbitrario. Por lo tanto f =0:

Finalmente mostramos que 1 resulta de 3. En efecto, tomemo® H y sea la

suma parcial

X1 -

Sh = H; e e:

k=1
Veamos que la sucesoris,gnon €S una suceson de Cauchy eH. En efecto, consi-
deremosm;n 2 N conm n desde que el conjuntde,g,>n €S ortonormal y por la
desigualdad de Bessel se tiene

X0
ks, smk®=k H: e ek? = jhf;exij?! 0; cuandom;n!1
k=n+1 k=n+1
Desde queH es completo, existe una funcorh 2 H tal que
Im ks, hk=0;
nil
esto es
P
h= H; e\ e:
k=1

Por el Teorema 1.1.6, tenemos que los coe cientes de Fourierfdg h, con respecto
a fe,gnon, Son iguales. Es decith  f;exi = 0 para todo k 2 N: Luego por la
hiptesis 3 tenemos qud  h = 0. Por lo tanto,
b3
f = H; eyl e:
k=1

Comof es arbitario, se sigue qud e,g,,n €S una base ortonormal.

10



Considere el espacio de Hilbelt?(0;2 ) de las clases de funciones medibles en

(0;2 ) y cuadrado integrables. En base a este ultimo teorema, vamos &rdostrar
que el conjunto

1 n
> ;Cos(rf);sep(rl);m;nZN (1.2)
es una base ortonormal del espacic?(0;2 ).

En efecto, utilizando las identidades de producto a suma de las funes trigo-
nometricas senf ), cos(n ) para todom;n 2 N se tiene

B= p

Z
senfn ) senp) _ 1772 1 m=n
p—=; —p— ——ZO senfm )sen(n )d = 0 m6n
cosfn ) cosh ) _ 1772 1 m=n
D—"; —P— ——ZO cosfm )cosh )d = 0 mé n
2
cogm).sent ) _ 1 " o5 )senp )d =0
0
ZZ
pl ;COE\(T) = p% cosfm )d =0
2 2 20
2
pl ;Se{r)]@) = p% senfh )d =0
2 ZZ 0
E S S B
22 2 '

Teorema 1.1.9. El conjunto B de nido en (1.2) es una base ortonormal de?(0; 2 ).
Esto es, sif 2 L2(0;2 ) entonces su srie de Fourier

X
?+ 1 ax cosk )+ bcsenk )

k=1

S =

es convergente eh?(0;2 ) y se cumple

2, % W
Im f() 2427 acosk)+hsenk) d =0: (1.3)

ni1 0 2 o1
Donde los coe cientes son dados por
a=Hh;l; a=Hcosk)i; b =H;senk)i; 8k2N: 1.4)
Este tipo de convergencia dada efi.3) es llamada convergencia en la media.

Demostracon. Como vimos anteriormente,B es un conjunto ortonormal en
L2(0;2 ), procederemos a demostrar quB es una base ortonormal. Para este ob-
jetivo, haremos uso del item 3 del Teorema 1.1.8.

Seaf 2 L?(0;2 ), tal que

hf; 1i =0; hf; cosk )i = If; senk )i =0; 8k 2 N; (1.5)
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vamos a mostrar qud = 0.

Supongamos que esto no se cumple, es detiré 0. Consideremos en primer
lugar el caso en qud es continua, el caso general se vea mas adelante. Por la
continuidad def en el conjunto compacto [(2 ], existe ¢ 2 [0;2 ] tal que

f() f(o); paratodo 2 [0;2 ]: (1.6)
Sin perder generalidad asumimos qug ) > 0y sea > 0 tal que

f(o)

f()> )

>0, 8 2(0 ; ot ) (1.7)
De nimos la funcon
t()=1+cos( o ) cos(); 2[02]

Esta funcon es combinacon lineal nita de funciones erB, este tipo de expresiones
son llamadas polinomios trigonormetricos. Adenas veri ca las sigui¢es propiedades.

1.t()> L, paratodo 2(o ; ot ):
2.jt( )] L paratodo 2(o9 ; ot ):

En efecto,si 2 (o ; ot ), entonces O | of < . Se sigue que cos) <
cos(o ) 1y adicionando constantes obtenemos

1< 1l+cos(og ) cos() 2 cos():

Por lo tanto t( ) > 1.
Porotrolado,si 2 (o ; ot ) entoncesj ol > . As, se tiene que

1 cos( g) < cos();

luego
0 1+cos( o) cos()<1

y se obtiene el resultado.
Por la hipotesis (1.5) tenemos qud es ortogonal al conjuntoB, y la funcon t
es combinacon lineal de este conjunto, pues

p coy )+ p sen()

t()= 2 ID2_005() 912:+p_cos(o)—p— Tsen(o)=p==; 2[0;2 ]

Entoncesf es ortogonal a la funcont", donden 2 N, esto es
H;t"i =0; 8n2N: (1.8)

As, se tiene
Z 2
O=H:;t"i = f()t"()d
0

12



z z z,

=ty + fOr(O)d + fOr()d:

0 0 0

En la primera yultima integral, utilizamos (1.6) y el item 2, luego
Z .
0 f(o(o )+ fO"()d +f(0)2 ot )
z .
=2f (o)+ fOt"()d:

0

Paraultima la integral, considere el intervalo cerradod;j (o ; o+ ). Desde
que las funcioneg y t son positivasen (;, ; o+ ) entonces
Z Z

ot

b
f()t"()d FO"()d:
0 a
Como't es continua en 4; d, entonces existem > 1 tal quet( ) m para todo
2 [a; . Por lo tanto,
Z
P f( o)

f()t"()d Tm”(b a! +1; n! +1: (1.9)

As, tenemos que
Z
O=H;t"i  2f (o) + f()t"()d ! +1 cuandon'!l

0

Esto contradice (1.8). Por lo tantof = 0.
Veamos el caso general en qfie2 L?(0;2 ). De nimos la funcbn continua
z
F()= f (s)ds; 2[0;2 I (1.10)
0

Desde qud es ortogonal al conjuntoB en particular se tiene quef( 1) = 0, luego
F(2 ) = 0. Primeramente consideremos la funcon co&(), k 2 N. De la hiptesis
(1.5) tenemos
Z 2 z 2
f()cosk )d =0; f()senk )d =0:

0 0

Luego, utilizando integracon por partes en la siguiente integral dbnemos

Z, ,  .Z,
F()senk )d = Sk ™ 1% ¢ osk )d =0:
0 k o Koo
de manera araloga se tiene
z, , . Z,
F()cosk )d = ~ISenk) = 1% ook )d =0
0 Kk 0 Kk 0

13



As hemos mostrado que la funcon continuaF, y por lo tanto F  C, es ortogonal a
cada elemento no constante d8, dondeC es una constante. Ahcga_vamos a veri car,
en particular, queF Cj es ortogonal a la funcon constante £ 2 , donde

YA 2

1
Co= 5 F()d:

En efecto,
D E Z, Z,
— 1
F Co;1=p2 = F()p—d pcéd
0 2 0 f
1 ZZ 1 2
= p— F()d pP— F()d =0
2 o 2 o

por lo tanto F  Cy es ortogonal a todos los elementos del conjunB. Desde que
F Cy es continua, de la primera parte de la demostracon se sigue gae Cy = 0.
Consecuentementdé = F°= 0 casi siempre.

Concluimos por el Teorema 1.1.8 quB es una base ortonormal.

Teorema 1.1.10 (Teorema de Representacon de Riesz-Fechet ). SeaH un
espacio de Hilbert yF 2 H? entonces existe ununicou 2 H tal que

F(v)= hu;vi; 8v2H:
Ademas se tienekF kyo = kuk y el mapeo linealF 7! u es una isometra.
Demostracon. Ver Brezis [7].

Observacon 1.1.1. El Teorema de Riesz determina una manera de identi car el

espacio dual de un espacio de Hilbert. En efecto, este resttt muestra que el espacio

dual H® de un espacio de HilberH , es un espacio de Hilbert cuando es provisto con
el producto interno de nido por

hF1; Fai o= hug;ugi s FpyFp 2 HS

donde uj; u, son obtenidos por el Teorema de Riesz a partir de los funcites
F1;F, 2 HC respectivamente.

De nicon 1.1.17. Unaformaa:V V! R sobre un espacio vectoridV es una
aplicacon bilineal si cumple las siguientes condiciones
Para todou;v;w?2 V y paratodo; 2R,

a(u + v;w)= a(uw)+ a(v;w)

alw;u+ v)= a(w,u+ a(w;v)

La forma a es sinetrica si para todou;v 2 V se tiene

a(u;v) = a(v; u):

14



De nicon 1.1.18. Laforma bilineala:V V! R es acotada (continua) si existe
C > Otal que
ja(u;v)j  Ckukkvk; 8u;v 2 V:

Esta forma es coerciva si existe una constante> 0 tal que
a(v;v)  kvk® 8v2V:
La constante es llamada constante de coercividad.

Teorema 1.1.11 (Lax-Milgram ). Supongamos qua:H H ! R es una for-
ma bilineal sobreH continua y coerciva. DadoF 2 H? entonces existe un unico
elementou 2 H tal que

a(u;v) = F(v); 8v2H: (1.11)

Demostracon. Para cada elementa 2 H, el mapeov 7! a(u;Vv) es un funcio-
nal lineal enH, luego por el Teorema de Representacon de Riesz existe ununico
elemento, que depende de denotado porw, 2 H tal que

a(u;v) = hwy;vi; 8v2H: (1.12)

De este resultado, de nimos el operadok : H ! H tal que Au = w, tal que (1.12)
se veri ca, por lo tanto

a(u;v) = PAu;vi; 8u;v2 H: (1.13)

Demostraremos que el operadd : H! H es lineal y limitado.
En efecto, si; 2 Ry u;;u, 2 H, vemos para cadar 2 H

PA(U 1+ u);vi=a(ui+ Uyv)

a (u;;v)+ a(uzv)
= DbAuq;vi + bhAu,; Vi
= hAu 1+ AuVi:

Desde que esta igualdad se obtiene para cad@ H, entonces
A(ui+ uz= Au i+ AU ;
luego el operadoA es lineal. Adenas,
kKAuk? = bAu; Aui = a(u;Au)  CkukkAuk:
Consecuentement&Auk Ckuk para todou 2 H, y por lo tanto A es limitado.

Armacon 1.1.1. El operador linealA es inyectivo y su imagemRR(A) = H.

En efecto, de la coercividad da se tiene
kuk?® a(u;u) = hAu;ui k Aukkuk:

Por lo tanto kuk k Auk. Luego siu 2 N (A) se sigue quai = 0.

15



Para demostrar queR (A) = H procedemos por contradiccon. Supongamos que
R(A) H, entonces existe un elemento no nulw 2 H conw 2 R (A)”. Luego, la
desigualdad

kwk? a(w;w) = hAw;wi = 0;
implica quew = 0 lo cual es una contradiccon.
Por otro lado, observamos del Teorema de representacon de Rieque

F(v)=hw;vi 8v2H

para algun elementow 2 H. Por lo tanto, de las ecuaciones (1.11), (1.13) y este
ultimo resultado obtenemos lo siguiente:

PAu;vi = a(u;v) = F(v) = hw;vi; 8v2H:

As utilizando la A rmacon 1.1.1 tenemos que existeu 2 H tal que Au = w:
Finalmente, mostramos que la soluconu que veri ca (1.11) esunica. En efecto,
supongamos que exista 2 H tal que

a(0;v) = F(v); 8vz2H:
Denimos v=u 0, desde queu; (0 son soluciones de (1.11) entonces
alv;v)= a(u o;v)=a(u;v) a(o;v)=F(v) F(v)=0;

luego por la coercividad da tenemos que kvk®>  a(v;V) = 0. Por lo tanto kvk = 0,
consecuentement& = u y concluye la demostracon.

Teorema 1.1.12. Todo espacio de HilberH es re exivo.

Demostracon. Ver Kreyszig [31].

1.1.1. Teora de Operadores

Denicon 1.1.19. SeanX, Y espacios normados. Decimos que una transforma-
con lineal T 2L (X;Y ) es compacta, si para cualquier suceson acotad,,gnon
X, la sucesonfTx,gn2n Y contiene una subsucesbn convergente.

El conjunto de operadores compactos dn(X;Y ) es denotado poK(X;Y).

Teorema 1.1.13. SeanX, Y espacios normados y set 2 K (X;Y ), entoncesT es
acotado. Ademas, se tiene que€(X;Y) B (X;Y), dondeB(X;Y ) es el conjunto
de las transformaciones lineales acotadas.

Demostracon. Supongamos qud no es acotado, entonces para cadga 1
existe un vector unitariox, 2 X tal que kTx,k n.

Como la sucesonf x,gnon €S limitada, por la compacidad dd, existe una sub-
sucesonf T x,, gkon coOnvergente. Esto es una contradiccon desde qu@ x,, k  ny.

Por lo tanto T es acotado.

Teorema 1.1.14. SeanX, Y, Z espacios normados y sean las transformaciones
E2B(X;Y), F 2B(Y;Z). EntoncesFE 2 K(X;Z) si uno de los operadoreg& o
F son compactos.
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Demostracon. SeafXx,gnn Una suceson limitada enX . Si E es compacto,
entonces existe una subsucesoi,, gkon tal que Ex,, ! y 2 Y cuandok!1
Desde qud- es limitado y por ende continuo, tenemos que

FEXn, ! Fy2 Z cuandok!1l

LuegoF E es compacto.

Por otro lado, siE es limitado yF es compacto la sucesbhEx,gnon €S limitada
enY, pues operadores limitados llevan conjuntos limitados en conjuntbsnitados.
As, existe una subsucesonf X,, gkon de fXn0gn2n tal que

(FE)Xn, = F(EXy,)! z2 Z; cuandok!1
Por lo tanto el operadorFE es compacto.

Lema 1.1.3 (Lema de Riesz ). SeanY, Z subespacios de un espacio normaiq y
supongamos qu& es un subespacio cerrado propiamente contenido £2nEntonces
para todo rumero real 2 (0; 1) existe un element@ 2 Z tal que

kzk=1; kz yk ; 8y2Y:
Demostracon. Ver Kreyszig [31].

Teorema 1.1.15. El operador identidadl : X ! X es compacto si y solamente si
X tiene dimenson nita.

Demostracon. Para demostrar la primera parte procedemos por contradiccon.
Supongamos qué es compacto yX no posea dimenson nita.

Escogemosx; 2 X arbitrario con kx;k = 1. Entonces el subespacid); =
sparf x,g tiene dimensbn nita y, consecuentemente, es un subespacio @io de

X . Por el Lema de Riesz, exist&, 2 X conkx,k =1y kx, X;k }

De nimos el subespacidJ, := spanf X;; X,g, nuevamente por el Lema de Riesz,
existexz 2 X conkxsk =1y kxz X3k > kxs Xok >

Repitiendo este proceso, obtenemos una suceson limitaidg, g,»  tal que kx,k =
1ykx, Xnmk % neé m.

Esto implica quef x,gnon NO poSee alguna subsuceson convergente, o que con-
tradice la compacidad del operador.

Por lo tanto, si el operador identidadl es compacto, entonceX tiene dimenson
nita. La segunda parte de la demostracon puede ser encontracen [31].

Teorema 1.1.16. SeanX;Y espacios normados ¥ : X ! Yun operador lineal.
Entonces:

a. Si T es acotado ydim (T (X)) es nita, el operador T es compacto.
b. Sidim (X) es nita, el operador T es compacto.

Demostracon. Ver Kreyszig [31].
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Teorema 1.1.17. SeafT,gon K (X;Y) una suceson de operadores compactos,
donde X un espacio normado €/ es un espacio de Banach. SiT,g,,n CcOnverge
uniformemente, es decikT, Tk! 0, entonces el operador limiteT es compacto.

Demostracon. Ver Kreyszig [31].

Denicon 1.1.20. SeaT : D(T) X 1Y un operador lineal acotado. Una
extenson de T a un conjunto M D(T) es un operadorf : M ! Y tal que
Bio(r) = T, es decir,

P(x)= T(x); 8x 2 D(T):
Teorema 1.1.18 (Teorema de extenson ). SeaX un espacio normado,Y un
espacio de Banach yf : D(T) X ! Y un operador lineal acotado. Entonce§

posee una extenson
£:D(M)! Y

donde® es un operador lineal, acotado y
kPk = kTk:

Demostracon. Ver Kreyszig [31].

Denicon 1.1.21  (Operador adjunto ). SeaT : H; ! H, un operador lineal
acotado, dondeH; y H, son espacios de Hilbert, el operador adjunto de denotado
por T , es el operadorT :H,! H; tal que
ATx;yi = ;T yi; 8x 2 Hy;8y 2 Hy:
El siguiente teorema garantiza la existencia de este operador.
Teorema 1.1.19. El operador adjuntoT deT en la de nicon anterior existe y es

unico. Ademas
kT k = kTk:

Demostracon. Ver Kreyszig [31].

De nicon 1.1.22  (Operador auto-adjunto ). SeaH un espacio de Hilbert y sea
T:H ! H un operador lineal limitado. Decimos qué& es un operador auto-adjunto
Si

T =T:
De nicon 1.1.23.  Un operador lineal, acotado, auto-adjuntal’ : H! H es posi-
tivo, denotado porT O, si

hTx;xi 0; 8x2 H:

Teorema 1.1.20. Seaf T,g,2n Una suceson de operadores lineales acotados y au-
toadjuntos, T, : H! H sobre un espacio de Hilbett .

SifT,gnon cOnverge uniformemente, es deckT,, Tk! 0, entonces el operador
limite T es un operador lineal, autoadjunto y acotado.

Demostracon. Ver Kreyszig [31].

Teorema 1.1.21. SeaH un espacio de Hilbert separable, supongamos que el opera-
dorS:H ! H es compacto y auto-adjunto. Entonces existe una base ortonal
de H los cuales son autovectores d&

Demostracon. Ver Evans [21].
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1.1.2. El Teorema de Picard

A continuacon, vamos a de nir la inversa de Moore-Penrouse de uaperador
T:Hy! H,, conHy, H, espacios de Hilbert, restringiendo el dominio y la imagen
del operadorT de tal manera que es invertible y la inversa siendo extendida en su
dominio.

De nicon 1.1.24  (Inversa de Moore-Penrouse ). SeaT :H;! H, una trans-
formacon lineal. Considere el operador

Pi= Tiney (N(T)? IR (T): (1.14)
Desde queN (f) = fOg y la imagenR (®) = R(T), se sigue que exist® 'y
T L:R(M)IN (T): (1.15)

La inversa (generalizada) de Moore-Penrouse dE, denotada porTY, es de nida
como launica extenson lineal de® ! hacia el conjunto

D(TY):= R(T) R (T)?; (1.16)

esto es
TY:D(T)IN (T)’

cuyo rucleo
N (TY) = R(T)": (1.17)

El operador TY est bien de nido. En efecto, debido a(1.17) y la condicon de
linealidad sobre’®, se tiene para cualquiely 2 D(TY) con representaconunica

Y=Y+ Y2 y12R(T); 22R(T)?;

queTY es de nido como
Ty :=F ly;

Teorema 1.1.22. SeanT :H;! H, una transformacon lineal, P; : Hy ' N (T),
P, :H,! R(T) proyecciones ortogonales sobre los subespadib€l') y R(T) res-
pectivamente. EntonceRR (TY) = N (T)? y se veri can las siguientes identidades

LTDT=T.
2. DTV =T
3.TT=1 Py

4. TTY = PZjD(Ty)'
Demostracon. Ver Engl [20].

De nicon 1.1.25. SeanHy, H, espacios de HilbertK : Hy ! H, un operador
compacto y su adjuntadK :H,! H;. Decimos que el conjuntd ,;Vs;Un;N 2 Ng
es un sistema singular d& , si satisfacen las siguientes propiedades:
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1. La sucesonf 2g,,y son autovalores no nulos del operador autoadjunko K.

2. La sucesonfv,g,2n SONn autovectores d& K y forman una base ortonormal
generando el subespaci® (K ).

3. El conjunto fu,g,>n SoOn autovalores d&KK y forman una base ortonormal
gue genera el subespack®(K ), dondeu, es de nido como
Kv,
kKv k'

Up =

Adenas las siguientes identidades se veri can.

Kvh,= ,U,;, 8n2N:
Ku,= nVh; 8n2N:

s

Kx = nXvaiun; 8x 2 Hy
n=1

Ky= nhy;univy, 8y 2 Hy;
n=1

donde las series convergen en los espadibsy H,, respectivamente.

Teorema 1.1.23 (Teorema de Picard ). Seaf ,;V,;un;n 2 Ng un sistema sin-
gular para el operador compact& : H; ! H,, ey 2 H,. Entonces:

)Q_ . i )
Jhy’l';n” <1.

n

1. y2 D(KY),

n=1
2. Paray 2 D(KY), entonces
2 hy; Ui

n

KYy = Vn!

n=1

Demostracon. Ver Engl [20].

1.2. Teora de Distribuciones y espacios de Sobo-
lev

En esta seccon consideramos un subconjunto abierto acotadde R", con
frontera = @ su cientemente regular. Tamben introducimos las notaciones y
resultados correspondientes a la teora de Distribuciones.

Sea el multi-ndice = ( 1; »2;:::; n) 2 N" con componentes naturales, de ni-

X
mos la normaj j = i y representamos poD al operador derivacon de orden

i=1
j ], de nido por:
_ @' .
T @xa@x:i@y’
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Note que cuando =(0;0;:::;0) 2 N" denotamosD°u = u.
SeaC’() es el espacio de las funciones continuas sobre a valores realgpara
todo k 2 N, de nimos

()= u: ! RiDu2C%); jj k 8 2N"

el espacio de la funcionels veces diferenciables sobre .
El espacio de las funciones in nitamente diferenciables sobre es d&lo por

\
c (= c() :

k2N

De nicon 1.2.1. Decimos que una sucecon de funcionefs (gx,n CONverge uni-
formemente en hacia una funcon' si para cada" > 0 existe un enteroN tal que
n N implica
k() i<
para todox 2

Denicon 1.2.2. Dada una funcon continua' : ! R" de nimos el soporte de
", denotado porSupp(' ), como la clausura en del conjuntofx 2 j'(x) 6 0g.
Esto es

Supp(" )=fx2 ' (x)60g:

El soporte de' es el menor conjunto relativamente cerrado €R", fuera del cual
' es icenticamente cero. Si este conjunto es compacto &1 decimos que tiene
soporte compacto.

De nicon 1.2.3.  Denotamos porG () el espacio de las funciones: ! R",
qgue son in nitamente diferenciables y tienen soporte comgia en

En el siguiente ejemplo mostramos qué& () es un conjunto no vaco.
Ejemplo 1.2.1. Sea :R"! R una funcon de nida por

() = exp( 1=(1 k xk3)); si kxk,< 1
B 0; si kxk, 1L

Severicaque 2C} () ySupp )= fx2 R"; kxk, 1g ver [14], dondek k,
denota la norma euclidiana.

De nicon 1.2.4.  Decimos que la sucecon de funcionds g,,, C 3 () converge
a una funcon ' 2 C} () , si existe un subconjunto compact& de tal que se
veri can las siguientes condiciones:

(1) Supp(' x) K,8k2 NySupp') K.
(2) Para cada multi-indice 2 N", D ' ! D ' uniformemente sobreK .
De nicon 1.2.5.  El espacio vectorialG () provisto de la convergencia anterior

es llamado espacio de las funciones de prueba y denotadolppy .
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1.2.1. Distribuciones

El concepto de distribuciones es una generalizacon del concemte funciones,
esto es debido a que las funciones que son diferenciables en el senkdico no son
su cientes para trabajar con ecuaciones diferenciales parcial&D). Como vere-
mos a continuacon, una distribucon puede ser diferenciada ind@idamente y sus
derivadas pueden corresponder a funciones no derivables en efide chsico. Utili-
zaremos las distribuciones para de nir una clase importante de esj@s funcionales
denominados espacios de Sobolev.

Denicon 1.2.6. Una distribucon T : D() ! R es una aplicacon que satisface
las siguientes condiciones:

1. T(@ +b )=aT( )+ bT( ), paratodoa;b2 Ry"; 2D() :
2. T es continua, es decir si la sucesot’ geon converge & enD() , entonces

Tt TC):

DadosT 2DY)y ' 2D(), denotaremos por hT;' i el valor deT aplicado en
' . El espacio de las distribuciones es provisto de la siguiente nocon@mvergencia.

De nicon 1.2.7.  Sea una sucesdonf Tygon D 4) y T 2 DY) . Decimos que
Tk converge a T enDY) , que denotamos poff, ! T, si

hT;"ith T;"1i; 8 2D() :

1.2.2. Espacios LP()

Sea R" un conjunto abiertoy 1 p 1 , denotamos porLP() al espacio
de las clases de equivalencia de las funciones medibles de nido por

Z
LP()= u: ! R"jues medible, jux)j’dx< 1

provisto de la norma
Z 17p
juj, = ju(x)j® dx sil<p<1:

Sip= 1, denimos por L! () el espacio de las funciones medibles acotadas casi
siempre en provisto de la norma

juj; . =supesgu(x)j;
X2

donde
supesgu(x)j=nf fM > Qjju(x)] M casi siempre en g:
X2

Paral p 1 , los espaciodP() provistos de la norma j j, son espacios de
Banach.
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En el caso particularp = 2, se tiene queL?() es un espacio de Hilbert, provisto
de la norma 7

1=2
juiz; = ju(x)jdx
asociado al producto interno de nido por
Z
(u;v) = ux)v(x)dx:

Los espaciot. () juegan un papel muy importante en el aralisis funcional y en
el estudio de diversos problemas asociados a ecuaciones diferiscfarciales.

Teorema 1.2.1. El conjunto G () esdensoerP() paral p<1.
Demostracon. Ver demostracon en Brezis [7].

Teorema 1.2.2 (Desigualdad de H elder). Seanp; grumeros positivos tales que
1 pl vy %)+ %:1. Sif 2LP() yg2L9) ,entoncesfg 2 L() . Adenas,

y4 y4 - Z 1
jf (X)g(x)jdx jf (x)jPdx jg(x)j%dx

Demostracon. Ver Kantorovich [27].

De nicon 1.2.8. Seal p< 1 ,denotamos poif () el conjunto de las funcio-
nes medibleg : ! R" tales quef x 2 LP(K) para todoK subconjunto compacto
de , donde g es la funcon caracterstica en K 2.

El espacioL? () es llamado el conjunto de funciones localmente integrabtes

loc

Dada una funconu 2 L} () consideremos el operadorT, : D() ! R de nido

por 7
hTy;" 1= u(x)' (x)dx; 8" 2D() : (1.18)

El funcional T, de ne una distribucon sobre . En efecto, de la de nicon es &clil
veri car que T, es linear. Para mostrar la continuidad, consideremos una sucesbn
f' kgkan €n D(), tal que converge para' enD(). Entonces,
Z
jhTy; Wi h Tyt ij = jhTy; 0= ux) (" k(x) " (x))dx
Z Z
JuE)(' k" (X)jdx S;Jpj Cx ") ju)jdx b 0;
X

desde que la convergenciay ! es uniforme.

2SeanA, B conjuntos tales queA  B. La funcon caracterstica  del subconjunto A es
1; xX2A

de nida como A(x) = 0O x2BnA
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Observacon 1.2.1. De la desigualdad de élder tenemos quél () LI () , si
g p. En particular, los espacios funcionalekP() estn contenidos continuamente
enL} () .

Lema 1.2.1 (Lema de Du Bois Raymond ). Seau 2 L () considere el operador

loc
T, de nido en (1.18). EntoncesT, =0 siy ©lo si u=0 casi siempre en .

Demostracon. Ver Medeiros, Milla Miranda [34].
De este lema, tenemos que el operador

Lie() 1D )
u7l T,

es lineal, contnuo e inyectivo (estoultimo debido a quer, = 0 implica que u = 0).
Consecuentemente, podemos identi car indistintamente una fuoo u 2 L} ()

con su distribucon correspondienteT,. Como LP() LP.(), tenemos que toda
funcon en LP() de ne una distribucon sobre , i.e.,

LP() D ) :

Es importante resaltar que esta incluson es propia, es decir exiatdistribuciones
que no son de nidas a partir de funciones ehf () como muestra el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 1.2.2. Seaxo,2 , denimos lafuncon ,:D() ! R dada por
hyoi' i =" (X0); 8 2D():

Es &cil veri car que , es una distribucon, esta funcon es conocida como Deltael
Dirac. Mostraremos que no existe una funcomu 2 L;..() tal queh ;' i = hTy;" i,

i.e., 7

1
loc
u(x)' (x)dx="(xg); 8 2D() : (1.19)

En efecto, procedemos por contradiccon y vamos a suponeugjexisteu 2 Li ()
tal que se veri ca la ecuacon (1.19). Consideremos la funcon 2 D() de nida
por

(X) = kx  Xok3' (X):
Entonces,

Z
(Xo) = hy,; = u(X)kx xok3' (x)dx=0; 8 2D() :

Por el Lema 1.2.1 tenemos que(x)kx Xok3 = 0 casi siempre en , lo cual implica
queu =0 casi siempre en .

Con este resultado, obtenemos quéxg) = h,;' i =0; para todo' 2D() , lo
cual es una contradiccon.
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De nicon 1.2.9. SeanT 2DY) y 2 N". Laderivada deT de orden , denotada
por D T, es de nida por

WD T:;'i=( 1) 'HT:D "i; 8 2D() :
La distribucon D T es llamada derivada distribucional dé .

Con esta de nicon tenemos que sT 2 D { ) entonces su derivada distribucional
D T2DY), paratodo 2 N".

Observacon 1.2.2. Es importante resaltar que dada una funcoru 2 LE () su
derivada distribucionalD u no pertenece necesariamente kil .() , como muestra
el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.2.3. Seau:R! R la funcon de Heaviside de nida como

1, x>0

u(x) = 0 x< O

(1.20)
La funcon u2 Li () mas su derivadai®2 Lt () . En efecto, sed 2D() luego
tenemos que

Z +1 VA 0
' i= hu'q= u(x)" {x)dx = "Ix)dx =" (0)=ho'i; 8 2D() :

1 +1

Por lo tanto, u’= , en DY) , este resultado es el motivo de la de nicon de una
clase importante de espacios de Banach, denominados espmde Sobolev.

Observacon 1.2.3.  Siu 2 CX(R"), entonces para cad@ j k se cumple, utilizan-
do la brmula de integracon por partes, que la derivada diribucional deu coincide
con su derivada chsica, i. e.,

D Tuo=Tp 4, 8 ] Kkt

Teorema 1.2.3. Sila sucesonu,! uenLP() ,paraalgunp2 [1;+1 ). Entonces
U, ! uen el sentido de las distribuciones

Demostracon. En efecto, para todo 2 D () y por la desigualdad de Helder

tenemos
z

] jun(x) u()jjt (jdx j un ujp; J' g PG

jhun;" i hou;
cuandon tiende al in nito

Teorema 1.2.4. Sila sucesonT,! T enDY) . Entonces, para todo multindice
2 N" tenemos
DT,! DTenDY):

Demostracon. En efecto, para todo 2 D () tenemos

WD T,:;'i=( 1) 'hTy;D "i! ( 1) 'hT;D 'i=HD T,;'i:
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Esta convergencia proporciona otra raon por la cual es adedsael uso de las
distribuciones. En efecto, el espacié* () es denso en DY), luego para cualquier
distribucbn T, existe una sucesorf f,g,on €nC?t () que converge aT en el sentido
de las Distribuciones. Por lo tanto, sus derivadas parciales chsicesinciden con sus
derivadas distribucionales. As, las derivadas parciales de una digtucon T pueden
ser expresadas como limites distribucionales de derivadas de funemuohsicas.

Teorema 1.2.5. Sea un subconjunto abierto conexo dB" y T 2 DY) tal que

@T

—— =0, para todoi = 1;:::;n. Entonces existe una constante2 R tal queT = c.

@x

Demostracon. Ver Le Dret [32].

1.2.3. Espacios de Sobolev

Denicon 1.2.10. Seam 2 Ny 1l p 1 . Denimos el espacio de Sobolev
W™P() como:

W™P()= fu2LP() jD u2LP();8jj mg

siendoD u la derivada distribucional deu. El EspacioW™P() es llamado el es-
pacio de Sobolev de ordem relativo al espacioLP() .

Para cadau 2 W™P(), de nimos la norma kukpy,, como

0 2 1.
kuk,,, = @ iD uPdxA ; si1l p<1
jiom
y X
kuk,., = jD uj,. ; sip=1:

jjom
Parap = 2, denotamosH™() = W™?() ; m 2 N. Este es un espacio de Hilbert
con producto interno y norma dados por:

x Z
(u;v) = D u(x)D v(x)dx
jim

0 1=
X 2
kuk = @ jiD uj®dxA
jjom
El espacioW ™P () posee las siguientes propiedades [28]
1. Paral p 1 ,elespaciofW™P() ;k kmp) €s un espacio de Banach.

2. Sil<p<1,W™m™P()esreexivoysil p 1 esseparable.

3. En particular H™() es un espacio de Hilbert es re exivo y separable.
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Procedemos a analizar el caso particular de evaluar funcione W™P (') en la
frontera = @ Note que si u 2 C() entonces tiene sentido evaluaru(x) para x 2
: esto es muy diferente para funciones elV™P(), donde no son necesariamente
continuas y estin de nidas casi siempre en . Ademas, note quetiene medida cero,
y consecuentemente, evaluan en carece de sentido. Esta dicultad es resuelta
utilizando la nocon del operador trazo. La demostracon de los sigentes teoremas
puede ser encontrada en [21].

Teorema 1.2.6. Seal p<1l,y = @ continuamente diferenciable. Entonces,
existe un mapeo lineal acotado

FWEP() L LP()
tal que
1. (uy=uj siu2Wr() \C() .
2. Para cadau 2 W'P() se tiene la siguiente desigualdad,
I (Wip;  C kukyp;
dondeC = C(p;) :

El teorema anterior garantiza la existencia de un mapeo lineal corntio es cual
es llamado mapeo trazo. Para el cago= 2, el espacio de las funciones de?() que
son trazas de funciones ed () constituyen un subespacio deL ?(), denotado por
H'?() y de nido como

H¥():= w2L?0)jov2HI() ;w= (v)
Tamben de nimos la norma en H¥?() como
kwkjizy == nf  kvkgiy jv2 HY(); w= (v) :
De nicon 1.2.11. Seal p< 1 ,denotamos poiW, " () la cerradura deG ()
enW™P() | ie.,

Kkwmp ()

We()= G ()

Teorema 1.2.7 (Funciones con trazo cero ). Supongamos que es acotado con
frontera continuamente diferenciable y sea 2 W™P() . Entonces,

u2 Wy () siy solamente si (u)=0 en

Teorema 1.2.8 (Desigualdad de Poincae ). Sea un subconjunto abierto, co-
nexo y acotado ddR". Entonces existeC, = Cp(n; ) tal que

juiz  Cujr Ujz ;  8u2 Wy¥()

dondeC, es la constante de Poincae.
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Denicon 1.2.12 (Cono). Sea ;y 2 R" tal quek k=1 y " > 0. El conjunto
de nido por

C(y; ;")=fx2R"jk(x y) k kx ykcos(); kx yk<"g

es llamado cono con \erticey, direccon y lado" > 0.

Figura 1.1: El conoC(y; ;") en R2.

Este conjuntoC(y; ;") est formado por elementox 2 B(y;") tal que elangulo
entre los vectoresy X, es menor o igual que' > 0, dondeB(y;") es la bola
abierta de centroy y radio ".

Un dominio 2 R" tiene la propiedad”-cono si para todox 2 @ existe un
vector direccon 'y un rumero " > 0 tal que

C(y; ;") ; para todoy 2 B(x;")\

El siguiente resultado establece una extenson del Teorema deiftae en do-
mnios que poseen la propiedad-cono.

Teorema 1.2.9 (Abdesslam ). Sea un domnio que tiene la propiedad'-cono con
frontera = @ . Supongamos que 2 WYP() tal queu=0 en ; . Entonces,
existeC > 0 tal que

jujp: Cir ujp; :

Demostracon. Ver Abdeslan [1].

Los siguientes resultados buscan responder a la pregunta & W™P(), en-
toncesu pertenece a otros espacios de Sobolev? La respuesta es a rraa§ivvomo
se ver, depende de la relacon entra e p.

Teorema 1.2.10 (Rellich-Kondrachov ). Sea un subconjunto acotado d&k",
de claseC'y 1 p< 1, entonces las siguientes inmersiones son compactas

1LWS() 1 Ly),1 q P

sip<n.
0 p
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2. WEP() 1 L9Y),1 q<1 sip=n.
3. WEP() | CO) sip>n.

Demostracon. Ver Medeiros [34].

- 1 1
Denicon 1.2.13. Seanl p<1 yq>1tales que-+ —=1. Representamos

por W ™d() el espacio dual d&V,""() . Si p =2, denotamos porH ™() es el
espacio dual deHy'() .

Observacon 1.2.4. Note queH{'() es un espacio de Hilbert y, por el Teorema de
representacon de Riesz, puede ser identicado con su edpadual correspondiente.
Sim =0, es decir paraL?() , esta identi cacon no es considerada y tenemos las
siguientes inclusiones densas y continuas.

Hs() 1 L2 ! H () -

1.2.4. Espacios de Hilbert asociados a funciones perodic as

En este captulo, desarrollaremos las de niciones y propiedades depacios de
Hilbert de funciones perodicas. Un estudio completo y detallado pde ser visto
en [30].

Denotamos porLger(O;Z ) el espacio de las funciones : (0;2 ) ! R que son
medibles, perbdicas de periodo 2y cuadrado integrables. Este espacio es provisto

de la norma usual 7
2 1=2

juig, = juC)id

Dadou 2 Lger(o; 2 ), la serie de Fourier asociada a es dada por

X
Slul=a+  (axcosk )+ hcsenk ))

k=1
donde los coe cientes son
1 %2
= — u( )cosk )d
o . ()cosk )
con
_ 2 k=0,
= 1k 1
y . Z,
b= — u( )senk )d:
0
Alternativamente, las series de Fourier pueden ser expresadaslaforma compleja
X
S[u] = b, e*
k2z
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donde los coe cientedy, son de nidos por

8
Zz < dp k=0

> u(Je™d = (x M)=2 k>0
0 "(akx M= k<0

bk:

Utilizando la desigualdad de Parseval, tenemos que2 Lf,er(o; 2 ), si y solamente
si sus coe cientes de Fourieb, son cuadrado sumables y satisface

e
jbig® = Sjuits, (1.21)

per

k2z

De esta propiedad, el espacibger(o; 2 ) puede ser caracterizado como

2 ( X 'k X i 12 )
Loer(0;2 ) = bce jojc< 1
k2z k2z

Note que siu;u® 2 L7, (0;2 ), entonces por el Teorema 1.2.10 se tiene que2
C([0; 2 ]). As, utilizando integracbon por partes obtenemos

Z,

N

b= ok,

uq Je * d;

luego 7

2
fkbkzzi u{ Je *d = &;
0

esto esf’kbgx»z Son los coe cientes de Fourier da®y son cuadrado sumables.
Por lo tanto, si u;u°2 L7,(0;2 ) entonces su serie de Fourier es

X N
S[uy=  “kbee :

k2z

y se tiene L
k2jbj? = —juj?, :

2 per

k27

Esto motiva la introduccon de los subespaciobi . (0;2 ) de Lf,er(o; 2 ), basado
en series de Fourier, como sigue.

De nicon 1.2.14  (Espacio de Sobolev)Sear > 0, el espacio de Sobolev¥,,(0;2 )
de ordenr es de nido por

(o y )

Hier(0;2 ) 1= b.e¥ 1+ k)'jbj2< 1
k2z k2z

Notamos queH 3, (0;2 ) coincide conL?,(0;2 ) cuandor = 0.
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Teorema 1.2.11. El espacio de Sobolet . (0;2 ) es un espacio de Hilbert con
producto interno X
hu; vy, = by ;
per
k2z

donde las funciones

X X

u()=  be* y v()=  te*

k2z k2z

son identi cadas por su srie de Fourier correspondiente.
La norma enH_,(0;2 ) es dada por

X P s
kuky:, = (1+ k) jbyj?

k2z

Demostracon. Ver Kress [30]. p__
Finalmente, de (1.21) notamos qu@ujL%er = 2 kunger, esto es las normas
J itz YK kug, son equivalentes em 7, (0;2 ).

Teorema 1.2.12. Paratodor > s, el espacio de Sobole¥|, (0;2 ) es un subespacio
denso deH 5, (0;2 ). El operador incluson de nido en el espacioH,,(0;2 ) hacia
Hper(0;2 ) es compacto.

Demostracon. Ver Kress [30].

1.3. Ecuaciones diferenciales de segundo orden con
coe cientes constantes

En esta seccbon veremos resultados provenientes de las ecuagsodiferenciales
ordinarias para problemas homogeneos de segundo orden. Estesn utilizados en
el poximo captulo para expresar la solucon en erminos de sees de Fourier.

Una ecuacon diferencial de ordem es una ecuacbn

d'y dy

W: F oty —

(1.22)

donde F es una funcon diferenciable de clas€’ (r 1) de nida en un dominio
U R"1!. Frecuentementet es llamada variable independiente g es denominada
variable dependiente.

De nicon 1.3.1. La solucon de la ecuacon (1.22) es un mapem veces diferen-
ciable' : 1! R denida en unintervalol R, a valores reales tal que:

1. Elpunto ;' ();:::;" ™ Y() 2U paratodo 2 1.
2. Para cualquier 21|

o
dtn t=




De nicon 1.3.2. La ecuacon diferencial (1.22) es llamada ecuacon diferencial
lineal de ordenn si

dy ... d" ty d" 2y d" 1ty

Foty;—; 0, = ao(t) + ag(t)y(t) + + t + t)——7;
ydt din 1 ao(t) + ai(t)y(t) anz()dtnz anl()dtnl
donde las funcionesy;:::;a, 1:1 ! R son funciones continuas.

Si ap = 0, decimos que la ecuacon diferencial lineal es homogenea

Si las funcionesap; :::;a, 1 son constantes, decimos que la ecuacon diferencial
es aubnoma.

1.3.1. Solucon general de la ecuacon  ay’% by’+ c=0

En esta subseccon estudiaremos las soluciones de ecuacon eifeial lineal ho-
mogenea de segundo orden

ay®+ by’+ cy=0; a60: (1.23)
Teorema 1.3.1. La solucon general de (1.23) est dada por
y( )= €™ +ce"; sim; 6 m;
y()=c€e" +ce™; sim=my=m

dondemy, m, son races del polinomiop(m) = am?+ bm+ ¢, denominado polinomio
caracterstico de la ecuacon (1.23).

Demostracon. Ver Helfgott et. al [24].

Observacon 1.3.1. Para el caso en que las races son complejas conjugadaspest
es,m = +",m,= N donde; 2 Re”= 1, tenemos que la solucon
general es compleja y dada por

y( )= ciet )+ el M) (1.24)

dondec;; ¢, son constantes. Como estamos trabajando con funciones aoves reales,
utiizamos la brmula de Euler.

e =cos()+"sen(); 2R:
De esta brmula se sigue que

e =cos( )+~sen( )
e” =cos( ) “sen( );

de donde tenemos que

N

2cos( )=€ +e" ; 2%sen( )= € e

Desde quey dada en(1.24) es solucon de la ecuacon(1.23) para cualquier par de
constantesc;; ¢, escogemos; = ¢; =12y ¢ =1=2Y;¢c =  1=(2" y tenemos el
siguiente par de soluciones reales

yi()=e € +e"” =2=e cos( )
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N

v20)=e € e’ =2%=-e sen( ):

Por lo tanto, tenemos que la solucon general en el conjuntte los rumeros reales
es de la forma
y( )= ce cos( )+ e sen( ): (1.25)

De nicon 1.3.3.  El problema de valor inicial (PVI) asociado a la ecuacon de-
rencial homogenea de segundo orden es

ay”+ by+ cy=0; 21 (1.26)
y( 0) = Yo ¥X 0) = ya;
dondel R esunintervaloy 2 1.
Teorema 1.3.2. EIl problema de valor inicial(1.26) tiene unaunica solucon.
Demostracon. Ver Helfgott et. al [24].

De nicon 1.3.4. Seanfq;f, : I I C funciones diferenciables. De nimos el
Wronskiano def;f, como

fa(t) fa(t)
W (t) = det 1.27
® EORED (1.27)
Teorema 1.3.3. Seanfy;f, : I ! C funciones diferenciables. Se cumplen las si-

guientes a rmaciones:

1. Si existe o 2 | tal queW( o) 6 0, entoncesf;f, son linealmente indepen-
dientes.

2. Sifq;f, son linealmente independientes, entonc&8( ) 6 0 para todo 2 |
Demostracon. Ver Helfgott et. al [24].

Coroarrio 1.3.1. SeaS=1f 2C?(); es solucon de(1.23)y. Consideremos las
races mi; m, de su polinomio caractersticop(m) = am? + bm+ ¢, entonces se
veri can los siguientes resultados

1. Sim; 6 m, entoncesf €™ ;€"2 g es una base a valores reales e
2. Sim; = my = m entoncesfe™ ; e™ g es una base a valores reales &

3.Sim= +~ ,mp,= A son races complejas conjugadas, entonces el
conjuntofe cos( );e sen( )g es una base a valores reales &
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1.3.2. Ecuacon de Cauchy-Euler

A continuacon analizaremos la ecuacon de Cauchy-Euler la cual asn caso
especial de las ecuaciones con coe cientes variables. La ecuadderencial de la
forma ] -
nd y + n 1d y +

dxn

anX + alx% + agy = g(x) (1.28)

Consideremos en particular, la ecuacon diferencial homognea degundo orden
x?y%%+ axy®+ by=0; x> 0 (1.29)
que frecuentemente esh relacionada a las ecuaciones de LegerydBessel.

Teorema 1.3.4. Seans,, s, races del polinomioq(s) = s(s 1)+ as+ h. Entonces
se veri can los siguientes resultados

1. Silas racess;, S, son reales y distintas, la solucon general de (1.29) es dad
por
y(X) = x> + x%2; x> O:

2. Silas racess; = s, = s son iguales, entonces la solucon general de (1.29) es

y(X) = 1 x®+ x°Inx; x> O

3. Si las races son complejas conjugadas, esto s = +7" , s, = +”/ |
entonces la solucon general de (1.29) es

y(x) = ¢x cos( Inx) + cx sen( Inx); x> O

Demostracon. Ver Helfgott et. al [24].

Teorema 1.3.5. Sean ;; , soluciones de (1.29). Se veri can las siguientes ar-
maciones

1. Si existexg 2 | tal que W(xo) 6 0, entonces ;; , son linealmente indepen-
dientes.

2. Si 1; ,son linealmente independientes, entonc®$(xy) 6 0 para todoxg 2 1.

Demostracon. Ver Helfgott et. al [24].
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Captulo 2

Existencia y unicidad

En este captulo, mostramos resultados de existencia y unicidad @ael pro-
blema (1), (2), (3) en un dominio el cual es una regon anular, siedo descrito
naturalmente en coordenadas polares = rcos(), y = rsen(), r 2 (ri;re) Y

2[0,2).

Con este objetivo, expresamos la solucon de la forma = V + W, dondeV
resuelve un problema homogneo W es solucon de un problema no homogneo,
respectivamente. As, estudiamos dos subproblemas relacionadoutilizamos la for-
mulacon variacional junto con el Teorema de Lax-Milgram para mdgar la existencia
de unaunica solucbon, para cada problema. Tamben mostrarems que la funcon
V puede ser expresada en erminos de sries de Fourier y poseemedades de
regularidad que dependen de las propiedades de la func@n

Utilizando estos resultados teoricos, estableceremos una retatientre el ujo Q
y la temperatura externa a trawes de un operador lineal continuoompacto, positivo
e inyectivo.

2.1. Cambio de coordenadas

En esta seccon, introducimos los espacios funcionales apropiagéoasdonde bus-
caremos la soluconT. La solucon est de nida sobre una regon anular, por lo
que, a priori, observamos que la temperaturd (r; ) como el coe ciente de trans-
ferencia de caloiQ( ) poseen propiedades de periodicidad. Con estas observaciones
introducimos los siguientes espacios:

Denotamos porV el espacio de Hilbert que resulta del completamiento del subes-
pacio

G ([0;2 )= fu2 C! ([0;2 ])j u(0) = u2 )g

en la normaj jo . ) esto es

V= mﬂz;(o;z ).

Este espacio es provisto con el producto interno usual
YA 2
hu; vi = u( )v( )d

0
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y la norma asociada 7

2 1=2
JUj2,0:2 ) = . ju( )jzd

Tamben, de nimos el espacio de HilbertH como el completamiento del subes-
pacio

Ger()= u2C*()jD u(0)=D u(r;2); 8r2[rerilij j 1,8 2N

en la normak k;. , es decir,

—kka.
H = c:per() .
Este espacio, en coordenadas cartesianas, es provisto del potal interno
Z
H;gi= (fg+r f r g)dxdy

donder f = (fy;f,) es el gradiente de la funcorf .
Como el dominio = f(x;y) 2 R% r; < X2+ y2<r.ges una regon anular,
realizamos el cambio de variables en coordenadas polares

Xx=rcos(); y=rsen(); ri<r<re 0 < 2:

Luego, por la regla de la cadena, obtenemos las siguientes identidade

@f_ ef . . @f

ar @Xcos() @ysen()
@f_ @f of
@ @)Esen()+ @§cos()

entonces, tenemos que las derivadas parciales en coordenaddsstanas son dadas
por

@f _ of 1 @f

a@x @rcos() @ sen()
f f 1@f
%y: %rsen()+ F% cos():

De estas identidades obtenemos el producto

_ @f@g, 1@f@g

C@er ree
Por lo tanto, tenemos que el espacid en coordenadas polares es provisto del pro-
ducto interno

rfrg

YA ZZ r
. e @f@g, 1 @f@g
H;gi = fg+ ——+ ———"rdrd
I, YT eer ree
y la norma asociada
YA ZZ r ) 2 2#
e f 1 ©f
kf k2 = f2+ @ + = — rdrd :
: 0 ri @r r2 @
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Donde el ermino r es el determinante de la matriz Jacobiana
2
axy) @x @)?
xX\y) _ @r @£ -
det ar ) —detggy @; =r
@Qr @

Observacon 2.1.1. De la de nicon de los subespacios/ y H tenemos que son
subespacios cerrados en espacios de Hilbert, respectivat@ey por lo tanto son
espacios de Hilbert.

2.2. La Formulacon variacional

De nidos estos espacios de HilbeN y H, procedemos a estudiar la solucon del
problema (1), (2), (3) de la siguiente manera: Expresamos la solueibuscadaT
como la suma de dos funciones, esto es

T=V+W, (2.2)
en queV es solucon del problema homogneo con condiciones de frontera

1@ @v+ 1@V _

WF@I’ I’@r WI’_Z@ =0; <r<re0 2; (2-2)
@v N—n- :
W@r(re’ )+ V (re; )=0; O 2; (2.3)
@V, . _ . .
vl )= Q0 0 2 (2.4)

y W es solucbon del problema auxiliar no homogeneo

1@ @W+ 1 @W

o r@ WE@J’ g )=0; ri<r<r¢0 2; (2.5)
W
W%(re; )= (Tenv W(re; )); O 2,
(2.6)
W%Vrv(ri; )=0: 0 2: 2.7)

Observacon 2.2.1. Note que siV y W son soluciones de los problemg®2.2)-
(2.4)y (2.5)-(2.7), respectivamente, entonce$ de nida por T = V + W resuelve el
problema inicial (1)-(3).

2.2.1. Formulacon variacional del problema de valor de fr on-
tera homogneo

En esta primera parte procedemos a desarrollar los resultadosrespondientes
sobre la existencia y unicidad de la solucov del problema (2.2)-(2.4), utilizando
el Teorema de Lax-Milgram.
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Con este objetivo, utilizamos como hiptesis inicial que la solucon di@roblema
(2.2)-(2.4)V 2 Cper(), eStO €5

V(r0)= V(2 ); %\’(rm):%v(r;z) PSP (2.8)

Esta hipotesis surge naturalmente debido a que el problema estado esta de nido
sobre un dominio anular.

Introducimos la formulacon variacional asociada al problema (2.2(2.4), la cual
permite reducir el orden de derivacon requerida para la solucol, transformando
una problema diferencial de segundo orden a un problema diferehdprimer orden
cuya solucon es denominada solucon cebil. Este procedimiento etesarrollado de
la siguiente manera.

Multiplicamos la ecuacbn (2.2) porw 2 C,e () € integramos en , entonces se

tiene
ZZZr
@ @V 1@V
— r— w+ ———w drd =0: 2.9
o, @r @r r @? (29

En cada integrando de (2.9) utilizamos integracon por partes, juon con las condi-
ciones de frontera (2.3)-(2.4). As en el primer sumando se ohtie

Z ZZ r Z 2 I le Z r #
@ @V _ @V ° @VOw,
OZ” a@r r@r wdrd = . r@rw i i r@rz@r;r d
2 2 le
= re%\r/(re; W(re; ) ri%\r/(ri; w(ri; ) d - r%\r/%\gird
Z, r Z,Z . @vaw
= . I’e_WV(re; )W(re; )+ _WQ( )W(ri; ) d . r@r@rdrd:

De manera araloga, utilizamos la condicon de periodicidad (2.8) en aegundo
integrando de (2.9) y se obtiene

#
“t }@wd dr = ’ re} QVWZ o QVQV\& dr
ri 0 r@@2 ri r @ 0 0 @ @
_2'61 @V, _ @V, _ £t 2 1@Vaw,
= riZF Z@(r, 2 )w(r;2) @(r, O)w(r; 0) dr o F@@d dr
= v }QV@V%I dr:
ri 0 r @ @

De las dos identidades obtenidas y (2.9) tenemos que para todo2 Cue () se

veri ca la siguiente igualdad
Z,Z z z

© @vew 1@Vew, re 2, . N T g
. r@r@rJrF@@drd r— i V(re; )W(re; )d = v Q( )w(ri; )d:
(2.10)
As, a partir de (2.10) de nimos la formaa: Ge () Cper() ! R como
Z,Z, Z,
Cu — ° @Vow, 1@Vaw, re _ ,
a(V;w) = . r@r@r+ F@@drd + — . V(re; Yw(re; )d  (2.11)
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y el funcionalf : G, ! R dado por
r Z2
fwy=—  Q()w(r;; )d: (2.12)
w 0
Como ser demostrado en el siguiente teorema, la formaade nida en (2.11) es bili-

neal y contnua. Por el Teorema de extenson existe un operadacotado, denotado
_ _ — —kky, kk 1.
por a, de nido sobre el espacitd H = G () C per() a valores reales,

esto es

a:H H! R

De manera araloga, siQ 2 L?(0;2 ) entoncesf es un funcional lineal y contnuo.

Por lo tanto, existe una extenson lineal acotada, denotada pdr, de nida sobre el
. =Kk
espacioH = Ger() a valores reales

f:H! R:
Se sigue que 3¢ es solucon (2.2)-(2.4), entonces es solucon del problema varianal
a(V;w)=f(w); 8w2H: (2.13)

En el siguiente teorema mostramos que la expreson (2.13) tiendwstn unica
en el espacidi, es decir el problema de encontra 2 H tal que

alV;w)=f(w); 8w2H (2.14)
tiene unaunica solucon.

Teorema 2.2.1. Seaa:H H! R el operador de nido en (2.11) yf : H! R
en (2.12), entonces

(1) a es una forma bilineal contnua y coerciva.
(2) Si Q 2V, entoncesf es linear y continuo.

Demostracon. Procedemos a demostrar estos resultados en los siguientes pasos
(l1a) Paratodou;v;w2H y ; »2 R se verica que

a( (u+ Lv;w) = jalu;w)+  La(v;w)
a(u; v+ ow)= a(u;v)+ La(u;w);

luego el operadosm es bilineal.

Mostraremos quea es acotado. SearV;w 2 V, en el primer integrando de
(2.11) utilizamos las desigualdades desttler, Cauchy-Schwarz y obtenemos

Z,Z,.
r 1=2 Q\{f 1=2 QW+ i Qvi QV& rd

0 1 @r Q@r r1|=2 @r2@
Z ZZ re @V 2 F1=2 7 22 re @W 2
r — drd ro—
0 ri @r 0 ri @r

1=2

drd
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(1b)

i evi T e et T
0 ri r @ 0 ri @
Z,Z ., 2 2# =
QV + 12 QV rdrd
0 ri @r r @
" !
Z ZZ e @W 2 1 @W 2# 1=2
— ot = — rdrd
0 r @I’ r @
k VkH kaH:

Donde en la perultima desigualdad hemos utilizado Cauchy-Schwararna el
par de vectoresa = (a;;a); b= (b;;bp) 2 R?, esto es

a;by + ab, k akokbk, = a2+ a2 1=2 5+ 2 =2

Para el segundo integrando de la forma, consideramos el operador trazo
: H!'V V  denido por

(W)= (w i)

Note que por el item 2 del Teorema del Trazo 1.2.6 se tiene la siguied
sigualdad

wi v J (w)jv  C kwky: (2.15)
As, en la segunda suma de (2.11), utilizando la desigualdad delder se tiene
zZ, ! o2
re—Vj W d —ej\/j Jviwg v = KV ky kwky:
0 w w w

De las desigualdades obtenidas, concluimos que
a(V;w) CkVkykwky; 8V;w2H

dondeC =1+ r .C?= ,, es una constante positiva. Por lo tantoa es acotado
y consecuentemente continuo.

Ahora vamos a mostrar quea es coercivo, es decir existe una constante 0
tal que

a(w;w)  kwk?; 8w2H:
Procedemos por contradiccon, supongamos que existe una sautiaf v, gnon

H tal que
kvpky =1; 8n2 N vy nIlrln a(vp;vp) =0: (2.16)

Comof v,gnon €s limitada en el espacio re exivéd, entonces del Teorema 1.1.1
existe una subsucesbn, que denotamos pbv,g.,n Y V2 H tal que v, * v
enH.

Tamben, por el Teorema de Rellich-Kondrachov 1.2.10 item 2, pard caso en
quep = n = 2, tenemos la inclusbn compactaH = H((ri;re) [0;2 ]) |
L2((ri;re) [0;2 ]). En consecuencia obtenemos la convergencia

Vol venL?((ri;re) [0:2 ]): (2.17)
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As, como v, *v enH, entonces de la de nicon de la convergencia cebil y
por el Teorema de Riez se tiene para tode 2 H se tiene

v, v;wi, ! O; cuandon!1l
0 sea para todov 2 H se cumple

Z Z
(v v)wrdrd + r (vy V)ir wrdrd ! O; cuandon!1 (2.18)

en particular, si en (2.18) tomamosv = v y de la convergencia (2.17) tenemos
Z Z

jr vj’rdrd = Im  r vir vordrd ; (2.19)
n!

y la desigualdad de Cauchy-Schwarz se tiene
z z

jrvj2rdrd = 1m  rviroverdrd  jr Vi Imojr vija
nil n!l

As,
ir vjz. nI!rln r Vnjo: - (2.20)
Tamben de la de nicon de a, para todow 2 H, se veri can las desigualdades
irwiz o a(w;w)t (2.21)
Wiz . Gl a(w;w)' (2.22)

dondecy = r o= .

Utilizando la desigualdades (2.20) y (2.22) junto con la hipotesis auxilig2.16)
obtenemos
ir Vi Im jr vojz, Im a(vn;Va)¥2 =0 (2.23)
n! n!

entonces, se tiene que

Im jr Vajz, =0; (2.24)

n!
luego de (2.24) en (2.23); v = 0 entoncesv es constante casi siempre en .
Ademas, por la convergenciav, ! v enL?((ri;re) [0;2 ]) y la expresbn
(2.24), se tiene

jvig, = Im kvokg =1; (2.25)
de donde deducimos que 6 0.
Por otro lado, utilizando el Teorema del Trazo, item (2), mostran® la con-
vergenciav, ! venL?( ¢). En efecto,
jva Vi3 . C%kvy VKki = C% jvn V5 +r i(va V)j5
= C2 jVﬂ Vj%; + jr an%; :

dondeC > O es la constante utilizada (2.15). En el limite, por (2.17) y (2.24)

obtenemos
Im jv, vj5 _ =0: (2.26)

n'l
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De (2.22) obtenemos
Valz o o' @(Vai V)™

y por la convergencia (2.26) eh?( ) al tomar Imite se tiene que
Viz . G Im a(va;vp)'?F=0

luegov=0en ..
Finalmente, del Teorema 1.2.9 se tiene que existe> 0 tal que

iz Cjr vjz; =0;

luegojvj,. =0y de (2.25) se tiene quegvj,. =1 lo cual es un absurdo. Por
lo tanto, la forma bilinear a es coerciva.

(2) Ahora mostraremos que el funciondl de nido en (2.12) es lineal y continuo.
En efecto, de la de nicon se veri ca quef es lineal.

Para mostrar quef es continua, tomamosv 2 H y utilizando la desigualdad
de Helder y el Teorema del trazo, item (2), obtenemos
(Lo .
fw=— Qw,d —jQjvjwj
w 0 w

C1j Qjvkwky ;

dondec, = “&-.
De los resultados obtenidos a partir del Teorema 2.2.1, sigue del feEoa de
Lax-Milgram que el problema variacional (2.13) tiene unica solucorv 2 H vy, por
la coercividad del operadog, satisface la estimativaa priori

1a(ViVv) 1y a(V;w) = lsup f (w)

KV Ky w2H KWKy w2H Kwky
'¢1jQjv

kV ky

donde > O es la constante de coercividad. Por lo tanto, obtenemos la desilgiaal
gue relaciona la temperaturaV y el ujo Q

kVky  CiQjv; (2.27)

dondec, = lc;.

Ya veri cada la existencia de la funconV, mostraremos que esta puede ser
expresada explicitamente en erminos de series de Fourier utilizameel netodo de
separacbn de variables como sigue.

Supongamos que la solucon del problema (2.2)-(2.4) puede serrggccomo
V(r; )= X(r)Y( ). Sustituyendo este producto en (2.2), se obtiene

X+ XA YO+ X (YR ) =0: (2.28)
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Despejando las funcioneX e Y obtenemos la siguiente relacon

X+ XD YR |,
X(r) Y() ’

r2(ri;re); 20,2 ] (2.29)

siendo las funciones<(r);Y( ) no nulas y constante. En la ecuacon anterior
consideramos el ermino 2 para obtener soluciones no constantes y no nulas.
Tamben de las condiciones de periodicidad (2.8), tenemos que

X(NY ()= X(NY(2 ); X(NYA0)=X()Y(2 ); r2(rire);

entonces
YO =Y(2) YY)=YY%2):

Por otro lado, sustituyendoV (r; ) = X (r)Y( ) en la condicon de frontera (2.3)
obtenemos
(WXO(I’e)+ X (re)) Y()=0; 20,2 .

luego
wXqre) + X (re) =0:

Estas ecuaciones son descritas por las siguientes ecuacionesediteles ordinarias:
el problema de Sturm-Liouville

Y% )+ 2v()=o0: 0 2 (2.30)
Y0)=Y2); Y40 = Y42 ) (2.31)

y el problema de Cauchy

X))+ X qr)  2X(r)=0; ri<r<r, (2.32)
wXqre)+ X (re) =0: (2.33)

Utilizando el resultado en (1.25), tenemos que la solucon generalgroblema (2.30)
es de la forma
Y( )= acos( )+ bsen( );

dondea; b son constantes no ambas nulas. As, su derivada correspondes
Yq)= asen( )+ bcos( ):

Si =0 tenemos que la soluconY es constante. Supongamos ques 0 y utilizando
la condicon de frontera (2.31) obtenemos el siguiente sistema deuaciones

acos(2 )+ bsen(2 )= a (2.34)
asen(2 )+ bcos(2 )= Db (2.35)

Resolviendo este sistema de ecuaciones obtenemos
b(cos(2 ) 1)=0
la cual es analizada en los siguientes casos:
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1. Sib= 0, entonces reemplazando este valor en la ecuacon (2.34) se sigue
a(cos(2 ) 1)=0;

donde a 6 0. Luego, se tiene que satisface la ecuacon cos(2) =1y
consecuentemente
2 =2n;, n2f12::4Q
2. Sicos(2 ) 1=0tamben se obtieneque =n,n2f1,2::.9
Por lo tanto, el problema (2.30)-(2.31) posee un sistema de auttmas y auto-
vectores asociados que poseen las siguientes caractersticas.
El primer autovalor es ¢ = 0 y su autoespacio asociado esparf 1g. Los autova-
lores restantes son, = n, n 2f 1;2;:::g, los cuales tienen dupla multiplicidad con

Su respectivo autoespacio asociadparf cosf );senf )g.
Se sigue que, la solucon general que resuelve (2.30)-(2.31) esadadr

Yo( )= anRn( )+ BSi();

en que
Rn( ) =cos(n ); S,()=sen(n): (2.36)

Por otro lado, sustituyendo los valores, en el problema de Cauchy (2.32) ob-
tenemos que parag = 0 el problema

X))+ rXAr)=0; ri<r<r,

Utilizando los resultados asociados al problema de Cauchy, tenengp® polinomio
asociado a la soluconXo(r) = rs es

(s(s 1)+ s)r°=0;

entoncess = 0 es la raz con dupla multiplicidad. Por lo tanto, la solucon general
correspondiente es
Xo(r) = ¢+ c2In(r)

De la condicon de frontera (2.33), esta solucon es obtenida exgtamente como

r

Xo()=In — =
olr) e Te

Para , = n, el problema de Cauchy asociado es

X))+ rX2(r) n?X,(r)=0; ri<r<r,
wxr?(re)"' X n(re)=0:

Luego, tenemos que polinomio asociado a la solucdt,(r) = rs es

s(s 1)+s n?rs=0
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de donde se obtienen las races distintag = ny s, = n. Por lo tanto, la solucbn

general correspondiente es

Xa(r)=car"+ cr "

y utilizando la condicon de frontera (2.33), la soluconX,, es de la forma

1 nr,"t r_n
xn(r):r_n"' u € =

n. B
Wnrg 1+ rg r ’ n2f1,2,...g (2.37)

Por lo tanto, tenemos un conjunto de solucioneg,(r; ) = X, (r)Yy( ) para todo
n2f0;1;:::g9. Utilizando el principio de la superposicon (la suma de soluciones de
una ecuacon lineal homogenea es tamben solucon de dicha eaabn) se tiene que
para todoN 2 N la funcon Vy, dada por

X
Wn () = agXo(r) + Xn(r)(@anRn( )+ BySn( ) ;

n=1
es solucon. En el siguiente teorema mostraremos que la serie

S
V()= aXo(r)+  Xn(r)(aRn( )+ 1Si()); (2.38)

n=1
es convergente W es solucon cebil del problema (2.2)-(2.4).

Teorema 2.2.2. SeaB = f1;R,( );Sn( ); n 2 Ng el conjunto ortogonal enVv, don-
de las funcioneR,, y S, son de nidas en(2.36). Entonces la funcon V de nida en
(2.38) es convergente y es solucon del problema variacan(2.13) con coe cientes

hQ; Roi _ QR hQ; Sni |
2 WwXg(ri)’ WX )’ w X 3(ri)

Demostracon. Primeramente, mostremos que los coe cientes ; b, son veri -
can (2.39). En efecto, para cad&l 2 f 0;1;2;:::g, considere la suma parcial

a = by = (2.39)

QN()_Z_kQ’ROI+_ rQaRn|Rn()+kQaSn|Sn( )

n=1

ComoB es una base ortogonal evi, por el Teorema 1.1.9 se cumple qugy converge
aQ2V, estoes
Qn! QenV; cuandoN ! +1: (2.40)

Si consideramos la funconQyn como condicon de frontera en (2.4), se verica, en
estas condiciones, que la funcon

X
W(r )= aXo(r)+  Xa(r)(@Rn( )+ BSi()) (2.41)

n=1

es solucon del problema variacional (2.13).
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Note queVy 2 C! (). As, de la condicon de frontera W%(ri; )= Qn()

se tiene la relacbn
|
0 X 0 . 1 . 1 X . .
w aoXo(ri)+ Xp(ri)(anRn + bhSp) = z—hQ; Roi + =  hQ;Rni Ry + hQ; Spi Sp:
n=1 n=1
(2.42)

Haciendo uso de la ortogonalidad de la baBe multiplicamos (2.42) por las funciones
Rm, Sm, respectivamente, param = 0;1;:::;N y tomando producto interno en
(0; 2 ) se obtiene

1 .
waoX J(ri) = > hQ; Roi

1 . 1 .
wamxr%(ri): —Q; Rmi ; WbT‘\Xr?](ri): —hQ;Sni; 8m2 N:

As se tiene el primer resultado.

El pooximo paso es demostrar quéd/ est bien de nida. SeanVy,; W, las funcio-
nes dadas por la expreson (2.41), dondd;; N, 2 N. Como el problema (2.2)-(2.4)
es homogeneo, sigue qu¥y, VWV, tamben es solucon del problema variacional
(2.13), con condicon de fronteraQyn, Q n,.- As, de la estimativa a priori (2.27),
obtenemos

KW, Va,kn  GjQn, Q nujve (2.43)

Luego, comofQ ygn2n €S una secuencia de Cauchy eén, entoncesfVyOn2an
tamben es una secuencia de Cauchy dd, dondeH un espacio de Hilbert. Por lo
tanto, la secuenciaf Vy gy 2n €S convergente y su limite

b3
V()= aXo(r)+  Xn(r)(@Ra( )+ BSi( ) (2.44)

n=1

esh bien de nido.
Por ultimo, mostramos que V es solucon cebil del problema (2.2)-(2.4). En
efecto, la funcon Vy es solucon del problema variacional

Z
a(Ww;w)=c¢ 2 Qn()w(ri; )d; 8w2H (2.45)
0

conc=ri= . Como las secuenciabVy gn2n Y fTQ N On2n CONvergen en los espacios
H y V, respectivamente, el resultado se veri can tomando limite cuandd tiende
al in nito.

En efecto, note que por la continuidad del operadar se tiene

jaVv;w)  a(V;w)j=jaWw V;w)j CkVy Vkykwky! OcuandoN '1

estoultimo debido a la convergencia de la secuendi&/y gn2n €NH.
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De manera similar, de la desigualdad deetbler y el Teorema del trazo, item (2),
se obtiene
Z 2

Qv Q)wj . d CjQOn Qjvkwky ! 0O; cuandoN !1
0

De estas convergencias el resultado se sigue tomando limite en (RctandoN !
1 ,estoes 7
2

a(V;w)=c¢ Qwj d; 8w2H:
0

Por lo tanto, V es solucon cebil del problema (2.2)-(2.4).

Observacon 2.2.2. Por el Teorema anterior, siQ 2 V entonces existe unaunica
solucon cebil V 2 H del problema (2.2)-(2.4) expresada en series por (2.44). &@n
pregunta natural es: >Sobre que condiciones esta funcbhes solucon chsical? En
el poximo Teorema, demostraremos un resultado de reguidad sobre la funconV.

Teorema 2.2.3. SeaV la funcbn de nida en (2.38), entoncesV 2 C! ( [ o).

Demostracon. Para demostrar este resultado, utilizaremos el criterio de com-
paracon para construir una serie cuyos erminos limitan al ermno general de las
derivadasX r(]k)(r)Yn(\)( ) de (2.38). Finalmente, utilizamos el criterio de la razon para
demostrar que estaultima serie es convergente.

Primeramente calculamos l&kesima derivada deX,(r), n 2 f1;2;:::9 y obte-

nemos - ]
nr r

w_e e Btk n k
whrd 1+ 10

dondeB,x = n'=(n  K)!'y A, =( D¥(n+k 1=(n 1)

Entonces
X$(r) _ ri nri wN(Ank 8" + B ") + 1 o(Anxrs"  Bnkr®)
X 9(r) roorx Wn2(r2 )+ nr o(r2n + 1) '
Procedemos a estimar el siguiente ermino. Pare 1, 0Oyn Kk se tiene
. ‘Rpi .
aX OMRO() = —2Rl_y ) RO()
w X n(ri)
A ¢ & (O 1)
R —_— — :
] QJvIRnjv Xor)  w (2.46)
rnon N (wt 1 e)(jAni+ Bn;k(r:re)zn)ij )
r WK wn2@ M)+ nrg(1+ ) Ve

donde hemos utilizado (2.39) y = ri=re:

1Una solucon chsica es una funcon V 2 C?() tal que satisface (2.2)-(2.4) puntualmente sobre
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Entonces, para cada 2]0;re ri[yn Kk, notando que O<r=r, 1,
ri

sup a, X (R () JQIVC(5K; ) (2.47)
(r; )2[ri+ irel [0:2 ] Ne wl
donde N
. . r . .
Ci(Gk; )=n ! r--II- (wh+r e)(JAn;kJ + Bn;k):
|

Una estimativa similar se cumple parabnxr(]k)(r)sr({)( ) , esto es

ri

sup b X 9 (r)S( ) SQIVCa(ik; ): (2.48)
(r; )2[ri+ irel [0;2 1] Ne wlf
Note que,
Cn+1 (‘; k; ) — n+1 ! ri W(n + 1) + U e jAn+1;kj + Bn+1;k
Cn(‘;k; ) n ri + wh +r e jAn;kj + Bn;k
(2.49)
Tamben,
JAn+1:0) + Bns1:o JAn+1:1) + Bpa1a _ n+1
— = =1, e e 2.50
]An;OJ + Bn;O ]An;lj + Bn;l n ( )

y, para cadak 2 f 2; 3;:::q,
JAns1ki*t Brerk _ 1 (n+ K!(n k+1)!+ nl(n+1)!
JAnk] + Bnk “n(n k+1) (h+k 1(n k)!+n!i(n 1)
1 (n+)!(n k+1)
nin k+1) n'(n k)!
n+kK(n+k 1) M+2)+nn 1) (n k+2)
(n 1+k)(n 2+k) (n+D+(n D(n 2) (n k+1)
n+1 (n+ k)k 14+ nk?
n (n+1k 1+(n k+1)k1
n+l1 n+k *!
n n k+1

(2.51)
Por lo tanto, de (2.50)-(2.51), tomando limite superior se tiene

jAn+l ;kj + Bn+1 Kk

Im su . . 1
n! +lp JAn;kJ + Bn;k
y por la identidad (2.49), obtenemos
Im sup Cn1 (5K ) g

nmo+1 Ch(Gik; ) r +

Utilizando el criterio de la razn, concluimos que la serie, cuyo ermo general es li-
mitado en (2.47) y (2.48) es convergente. Consecuentemene?2 C ( [ ) pues la
diferenciacon de la serie (2.38) £rmino a £rmino produce una se& uniformemente
convergente enrf + ;re] [0;2 ] para cada 2]0;re ril.
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Note que no podemos a rmar nada con respecto a la suavidad de lduson V
en la frontera interna ; sin contar con informacona priori sobreQ. Para superar
esta di cultad, asumiremos que el ujoQ satisface ciertas propiedades, siendo estas
basadas en observaciones de datos obtenidos experimentalment§8]. El resultado
principal es descrito en el siguiente Corolario.

Corohrio 2.2.1.  Supongamos qu®; Q% Q%2 V tal queQ y Q°son funciones 2-
perodicas. Entonces la funcon V, dada en (2.38), resuelve el problema (2.2)-(2.4)
en el sentido chsico.

Demostracon. Desde queQ; Q% Q%2 V con Q y QO funciones 2 -perbdicas,
utilizando integracon por partes obtenemos

Q;Rni = n ZrQO(?Rni; Q;Sii= n 2K?O(?Sni:
Entonces, haciendo un procedimiento similar a (2.46), podemos denwque

2 wnP(1 (r=re)®) + 1 en(l+(r=re)®).

iy 0 ; 0o .
XpOER )+ BSi()] = S i
(2.52)
donde los componentes de estaultima expreson
WL (r=re)®) wn* 2" 1
wh?(L 2+ nrg(1+ 2)  wn3(1 )+ nrg(1+ )
y
r en(1+(r=re)?") 21 N )
whZ(L 2+ nrg(1+ 2)  wn3(1 )+ nrg(l1+ )
son limitadas.
Por lo tanto, de (2.52), sigue que
. 0 . 6 . 0 .
sup JXp(r)(@nRn( )+ 1,Sn( )i SiQ%y: (2.53)
(r; )2[risre] [0;2 ] wh

La diferenciacon ermino a ermino de la serie (2.38), con respdo a r junto con
(2.53), muestra que la derivada de la serie converge uniformemeaidr;;re] [0;2 ].
Entonces, (2.3)-(2.4) son satisfechas en el sentido chsico y seauentemente/ es
una solucon chsica.

Con los resultados obtenidos, en el Teorema 2.2.3 sobre la regulatidi V,
mostramos a continuacon la relacon que constituye la base del etodo para el
estudio del problema inverso correspondiente.

Teorema 2.2.4. SeaA :V !V denido por A(Q) = V(re; ), dondeV es dada por
el Teorema 2.2.3. Entonces, se veri can las siguientes pnogdades:
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1. El operadorA es lineal, compacto, autoadjunto, positivo e inyectivo, taue

Xl
A(Q)= oMQ;Roi Ro+ A(MQ; Rui Ry + hQ; Shi Sn) (2.54)

n=1

donde
- _p_. - _p—. - _p—.
Ro()=1= 2; Ry()=cos(n )= ; S,()=sen(n)= ; n 2N
y los coe cientes

Xn(re) _ 2rM*pD

= = I >
" wXO(ri)  wn(rzm r2)+ (r2m o+ orern)

0: (2.55)

para todon O.

2. La secuencia nunericaf ,gl_, es decreciente y convergente con

Im =0:
nin "

3. Los valores singulares d& son dados por (2.55), siendo, autovalor simple,
asociado a la funcon singularRg; y , es un autovalor con dupla multiplicidad
asociado a las funciones singulardsS,; R,g paran 1. Consecuentemente,
la imagen deA es caracterizada por

( ¥ )
R(A)= f2H LR’ L WS+ R, :
- J 2 'hy ol + 2 ySnl + H,Rn| <1 . (256)
0 n

Demostracon. La expanson (2.54) con , en (2.55) resulta del Teorema 2.2.3
y esh bien de nida debido a la suavidad dev en [ .

Para mostrar que A es lineal, compacto y autoadjunto, de nimos para cada
N 2 N el operadorAy : V!V como

X
An(Q) = ohQ;Roi Ro+ n(MQ; Rni Ry + NQ; S4i Sy):

n=1

Mostraremos que este operador es lineal, acotado, compacto yoadjunto.
En efecto, de la de nicon se verica queAy es lineal. SeaQ 2 V, como el
conjunto f Rg; Ry; Sh; n 2 Ng es ortonormal en el espaciy se tiene

X 2
JANQIS = ohQ;Roi Ro + n (MQ;Ryi Ry + MQ; Shi Sy)
n=1 \%
X\I 2 2
= ZihQ;Reij2+ 2 MQ; Ryi% + hQ; Sy
n=1

6iQiviRoiy + 5 IQIVIRIY + jQIVISAIY

n=1
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j Qi 6+2 .

Por lo tanto
jJANQjv  CnNjQjv 8Q 2V
P 1=2
dondeCy = 3+2 )., 2 . Sesigue qué\y es acotado.

Tamben, note que el subespaci® (Ay ) es generado por el conjunto linealmente

2N +1 < 1 yporel Teorema 1.1.16 tenemos quey es compacto.
Por otro lado, mostramos queAy es auto adjunto. SearQ;; Q, 2 V arbitrarios,
entonces
* +
X
0 MQ1; Roi Ro + n(MQ1; Rai Ry + MQ1; S Sp); Q2
n=1
X
0 MQ1; Roi hRg; Qai + n (MQ1; RaihRy; Qai + Q1; S,1hS,; Qai)

PAN Q1; Q2

=
1
[y

0 MQ1; Ro; Qai Rol + n (MQ1; MRy; Qi Rpi + MQ1; 1Sy,; Qai Shi)

n=1
= Q1; 0hQ2; Roi Rol + nhQ1; MQ2; Rni Ry + 1Q2; Spi Spi
p=1 +
- - X\I - -
= M1, 02 Roi Roi +  Qq; n (MQ2; Rni Ry + hQ2; S4i Sp)
* n=1

+

A
Q1; ohQ2;Rol Ro + n (MQ2; Rni Ry + NQ2; Sii Sp)

n=1

= Q1 AnQai; 8Q1;Q22V:

Por lo tanto Ay es un operador autoadjunto.

Finalmente, vamos a mostrar qu&Ay Ak! OcuandoN !'1 . SeaQ 2V tal
quejQjv 1, nuevamente utilizando la ortonormalidad del conjuntdRy; R,; Sy; n; 2
Ng enV se tiene

b3 X 2
n (MQ; Rni Ry + MQ; Sii ) n (MQ; Rni Ry + MQ; Sni Sy)
\%

1 n=1

ﬁ IQ;Rni2+ rQ;SniZ

jAQ  ANQj3

n

n=N+1
5 JQIGIRAG + JQIGISHIY
n=N+1
b3 s
= 2jQi} o2 A
n=N+1 n=N+1
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Entonces, tenemos que
|

)4 1=2
KA Ayk= sup jAQ A\xQijy 2 2 I 0 cuandoN !1

Qv 1 n=N+1
Donde, como veremos en el item (2), la convergencia de laultima sees debido a

. 2r;
la desigualdad _r.n para todon 2 N.

Por lo tanto, A es Imite de una secuencia de operadores compactos y por el
Teorema 1.1.17 se sigue quees compacto. Tamben, por el Teorema 1.1.20 se tiene
que A es lineal, acotado y autoadjunto.

Por otro lado, como , 2 R para cadaQ 2 V, sigue que

Xl
PA(Q); Qi = ohQ;Rei’+ n JhQ;RnijZ+ jhQ;Syij2 O

n=1

entoncesA es positivo.
Para mostrar queA es inyectivo, sedQ 2 V tal que

X1
0=A(Q)= ohQ;Roi Ro+ n(MQ; Rhi Ry + NQ; §i' Sp)

n=1
usando la ortonormalidad de la basB se tiene que
Q;Rel =0; MQ;Ryi = Q;S,i =0; 8n2N:
Por el Teorema 1.1.8 item 3 se sigue qug= 0.
(2) Para demostrar el segundo item, note que

2r; .
wn(C " M+ (" )

siendo = ri=re.

En efecto, como < 1, se tiene que las sucesiones " "git_, yf "+ "gl,
son crecientes. Esto implica que la secuencig es no creciente y converge a cero
cuandon!1

(3) Para probar elultimo item, notamos que
A(Ro)= oRo; A(S)= Sii A(Rn)= sRy; n 1

qgue es un resultado inmediato de la de nicon en (2.54) y la ortonorntiglad de la
baseB. Entonces

Xl

A (A(Q) = §hQ;RoiRo+ 2(hQ; RyiRy + MQ; S4i Sn):

n=1
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Esto muestra quef 2gi_, son los autovalores dé\ A. Por lo tanto, tenemos que
f nOn2n, SON valores singulares da.
Para mostrar laultima parte del item (3), consideremos$ 2 R(A) D(AY). Por
lo tanto,
( )

X1
R(A)= f 2H h‘;Roi2+ iz h‘;Sni2+ h‘;Rni2 <1
n

onl P

n=1

se sigue del Teorema de Picard.

Observacon 2.2.3. Basados en la de nicon de ,, se vericar que los valores
singulares del operador tienen decaimiento exponencialroBlemas que envuelven
operadores compactos con este tipo de valores singulare®) denominados en la
literatura como problemas severamente mal colocados.

De la de nicon del operador A, se sigue que existe una relacon entre el ujo
Q vy la temperatura en el borde externd/(re; ). Una consecuencia inmediata de
las propriedades teoricas deA es que el ujoQ puede ser determinado com@Q =
A 1(Vj .)y descrito, de manera explicita por el Teorema de Picard, en erimos del
sistema singular deA y datos de entrada exacto¥| ..

Finalmente, observamos que el conjunto de funciones para laslesaes garanti-
zada la existencia del ujoQ, es determinado por el tercer item del Teorema 2.2.4.
En efecto, si queremos resolve&Q = f, para que una solucon cuadrado integrable
Q exista, la serie descrita en (2.56) precisa ser convergente, lo gigaisa que los
coe cientes de Fourient; R i, If; S,i def, deben decaer para cero mas &apido que
los valores singulares,. En erminos de regularidad, esto implica que el subespacio
R(A) es formado por funciones muy suaves.

2.2.2. Solucon del problema no homogneo

En esta ultima parte mostraremos resultados de existencia y uniad del
problema auxiliar (2.5)-(2.7). Comenzaremos analizando los siguienieasos:

Si la solucon W = W(r) depende de la variable radiat, podemos despreciar
las derivadas deWV con respecto a en (2.5), y buscamos la solucoW como una
funcon que depende solamente de

Procediendo de esta manera, el problema (2.5)-(2.7) se trangfiaren un proble-
ma unidimensional

WMWY = rag(r); 12 (risre) (2.57)
Wo(re) = — (Tenv W(re)) (2.58)
Wqr)=0: (2.59)

Integrando la ecuacon (2.57) en((j;s), conr; <s <r .Yy por el segundo Teorema
Fundamental del Galculo? obtenemos

S S

rwqr) = 1 tgy(t)dt

ri W

2Si f es una funcon real continua en un intervalo cerrado §; b, si suponemos que la integral
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entonces, utilizando la condicon de frontera (2.59) se sigue que
1 Zs
Wqs)= ——  tgy(t)dt (2.60)
WS ri
en particular, de la condicon de frontera (2.58) se tiene que
Z

tag(t)dt = WYre) = — (T W(r2):

wle ri
luego 1 Z,.
W(re) = Tenv + r—

e ri

tog(t)dt: (2.61)

Por otro lado, integrando la ecuacon (2.60) enr(r ) obtenemos
1 Z .. 1Z s

W(re) W(r)= — < tgy(t)dt ds:

ri

W r

Finalmente, utilizando (2.61) obtenemos la correspondiente solued

Z Z Z
1" 1°° 1

w or r € T

r

tgg(t)dt

En particular, cuando la funcon g, es constante, la solucorW es

W(r) = 4&0 r2) + ir?ln(rLH Ty + 2‘}’

5 (r2 r?): (2.62)

e

As, para el caso en quegy es constante la funcon de nida en (2.62) veri ca que
W 2 C! [re;ri].

Observacon 2.2.4. Resaltamos que el casg constante aparece frecuentemente en
problemas inversos en transferencia de calor, en los cualgses generado en labora-
torio y representa una fuente de calor uniforme generado per efecto Joule [17,37].

La existencia y unicidad de la solucon cebil del problema (2.5)-(2.7)para el
caso donde el terminay depende de ambas variables, es determinada por el Teore-
ma de Lax-Milgram a trawes de la formulacon del siguiente problemaariacional:
Encuentre W 2 H tal que

a(W;w) = g(w); 8w2H; (2.63)
siendoa el operador bilineal de nido en (2.11) y
1 527  oTon 2
g(w) = — rag(r; w(r; )drd + —2%  wj d: (2.64)
w 0 ri w 0

—

Ry . . . . .
al %t)dt existe y f © es continua en el intervalo abierto &;b), entonces
z b
fqt)dt = f(b) f(a):

a
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Teorema 2.2.5. Seaa de nido en (2.11) y g de nido en (2.64). Si gy 2 L?() ,
entonces el problema variacional2.63) tiene unaunica solucon.

Demostracon. Mostraremos queg es lineal y acotada. En efecto, de la de ni-
con se tiene queg es lineal. Para mostrar que es acotada utilizamos la desigualdad
de Helder y la del trazo, entonces

. . fe. . .. r L.
jow)j iz Wiz + ——jwjy .
W w
Te icgin kwky + 12TEVC kg,
W w
— I’ej Cb] 2; +r eTenvC kaH :

w

Siguiendo el mismo procedimiento efectuado para el problema hoemap, el resul-
tado sigue del Teorema de Lax-Milgram [3] pues el operad®es continuo, coercivo
y g es lineal y acotada.

Finalmente, utilizando la coercividad dea se tiene
1a(W; W) 1. ja(Wiw)j 1 j9W)j
KWKy e kwki o, kwk
I’ejogjz + I’eTenvC .

w

KW Ky

(2.65)

Observacon 2.2.5. De lo resultados de existencia y unicidad descritos antario
mente, podemos concluir que la funco = V + W est bien de nida y es solucon
cebil del problema (1)-(3).

Tamben de las desigualdadef2.27)y (2.65) se tiene que

kTky k Vky + KWky

CszjV"' I’ejogjz tr eTenvC .

W
Por el Teorema 2.2.4, podemos formular la relacon entre eljo Q y la temperatura
T en la frontera . va la ecuacbn

AQ=Tji., Wj (2.66)

Esta relacon ser la base para estudiar el problema inveo correspondiente: Dado
f 2V, determine una funcon Q 2 V tal queA(Q) = f.

As, estaultima ecuacon puede ser utilizada en aplicamnes industriales para
determinar el coe cienteQ a partir de las informaciones obtenida3j ., Wj _: Note
que para el caso en que la funcor es constante es posible determinaW (r) de
manera exacta.

Para el caso en quey = gy(r; ) los datosWj , pueden ser obtenidos utilizando
alguin netodo nunerico de aproximacon.
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Captulo 3

Conclusiones

En este trabajo hemos estudiado la existencia y unicidad de la solucaoe la
ecuacon de Poisson, con condiciones de frontera tipo Robin, enauregon anular.

El estudio de este problema fue motivado principalmente por el trajp experi-
mental de Bozzoli [13] y por las diferentes aplicaciones de las ecuaesoelpticas, en
procesos industriales tales como pasteurizacon de alimentos,rc@bn de materiales,
entre otros.

La estrategia utilizada en este trabajo ha sido dividir el problema praipal en dos
subproblemas, con solucion&s y W, respectivamente, tal quel = V + W. Utilizan-
do los resultados de la teora de espacios de Sobolev y el Teoremd.dre-Milgram
hemos demostrado la existencia y unicidad de las soluciones corresjintes sobre
ciertas hiptesis del ujo Q y la funcon gy, respectivamente.

Entre los resultados obtenidos mas importantes se encuentran éxpreson ex-
plcita de la solucon V, en erminos de series de Fourier, junto con resultados de
regularidad de la misma, las cuales dependen de las propiedades derledn Q. Por
otro lado, tamben mostramos la existencia de la solucoW cuya expreson puede
ser obtenida explicitamente dependiendo de las caractersticas dg En particular,
cuandoesta funcon es constante obtenemos una expresomgle para esta solucon.

Finalmente, tamben hemos establecido una relacon entre el g de transferencia
de calorQ y la temperatura externaT (r; ) a traves de un operador lineal, limitado,
compacto, autoadjunto, positivo e inyectivo. Esteultimo resultao permite el estudio
del problema inverso correspondiente: Dado 2 V, determine una funconQ 2 V
tal que A(Q) = f.

En la pactica, este tipo de problemas presentan algunas di cultaes cuando las
informaciones en los datos, denotada pér, presentan inexactitudes con respecto a
los datos exactod , esto es, existe una estimativa de error

it fiv

donde > 0. Si denotamos poiQ := A f la solucbn correspondiente, tenemos
que la discontinuidad del operadoA ! implica que el error en la soluconQ Q jv
diverge a medida que tiende a cero. As, vemos que pequefas perturbaciones en
las informaciones de entrada pueden resultar en grandes alteraei® en la solucbn
aproximadaQ .

En la literatura podemos encontrar diferentes estrategias pareatar tipo de pro-
blemas, llamados netodos de regularizacon, entre ellas mencionasila Expanson
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Truncada en Valores Singulares (TSVE) y Regularizacon de Tikhomwo(RT).
Finalmente, el estudio de este problema inverso puede ser extemdid caso tridi-
mensional a partir del modelo de la ecuacon de Poisson en coordeéas cilndricas.
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Arendice A

Sucesiones y series de funciones

La demostracon de los siguientes teoremas pueden ser encodbsien Rudin [40].

De nicon A.0.1. Seaff,g,2n €S una suceson de funciones reales de nidas sobre
un subconjuntol deR.

1. La secuenciaf f,,g,on converge puntualmente em a una funcon f si, para
cadaxg 2 | jo, la secuencia nunerica ff,(Xo)gn2n cOnverge af (Xg). Esto
equivale a decir que, dadb> 0y xq 2 |, existe un enteroN = N (";X,) tal
que para todon N

jfalxo) f(xo)j<™

2. La secuenciaff,g,>n converge uniformente en a una funcon f si, dado
"> 0 existe un enteroN = N (") tal que para todon N

jin(x) )<
para todox 2 |.

Teorema A.0.6. La suceson de funcioned f,gn2n, de nidas en |, converge uni-
formemente enl siy solo si para cadd' > 0 existe un enteroN tal quem;n N
implica

() (i <™
para todox 2 I:

Teorema A.0.7. Siff,g,2n €S una secuencia de funciones continuas ény si
fo! f
uniformemente enl, entoncesf es continua enl .

Teorema A.0.8. Supongamos quéf ,g es una suceson de funciones diferenciables
en [a; 1 tal que ff,(Xo)dnan CONverge, para algin puntoxo 2 [a;8. Si ff2gn2n
converge uniformemente efg; i, entoncesf f ,g,-,n CONverge uniformemente efa; b
hacia una funcon f , y

FO=Im £303); 8x2 (a;b:
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De nicon A.0.2. Sea una suceson de funcionelsf ,gn,n de nidas enl . Para cada
n 2 N la secuencia de nida por

X
S0 = f(%)
j=1

es la suma parcial cuyo ermino general eb,.
Si fs,(X)ghon €S convergente, para toda 2 |, la funcon

X
f(x)= fn(x); x21

n=1
es llamada serie de la seris,.

Teorema A.0.9. Sea una suceson de funcionetf ,g,»n, de nidas en |, y supon-
gamos que
ifn(X)j Mp; 8n2N: 8x2I:

n P (0]
En estas condiciones la secuencia de funciones asociada ., f; es conver-
nNp o n2N
gente si la secuencia nunerica [, M; es convergente.

n2N
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Arendice B

Frontera

De nicon B.0.3. Sea R" un subconjunto abierto deR", decimos que tie-
ne frontera = @ Lipschitz, si para cadaN 2 N existen subconjuntos abiertos
Ug;::; U, R" tales que

SN
L.@ “Nu.

una funcon Lipschitz continua,

Sea R"™ un subconjunto abierto yk 2 N. Existen diferentes maneras de
de nir la regularidad de la frontera de un conjunto abierto. Escogros la de nicon
dada en Evans [21].

De nicon B.0.4. Sea R" abierto, acotado yk 2 N. Decimos que la frontera
= @ es de claseCk, si para cada puntox, 2 , exister > 0y una funcon
:R" 11 R de claseC‘(R" ?) tal que

1. Decimos que la frontera es de clas&C® sila funcon es de clase(R" 1)
para todok 2 N.

2. Decimos que es analtica si el mapeo es analtico.

De nicon B.0.5. 1. Si@ es de clase&€?, entonces a lo largo d@@ es de nido
el campo vectorial normal uniario en la direccon exterra = ( 1;:::; ). El
vector normal uniario en el puntoxg2 @ es (Xo)= =( 1;:::; n).

2. Seau 2 C!() , de nimos la derivada normal deu como

@:: Du

En los siguientes teoremas asumimos que es un subconjunto abast limitado
de R" con frontera@ de clase C1.
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Figura B.1: Frontera

Teorema B.0.10 (Teorema de Gauss-Green ). Supongamos quea 2 CY() , en-
tonces Z Z
Uy, dX = u;ds; (i=1;:::;n):
@
Demostracon. Ver [21].

Teorema B.0.11 (Integracon por partes ). Supongamos que;v 2 C1() , en-
tonces Z Z Z

Uy, vdx = uvy, dx + uv ids; (i=1;:::;n):
@
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