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Resumen

En esta tesis, se presenta la teoria de punto fijo basado en las consideraciones de orden
y completitud, resaltando la importancia de los teoremas de Knaster-Tarski y Bishop-
Phelps. De igual manera la teoria de triangulacion y triangulacién simétrica de S™, necesa-
rias para demostrar las equivalencias de los teoremas de Lusternik-Schnirelmann-Borsuk,
antipodal de Borsuk y Borsuk-Ulam, como consecuencia se demuestra el teorema de Bor-
suk y las equivalencias del teorema de punto fijo de Brouwer con los teoremas de Bohl y
la retraccién de Borsuk. Para finalizar, se demuestra el teorema de punto fijo de Schauder
y Borsuk para cualquier espacio lineal normado que son la extension de los teoremas de
Brouwer y Borsuk respectivamente, ademads se presenta algunas aplicaciones como son la

demostracién del teorema de Peano y de Krein-Krasnosel’skii-Milman.
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Abstract

In this thesis, the fixed point theory based on the considerations of order and comple-
teness is presented, highlighting the importance of the theorems of Knaster-Tarski and
Bishop-Phelps. In the same way the theory of triangulation and symmetric triangulation
of S™, necessary to prove the equivalences of the theorems of Lusternik-Schnirelmann-
Borsuk, antipodal of Borsuk and Borsuk-Ulam, as a consequence Borsuk’s theorem and
the equivalences of the theorem of Brouwer’s fixed point with Bohl’s theorems and Bor-
suk’s retraction. Finally, the fixed-point theorem of Schauder and Borsuk is proved for
any normed linear space, which are the extension of the theorems of Brouwer and Borsuk
respectively, and some applications are presented, such as the proof of the theorem of

Peano and Krein-Krasnosel’skii-Milman.
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Introduccion

En el capitulo 1 contiene algunas definiciones y teoremas sobre la teoria de espacios mé-
tricos, normados y de Banach. Estas herramientas son necesarias para la comprension de
los capitulos posteriores (asumiendo que el lector estd familiarizado con estos temas).
En el capitulo 2 se introducen los temas vinculados con la teoria del punto fijo que, en
su mayoria, incluyen las nociones de completitud, orden y convexidad. En primer lugar,
se demuestra el principio de contraccion de Banach y el teorema de invarianza de domi-
nio para campos contractivos. Luego se estudia el método de continuacién para mapeos
contractivos y, como aplicacion, se demuestra el teorema de alternativa lineal. Ademas,
se presenta una version elemental del teorema antipodal de Borsuk. Posteriormente se
presenta algunos teoremas de punto fijo basados en las consideraciones de orden y com-
pletitud: El teorema Knaster-Tarski y Bishop-Phelps. El capitulo concluye con algunas
aplicaciones a la geometria de espacios de Banach (teorema de Danes) y la teoria de pun-
tos criticos (teorema de Ekeland).

En el capitulo 3, se comienza introduciendo las definiciones de triangulacién y triangula-
cién simétrica de S™, las cuales serdn necesarias para demostrar las equivalencias entre
los siguientes teoremas: Lusternik-Schnirelmann-Borsuk, antipodal de Borsuk y Borsuk-
Ulam. Posteriormente, se demuestran los teoremas principales de este capitulo: el teorema
de punto fijo de Borsuk, consecuencia del teorema antipodal de Borsuk, y la equivalencia
del teorema del punto fijo de Brouwer con los teoremas de Bohl y la retraccién de Borsuk.
El capitulo 4 comienza con la definicion de la proyeccion de Schauder y se demuestra el
teorema de aproximacion de Schauder, el cual es un teorema fundamental para conseguir
demostrar el teorema de punto fijo de Schauder, ademés se demuestra un teorema de ex-
tension del teorema de punto fijo de Borsuk. Posteriormente, se aplica el teorema de punto
fijo de Schauder para demostrar el teorema de Peano y, finalmente, el teorema de Borsuk

para demostrar el teorema de Krein-Krasnosel’skii-Milman.
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Capitulo 1
Preliminares

En este capitulo presentaremos las nociones basicas del curso de Andlisis Funcional.

1.1. Espacios métricos

Definicion 1.1. Un espacio métrico es un par (X, d), donde X es un conjunto
arbitrariono vacioy d: X x X — R una aplicacion llamada distancia o métrica, tal

que para cualesquiera x,y, z € X, se verifica:
1. d(z, y) > 0.
2. d(x,y)=0 siysolosi ©=uy.
3. d(z, y) = d(y, ).
4 d(z, 2) < d(z, y) + d(y, 2)
Ejemplo 1.1. Consideremos [P = {:1: = (Zp)nen | x, € C; §1 |z, P < oo p> 1},
. =
las aplicaciones d,(x,y) = < 231 |z, — yn|p) son métricas.

Definicion 1.2. Sea (X, d) un espacio métrico, M un subconjunto de X, se dice
que es denso en X, si M= X.
El espacio X se dice separable si posee algiin subconjunto numerable que es denso en

X.
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Ejemplo 1.2. Los espacios [P, con 1 <p < oo, son separables.
Pues M ={y= (y1,-,Yn,0,...) |y €Q; 1 <k <n} esnumerabley densoen I[".

Definicion 1.3. Sean (X, d) y (Y, p) dos espacios métricos. Una aplicacion
F:(X,d) — (Y, p) que satisface

p(F(x), Fy)) < Md(z,y)

para alguna constante M > 0 y paratodo x,y € X esllamada Lipschitziana.

Se denota L(F) al menor M, llamado constante de Lipschitz.
1. Si L(F) <1, entonces F es contractivo.
2. 8Si L(F)=1, entonces F es no expansivo.

Toda aplicacion Lipschitz es continua.

Definicion 1.4. Sean (X, d) y (Y, p) dos espacios métricosy 0 < a < 1. Una
aplicacion F : (X, d) — (Y, p) se llama Hdlder con exponente «, si existe una

constante k > 0 tal que
p(F(z), F(y)) < kld(z, )|* para todo o,y € X.

Teorema 1.1. Sean (X, d) y (Y, p) dos espacios métricosy F : (X, d) — (Y, p)

una aplicacion Holder entonces F es uniformemente continua.
Demostracion. Ver [9] L]

Definicion 1.5. Sea X un espacio métricoy A C X, una aplicacion continua

r: X — A con r|A=ids esllamado una retraccionde X sobre A.

Definicion 1.6. Un espacio métrico (X, d) es completo si toda sucesion de Cauchy en

X es convergente.

Proposicion 1.1. Sea (X, d) un espacio métrico completo, M un subconjunto de X

es completo siy solo si M es cerradoen X.
Demostracion. Ver [7] ]

Ejemplo 1.3. El espacio ¢ = {x = (zp)nen € (™ | {Zp}nen converge en C} es

completo con la métrica d(x,y) = sup{ |z, —y,| | n € N}.



CAPITULO 1. PRELIMINARES 3

Definicion 1.7. Dado un espacio métrico (X, d), un espacio (X*, d*) es una com-
pletacion de (X, d) si existe X, un subespacio denso en X* tal que (X, d) es

isométrico a (X, d¥).

Teorema 1.2 (Completacion). Para un espacio métrico (X, d) existe un espacio mé-
trico completo (X*, d*) que tiene un subespacio X, isométrico con X 'y denso
en X*. Este espacio X* es unico excepto por isometrias, esto es, si Y es cualquier
espacio métrico completo que tiene un subespacio Y, isométrico con X 'y denso en

Y, entonces X* y Y sonisométricos.
Demostracion. Ver [7] ]

Teorema 1.3 (Cantor). Sea (X, d) un espacio métrico completoy {A,} una sucesion
decreciente de conjuntos cerrados no vacios en X tal que 6(A,) — 0.

[e.e]
Entonces la interseccion () A, contiene exactamente un punto.

i=1

Demostracion. Ver [7] ]

Definicion 1.8. Sea (X, d) un espacio métrico, un subconjunto finito N = {x1,...,x,}

de X esun e—red(e>0), si X C | B(x;,e).
i=1

Definicion 1.9. Un espacio métrico (X, d) es totalmente acotado si contiene un

€ —red, paracada € > 0.

Definicion 1.10. Sea (X, d) un espacio métrico, un cubrimiento de X es una colec-

cion {U} de conjuntos cuya union es X.

Definicion 1.11. Un espacio métrico (X, d) es compacto, si cada cubrimiento abierto

de X contiene un subcubrimiento finito.

Definicion 1.12. Sean X, Y espacios métricos, una aplicacion continua F : X — Y

es llamado compacto, si F(X) estd contenido en un subconjunto compacto de Y.

Definicion 1.13. Sea X un espacio métrico, un subconjunto A C X es relativamente

compacto si A es compacto.

Teorema 1.4 (Hausdorff). Un espacio métrico es compacto si y solo si es completo y

totalmente acotado.
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Demostracion. Ver [7] ]

Definicion 1.14. Un espacio métrico X es llamado conexo, si no es la union de dos

subconjuntos, disjuntos, no vacios y abiertos en X.

Definicion 1.15. Sea E un espacio vectorial, un subconjunto A de X es llamado

convexo, si x,y € A implica
[z,yl|={z€FE|z=te+(1-t)y, 0<t<1}CA.

Definicion 1.16. Sea E un espacio vectorial, para cualquier subconjunto A C E, la
interseccion de todos los conjuntos convexos que contienen a A, es llamado la cdpsula
convexa de A, serd denotado por conv(A).

Podemos describir conv(A) en términosde A como el conjunto

{yEE|y:Z)\iai; aeA, 0< N\ <1, Z)\Z-zl; n arbitrario}

=1 i=1
1.2. Espacios normados

Definicion 1.17. Un espacio normado es un par (E, || -||) formado por un espacio
vectorial E 'y una aplicacion ||-|| : £ — R, llamada norma, que cumple las

siguientes propiedades:

I ||z| >0.
2. ||z|| =0 siysolosi x=0.
3 ez =laf [z

4z +yll <zl +1yl

Ejemplo 1.4. Sea [P = {x = (p)nen | T, € C; Z_]l |Ta|P < oo p> 1}, definimos

oo 4
la norma ||z||, = ( 21 |xn|p) :
n=

Definicion 1.18. Sea E un espacio normado, un conjunto A C E es equilibrado, si

AN ={Az|ze A} CA para todo |N<1.
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Definicion 1.19. Sea E un espacio normado, un conjunto A C E es absorbente, si

paracada x € E existeun v >0 con x € XA paratodo |\ > .

Definicion 1.20. Sea FE un espacio normado, un conjunto A C E es encerrado, si

para cada vecindad 'V de 0 existe unreal N = \V') tal que A C \V.

Proposicion 1.2. Cualquier vecindad V de 0 contiene un vecindad equilibrada de

0, ysi V esconvexo, entonces V contiene una vecindad equilibrada convexa de 0.
Demostracion. Ver [9] ]

Definicion 1.21. Sea E un espacio normado, si K C E es cualquier conjunto
convexo, equilibrado y absorbente en F.

La funcion pg : EE — R definido por
pr(z)=inf{A>0|ze K}
es llamada la funcional de Minkowski de K.

Proposicion 1.3. Sea E un espacio normado, si K C FE es cualquier conjunto
convexo, equilibrado y absorbente en E, px : E — R la funcional de Minkowski de

K, cumple lo siguiente:
1. pr(z +y) < pr(v) +pr(y) paratodo x,y € E.
2. pg(Ax) = || p(z) paratodo x € E y A e R
Ademds, py es continua siy solo si 0 € int(K).
Demostracion. Ver [9] L]

Teorema 1.5. Sea E un espacio normado, si F' C E es un subespacio de dimension
finita entonces F' es completo.

En particular, todo espacio normado de dimension finita es completo.
Demostracion. Ver [7] O

Definicion 1.22. Sean E y F' espacios normados, el conjunto de todos los operadores

lineales continuos de E a F, denotado por £(FE, F), con las operaciones
(S+T)(x)=5()+T(x) y (AT)(z)=AT(z),

es un espacio normado con la norma ||T|| = sup{||T(x)||| ||z || =1}
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Teorema 1.6. Sea T € L (E, F)y E un espacio de dimension finita, entonces T es
un operador lineal acotado.

Demostracion. Ver [7] ]

1.3. Espacios de Banach

Definicion 1.23. Un espacio normado (E, ||-||) completo se llama un espacio de Ba-

nach.

Ejemplo 1.5. El espacio normado (17, ||z||,) es completo, por lo tanto un espacio de

Banach.

Proposicion 1.4. Sea E un espacio de Banach, un subespacio F C E es completo

siysolosi F escerradoen FE.
Demostracion. Ver [3] L]

Teorema 1.7. El espacio normado £ (E, F) es un espacio de Banach, si F es un

espacio de Banach.
Demostracion. Ver [3] L]

Teorema 1.8. Sea E un espacio de Banachy A C E un subconjunto relativamente

compacto, entonces W(A) es compacto.
Demostracion. Ver [3] L]
Teorema 1.9. Sean E., F espacios de Banachy T € Z(E, F).
1. Si T es biyectiva, entonces T~ es continua.
2. Si T es sobreyectiva, entonces T es un mapeo abierto.
Demostracion. Ver [3] ]

Definicion 1.24. Sean E, F' espacios de Banach,y U C E un subconjunto abierto. Un
mapeo [ :U — F esdiferenciable en x € U, si existe un operador T, € £ (E, F)

tal que
fy) = f(2) = To(y — ) + R(z,y),
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donde
|R(z,y)|

—0.
ly—zll—0 ||y — x|

El operador lineal T, es llamada la derivadade [ en x,y escribiremos D f(x).

Definicion 1.25. Sea FE un espacio de Banach. El espacio de Banach £(E, R) de
todos los funcionales lineales continuos es llamado el espacio dual de FE, 'y es denotado
por E*.

Para f € E* y x € E, escribiremos (f,r) enlugarde f(x).



Capitulo 2
Teoremas elementales de puntos fijos

En este capitulo veremos algunas aplicaciones del teorema de punto fijo, para mas deta-
lles el lector puede consultar los siguientes libros: Introductory functional analysis with

applications de Kreyszig, E. [7] y Fixed point theory de Granas, A. y Dugundji, J. [6].

2.1. Puntos fijos para mapeos contractivos

El principio de contraccion de Banach afirma que todo mapeo contractivo de espacios

métricos completos admite un tnico punto fijo.

Teorema 2.1 (Principio de contraccién de Banach). Sea (Y,d) un espacio métrico
completoy F :Y — Y wun mapeo contractivo entonces, F tiene un tinico punto fijo

u'y F"(y) — u paracada y €Y.
Demostracion. Sea « < 1 la constante de contraccion para F'.

1. Unicidad.
Si F(zg) =20 y F(yo) =yo, talque z( # y, entonces

d(xo, yo) = d(F(x0), F(y0)) < ad(xo,yo) < d(x0, yo)
esto es una contradiccion.

2. Existencia.

Probaremos que para cualquier y € Y lasucesion {F"(y)} converge a un punto
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fijo.
Observar que d(F(y), F*(y)) < ad(y, F(y)), porinduccién

d(F"(y), F""(y)) < o™d(y, F(y)).

Dado ¢ > 0 ycualesquiera n, p € N tenemos

AP ), o) < 3 dPG) P ) < ) dly, Fly),

n

A(F"(y), F™*7(y)) < 1~

—

d(y, F(y)) ,

como «" —» 0, entonces d(F"(y), F"P(y)) < ¢, loque prueba que la sucesién
{F™(y)} esde Cauchy.

Siendo (X, d) un espacio métrico completo, tenemos que
F"(y) — u para algun uw €Y,
por la continuidad de F' se tiene
F"™ y) — F(u),

como {F""(y)} esunasubsucesionde {F"(y)}, entonces F(u)= u.
Hemos demostrado que paracada y € Y el limite de la sucesion {F"(y)} existe
y es un punto fijo; ya que F' tiene como méaximo un punto fijo, cada sucesién

{F™(y)} converge al mismo punto w.

O

El principio de contraccién de Banach tiene una version local ttil que involucra una bola
abierta B en un espacio métrico completo Y y un mapeo contractivode B en Y

que no desplaza el centro de la bola demasiado lejos.

Corolario 2.1. Sea (Y,d) un espacio métrico completo, con B = B (yo,r) C Y, y
dado cualquier mapeo contractivo F : B — Y con constante o < 1.

Si d(F(y0),y0) < (1 —«)r entonces F tiene un punto fijo.

Demostracion. Dado 0 < e <r talque d(F(y0),y0) < (1 —a)e< (1l —a)r.
Afirmacién. F' mapealabolacerrada K ={y €Y | d(y, yo) <€} en si misma.
Si y € K, entonces

d(F(y),yo) < d(F(y), F(yo)) + d(F (%), vo),
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d(F(y),y0) < ad(y,yo) + (1 — e,
dA(F(y),y0) <ae+ (1 —a)e=c¢,

asi F(y) € K.
Siendo K un espacio métrico completo, por el teorema (2.1) se sigue que F' tiene un

punto fijo. L

En la mayoria de las aplicaciones, el espacio métrico completo Y serd un espacio de
Banach; debido a esta estructura mas rica, el teorema de contraccién de Banach conduce

a un resultado especialmente ttil en aplicaciones.

Definicion 2.1. Sea X un subconjunto de un espacio de Banach FE . Dado un mapeo
contractivo F : X — E, elmapeo f : X — E definido por f(x) =x — F(x)

es llamado campo contractivo asociado.

Teorema 2.2 (Invarianza de dominio para campos contractivos). Sea £ un espacio
de Banach, U C E abiertoy F :U — E un mapeo contractivo con constante de
contraccion o < 1.

Sea f:U — E definido por f(xr) = x — F(x) el campo contractivo asociado,

entonces:
1. f:U — E esun mapeo abierto; en particular f(U) es abierto en F.
2. f:U — f(U) esun homeomorfismo.

Demostracion. 1. Afirmacion. Paracualquier v € U, B[f(u), (1—a)r] C f[B(u,r)].

Escogemos cualquier yo € B[f(u), (1 — a)r] y definimos
G: B(u,r) — E por G(y)=yo+ F(y),
d(G(y),G(2)) = d(yo + F(y), 50+ F(2)) = d(F(y), F(2)) < adl(y, 2),

entonces (G es contractivo.

Luego,

d(G(u),u) =[G (u) = ull = llyo + F(u) —ul = llyo = f(w)|| < (1 —a)r,
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por el Corolario (2.1) existe ug € B(u,r) tal que
up = G(ug) = yo + F(uo) ,
entonces f(ug) = yo, asi
Blf(u), (1 = a)r] C fIB(u,7)],

por lo tanto f es un mapeo abierto.
Luego, paracada w € f(U) existe u € U talque w = f(u) y porlaafirmacién

anterior tenemos
B[f(u), (1 = a)r] C f[B(u,r)] C f(U)
porlotanto f(U) esabiertoen E.
2. Sean u,v € U talque u#wv entonces
1f ()= f @)l = [lu=F(u)=(v=F ()] = [lu=v|=|F(u)=F(v)]| > (1-a)|u—v]|

asi f(u) # f(v), de modoque f esinyectiva.
Siendo f :U — f(U) sobreyectiva entonces es una biyeccion abierta y conti-

nua, por lo tanto un homeomorfismo.

O

Corolario 2.2. Sea FE un espacio de Banachy F : E — E un mapeo contractivo,
entonces el campo correspondiente [ = [ — ' es un homeomorfismo de FE en si

mismo.

Demostracion. Probaremos que F(F) = E.

Sea yo € E definimos G: E — E por
Gly) =y + F(y),
hemos probado anteriormente que G es contractivo, entonces tiene un punto fijo,
xo = G(z0) = yo + F(x0)

asi yo = f(xo), entonces yy € f(F), porlotanto f(F)= E.

Por el teorema 2.2, concluimos que F' es un homeomorfismo. O
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Definicion 2.2. Sea (Y, d) un espacio métrico completoy X un subconjunto cerrado
en Y con interior no vacio U 'y borde A = 0X, denotamos por €(X,Y) el

conjunto de mapeos contractivosde X en Y.

Para un mapeo contractivo F' de X en Y, nos preocupa la existencia de soluciones
de la ecuacién x = F'(z). Un método para determinar si una ecuacion de este tipo tiene
0 no una solucién comienza por incrustar F' en una familia parametrizada {H,} de
mapeos que unen F' aunmapeo (G mds sencillo y luego intenta reducir el problema a
la ecuacion = = G(x). En términos geométricos, uno "deforma" la grificade F ala
de G y busca concluir a partir de la naturaleza de la deformacion que si la graficade G
se intersecta con la diagonal A C X xY C Y x Y, entonces la graficade F también

debe hacerlo.

Definicion 2.3. Sea (A, p) un espacio pardmetro con métrica p, una familia
{H\ | A € A} de mapeosen €(X,Y) esllamado «o-contractivo, donde 0 < a < 1,

provisto por algiin M >0 yalgin 0 <k <1 tenemos:

1. d[Hx(z1), H\(22)] < ad(x1,25) paratodo N € Ay x1,29 € X.

2. d[Hy\(x), Hy(x)] < M [p(\,u)]* paratodo x € X y \ué€ A
Observaciones 2.1. Las observaciones serdn iitiles para demostraciones posteriores.

1. Si {H,} es a-contractivo, entonces el mapeo H : A x X — 'Y definido por
H(\ ) = Hy(z) es continuo.

Probaremos que H es un mapeo Lipschitz. En efecto,
d[H(A x); H(u,y)] = d[Hx(z); Hu(y)] < d [Hx(x); Hx(y)] + d [Hx(y); Hu(y)]

d [H(Av :E); H(uv y)] < ad(x,y) + M [p()‘au)]ﬁ = [d(l‘, y) + % [p()\’u)]m] )

por lo tanto

d[H(A z); H(u,y)] < ad"[(A z); (u,y)] .
2. Elmapeo H determina la familia {H,} y viceversa.

3. Para cualquier )\ € /A, el conjunto de puntos fijos Fix(H)) es vacio o consta

de exactamente un punto fijo denotado por ).
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4. Dado x) = Hy(zy) vy =, = H,(x,), tenemos:
d (v, 7u) < d[Hx(2)), Hy(wp)]+d [Hy(2y), Hu(z)] < M [p(\, w)]"+ad(zy, 1),

por lo tanto

M
d(zy, 1) < )l
(05,72 < T [p(\, )
Definicion 2.4. Sea €x(X,Y) el conjunto de todos los mapeos F en €(X,Y) tal

que la restriccion F|A: A —Y no tiene punto fijoen A, donde A= 0X.

Teorema 2.3 (Teorema elemental de la funcién implicita). Sea (A, p) un espacio
pardmetro con A conexoysea {Hy|\ € A} unafamilia «o-contractivoen €a(X,Y)

entonces:

1. Sila ecuacion Hy(x) =z tiene una solucion para algiin \ € /A, entonces tiene

una solucion vinica x, paracada )\ € A.

2. Si xy = Hy(x)) para )\ € A, entonces el mapeo g: A — U, definido por

g(A\) =z es Holder continuo.

Demostracion. 1. Consideremos () = { X € A|x)\ = Hy(z)) paraalgin z) € U},

notemos que () es no vacio por hipétesis y observar que:

a) @ escerrado en /A: En efecto, sea {)\,} unasucesiénen () tal que
A —> No; para z,, = Hy (xy,) y zy, = Hy, (z),) tenemos

M
11—«

d(l‘)\nv "L‘Am) < [p(Ana Am)]’.i 5

mostrando que {z,,} es una sucesién de Cauchy, por completitud de la
métrica d tenemos x,, —> xg paraalgin zy € X, y por la continuidad
de H A

oy, = Hy, (2x,) — Hio(20) ,
entonces xo = H,, (o), asi concluimos que A\ € Q.

b) () esabiertoen A: Sea Mg € Q) con z,, = H),(z),), fijamos una bola
abierta

B(zy,,r) ={z € X|d(z,z),) <r} CU
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y elegimos ¢ > 0, talque € < (1— a)r/M.
Si A es cualquier punto en la bola abierta
B(Xo,€) ={ A€ Afp(ho,A) <€}
entonces
d[H\(2x), x0] = d[HA(2,), Ho (22,)] < M[p(A, Ao)]" < (1 —a)r,
por corolario 2.1 H,, tiene un punto fijo, entonces B()\g, €) C Q.

Siendo () no vacio, / un espacio parametro conexo y usando (a) , (b) se sigue

que @ = A, esto completa la prueba.

2. Sean \,u € A, se cumple por observacién 2.1 que

(g, 9(u)) = d(r, ) < (oA, W),

por lo tanto g es Holder continuo.
O

Para las aplicaciones, ahora asumimos que nuestro espacio métrico Y es un subconjunto
C convexo, cerrado de un espacio de Banach FE y nuestro espacio /A de parametros

es [0,1]. Debido a esta estructura mas rica, ahora podemos obtener el resultado deseado.

Teorema 2.4 (Alternativa no lineal). Sea C' un subconjunto convexo y cerrado de un
espacio de Banach E 'y U un subconjunto abierto relativo de C con 0 € U,
entonces cualquier mapeo contractivo y limitado F : U — C'tiene al menos una de

las siguientes propiedades:
1. F' tiene un tinico punto fijo.
2. Existen xy € OU y Xy € (0,1) tal que xo = Ao F(x0).
Demostracion. Para (\,x) € [0,1] x U definimos H, : U — C por
Hy(z) = A F(x).

Probaremos que {Hy |\ € [0,1]} es una familia a-contractivoen ¢ (U,C) con
k= 1.

En efecto:
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1. Tenemos d(Hy(z1), Hy\(z2)) = d(AF (1), \F(23))

< Aad(zy, ) entonces
d(Hx(z1), Hy(72)) < ad(xy,29) paratodo xq, xo € Uy

A€ 0,1].

2. Tenemos d(Hy(z), H,(z)) = d(AF(z),uF(z)) = |[(A — u)F(x)|| entonces
d(Hy(z), H,(z)) < M |X —u| paratodo A\,u€[0,1]yxcU.

Ahora, supongamos:

1. Si {H\|X€[0,1]} no tiene punto fijo en el borde OU.
Siendo Hy(0) = 0, concluimos por el teorema 2.3 que H; = F' tiene un tnico

punto fijoen U.

2. Si {H\|)€[0,1]} noestden Cpy(U,QC).
Para algin )¢ € [0,1], H,, tiene un dnico punto fijo en el borde OU, como

0 € U entonces A\ # 0.

a) Si Ao =1, entonces H; = F tiene un unico punto fijoen OU.

b) Si Ao € (0,1), entonces H,, tiene un dnico punto fijo zo € OU tal que
Ty — H)\O(SL’Q) = )\0 F(SL’Q)

O

Varios teoremas de punto fijo para mapeos contractivos se obtienen del teorema 2.4 al

imponer condiciones que impiden que ocurra la segunda posibilidad.

Corolario 2.3. Sea C un subconjunto convexo y cerrado de un espacio de Banach
(E,||-1) y U un subconjunto abierto relativode C con 0€U. Si F:U — C
es un mapeo contractivo limitado tal que para todo x € OU se cumple una de las

siguientes condiciones:
LAIF @) < =]
2. [F()ll < [le = F(=)].
3 NF@ < (2] + |z — F(2)]”
4. (F(z),x) < {(x,x), donde (,) esun productoescalaren F.

Entonces F' tiene un uinico punto fijo.
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Demostracion. Probaremos la afirmacion bajo la hipétesis (3).
Supongamos que F' no tiene punto fijo, entonces por el teorema 2.4 existeun z € JU
tal que z = A F(z) paraalgin 0 < A < 1; yen particular F(z) # 0.

Por la hipétesis (3), tenemos
IF@IP < IAFEIP+ INF(2) = F(2)|)?

entonces

L< A4+ (1-N)?
esto es una contradiccién debido a que
M+1-=X2<A+(1 =X =1 para todo 0< < 1.
O
El siguiente resultado representa una version elemental del teorema antipodal de Borsuk.

Corolario 2.4 (Teorema Antipodal). Sea U un subconjunto abierto de un espacio de

Banach (E.||-||), simétrico con respecto al origenycon 0 €U, ysea F:U — E

un mapeo contractivo limitado tal que F(x) = — F(—x) paratodo x € OU, entonces

F' tiene un vnico punto fijo.

Demostracion. Por hipétesis tenemos
[1F(z) = F(=z)|| < A|2z]
entonces

|F(x)|| < ||z|]| para cada x € OU

se sigue del corolario 2.3 que F' tiene un unico punto fijo. U

Hay varias generalizaciones del teorema de Banach en espacios métricos completos arbi-
trarios donde la naturaleza contractiva del mapeo se debilita. Muchos de estos resultados
se basan en un principio general que involucra las imagenes de bolas cuando sus centros

no se mueven demasiado.

Teorema 2.5. Sea (X,d) un espacio métrico completoy F : X — X un mapeo, no

necesariamente continuo. Asumiendo que se cumple:
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1. Para cada € > 0 existe () > 0 tal que si d(x,F(x)) < d, entonces
F[B(z,€)] C B(x,e).

Entonces, si d(F™(u), F"™(u)) — 0 paraalgin u € X, la sucesion {F"(u)}

converge a un punto fijo para F'.

Demostracion. Denotamos u,, = F'™(u).
Afirmacion 1. {u,} esun sucesion de Cauchy.

Dado € > 0, escogemos NN tal que
d(Up, unt1) < 6(€) para todo n >N
yaque d(uy,F(uy)) <4d, tenemos

F[B(UN, 6)] C B(UN, 6)

F(UN) = UN+1 € B(U‘N7€)7
por induccidn,
F*uy) = unyr € Bluy,€) para todo k> 0.

Asi d(ug,us) < d(ug,un) + d(uy,us) < 2¢ paratodo s,k > N y siendo {u,}
una sucesion de Cauchy, por lo tanto converge a algin punto z € X.
Afirmacioén 2. z esun punto fijo para F'.

Supongamos d(z, F'(z)) = a > 0, podemos escoger
u, € B(z,a/3) tal que d(uy,, F(u,)) < d(a/3),

entonces

F[B(u,,a/3)] C B(u,,a/3)

F(z) € B(uy,a/3)
esto es una contradiccién debido a que
d(F(2),u,) > d(F(2),z) — d(uy, z) > 2a/3

por lo tanto
d(z, F(z)) = 0.

Por las afirmaciones 1y 2, queda demostrado. L
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Para ilustrar algunas de las técnicas utilizadas en la aplicacion del teorema 2.5, derivamos

dos generalizaciones del principio de contraccién de Banach.

Teorema 2.6. Sea (X,d) un espacio métrico completoy sea F : X — X unmapeo
que satisface d(F(z),F(y)) < ¢ld(z,y)], donde ¢ : Rt — R es cualquier
funcion no decreciente y no necesariamente continua tal que ©"(t) — 0 para cada

t > 0, entonces F tiene un unico punto fijo u, y F"(zr) — u paracada = € X.

Demostracion. 1. Existencia.
Afirmacion. ¢(t) <t paracada ¢t >0

Supongamos que t < ¢(t) paraalgin ¢ > (0, entonces

t < p(t) < olp(t)],

por induccién

t < "(t) para todo n >0,

lo que contradice la hipétesis.
Por la hipétesis

d(F(z), F*(z)) < pld(z, F(x))]

y por induccién

d(F"(x), F""(2)) < ¢"[d(z, F(2))]

d(F™(z), F"(z)) — 0 para cada z € X.

Dado € > 0, escogemos 0(€) =e—p(e); si d(z, F(x)) < d(e), entonces para

cualquier z € B(x,¢) tenemos

d(F(2),x) < d(F(z2), F(z)) + d(F(x),2) < @ld(z,2)] +0 < p(e) +€—p(e) =€

z

asi

F(z) € B(x,¢),

y por el teorema 2.5
F"z) —u para cada € X

tal que wu es punto fijode F.
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2. Unicidad.
Sean we X, we X talque F(u)=u y F(w)=w, entonces

d(u, w) = d(F(u), F(w)) < gld(u, w)],

lo que es una contradiccidn, por lo tanto F' tiene un tnico punto fijo.

O

Las situaciones surgen en la teoria de la aproximacién donde se sabe que un mapeo es
contractivo, con una contraccion constante que depende de la distancia entre los puntos

considerados. Esto propone la siguiente version debilitada del teorema de Banach.

Teorema 2.7. Sea (X,d) un espacio métrico completoy F : X — X un mapeo que
satisface d(F(x), F(y)) < a(z,y)d(z,y), paratodo x,y € X, donde
a: X x X — RT tiene la propiedad:

1. Para cualquier intervalo cerrado |a,b] C RT — {0}, se cumple que

Aa,b) =sup{ a(z,y) | a < d(z,y) < b} < 1.
Entonces F' tiene un vnico punto fijo w, y F"(r) — u paratodo = € X.

Demostracion. 1. Existencia.
Afirmacién 1. Paracada z € X, lasucesion {d(F"(z),F""(z))} esno
creciente y acotada inferiormente.

En efecto:
d(F™ (2), (@) < a(F"(2), F*(2)) d(F™(x), F"+ (@),
d(F"(x), F*2(2)) < Ma,b) d(F"(z), F"(2))
d(F"(x), F**2(x)) < d(F"(x), F"(2))

por lo tanto la sucesién converge algiin a > 0.
Afirmacion 2. a = 0.

Supongamos a # 0, entonces existe m € N tal que
d(F™(z), F"™(z)) € [a,a + 1] para todo n>m,
escogemos m yusamos ¢ = A(a,a + 1) para obtener, por induccién

a < d(F" (), P () < Fd(F7 (@), F™ (),
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a<c(a+1) para todo k>0,

como ¢ < 1, esto genera una contradiccion.
Dado € > 0, definimos A = A(¢/2,¢) yescogemos & = min{e/2,e(1 — \)}.
Sea d(x,F(xz)) <d y z€ B(x,e) entonces

d(F(2),x) < d(F(2), F(2)) + d(F(x),2) < a(z2) d(z,2) + d(F(z),),
y consideramos dos casos:
a) d(z,z) < ¢/2 entonces
d(F(2),7) < d(z,7) + d(F(z),2) < €/2+ ¢/2 = €.
b) €/2 < d(z,z) < ¢ entonces

d(F(2),z) < Xd(z,z) + d(F(z),z) < Ae + (1 = N)e =€.

F[B(x,¢)] C B(z, ),
se sigue del teorema 2.5 que F' tiene un punto fijo.

2. Unicidad.
Sean we X, we X talque F(u)=u y F(w)=w, entonces

d(u,w) = d(F(u), F(w)) < a(u,w) d(u, w) < Mu,w) d(u, w) < d(u,w),

lo que es una contradiccidn, por lo tanto F' tiene un tnico punto fijo.

O

Hay otra forma de extender el teorema de Banach que no se basa en comparar d(F'(x), F'(y))
con d(z,y), pero se concentra en el comportamiento de d(x, F'(x)). Varias generaliza-
ciones de este tipo se basan en el siguiente principio general que sucesiones de minimiza-

cién por adecuadas funciones reales-evaluadas.

Teorema 2.8. Sea (X, d) un espacio métrico completoy ¢ : X — R una funcion

arbitraria no negativa y no necesariamente continua. Asumiendo que se cumple:

1. p(a) = mf{p(z) + ¢(y) | d(z,y) > a} >0 paratodo a > 0.
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Entonces cada sucesion {x,} en X donde ¢(x,) — 0; converge auno'y el mismo

punto u € X.

Demostracion. Definimos el conjunto A, = {z | ¢(z) < ¢(x,)}.
Afirmacion 1. El conjunto A,, es no vacio.

Dado ¢ = p(z,,), existe nyg € N tal que
o(z,) < ¢(x,) para todo n > ng,

entonces z, € A,, paratodo n > ny ademas

A A0,

1

n

J

Afirmacién 2. 6(A,) — 0.
Dado ¢ > 0, existe ng € N tal que

1
o(xy,) < §,u(e) para todo n > nyg,

entonces para cualquier n >ng y z,y € A,, setiene

o(x) +p(y) < ple),

por hipétesis d(z,y) < €, entonces 6(A,) < e, porlotanto §(A4,) — 0.

Debido a que §(A,) = d(A,), concluimos por el teorema de Cantor que existe un tinico
u e ﬁfln, y :EnGAn.

Aﬁrlrimzeicién 3. z, — u.

Paracada n € N existe x, € X tal que

_ 1
d(x,,u) < 0(A,) < e

entonces

d(zn,u) — 0,

se sigue que T, — u.
Para cualquier sucesién {y,} donde ¢(y,) — 0 tenemos ¢(z,) + ¢(y,) — 0.

Dado ¢ > 0, existe nyg € N tal que

o(xn) + ¢(yn) < pu(€) para todo n > ng,



CAPITULO 2. TEOREMAS ELEMENTALES DE PUNTOS FIJOS 22

entonces d(x,,y,) < €, sesigue
d({L‘n, yn) —0 )
por lo tanto y, — u, lo que concluye la demostracion. L

El siguiente teorema de punto fijo es una consecuencia obvia.

Teorema 2.9. Sea (X,d) un espacio métrico completoy F : X — X un mapeo
continuo. Asumiendo que la funcion ¢ : X — R" definido p(x) = d(x, F(x)) tiene

la propiedad:

1. p(a) =mf{ p(x)+o(y) | d(z,y) > a} >0 paratodo a >0 yademds
inf{d(z, Fz) |z € X } =0.
Entonces F' tiene un tinico punto fijo.
Demostracion. Paracada n € N existe z, € X tal que
1
d n F n)) < —,
(. ) < =

obteniendo la sucesiéon {d(x,, F'(z,))} tal que
d(xy, F(x,)) — 0.

Se sigue del teorema 2.8 que la sucesiéon {z,,} converge a un punto u € X.

Afirmacién. wu es punto fijo Unico.

1. Existencia.

Por la continuidad de F' tenemos F'(z,) — F'(u); luego
d(@p, F(zn)) — d(u, F(u)),
entonces d(u, F'(u)) =0, sesigueque F(u)=u.

2. Unicidad.
Sea w € X tal que F(w) = w, dado una sucesiéon {y,} C X tal que

Y, —> w, por la continuidad de F' tenemos que F'(y,) — F(w) entonces
d(Yn, F(yn)) — 0,

por el teorema 2.8 y, — u, se sigue que u = w.
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2.2. Resultados de la teoria de orden: El teorema de Bishop-

Phelps

El teorema de Banach y sus generalizaciones se basan en la nocién de completitud, ahora
presentaremos algunos teoremas de punto fijo basados en las consideraciones de orden;
estos resultados han demostrado ser importantes en dlgebra, la teoria de los autématas, el

andlisis funcional lineal, la teorfa de la aproximacién y la teoria de los puntos criticos.

Teorema 2.10 (Knaster-Tarski). Sea (P, <) un conjunto parcialmente ordenado y

F: P — P unmapeo isotono. Asumiendo que existe b € P tal que se cumple:
1. b= F(b)
2. Cada cadenaen {x € P|x = b} tiene un supremo.

Entonces el conjunto de puntos fijos de F' es no vacio, y posee un elemento \ maximal

en P.

Demostracion. Consideremos el conjunto parcialmente ordenado
Q={z|lz 2 F(x)} n{z|z=b};

notemos que () es no vacio, pues b € Q).
Afirmaciéon 1. Cadacadena C' en () tiene un limite superior.
En efecto, si u = supC, entonces ¢ < u paracada c € C, como F' esun mapeo
isotono tenemos

¢ = F(c) X F(u) para cada c€C,

mostrando que F'(u) es un limite superior para C.
Como u < F(u) entonces u € (), por el lema de Zorn existe un elemento maximal

A en (@, yaque A < F()\) tenemos

FQA) 2 FIF(M],

asi F(A\) € Q, ysi A# F(\) contradice la maximalidad de A, entonces A esun
punto fijo.

Afirmacion 2. )\ es el maximo del conjunto U = {a € P| F(a) = a}.
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Siexiste a € U talque A < a, como b =< A\ por transitividad b < a, entonces
a €@, asi a <\, seconcluyeque a = \.

Por la afirmacién 1 y 2, queda demostrado. L
Observaciones 2.2. Sea F': P — P un mapeo continuo.

1. Para cada cadena contable {c;} que tiene supremo se cumple

F(sup{ei}) = sup[{F(c:)}].

2. F' es un mapeo isotono.

En efecto, si x© =y, entonces y = sup{z,y}, por la continuidad tenemos

F(y) = sup{F(z), F(y)}
porlo tanto F(z) =< F(y).

Para los mapeos continuos F': P — P, las condiciones en P en el teorema 2.10 se
pueden relajar y se puede encontrar un punto fijo mediante el método de aproximaciones

sucesivas. Esto se da en el siguiente teorema.

Teorema 2.11 (Tarski-Kantorovitch). Sea (P, =) un conjunto parcialmente ordenado

y F: P — P unmapeo continuo. Asumiendo que existe b € P tal que se cumple:
1. b= F(b)
2. Cada cadenaen {x € P|x = b} tiene un supremo.

Entonces I tiene un punto fijo u = sup{F™(b)}, y u es el minimo del conjunto de

puntos fijosde F en {x € P|x = b}.

Demostracion. Como b < F(b) y F esisotono, entonces F(b) < F?(b), proce-

diendo inductivamente tenemos
F™(b) = F"*Y(b) para cada n > 1.

Asi {F™(b)|n > 1} esunacadenaen {x € P|x = b} ysea u = sup{F"(b)},

como [’ esun mapeo continuo tenemos

F(u) = sup{F"™ ()} = u
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y wu es punto fijo.
Sea w cualquier otro punto fijode F en {z € P|x = b}, como b= w, entonces

F(b) = F(w) = w, por induccién tenemos
F*(b) 2w para todo n>1,

asi w es un limite superior para {F"(b) |n > 1}, entonces u =< w, esto completa la

prueba. L

El caricter constructivo de la férmula para el punto fijo minimal wu, en el teorema 2.11
es muy importante para las aplicaciones.

La nocién de orden y la nocién de completitud han llevado a cada uno a un teorema de
punto fijo. Ahora obtenemos algunos resultados basados en una interaccion de estas dos

nociones.

Definicion 2.5. Sea (X,d) un espacio métrico, ¢ : X — R una funciony X\ un

niimero positivo, se define la relacion =<, » en X por

T Zpay sioy solo si Ad(z,y) < @(x) —@(y).
Proposicion 2.1. La relacion =, \ es una relacion de orden parcial en X.
Demostracion. Probaremos que larelacion =, , es reflexiva, antisimétrica y transitiva.

1. Reflexiva.

Como Ad(z,z) < ¢(x) —¢(z) entonces x =, .

2. Antisimétrica.
Si x Zpay ¥y ¥ Zpa a4, tenemos Ad(z,y) < o(z) — ¢(y) < —Ad(y, z)

entonces d(x,y) =0, porlotanto x = y.

3. Transitiva.

Six =oxy Yy ¥y 2,0 2, tenemos

Ad(z,z) < Xd(x,y) + Ad(y, 2) < p(x) —p(y) + oY) — v(2) = p(z) — (),

entonces T =, 2.
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Se denotard con X, ), al espacio métrico X con la relacion de orden parcial =,y

con =X alarelacion =, ;, ademis X, = X ;.

Observaciones 2.3. Si z,y € X, y se sabe que estdn relacionados, entonces la

condicion ¢(y) < o(x) implicaque \d(x,y) < p(x)—¢(y), porlotanto x =, y.

Definicion 2.6. Sea (X,d) un espacio métrico, la funcion ¢ : X — R se llama
semicontinua inferior siempre que {x € X |¢p(x) < a} es un conjunto cerrado para
cada a € R.

La funcion ¢ se llamard semicontinua superior, si — p es semicontinua inferior.

Teorema 2.12 (Bishop-Phelps). Sea (X,d) un espacio métrico completo'y sea
¢ : X — R una funcion semicontinua inferior con limite inferior finito, entonces para
cualquier xy € X, existe un elemento maximal x* € X, con xy =, 7"

Precisamente: para cualquier xo € X existeun z* € X tal que

p(a") + Ad(zo, 2%) < (o)

o(z") < (x) + Ad(x,z*) para cualquier z # x*.

Demostracion. Podemos suponer que A = 1.

Para cualquier z € X, consideremos el conjunto 7'(z) = {y € X, |y = z}.

El mapeo f : X, — X, definido por f(y) = ¢(y) + d(z,y) es semicontinua
inferior.

En efecto, definimos d, : X — R por d,(y) = d(z,y), como d, es una funcién
semicontinua inferior, se tiene que d, + ¢ es semicontinua inferior.

En consecuencia 7'(z) escerradoen X.

Sea zp € X, construimos la sucesién creciente {z, }, primero escogemos z; € T'(x)

tal que
p(r1) <1+ infle|T (o)),

y procediendo inductivamente z,, € T'(z,_1) tal que

1
o(x,) < —+inflp|T(xn-1)] para todo n>1.
n
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La sucesion {7'(x,)},>0 de conjuntos cerrados es decreciente.

En efecto, sea yo € T'(z,,), tenemos
o(yo) + d(yo, 7n) < p(xn)
(o) + d(yo, Tn1) = d(xn—1,2n) < 0 (yo) + d(yo, Tn) < ¢(2n)
P(Yo) + d(yo, tn-1) < @(xn) + d(Tn-1, n) < @(Tn-1)
entonces Yo € T'(z,—1), porlotanto T'(z,—1) D T(z,).
Estimamos el didmetro de cada 7'(z,) siempre que n > 1.

Dado ¢ € T'(x,) C T(x,_1), tenemos

P(€) 2 infloT(an1)] 2 plen) = -

yaque z, =&, tenemos

d(zn, &) < pzn) — () <

SRS

Esto implica que

diam[T (z,)] < — para cada n>1,

S

por el teorema de Cantor existe un tnico z* € ﬁ T(xy,).
Yaque z* € T(xp), tenemos z* > . "
Probaremos que z* es maximalen X,.

Supongamos z = z*, paraalgin z € X, entonces

z=ax" = x, para todo n >0,

z € ﬁ T(z,),
n=0

entonces z = ", porlotanto r* esmaximalen X, estocompletala demostracion.

O

Teorema 2.13 (Caristi). Sea (X,d) un espacio métrico completoy ¢ : X — R una
funcion semicontinua inferior con limite inferior finito. Si ' : X — X es cualquier

funcion no necesariamente continua tal que
d(z, F(z)) < o(x) — o(F(z)) para cada x € X .

Entonces F' tiene un punto fijo.
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Demostracion. Consideremos el conjunto parcialmente ordenado X, y sea z, un
elemento maximal.

Debido a que
d(xo, F(x0)) < (o) — 0(F(0))

tenemos zp = F(xp) en X,, como xz, esmaximal, sesigue F(zg) = x. O

Observaciones 2.4. La existencia de un punto fijo para un mapeo « — contractivo F
en un espacio métrico completo (X,d) es consecuencia del teorema 2.13.

En efecto, como d(F(x),F(y)) < ad(z,y), tenemos d(F(z), F?*(z)) < ad(z,F(z)),
entonces

d(z, F(2)) — ad(z, F(z)) < d(z, F(2)) — d(F(z), F*(2)),

por lo tanto
d(z, F(z)) < (1 - o) [d(z, F(2)) — d(F(z), F*(2))].

Definimos la funcién ¢ : X — R por ¢(z) = (1 — a) 'd(x, F(x)).

Se observa claramente d(x, F(x)) < p(x) — p(F(z)).

Afirmacion. ¢ es semicontinua inferior con limite inferior finito.

Probaremos que H = {y|(1 —a) 'd(y, F(y)) < a} es cerrado para cada a € R.

Sea {y,} unasucesionen H tal que vy, — yo, tenemos
(1 —a) 'd(yn, F(yn)) <a para todo n>1
como F' es continua

(1= a) " d(yn, F(ya)) — (1 —a)""d(yo, F(yo)) < a

entonces 1o € H, porlotanto H es cerrado.
Claramente 0 es limite inferior para .

Luego ¢ satisface la hipétesis del teorema 2.13, entonces F'  tiene un punto fijo.

Definicion 2.7. Sean (X,d) y (Y, p) espacios métricos, denotamos con (CB(Y), D)
el espacio de subconjuntos no vacios, cerrados y limitados de Y con la métrica Haus-

dorff
D(A, B) = méx{ sup o(a, B) , sup o(b, A) }.

a€A beB
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Definicion 2.8. Un mapeo F : X — CB(Y) es llamado o — contractivo, donde

0<a<l, si
D(F(z),F(y)) < ad(z,y) para todo x,y € X.

El siguiente resultado extiende el principio de contraccién de Banach a los mapeos con-

tractivos de conjuntos-evaluados.

Teorema 2.14 (Nadler). Sea (X,d) un espacio métrico completoy

F: X — CB(X) unmapeo o — contractivo, entonces F tiene un punto fijo.

Demostracion. Notemos que para cualquier = € X y cualquier y € F(x), tenemos
d(y, F(y)) < D(F(x), F(y)) < vd(z,y) .
Dado € > 0, paracualquier x € X existe y.(z) € F(z) tal que
d(z,y(x)) < (1+¢€)d(z, F(x)).

De lo anterior obtenemos

(7)< st <t i st

1+¢

K 1)‘4d@%@ﬁéﬂ%ﬂ@%wm@xnwm»

1
1+e¢

o < | )—a}WMLF@»—a%mxm%mmy

1 -1
Definimos la funcion ¢, : X — R por ¢ (z) = {(F) — a} d(z, F(x)).

€
Elegimos ¢ > 0 talque (1+¢)~! > a, entonces ¢, escontinuay limitada. Ademds,

probamos que para cualquier = € X,

T Zp ye(®) Yy yelz) € F(x).

*

Por el teorema 2.12, existe un elemento maximal z* para el orden parcial =<,  en

Xy, como z* =, y.(z*) entonces x* = y.(z*), porlotanto z* € F(z*). O
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2.3. Aplicaciones: Los teoremas de Danes y Ekeland

Definicién 2.9. Sea E un espacio de Banach, K = K(z,r) C E una bola cerrada,
para cualquier v ¢ K, la cdpsula convexade x y K es llamado una disminucion y

es denotado por D(z, K).

Teorema 2.15 (Danes). Sea E un espacio de Banach, A C E un subconjunto cerrado,
sea z€ F— A, ysea K= K(z,r) unabola cerradatal que r < R =d(z, A).

Si F:A— A esunmapeo tal que
F(a) € AND(a,K) para cada a€ A.
Entonces para cada x € A, el mapeo F tiene un punto fijoen AND(z, K).

Demostracion. Podemos asumir z = 0.

Sea ||z|| =0 > R, hacemos X = AND(z, K); seobservaclaramente que F mapea
X en si mismo.

Estimaremos |y — F(y)| en X.

Dado y € X, existe b€ K tal que

Fly) =tb+ (1 -1y,
como |[F'(y)[| < t[[bll + (1 = ?)][y[l. tenemos

tCllyll = 1ol < Nyl = 1E@)I

como ||yl —||b]] > R —r, tenemos

lyll = 1=l

t <
- R—r

ly = F(y)ll < t(lly —oll) < t(llyll + [[ol]) < t(e+r)
o+r

Iy = Fl < (S22 (ol - 1F)D-

Definimos la funcién ¢ : X — R por

o) = (555

de lo probado anteriormente se observa claramente que ¢ satisface la hipdtesis del

teorema 2.13, se concluye que F' tiene un punto fijoen X = AND(x, K), para cada
x € A. ]
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Teorema 2.16. Sea FE un espacio de Banach, A C E un subconjunto cerrado, y
z € E— A unpuntocon d(z,A) = R > 0, entonces para cualquier r < R < o

existe un o € OA con
|z = 2ol <0 y AND(wo, K(2,7)) = {0}

Demostracion. Consideremos el conjunto H = AN K(z,0) cerradoen FE.
Afirmacion 1. H es no vacio.

En efecto, como d(z, A) = R < o, existe yy, € A tal que
R<|lz—wl <o,

por lo tanto H es no vacio.

Sea K = K(z,r).

Afirmacién 2. Siparacada v € H setiene AND(x,K) # {x} entonces
AND(z,K)=HND(z, K).

1. Como H C A entonces HND(x,K)C AND(z, K).
2. Sea y€ AND(z,K), como D(z,K)C K(z,0), tenemos
AND(z,K) C ANK(z,0)

entonces
yeH=ANK(z0),
por lo tanto

AND(z,K) C HND(z, K).

De (1) y (2) concluimos que AND(z, K) = HND(z, K).
Afirmacién 3. Si z € int(A) entonces AND(z,K) # {z}.

Escogemos 0 < e <1, tal que
B(z,e) C A,

dadoun b€ K ycomo z € D(x,K), setiene

[z,b] C D(x, K),
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€

por la propiedad Arquimediana existe ng € N talque 0 < ——— < 1.
nod(z,b)
Consideremos y =tz + (1 —t)b, donde t =1 — m, como

d(z,y) = [|(1 = t)z — (1 = )bl = (1 = t)d(x,b)

d(xz,y) = nio <€,

tenemos y € B(x,e) C A, entonces
AND(z, K) # {x}.
Sea F': H — H cualquier mapeo que satisface
1. F(x) e HND(z,K), paracada = € H.
2.8i e Hy AND(z,K) # {x} entonces F(z) # x.

Por el teorema 2.15, F' tiene un punto fijo xy € H.
Si xzy € int(A), por la Afirmacién 3, se tiene A N D(xg, K) # {xo} entonces
F(x¢) # o, lo que es una contradiccion, por lo tanto zy € 0A.

Si HND(xy, K) # {xo}, como HND(xyg, K) C AND(xg, K) entonces

AND(xy, K) # {z0},
esto genera una contradiccion, por lo tanto

HND(xg, K) = {x0}.
Como D(zy, K) C K(z,0), tenemos

AND(zg, K) CANK(z,0) =H,
entonces AN D(xy, K) C HND(xp, K) por lo tanto
AND(xy, K)=HND(xg, K) = {x0}.
L

Definicion 2.10. Sea (X,d) un espacio métrico y ¢ : X — R una funcion, si se
tiene que n = inf{p(x) | © € X} es finito, se llama un minimizador de ¢ a un

elemento xo € X con p(xg) = .
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Definicion 2.11. Sea (X,d) un espacio métrico y ¢ : X — R una funcion, si se
tiene que n = nf{p(z) | x € X} es finito, sellama un estricto minimizadorde ¢ a

un elemento xo € X tal que la relacion ¢(z) < p(xg) implica z = x.

Definicion 2.12. Sea (X, d) un espacio métrico y ¢ : X — R una funcion, si se
tiene que 1 = inf{p(z) |z € X} es finito, a una sucesion {x,} en X donde

o(x,) — n es llamada una sucesion de minimizacion para .

Teorema 2.17 (Ekeland). Sea (X,d) un espacio métrico completoy ¢ : X — R
una funcion semicontinua inferior con limite inferior finito 1. Si {x,} es una sucesion
de minimizacion para ¢ y M\, = (¢(x,) —n)"/? > 0.

Entonces existe una sucesion de minimizacion {y,} para ¢ tal que para cualquier

natural n tenemos:

Loo(yn) < o(wn) y d(@n, yn) < An,

2. Yy, esun estricto minimizador de la funcion ¢, : X — R dado por

on(2) = @(2) + A\ d(z,y,) para z€ X.

3. Qp(yn) = Qpn(yn) < QO(Z) + An d(zayn) para z € X.

Demostracion. Construiremos la sucesion {y,} en X.

Para cada n € N, consideramos el espacio X, ,, donde A\, = (¢(z,) —n)2

Por el teorema 2.12, para cada z,, € X, existe un elemento maximal
Yn € Xy, tal que x, 2y, YUn -
1. Delarelaciéon x, <, , yn en X, , setiene
P(Yn) + An d(@n, yn) < @(zn)

entonces ©(yn) < ©(zy,).
Como ¢(z,) =X +n y n<¢(y,), entonces

A, a) < Ain«o@sn) o) < %ﬂ 22—

A(Tn, Yn) < A
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2. Supongamos que ¢, (z) < ¢,(y,) paraalgin z € X, tenemos

‘Pn(z) = QO(Z) + A d(zayn) < Qpn(yn) )

entonces Y, =,, Z, como ¥, esmaximalen X, , larelacion implica que

Yn = 2, esto prueba que vy, es un estricto minimizador de ¢,,.

3. Como vy, es un estricto minimizador de la funcién ¢,,, tenemos

On(Un) < @n(2) = p(2) + \ud(z,yn) para z€ X.
Hacemos z =y, yevaluandoen ¢, tenemos ¢,(y,) = ¢(yn)-

Como ¢(z,) — n entonces A, — 0, debido a esto la sucesion d(z,,y,) — 0.

De (3) tenemos
N < o(yn) < () — And(@n, yn) ,

entonces ¢(y,) —> 7, por lo tanto {y,} es una sucesiéon minimizadora para ¢, esto

completa la demostracion. L

Corolario 2.5. Sea FE un espacio de Banach, ¢ : E — R una funcion diferenciable
en E con limite inferior finiton, y {x,} una sucesion de minimizacion para .

Entonces existe una sucesion de minimizacion {y,} en E para ¢ tal que
o(yn) < @(x,) para cada n y De(y,) — 0 en E*.

Demostracion. Por el teorema 2.17, existe una sucesiéon de minimizacién {y,} en E

para ¢ tal que para todo n,

0(yn) < @(z,) y con A, = (pla,) —n)'2.

Ademas

o(yn) < o(2) + A\ llz — ynll para todo z € E. (%)

Hacemos z =y, + v, reemplazamos en (*) obtenemos

©(Un) < @(Yn +0) + X [[(Yn +v) — yal|

©(Yn) < @(Yn +v) + Mo ||v|| para todo veE,
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Luego,
@@0]%w+w§Am
v

g+ = lim sup
00 |ly||<e
v#0

1D & (yn)]

|D o(yn)lle < Ay para todo n,

como A, — 0, entonces D ¢(y,) — 0, esto completa la demostracion.

35



Capitulo 3
Teoremas de Borsuk y Brouwer

El objetivo de este capitulo es establecer el teorema de Borsuk y su consecuencia in-
mediata, el teorema del punto fijo de Brouwer. Obtenemos estos resultados al establecer
primero el teorema de Lusternik-Schnirelmann-Borsuk sobre la n-esfera. Nuestro enfo-
que es elemental, ya que involucra solo a algunos descomposiciones simples de la esfera

y un lema combinatorio

3.1. Teorema de Borsuk-Ulam y sus formulaciones equi-

valentes

Definicion 3.1. Sea E un espacio lineal normado, un k — plano en FE es un
subconjunto de la forma

a+L={a+v|vel},

donde L es un subespacio vectorialen E de dimensionk, y a € FE.

Definicion 3.2. Sea E un espacio lineal normado, un conjunto finito de s+1 puntos en
E es llamado afinmente independiente si no estd contenido en cualquier (s—1)—plano

de FE.

Definicion 3.3. Sea {po,p1,...,ps} un conjunto afinmente independiente de s + 1

puntos en F, su cdpsula convexa
i=0 i=0

36
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se llama s — simplex con vértices po,p1,-...,ps Y es denotado por |po, ..., Ds].
Si los vértices no son mencionados explicitamente, un simplex es denotado por o o c°,

el indice superior indica su dimension.

Definicion 3.4. El k—simplex generado por cualquier k-+1 vértices de los py, ..., ps

es llamado una k — cara de o°.
Observaciones 3.1. 1. La dnica s — carade o° es o° misma.
2. Las 0 — caras de o° son sus vértices.

3. Las 1—caras denotadas por [p;,p;| sellaman los bordes de o°, pues o° es

convexo.
4. El didmetro de o° denotado por §(0°) es la longitud mas larga de sus bordes.

Definicion 3.5. El borde 0c® (no necesariamente el borde topologico de o° en FE),

es la union de todas las caras de dimension menor igual que s — 1.

Observaciones 3.2. El s — simplex abiertoes o° — 0o®.

Proposicién 3.1. Un s — simplex o° = [po,...ps| es un espacio métrico compacto.

Demostracion. Definimos la métrica d: 0® X 0®* — R por d(z,y) = ||z — y||.
Siendo FE' un espacio lineal normado, existe un espacio de Banach E* tal que
A = {po,...,ps} C E*, entonces conv(A) = conv(A) es compacto, por lo tanto

(0°,d) es un espacio métrico compacto. O

Observaciones 3.3. 1. Cada x € 0° = [py,...ps| se puede escribir de manera tinica

como

Supongamos que

T = Z’f’z’(ﬂf)pz; donde Zn(:c) =1y 0<r(z) <1,
i=0

=0

entonces
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como {po,p1,...,Ds} es afinmente independiente tenemos
Ai(x) —ri(x) =0 para cada i=0,..,s;
porlo tanto X\;(x) = r;(x), paracada i=0,..,s.

2. La (s+1)—upla (Ao(x),...,\s(x)) de niimeros reales es llamada las coorde-

nadas baricéntricas de x© € o°.

3. Cada \;:0° —[0,1] esllamadala i-ésima funcion coordenada baricéntrica

de o.

Proposicion 3.2. Cualquier dos s—simplexr en E son afinmente homeomdrficas, ade-
mds, para cualquier simplex o°, cada una de sus funciones coordenadas baricéntricas

Ai:0® — [0,1] es continua.

Demostracién. Sea R*'! el espacio Euclideano de dimensién (s+1) y A% C Rs*!
el s—simplexr que tiene alos puntos afinmente independientes ¢y = (1,0, ...,0), ..., es =

(0,0,...,1) en R**' como vértices, asi

A = {o=(w0,..7) ERM =3 Nie; 0< A <1, D Ni=1},
i=0 i=0

entonces

A ={(Xg, ..., \s) ERTH 0 <\ <1, Z)‘i = 1}.
i=0
Dado cualquier s — simplex o® = [py, ..., ps] C E.

Afirmacion. o° es afinmente homeomorficaa AS.

Sea h:R*™ — E el mapeo definido por
WAoo As) = D _Nipi
=0

dado una sucesién {(Ag,, ..., Xs,)} C RS tal que (Ag,,-.-s As,) — (Ao, oy As), ya

que
DA Aen) = D Niu D
=0

entonces
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por lo tanto h es continua.
Probaremos que h(A®) = o°.

Sea z € h(A?), tenemos
£ =hAo, e A) = Aipi; 0SA <1y Y =1,

entonces x € o°, asi h(A®) C o®.

Dado z € o° tenemos
i=0 i=0

entonces existe (Ag, ..., A\s) € A° tal que

h(Xo, ..., As) = ZAiPi =z,
i=0

entonces x € h(A®), asi o® C h(A®), porlotanto h(A%) = o°.
Definimos ¢ = h|A®: A® — o° es evidente que ¢ es sobreyectiva.
Probaremos que ¢ : A® — 0® es inyectiva.

Sean (Ao, ..., As), (ro,...,7s) € A® tal que

g()\(]? ctt )\S) = g(T07 AR TS) 9

tenemos . . . .
Z)\zpz’:zmpi ; Z)\izl ; Z’f’izl,
=0 =0 i=0 i=0

asi \ .

Z()\z'—’f’i)pi:() ; Z(Ai_ri>:07
=0 i=0

como {po,...,ps} es afinmente independiente, se tiene
Ai=1; para cada ©=0,...,s,

entonces (Ag, ..., As), (7o, ..., 7's), porlotanto g es inyectiva.

De lo anterior tenemos que ¢ es biyectiva.

Como ¢ : A® — ¢° es un mapeo continuo y biyectivo, ademas A°, ¢°
-1 . .

compactos entonces ¢~ es continuo, por lo tanto ¢ es un afin homeomorfismo.

Luego, sea v*° cualquier otro s — simplex entonces existe un homeomorfismo

39

son



CAPITULO 3. TEOREMAS DE BORSUK Y BROUWER 40

f P — A% como gof : v* — ¢° es un homeomorfismo, se concluye que
cualquier dos s — simplexr son afinmente homeomorfica.

Ahora probaremos que las funciones coordenadas baricéntricas son continuas.

Sea m; : R — R 1la funcién proyeccién, ya que \; = mog~' y m, g~ ! son

continuas entonces J\; es continua, esto completa la demostracion. L

Debido a que usaremos simpleces en todo momento, es conveniente trabajar con una nor-
ma equivalente para el espacio euclidiano bajo el cual la esfera unitaria puede considerarse

como la unién de los simpleces geométricos.

Definicion 3.6. Sea E el espacio normado de todas las sucesiones v = {x1,x3,...}

de niimeros reales que tienen a lo mas un numero finito de xy # 0, con la norma
]l = 22 |il.
1. El subconjunto {x € E|x; =0 para todo i>n} esdenotadopor E™.

2. La n — bola unitaria cerrada es denotada por K" = {x € E" | ||z| < 1}.

3. La n—esfera unitariaes S™ = {x € E" | ||z||=1}; suhemisferio superior
es ST ={reS"|x,41 >0}, y suhemisferio inferior es

St ={x e S"|xy41 <0}, claramente S™ = ST U S”.
Observaciones 3.4. 1. Para cualquier k < n, tenemos
SF={reS" |t =.=Tps1 =0},
yque S"1=S"nNS"

2. Dado un espacio lineal normado L™ de dimension n, existe un homeomorfismo

de L™ en E". Sea {vi,...,v,} unabasede L", definimos
n
f:L"— E"™ por f(x)=A{x1,...,2,,0,...}, donde z= Z:CZ v; .
i=1
a) Sea {x,} C L" una sucesion tal que x,, — xo, donde
n n
Tm = Z%’m Vi Yy To= Z%’o Vi
i=1 i=1
como

fley) =Ax,,, . 2n,,0,..} ¥y z, —>x, i=1,..,n;

entonces f(x,,) — f(xo), porlotanto f es continua.
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b)

d)

e)

Sean z,y € L" tal que f(x)= f(y), como

n n
!EZE T; Ui, ?/ZE Yi Vs 5
i=1 i=1

tenemos
{z1,.0; 0,0, ..} ={Y1, -, Un, 0, ...},

entonces xt; =1;, t=1,...n; porlotanto v =1y, concluimosque f es

inyectiva.
n

Sea {x1,...,2,,0,..} € E", existe v =Y x;v; en L" tal que
i=1

f(x) ={mz1,...,2,,0,...}, porlotanto [ es sobreyectiva.

Tenemos E™ C I, probaremos que E™ es cerrado.

Sea xy € E", existe una sucesion {z,,} C E" tal que x,, — xo, como

T = {21,y Tn,,, 0, ...},

tenemos

Ti, —> Tig 3 t=1,...,m;

entonces Ty = {T1,, ..., Tny, 0, ...} € E™, porlotanto E™ = E", conclui-

mos que E" es un espacio de Banach.

n n
Sean x,y € L", M€ R donde x=> x;v;, y=>, y;v; tenemos
: ~

=1 7

fAz4+y)={Ax1 +y1, ., ATy + Yn, 0, ...},

fAzxz4+y) =M1, .., 20,0, ...} + {y1, oy Un, 0, ...},
fa+y)=Aflx)+ f(y),

entonces [ es lineal.
Siendo L™ y E™ espacios de Banachy f lineal entonces [~1 es

continuo.

De lo anterior, se sigue que [ es un homeomorfismo.

Por una triangulaciéon de S™ se entiende una descomposicion de S™ en simpleces que

se pegan juntos a lo largo de caras comunes de una manera ordenada.
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Definicion 3.7. Una familia finita " = {o} de simpleces en S" es llamado una

triangulacion de S™ siempre que:

1. La interseccion de cualquier dos simpleces en /" es vacio o es una cara en

comiun.

2. Si o¢c.S" entoncestoda carade o estden ™.
3. S"=Ho|oe s}

4. Cada (n —1)— simplex de ™ esla cara comiin de exactamente dos n —

simpleces en ™.

Observaciones 3.5. [. Paracada i = 1,...n+ 1, sea ¢ = {6i,0}, ..} € E,
donde 5;» es el delta Kronecker; la bola unitaria K" es precisamente la
cdpsula convexa del conjunto {ey, ..., €n11, —€1, ..., —€ni1 )

La bola unitaria K™ es un conjunto convexo tal que
— n+1
A—{61,...,€n+1,—€1,...,—6n+1} CK y

entonces conv(A) C K",
n+1

Sea y={y1, ., Yns1,0,..} € IK"™ donde |y|| = |y;| =1, tenemos

=1

n+1 n+1

y="> lyil (sgn(yi) er) 5 D lwil =1,
i=1 i=1

entonces y € conv(A), asi K" C conv(A).

Si x € int(K™1), tomamos y € OK™' entonces |y,z] C K", se sabe
{ty+(1—t)z |t c RINK" = {2} donde z€ OK",

luego

x € [y,z] C conv(A),

asi int(K"™) C conv(A), entonces K" C conv(A), concluimos

K™ = conv(A).
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2. El conjunto de todos los n — simpleces [t ey,...,+e,11] ¥ todas sus caras
proporcionan una triangulacion de S™, Ilamada la triangulacion bdsica, ésta
triangulacion es denotado por Y.

Cada simplex de Y." serd representada de forma inicapor |+ ¢;,, ..., £ ¢;.| donde
19 < ... < i
Sea X" la familia de todos los n — simpleces [+ ey,...,+ e, 1] ytodas sus

caras.

a) Sean of = [+ e, ...t e,], v =[Etej,..,te.] dossimplecesen X"

Definimos
H={xe,|xe, ==xe, para algun entero 0<t<s; 0<w<k; weZ}.

Como H Co* y H Cv® entonces conv(H) C ofnuvs.

Sea x € o Nv* entonces

vl
«

se cumple que:

Si +e, =*ej, entonces \, =1 #0.
Si *e, #*Ee;, entonces A\, =1 =
Luego

r=Y Al(Ee,); Y o dw=1; 0<A, <1,

entonces v € conv(H), se tiene o® Nv® C conv(H), por lo tanto
o N v = conv(H).
Concluimos que o* N v* esvaciosi H =10 yesunacarasi H # (.
b) Es consecuencia obvia de la definicion de ™.
¢) Probaremos que S™ =|J{o | o € ¥"}.
Sea = (x1,...,%n11,0,...) € S™ tenemos

n+1 n+1

T = Z || (sgn(z:) &) Z || =1;

=1 i=1
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si x; =0 haremos sgn(x;) =1 entonces
x € [(sgn(z1) e1), .., (sgn(@n+1) €ns1)];
asi © € | J{o | o € ¥"}, por lo tanto
S"CU{0|UEE"}.
Sea x €| J{o|o € X"} entonces existe un simplex tal que
x € |[Ley, ..., e,

tenemos

:L’:Z'r’t(iejt); anl; 0<r <1;
=0 =0

como \
]l =) Il =1,
t=0
entonces r € S", asi
(e loesm} s,

concluimos S™ =|J{o | o0 € ¥"}.

d) Sea o0 un (n — 1) — simplex, sin perder generalidad podemos asumir

o = le, ..., &), porlo probado en (a) tenemos

0 = [617 “eey En, en-i—l] N [617 ceey Eny — €n+1] ;
concluimos que o es la cara comiin de exactamente dos n — simpleces.
De (a), (b), (¢) y (d) concluimos que " es una triangulacion de S™.

Definicion 3.8. Sea « : S™ — S™ el mapeo antipodal definido por «o(x) = —z; dos
elementos de cualquier tipo (puntos, simpleces, conjuntos) correspondiente a « serdn
llamados antipodal.

Para cada k < n, la restriccion Oz|5k es el mapeo antipodal de Sk,

Observaciones 3.6. Ningiin simplex de X" contiene un par de vértices antipodal y para

cada simplex o € X" el conjunto o(o*) es un simplex en .
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1. Sean e;, y —e; un par de vértices antipodal.
Supongamos que existe o° € X" tal que e,—¢ € 0° = [fej, ..., e,
tenemos
S S
6122)\t(:|:€]t), Z)\tzl, OS)\tgl
t=0

t=0
y S S
—ei:Zn(iejt); Zrtzl; 0<r <1;
t=0 t=0

entonces . .

Y e—r)(Fe)=0; Y (A—r)=0;

t=0 t=0
obtenemos A\, = r; paracada t = 0,....,s; asi e = —e¢; loque es una

contradiccion, por lo tanto ningtn simplex de >" contiene un par de vértices

antipodal.

k

2. Sea o € ¥, asumimos sin perder generalidad que of = [e;,, ..., ¢;, ], tenemos

k k
a(ak):{—x€E|x:ZAt6it;Z)\tzl;og)\tgl}
=0 t=0

k k
a(ok):{—x€E|—:E:Z)\t(—eit); Z)\tzl; 0< M\ <1},
t=0 t=0
entonces a(o”) = [— e, ..., — €;,] esunsimplexen ¥".
Definicion 3.9. Una triangulacion " de S" es llamada simétrica si:

1. Paracada k <n, la k—esfera S* eslaunionde k— simpleces de ™.

2. Para cada k < n, y cada simplex ok e S el conjunto Oz(O'k) es un

k — simplex de ™.
Observaciones 3.7. X" es una triangulacion simétrica de S™.
Es consecuencia inmediata de lo probado anteriormente.

Definicion 3.10. Sean 7% y ™ triangulacionesde S* y S" respectivamente, un
mapeo f : ¥ — S de los vértices de /% en los vértices de " es llamado

un mapeo vértice simplicial si para cada simplex |[py,...,ps] de 7%, los puntos
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f(po), ..., f(ps) son los vértices de un simplex (posiblemente de menor dimension) de
S
Claramente f se extiende a un mapeo f :S* —s S™ enviando simpleces de /% en

simpleces de /.

Definicion 3.11. Sea .7* una triangulacion arbitrariade S* y f:. % — X" un
mapeo vértice simplicial.

Un r— simplex [po,....,p,] de 7% esllamado positivo si:
1. Losvértices f(po),-.., f(p,) generanun r — simplex o € X",

2. La forma estandar de o" estd expresado alternando signo,
ro__ r
g = [-'- €ios — Ciyy ey (—1) eir] s
con el primer vértice positivo.

Un r — simplex de /% es negativo sisu f —imagen esun r — simplexr de X"
que en su forma estandar, es alternando en signo y tiene su primer vértice negativo.

Un r— simplex de /% que no es positivo ni negativo es llamado neutral.

Definicion 3.12. Sea f : 7% — " cualquier mapeo vértice simplicial y cualquier
subconjunto L C 7%, el numero de r — simpleces positivoen L bajo f es

denotado por p(f,L,r).

Proposicion 3.3. Sea f :.7% — X" un mapeo vértice simplicial de una triangulacion
simétricade S* en X", donde k < n.

Si aof= foa, entonces
p(f,Sk,]{I)Ep(f,Skil’k—l)mOdQ

Demostracion. Consideremos el hemisferio superior S_’i de S*, y descomponemos el

conjunto de k — simpleces en Sﬁ en tres clases disjuntas:
o, ={s" C S¥|s" es positivo},

o ={s"CS¥|s" es negativo},

oy ={s" St |s" es neutral}.
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Considerar la suma

T=3 p(fs' k=D + > p(fsS k=) + 3 plfs" k= 1);

skedy skeor_ skea

determinaremos la paridad de 7'

Notar que, como cada p(f,s*, k —1) esel numerode (k— 1) — caras positivas de

k

s lasuma 7T involucratodoslos s*~1!

.. k
positivosen ST

k—1

Observar que cada s positivo que no estd en S*~! ocurrird dos veces en la suma

k. k-1
9

T, ya que es la cara de exactamente dos s”; porque cada s positivoen S*7! esla

cara de soloun s* € S¥, concluimos que
T=p(f,S* 1 k—1)mod?2.

Ahora desarrollaremos otra expresion para 7T

k k

Consideremos cualquier s* neutral, ya que s* no puede tener (k — 1) — cara, ano

ser que dim f(s*) >k — 1, podemos escribir
f(Sk) = [:l: eiou sery + eik] con iO S S ik’

en el que hay un vértice repetido, o todos los vértices son distintos pero los signos no se
alternan.

En cada caso, una (k — 1) — cara positiva puede ocurrir solo si hay a lo més un par de
vértices adyacentes con el mismo signo; y si la eliminacién de uno de estos vértices da
una cara positiva, también lo hard si se elimina el otro vértice.

Asi, p(f,s¥ k—1) esparparacada s* € .o, asique

T = Z p(f, " k—1)+ Z p(f, " k—1)mod?2.

sked, sked_

k

Notar que cada s positivo tiene exactamente una (k — 1) — cara positiva, como

k

también cada s" negativa, obtenemos

Z p(f,s" k—1)= card o, Z p(f,s" k—1)= card o_,
skedy sked/_

por lo tanto

T = (card o/, + card </_) mod?2 .
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Finalmente, como aof = foa, sesigue que un s* € S* es negativo si y solo si
a(s*) € S* es positivo, asf que

card o/ = card{ s* € S* | s" es positivo};

entonces

card o, + card o = p(f,S* k),

por lo tanto

T = p(f,S* k)ymod?2,

concluimos que

p(f,S* k) = p(f, S*' k — 1) mod?2.
O

Teorema 3.1 (Lema de Combinatoria). Sea f :." — X" un mapeo vértice simpli-
cial de una triangulacion simétrica de S".

Si aof= foa, entonces f mapea un numero impar de simpleces de S™ sobre
n n
Oy = [61, — €9, ..., (—1) 6n+1]-

Demostracion. De acuerdo a la definicién, un s" € " es positivo si y solo si las
imdgenes de sus vértices forman un n — simpler en X" y suforma estdndar, es o).

Por la proposicién 3.3, tenemos
p(fv Snan) = p(f7 Sn_lan - ]-) mod 2 ) p(fv Sn_lan - ]-) Ep(fa Sn_Qan - 2) m0d27

entonces

p(f, 8" n) = p(f, S"% n—2)mod2,
repitiendo el proceso, obtenemos
p(f, 5" n) = p(f,S°0)mod?2.
Como S°={e;, —e} tenemos
(@of)(er) =—=fler) y (foa)(er) = f(—e),

entonces

a(f(e)) = = fle) = f(=e),
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porlotanto f|S° los mapeaen un par de vértices antipodal y es claro que p(f, S 0) =
1, asi

p(f,S",n) = 1mod2,
lo que completa la demostracion. L

El lema combinatorio se aplicard para obtener el teorema de Lusternik-Schnirelmann-

Borsuk sobre la n-esfera, que es equivalente al teorema antipodal de Borsuk.
Lema 3.1 (Lebesgue). Sea (X,d) un espacio métrico compactoy { M, ..., M, } una
familia finita de conjuntos cerrados no vacios en X, con (| M; = (.
i=1
Entonces existe un ¢ > 0 con la propiedad: cualquier subconjunto A C X donde

ANM; #0 paracada i=1,....n, debe cumplir 6(A) > e.

Demostracion. Porque M, es un espacio métrico compacto para cada ¢ = 1,...,n,
entonces 2 = M; X ... X M, es un espacio métrico compacto, y consideremos la

funcién ) : Z — R definido por
M, ooy ty) = mazr {d(x;,x;) |1 <i<j<n}.

Afirmacion. )\ es una funcidn continua.

Sea (x1,,,...,x,,) unasucesibnen Z tal que
(1,5 s Ty, ) — (T2 ey Tn)
dado € >0 existe mo € N tal que
maz {d(z;, ,x;)|i=1,...n} <€e/3 para todo m > mg;

sean A(x1,,, ..., Zp,,) = max{d(z;,,z;,) |1 <i<j<n}=d(x,,, 2.,) Y

My, ooy zn) = maz {d(z;,z;) | 1 <1< j<n}=d(x,,z,); tenemos
d(xy,,, zp,,) < d(zy,, x.) + d(zy,,, ) + d(z4, 2))
d(xy,,, x,) < d(zy,,,x.) + d(z),,, ) + d(T4, Ty)

entonces

2
d(xy,,, Tp,,) — ATy, Tp) < d(x,,, 2) + d(z),,, 2) < ?E <€ para todo m > my;
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por lo tanto

Mz, oy Ty ) — NMTp, oy )

concluimos que A es continua.
Porque M;N..N M, =0, lafuncién A\ nunca es cero.

Si AC X donde ANM; #() paracada i=1,....,n, existeun
x;, € ANM;, para cada i=1,...,n;

entonces existe € > 0 que satisface A(xy,...,z,) > €, asial menos una de las distancias

d(z;,z;) > €, entonces §(A) > e, loque completa la prueba. O
Como consecuencia inmediata, tenemos:

Teorema 3.2 (Lebesgue). Sea (X,d) un espacio métrico compactoy { My, ..., M, }
una cubierta cerrada de X.

Entonces existe un \ > 0 (niimero Lebesgue del cubrimiento) con la propiedad: si cual-
quier conjunto A C X con 0(A) <\, donde ANDM;, #0 paracada j=1,..,r,
entonces

M;,n..0nM;, #0.

Demostracion. Probaremos por contradiccion.

Supongamos que para todo A > 0, existe Ay talque 6(Ay) <A con A\NAM;, # 0
paracada j=1,..,r, y My N..NM; = 0.

Por el lema 3.1 existe un € > 0 con la propiedad: cualquier subconjunto A, C X con
AxNM;, #0 paracada j =1,...,r, donde §(A,) > e

Haciendo \ =¢, tenemos d(A,) < ¢, lo que es una contradiccion.

Por lo tanto existe un A\ > 0 con la propiedad: si cualquier conjunto A C X con

6(A) < A, donde ANM; #0 paracada j=1,...,7, entonces
M;,n..0nM;, #0.
U

Lema 3.2. Sean M,,...,M, 1 conjuntos cerrados en S", donde ninguno de ellos
contiene un par de puntos antipodal.

Si la familia {M, ..., My 11, a(My), ..., «(M,41) } es una cubiertade S™, entonces

Min.NMy,#0.
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Demostracion. Denotamos «(M;) por M_;; yaque M; no contiene ningln par de

puntos antipodal, tenemos
d(M;,M_;) =€ >0 para cada t=1,...n+1.
Ordenamos el cubrimiento por
My, M_y; M_o, My; Mz, M_5; My, M_y; ...,

y sea A un nuimero Lebesgue para éste cubrimiento cerrado.

Sea " = {0} una triangulacién simétricade S™ tal que
d(o) <e=min{\ €,..., €1} para cada o€ .S".

Construimos el mapeo f :." — >_" como sigue:
Para cada vértice p € ", sea M; el primer conjunto del cubrimiento que contiene a
p, 'y se establece

fp) = (sgnj) (1) ey
Afirmacién. f esun mapeo vértice simplicial.
Debidoaque Y." puede describirse como el conjunto de todos los simpleces [+ ¢;,, ..., + ¢, ]
que no tienen dos vértices antipodal, es suficiente probar que dos vértices p,q de un sim-
plexde ™ no pueden ser asignados a dos vértices antipodal.
Sean p,q dos vértices de un simplex de " entonces d(p,q) <€, sea M; el primer
conjunto del cubrimiento que contienea py M; el primer cubrimiento que contiene a

q. Supongamos que f(p) = — f(q), tenemos
(sgni) (=1)* ey = — (sgnj) (=1)" ey,
entonces i = —j, asi ¢ € M_; y tendriamos d(p,q) > € > ¢, lo que es una
contradiccidn, por lo tanto f es un mapeo vértice simplicial.
De la definicion de f es facil verque aof = foa, por el teorema 3.1 existe algiin
simplex [pi, ..., pns1] tal que
F([p1s-es Pus1]) = [ €1, — €2, oy (=1)" €qa1] donde p; € M;.

Asi [p1, .o, Pup1| N M; # () paracada i=1,...,n+1, como §([p1,..., pni1]) < A,

por el teorema 3.2 se sigue que

Mlﬂ...ﬂMn_H#@.
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Teorema 3.3 (Lusternik-Schnirelmann-Borsuk). En cualquier cubrimiento cerrado
{My,.... M1} de S™ por n+1 conjuntos, al menos un conjunto M; para algiin

1=1,....,n+ 1, debe contener un par de puntos antipodal.

Demostracion. Supongamos que ningin M/; paracada ¢ = 1,...,n+1, contiene un par
de puntos antipodal; como {Mj, ..., M, 11, a(My), ..., «(M,41) } esun cubrimiento de
S™ por el lema 3.2

MiN...N My #0;

ya que cualquier xy € M; N ... N M, debe estar en algiin conjunto «(M;) dela
cobertura { a(My),..., a(M,+1) } de S”, estoimplica que M; contine un par de
puntos antipodal, lo que contradice la hipdtesis, por lo tanto al menos un conjunto M,

paraalgin ¢ =1,...,n, debe contener un par de puntos antipodal. L

Los resultados equivalentes al teorema de Lustemik-Sclmirelmann-Borsuk utilizan las

nociones de extensibilidad y homotopia en su formulacién.

Definicion 3.13. Sean X, Y dos espacios de Hausdorff y A C X, unmapeo continuo

es llamado extendible sobre X si existe un mapeo continuo F : X — Y con

FlA=f.

Definicion 3.14. Sean X, Y dos espacios de Hausdorff, dos mapeos continuos

f: X —Y y g: X —Y sonllamados homotdpicos si existe un mapeo continuo
H:Xx[0,1] —Y con H(z,0)= f(x) y H(x,1)=g(x) para cada z € X.

El mapeo continuo H es llamado una homotopia (deformacion continua)de [ a g,
y escribiremos H : f ~ g.

Para cada t € [0,1], el mapeo T : X — Y definido por T(x) = H(x,t) es
denotado por H;, : X — Y.

Claramente la familia { H, : X — Y },c01) determina H 'y viceversa.

Proposicion 3.4. La relacion de homotopia =~ es una relacion de equivalencia en el

conjunto C(X,Y).

Demostracion. Probaremos que la relacion es refexiva, simétrica y transitiva.

Reflexiva. Sea f: X — Y un mapeo continuo arbitrario y consideremos el mapeo
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H:X x[0,1] — Y definidopor H(x,t) = f(x), entonces H es continuoy

H(z,0) = f(x) y H(zx,1)= f(z),

por lo tanto f ~ f.

Simétrica. Si f ~ g entonces existe un mapeo continuo
H:Xx[0,1] —Y con H(z,0)= f(x) y H(x,1)=g(x) para cada z € X,
definimos F': X x [0,1] — Y por F(z,t) = H(x,1—1) entonces

F(z,0) = H(z,1) = g(x) y F(z,1) = H(z,0) = f(z),

por lo tanto g ~ f.

Transitiva. Si H:f~g y G:g=~h, definimos el mapeo continuo

H(x,2t); 0<t<4,
D(z,t) =
G(z,2t—1); $<t<1,
entonces
D(x,0) = H(z,0) = f(x) y D(z,1)=G(x,1) = h(x),
por lo tanto f ~ h, esto completa la prueba. L

La relaciéon de homotopia descompone el conjunto C(X, Y) en clases disjuntas por

pares llamadas clases de homotopia

Definicion 3.15. Sean X, Y dos espacios de Hausdorff, un mapeo continuo

f X — Y homotépica a un mapeo constante es llamado nulo homotopico; en este
caso escribiremos [ ~ 0.

Un espacio de Hausdorff X es llamado contractible, si idx : X — X es nulo

homotopico.

Observaciones 3.8. Establecer una homotopia H : f ~ g es esencialmente un proble-
ma de extensibilidad, pues teniendo un mapeo continuo h : (X x 0)U(X x1) — Y

se busca una extension sobre X x [0, 1].

Teorema 3.4. Un mapeo continuo f : S™ — Y es nulo homotopico siy solo si f es

extendible a un mapeo continuo F : K" — Y.
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Demostracion. Asumiendo que f:S" — Y esextendiblea F: K" — Y.
Definimos H : S" x [0,1] — Y por H(z,t) = F(tz) entonces

H(z,0) = F0)=yo y H(z1)=F(x)= f(z),

porlotanto H : 0~ f.

Si 0~ f existe un mapeo continuo H : S™ x [0,1] — Y con

H(xvo):yo Yy H(I,l):f@})’

definimos una extensién F : K™™' — Y de f por

H(S"™,0); 0< |zl < 3.
F(z) =
H(E.2llel = 1)5 3 <ol <1,
Si ||lz]| =3, tenemos
F(l’) = )
H (,0) = o
por lo tanto /' es continuo, esto completa la demostracion. L

Definicion 3.16. Diremos que f : S®™ — S* preserva la propiedad antipodal si
f(=z)=— f(x) paratodo x € S™

Ahora probamos el teorema antipodal de Borsuk y también demostramos que es equiva-
lente a varios resultados geométricos sobre la n-esfera. Una version de punto fijo del

teorema se derivard posteriormente.

Teorema 3.5. Los siguientes teoremas son equivalentes.

1. En cualquier cubrimiento cerrado { My, ..., M, 11} de S™ por n+1 conjuntos,
al menos un conjunto M; paraalgiin +=1,....n+ 1, debe contener un par de

puntos antipodal.

2. No existe un mapeo continuo f : S™ — S"~! que preserva la propiedad antipo-

dal.
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3. (Teorema antipodal de Borsuk). Un mapeo continuo f : S™ ' — S" 1 que

preserva la propiedad antipodal no es nulo homotopico.

4. (Borsuk-Ulam). Cada mapeo f : S™ — E™ continuo envia al menos un par de

puntos antipodal al mismo punto.

Demostracion. (1) = (2). Supongamos que existe un mapeo continuo

f:S™ — 8" 1 que preserva la propiedad antipodal.

Descomponemos S™! en n + 1 conjuntos cerrados A, ..., A, proyectando la
frontera de un n — simplexr centrado en 0 sobre S™! y dejando que los A; sean
las imagenes de las (n — 1) — caras.

Claramente, ningin A; contiene un par de puntos antipodal.

Sea M,; = f~'(A;) paracada i =1,..,n+ 1. Los M; son conjuntos cerrados y
cubren S™, asi por la hipdtesis (1), existeun x € M; N «(M;) para algin i.

Como [ preserva la propiedad antipodal, tenemos que f(x) y — f(x) pertenecen a
A;, lo que es una contradiccidn, esto completa la prueba.

(2) = (3). Supongamos que algin mapeo ¢ : S""! — S"! preserva la propiedad
antipodal y es nulo homot6pico, entonces g es extendibleaun G : K™ — S"71,

Si z={x, z9,..., 41,0, ...} € 5", denotaremos con
T={x1, 9, ..., ,,0,...} € K.

Definimos el mapeo continuo ¢ : S® — S™~1 por

G(z); x e S,
p(x) =
—G(a(z)); e s".

Si zxeSTNSt = S"~1 tenemos 7 = x, entonces

G(x) = g(x); x €8

—Gla(z)) = —g(=2) = g(z); zeS

en consecuencia ¢ estd definidoen ST N S”.

Sea x € S™, asumimos z € Sﬁ entonces



CAPITULO 3. TEOREMAS DE BORSUK Y BROUWER 56

como —zx € S™, tenemos

entonces ¢(—x) = —p(x), porlotanto ¢ es un mapeo continuo que preserva la
propiedad antipodal, lo que contradice la hipdtesis, esto completa la prueba.

(3) = (4). Supongamos que existe un mapeo continuo f : S™ — E™ tal que
f(x) # f(—z) paracada x € S™.

Definimos el mapeo continuo F': S™ — S™~1 por

@) )
PO =i = ol

Claramente F|S"!: S""! — Sl es un mapeo continuo que preserva la propiedad

antipodal.
Sea = ={x1,...,7,,0,...} € K™ y ||z|]| # 1, denotamoscon T = {xy, ..., %, Tpy1,0, ...},
Tpe1 >0 talque ||Z|| = 1.

Consideremos el mapeo continuo G : K™ — S™"~!1 definido por

Fx); el = 1;
G(x) =
F(z); flell # 15

como G es una extension sobre K™ de F|S™! entonces F|S™"! es nulo homo-
tépico, lo que contradice la hipdtesis, esto completa la prueba.
(4) = (1). Supongamos existe algin cubrimiento cerrado M, ..., M, ; de S"

donde ningtin M, con i =1,...,n+ 1, contiene un par de puntos antipodal, es decir
M, N a(M;) =0 para cada i=1,..n+1.

Sea g¢; : S — [0,1] una funcién Urysohn con ¢;|M; =0 y g;la(M;) =1 para

cada 7 =1,...,n; definimos el mapeo continuo g :S™ — E" por
9(x) = (91(x), ..., gn(x)) -
Por la hipétesis, existeun z € S™ con g¢(z) = g(a(z)), asi

9i(z) = gi(a(2)) para cada i=1,..,n,
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por lo tanto
zes" =M - [ Ja(r).
i=1 i=1

Dado que {My,...., M1} y {a(My),..., «(M,41)} son cubrimientos de S, el
punto z debe pertenecer a M, y «(M,.1), lo que contradice la hipdtesis, esto

completa la prueba. L

3.2. Teorema de Brouwer

Damos dos consecuencias del teorema 3.5 que son particularmente ttiles para nuestro

trabajo posterior.

Teorema 3.6. Un mapeo continuo f : S — S™ con f(x) # f(a(x)) para cada

x € S™ no es nulo homotopico.

Demostracion. Dado que f(x) # f(a(z)), definimos el mapeo continuo
g:S"— S™ por @ 2

_ f@) - f(==

U FTE e

claramente preserva la propiedad antipodal entonces por el teorema 3.5 afirmamos que ¢

no es nulo homotépico.
Ahora, probaremos que f y ¢ nunca son antipodales.

Supongamos que para algiin z € S™, tenemos que ¢(z) = — f(z) entonces

[T+ () = F(= 2] f(2) = f(=2),

como | f(2)]| = ||f(=2)| =1, tenemos 1+ ||f(z) — f(—=2)| =1 lo que es una
contradiccion.
Definimos el mapeo continuo H : S™ x [0,1] — S™ por

(1 —1) f(z) +tg(x)
11 =) fz) +tg()]”

H(z,t) =
H(z,0) = f(x) y H(z,1)=g(z),

H esunahomotopiade f a g, yaque g no es nulo homotdpico se infiere que f

no es nulo homotépico, esto concluye la prueba. L
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Teorema 3.7 (Borsuk). Sea U una vecindad abierta, convexa, acotada, simétrica del
origenen E" y F :U — E™ unmapeo continuo que preserva la propiedad antipodal

en 0U,ie, —F(a)=F(—a) paracada a € OU. Entonces F tiene un punto fijo.

Demostracion. Sea p : E™ — R el funcional Minkowski para U, ysea E el
conjunto E™ conlanorma |z[; = p(x).

Afirmacién. El mapeo identidad h: E® — E es un homeomorfismo que mapea U
en la bola unitaria K{ de E.

Sabemos que U =U U U.

1. Sea z€0U, como 0 U y U convexo entonces
x|y =inf{t>0lzectU} =1,
por lo tanto = € 0 K7'.
2. Sea z € U entonces
x|y =inf{t>0jzectU} <1,
por lo tanto = € K7.

De (1) y (2) se concluye que h mapea U en labola unitaria K.
Consideremos el mapeo continuo g = hoFoh™! : K} — FE, probaremos que ¢
preserva la propiedad antipodal en 0 K7'.

Sea x € 0 K" entonces

g(x)=F(z) y g(—x)=F(-n),

porlotanto g(—x) = —g(z) paracada x € 0 K}.
Ahora probaremos que ¢ tiene un punto fijo.
Supongamos que g¢(x) # = paratodo = € K7.
Definimos el mapeo continuo f : K — 0 K1 por
g(x) —x

P = gt —l
por el teorema 3.4 tenemos que f|0 K7 — 0 K7 es nulo homotdpico, como f|0 KT
preserva la propiedad antipodal, por el teorema 3.5 tenemos que f|0 K] no es nulo

homotépico, lo que es una contradiccidn, entonces existe = € K7 tal que

g(x) = (hoFoh™)(z) ==,
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por lo tanto [’ tiene un punto fijo. L

El siguiente caso especial del teorema antipodal de Borsuk es basico en la teoria del punto
fijo.
Teorema 3.8. El mapeo identidad id : S™ — S™ no es homotopico a un mapeo

constante.

Demostracion. Como id : S — S™ preserva la propiedad antipodal, por el teorema

3.5 tenemos que id no es nulo homotdpico. L

Este resultado tiene muchas formulaciones equivalentes; de hecho es equivalente al teo-

rema de punto fijo de Brouwer.
Teorema 3.9. Los siguientes teoremas son equivalentes.
1. S™ no es contractible en si mismo.

2. (Bohl). Cada mapeo continuo F : K"\ — E"" tiene al menos una de las

siguientes propiedades:

a) F' tiene un punto fijo.

b) Existen x € 0 K" y A€ (0,1) talque x = \F(x).

3. (Brouwer). Cada mapeo continuo F : K" — K"*1 tiene al menos un punto

Jijo.

4. (Borsuk). No existe retraccion r: K" — S" i.e., no existe mapeo continuo

r: K" — S que mantenga cada x € S™ fijo.

Demostracion. (1) = (2). Supongamos que F(z) # x paratodo z € K", y
y#tF(y) paratodo y € 9 K", t € (0,1); entonces y #t F(y) para t=0,1.

Sea r: E" — {0} — S™ el mapeo continuo definido por

X

r(x) = m
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Definimos el mapeo continuo H : S™ x [0,1] — S™ por

r(y —2tF(y)), 0<t<i,
H(y,t) =
rl(2-2t)y - F(2-2t)y)], 3<t<1;
como
=r(y) = =r(— :_F(O) ara todo "
H(y,0)=7r(y)=y y H(y,1)=r(-F(0)) TFo) ? todo y e S,

entonces id : S — S™ es homotdpico a una constante, lo que es una contradiccion,
esto completa la prueba.
(2) = (3). Como F(0K"™)c K™ tenemos que

MF@W)|| <1, para todo ye€ d K™, X\ (0,1);

entonces

y# ANF(y), para todo y€ dK"™, Xe(0,1);

por la hipdtesis (2) concluimos que F' tiene un punto fijo.
(3) = (4). Supongamos exista una retracciéon r : K" — S" el mapeo continuo
F: K™ — K"l definido por F(z) = —r(x) estd libre de puntos fijos.

Supongamos que = F(x) = —r(x) paraalgin z € K"
1. Si 2 € 9K™! = S" entonces = = —x, contradiccion.
2. Si z €int(K™!), tenemos ||z| <1 entonces x # —r(x), contradiccion.

Como F : K"t! —s K"*! est4 libre de puntos fijos, contradice la hipétesis (3), esto
completa la prueba.
(4) = (1). Supongamos que h :0 =~ id, donde h(S™ 0)=xy, zo€ S™.

Definimos el mapeo continuo 7 : K"*! — S por

T , Il < 3
r(z) =

h(ﬁ,QHxH — 1) Y

como r|S™ = id entonces r : K™™' — S™ es una retraccion, lo que contradice la

hipétesis (4), esto completa la prueba. L



Capitulo 4

Teorema de Schauder y aplicaciones

4.1. Extensiones de los teoremas de Borsuk y Brouwer

La aproximacion de los mapeos compactos en espacios lineales normados mediante ma-
peos de finito-dimensional se basard en una proyeccion simple de cualquier unién finita

de e-bolas en la cdpsula convexa de sus centros.

Definicion 4.1. Sea N = {cy,...,c,} un subconjunto finito de un espacio lineal norma-

do, y para cualquier ¢ > 0 fijo, sea

= J{B(c, e)|ieh}.
Para i € [n], sea wu;: (N, €) — R el mapeo definido por
ui(z) = max {0, e — ||z — ¢ }.

La proyeccion Schauder p. : (N, €) — conv(N) es definido por

pe( =" Zuz
;

Proposicion 4.1. Sea E un espacio lineal normado, C C E un subconjunto convexo

donde N = {cy,...,cp,} CC y p. eslaproyeccion de Schauder. Entonces:
1. pe: (N, €) — conv(N), conv(N) C C, esun mapeo compacto.
2. ||z — pe(z)|| < € paratodo x € (N, e).

61
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3. 8i N CC essimétrico conrespectoa 0, ie,si N={cy,....c,—cC1,...,—Cr},

entonces

(N,e)=—=(N,€) y p(—z)=—px) para todo z € (N, e).

Demostracion. (1). De la definicién de p., setiene p[(N, €)] C conv(N), como
conv(N) es compacto, entonces p. €s un mapeo compacto.

(2). Sea x € (N, ¢€), entonces

n

Sule) Y uile)

o~ )l = |~
Sul)  Su)
|W—P$ﬂH:7f%7'§:W@ﬂx—@)

> i) lo — e
o — po(a)]| < =
;Ui(ﬂf)

por lo tanto
[ = pe(x)]| <e.
(3). Debidoaque B(—c¢;,¢€) =— B(c,€), setieneque (N, €) = — (N, e).

Sea z € (N, ¢€), tenemos

entonces p.(—x) = — p.(x), esto completa la prueba. O

Teorema 4.1 (Teorema de aproximacion de Schauder). Sea X un espacio métrico,
C' un subconjunto convexo de un espacio lineal normado FE, y F : X — C un
mapeo continuo y compacto.

Entonces para cada ¢ > 0, existe un conjunto finito N = {ci,...,c,} C F(X) C C

y un mapeo finito — dimensional F,: X — C' tal que:



CAPITULO 4. TEOREMA DE SCHAUDER Y APLICACIONES 63

1. ||[F(z) — F(z)|| <€ paratodo z € X.
2. F.(X) C conv(N) C C.

Demostracion. Debidoaque F : X — C' esun mapeo compacto, se tiene que F'(X)
es relativamente compacto, entonces F'(X) es totalmente acotado, por lo tanto existe
un conjunto finito N = {¢y,...,¢,} C F(X) con F(X) C (N, e).

Definimos F,: X — C' por

Fe(z) = pe(F(x))

donde p. : (N, €) — conv(N) es la proyeccién de Schauder, por la proposicién 4.1,

se tiene que el mapeo F,, satisface (1)y (2). L]

Definicion 4.2. Sea (X, d) un espacio métricoy F : A C X — X un mapeo
continuo. Dado un € > 0, cualquier punto a € A con d(a, F(a)) <€, esllamado

un punto € — fijo para F.

Proposicion 4.2. Sea (X, d) un espacio métrico, A un subconjunto cerrado de X
y F:A— X unmapeo continuoy compacto.
Entonces F tiene un punto fijo si y solo si F tiene un punto ¢ — fijo para cada

e > 0.

Demostracion. (=>). Sea x un punto fijo para F, dado e > 0, tenemos que

d(x, F(z)) < e entonces = esunpunto ¢ — fijo para F.

(<). Sea a, unpunto - — fijo para F, asi

1
d(an, F(a,)) < —, para cada n=1,..,n.
n

Debido a que F' es compacto, asumimos que

F(a,) —x, ze€F(A).
Dado € > 0, existe ng € N tal que nio < 5, entonces

an, ) < dlan, Fla) +d(Flan) ) <+ 5

d(an,x)<%+§:e, n>ng;
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por lo tanto a,, —> x,como A es cerrado, tenemos que z € A.

Por la continuidad de F', tenemos
Fan) — F(z);
entonces x = F'(x), porlotanto F' tiene un punto fijo. O

Ahora formularemos los teoremas de Brouwer y Borsuk respectivamente que seran véli-

dos para todos los espacios lineales normados.

Teorema 4.2 (Teorema de punto fijo de Schauder). Sea E un espacio lineal normado,
C' un subconjunto convexo ( no necesariamente cerrado) de FE.

Entonces cada mapeo continuo y compacto F : C — C' tiene al menos un punto fijo.

Demostracion. Probaremos que para cada ¢ > 0, F tiene un punto € — fijo.

Dado € > 0, porel teorema 4.1, existeun F,:(C — C tal que
l. [|[Fe(z) — F(z)|| <€, paratodo z € C.
2. F.(C) C conv(N) C C, para algin conjunto finito N C C.

Como conv(N) es homeomorfo a una bola finito — dimensional, es decir existe un
homeomorfimo f: K — conv(N), ademds F.(conv(N)) C conv(N).
Consideramos el mapeo continuo H = f~'oF.of : K — K, por el teorema de
Brouwer H tiene un punto fijo, entonces F, tiene un punto fijo, que lo denotamos por
xo. Luego

[0 = F(xo)| = [[Fe(zo) — F(wo)| <€,

entonces ro esunpunto € — fijo para F.

Por la proposicién 4.2, F' tiene un punto fijo. L

Teorema 4.3 (Borsuk). Sea FE un espacio lineal normado, U C E una vecindad
abierta, convexa, acotada y simétrica del origen en FE.
Entonces cada mapeo continuo y compacto F : U — E que preserva la propiedad

antipodal en OU, ie, —F(a) = F(—a) paracada a € QU tiene al menos un

punto fijo.
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Demostracion. Dado € > 0, es suficiente probar que F' tiene un punto € — fijo.

Escogemos un subconjunto finito N C E simétrico con respecto del origenen FE, y

tal que F(U) C (N, e).
Probaremos que el mapeo p.o F : U — conv(N) preserva la propiedad antipodal en
ouU.

Sea z € OU, tenemos
(peo F)(— ) = pe(— F(2)) = —pe(F(2)) ,

(Peo F)(=z) = = (peo F) ().

Sea L* un subespacio de dimensién finitade E con (p.oF)(U) C L*, vy conside-
remos el mapeo F* = (p.o F) | (U N LF).

Ahora, UF = U N L* es una vecindad abierta, convexa, acotada y simétricade 0 en

L¥,y F*:T" — I*¥ preservala propiedad antipodal en (U*) c aU.

Se sabe que existe un homeomorfismo f : L*¥ — E* entonces f(U*) = W esuna
vecindad abierta, convexa, acotada y simétricade 0 en Ek.

Consideremos el mapeo continuo g = foF*o f~' : W — E* que preserva la pro-
piedad antipodal en O W, por el teorema 3.7, ¢ tiene un fijo, lo que implica que F™*

tiene un punto fijo x.

Como

[0 = F(wo) || = [ F™(20) — F(wo)|| = [[pe(F(20)) — Fxo)ll <€,

entonces xy esunpunto e — fijopara F, estocompletala demostracion. L

4.2. Aplicaciones de los teoremas de Schauder y Borsuk

Consideremos el problema de valor inicial

du

— =g(t 0<t<T;
dt g(7u>7 —_ —_ 7
u(0) =0.

Sea
Cy={ueC0,T] | u(0) =0},
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entonces el operador lineal % = L :C} — C[0,T] es claramente biyectiva con
inversa .

L)) = / f(&)do = ult).
Afirmacién. L' es continuo.
Recordar que la normaen C} es |lul|y = max{||ul, ||«/]| }, donde || denota la
norma del supremo en [0,7], como |u| < T|[Lul| y || = ||Lu||, tenemos
lully < (T + 1) [[ Lul|.
Entonces, si u= L~!(f), tenemos ||[L7Y A < (T +1)|fll, y L7':C[0,T] —
C} es por lo tanto continuo.

Ahora probaremos:

Teorema 4.4 (Peano). Sea ¢ : [0,7] x R — R una funcién continua limitada.

Entonces el problema de valor inicial

du

— =gt <t <T:
dt g()“)? 0_ g )
u(0)=0.

tiene al menos una solucion u € C}.

Demostracion. Hacemos C = C[0,T.

Sea el operador G : C' — C' definido por G(u)(t) = g(t,u(t)), ysea j:C§ — C
la inclusion natural. El problema consiste en probar que L(u) = G(j(u)) tiene una
solucién o equivalentemente, porque L es invertible, que el operador jL'G : C — C
tiene un punto fijo.

Debido a que j es completamente continuoy G es limitado, el operador jL7'G es

compacto, por el teorema de Schauder jL~'G tiene un punto fijo. U

Teorema 4.5. Sea T : R" — R" cualquier homeomorfismo. Si T(T(a)) = a para

todo a € R", entonces T tiene un punto fijo.

Demostracion. Sea a € R"; podemos asumir 7'(a) # a.
La esfera S™ contiene de manera natural la sucesiéon S° c St c ... c St c S,
cada esfera es el ecuador de la siguiente.

Definimos por induccién, un mapeo continuo f : S™ — R"™ que satisface
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Para S°, elmapeo f(1)=a, f(—1)=T(a). Asumiendo f definidoen S*, exten-
demos f de cualquier manera sobre el hemisferio norte S ﬂﬁ“ C S**1, y extendemos
sobre S**! porlaférmula f(—2) = T(f(z)), estocompleta la induccién.

Aplicando el teorema de Borsuk - Ulam, al mapeo continuo f : S™ — R", existe
algin 2y € S™ con f(—xo) = f(xo); entonces f(xg) =T (f(xg)), porlotanto T

tiene un punto fijo. L

El siguiente resultado de Krein-Krasnosel’skii-Milman juega un rol importante en la teoria

de perturbacion para operadores lineales.

Teorema 4.6. Sea (E, ||||) un espacio de Banach finito-dimensionaly M, N subes-

pacios lineales de E. Si dim M > dim N, entonces existe un vy € M tal que
dist(xg, N) = ||xo|| > 0.
Demostracion. Supongamos primero que lanorma || || en E es estrictamente convexo:
|z +yl|l < llz|| + |lyl| donde x,y son linealmente independientes .

Definimos el mapeo f: E — N por y = f(z) el tinico punto mas préximoen N
paracada x € F, ademéds f(—xz)= — f(z) paratodo z € E.

Aplicando el teorema de Borsuk a f|Sy; : Spy — N, obtenemos un punto zy € Sy
tal que f(zo) = 0.

Como dist(xg, N) = inf{||zo —y|| | y € N} = ||zo — f(x0)|| entonces

dist(xg, N) = ||zo]| -

En el caso general, escogemos una base { o', ©?,..., "} en E* y definimos
1

el = { olP, {0020 4 (]

||||,» es una norma y estrictamente convexaen FE.
Paracada m =1,2,... existeun z,, € M con dist,(Tm,N) = ||zn|m = 1.
Como ||zp|| < ||zm|lm = 1, lasucesion {z,,} contiene una subsucesion convergente

relativaa || ||; si xo eslimite de esta subsucesion entonces f(z9) =0 por lo tanto

dist(zo, N) = ||zo]| -



Conclusion

El teorema 4.1, debido a Schauder (1930), evolucioné de una serie de resultados espe-
ciales relacionados con las extensiones del teorema de Brouwer al caso de los espacios
funcionales. El primer resultado importante en esta direccion se debié a Birkhoff-Kellogg
(1922), quien generalizo el teorema de Brouwer a subconjuntos convexos, compactos de
L*(0,1) y C™(0,1). Schauder extendi6 primero el resultado anterior a los espacios de
Banach de tipo (,S) con una base y luego en 1930 a un espacio de Banach arbitrario. Este
tipo de espacios, introducido por Schauder, result6 ser especialmente ttil en aplicaciones;
observamos que varios aflos mas tarde, Eberlein demostré que los espacios de tipo (.S) de
Banach coinciden con los espacios reflexivos.

El teorema 4.3 fue establecido (en una forma algo diferente) con la ayuda del grado de

Leray-Schauder por Krasnosel’skii (1951).
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