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Resumen

En este trabajo, estudiamos propiedades de controlabilidad para la ecuacion
Korteweg-de Vries lineal en un intervalo limitado. Establecimos un resultado de
controlabilidad nula para la ecuacién lineal a través de la condicién de contorno
tipo Dirichlet a la izquierda, y de controlabilidad exacta via ambas condiciones de
contorno de Dirichlet.

Palabras llaves: controlabilidad, equaciéon KdV, limite de dispersién nula
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Abstract

In this paper, we study the controllability properties for the linear Korteweg-de
Vries equations in a bounded interval. We establish a result of null controllability
for the linear equation via the left Dirichlet boundary condition, and of exact
controllability via both Dirichlet boundary conditions.

Key Words: controllability, KdV equation, zero dispersion limit



Introducciéon

Un Poco de Historia de las Ondas Solitarias

Las ecuaciones que modelan el movimiento de ondas en medios dispersivos, lineales y no
lineales, tienen sus raices en el descubrimiento de una “Onda Solitdria” por John Scott Russell,
un ingeniero naval escocés. En torno a 1834 observo olas creadas en la superficie de agua en un
canal, que parecian propagarse de forma constante y sin modificar su forma. Russell realiz6 varios
experimentos de este fenomeno que llamo de “Ondas de Traslacion"("wave of translation”), que
mas tarde quedaria conocida como “Ondas solitarias”. En aquel dia, Russell observd una ola
muy grande, particular, tal onda viajaba a través de un canal, sin perder su forma o velocidad.
La fascinacién tom6 cuenta de Russell, que concentrd su atencién en los estudios de este tipo de
ondas por anos.

Con su descubierta, hizo innumerables experimentos conocidos como “el sistema de linea de
ondas para construccidn de cascos”, que consistié en crear una drea de la forma de un canal en
la cual se colocaba un obstéculo. Atras del obstaculo se introducia el fluido y, en seguida, se
removeria tal obstdculo para que una onda larga se formase y se propagase a lo largo del canal,
Tales experimentos revolucionaron la arquitectura naval en el siglo XIX, y fue condecorado con
la medalla de oro de la Royal Society of Edinburgh"por su trabajo en 1837.

Los experimentos de Russell contradijeron varias conjecturas fisicas, tales como la teoria
de G. B. Airy [1], en el cual la onda viajante no podria existir, por el motivo que la misma
acabarfa cambiando su velocidad o su forma, o la teoria de G. G. Stokes [42], en que las ondas
de amplitude finita y forma fija son posibles, pero apenas en aguas profundas y solamente en
la forma periddica. No entanto, Stokes estaba consciente del estado inacabado de la teoria de
Russell:

“Es la opinion del Sr. Russell que la onda solitaria es un fendmeno sui generis. Sus experi-
mentos parecen tornar esta conclusion probable. Caso esté correcto, el cardcter analitico de una
onda solitaria continua puede ser descubierto.”

Consecuentemente, con la finalidad de convencer a la comunidad fisica, Scott Russell desafié a
la comunidad matematica para demostrar teéricamente la existencia del fenémeno que el testifico:

“Habiendo comprobado que nadie ha logrado prever el fenomeno que me aventuré o llamar
ondas de traslacion ... no era de suponer que, después de que su existencia haya sido descubierta
y sus fendomenos determinados, los esfuerzos no serian hechos ... para mostrar como ella deberia
haber sido prevista a partir de conocidas ecuaciones generales del movimiento de fluido. En otras
palabras, ahora quedd para los matemdticos el descubrimiento, es decir, para dar una a priors
demostracion a posteriori .
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Una gran cantidad de investigadores enfrent6 el desafio propuesto por Russell. Los propios
George Airy y George Stokes se interesaron por el asunto desenvolviendo y analizando principal-
mente los modelos mateméticos de los fen6menos observados anteriormente en laboratorios.

Una de las grandes contribuciones y respuestas para Russell fue dada por el matematico
francés Joseph Boussinesq por vuelta de 1871 [4]. En 1876, el fisico inglés Lord Rayleigh obtuvo
un resultado diferente [34], y en 1895 los matematicos holandeses D. J. Korteweg y su alumno G.
de Vries dieron el ultimo resultado importante del siglo 19 |24]. En verdad, Boussinesq consider6
un modelo de ondas largas incomprensibles y de rotacién libre en un canal poco profundo con
seccion rectangular despreciando la friccion a lo largo de la frontera (paredes do canal).El obtuvo
la siguiente ecuacion , ) ) , )

0°h 0°h 0 2h H< 0°h
aﬂngwWHaxz(m*saﬂ)’ 1)

donde (¢, z) son las coordenadas de una particula del fluido en el tiempo ¢, h es la amplitud de
la onda, H es la altura del agua em equilibrio y g es la constante gravitacional.

Mientras eso, Rayleigh considerd independentemente el mismo fenémeno y acrecent6 la hipé-
tesis de la existencia de una onda estacionaria desapareciendo en el infinito. El consideré apenas
la dependencia espacial y observoé el comportamiento da ecuacion

2
(g;‘) + %hQ (h —ho) =0, (2)

con hg siendo la cresta de la onda y los otros parametros definidos de la misma forma que
Boussinesq. Esta ecuacién posee una forma explicita de solucién dado por

| 3h
h () = hg sech? ( 4H%x> .

En 1876, Rayleigh escribi6 en su articulo [34]:

“Recientemente vi un libro de memorias de Boussinesq, Rendus, vol. LXXII, en el cual con-
tiene una teoria de ondas solitarias muy semejante a las del presente trabajo. Entonces, en la
medida en que nuestros resultados son comunes, el crédito de prioridad pertenece, naturalmente,
a J. Boussinesq"

Finalmente, en 1895, surgio el famoso articulo de dos cientificos holandeses, Diederik Korteweg
y Gustav de Vries, que relata um modelo matematico sobre ondas solitarias observado por Russell.
La forma original de la ecuacién principal del articulo es

an 3 ga<12 3 18%)

ot 2\ 19, \gT Tt

2 2 37 02 (3)

donde n es la elavacion de la superficie del liquido sobre su nivel de equilibrio [ > 0, a > 0 es

una constante relacionada al movimento uniforme (propulsion lineal) del liquido, g > 0 es la

3 . .
constante de gravedad y 8 = % — % es la constante relacionada a las fuerzas capilares del tensor

T y de la densidade p, constante y positiva. Eliminando las constantes fisicas por los cambios de

variables
PN PN N (.
/=t x> —— e u——|n+ -a
2\ 13" 3 2173

se obtiene la ecuacion de Korteweg-de Vries (KdV) padron

U + 6utly + Ugpe = 0 (4)
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que es un modelo que describe la propagacién en pequeiia amplitud de ondas de aguas poco
profundas en un canal de seccién transversal rectangular.

Existen innumerables aplicaciones fisicas y matemaéticas de este modelo, por ejemplo, C.S.
Gardner y G.K. Morikawa [15] encontraron una nueva aplicacién de este modelos en el estudio
de ondas libres de colisién hidromagnéticos con la esperanza de describir la propagacién unidi-
reccional de ondas pequefias pero de amplitud finita en un medio dispersivo no lineal. Ademaés,
M. Kruskal y N. Zabusky [44] mostraron que los modelos de ecuaciones KdV para el problema
de Fermi-Pasta-Ulam es descrito por ondas longitudinales que se propagan en una red unidimen-
sional de masas iguales acopladas por medio de muelles no lineales. Otras aplicaciones han sido
encontrados después del desafio de Russell, tales modelos resultantes son focos de estudios hasta
el dfa de hoy.

Controlabilidad para EDPs - Principales Métodos Utilizados

FEstamos interesados en obtener controlabilidad y estabilizacién para sistemas dispersivos
gobernados por EDPs. Vamos a comenzar tratando los importantes problemas relativos a con-
trolabilidad, ellos son: la controlabilidad interna y controlabilidad en la frontera para EDPs.

Los varios conceptos de controlabilidad, que concuerdan en dimensién finita, pero no en
modo general para las EDPs, son introducidas y caracterizadas por un enfoque de dualidad
clasica (ver por ejemplo [11, 27]). En este abordaje, la controlabilidad exacta de un sistema es
equivalente a demostrar una desigualdad de observabilidad para el sistema adjunto. Tal hecho es
basado en el método HUM — Hilbert Uniqueness Method dado por J.-L. Lions (para mas detalles
ver |27, 28, 29]). Los métodos de controlabilidad dados aqui pueden ser vistos con extenciones
naturales del criterio Kalman para sistemas de dimension finita como es mostrado en [9].

En cuanto a la cuestion de la estabilizacién, vamos a introducir conceptos de estabilidad
en dimension infinita. Para eso, mostramos algunos métodos que comprueban la estabilizacion
exponencial para EDPs. La estabilizacion de una EDP est4 relacionada fuertemente con la con-
trolabilidad anteriormente definida. Una atencién especial dotar la EDPs con un generador in-
finitesimal anti-adjunto (skew-adjoint) para que los conceptos de controlabilidad y estabilidad,
considerados aqui, concuerden.

Necesitamos inicialmente introducir algunas notaciones. Vamos a denotar por P (D) el ope-
rador diferencial con P € C[r,&1,...,&)] y D = (—i0, —i0yy, . .., —10y, ). Por ejemplo, se consi-
deramos P = —72 + |£|? tendremos el operador de la ecuacion de la onda P (D) = 92 — A. De
ahora en adelante, 2 C R™ serd un subconjunto abierto suficientemente suave, cuya frontera 02
es denotada por I'.

Problema de Controlabilidad Interna

Dados un subconjunto w C €2 con frontera suave I' y un conjunto de condiciones de contorno,
que escribiremos como B (D) z = 0, vamos a considerar el problema de control

P(D)z=AX,f t>0,x €,
B(D)z=0 t>0,xel, (5)
z(0,x) =z (x) x€q.

Aqui, f = f(t,z) es el control interno, z = z (¢,x) es la funcién buscada que satisface el sistema
anterior y X representa una funcién caracteristica. Sean H y U dos espacios funcionales norma-
dos, dados 2z y z1 en H, buscamos un control f € L? (0,T;U) tal que la solucién del sistema (5)
satisface z (T, x) = 21 ().
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Problema de Controlabilidad en la Frontera

Dados un subconjunto v C I' y dos conjuntos de condiciones de contorno, que escribiremos
como By (D) z = X, f, B2 (D) z = 0, vamos a considerar el problema de control

P(D)2=0 t>0,z €9,

B1(D)z=X,f t>0,zel, (6)
By (D)z=0 x €€,

z(0,x) =z (x) x €.

Aqui, f = f(t,x) es el control de frontera, z = z (t,z) es la funcion buscada que satisface el
sistema anterior y X es una funcién caracteristica. Dados zg y z1 en H, buscamos un control
f € L?(0,T;U) tal que la soluciéon z del sistema (6) satisface z (T,z) = 21 ().

Controlabilidad y Observabilidad
Conceptos de Controlabilidad

Dados 29 € H, u € L?(0,T;U), consideremos la soluciéon z : [0,T] — H del siguiente
problema de Cauchy
z = Az + Bu
’ 7
{ z(0) = 2. (7)
Recordemos que para cualquier zg € D(A) y u € WH1(0,T;U), el problema de Cauchy (7)
admite una tnica solucién z € C ([0,7];D (A)) N C* (0,T; H) dada por la formula de Duhamel
t
z (t) :S(t)zo—l—/ S(t—s)Bu(s)ds, ¥Vt € [0,T].
0
Para zo € H e u € L' (0,T;U), la formula anterior define una solucién suave (mild solution) de
(7).

Definicion 0.1. Decimos que el sistema (7) es exactamente controlable en el tiempo T si para
cualquier zg, 2y € H, existe u € L? (0,T;U) tal que la solucion del sistema (7) satisface z (T) =
7.

Definicion 0.2. Decimos que el sistema (7) es nulamente controlable en el tiempo T se para
cualquier zg € H, existe u € L? (0,T;U) tal que la solucion del sistema (7) satisface z (T) = 0.

Introduciremos ahora el siguiente operador L : L? (0,T;U) — H definido por
T
Lru = / S(T —t)Bu(s)ds.
0

Asi, las siguientes definiciones de controlabilidad, arriba mencionadas, son equivalentes a la :

Controlabilidad Exacta en T' < Im L7 = H; (8)
Controlabilidad Nula en T'< S (T) H C Im L. 9)

En dimensiones finita, i.e., cuando A € R™*" y B € R™*™_ los dos conceptos son equivalentes,
y la equivalencia es una condicién puramente algebraica, la famosa condicién de las filas de
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Kalman: rank (B,AB, .. .,A”_IB) = n. Como una consecuencia, el tiempo T no desempena
ningun papel, para mas detalles podemos citar |9, 43].

Para EDPs las situaciones son mas complicadas que para dimensién finita. Por ejemplo:

— no existe ninguna condicién algebraica controlabilidad;

— el control en el tiempo desempena un papel para las EDPs hiperbolicas;

— la reciproca abajo no es natural en general

Controlabilidade Exata = Controlabilidade a Zero.

Métodos para Controlabilidad

Las pruebas de los resultados aqui citadas son clasicas, y ellos pueden ser encontrados, por
ejemplo en |9, 27, 43, 46|. Tales pruebas son basadas en el método H.U.M. devido a J.-L. Lions
(ver [27]). Un primer resultado que garantiza a controlabilidad puede ser dado de la siguiente
manera;

Resultado A: Diremos que el sitema (7) es exactamente controlable en el tiempo 7" > 0 si,
v solamente si, existe alguna constante ¢ > 0 tal que

T
/0 1B*S* (t) woll?, dt > ¢ |lyol% , Yoo € H. (10)

La desigualdad (10) es llamada desigualdad de observabilidad. Tal desigualdad significa que
la aplicacién
T :yo — B*S™ (-) yo,

es limitada e inversible, o sea, tenemos la llamada propriedad de observabilidad, esto quiere decir
que es posible recuperar completamente las informaciones sobre o estado inicial yg, sobre una
medida en [0, 77, en la salida de los dados B* [S* (t) yo].

Otro resultado relacionado con una desigualdad de observabilidad, pero en un sentido mas
débil, y asi serd llamada desigualdad de observabilidad débil, nos garantizard la controlabilidad
nula del sistema (7) y puede ser formulado como sigue.

Resultado B: El sistema (7) es controlable a cero o nulamente controlable en el tiempo
T > 0 si, y solamente si, existe alguna constante ¢ > 0 tal que

T
/O 1B*S* (t) yoll dt = ¢ [[S* (T) yolly » Vo € H. (11)

La desigualdad (11) tiene un sentido débil por el hecho de que la misma nos da solamente que
las informaciones de S* (T') yo pueden ser recuperadas, pero no pudiendo recuperar informaciones
sobre el estado inicial del sistema yg.

El método H. U. M. El método H.U.M. desenvuelto por J.-L. Lions es una herramienta
de suma importancia para el estudio de controlabilidad de sistemas gobernados por EDPs. Si
consideramos un problema de valor inicial y de contorno

> 2 = Az + Bu,
z(0) =0,



y su problema adjunto, obtenido tomando la distribucién del operador adjunto d; — A, a saber,

—8t — A*:
E* y = _A*yv
Yy (T) =yr,

podemos asumir la siguiente Identidad llave: (2 (t),yr)y = fOT (u, B*y); dt y garantizar la equi-
valencia entre desigualdad de observabilidad y controlabilidad del sistema 3. Ademés, podemos
concluir que:

— La ecuacién de evolucién en el problema adjunto y = —A*y difiere de un operador adjunto
y = A*y por un signo de menos. Una simple tranformaciéon ¢ — T — ¢ hace con que la solucién
del operador adjunto sean soluciones del problema adjunto;

— El método prueba que el operador A : zp — u nos dard um control;

— En general, no necesitamos explicitar B y B*. Los ingredientes importantes para el método
son: la identidad llave vy la desigualdad de observabilidad.

Problemas y Principales Resultados

Vamos investigar las propiedades de controlabilidad para la ecuacién de Korteweg-de Vries.
Para ser mas precisos, vamos a investigar propiedades del siguiente sistema

Yt + VYzzz + (My), =0 en (0,7) % (0,1),
Yy (ta 0) =11,y (tv 1) = U2, Yz (tv 1) = U3 €n (Oa T) ) (12)
y(O,x) = Yo (1’) en (Ovl)a

donde

M = M (t,z) es un coeficiente de transporte (constante en algunos problemas).

v; (i = 1,2, 3) son funciones dependientes del tiempo, que constituyen los controles de nuestro
sistema.

v es un coeficiente de dispersién positiva, .

Observe que la ecuacién KdV clasica corresponde a M =1+ 3.

Como mencionamos en la primera parte de esta introduccion, la KAV tuvo su desenvolvimien-
to a partir de las descubiertas del ingeniero escocés John Scott Russell [38] en el cual observo la
creacién de ondas a partir de un experimento en un canal de superficie poco profunda. La idea
de este trabajo es investigar la controlabilidad (nula y exacta) de este sistema que modela ondas
en superficies bajas.

Especificamente, para el problema de controlabilidad nula el estudio fue hecho como sigue:

(1) estudio del problema de Cauchy para la ecuacion KdV lineal;

(11) utilizacién de estimativas de tipo " Carleman"para encontrar una desigualdad de observa-
bilidad interna apropiada para el estudio de la controlabilidad del sistema lineal asociado
a (12);

En relacién a la controlabilidad exacta el estudio fue hecho de la siguiente manera:
(1) estudio del problema de Cauchy para la ecuacion KdV lineal;

(11) estimativas a priori obtenidas por métodos de los multiplicadores (ver [23]) y pruebas de
desigualdades de observabilidad adecuadas;
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La Ecuacién KdV en un Intervalo Finito (0, L)

Inicialmente vamos a dar atencion a la ecuacion KdV en un intervalo finito (0, L) con condi-
ciones de frontera del tipo Dirichlet-Neumann, mas precisamente vamos a mencionar los primeros
resultados relativos a controlabilidad exacta en la frontera de la ecuacién

Up + Uy + Uy + Uggy = 0 en (0,7) x (0,L),

u (t,0) = hy () en (0,7),
u(t,L) = ho(t) en (0,7), (13)
Ug (tv L) = h3 (t) en (07 T) )
u (0,z) = up () en (0,L).

La controlabilidad en la frontera de la KdV fue primeramente estudiada por Rosier |35] cuando
consider¢ el sistema (13) con solamente un control hs (h; = hy = 0) en accion. El demostr6 que
el sistema (13) es localmente exactamente controlable en el espacio L? (0, L).

Teorema 1. 1%/Sean T > 0 y

S
L¢N:—{2m/j+l3+‘7l:j,leN*}. (14)

Considere § > 0 tal que ug, ur € L? (0, L) satisfazen
luoll 20,y + llurll 20,0y < 6,

entonces, existe un control interno hy € L2 (0,T) tal que el sistema (18) con hy = hy = 0 admite
una unica solucion

ue C([0,T];L*(0,L)) N L*(0,T;H' (0, L))

que satisface
uw(0,z) =wuo(z) y w(T,z) =ur(x).

El teorema fue inicialmente probado para el sistema lineal usando o método H. U. M con la
afirmaciéon que los datos deben ser suficientemente pequenos. Con el resultado lineal en manos,
fue extendido el resultado de controlabilidad exacta para el sistema no lineal obteniendo el
Teorema 1, utilizando el principio de contraccién. En este trabajo, Rosier prueba que si L € N
el sistema lineal asociado a (13) con hy = he = 0 no es exactamente controlable; esto es; existe
un subespacio de dimensién finita M de L? (0, L) para el cual las soluciones del sistema no
lineal son llevadas del origen a un determinado tiempo final T'. Mas precisamente, para cualquier
0 # up € M, la solucion u de (13) satisface

u(0,z) =0, wu(T,z)# up,

para cualquier control interno hs € L? (0, L). De ahora en adelante, un dominio (0, L) es llamado
critico si se longitud L € V.

En lo que dice respecto a la controlabilidad en las longitudes criticas, Coron y Crépeau, en
[10], prueban que el sistema (13) con hy = hg = 0 e L = 2km € N es localmente exactamente
controlable en el espacio L? (0, L) atin cuando su sistena lineal asociado no es exactamente
controlable. Para obtener tal resultado los autores hacen uso de un método denominado métoedo
del retorno debido a Coron en [9].
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Teorema 2. [19Sea T > 0 y L = 2k ¢ N para algin entero k. Eriste un § > 0 tal que para
ug,ur € L? (0, L) satisfaciendo

[woll 20,2y + llurllp20,0) < 9,

se puede encontrar un controle hy € L?(0,T) donde el sistema (13), con hy = hy = 0, admite
una Unica solucion

ue C([0,T);L*(0,L)) N L* (0, T; H' (0, L))

que satisface
w(0,2) = uo (2) y u(T,2) = ur (x).

Otros resultados relativos a controlabilidad del sitema (13) fueron probados. Por ejemplo, en
Glass-Guerrero [17] y Rosier [36], los autores garantizan que el sistema (13) es controlable a cero
cuando se considera hg = 0.

En [36], el autor esclarece de forma breve el motivo fisico por el cual se debe considerar el
control actuando del lado derecho del dominio espacial en la ecuacién KdV, ademaés, el considera
el sistema (13) con apenas un control actuando en la frontera, a saber hy. Usando una estimativa
del tipo Carleman, el prueba que el sistema (13), con he = hg = 0, es localmente controlable por
trayectorias y, en particular, es localmente controlable a cero.

Teorema 3. [3/Sean T >0 y L > 0 . Considere
veC([0,T];H?(0,L))nC ([0,T];L*(0,L)) nH' (0,T; H' (0,L)) ,
siendo una funcidn que satisface

Vg + Vg + VUp 4+ Vg = 0 en(0,7) x (0,L),
v(t,L)=vy (t,L) =0 en (0,7), (15)
v (0,2) = vg (x) en (0,L

Entonces, existe un & > 0 tal que para ug € H? (0,L) con ug (L) = uf (L) =0 y

o — U0HH3(0,L) <9,

existe una funcion

ue C([0,T);L*(0,L)) N L* (0, T; H' (0, L))
el cual es solucion de

Up + Uy + Uy + Uggy = 0 en(0,T) x (0,L),
u(t,L) =wuz(t,L) =0 en (0,7), (16)
u(0,z) =uo (z) u(T,z)=v(T,x) en (0,L).

Observe que en (16) el autor especifica solamente dos condiciones de contorno. Para tal siste-
ma ser considerado compatible es necesatio agregar una tercera condicién de contorno envolviendo
el control, por ejemplo

w(t,0) = h ().

En este caso, Rosier considera el h; en la clase H' (0,T). Sin embargo, algunos afios después,
Glass y Guerrero, en [17], nos dicen que es posible tornar ese control mas regular a través del
siguiente resultado.
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Teorema 4. ['ISean T > 0 y L > 0. Considere v € C ([0,T];L*(0,L)) N L*(0,T; H' (0, L))
solucion de

Vg + Vg + Uz + Vg = 0 en (0,7) x (0,L),
v(t,0)=v(t,L)=v, (t,L) =0  en(0,T),
v(0,2) = vg (x) en (0,L).

Entonces, existe un § > 0 tal que para ug € L? (0, L) con
o — ’UOHL2(0,L) <9,
existe hy € HY?=¢ tal que el sistema (13) con hy = h3 = 0 admite una dnica solucion
ue C([0,T);L*(0,L)) N L* (0, T; H' (0, L))
satisfaciendo
u(0,z) =wuo(z), uw(T,z)=v(T,x).

Glass y Guerrero también consideran en este mismo trabajo el sistema (13) con hg = 0.
Ellos prueban que este sistema es localmente exactamente controlable en L2 (0, L) atin cuando
el dominio espacial es critico.

Teorema 5. [171Seqn L > 0 y T > 0. Eziste un 6 > 0 tal que para cualquier ug,ur € L* (0, L)
con
lwoll 20,y + llurllp20,0) < 9,
existen controles hy,ha € L%(0,T) tal que la solucion del sistema (13) con hz = 0 admite una
inica solucion
ue C([0,T); H*(0,L)) nL*(0,T;L*(0,L))
que satisface
u(0,2) =ug(x), u(T,x)=ur.

Motivados por los Teoremas 4 y 5, nos dedicaremos al estudio de los principales resultados
de controlabilidad obtenidos en [17] para el sistema lineal correspondiente. Mas precisamente,
probaremos los siguientes resultados:

Teorema A. Sea M una constante y v > 0 fijo. Entonces, para cada yo € H=(0,1), existe
vy € L2(0,T), tal que la solucion y € Yy de (12) con datos vo = v = 0 satisface yli—r = 0 en
(0,1). Ademds, para cada v € (0,1), existe C* > 0, tal que

vl L2(0,m) < ijoHH—l(oJ)- (17)

Por otro lado, para v suficientemente pequerio (en terminos de M solamente ), obtenemos

. C|M|"/? 1

donde C' es una constante independiente de M, v y yo.

Teorema B. Sea M una constante y v > 0 fijo. Entonces, para cada yo,y1 € L*(0,1), existen
vy yve en L2(0,T), tales que a solucion y € Yy de (12) con vs = 0 satisface y|i—r = y1 en (0,1).

Esos resultados serdn probados utilizando el método HUM que mencionamos en la seccién
anterior.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo presentaremos algunos resultados clasicos que seran usados a lo largo
del trabajo. Las demostraciones se pueden encontrar en [2], [5], [18], [26], [29], [30], [31],
32), [33], [37] y [45].

1.1. Espacios L?

Sea ) un abierto del R™. Representaremos por LP(Q2), 1 < p < 400, el espacio vectorial
de las (clases de) funciones definidas en 2 con valores en K, donde K es R o C, tales que
|u|P es integrable en el sentido de Lebesgue en (.

El espacio LP(2) unido de la norma

|lull o) = (/ |u(x)]pd:z;) , paral <p < 400
0

[[ul[ L= = supess|u(x)|, para p = o0,
e

es un espacio de Banach.
En el caso p = 2, L?(Q) es un espacio de Hilbert.

Proposicién 1. Si u € L'(Q) entonces las integrales indefinidas de u son funciones
continuas.

Proposicion 2. (Desigualdad de Young) - Sean 1 < p,q < oo tal que

1 1
-+ —-=1ya,b>0. Entonces
q

p
a? bl
ab < — + —.
b q
Proposicion 3. (Desigualdad de Minkowski) - Sean 1 < p < oo y f,g en LP(Q),

entonces
1f + gllr@) < 1 fllzr) + ll9llre@)-



Proposicion 4. (Desigualdad de Hélder) - Sean u € LP(Q) yv € L1(Q) con 1 < p <
oo y —+ — = 1. Entonces uv € L' () y tenemos las desigualdad
p q

/Q|uv\ < Jull e |Vl a-

Sigue como corolario de la Proposicion anterior el siguiente resultado:
Corolario 1. (Desigualdad de Hélder generalizada) - Sean fi, fo, ..., fr funciones
tales que f; € LPi(Q), p; > 1,1 <1 <k, donde l+l+...+i = E y E < 1. Entonces
el producto f = fifa... fr € LP(Q) y P e Pob

Ifller@) < IAillze @l f2llee @) - - [ frllzoe @)

Ademas de los resultados arriba, tenemos que:
i) LP(Q) es reflexivo para todo 1 < p < 400;
ii) LP(Q)) es separable para todo 1 < p < +oc;
iii) D(Q) tiene inmersion continua y densa en LP(2) para todo 1 < p < +o0;

iv) Si (f.) es unasucesion en LP(Q2) y f € LP(§2) son tales que || f,, — f||zr(@) — 0 entonces
existe una subsucesion (f,,) tal que f,, (x) — f(x) casi siempre en .

Teorema 6. (Teorema de la Representacion de Riesz) - Sean 1 < p < +o0,

/ 1 1
w € (LP(QQ)) con —+ — = 1. Entonces, eriste una inica u € L1(), tal que
qg p

(1) = [ ual@da, Vo e @) ¢ fulrwy = 19l gnay-
Cuando p = oo, obtenemos:

Proposicion 5. Sea ¢ € (Ll(Q))l, entonces existe una unica u € L>®(Q) tal que

(0} = [ ulaolalde, Vo € L)y lullzm = Il gy
Denotaremos por L} (), 1 < p < 400 el espacio de las (clases de) funciones
u: Q — K tales que |ulf es integrable en el sentido de Lebesgue sobre cada com-
pacto K de ) unido de la siguiente nociéon de convergencia: Una sucesion wu, converge

para u € L} (Q) si para cada compacto K de 2 se tiene:

pxwfﬂg_(lgmua—mwwm> 0.

Lema 1. (Lema de Du Bois Raymond) - Sea u € L}, .(Q), entonces T, = 0 si, y

loc
solamente si, uw = 0 casi siempre en ), donde T, es la distribucion definida por

<nﬂﬁzlﬁ@m@m%v¢epm)
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De este Lema se tiene que T, queda univocamente determinada por u € L}, (), esto
es, si u,v € L},.(Q), entonces T, = T, si, y solamente si, u = v casi siempre en (.

PI‘OpOSlClOII 6. Sea (uy),eny C LY (), 1 < p < +oo, tal que u,, — w en LY (Q), entonces

loc
u, — u en D' (Q).
Lema 2. (Lema de J-L. Lions) - Sea (u,) una sucesion de funciones en L1(Q) con
l1<qg<oo. Si

i) u, — u casi siempre en @,
ZZ) Hul,HLq(Q) < C, Yv € N,

entonces, u, — u débil en LI(Q).

1.1.1. Espacios de Sobolev

Sea € un abierto de R", 1 < p < 400 e m € N. Se representa por WP (Q) el espacio
vectorial de todas las funciones u € LP((), tales que para todo |a| < m, D%u pertenece
a LP(Q2), siendo D*u la derivada en el sentido de las distribuciones.

El espacio W™P(§2) unido con la norma

||| = / |D%Pdx |, para 1 < p < oo,

|ar|<m

[t .00 = Z supess\Do‘ (x)|, para p = oo

[ |<m

es un espacio de Banach.

Representamos W™2(Q2) = H™()) que son espacios de Hilbert.

Sabemos que C§°(Q2) es denso em LP(Q2), pero no es verdad que C§°(£2) es denso en
Wm™P(Q) para m > 1. Motivado por esta razon definimos el espacio Wy (€2) como la
clausura de C§°(€2) en W™P(Q), esto es,

wmr(Q)

G () = Wy ().

1 1
Supongamos que 1 < p < ooyl < g < oo tal que — + — = 1. Se representa por
q

p
W—m4(Q)) el dual topologico de Wi™P(€2). El dual topologico de HJ*'(Q2) se denota por
H™(Q).
Proposicién 7. Sean €2 un conjunto abierto de R™, de clase C™, con frontera limitada y
m un entero tal que m > 1, y 1 < p < 0o. Entonces tenemos las siguientes inmersiones
continuas:

1 1

si— — 2 > 0 entonces WmP(Q) — L1(Q), donde — = — — @,

]17 n qg p n
si— — 2 =0 entonces WmP(Q) — L1(Q), Vq € [p, +o0],

p n

1
si— — 2 <0 entonces WmP(Q) — L*(Q).

p n



Teorema 7. (Teorema de Rellich-Kondrachov) - Sea Q un subconjunto abierto li-
mitado de R", Q de clase C' y 1 < p < co. Entonces

1 1
— LYQ), Vq € [1,p*], donde — =
b

B 1
p n

si p < n entonces WHP(Q

2

si p=n entonces W1P(Q c(Q),
con inmersiones compact

)
si p=n entonces WHP(Q) — Li(§2), Vq € [1,+o0],
)
as
Proposicion 8. Sean 1 < g < p < oo y enteros m > n. Entonces
lull o) < Cllullpafoy lullirmg),  Yu € WH(Q),

donde

=

R C
S|

1
m

| =

para alguna constante C > 0.

Para todo niimero real s > 0 definimos el espacio H*(R"™) como
H(R") = {u € LAR"); (1 + [I€]*)**a € L*(R")}.

Este espacio coincide com los espacios H™(R™) cuando s es un ntimero entero. De forma
analoga al caso W™P(R") se muestra que las funciones C°(R") son densas en H*(R")

para todo R™. Definimos H*(R") para valores negativos de s como siendo el espacio dual
de H—*(R").
En el caso en que () sea de clase C™, podemos definir los espacios fraccionarios

H*(Q2) = {v|o;v € H*(R")}.

Si unimos a este espacio con la norma

fullsy = inf{lollmgn, v=u en
se tiene que H*(Q2) es un espacio de Hilbert.

Proposicién 9. D(Q) es denso en H*(S)) para todo s > 0 real.
Proposicion 10. Si 0 < s < sq, entonces H**(Q) — H*' ().

Proposicién 11. 51 s — 5 > m , m entero no negativo, entonces

H3(Q) — C™(9).



1.2. Espacios Funcionales a Valores Vectoriales

En esta seccion vamos a determinar los espacios en que se consideran las variables
temporal y espacial, los cuales son necesarios para dar sentido a los problemas de evolu-
cion. Sean X un espacio de Banach y a,b € R.

El espacio LP(a,b; X), 1 < p < 400, consiste de las (clases de) funciones medibles sobre
[a,b] con imagen en X, o sea, las funciones u : (a,b) — X, tales que

1
b ]
[ull Lo apix) == (/ Hu(t)ug(dt> < .

El espacio L>(a, b; X) consiste de las (clases de) funciones medibles sobre [a, b] con imagen
en X, limitadas casi siempre en (a,b). La norma en este espacio es dada por

|| oo (a,px) = Inf {e > 0; |lu(t)||x < ¢ q.5.}.

El espacio C™([a,b]; X), m = 0,1,..., consiste de todas las funciones continuas
u : [a,b] = X que tienen derivadas continuas hasta el orden m sobre [a,b]. La norma es
dada por
|| oo (a,px) = Inf {e > 0; |lu(t)||x < ¢ q.5.}.
El espacio C™([a,b]; X), m = 0,1,..., consiste de todas las funciones continuas

u : [a,b] = X que tienen derivadas continuas hasta el orden m sobre [a,b]. La norma es
dada por

m

. ¢ (4)
ul| = max (u'(t)].
H H L te[a’b]‘ ( )|

Veamos algunas propiedades de estos espacios.

Proposicion 12. Sean m =0,1,...; 1 < p < 4o00; X y Y espacios de Banach sobre el
cuerpo K, donde K =R o K = C. Entonces:

i) C™(Ja,b]; X) es un espacio de Banach sobre K.
ii) LP(a,b; X), 1 <p < 400 y L>®(a,b; X), son espacios de Banach sobre K.

iii) C([a,b]; X) es denso en LP(a,b; X) y la inmersion C([a,b]; X) — LP(a,b; X) es
continua.

i) Se X es un espacio de Hilbert con produto escalar (.,.)x, entonces L*(a,b; X) es
también un espacio de Hilbert con produto escalar

(10, 0) 2 ) = / (u(t), v(t)) x .

v) LP(a,b; X) es separable, si X fuera separable y 1 < p < +o0.
vi) Si X =Y, entonces L"(a,b; X) — L%(a,b;Y), 1 < g <r < +o0.



Denotaremos por D(a, b; X) el espacio localmente convexo completo de las funciones
vectoriales ¢ : (a,b) — X infinitamente diferenciables con soporte compacto en (a,b).
Diremos que ¢, — ¢ en D(a,b; X) si:

i) 3 K compacto de (a,b), tal que supp (v,) vy supp () estan contenidos en K, Vv;
ii) Para cada k € N, o (t) — ©®(t) en X uniformemente en ¢ € (a,b).

Sea v € LP(0,T;X), donde X es un espacio de Hilbert separable y ¢ € D(0,7T). La
integral en X

/OT v(s)p(s)ds

existe, siendo un vector de X (esta integral es entendida como una integral en X). Asi,
dado v € LP(0,T; X), la aplicacion

Tv:D0,7) — X
definida por

(T, ) = / o(s)p(s)ds

estd bien definida, es lineal y continua. Se denota por D/(O, T; X) el espacio de las dis-
tribuciones sobre (0,7") con valores en X, esto es, el espacio de las aplicaciones lineales
y continuas de D(0,7) en X. De este modo, Tv € D'(0,T; X) y se demuestra que Tv es
univocamente definida por v. Luego, identificando la funciéon v con la distribucion Tv se
puede afirmar que

LP(0,T;X) C D (0,T; X).

Se concluye, de este hecho que toda v € LP(0,T; X) posee derivadas de todas las ordenes
en el sentido de las distribuciones vectoriales sobre (0,7").

Sea T € D'(0,T; X) . La derivada de orden n de T es definida como siendo la distri-
bucion vectorial sobre (0,7") con valores en X dada por

arr d"p
— =(-1)"(T,— ).
<dt”’¢> ( )<’dt">

1.3. El Adjunto de un operador lineal no limitado

Sean X, Y espacios de Banach y A: D(A) C X — Y un operador lineal no limitado
con dominio denso. Definamos el conjunto

DA ={veY's Fec>0tal que (v, Au)| < c||lul|lx, Yu € D(A)}.
Para cada v € D(A*), definimos la aplicacion g, : D(A) C X — R dada por
go(u) = (v, Au), Yu € D(A),
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que satisface
|90(w)| < cllullx, Vue D(A).

Observe que g, es un operador lineal limitado, con dominio denso. Entonces existe una
tnica extension lineal limitada f, : X — R de g,, que satisface

|fo(w)| < cl[ullx, VueX.
Asi, definimos
A e e o (1.1)
v — A*'U = fv .

que es denominado el operador adjunto de A. Como f, extiende g,, entonces ellos coinciden
en D(A) y con (1.1) resulta la relacion de adjuncion:

(A"v,u) = (v, Au), Vu € D(A),Yv € D(AY).

Un resultado que serd utilizado, sobre adjunto de un operador lineal no limitado, es el
siguiente:

Teorema 8. Fl adjunto de un operador es un operador cerrado.

1.4. Cj - Semigrupos

Durante esta seccion, X denotara un espacio de Banach y £(X) el algebra de los ope-
radores lineales limitados de X en X. Una familia de operadores {S(t)}:;>0 es denominada
un Semigrupo de Operadores Lineales cuando satisface:

i) S(0) = I, donde I denota el operador identidad de £(X);
ii) S(t+s)=S(t)S(s), Vt,seR,.
El semigrupo {S(t) };>0 es denominado de clase Cy, o Cp—semigrupo, cuando satisface:
iii) tl_f}& |S(t)r —z||lx =0, VzelX.
Proposicion 13. Si {S(t)}+>0 es un Co—semigrupo, entonces t — ||S(t)||x es una fun-
cion limitada en todo intervalo limitado [0,T].
Resulta, de la Proposiciéon anterior, que existen M > 1y w > 0 tales que
I|S@®)||x < Me*', Vvt >0.

En el caso que w = 0y M = 1, el semigrupo {S(t)}+>0 es denominado Cy—semigrupo
de contracciones.



Definiciéon 1.1. El operador A definido por

h)—1
D(A) = {:C € X; lim &x exz’ste};
h—0 h
h)—1
Az = lim &x, Vr € D(A),
h—0 h

es denominado generador infinitesimal del semigrupo {S(t)}+>0-

Proposicion 14. D(A) es unsubespacio vectorial de X y A es un operador lineal.

Proposicion 15. Sea {S(t)}1>0 un semigrupo de clase Cy y A su generador infinitesimal.
i) Si x € D(A), entonces S(t)x € D(A), Yt>0y

%S(t)x = AS(t)x = S(t)Ax; (1.2)
ii) Si x € D(A) entonces

S(t)z — S(s)x = / AS(7)zdr = / S(r) Azdr: (1.3)

s

iii) Six € X, entonces fot S(t)xdr € D(A) y

t
S(t)r —x = A/ S(T)zdr. (1.4)

0

iv) Para todo x € X,
1 t+h
lim — S(r)xdr = S(t)x. (1.5)
h—0 L

Proposicion 16. i) El generador infinitesimal de un Cy—semigrupo es un operador

lineal cerrado y su dominio es denso en X;
ii) Un operador lineal A, cerrado y con dominio denso en X, es el generador infinite-
simal de, en lo mdzimo, un Co—semigrupo .

Definicién 1.2. i) Se dice que un operador lineal A : D(A) C X es disipativo si, para
alguna aplicacion dualidad j,

Re(j(z),Az) <0 Vz e D(A). (1.6)
En el caso en que X es un espacio de Hilbert, equivalentemente, A : D(A) C X es

disipativo cuando
(Az,z)x <0, Ve D(A);

i) Se dice que A é m-dissipativo si fuera disipativo y Im(IX— A) = X para algin A > 0;

iii) Se dice que A es acretivo (m-acretivo) si —A fuera disipativo (m-dissipativo).
Teorema 9 (Lumer-Phillips). Un operador A es gerador de un Cy—semigrupo de con-
tracciones si, y solamente si, A es m-disipativo y densamente definido.

Corolario 2. Sea A un operador lineal cerrado densamente definido. Si A y su adjunto
A* son disipativos, entonces A es generador infinitesimal de un Cy—semigrupo de con-
tracciones.



1.5. Interpolacién de Espacios de Sobolev

Sean X e Y dos espacios de Hilbert separables, con inmersiéon continua y densa. Sean
(,)x ¥ (,)y los productos internos de X e Y, respectivamente.

Indicaremos por S, el conjunto de todas las funciones u definidas en X, tal que la
aplicacion v — (u,v)y, v € X es continua en la topologia inducida por Y. Entonces
(u,v)y = (Sv,u), define S, como siendo un operador ilimitado en Y con dominio D(S),
denso en Y.

S es un operador auto-adjunto y estrictamente positivo. Usando la descomposicion es-

pectral de operadores auto-adjuntos, podemos definir S?, § € R. En particular, usaremos
A= SY2,

El operador A, es auto-adjunto, positivo definido en Y, con dominio X y
(u,v)y = (Au, Av)y, Yu,v € X.
Definiciéon 1.3. Con las hipdtesis anteriores, definimos el espacio intermediario
[X,Y], = D(A*?) (dominio de A™%),0 <0 <1,

con la norma
lullty, = lully + 145

Observacion.
L. X = [X)Y],—=Y.

2. lullpeyy, < lll S
3.510 <y <0 <1, entonces [X,Y], < [X,Y], donde la inyeccion es densa.

4. [[X, Y]eo (X, Y]GJ@ = [X, Y](179)90+991-

Proposicién 17. Sea u € X. Entonces,
lullixyy, < Cllullxllully
para alguna constante positiva C.

Teorema 10. Sean Ay, A; espacios de Banach y 1 < py < oo, 1 <p; <oo, <60 <1.
Entonces,

[LP°(Ay), L7 (Aq)]g = LP([Ao, A1lp),

donde = = 110;09 + p%' Ademds, si 1 < pg < 0o se tiene

SR

[L7(Ao), L=(Ar)lg = LP([Ao, Arlp),

[=

—
|

>

donde = = =2,
P
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Teorema 11. Sean 2, un conjunto suficientemente reqular de R™, s; > so > 0, tales que
s1 Y Sy # k+1/2 (k entero > 0). Entonces,

(13 (@), Hy? () = HO-D-07(@),
si(1—0)s;+0sa#k+1/2y
[H (), H(Q)]g = H'0™(Q),
si (1 —=0)m # k+1/2, con normas equivalentes.

Teorema 12. Sea ) suficientemente regular. Sean s y sy > 0, tales que so # p+1/2 (1
entero > 0). Entonces,

[H°(Q), H™*(Q)]g = H!'™0"7%2(Q), (1.7)
si (1 —0)sy —0sy # —1/2 —v (v entero > 0).

Teorema 13. Sea X,Y un par de espacios de Hilbert, con las propiedades andlogas a las
del par X, Y. Sim e L(X,Y)NL(X,Y), entonces

7 e L([X, X]g;[Y,Y]y) para todo 0 < 6 < 1.

Definiciéon 1.4. Decimos que dos espacios vectoriales topologicos normados X eY son
compatibles si existe un espacio vectorial topologico separable U, tal que X e Y son subes-
pacios de U.

Consideremos el par (X,Y") de espacios compatibles, entonces podemos definir su suma,
denotada por

Z(X,Y):X~|—Y:{uEU, u=z+y, x€X,yeY}
unido con la norma

lullsxry = inf{llzllx + lylly, w=2+y)

AX,)Y)=XnNnY
unido con la norma

||U||A(X,Y) = mal’{HfEHXa ||y||y}.

Sean S = {z]|z € C,0 < Re(z) <1} y Sy = {z]z € C,0 < Re(z) < 1}. Definimos F(X,Y)
como el conjunto de las funciones continuas en S que satisfacen:

L. f:C— > (X,Y). analitica en Sp;

2. lf(D)llsexy) < M, Vz e S;

11



3.t — f(it) € X, siendo continua y nula en el infinito;
4.t — f(1+1it) € Y, siendo continua y nula en el infinito,
unido con la norma
[ lrexyy = maz{supe| f(@t)]|x, supell f(1+at) ||y }-

Lema 3. El espacio F(X,Y) es un espacio de Banach.
Definicién 1.5. Definimos [X,Y], como

X,Y], = {u| u € Z(X, Y),u= f(0), paraalgin fe€TF(X, Y)}
unido con la norma

lullpeyy, = nf {If O leac| w=f(0), feFX,Y)}.

Observacion.
1. El espacio [X, Y], es un espacio de Banach.

2. A(X,Y) C [X,Y], C D (X,Y).

Teorema 14. Sean X e Y dos espacios de Banach, 1 < py , p1 < 00, 0 < 6 < 1.
Entonces,

[L7(0,T; X), L7 (0, T3 Y)]y = LP(0, T [X, Y],)

donde + = 1= 1+ % con normas equivalentes. Si 1 < py < 00, tenemos
Po p1 0 ’

D =

[L7(0,T; X), L>(0, T3 Y)]y = LP(0, T [X, Y],)

donde £ = =2 con normas equivalentes.
P Po
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Capitulo 2

El Problema de Cauchy

Dado T > 0, consideremos el sistema

Yt + VYzaa + (My)z =0 en (0, T) X (0, 1)
Y le=0= V1,Y |o=1= V2, ¥z [e=1=v3 en (0,T
Y li=0=vo en (0,1).

~—

—
[N]
—_

~—

Estudiaremos la siguiente clase de soluciones:

Definicién 2.1. Dados T > 0, yo € H~1(0,1) y (v1,vs,v3) € [L?(0,T)]? x H~'/3(0,T),
decimos que una funcion y € L*((0,1) x (0,T)) es una solucion (por transposicion) de
(2.1) siy satisface

T 1 T T
/ / yf dxdt =(yo, u ‘t:0>H—1(O,1)><H3(0,1) + V/ V1 Ugy |g—o dt — V/ Vollyy |z=1 dt
o Jo 0 0
+ v(vs, u Ix:1>H*1/3(O,T)><H1/3(0,1)a Vfe Lz((oa 1) x(0,7)), (2.2)

donde u es solucion del siguiente problema adjunto

—Up — Vlgpy — Mu, = f en (0,7) x (0,1)
U |p=0= U |z=1= Uz |s=0=0 en (0,7T) (2.3)
U |=r=10 en (0,1).

Los resultados de la existencia de esta clase de solucion se daran en la seccion (2,33)
y dependen del Teorema de la Representacion de Riesz, de argumentos de interpolacion
y de las estimativas siguientes.

13



2.1. Estimativas de Energia

En esta seccion vamos a probar que para f en L*(0,7; H'(0,1)) U L*(0,T; L*(0,1))
la solucion del sistema adjunto (2.3) esta en el espacio

Yij = L2(0, T3 HY(0,1)) N C°(0,T]; L*(0,1)).

Lema 4. Sea M una constante y f € L*(0,T; H=(0,1))U L*(0,T; L?(0,1)). Entonces, la
solucion u del sistema (2.3) pertenece a Yi,4. Ademds, existe una constante positiva C,
tal que

C

[l Lo o722 (0,1)) + V2|l 20 711 0,1)) + VM2 |1 Lemt 200y < m”f”L?(O,T;H*l(O,l))
(2.4)
||U||Loo(0,T;L2(o,1)) + V1/2||u||L2(O,T;H1(O,1)) + V1/2||Ux |a::1 ||L2(0,T) < O||f||L1(O,T;L2(O,1))- (2-5)

Demostracion. Basta mostrar para f € C5°((0,7) x (0,1)). El resultado sigue por argu-
mentos de densidad.

Primer caso: f € L?(0,7; H'(0,1)).

Multiplicamos la ecuacion (2,3) por (1 — z)u e integramos con respecto a  :
1 1 1
—/ (1 — z)uuy doe — V/ (1 — 2)utlyyy dm—M/ (1 — z)uu, de =
0 0 0

= (f,(1— x)u>H—1(0,1)><H3(0,1)~ (2.6)

Observe que

1 1 1
—1// (1 — 2)uugy,de = 1// (1 — x)ugugdr — 1// Ul dT (2.7)
0 0

—M/Ol(l ) (u) da — —M/01(1 _ x)(%2)xd:v _ # /01 2dr. (28

Substituyendo (2,7) y (2,8) en (2,6) obtenemos

10

_§a/0 (1—2)u da:+u/0 (1 — 2) (uptipy) — Ulyy )da — 7/0 ulde =

= <f, (1 - x)“)H—l(O,l)ng(O,l)- (2-9)
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Nuevamente, integrando por partes, obtenemos las identidades

1 1
1
/ (1 — 2)upuzde = —/ uZdz (2.10)
0 2 Jo
y
1 1
—/ Uy dx :/ u? dx. (2.11)
0 0
Substituyendo (2,10) y (2,11) en (2,9) y utilizando la desigualdad de Holder, conclui-
mos que
1d (! 3 /! M !
—5%/ (1 - 2)uda + V§/ uide = 7/ w?dr + (f, (1 = 2)u) 1 (0.1)x a2 0.1)
0 0 0
M 1
< 5[+ Wlaenl( -2l
M (! v
< a4 BBy + gl0-aulye.  @12)
Como
1 1 1
10 =)l = [ vz =2 [0 =a)uu)do+ [ (1 -afuids -
1 1
= / (1 —2)*uidr < / uZdx (2.13)
0 0
de (2,13) y (2,12) se obtiene
1d (! 3 /1 ! v [! C
Er (1 — 2)uldr + 51//0 udr < C’/O u?dx + 5/0 uldr + ;HfH?{_I(OJ). (2.14)
Ahora, multiplicamos la ecuacion (2.3) por u e integramos con respecto a  :
1 1 1
—/ wuydr — u/ Ul gppdr — M/ utzdr = (f, u) g-1(0,1)x H1(0,1)- (2.15)
0 0 0
Observe que
1
/ utdr =0 (2.16)
0
y
1 1 1 1 1
—/ Uy AT :/ Uy Uy AT = —/ (u2)pdr = = |ug |o=1 |*. (2.17)
0 0 2J 0 2
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Integrando por partes, usando las desigualdades arriba y aplicando la desigualdad de
Holder sigue que

1d

1
v
_55 2d$+ Hux lo=1 I = (f, u) - 1(0,1)x H}(0,1) “fHH 1(0,1) 2/0“9206155- (2.18)

Combinando las desigualdades (2,14) y (2,18) obtenemos la siguiente desigualdad

1d 1 1
3, (2—:1:)u2dx+1//0 u?vdijgHugC ozt |12 <

1
go/ uzdﬁﬁ/ ud:c+—|rqu o)
0 2 Jo

c [ 2 v (! 2 2
35 ) (2 —2)u dx+§ i uxdx—l—;HfHHfl(O,l).

Asi,
1d (! c ! !
—5%/0 (2—x)u2d:r—§/0 (Q—x)UQdIE—f—g/O uidm—l—%”uw e I <
< ;HfH%I—l(O,l)'
Luego,
1d ! v ! C
5 [ @madn) 4 5 [+ B |t 1P € e g (219

Recordando que u(7T,z) = 0, integramos (2.19) de t hasta T" obteniendo

1 [ v [T e ! !
s [ ? [ [utnapasyis v [ o P <
0 t 0

T eCs
<C [ U ds. (220
t

De la desigualdad (2,20) obtenemos una constante C' > 0 que satisface

! / e < Lo / (2 — 2)ulds < C / 620
0 0 t

C T
<o 1) s
0
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osea,

C
||U||Loo(o,T;L2(0,1)) < m”f”L?(O,T;H*l(O,l))- (2-21)

Nuevamente, de la desigualdad (2,20) sigue que

L (Tt , [T 1 , o [T ,
5/ (/ Uy (s, z)%dr)ds < 5/ (ecs/ Uy (s, x)%dx)ds < —/ 1f () 5710,y
t 0 ¢ 0 VJo

T T o C T
o [ s )P < v [ e s )1Pds < S [ IR0
t t

Haciendo ¢ — 0 en las desigualdades arriba, se tiene

C

V1/2||U||L2(0,T;H1(0,1)) < m”.fHL?(O,T;H*l(O,l))a (2.22)
C

V2 g omr L2y < 1/2Hf||L2(0,T;H*1(0,1))‘ (2.23)

Finalmente, sumando las desigualdades (2,21), (2,22) y (2,23), obtenemos (2,4).
Segundo caso:f € L'(0,T; L*(0,1)).

Procediendo como en el caso anterior deducimos que

1
—%% (1—-2)u 2d3:’+V3/ U dz<—/ 2dx—|—/ fudz (2.24)
0
y
1d [! v !
5o [ e S e 1 = [ (2.25)

Sumando las desigualdades anteriores,obtenemos la siguiente desigualdad

1d (! 3v 1 v c ! !
—~— [ 2—2)u’dr+ = 2dr + = |ug |= 2<—/ ’d 2/ d
2dt0( T)u :c+2/0uxx+2Hu|_1H_20u r + Ofux
C 1 1
S—/ (2—:17)u2dm+0/ fudzx.
2 Jo 0
Consecuentemente,
1 ! 3
—5%( /(Q—x)qux) ;eOt/ 2d:B+—eCt||ux | o= 1||2<CeCt/ fudx
0

u :
CT/f dx<C/ fudz. (2.26)
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Integrando de ¢ hasta T resulta de (2,26) que

1 ! v (T ! v [T
—eCt/ (2—x)u2dx+—/ (eos/ um(s,x)Qd:ﬁ)ds—i-—/ €% |lug(s,1)]|%ds
2 Jo 2 )i 0 2 J¢
T T
< C/ / fudxds < C/ / fudxds. (2.27)
¢ Jo o Jo

De (2,27) obtenemos una constante C' > 0 tal que

1 1 1 T 1
—/ wlde < —eCt/ (2 — 2)uldr < C’/ / fudxds
2 /o 2 0 o Jo

< Cllull e 0,7;220000) | f | L1 0,7:2200,1)

1
< ZHUH%M(O,T;L?(OJ)) + Clf 20120010

donde
ull oo 0,7:22(0,0)) < Cl fll 22 (0,m302(0,1))- (2.28)

Nuevamente, de la desigualdad (2,27) tenemos la estimativa

3y, (T 1
?//ux(s,x dmds<—/ /u;,;sx dxds<0//fudxds
t Jo

Haciendo t — 0 , por la desigualdad (2,28) obtenemos que
V2l 2o 0,1 < Cl Il o.iz200.0))- (2.29)

Andalogamente, de las desigualdades (2,27) y (2,28) (haciendo ¢ — 0) limitamos el tér-
mino de frontera u,|,—1:

14

T
2 [ sl DIFds < CUFIE sz

osea,

V1/2||U:p |a:=1 HL?(O,T) < C||fHL1(0,T;L2(o,1))- (2-30)

Sumando las desigualdades (2,28), (2,29) y (2,30) resulta (2,5). O
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Lema 5. Sea M en Yy, y f como en el Lema 4. Entonces, existe una tnica solucion u

en Yiy del sistema (2,3). Ademds, eviste una constante positiva C = é(||M||y1/47V>, tal
que

[ull oo 0.1:22(0.0)) + Nl 20,1581 0,0)) + U le=1 20y < CUM Iy, 05 ) f |l 220,71 0.0))
~ (2.31)

HUHLOO(O,T;L2(0,1)) + HUHLQ(O,T;Hl(o,l)) + Hua: \le HL?(O,T) < C(HMHY1/47V)||fHL1(O,T;L2(O,1))-
(2.32)

Demostracion. Si f € L'(0,T; L*(0,1)), entonces (2,32) sigue del segundo caso del Lema
1. Si f € L?(0,T; H~'(0,1)), por el caso 1 del Lema anterior obtenemos que

1d [ 3v [ !
——— 1—2 u2dx—|——/ uida:—/ M(1 — x)uu,dz
2ar ), 17 i | M(1—2)

0
=(f, (1 - x)“)H*(O,l)xH&(O,I)-
(2.33)
Ahora, por la desigualdad de Holder,
1
/ M (1 — z)uuzdr < ||Jugl[ L2010 M (1 = 2)ul| L2001y <
0
v 1
< llualFaon) + 5 1M = Dl

v C

< 5”“3:“%2(0,1) + ;HM”%W(O,I)HUH%Q(OJ)' (2.34)

Luego, multiplicando la ecuacion (2,3) por u, integrando con respecto a x y llevando en
cuenta las identidades (2,16) y (2,17), tenemos

1d [* v !
—5= | wda A+ Slug o= |7 _/ Muugdz = (f,w) m-1(0,1)x 13 (0,1); (2.35)
2dt J, 2 ] 0
donde
' v 2 c 2 2
; Muugdz < §||Ua:”L2(o,1) + ;HM”Loo(o,n”UHL2(0,1)- (2.36)
De (2,33), (2,34), (2,35) v (2,36) resulta que
1d [* v v !
—— | (2= 2)uldat=|ug |pe1 ||+ = 2de <
s | et L P+ g [ s <

2C !
<(f, (2 - x)”)H—l(D,l)xH&(O,l) + THMH%OO(O,I)/ u’dx
0
1

C v 1 2C
< _“fH%I—l(O,l) + Z/ uidm + _”M“%w(o,n/ u*dz. (2.37)
v 0 v 0
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Por el Teorema de Morrey, se tiene
M| zoe0,1) < [[M |2 0,0) < 1M |zoe 0,701 0,1)) < 1M [y -
Luego, substituyendo la desigualdad arriba en (2,37) obtenemos
1d [*

2 — 2)utde + L, | n%’/lm <
——— —x)udr + =||uy .= — uydr <
2dt J, 2 LRV

C 2 20 2 12
< Sl + 013, [ v

. C [t
<l + 5 | @—o)ide,
donde C' = é(|]]\/[\|y1/4,u). Asi,

1d

1 1
) o o )
—5 (€ [ (2= a)uldr) + e | uide + Se ug o=t |2 < e flFm 00 (2:38)
2 dt o 1, 2 :

De (2,38) y por el mismo argumento usado en (2,19) — (2,23), se obtiene

[ull L o.riz20,1) < CUM vy, I 207301 0,1)) (2.39)
lull 20 0,1)) < CUM vy ) lz200,75-10,1)) (2.40)
[t lo=1 lIz20,) < CUMIlv, 05 VI f 1l 220,701 0,1))- (2.41)

Finalmente, sumando las desigualdades (2,39), (2,40) y (2,41) deducimos la desigualdad
(2,31).

O
2.2. Regularidad y estimativas para el caso M=0
En esta seccion demostramos un resultado de regularidad para el siguiente sistema:
—Ug — Vlgge = g en (0,7) x (0,1)
u ‘120: u |x:1: Uy ’x:OZ 0 en (O,T) (242)

Inicialmente, introducimos los siguientes espacios funcionales
Xo=L*0,T:H%0,1)); X,=L*0,T:H0,1); X,=L*0,T:H0,1))
X, =LY0,T: (H*NH?(0,1)) : Yy=L*0,T;L*0,1))nC°0,T]; H(0,1))
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Y1 = L*(0,T; H*(0,1)) N C°([0, T; H*(0,1)).

Consideraremos los espacios Xy y X; unidos con las normas usuales, en cuanto que en Yj
y Y las normas seran dadas, respectivamente, por

lullyy == "2 (|ull 2012201y + 11l 2o o501 (0,1))

lully; == v"2Jull 20,110,y + 1wl oo (0,73 0,1)) -

Lema 6. Sea g € L*(0,T : H2(0,1)) U L*(0,T : (H* N HZ)(0,1)). Entonces, existe una
unica solucion de (2,42) en Y1, tal que

_ C
ully, +v 1/2||Ux |lz=1 |E107) < m”gHL?(O,T;H?(OJ)) (2.43)
Yy
lully, + v 72 (|ts ozt o) < Cllgller om0, (2.44)

para alguna constante positiva C.

Demostracion. Vamos a suponer que g € C°°([0,7] x [0,1]) con ¢ |z=0= ¢ |o=1=
Gz |z=0= gu |s=1= 0. Nuevamente, la conclusion de los casos g € L*(0,T : HZ(0,1)) y
g € LY0,T: (H*N HE)(0,1)) resulta de argumentos de aproximacion y densidad.

Inicialmente, aplicamos el operador P, = 0,,, a la ecuacion (2,42):

(Pyu); + vPiu = —Pig en (0,7) % (0,1). (2.45)

Multiplicando la ecuacioén anterior por —(1 — z)Pju e integrando en (0, 1), obtenemos

1d [! ' 1
—57 [ (1=a2)| P ? do — y/ (1 — 2) PPuPyudr = / (1 —z)PruPigdr.  (2.46)
0 0 0

Por los datos de contorno y por la eleccion de la funcion g, obtenemos de (2,42) que

ng(t, 0) = ng(t, 1) = U4x(t, O) =0.
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Asi,
1 1
—1// (1 — ) PiuPudr = —1// (1 — x)ugzusdr
0 0
1
— (1= D)y~ [ wnal(L = D), s}
0
1
= u/ Uge (1 — 2)ugy — usgy)de
0

= v((use (1 — 2) gy — use) [} +/0 Uge (2uge — (1 — x)us, )dr)

1
1// Uge (2ugy — (1 — x)us, )dz)
’ 1 1
= 21// | gy |* do — 1// Uge (1 — T)us, )dx
O1 y ’ 1
:2K/|U%Fdx——/X1—@ﬂmﬂﬁﬂx
0 2 Jo
1 y 1
=20 [ i P o= S0 = 0pu) [+ [ s P do)
0 0
1 1 1
3
:21//|u4x|2dx—z/|u4x|2d9§:—y/|u4x|2dm
0 2 Jo 2 Jo
3 1
2 Jo

Multiplicando la ecuacion (2,45) por —Pyu e integrando en (0, 1) obtenemos

1d (! 1 1
———/ | Pou |? do — u/ PyuPludr = / PiuPgdzx. (2.48)
2dt J, 0 0

Anélogamente,

1 1 1
—l// PyuPludr = —V/ UspUsedT = —v((UspUse) | —/ Usy Uy dx)
0 0 0

1 1
v d
V/o Hoatlaal 2/0 dx’wl e

1
d
:3/ | P, [P do = 2 | P (t, 1) P
0

2 | de
= L 8.0) ot 1)) = |t Lo ? (2.49)
- 2 v gx ) xt |z=1 - 2V xt |x=1 . .

Substituyendo (2,47) en (2,46) y (2,49) en (2,48) se obtiene, respectivamente,
1d [ 3

1 1
—— [ (1—2)| Pul?dx+ —V/ | Piu, |* dov = / (1 —z)PiuPrgdx
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1d

1 1 1
_§E/o | Piu |2 dx + 2 | gt |z:1|2: /0 PruPgdz.

Sumando las identidades arriba, sigue que
1d [*

—_— (2—x)]Pu|2d:1:+3—V/1|Pu \de—l—i\u a1 2=
2dt o 1 9 o 1y 2 xt |z=1| —

1
:/ (2 — z)PiuPgde. (2.50)
0

Como Pyu |i—r= 0, integrando la igualdad anterior de t hasta T" obtenemos la siguiente
identidad:

1 [t v [Tt
5/ (2 — )| Prul?(t)dz + 7/ / | Piug(s,z) |* dods
0 t Jo

1 /7 T 1
+ —/ | uge(s,1) |* dsO = / / (2 — z) PuPgdzds. (2.51)
2v J, t Jo
Vamos a estimar el lado derecho de (2,51). Consideraremos dos casos:
Primer caso: g € L*(0,T : HZ(0,1)).

Como Pyu |,—01= 0, se obtiene

1

1 1
/ (2 — z)PiuPrgdr = / Goa(Use — (2 — 2)uy, )dr = / Gzz(Pru — (2 — ) Prug)dz.
0 0 0

La identidad anterior juntamente con las desigualdades de Holder y Cauchy-Schwarz nos
garantizan que

T 1
/ / (2 — z)PruPgdzds
t Jo

T 1 1
gz/ </ \gmuamdw/ | goo || Pru | da)ds
t 0 0

T
< 2/ |9zl L20,0) (| Priz || 220,0) + [|[Pre]| 22(0,1))ds
t

T 1
g/ (/ Gun(2 | P | 2 | Pru |)dz)ds
t 0

T T
< ([ (1Prallzon + 1Pl ([ lgelsonds)
t t

T

< C( / (I PrttallF2(0.0) + 1Pl F2(0,1))d) 2 gl 12007522 0,1))
t

< C||P1U||L2(t,T;H1(0,1))”9m||L2(0,T;L2(0,1))

v C
< §HPIUH%2(t,T;H1(O,1)) + ;HQIMH%?(O,T;LQ(OJ))' (2.52)
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Segundo caso: g € L'(0,T : (H* N HZ)(0,1)).

Procedemos como en el caso anterior:

T 1
<9 / ( / |Prul| Prgl)dz)ds
0 0

T
< 2/ | Prul| 20,0 | P19 22(0,1)ds
0

(2 —2)PiuPyg, dxds

< 2||Prul| Lo 0,70200,0) | Prgl 21 (0,322 (0,1))

—_

4 ||P1U||Lo<>(o T,22(0,1)) T 4||P19||L1 0,T5L2(0,1))° (2.53)
lo que concluye las estimativas del lado derecho de (2,51).
Inicialmente, de (2,51) y (2,52) se tiene

1 T
5 / (2 — 2)|Pyul?(t)dz + V/ / |Pyug (s, x)|*deds <
0 t Jo

v T 1 C T
2Je Jo v-Jo

de donde

1 1 1 1 T 1
—/ | Pyul?(t)dx < —/ (2 — 2)|Pyul?(t)dz + u/ / | Pyug (s, x)|*dxds
2 Jo 2 Jo t Jo
u (Tt ) o (T ,
S - / / |P1’LL‘ dxds + — / Hg:c:r:HLz(O’l)dS. (254)
2Je Jo v-Jo

Luego,

T T
C
1Pru(t)[1Z20,0) < V/ 1Pra(s) [z 0,0 ds + — i 19221 Z2(0.1)ds (2.55)
t

y, por la desigualdad de Gronwall, concluimos que

c [T c [T
1P < 5[ Nonelronde 0 < D[ laalaondse’
0

<—/n%mml (2.56)
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De la desigualdad de Poincaré y de (2,56), se obtiene

c (T C
[u(®)lm30,1) < CllPrut)]| 20y < m(/o 1921 72(01)d8) ' < “illallzzormzomn,
(2.57)
y, de la desigualdad (2,57), sigue la estimativa
[[w]| oo 0,133 (0,1)) < mHgHL?(o,T;H?(o,l)y (2.58)

Para estimar el término de fronteira w,|,—1, inicialmente hacemos ¢ — 0 en (2,51) y
(2,52) :

1 T v T 1 C T
2—/ (s, 1) 2 ds < 5/ / |P1u]2d:z:ds—|——/ lgealPoomds.  (2.59)
vVJo o Jo VJo

De la desigualdad (2,56) integrando desde 0 hasta T :
T ) C T ) C T )
| 1P s <5 [ lonlrands < 5 [ lgmliands @200
0 v-Jo v=Jo
Luego, de (2,59) y (2,60), sigue que

1 T

%W | uze(s, 1) |2 ds < _/ ||9m||L2 0,1) ds < — ||9||L2 (0,T5H2(0,1))> (2.61)

osea,

A ([T 20y < mHgHL?(O,T;HQ(O,l))- (2.62)

Ahora, haciendo t — 0 en (2,54), por la desigualdad (2,60) se obtiene

/ / | Pyug (s, x)|*deds < — / / | Py dxd5+—/ ||gm||L2(01

< _/ HgmH%?(og)dS < _Hg“%?((),T;H?(O,l))'
v Jo v
Asi,

C
2 Pl oo < Sillallommon (2.63)
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y por la desigualdad de Poincaré obtenemos una constante C' > 0 que satisface

V1/2|’UHL2(O,T;H4(O,1)) < CV1/2||P1UHL2(0,T;H1(0,1)) < mHgHL?(o,T;m(OJ))-
Finalmente, sumando las desigualdades (2,58), (2,62) y (2,64) se obtiene (2,43).
Para probar a estimativa (2,44), inicialmente combinamos (2,51) y (2,53):

1 1
§||P1U(t)||2L2(o,1) < Z”Plunioo(o,T;LQ(O,l)) + 4||Plg||%1(O,T;L2(0,1))7

osea,

1 1
§||P1u||%°°(0,T;L2(0,1)) < Zl”PluH%OO(O,T;L?(O,l)) + 41 PugllZa0m.22(0,0))-

Asi,
| Pruel| oo o,m52200)) < CllPrgllnrorez0)) < Cllglloo,r:m3(0,1))-

Nuevamente, por la desigualdad de Poincaré, se obtiene

HUHL‘X’(O,T;H?’(OJ)) < CHP1UHLOO(0,T;L2(0,1)) < CHQHLl(O,T;H3(O,1))7

esto es,
|| oo 0,753 0,1)) < Cllgll L 0,7:m30,1)-

De (2,51), (2,53) y (2,65) sigue la siguiente estimativa

RV T 1
2 2
T[] 1 Pts.o) P deds < gl
t

de donde concluimos que

V1/2HPl'LLHLQ(O,T;H&(OJ)) < CHQHLl(O,T;H3(O,1))a

cuando t — 0. Aplicando la desigualdad de Poincaré, obtenemos

V1/2’|UHL2(0,T;H4(0,1)) < CV1/2leuHLQ(O,T;Hl(O,l)) < Cllgllzro,m;m300,1))-
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Para estimar el termino de frontera u,|,—1, hacemos ¢ — 0 en (2,51), usando la de-
sigualdad (2,53):

1 1
5”“1 =1 ||?{6(O,T) < ZHPluH%OO(O,T;L?(O,l)) + 4HP19||%1(0,T;L2(0,1))‘ (2.71)

Luego, por la desigualdad (2,65) resulta que

vty o1 Nz o) < Cligllzormsoy) (2.72)

Finalmente, sumando las desigualdades (2,67), (2,70) y (2,72) obtenemos (2,44).
]

2.3. Estimativas de los términos de frontera para el caso M — 0

2.3.1. Argumentos de interpolacién

Introducimos los espacios funcionales

Xyija=L*0,T: H0,1)) ; Xiu=L"0,T:L*0,1))
Xo= (X1, X1/4)1 = L*(0,T; H**(0,1)

Xy = (X1, X1a)ig = L0, T; H*O=0 0 129(0,1)) (2.73)
Yija = L2(0,T; H'(0,1)) n C°([0, T]; L*(0, 1))

Yo = (Y1, Yaya) = L*(0, T; H*=*(0,1)) n C°([0, T]; H*'=9(0, 1)) (2.74)

para todo 6 € [0, 1].

Consideraremos los espacios X;,4 y Xi,4 unido con las normas usuales, en cuanto que
en Y7/, la norma serd dada por

||U||Y1/4 = ||U||L<>o(0,T;L2(0,1)) + 7/1/2||U||L2(0,T;H1(0,1))-

Definimos la siguiente aplicacion lineal

A:g — u

donde u y g son dadas en (2,42). Por los Lemas 4 y 6 tenemos que A aplica de manera
continua Xi,4 en Y4 y X; en Y;. Ademds, existe una constante positiva C, tal que

C C
14glly,, = —35llgllx,. 5 A9y < g llgllx.
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Entonces, A € L(X14;Y1/4) N L(X1;Y1) y

C C

||AH£(X1/4;Y1/4) < 12 ; ||A||£(X1;Y1) < iz (275)

Analogamente, se obtiene que A aplica de manera continua X1/4 en Vi y X, en ;.
Ademas, existe una constante postiva C', tal que

1Agllv,0 < Cllgliz,,, 5 I1Agllv < Cliglls,-

Entonces, A € E(f(l/4; Yi/4) N £(X'1; Yi) vy

||A||c(5<1/4;y1/4) <C ; ||AH£(X1;Y1) <C (2.76)

Utilizando argumentos clasicos de interpolacion, obtenemos de (2,75) y (2,76) que A
aplica de manera continua Xy y Xy en Yy, para todo 6 € [0, 1], respectivamente. Ademaés,
la norma del operador A satisface

C
-0
lAlleern < CIATE S v 14N e, vsy) <~ (2.77)
y
1-0 0
1Al en < CIAIEE, 4 141 g, i < C (2.78)

para todo 6 € [0, 1].

Consideremos ahora la siguiente aplicacion lineal
B :gv— Ug|p=1.

Nuevamente, por los Lemas 4 y 6 tenemos que B aplica de manera continua X;,4 en
L*(0,T)y X; en H'(0,T), respectivamente. Ademés, existe una constante positiva C, tal
que

C
1BgllL20r) < ;||9||X1/4 s 1Bgllmror) < Cllgllx,-

Entonces, B € L£(X1/4; L*(0,T)) N L(X1; H(0,T)) y

¢
14

Bl ex, L2001y < Bl exm0m) < C. (2.79)
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De la misma manera, B aplica de manera continua Xj,4 en L?(0,7) y X; en H'(0,T).
Ademas, existe una constante positiva C, tal que

C
1Bgllz20.1) < mHgHXlM o IBgllmor < Cv77gllx,

Lueg07 B e E(X1/4>L2(05T)) n ‘C<X1; H1<07T)) y

C
1Bl pir200my) < i 1Bl 2% 0,1)) < Cv'/2, (2.80)

Por argumentos de interpolacion, de (2,79) y (2,80) obtenemos que B aplica de manera
continua Xy y Xy en H'=%(0, T) para todo @ € [0, 1]. Ademés, existe una constante positiva
C, tal que

1Bl 2ixpmn-s(0,y) < ClIBl s (X1:H1(0,T) ||B||L(X1/4,L2(O ) < Cv’ (2.81)

< Ccpi=20/2, (2.82)

HBH£ Xg s H1=9(0,T)) < CHBHl Xl H1(0,T)) |’BH£()~(1/4;L2(O,T)) =~

para todo 6 € [0, 1].

2.3.2. Estimativas de los términos frontera

En esta seccion vamos a obtener estimativas para los términos de frontera wu|;—q, tz|—1,
Ugz|z=0 € Ugz|z=1. Comenzamos probando el siguiente resultado:

Lema 7. Sea g € L*(0,T;L?*(0,1)) U L'(0,T; H}(0,1)). Entonces, existe una constante
positiva C, tal que

1/6 1/2

lulemollzrs 0,1y + 2 ® sl | s o,y 42"tz ool 220,y + 22 [l o=l 2207y <

Cy1/2 ”gHL?(O,T;LQ(O,l))
< (2.83)

Cligllzro.r;m 0.1

donde u es solucion de (2,42).
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Demostracion. Para 6 = 2/3 en (2,73), se tiene que g € X535 = L*(0,T : L*(0,1)). Luego,
en la desigualdad (2,77) obtenemos

C
Ace AC(X2/3;}/2/3) y ||A||£(X2/33Y2/3) < /2

Por lo tanto

ullya)s = 1Agllva s < All2(xs5v00) 191 2,5 < %HQHXz/y (2.84)
En (2,81), para 6 = 2/3, se tiene que
B € L(Xaysi HV0.T)) v [1Blleqxypaniory < Cv 2,
Asi,
[talo=1ller1s0,0)) = 1Bl oy < NBlleix, mms ooy lglx, s < CV—2/3||9HX2/3- (2.85)
Sea Xp3 = L'(0,T; HY(0,1)). Como HZ(0,1) < H'(0,1)N H2(0,1), obtenemos que
Xpss = LY0,T; HE(0,1)) <= LY0,T; H'(0,1) N Hy?(0,1)) = Xy/s.
Entonces, para § = 2/3, en (2,78) se obtiene
A€ L(Xyy3:Yaps) v Allxy 50 < C:

de donde
llvaye = 1Aglvae < 1ANL£cy vl s < Clglls, . (2.86)

Analogamente, se tiene en (2,82) que B € L(Xy3; H'3(0,T))
HBH£(X2/3;H1/3(O,T)) < Cv 'S,
Asi,
Hu:c’a;lHHl/S(o,T)) = HBgHHl/?’(O,T)) < HBHL(X2/3;H1/3(0,T))HgH)~(2/3 < CV*WHQHJ?Q/S- (2.87)
Como ||uli=ollm1(0,1)) < Cllully,,, resulta de las desigualdades (2,84) y (2,86) que

C

—75 9l
12 2/3
||i=o |l 1 (0,1)) < (2.88)

Clolz, -

De (2,85) y (2,87) obtenemos
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v g,
[t o=t /3 0,my) < (2.89)
Cv='%g]l

2/3"

Resta apenas probar que Ugg|y,—1 , Uge|le—o € L?*(0,T). Probaremos una estimativa
para Uz.|.—o (lo mismo puede ser hecho para wu,.|,—1). Vamos a introducir una funcion
p € C3([0,1]) que satisface plj1/2) =1, pli3/a1) = 0 y consideremos

u = pu.
La funcion o satisface

Multiplicando la igualdad arriba por —u,,, integrando en (0, 1) y observando que

1
1 1
- A:):xx/\mzd = -z Axm == T |x= 2
/Ouux Naa 1y = S hteelecol
y
1 1 1
PN PR 1d =R
—/ utumdas:/ Uy U dT = ——/ U, |*dx
obtenemos
1 d 1 v 1 1
. |ﬁx|2dx—|——|um|x:g]2 = — V(3prUzz+3Pratlz+ Praat) s+ | pgUzzdr. (2.90)

Como p, p, v pz son limitadas, sigue que

<

T 1
/ / V(3prlze + 3pzatls + Przatt) (Pratl + 2p3Uy + ptiyy)dads
0 0

T 1 T 1
gcu{/ /(]um|2—|—]ux|2+|u\2)d:vds+/ /(|uux|+]uxum|+]uum|)d:1:ds}
0 0 0 0

T 1
<Cv [ [ (a4 ol + [ ads = Colulo ooy (291)
0 0
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1 (Ta ! 1 [t
5 |5 [ s = =5 [ Qo - ponp = 5 [ wo.0re

1 1
—5 [ lpau0.2) + (0.0 da
0
1
<c / (1u(0,2)? + [z (0, ) ?)dz
0

1
<csup { [ utto) + uste.)P)ae | -
tefo,7] LJo
= Cllulloe .. (01))- (2.92)
Asi, integrando (2,90) de 0 hasta 7"y usando (2,91) y (2,92) obtenemos

14

T
5/ [ 0|2d3 <C(v HU||L2 (0,T;H2(0,1)) T ”uHLOO (0,T;H'(0,1)) pgumdxds
0

(2.93)

En la secuencia, estimaremos el dltimo término de la desigualdad de (2,93). Conside-
remos dos casos:
Primer caso: g € Xy/3

T 1 T 1
/ / |Gty |dxds = / / |g(pratt + 2Pz + pliz,)|dxds
o Jo o Jo

T s
< C/ / (lgu| + |guz| + | gtz )|)dxds
0o Jo

T o112
:O/o /0 m(lgm+|gum|+|guxz)|)dl‘ds

cof [ {(EE P | (o (P )

= C(V_lHQH%?(O,T;H(OJ)) + VH””%P(O,T;H?(OJ)))' (2.94)

Segundo caso: g € )/(\'2/3.
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Como

T T T
0= / pGil|ods = / / PYUz drds + / / (P29 + pgs)uzdzds,
0 o Jo o Jo

se obtiene
T 1 T 1
/ /pgﬁmd:vds = / /(pxg+pgx)ﬂxdxds
0o Jo 0o Jo

T 1
= / / (P29 + pgz)(pzu + puy)drds
0 0

T 1
<c| ( / <|gu|+|g$u|+|gux|+|gxum|>das) s
0 0

Observe que

T T
[ Molsonlulliands < s @lon | gl
0 t 0

)

T
<C {( sup [[u(t)||z2(0,1))% + (/O ||9||L2(0,1)d5)2}

te[0,7

IN

¢ {HUH%OO(O,T;Hl(O,l)) + HgH%l(O,T;Hl(O,l))} :

Analogamente,
T T
/ 9l 2o llll s2onds < € 4 (sup ()l 0m)? + ( / 192l 0.0 d5)?
0 tE[O,T] 0

<C {HUH%‘X’(O,T;Hl(O,l)) + ||g||%1(O,T;H1(O,1))}

T
/0 1921220, well 22 (0,1yds < € {HUH%OO(O,T;Hl(O,l)) + ||9H%1(0,T;H1(0,1))} -

Por lo tanto,
T 1
/ / PGl dxds
o Jo

De las desigualdades (2,93), (2,94) v (2,95) obtenemos dos estimativas:

<C {HUH%OO(O,T;Hl(O,l)) + ||g||%1(0,T;H1(0,1))} : (2.95)
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1%
§||uww|x:0||%2(0,T) < C(VHUH%Q(O,T;HQ(OJ)) + ||u||%°°(O,T;H1(O,1))) +

C <V71||g”%2(0,T;L2(0,1)) + VH“H%?(O,T;H?(OJ)))
+

C{HUH%OO(O,T;Hl(O,l)) + HgHil(O,T;Hl(OJ))} ’

esto es,

||um|x=0||%2(o,T) < CHUH%%O,T;H?(OJ))“‘CVAHu”%w(o,T;Hl(o,m) +

Cv2|g| %Q(O,T;LQ(O,I))

C

” ||g||%1(0,T;H1(0,1))'

Introduciendo la siguiente norma en Y53
lully s == v l[ull 202 0.0y) + el oo 0.7 0.1))

obtenemos

Cv? HQH%Z(O,T;L?(O,I))
[taele=ollFeor) < Cv7H ully,,,  +

Cvt HgH%l(O,T;Hl(O,l))'

Por otro lado, de las desigualdes (2,84) y (2,86) se tiene

Cvgll7201.220.0))
Cvully,, <

Cv! H9“2L1(0,T;H1(0,1))7

lo que nos garantiza que

Cv?||g ”%2(0,T;L2(0,1))
||U$I|$=OH%2(O,T) <

Cv! HgH%l(O,T;Hl(O,l))'
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Para estimar el término w,,|,—; procedemos de manera analoga y obtenemos

Cv=? ||9||%2(0,T;L2(0,1))
||Um|$:1||%2(0,T) < (2.100)

Cv! HgH%l(O,T;Hl(O,l))'

Finalmente, de las desigualdades (2,88), (2,89), (2,99) y (2,100) tenemos

l|lwli=ol| i1 0,1y + Vl/ﬁ””x‘x:l”H1/3(07T)+V1/2||uxx|:c=0||L2(0,T) + Vl/z””mc‘x:l”LQ(O,T) <

OV*l/Q||9||L2(0,T;L2(0,1))
<

Clligllzro.r;m 0,1)-
O

2.3.3. Algunas conclusiones: existencia de solucién y su dependencia en re-
lacién a las condiciones iniciales y términos de frontera

Observe que la solucion u del sistema (2.3) resuelve el sistema (2.42) cuando

g:=f— Mt x)u,.

Si f € L*0,T;L?0,1)), por los Lemas 4 y 5 resulta que u, € L*(0,T; L*(0,1)). Por lo
tanto, g = f — M(t,z)u, € L*(0,T; L*(0,1)). Luego, de la desigualdad (2,83) obtenemos
la siguiente estimativa

1/2

lulemollzrs 0.1y + 2 talomt |30y + 22 [tz lo=oll 220,y + 12 [t o=l 2207y <

< Cv 2| f = Mug| 20102001 (2.101)

Ahora, si f € L'(0,T; H;(0,1)), podemos considerar u solucion de (2,3) como u = uy + us
siendo w; solucion de (2,42) con g; = f y ug solucion de (2,42) con go = —M (¢, x)u, €
L?(0,T; L?*(0,1)). Usando las estimativas en (2,83) y la desigualdad triangular sigue que

1/6

[ule=oll 10,1y +v ||uoc|:c:1||H1/3(0,1) + V1/2||uxx|a::0||L2(0,T) + V1/2||uxz|x:1||L2(0,T) <

< CV*1/2||92||L2(0,T;L2(o,1)) + Cllg1ll 210,01 0,1)

= CV71/2 HMUIE HLQ(O,T;LQ(OJ)) + CHfHLl(O,T;Hl(O,l))‘ (2102)
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Vamos a estimar el lado derecho de (2,101) e (2,102). Consideremos dos casos:

Primer caso: M es constante

Si f € L*(0,T; L*(0,1)), entonces por el Lema 4 se obtiene

| Mug|| 2070200y < Cv 2| fllz20:220.1))- (2.103)
Substituyendo (2,103) en (2,101) concluimos que

[[ule=oll 0.0y +" |t omt | 117302y + V7 (s lamoll r20) + VM2 [ sale=t [l 2200,7) <
< Cv 2| fllr2erizzo.) + Cv | Mug| 2 072200,1))
< OyilHfHL2(0’T;L2(O71)). (2104)

Sea ahora f € L'(0,7;H;(0,1)). Nuevamente, por el Lema 4 obtenemos la siguiente
desigualdad

Mgl r207:220,0) < Cv 2 fllromsm o.)- (2.105)
Consecuentemente, por (2,102) tenemos

1/6 1/2

=0l 1 0,) + v ||Um|z:1||H1/3(o,1)+V | tae|e=0l L2(0,m) + V1/2||uxcc|a::1”L2(0,T) <

< CV_1||f||L1(O,T;H1(O,1)) + C|\ fllzr 0,701 (0,1))

S CV?IHfHLl(O,T;Hl(O,l))- (2106)

Segundo caso: M es variable

Por argumentos clasicos de interpolaciéon obtemos el siguiente espacio:
L2(0,T; H*(0,1)) = [L*(0, T3 H(0,1)), L*(0,T5 H'(0, 1))} /4,

tal que
2 3/2 1/2
||u||L2(0,T;H7/4(0,1)) S CHUHL?(O,T;HQ(OJ))||u||L2(O7T;H1(O’1))' (2107)

Dado ¢ > 0, de (2,107) y por la desigualdad de Young obtenemos una constante posi-
tiva Cjs satisfaciendo

lall 2o oy < /8 Nula mmz ) + ColulBagr o)

S 5HUHL2(O,T;H2(071)) + C(SHUHLQ(O,T;HI(O,I))' (2108)
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Sea f € L*(0,T; L*(0,1)), entonces por la desigualdad (2,84) obtenemos

[ull 2070200y < Cv™ 2|9l 20102 00,1)) = OV Y2\ f — Mugl|z2(0.7.220.0))
< Cv V2 (I f 20,2200y + 1M uall 2 0152200,1))) - (2.109)

De las desigualdades (2,108) y (2,109) sigue que

||Mu:c||L2(O,T;L2(0,1)) < ||M||Loo(0,T;L2(o,1))||Ua:||L2(0,T;L2(0,1))
< C||M|| poo o522 0,0 |11l 220,751 (0,1)

< ClM |02 0 1wl 20,7 57/2(0,1)

<C|M sCy /2 M C

< OM|ly, ,, {6Cv 2 (1l 202200y + 1Ml z20,7:22(0))) + Csllull 20,71 (0,1)) }
< O8|| fllr20m52200,1)) + COll Mugl|220,7:22001)) + CCslull 2o 0,1)) (2.110)

donde C' = C~’(HM||Y1/47 v).

Considerando ¢ > 0, tal que 1 — C~'~5 > 0, por el Lema 5 se obtiene de la desigualdad
anterior, una constante positiva C'= C(|[M|y, ,,v) que satisface

[Mug | 2.ir200) < CUM v, 0 I Fll20.2:2201))- (2.111)

Asi, de las desigualdades (2,101) y (2,111) sigue que

l||e=o | 1 (0,1) + Hux\x:1||H1/3(o,1) + || tga|o=oll 20,1) + [taz]e=1lL20,1) <
< C(||M||y1/4,u)\|f - MU:ch(o,T;L?(o,l))

< é(||M||Y1/47V)Hf”L?(O,T;L?(O,l))- (2.112)

Si f € L'(0,T;H}(0,1)), por la desigualdad (2,86) y por el Lema 5 obtenemos, res-
pectivamente, dos estimativas:

ull 220,082 0,0)) < CNfllr 0,755 0,1)) (2.113)
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lull 20z 01)) < CUM Iy, 0 I Fllr o200 < CUM Iy, ) Il o3 0,1))
(2.114)

Por lo tanto, combinando (2,103), (2,113) y (2,114) se obtiene
| Mug||r200.1:020,1)) < | M| £oo 0,220 [|Ua || 200,7:22(0,1))
< C|\M || poo o200 Ul 200,75 510,1)

< C|| M| oo o.75z2 0,0 1wl 20,75 57/4(0,1)
< O My, , {0llull 2.2 0.0 + Collull 20,721 0.1 }

> C(HM”Y1/4a V)HfHLl(O,T;Hl(O,l))- (2.115)

De las desigualdades (2,102) y (2,115) concluimos que

||U|t:0||H1(0,1)+||Uz|x:1||H1/3(0,1) + ||uzx|x:0||L2(O,T) + ||uzx|x:1||L2(O,T) <
< C([M[ly; 0 )M ua]| 220,7:2200)) + CUM [y 0o VI 220,735 0,1))

< G(HMHYUM V)Hf||L1(0,T;H1(o,1))- (2.116)

Finalmente, las siguientes proposiciones son consecuencia del Teorema de Riesz. De hecho,
el lado derecho de (2,2) define un funcional lineal continuo que asocia f € L*(0,7T; L?(0,1))
al valor correspondiente en R. Por los resultados probados anteriormente, este funcional
es continuo en L*(0,7T;L*(0,1)), L'(0,T; H3(0,1)). Luego, por el Teorema de Riesz, ob-
tenemos los siguientes teoremas:

Proposiciéon 18. Supongamos que M sea una constante. Sean y, € H'(0,1), v, €
L*(0,T), vo € L*(0,T) y vs € H™'/3(0,T). Entonces, existe una tnica solucion y € Y
del sistema (2,1), tal que

C
1yl z2(0.7:22(0,1)) < (HZ/OHH vo,0) T+ lloillzzor) + llv2llz2r) + llvsllg-1s00),  (2.117)

C
[yl Lo 0,71 0,1)) < (HyOHH o) + lvillzzor) + [vallzzor) + llvsllg-1507)), (2.118)

para alguna constante posztwa C independiente de yo, vy, Vo y vs.
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Proposicién 19. Consideremos M € Yysy. Sean yo € H'(0,1), v; € L*(0,T), vy €
L*(0,T) yvs € H'/3(0,T). Entonces, existe una tinica solucion y € Yy del sistema (2,1),
tal que

1ylve < CUlvoll -0 + llvrllz2r) + o2l 2oy + lvslla-1/s0m)); (2.119)

para alguna constante positiva C dependiendo de v y ||Ml|y, ,, pero independiente de yo,
U1, U2 Y Us.
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Capitulo 3

Teoremas principales

3.1. Desigualdad de Carleman

Sea M una constante. Consideremos el siguiente sistema adjunto asociado al sistema
(2.1)

_Spt_y(pmazx_M(Pg;:O en (0,
2 |IE:0: 2 ’w:lz (o |Z:0: 0 en (0,
@ |i=r= o en (0,1).

Haciendo el cambio de variable ¢ — vt, el sistema (3,1) puede ser escrito como

M
—Yt — Przz — 7(1051: =0 en (O,To) X (07 1) = QO
% |w:0: ¥ |:c:1: Pz |x:0: 0 en (OaTO) (3'2)
@ |t:T0: ©Yo en (0, 1).

donde Ty = vT'. Trabajamos con esta ecuacion para que la desigualdad de Carleman sea
mas clara. Antes de enunciar el siguiente resultado, consideremos la funcioén peso

100 + 4z — 22
Ck(t,l’) = m para todo (t,.l’) S Qo.

Las funciones de esta clase fueron introducidas por primera vez por Fursikov e Ima-
nuvilov en [14]|. Denotamos

a(t) := min{a(t,z)} = a(t,0) e a(t):= mix{a(t,z)} = a(t,1).
z€[0,1] z€[0,1]
Observe que la funcion « satisface las siguientes propiedades:

C <Tha, Cra<a, <Cia, Cia<—a, <Cia en(0,Ty) x (0,1)
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|| + || + et < CToa®,  en (0,Ty) x (0,1)
|| < O(Tga® +a®) < CTia®  en (0,Tp) x (0,1)
14

64 — 6264 = —————— > 0,
(tH(Th —t))?

donde C', Cy v C] son constantes positivas independientes de Ty. Vamos a usar la siguiente
J
proposicion, que no serda demostrada:

Proposicion 20. FEriste una constante positiva C, independiente de Ty, v y M, tal que,
para cada @y € L*(0,1) la solucion ¢ de (3,2) satisface

To
// e (gual? + 820 [u? + s*a o) dudt < C / & Joo €250 [0 ool dt,
0 0
(3.3)

1
para todo s > C(To + T + To |M|% va).

3.2. Resultados Principales

Sea v > 0 fijo. El siguiente teorema es un resultado de controlabilidad nula para la
ecuacion (2,1), cuando M es constante.

Teorema 15. Sea M una constante y v > 0 fijo. Entonces, para cada yo € H1(0,1),
existe vi € L*(0,T), tal que la solucion y € Yy de (2,1) con datos va = vz = 0 satisface
Yle=r = 0 en (0,1). Ademds, para cada v € (0,1), existe C* > 0, tal que

*

1]l 20,1y < 7||yo||H*1(0,1)~ (3.4)

Por otro lado, para v suficientemente pequenio (en terminos de M solamente ), obtenemos

. C|M|'/? 1
C :el‘p{w 1+W s (35)

donde C es una constante independiente de M, v y Yo-

Demostracion. En primer lugar, vamos a deducir una desigualdad de observabilidad uti-
lizando la desigualdad de Carleman (3,3).

Sea ¢ solucion de (3,1). Haciendo el cambio de variable ¢ — vt (recordemos que
Ty = vT'), podemos considerar una solucion de (3,2) y aplicar la desigualdad (3,3) como
sigue:

To
s? // ade™2 o, | dedt < C/ at,0)e™2t0) | (¢, 0)]* dt, (3.6)
0

0
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para alguna constante positiva C' independiente de Ty, v y M. Por la definiciéon de « sigue
que

2 C To
O/ / |a|” dardt < 72 e=Cas/To / [Paa (£, 0)[ d, (3.7)
To Qo TO 0

donde Q) es un intervalo compacto contenido en Qo, Cs y Cj son constantes positivas. En
efecto, & y & alcanzan minimo en T/2, méaxcr, /3,21 /310 (t) } = &(To/3) = C5 /Tp, donde
C3 > 200. Luego,

400/Ty < 26(t) < 2a(t, ) < 24(t) < 2C% /Ty = Ca /Ty

para todo (t,z) € [, 210] x [0, 1]. Asf,

2Ty

400)? E e

%826702/% ’ / oo dadt < s° // aBe™ 2%, | dadt. (3.8)
Ty T Jo Qo

Definimos f(t) = a(t,0)e=2t0 en (0,Ty). Entonces, f alcanza el méaximo en Ty/2.
Luego,

To 9 To TO 2
/ a(t,0)e” 00 |, (t,0)[* dt < / f (3) | (2, 0)7 dt
0 0

2 T

_ (200) 00)674008/% / |pae(t, 0)| dt. (3.9)
Th 0

Combinando las desigualdades (3,6), (3,8) y (3,9) obtenemos (3,7).

Afirmacioén: Existe C' > 0, tal que

1 1
C
/ |z (t1, 2)[Pdr < m/ s (ta, 2) [ du, 0<t; <ty <T. (3.10)
0 0

En efecto, como ¢ es solucion de (3,2), de la desigualdad (2,19) (con f = 0) obtenemos

1d(Ct/1(2 )2d)<0
———(e —z)pdr) < 0.
2dt o

Integrando la desigualdad anterior de t; hasta t5 se obtiene
1 1 1
/ lo(ty, z)Pdr < eotl/ (2 — 2)@%(t1, x)dx < eCtz/ (2 — 2)@*(ty, x)dx
0 0 0

1
< 2eCT/ 0 (to, x)dx
0

1
< c/ ok, 2)|2da. (3.11)
0
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Definimos el operador P, := vd,,, + M0O,. Como

d
| Papl* = 2(vpsa + Mip) (vpses + Mipnr), (3.12)

multiplicando a la ecuacion (3,1) por —Pap; obtenemos la siguiente igualdad:

1d
gOt(I/QDZ&xt + M(pxt) + §E\P2g0\2 =0. (313)
Observe que
1 1 o , —y ,
V/ Prpzardr = —I// PatPratdr = 7/ (Patlzde = —|pu (1, 1), (3.14)
0 0 0
Y 1 1
M 1
0 0
Integrando (3,13) con respecto a z y usando las identidades (3,14) y (3,15) tenemos
1d (! v
—— | |PplPdr = = |pu(t, 1)]*. 3.16
s | 1Paelda = Sleatt. D) (3.16)
Consecuentemente,
1 1
/ |Pyp(ty, x)*dx < / | Pyp(ts, z) |2 da. (3.17)
0 0

Por lo tanto, por la definicion del operador P sigue la estimativa

1 1
/ Vs (ty, )2z = / Pop(ty, o) — Moy (ty, 2)|2da
0 0

1 1
< 2/ |P2<,0(t1,m)|2 + 2/ |Mg0$(t1,a:)|2dm. (3.18)
0 0

Ahora, usando el Teorema de las derivadas intermedias, obtenemos una constante positiva
C satisfaciendo

1 V2 1 C 1
| et P <% et oPis 5 [ letafde @)
0 0 0

Como ¢(ty,.) € S = {ue H3(0,1) : u(0) = u(l) = u,(0) = 0}, por la desigualdad de
Poincaré sigue que

lo(t2, Mlms0,1) < Cllwsa(ta, )l z200,1)- (3.20)
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Luego,

/|¢t2, |d:c<C’/|g03mt2, \de /mzz, |dx<C/ (g (ta, 7 [2d
(3.21)

Por lo tanto, de la definicion del operador P y por la desigualdad (3,21) obtenemos

1 1 1
/ | Paoty, 2)Pde < 207 / (paa(ta, 2) e + 2 / ou(ty, 2)de
0 0 0

1
<C [ foulta)Pds (3.22)
0
Combinando las desigualdades (3,17), (3,18) y (3,19) resulta que
1/2 1 1 C 1
2 [ lenttialPie <2 [ Ppttsa)Pde+ [ poPds (23)
0 0 0

Por outro lado, de las desigualdades (3,11), (3,21) y (3,22) obtenemos en la desigual-
dade arriba la siguiente estimativa:

v:o[! 2 ! 2 c [ 2
7/ |32 (t1, z)|*de < C/ |3z (t2, )| “dx + ﬁ/ | @32 (t2, x)|*dx
0 0 0

C 1
< —2/ 032 (L2, )| *de,
V= Jo

osea,

1 O 1
/ (g (b, )2 < F/ (s (ta, 7 [2da (3.24)
0 0

Para concluir la demonstracion de la desigualdad (3,10), definimos la siguiente aplica~
cion

A:p(ta,.) —  p(ty,.)
Resulta de la desigualdad (3,11) que A € £(L*(0,1); L*(0,1)) vy

Al 222 0,1)0200,1)) < C. (3.25)

Como ¢(t,.) € S = {ue H3(0,1) : u(0) = u(1) = u,(0) = 0}, por la desigualdad de
Poincaré y por la desigualdad (3,24) sigue que

C
ot Maz01) < Cllesa(ts, )| 20,1y < ﬁ”%pi’)x(t% lz20,1)- (3.26)
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Luego, A € L(S;S) vy

C
1Alless) = -5 (3.27)

Por argumentos clasicos de interpolacion tenemos que

A€ L((S,L%(0,1)p: (S, L*(0,1))pg))

0
”A”g((‘g,m(o,n)[e];(57L2(0,1))[9]) CHAHL: S;S) HA||£(L2(0,1);L2(0,1))

2
para todo # € [0,1]. En particular, para 6 = 3 resulta que A € L(H}(0,1),H}(0,1)) v
por las desigualdades (3,25) y (3,27) obtenemos la siguiente estimativa:

C
1/3 2/3
| All o s < CIAILS s AT L0200 < S (3.28)

Luego,
C
[Ap(ta, Ilazo,1) < Al o0,z 00 192 ) H10,1) < m”@(b, Mazon,  (3:29)
lo que nos garantiza que
1
[ st oo < 5 / altst)Pde,  0<t <t <T,
demonstrando la desigualdad (3,10).

Vamos a suponer que

1 T
eal0.0)Pde <€ [ fpun(t. 0 (3.30)
0 0
donde
. C|M|'/? 1
Cc* = exrp {W 1+ W (331)

para alguna constante positiva C’, que depende de T', con v suficientemente pequeno en
terminos de M.

Sea ¢ solucion del problema adjunto (3,1). Multiplicando la ecuacion (2,1) por ¢ e
integrando por partes en (0,7) x (0,1), obtenemos

1 T
/ (y(T, x)po — Yopr1)dx — 1// V19 (t,0)dt = 0, (3.32)
0 0
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donde 1 = p(0,.) € H}(0,1) y v; € L*(0,T). Esa identidade nos dice que el dato inicial
Yo € H~1(0,1) es controlable a cero; es decir, y(T,z) = 0 en (0, 1) si, e solamente si, existe
vy € L*(0,T), tal que

1 T
/ yogold:v—i—l// V19(t,0)dt = 0. (3.33)
0 0

Consideremos el funcional lineal

J: H;(0,1) — R

[T ) 1
Te) =5 [ lealt O dt+ [ popids
0 0

Se el funcional J alcanza su valor minimo en ¢, entonces

h o 1 T
0= lim (T (o1 + ﬁ;? J(¢1) :/0 yowldx—i-u/o ooty 0)ihea(t, 0)dt,  (3.34)

para todo 1; = ¥(0,.) € H}(0,1) donde 9 es solucion de (3,1). Luego, tomando v; =
¢z (., 0), tenemos que (3,33) se verifica y yo es controlable a cero.

Para mostrar la existencia de un minimo basta verificar que el funcional 7 es convexo,
continuo y coercivo en H}(0,1). El hecho de ser convexo y continuo es trivial. Basta
verificar que J es coercivo. En efecto, por la desigualdad (3,30) obtenemos

1
v
JI(p1) = 20*/ |02(0, 2)*dz — [lyoll =10, 1l 113 0,1
0

14
= 5o Il on = lvolla—onllenlmo)- (3.35)

Asf, iy, ,0 o oo J(¢1) = oo. Luego, J es coerciva. Ademaés, tomando v = ¢, (.,0) €
10,

L*(0,T) en la identidad (3,33) y aplicando la desigualdad (3,30) obtenemos

T 1
v [Pt == [ gwerde < ool oo
0 0

T 1/2
< lvollarom (O* / |som<t,o>|2dt)
0

T 1/2
= [lyollm-1(0,1) <C*/ |v1\2dt> .
0

*

C
V1]l 20,y < 7Hy0HH—1(0,1)- (3.36)

Por lo tanto,
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Para concluir la demostracion del Teorema 15 solo falta verificar la desigualdad (3,30).
De la desigualdad (3,7) obtenemos una constante positiva C', tal que

Zoo o COT:2 Ty
[0 [ el s < Secm [V oo a (3.37)
To 0 S 0

3

De (3,10) sigue que

1 C 1
| e0apar < S [t (3.38)
Combinando las desigualdades (3,37) y (3,38), tenemos que
! C (T’ To
2 _O Cs/To 2
/0 |00, z)|“dx < BT, (s) e /0 |2z (t, 0)]" dt. (3.39)

1 1 T 2
En (3,3), consideremos s = C(Ty + Ty + Ty \M|% vz). Asi, (—0> < Tp, de donde
s

1 C To )
/0 |g0$(0,.%‘)|2dl’ S WQCS/TO/O |<pxm(t70)| dt. (340)
C|M|/? 1
Como  — = {% (1 + W) +C’}, para v = v(|M|) suficientemente
0 14

| M|

1/2
pequeno, tal que (—> sea suficientemente grande, obtemos que
v

C|M|? 1
< v1/2 L+ Tl/?‘M’l/Q :

Luego, existe una constante positiva Cy, independiente de v, |M|y yo tal que

Cs < C4|M‘1/2 1 1
?0 = 12 T2 M2 )
Por lo tanto, en (3,40) sigue que
1 CylM|L/2 T
C 4| M| 1+ 1 0
/ ’@x(()’m)‘de S 4—/36 J1/2 ( T1/2|M|1/2> / |80xx<t, 0)’2 dt. (341)
0 v 0
Ademas, existe una constante positiva C} tal que
1/2 C*\M\l/z
1/ ec4l|/1i/f/|2 (1+T1/2|§W|1/2) <e 41/1/2 (1+T1/2|1M\1/2) (3 42)
LA/3 = : :

Asi, combinando (3,41) y (3,42) se obtiene (3,30).
[l

Finalmente, el siguiente teorema es un resultado de control exacto para el sistema (2,1)
donde M es una constante.
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Teorema 16. Sea M wuna constante y v > 0 fijo. Entonces, para cada yo,y; € L*(0,1),
existen vy y vy en L*(0,T), tal que la solucion y € Yy de (2,1) con v = 0 satisface
Yli=r = y1 en (0,1).
Demostracion. Como y; € L*(0,1) tenemos que y1, € H'(0,1). Sea ahora h € Y,
solucion del sistema

hi + Vhggr + Mhy, =0 en(0,7") x (0,1)
h |oc:0: h |x:1: hx |oc:0: 0 en (O,T) (343)
hli=r= Y14 en (0,1).

La existencia y regularidad de h son dadas por la Proposicao 18. Definimos
z(t,x) = / h(t, s)ds.
0

Como z,(t,z) = h(t,x) € L*(0,T; L*(0,1)), entonces z € L*(0,T; H'(0,1)). Por la de-
sigualdad de Holder obtenemos la siguiente estimativa:

- /01 (/Ow|h(t, 5)|2d5) (/0 ds) dr < |[h()]320, /01 odr

< Il Z2(0,4-

dx

Asi, z € C°([0,T]; L*(0,1)). Luego z € Y}/4. Definimos

¢ =2+ Vzpge + Mz, en D'((0,7) x (0,1)) (3.44)
d:=1y — z|=r, en L*0,1). '
Luego, por la ecuacion (3,43) resulta que
Cp = ht + th:m: + Mh:c =0 ; d:v =Yz — let:T =Ytz — h|t:T = 07 (345)

y, por lo tanto, c(t,z) = ¢(t) en D'((0,7) x (0,1)) y d = constante.
Como z,(t,z) = h(t,z) € L*(0,T; L*(0,1)), por las inmersiones
L2(0, 75 L2(0, 1)) = L2(0,T5 H(0, 1)) < L2(0, T3 H(0, 1)) = L2(0, T5 H™(0, 1)),

obtenemos que
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Zxx = hm € L2(07T7 H_1(07 1))7
Zrzx = hzx € L2(07T7 H_2(07 1))7

[ € L*(0,T; H3(0,1)).
Luego,
hy = —vhgpe — Mhy, e L*0,T; H3(0,1)),
Rrxzx = hxac S LQ(Oa Ta H72(07 1))a
2= [y hu(t,s)ds e L*0,T; H2(0,1)),
¢ =2+ Vhy + Mh e L*0,T; H2(0,1)).

Como c so6lo depende del tiempo, tenemos que ¢ € L?(0,T'). Introducimos

T
g(t) = d+/ c(s)ds,
t
y por la desigualdad de Holder se tiene la siguiente estimativa:
lg(D)] < |d| + T?||cll 2e.ry,  para todo ¢ € [0, 7].

Asi, g € C°[0,T]. Nuevamente, por la desigualdad de Hélder, concluimos que

2

T T T
/O lg(t)|2dt < 2d2T+2T/0 (/t |c(s)|ds) dt < 2d°T + 2T ||c|| 22 (0.1

Luego,
g € L*(0,T; H'(0,1)) N C°([0,T); L*(0,1)) = Yia.

Definiendo
g =ZzZ+ g e 1/1/47

de (3,43), (3,44) y (3,46) se obtiene

Yo = 25 = I ; Yzzz = Rax ; gm|x=1 = h(tv 1) =0 ;
th =2+ gt =2 —C= —VZygy — MZ:L" = _Vha:x — Mh = _ng:r:p - Mgw
jli—o =70,  donde fo = zli—o — g(0) € L*(0,1).

Como
2

T T 1
/0 =1, 1) 2dt < / ( / |h<t,s>\ds) 0t < 1220 20201
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entonces

01 1= Jlyomo = 2|omo + 9 =g € L*(0,T) (3.54)

Uy i= §lom1 = 2|u=1 + g € L*(0,T). (3.55)
Ademas, de (3,44) tenemos la siguiente igualdad:
9T, x)=2(T,z)+ g(T)=2(T,z) + d = 2(T,x) + y1(z) — 2(T,z) = y1(x).  (3.56)

Por lo tanto, de (3,50), (3,51), (3,52), (3,54), (3,55) y (3,56) existen gy € L?(0,1) y
controles vy, v, € L2(0,T), tales que la solucion ¢ € Y14 de

?jt+V?jzm+Mﬂz=0 en (O,T)X(O,].)
Y ‘x:OZ U, ¥ ‘ac:l: U2,  Ur ‘x:1: 0 en (07T) (3-57)
¥ li=0= %o en(0,1),

satisface
9(T,z) = y1(z).

Como o — yo € L?(0,1) entonces, por el Teorema 15, existe un control o, € L?(0,T),
tal que la solucion y € Y] de

Ut + Veze + My, =0 en (0,7) x (0,1)
Ylo=0= 01, ¥ lo=1=Yzlz=1 =0 en (0,7T) (3.58)
Y li=0= Yo :== Yo — Yo en (0,1),
satisface
Uli=r=0 en (0,1).
Definimos

y=y-y € Yo
Finalmente, de (3,57) y (3,58) tenemos que para cada v, y; € L*(0, 1), existen v; = v; —0;
v vy = Uy en L*(0,T), tal que la soluciéon y € Y de

Yt + VYgza + Mya: =0 en(O,T) X (0, 1)
Y lo=0= 01, Yle=1=v2, Yalo=1 =0 en (0,T) (3.59)
Y lt=0= Yo — Yo = Yo en (0,1),

satisface
Yli=r = (T =) l=r =1 en (0,1).
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