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Resumen

El objetivo de este trabajo es estudiar la existencia y unicidad de la
ecuacién de Hamilton-Jacobi dada por,

ur+ H(Du) =0 en R" x (0,00)
u=g en R™ x {0},

donde u : R" x [0,00) — R,t € R, H : R” — R es una funcién llamada
Hamiltoniano , Du = (Ugyy.venvnn.. yUg,, )

Para alcanzar el objetivo planteado, empleamos el cdlculo variacional, las
ecuaciones de Hamilton, la transformada de Legendre y la férmula de
Hopf-Lax.

Palabras llaves: ecuaciéon de Hamilton-Jacobi, Hamiltoniano, transformada
de Legendre, formula de Hopf-Lax, solucién débil, funcién Lipschitz continua.



Abstract

In this work, we study the existence and uniqueness for the Hamilton - Jacobi
equation given by

ur+ H(Du) =0 in R" x (0,00)

u=g in R™ x {0},

where u : R™ x [0,00) — R,t € R, H : R” — R is a Hamiltonian function
and Du = (Ugyyenvnen... y Uz, )-

Key Words: Hamilton-Jacobi equation, Hamiltonian, Legendre transform,
Hopf-Lax formula, weak solution, Lipschitz continuous function.
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Capitulo 1

Introduccion

Unas de las dificultades en las ecuaciones diferenciales parciales es el de
poder dar solucion a las ecuaciones diferenciales parciales del tipo no lineal,
debido a lo complejo que estas son, dentro de estas ecuaciones no lineales po-
demos analizar en un primer momento las ecuaciones diferenciales no lineales
de primer orden. Dentro de las cual se encuentra la ecuacién de estudio en
este trabajo que es la ecuacion de Hamilton-Jacobi, la que estudiaremos y
trataremos de dar solucién para su forma particular

w + H(DU) = 0.

Las ecuaciones de Hamilton —Jacobi tienen su aplicaciéon en la mecanica
cuantica y mecénica relativista que permite estudiar ecuaciones de evolucion
o movimiento de ahi la importancia para el estudio de estas ecuaciones. Es-
tudios de las ecuaciones de Hamilton-Jacobi en su forma general o referentes
a esta ecuacion lo podemos encontrar en [2], [5], [7] asi como en [10] el cual
a servido como base para el trabajo presentado.

Este trabajo consta de tres capitulos. En el primer capitulo vamos a dedu-
cir las ecuaciones caracteristicas de la ecuacion de Hamilton-Jacobi, a partir
de la forma general de una EDP de primer orden no lineal.

En el segundo capitulo mostraremos la existencia y unicidad para la ecua-
cion de Hamilton-Jacobi. Para ello, empezaremos definiendo una funcién lla-
mada Lagrangiano para definir el Hamiltoniano y mediante el calculo varia-
cional trataremos de conseguir una funcion candidata a ser solucion para la
ecuacion de Hamilton-Jacobi estudiada, esta funcion sera llamada la férmula



de Hopf-lax. Luego, presentaremos algunos resultados que nos permitaran
mostrar que esta formula es, efectivamente, la solucion de la ecuacion de
Hamilton-Jacobi estudiada, impondremos algunas condiciones para la unici-
dad del problema. Los resultados presentados estan basados en [10].

Finalmente, estudiaremos algunas aplicaciones referente a este tipo de
ecuaciones.



Capitulo 2

Preliminares

Espacios LP())

En este capitulo presentaremos algunos resultados clasicos que seran usa-
dos a lo largo del trabajo. Las demostraciones se pueden encontrar en [3],
120].

Sea 2 un abierto del R". Representaremos por LP(€2), 1 < p < 400, el
espacio vectorial de las (clases de) funciones definidas en €2 con valores en K
donde K = R, C, tales que |ul? es integrable en el sentido de Lebesgue en 2.

El espacio LP(€)) con norma

||| zr ) = (/ \u(x)|pdx> , para 1 < p < 400
Q

[ul[ e = supess|u(z)|, para p = 400,
zEN

es un espacio de Banach.
En el caso p = 2, L2(2) es un espacio de Hilbert.

PROPOSICION 2.0.1. Si u € LY(Q) entonces las integrales indefinidas de u
son funciones continuas.

TEOREMA 2.0.1. (Convergencia Dominada de Lebesque). Sea (f,) una
sucesion de funciones medibles sobre ) que converge puntualmente a la fun-
cion f y supongamos que existe una funcion F integrable sobre ) tal que
|fol < F para todo p, entonces

i) f es integrable sobre €.



i) [ 7=tim [

TEOREMA 2.0.2. (Desigualdad de Jensen ). Sean f: R — R convexa,
Q C R" abierto, acotado y u : € — R" integrable. Entonces,

f (%)udaz) < fé)f(u)dx
donde ]ézuda: = ﬁ/gudx

DEFINICION 2.0.1. Una funcion f : R" — R es llamada convexa si cumple
la siguiente propiedad:

flra+ 1 —=r)y) <rf(x)+ 1 —7)f(y),
para todo x,y € R".

TEOREMA 2.0.3. (Hiperplano de Apoyo). Sea f : R" — R convexa.
Entonces, para cada v € R", existe r € R" tal que

fy) = f@) +7r-(y — =),
para todo y € R".

DEFINICION 2.0.2. Dadas dos funciones f y g absolutamente integrables en
R, la convolucion de f y g es dada por:

(f * 9)a l/ gz — y)dy

TEOREMA 2.0.4. Dadas dos funciones fy g absolutamente integrables en R.
Se cumple:

frg=gxf.
DEFINICION 2.0.3. i) Sea n € C(R") definida por

Cexp(—s——
() = > — 1
0 si x| > 1,

) si |x| < 1,



donde C' es una constante positiva escogida de tal manera que

/n n(x)dr = 1.

n es llamada aprozimacion a la unidad estandar(standard mollifier).

i) Para cada € > 0, definimos

Ne(x) = einn (x) :

€
Las funciones n. € C°(R"™) son llamadas sucesiones regqularizantes
satisfacen

/nng(a:)dx =1, spt(n.) C B(0,e€).

DEFINICION 2.0.4. Sea f : @ — R localmente integrable. Se define la
aproximacion de f(mollification of f)como

ff=nexf  en Q.= {x € Q; dist(x,00) > €}.
TEOREMA 2.0.5. En la condiciones de la definicion anterior se obtiene:
i) f©e O(%).
ii) f©— f, casi siempre, cuando € — 0.

iii) Si f € C(Q), entonces f¢ — f uniformemente en todo subconjunto
compacto de €.

Calculo variacional

DEFINICION 2.0.5. Sea M un conjunto de funciones, entonces f : M — R
es llamado funcional.

DEFINICION 2.0.6. El cdlculo variacional es el campo de la matemdtica que
se encarga de estudiar los métodos que permiten hallar los valores mdximos
y minimos de un funcional.



Capitulo 3

Introduccion a la ecuacién de
Hamilton-Jacobi

3.1. Ecuaciones caracteristicas para una EDP de pri-
mer orden no lineal

En esta parte deduciremos las ecuaciones caracteristicas para una EDP
de primer orden no lineal, cuya forma general es

F(Du,u,z) =0, (3.1)

con condicion de frontera

u=g en I, (3.2)

donde x € U, u : U — R" | siendo U abierto en R", I' C 0U (frontera de
U)yg:T — R son dados.

Para deducir las ecuaciones caracteristicas que soluciona el sistema (3.1)-
(3.2), vamos a convertirlas en una EDO equivalente a (3.1)-(3.2). Supongamos
que tenemos una funcion u que sea solucion de (3.1), vamos a calcular u a lo
largo de algunas curvas en U, uniendo un punto z € U con un punto 2" € T
y a lo largo del cual podamos hallar u. De (3.2), sabemos el valor de u en el
final 2°. Por lo tanto, nuestro trabajo consistira ahora en encontrar el valor
de u en toda la curva, para ello buscaremos parametrizar dicha curva.

Sea

x(s) = (z'(s), - ,2"(s)) (3.3)



la curva que describe las condiciones anteriormente especificada , donde el
parametro s esta en un intervalo de R.

Definamos
&@W@» | (3.4
P'(s) = ug,(x(s)), (i=1,2,...... M),
donde p(s) = (p'(s),......... ,p"(5)).

Debemos elegir una funcion z(-) de tal modo que podamos calcular z(-) y
p(+). Para ello, diferenciemos la i-ésima componente de p(-) con respecto de
57

p'(s) = Z Uy, (2(5)) 3 (5). (3:5)

Esta expresion implica segunda derivadas, las cuales trataremos de eliminar.
Derivando (3.1) con respecto a z; obtenemos

Z <8F(Du,u,aj)uxi$ ) N 8F(Du,u,x)umi N OF (Du,u,x) _ 0. (3.6
— Op; ’ 0z Ox;
j=1
Escogemos z=z(s), tal que
y OF
#(5) = 2L (p(s). 2(5). 2(s)) 57)
Pj

Desde que p(s) = Du(z(s)), de (3.7) y evaluando (3.6) en z=z(s) se obtiene

D (8 (ot () + T 0l5),2(5), )5
g OF

+ o (p(s),2(s),z(s)) = 0. (3.8)

Luego, de (3.4), se obtiene en (3.8) la siguiente identidad:

§(5) = 5 (019). (). 2(5)) = S (0(s), (). 2(), P = Lo

(3.9)




De (3.4), obtenemos

) = 3w (a()i0(5) = Y (5) 5

j=1

(p(s), 2(s), x(s))- (3.10)

Opj

Por lo tanto, de (3.8), (3.9) y (3.10) obtenemos el siguiente sistema llamado
Ecuaciones Caracteristicas para la EDP de primer orden no lineal (3.1)

(b) 2(s) = D,F(p(s), 27%3), x(s))).p(s),

Asi, demostramos el siguiente teorema:

TEOREMA 3.1.1. (Estructura de la Caracteristica) Sea u € C*(U) solucion
de (3.1) en U. Supongamos que x(-) resuelve la EDO (3.11)(c), donde

p(-) = Du(x(-)), 2(-) = ufz(-)).

Entonces, para cada s tal que x(s) € U, p(-) resuelve la EDO (3.11)(a) y
z(-) resuelve la EDO (3.11)(b).

3.2. Caracteristicas de la ecuacion de Hamilton-Jacobi

En esta seccion, estudiaremos la siguiente ecuacion llamada ecuacion de
Hamilton-Jacobi

u+H(Du) =0 en R" x (0,00) (3.12)
u=g en R" x {0},
donde u : R" x [0,00) — R, t € R, H : R” — R es una funcion llamada
funcion Hamiltoniana , Du = (tg, ...t ... U, )
Denotemos

G(Du,ug, u,x,t) = us + H(Du,z) = 0, (3.13)
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donde Du = (ug,, .- vvn-.. , Uz, ). De (3.4), considerando g = (p, pn11),y =
(x,t), se obtienen las siguientes identidades:

G(Q) 2 y) = Pn+1 =+ H(p7 Qf),
D,G = (D,H(p,z),1), D,G = (D,H(p,),0), D.G = 0. (3.14)

Luego, de (3.11)(c) y (3.14) obtenemos

" (s) = 1.

En particular, podemos identificar el parametro s con el tiempo t.

De (3.11)(a), se tiene
#() = ~32(p(s), 2(5)), (i=1,...,n) 516,
pn—l—l(s) = 0.

Ademas, de (3.11)(b), sigue que

i(s) = DpH (p(s), z(s)).p(s) + p"*'(s)
= DyH(p(s), x(s)).p(s) — H(p(s), x(s)). (3.17)

Por lo tanto, de (3.16) y (3.17), se obtiene las siguientes ecuaciones caracte-
risticas para la ecuacién de Hamilton-Jacobi:

(a) p(s) = —D H(p(s ,x(s)),
(b) Z(s) = DpH(p(s),2(s)).p(s) — H(p(s), x(s)), (3.18)
(¢) i(s) = DpH (p(s), x(s)),
donde, p(-) = (p'(-),-...p (-)), o(-) = (&'(),..., 2" ("))

La primera y tercera de estas ecuaciones son llamadas ecuaciones de Ha-
milton

T = DPH(p7 x);
{hm B 519



Capitulo 4

Existencia y unicidad para la ecuacion
de Hamilton-Jacobi

4.1. Calculo variacional para las ecuaciones de Hamil-
ton

En esta seccion, vamos a deducir las ecuaciones de Hamilton desde el
punto de vista variacional.
Sea,

L:R"xR"—R

una funciéon suficientemente regular, que de ahora en adelante llamaremos
Lagrangiano , L = L(q,z) = L(q1,...,qn, x1,...,2,) (g, € R™). Consi-
deremos la siguiente notacion:

D,L = (Lg,...,Ly,)
D,L = (Ly,...,Ly;)

Ahora, fijemos dos puntos x,y € R” y un tiempo ¢ > 0 y sea el siguiente
conjunto llamado Conjunto de valores admaisibles:

A= {w() € CH0,:RY);w(0) =y, w(t) = ).

Para w(-) = (w(:),...,w"(:)) € A, definimos la siguiente” accidn funcio-

o) = [ 2t utonis (=), (41)

11
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Nuestro problema consistird en encontrar una curva x(-) € A tal que

Ie()] = min Ifuw()] (4.2)

w(-)eA

En el caso de existir, dicha curva satiface

TEOREMA 4.1.1. (Ecuacion de Euler-Lagrange). La funcion x(-) es so-
lucion del "sistema de ecuactones de Euler-Lagrange”

—i(DqL(x'(s), x(s))) + D, L(x(s), z(s)) = 0. (4.3)

ds

Demostracion. Sea v : [0,t] — R" suficientemente regular, tal que v(0) =
v(t) = 0. Para 7 € R, definimos la funcion

w(-) =x(-) + 1v(-). (4.4)
Claramente, w € A y, por definicion de x, obtenemos
()] < Iw()].
Asi, la funcion definida por
t
i(r) = Ix(:) + Tw(")] = / L(z(s) + 70(s), z(s) + Tv(s))ds (4.5)
0
alcanza un minimo en 7 = 0. Por la regla de Leibniz se tiene que
i'(7)
t
= / [D,L(x(s) + 10(s), x(s) + T(s)) - 0(s) + Dy L(2(s) + 70(s), z(s) + Tv(s)) - v(s)] ds
0

Luego,

0=14(0) = /0 [D,L(i(s),z(s)) - 0(s) + Dy L(3(s),x(s)) - v(s)]ds. (4.6)

Integrando por partes y teniendo en cuenta que v(0) = v(t) = 0 resulta

/0 [DyL(#(s), 2(s)) - 0(s)] ds = ;/0 [Dy, L(i(s), x(s))0i(s)] ds

—Z [ (Fapustats)ston ) usds = [ (—aDLGals) 060 ) o)



13

Reemplazando esta identidad en (4.6) sigue que

0= /0 t (-%DQL@;(S), 2(5)) + DoL(i(s), x(s))) o(s)ds,

para toda funcion v : [0,¢] — R" suficientemente regular. Por lo tanto, se
obtiene (4.3). O

OBSERVACION 4.1.1. A cada minimizador x(-) € A de I[-], solucion de
(4.3), lo llamaremos "punto critico de I[-]". Asi, cada minimizador es punto
critico pero mo necesariamente todo punto critico es minimizador.

4.2. Equivalencia entre la ecuacién de Euler-Lagrange
y las ecuaciones de Hamilton

Ahora, convertiremos la ecuacion de Euler-Lagrange (4.3) al sistema de
ecuaciones de Hamilton (3.19), utilizando los minimizadores z(-) € A, dadas
en la observacion 4.1.1, las cuales supondremos que son de clase C?.

Sea
p(s) == D,L(x(s)),x(s)) 0<s<t; (4.7)

p(+) es llamado impulso generalizado en la posicion x(-) y velocidad &(-).

Consideremos las siguientes hipotesis importantes:

Supongamos que para todo x,p € R", la ecuacion
p = DyL(q, ),

puede ser resuelta de manera tinica para

(4.8)
q = q(p, x), suficientemente regular.

DEFINICION 4.2.1. El Hamiltoniano H asociado al Lagrangiano L es dado
por

H(p,z) = p.q(p,x) — L(q(p,x),z) (x,p € R"), (4.9)
donde la funcion q(-,-) estd definida implicitamente por (4.8).
EJEMPLO 4.2.1. El Hamiltoniano correspondiente al Lagrangiano

2
m\q
Lg.z) = "5

f (@),
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donde m > 0 es dado por

mlq|”
Ahora, escribiremos las ecuaciones de Euler-Lagrange en términos de p(-) y
TEOREMA 4.2.1. (Derivacion de las ecuaciones de Hamilton). Las
funciones x(-) y p(-) satisfacen las ecuaciones de Hamilton

(s) = DyH(p(s), 2(s))
{ p(s) = —D.H(p(s),x(s)). (4.10)

para 0 < s <t. Ademds, el mapeo
s +— H(p(s), z(s))

es constante.

Demostracion. De (4.7) y (4.8) sigue que &(s) = q(p(s), z(s)). Luego, utili-
zando (4.7) obtenemos:

D, H(p,x) = p- Dyq(p,v) — DyL(q(p, ), ) - Doq(p, x) — Do L(q(p, ), x)
= (p - DqL(q(p, x)7$)) ) DJ;Q(]?, x) - DxL(Q(p7 ZIZ’),ZL“)

= —D,L(q(p,z),2) = =D, L(i(s), z(s)).

Por el Teorema 4.1.1 se obtiene que

Do H(p(s),x(s)) = =D, L(i(s), x(s)) = —%DqL(i‘(S), (s)) = —p(s).

Asi, obtenemos la segunda ecuacion de (4.10). La primera ecuacion sigue de
manera similar usando (4.8):

DpH(p,z) = q(p,z) + p- Dyq(p,x) — DyL(q(p, x), ) - Dyq(p, x)
=q(p,z) + (p — DyL(q(p, ), 7)) - Dpq(p, x)

=q(p,x) = 2(s).
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Finalmente, de lo anterior se tiene que

T H(p(s), 2(5)) = DyH(pls), 2(s)) - (s) + D (p(s), 2(5)) - ()

= DyH(p(s), x(s)) - (=D H (p(s), 2(s))) + Do H(p(s), x(s)) - DpyH(p(s), x(s))

= 0.

[]

4.3. Existencia de solucién para la ecuacion de Hamilton-
Jacobi

Ahora, intentaremos establecer una relacion entre la EDP de Hamilton-
Jacobi y el problema de variaciones (4.1)-(4.3). Para simplificar los célculos,
supongamos que el Hamiltoniano dependa solo de p, es decir, H = H(p).

4.3.1. La Transformada de Legendre

Supongamos que el Lagrangiano L : R" — R satisface las siguientes

condiciones:
el mapeo ¢ +— L(q) es convexo (4.11)
y
L
lfm Lla) = 00. (4.12)
dl—vo ||

Siendo L convexo, entonces, L es continuo.

DEFINICION 4.3.1. Definimos la transformada de Legendre de L, como

L*(p) = sup{p-q— L(q)}. (4.13)

qeR”

Por lo tanto, de ahora en adelante, escribiremos

H=1L" (4.14)
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Asi, de (4.13), podemos obtener el Hamiltoniano H del Lagrangiano L.

Ahora hacemos la pregunta inversa: dada H, jcomo calculamos L?

TEOREMA 4.3.1. (Dualidad convexa del Hamiltoniano y el Lagran-
giano).
Supongamos que L satisface (4.11) y (4.12) y definimos H mediante (4.13)
y (4.14).

(i) Entonces, el mapeo

€s convero y

(i1) Ademds,
L=H" (4.15)

OBSERVACION 4.3.1. Asi, H es la transformada de Legendre de L y vicever-
sa:

L=H" H"=L.
Decimos que H y L son funciones duales convezxas.

Demostracion. (i) Sean T € [0,1] y p1,p2 € R™. Entonces,

H(tpi+ (1 —7)p2) = L*(tp1 + (1 — 7)p2) = Seuﬂg{(m + (1 —=7)p2) - q — L(q)}

<7 S;le{pl q—L(g)} + (1 —7) S;Rg{zp q—L(q)}

=7H(p1) + (1 —7)H(p2).
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Por lo tanto, H es un mapeo convexo. Ahora, tomemos p # 0 y A > 0. Para
qo = )\ﬁ obtenemos,

p|

HO) = swplp- o= L) = Vol - £ (3

> Apl — méx L(q).
> Alp| i (9)

Asi,
H
lim inf ()
pl—oc [P

Desde que A > 0 es arbitrario, se tiene que

> A\

(i2) De la definicion de la transformada de Legendre sigue que, para todo
p,q € R™

H(p)+ L(q) > p-q,

en particular,

L(q) > sup{p-q—H(p)} = H*(q).

peR”
Por otro lado

H*(q) = L"(q) = ;;1151{19 q—L*(p)} = ;;1@{19 q— feuRg{p r—L(r)}}

— sup { fmf {p- (g —1) + L(r)}} (4.16)

peRn T‘GR”
Siendo L convexa, por el Teorema 2.0.3, existe s € R" tal que
L(r) =z L(q) +s- (r —q).
Finalmente, para p = s en (4.16) se obtiene que

H'(q)> ff {5+ (¢ — ) + L(r)} > L(a)
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4.3.2. Foérmula de Hopf-Lax

Retornando al problema de valor inicial (3.12), objetivo de nuestro estudio,
parat > 0y x € R", trataremos de minimizar la accion

[ winas

sobre el conjunto de funciones w : [0,t] — R" que satisfacen w(t) = 0.
Pero, jqué valor deberfa tener w(0)? Como de alguna manera debemos tener
en cuenta la condicién inicial de nuestra EDP, vamos a modificar la accion
incluyendo una funcion g evaluada en w(0):

/0 Lia())ds + g(w(0))

Ahora, vamos a construir un candidato para soluciéon del problema de
valor inicial de Hamilton-Jacobi (3.12), en términos del principio variacional
que implique la accién modificada.

Definimos

u(x,t) mf{/ s))ds + g(y);w(0) =y, w(t) ==z}, (4.17)

el infimo de todas las w(-) de clase C! con w(t) = .

Investigaremos ahora la razon por la que definimos la funcion u(zx,t) de esta
manera y si es solucion de (3.12). Recordemos que H es suficientemente
regular. Ademés, satisface

p+— H(p) es convexo,
H(p) (4.18)

De aqui en adelante, supondremos que:

g:R" — R es lipschitz continua, (4.19)
es decir,
. Xr)—
Lip(g) = sups,ce 9(@) —gWl _
T#Y [z —yl

Lo primero que vamos hacer es simplificar la ecuacion para la funcion u(x, t)
definida en (4.17). Se obtiene el siguiente resultado.
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TEOREMA 4.3.2. (Férmula de Hopf-Lax) Sean x € R" yt > 0. Entonces,
la solucion u(x,t) del problema (4.17) es dada por

u(z,t) = min{tL(Z t g (4.20)

yeRn?

Demostracion. Para cada y € R" definimos

w(s) ::y+§(:1:—y), 0<s<t.

Luego,

es decir,

w(z,t) < inf {tL(E—Y)

[nf +9(y)}- (4.21)

Por otro lado, si w(-) es de clase C' con w(t) = =, de la desigualdad de
Jensen, se obtiene que

I <1 /0 tL(w(s))ds) < % /0 ' L(i(s))ds. (4.22)

t

Tomando y = w(0), obtenemos en (4.22) la siguiente desigualdad:

t

tL(=—2) + g(y) < /O L(ai(s))ds + g(y).

Luego,

fuf {tL(—) +g()} < u(r. 1) (4.23)

Por lo tanto, de (4.21) y (4.23) resulta

ule,t) = inf {tL(—) + g(y)}. (4.24)

yeR?
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Con la finalidad de demostrar que el infimo es realmente el minimo, tomando
y = x en (4.24) se obtiene que

u(z,t) < tL(0) + g(x). (4.25)
De (4.12), existe una constante positiva A, tal que
L(q) = 2(Lip(g) + 1)|q|, para todo [q| = A.

Luego, si | x —y |> tA, de (4.25) y de la desigualdad arriba obtenemos la
siguiente estimativa:

7fL(g) +9(y) > 2(Lip(g) + 1)|z —y[ + g(y)
> (Lip(g) + 2)|z — y| + g(z)
> (Lip(g) +2)|x — y| — tL(0) + u(x, ). (4.26)

Finalmente, de la desigualdad anterior, para | z — y |> tB, donde
B = méx {A, A} ,
Lip(g) +1

resulta

L) + gly) = +ula, D)

obteniendose (4.20).
L]

Ahora estudiaremos varias propiedades para la funcion u definida en (4.20).

LEMA 4.3.1. (Identidad funcional). Para cada v € R" y 0 < s < ¢,
tenemos

u(z,t) = min {(t — 9L (f - y) + oy, s)} . (4.27)

yeR? — S

Demostracion. Fijamos y € R"0 < s <ty escogemos z € R" tal que

uly,s) = sL (y . Z) +g(2). (4.28)
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Como

y siendo L convexo, se obtiene

()=o) ()

Asi, de (4.20), (4.28) y la desigualdad anterior, obtenemos para todo y € R”

u(z,t) < tL (” — Z) Yg(2) < (t—s)L <3t” _Sy> +sL (?) +g(2)

t

—(t—s)L (j:f) +u(y, s). (4.29)
Afirmacion: El mapeo
y — u(y, s) (4.30)

es continuo.
Supongamos probada la afirmacion. Entonces, de (4.29) se tiene que

w(z,t) < min {(t — 9L (I - y) +uly, s)} . (4.31)
yeRn t—s
Ahora, elegimos w tal que
u(z,t) =tL (:z: - w) + g(w), (4.32)
y tomando
= ey (1-— f)w
y=7 W
se obtiene,
rT—Yy TrT—w Yy—w
t—s t s
Consecuentemente,

ofet) = ut) 2 02 (T gt - |52 (12 +gtw)

() e ()

— (t—s)L (9; - y) . (4.33)
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Por lo tanto, de (4.33) obtenemos

w(z,t) > min {(t — )L (g) + uly, s)} . (4.34)

ycRn —
En seguida, demostraremos a afirmacion.

LEMA 4.3.2. (Lipschitz continua).
La funcion u es Lipschitz continua en R™ x [0, 00).
Adémas,

u=g en R"x{t=0} (4.35)

Demostracion. Fijamos t > 0, x,7 € R", escogemos y € R" tal que

w(z,t) = tL (g) +g(y).

Entonces,
w(Z,t) —u(x,t) = inf {tL (x — Z) + g(z)} —tL <x - y) —g(y)
zeRn t t
T—(T—x—y) _ T—y
<o (T o —a—y)—tL () ~ g0
=g(@—z—y)—gly) < Lip(g) |z -7 |. (4.36)
Intercambiando T por x, se obtiene
| ule,t) — u(@,1) |< Lip(g) |2 —7 | . (4.37)
Ademas,
, r—Y
u(z,t) — g(z) = min {tL (—) +9(y) — g(af)}
yeR? t
> min {tL (ﬂ) — Lip(g) |z —y |} =min {tL (z) — tLip(g) | z |}
yER® t 2€Rn

= —tmix {Lip(g) | z | =L (2)} = _tweéfif;@ méx{w.z — L(2)}

= —t max H(w). 4.38
popax (w) (4.38)
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Asi, de (4.25) y (4.38) sigue que

[u(z,t) - g(x)| < Ct, (4.39)
donde,
C:ma{wwh mAx HW%. (4.40)
’LUEBLip(g) (0)

De (4.37), obtenemos, Lip(u(-,t)) < Lip(g).
Ahora, sean € R", 0 < ¢ < t. Tomando y = z en (4.27), se obtiene la
siguiente estimativa

u(z,t) < (t—1)L(0) + u(x,1). (4.41)

Por otra parte, de (4.27) y haciendo los mismos calculo para obtener la de-
sigualdad (4.38), resulta

u(z,t) —u(x,t) > —(t — 1) wezgnéf()(o) H(w). (4.42)

Por lo tanto, de (4.41) y (4.42) concluimos que
ju(a, ) — (e, ] < Oft — 1],
donde C' es dado por (4.40). O

Ahora, el teorema de Rademacher afirma que una funcién de Lipschitz es
diferenciable casi siempre. En consecuencia, por el lema (4.3.2), la funcion
definida por (4.3.2), es direnciable c.s.

El siguiente teorema afirma que de hecho resuelve la ecuacion de Hamilton-
Jacobi, si u es diferenciable.

TEOREMA 4.3.3. Supongamos que x € R", t > 0 y u definida en el Teorema
(4.3.2) sea diferenciable en (z,t) € R" x (0,00). Entonces,

ur(z,t) + H(Du(z,t)) = 0. (4.43)

Demostracion. Fijemos ¢ € R", h > 0. Luego, en el lema (4.3.1), tenemos

ha —
u(x + hg,t + h) = min {hL (M) + u(y,t)}

yeRn h

< hL(q) +u(z,t),
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y, por lo tanto,
w(x + hg,t +h) —u(xz,t +h) wulz,t+h)—u(zt)
h i h

Esta desigualdad es valida para todo ¢ € R" y, desde que H = L*, tomando
limite cuando h — 0" en la desigualdad anterior, obtenemos

< L(q).

u(x,t) + H(Du(x,t)) = w(x,t) + gé%ic{q.Du(x, t)— L(q)} <0. (4.44)

Ahora, escogemos z € R", tal que

u(x,t) =tL ( / ) —|-g(z)’
y, para h > 0 fijo, consideremos
s=t—h, y:§x+(1——)z.

Entonces,

y, por lo tanto,

esto es,

u(x,t) — u((1 —h%)x + Lzt —h) > L <a: — z) |

Tomando limite cuando h — 0", se obtiene

u(x,t) + ?_Du(w,t) > L (:13 ; Z) .
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En consecuencia,

u(x,t) + H(Du(x,t)) = w(x, t) + max{q.Du(x,t) — L(q)}

geR"
> ug(x,t) + %.Du(az,t) —L (a: ; Z)
> 0. (4.45)
De (4.44) y (4.45) se obtiene el resultado. O

En resumen, de los resultados obtenidos se tiene el siguiente teorema.

TEOREMA 4.3.4. (La Foérmula de Hopf-Lax como solucion) La fun-
cion u definida por la formula de Hopf-Lax (4.20) es Lipschitz continua y
diferenciable c.s. en R" x (0,00) y resuelve el problema de valor inicial

(4.46)

u+ H(Du) =0 ¢.senR"x (0,00)
u=g en R™ x {0},

4.4. Unicidad de solucién para la ecuaciéon de Hamilton-
Jacobi

4.4.1. Semiconcavidad

Comenzaremos examinando algunas propiedades més de la férmula de
Hopf-Lax, estableciendo més conexiones entre la funcion u, definida por la
formula y el problema de valor inicial dado. Primero, damos una definicion
de semiconcavidad.

DEFINICION 4.4.1. Diremos que una funcion g : R" — R es semiconcava, si
existe una constante C', tal que para todo x,z € R", la siguiente desigualdad
es satisfecha:

gl +2) —2g9(x) + g(x — 2) < C|z~ (4.47)

Una amplia descripcion general de las funciones semiconcavas y sus apli-
caciones se da en [5]. El término "semigoncavidad proviene de algunas de las
propiedades de las funciones. El corolario 2.1.3 en [5] demuestra que cual-
quier funcién semicéncava puede representarse como una suma de una fun-
cién suave y una funciéon concava. Por lo tanto, para sorpresa, una funcion
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2

estrictamente convexa, como x“ se puede ver como un ejemplo de una funciéon

semiconcava, que no es concava.

LEMA 4.4.1. Sea g semiconcava. Entonces, la funcion u definida por la for-
mula de Hopf-Lax (4.20) es semiconcava.

Demostracion. Escogemos y € R" un minimizador en la formula de Hopf-
Lax, es decir:

u(z,t) = tL (g) +g(y).

Ahora, estimando u(x + z,y) y u(z — z,t) mediante la formula de Hopf-Lax,
obtenemos

w(x + 2, 1) — 2u(z, t) + u(x — 2, 1) < [tL (“Z _t(y”)) —|—g(y—|—z)]

) [tL (x;y) +g(y)] + [tL (x_z_t(y_z)) +g(y—2)]

=gy +2) —29(y) + gy — z) < C|z|

[]

El segundo paso serd establecer la conexion entre H y u. Vamos a suponer
que g es semiconcava y consideremos H uniformemente convexa. Sucede que
esta propiedad es suficiente para asegurar la semiconcavidad de la solucion
u para cualquier £ > 0 fijo. Nuevamente, primero damos una definicion.

DEFINICION 4.4.2. Una funcion H : R" — R conveza, de clase C*(R"™)
es llamada uniformemente convexa con constante 6 > 0, si la siguiente de-
siqualdad es satisfecha para todo p,& € R™:

§'VIH (p)§ > 0]¢f”. (4.48)

LEMA 4.4.2. Sean H uniformemente convexa (con constante 0) y u definida
por la formula de Hopf-Laz (4.20). Entonces,

1
u(r 4+ z,t) — 2u(x,t) +ulzx — 2,t) < %\2\2, (4.49)

para todo x,z € R", t > 0.



27

Demostracion. Sean py,ps € R™. Por la formula de Taylor, obtenemos las
siguientes identidades:

H(p)) = H <p1 —ZFP2> L VH (pl ;rp2> . (pl ;m)

p1+ P2 g P1— P2
+< 5 )VQH(pAl)( 5 >,

H(ps) = H (p1 ;rm) +VH (pl ‘2”?2) | <p2 ;“)

prtp\’ D2 — D1
- NV2H (p3). :
2 2
donde p; y ps son los puntos medios que corresponden al término restante

en la forma de Lagrange. Sumando las identidades anteriores y por (4.48) se
obtiene que

pL+p 0
2H ( : 5 2) < H(p1) + H(p2) = 7l — paf”.
Ahora, sean ¢, o € R™ arbitrarios. Escogemos p1, po € R” tales que

H(p1) = pr.q1 — L(q1), H(p2) = p2.¢2 — L(q2)-

Asi,

+ 0
L(q1) + L(g2) < pr-q1 + p2.q2 — 2H <p1 5 p2> — Z\pl — ot (4.50)

Por la definciéon de transformada de Legendre, obtenemos

+ 1 +
H(PSE) 2 (e - L(252). @

Combinando las desigualdades (4.50) y (4.51) se tiene

L(q1) + L(g2) <

1 q1+q 0
—(p1 —p2).(1 — q2) + 2L ! 2 ——\p1—p2\2-
2 2 4
(4.52)
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Notamos que,

1

0 2 1 2
lel —p2! - 5(]?1 —p2)-(CI1 - Q2) + 4—0\Q1 - CJ2|

0 Vo 1 1
21|p1—2?2|2—2 <7p1—p2| (2—\/5\91—Q2|> +4—9\Q1—Q2|2
2
Vo
= (7?1 — pa| — \/—\6]1 —q|| >0. (4.53)

Luego, de las desigualdades (4.52) y (4.53) obtenemos

+ 1
L(q1) + L(g2) < 2L (C” 5 q2> - @\ql — gl (4.54)

Finalmente, elegimos y un minimizador en la férmula de Hopf-Lax para
u(x,t), y luego usando el mismo valor para estimar u(x + z,t) y u(x — z,t),
para g = n (4.54), obtenemos

(@ + 2, ) — 2u(,t) + ulz — 2, ) < (tL (‘“tﬂ) + g(y))
—2 (tL ( ;'y) +g(y)) + (tL (W) + g(y))
=f(L(“#)+L(W)—2L(x;y))

4.4.2. Soluciones débiles. Unicidad

En esta seccion, estudiaremos la unicidad de la ecuacion de Hamilton-
Jacobi (3.12). Vamos a combinar los lemas previos para introducir una defi-
nicion adecuada de solucion débil.

DEFINICION 4.4.3. Una funcion u : R" x [0,00) — R es llamada solucion
débil del problema de valor inicial (3.12) si satisface:

(a) u(z,0) =g(z)  (zeR),
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(b) ui(x,t) + H(Du(z,t)) = 0 para casi todo (x,t) € R" x (0, 00),

c) u(zx+2,t) —2u(z, t) +ulz — z,t) < C(1+1)|2|? para alguna constante
t
C >0 y para todo x,z € R", t > 0.

TEOREMA 4.4.1. (Unicidad de las soluciones débiles).
Sean H de clase C*(R™) y g que satisfacen (4.18) y (4.19) respectivamente.
Entonces, existe a lo mds una solucion débil para la ecuacion (3.12).

Demostracion. Supongamos que u; y ug sean dos soluciones de (3.12), escri-
biremos w = u; — uy y tomemos un punto (y, s) donde u; y us son diferen-
ciables. Luego,

wt(ya 8) - ul,t(yo S) - u27t(y7 5) - _H(Dul(yv S)) + H(DUQ(yv 8))

- — O %H(rDul(y, s) + (1 —7)Dus(y, s))dr
= —/O D,H (rDuy(y, s) + (1 — r)Dus(y, s))dr.(Dui(y, s) — Dua(y, s))
== —b(y, s).Dw(y, s) (4.55)

donde,

by, s) = /o D,H(rDuy(y, s) + (1 — r)Dus(y, s))dr.

Consecuentemente, de (4.55), obtenemos
wi(y, 8) +b(y,s).Dw(y,s) =0  c¢s. (4.56)

Sea ¢ : R — [0, 00 > una funcion suficientemente regular.
Denotemos

v(t) = p(w(t)) = 0.
Multiplicando por ¢'(w) a la identidad anterior resulta

v + bDv = @' (w)wi(y, s) + by, 8).(¢ (w)Dw(y,s)) =0  cs.  (4.57)

Sea € > 0 arbitrario y 7. : R" x (0,00) — R aproximacion a la unidad
estandar (standard mollifier) en la variables z y ¢.
Denotemos por

US = 1 * U (aproximacion de u;, @ =1,2.)
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Ahora, vamos a establecer algunos hechos, usando las propiedades de convo-
lucion. Primero, desde que u§ € C'°°, entonces Dus existe y, ademaés, siendo
u; Lipschitz continua, obtenemos:

(i + he, t) = UE(x,t)‘
h

ui(x +he—y,t —r)—uj(x—y,t—r

ui(x +he—y,t —r)—uj(x —y,t —r)
h

< / 776(3/7 T) dydr
"% (0,00)

< Lip(u;)|e] : Ne(y, r)dy = Lip(u;),

donde aqui, e denota un vector unitario. Tomando limite cuando h — 0, se
obtiene

| Dus| < Lip(u;). (4.58)
La propiedad
Du§(x,t) = ne x Duy,
fmplica que DuS es una aproximacion de Du;, por lo tanto,
Du; — Du;  cscuando ¢ — 0 (i=1,2). (4.59)

Dado € > 0, y € R" y s > 2¢ se obtiene la siguiente estimativa:
1
D*uS(y,s) < C (1 + —) I, (4.60)
S

donde I denota la matriz identidad. En efecto, sea z > 0, |z| < 1. Por el
item (c) en la definicion de solucion débil, sigue que

ui(y+zej78) _2ui(y78) +ui(y_zej73) <O <1_|_1> ‘Z|2 <C <1+1>
h - S o s)’




Haciendo h — 0, obtenemos (4.60).
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Denotemos

be(y,s) = /01 DH (rDui(y, s) + (1 —r)Dus(y, s))dr. (4.61)
Asi, de (4.57), obtenemos que

vt + be.Dv = (b — b)Dv, c.s.
y, por lo tanto,
vy + div(vb.) = (divbe)v + (b — b)Dv  c.s. (4.62)
De (4.58) y (4.60), es claro que
divb, = Z Hy,p,(rDuf + (1 — r)DuQe)(ruimm + (1 - r)u;xlxk)dr
0 ki=1
<C(1+ ) (4.63)

Fijamos xg € R",ty > 0 y definimos

R:=max{|DH(p)|; |p| < max{Lip(u1), Lip(us)}}

C:{(I,t)Z 0<t<t0, ‘x—xo‘SR(t—to)}.

Denotemos
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calculando para casi todo ¢t > 0, y utilizando (4.58)-(4.63) se obtiene
é(t) = / vdr — R/ vdS
B(zo,R(t—to)) 9B (zo,R(t—to))

_ / ~div(vb.) + (divbe)v + (be — b).Duda
B(zo,R(t—t0))

- R / vdS
aB(l‘o,R(t—to))

= —/ v(be.v + R)dS + / (divbe)v + (be — b).Dvdx
dB(z0,R(t—t0)) B(zo,R(t—t0))

< / (divbe)v + (be — b).Dvdx
B(Zo,R(tfto))

1

< O(1+ 2e(t) + / (b — b). Dudz. (4.64)
t Bl(xo,R(t—to))

Haciendo € — 0 y por el Teorema de la Convergencia Dominada, obtenemos
e(t) < C(1+ %)e(t), para casi todo 0 <t <. (4.65)
Ahora, fijamos 0 < € < r < t y escogemos una funcion ¢(z) > 0 tal que
0(2) =0, st |z| <e(Lip(ui)+ Lip(us)).
Desde que u; = uy en R™ x {t =0}, entonces
v=p(w)=¢@u —uy) =0, en t=e.

Por lo tanto, e(e) = 0.
Luego, de (4.65) y por la desigualdad de Gronwall, se tiene

e(r) < e(e) exp (/:0(1 + %)@) _0.
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Asi,
|uy — ug| < e(Lip(uy) + Lip(ug)) en  B(xg, R(t —ty)),

para todo € > 0, en particular, uy(xg,ty) = ua(xo, to) O

Como consecuencia directa de los Lemas 4.4.1, 4.4.2 y el Teorema 4.4.1 se
obtiene el siguiente resultado.

TEOREMA 4.4.2. (La féormula de Hopf-Lax es una solucion débil.)
Sean H de clase C*(R") que satisface (4.18) y g una funcion que satisface
(4.19). Si g es semiconcava o H es uniformemente conveza, entonces

u(z,t) = min {tL (g) + g(y)}

es la inica solucion débil del problema de valor inicial (3.12) para la ecuacion
de Hamilton-Jacobi.



Capitulo 5

Aplicaciones y algunas conclusiones

5.1. Aplicaciones

Aplicacion 1. Consideremos el siguiente problema de valor inicial
1 2
us + §|Du| =0 enR"” x (0,00)
u = |x| en R" x {t = 0}.
Lo
Notemos que H(p) = é\p\ . Luego,
q= DyH =p,

1 1
L(Q)=p-q—H(p)=q-q— H(q) = \QI2—§IQ\2=§IQ\2-

Asi, la formula de Hopf-Lax para la tnica solucion débil de (5.1) es dada

por
w(z,t) = min JtL [ 22} 41y b = min ‘x_y’2+|y| (5.2)
’ yeR? 1 yeR 2t . .

Asumiendo |z| > t. Entonces,

|z — gy’ y—z
D, (M5 ul) =55+ Ll #o)

X

£0.
||

y esta expresion es igual a cero si x =y + it, y = (lz] —t)

Y]

34
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Por lo tanto,

t
u(z,t) = |z| — 5 si|z| >t

Si |x| <t, el minimo de (5.2) es alcanzado en y = 0. Consecuentemente,

(o] =L s Ja] > ¢
x 5 si|x :
u(z,t) = <

|| .

— si |z <t

{2t

Observe que la soluciéon se vuelve semiconcava en ¢ > 0, ain cuando la fun-
cion inicial g(z) = |z| no sea semiconcava. Esto concuerda con el Lema 4.4.2.

Aplicacion 2. Examinaremos el problema con condicién inicial invertida:

1
up + §|Du|2 =0 enR"” x (0,00)
u=—|x| en R" x {t = 0}.

(5.3)

Por lo hecho anteriormente obtenemos,

U@Jy:mm{”_yp—w@. (5.4)

yeR 2t

Ahora,

[z — gy’ y—x
D — = - = 0

y esta expresion es igual a cero si x =y — %t, y=(lz| + t)ﬁ #0 .
Y x
Asi,
t n
u(z,t) = —|z| b (x eR", t>0).
La funcion inicial g(x) = —|z| es semiconcava y, por lo tanto, la solucion

también es semicoOncava para t > 0.
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Aplicacion 3. Consideremos el problema de valor inicial

r (uz)*
U + 5 =0 enRx(0,00)

< (5.5)
u = x’ en R x {t = 0}.

De la aplicacion 1, para t > 0, se obtiene que la formula de Hopf-Lax para
la tnica solucion débil de (5.5) es

u(z,t) == min {M + y2} : (5.6)

yeR™ 2t

Para encontrar un minimo para algin valor de y fijo, primero derivamos
la expresion anterior respecto a y. Luego, igualando a cero y despejando
obtenemos que el minimo se alcanza cuando

. X
2+ 1

Asi, en (5.6), se obtiene que la solucion de (5.5) es dada por

Y

)(x2t11>2+( z )2: 2

2t 20+ 1

Aplicacion 4. Sea £ un subconjunto cerrado de R"™. Consideremos el
siguiente problema

(u, + |Dul*> =0 en R" x (0, 00)

(5.7)

9
0 i £
u = S?xe " en R" x {t =0}.
\ oo six g€,

Se tiene que
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Siendo, D?H(p) = 2I semidefinida positiva, se tiene que H es convexa.
Ademas,
H
lim Hip) = lim |p| =
pl—+00  [p|  Ipl—+oc
Asi,

L(v) = méx{v-p — H(p)}.

Supongamos que este maximo se alcanza en p’ € R™. Siendo, en particular,
p’ punto critico, obtenemos:

v=DH(p)=2p.
Luego,
/ 72 "2 |fU|2
Llv)=2p"p' =" = p'|" = =~

Como estamos suponiendo que podemos aplicar la formula de Hopf-Lax,
entonces la solucion de (5.7) es dada por

u(z,t) = min {’fL < ;y> +g(y)} = min { & ;ty\Q + g(y)} . (5:8)

Ahora, si y ¢ &, entonces

[z =yl
4t
Por lo tanto, de (5.8), la solucion de (5.7) viene a ser dada por la siguiente
expresion:

)2
u(az,t):ml’n{|x yl }——m1n{]w—y|}——d2x5

ye& 4t 4t ye&

+ g(y) — +oo.

5.2. Algunas conclusiones

» La férmula de Hopf-Lax nos permite hallar una solucion para la ecuacion
de Hamilton-Jacobi

ur + H(DU) = 0,

aunque no asegura unicidad para esta ecuacion.
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= Para poder obtener unicidad en este tipo de ecuaciones, tenemos que
imponer condiciones tanto a la funcion inicial g como al Hamiltoniano

H.

= Las condiciones para la funciéon g de semiconcavidad o del Hamiltoniano
H uniformente convexa son las que me permite mostrar que la férmula
de Hopf-Lax es la tnica solucion débil de la ecuacion de Hamilton-
Jacobi.
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