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RESUMEN

El teorema del punto fijo de Kakutani unidimensional y
aplicaciones

Juan Carlos, Torres Gastelu

Octubre - 2023

Asesor : Mg. Willy David, Barahona Martinez.

Titulo obtenido : Licenciado en Matemaética.

En el presente trabajo realizaremos el estudio pormenorizado del teorema del punto
fijo de Kakutani unidimensional, partiendo de la idea inicial dada por Shizo Kakutani

en el ano 1941 en [1], para esto tomaremos como dominio principal al intervalo [0, 1].

El teorema, ademds de las innumerables aplicaciones a la economia [2], también es

estudiado como una generalizacién del teorema del punto fijo de Brouwer.

Palabras clave:
Teorema del punto fijo de Kakutani, Teorema de punto fijo de Brouwer, Cépsula con-

vexa, Punto de equilibrio.



ABSTRACT

Kakutani’s one-dimensional fixed point theorem applications

Juan Carlos, Torres Gastelu

October - 2023

Adviser : Mg. Willy David, Barahona Martinez.
Obtained : Graduate in Mathematics.

In the present work we will carry out a detailed study of the one-dimensional Ka-
kutani fixed point theorem, starting from the initial idea given by Shizo Kakutani in

1941 in [1], for this we will take the interval [0, 1] as the main domain.

The theorem, in addition to the innumerable applications to economics [2], is also

studied as a generalization of Brouwer’s fixed point theorem.

Keywords:
Kakutani’s fixed point theorem, Brouwer’s fixed point theorem, Convex capsule, Equi-

librium point.
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Introduccion

Varios matematicos han investigado sobre el teorema del punto fijo de Kakutani
(TPFK) y sus aplicaciones a la teoria de juegos, andlisis funcional y cédlculo de varia-

ciones. Algunos de los matematicos destacados en este campo incluyen:

Shizuo Kakutani [1]. Matematico japonés que inicialmente formulé el TPFK en
1941. Su trabajo fue fundamental para el desarrollo de la teoria de juegos no coopera-

tivos y la teoria de la eleccion social.

John Nash[2],[3]. El trabajo de Kakutani sobre conjuntos diagonales y sus aplica-
ciones en teoria de juegos fue una influencia importante en el desarrollo de la teorfa de
juegos no cooperativos. John Nash, ganador del Premio Nobel de Economia en 1994,
amplié y generalizé el teorema de Kakutani para establecer la existencia de equilibrios

de Nash en juegos no cooperativos.

David Gale [7]. Matemético estadounidense que trabajé en el campo de la teorfa de
juegos y el andlisis matematico. Colabor6 con Nash para desarrollar la teoria de juegos
no cooperativos y formalizar el concepto de equilibrio de Nash. Su trabajo se basé en

los resultados de Kakutani.

Michael Maschler [8]. Matematico israeli que contribuyd significativamente al campo
de la teoria de juegos cooperativos. Utilizo el teorema de Kakutani en sus investigacio-
nes sobre juegos cooperativos con coaliciones libres y establecio resultados importantes

en este campo. William H. Fleming. Matematico estadounidense conocido por su tra-



bajo en calculo de variaciones y control éptimo. Utilizo el teorema de Kakutani en su

investigacion sobre juegos estocésticos y problemas de control estocéstico.

El TPFK es una herramienta matemaética poderosa que tiene diversas aplicaciones
en diferentes campos, incluyendo la economia. Una de esas aplicaciones es en el estudio

del equilibrio en modelos econémicos.

En economia, el equilibrio se refiere a un estado en el que todas las fuerzas econémi-
cas estan balanceadas, y no hay incentivo para que ningun individuo o entidad, cambie
su comportamiento o decisiones. Los modelos econémicos intentan analizar varios as-
pectos de este estado de equilibrio, como los precios, las cantidades y las asignaciones

de recursos.

El TPFK proporciona una forma de demostrar la existencia de equilibrio en ciertos
modelos econémicos, especialmente aquellos que involucran multiples agentes e inter-
acciones complejas. El teorema establece que si una asignacion de conjuntos de un
conjunto compacto y convexo en si mismo cumple dos condiciones - hemicontinuidad
superior (cada conjunto abierto en la imagen tiene una preimagen no vacia) y valiosi-
dad convexa (la imagen de cualquier conjunto convexo es convexa) - entonces existe al

menos un punto fijo en el conjunto.

En modelos econémicos, la asignacion de conjuntos puede representar las estrategias
o decisiones disponibles para los agentes, y el punto fijo representa el estado de equili-
brio en el que ningiin agente tiene incentivo para desviarse de su estrategia elegida. Al
cumplir las condiciones del TPFK, los economistas pueden demostrar la existencia de

dichos puntos de equilibrio.

Por ejemplo, considere un modelo de equilibrio general donde hay multiples compra-
dores y vendedores interactuando en un mercado. La asignacién de conjuntos puede
representar las estrategias de los compradores y vendedores, como sus elecciones de
cantidades demandadas y suministradas a diferentes precios. El TPFK puede ser uti-

lizado para demostrar la existencia de un punto de equilibrio donde la demanda y el



suministro agregados son iguales, y no hay incentivo para que ningin comprador o

vendedor cambie su estrategia.

Otro ejemplo se encuentra en la teoria de juegos, donde los modelos econémicos a
menudo involucran a multiples jugadores tomando decisiones estratégicas. El TPFK
puede ser utilizado para demostrar la existencia de un equilibrio de Nash, que es un
concepto en la teoria de juegos donde ningun jugador tiene incentivo para cambiar
unilateralmente su estrategia. La asignacion de conjuntos representa las estrategias de

los jugadores, y el punto fijo representa el equilibrio de Nash.
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Preliminares

Presentamos una demostracion completa y concisa del TPFK (1941) en una dimen-
sion, la cual se basa en conceptos de teoria de juegos. Esta prueba sugiere la aparicién
de una nueva familia de algoritmos para aproximar puntos fijos, los cuales ofrecen
ventajas en comparacién con los métodos de subdivisién simpliciales. Ademas, se men-
ciona la nocién de un juego de imitacion, que es un juego de dos personas donde ambos
jugadores tienen los mismos espacios de estrategia y el segundo jugador busca elegir la

misma estrategia que el primero.

Los teoremas del punto fijo se han demostrado extremadamente ttiles en diversas
areas de las matematicas. En particular, el TPFK tiene una amplia aplicabilidad, desde
la demostracion de la existencia de la medida de Haar hasta su uso en la teoria de juegos

y la economia.

1.1. Definiciones Previas

Definicién 1. (Funcién No negativa). Una funcién f es no negativa si f(x) > 0,

para todo x € Dom(f).
El grafico de f se encuentra arriba del eje x o sobre el eje x.

Ejemplo 1. f(x) = z?, cuyo dominio es R, es una funcién no negativa.
Conocemos que su grafica es una pardbola, sentada sobre el eje z.

Definicién 2. (Funcién Continua). Una funcién f es continua en a, si
» f(a) estd definida,

» lim f(x) existe,
r—a

 lim f(x) = f(a).

Tr—a

Si alguna de estas tres condiciones no se cumple se dice que f no es continua en a.

11



Si f no es continua en a, decimos que f es discontinua en a.

Definicién 3. (Espacio de funciones continuas sobre [a,b] C([a,b])).

El espacio de funciones continuas definidas sobre el intervalo [a, 0], es denotada por
C(la,b]) = {f la,b) — R / fes continua}
Definicién 4. (Punto fijo).

Para cada conjunto X, un punto fijo de la funciéon f : X — X es un punto z, tal que

f(xo) = Zo-

Definicién 5. Una correspondencia en un conjunto X es una funcién de X al conjunto

de subconjuntos de X. Esto es, f: X — P(X).

Existe una convencién para permitir a @ como valor posible para correspondencias;

para descartarlo, se debe especificar que la correspondencia no tiene un valor vacio.

Definicién 6. Se dice que zg € X es un punto fijo de de f: X — P(X), si y solo si
o € f(z0).
Ejemplo 2. Sean X =[0,1] y
1, st x < %,
fx)=1q [0,1), siz=3, (1.1)
0, > =.

Entonces, z¢ = % es un punto fijo de f.

El TPFK desarrollé con aplicaciones econdmicas, fue generalizando el TPF de Brou-
wer para manejar la correspondencia. Por ejemplo, la prueba de la existencia del equili-
brio de Nash en juegos finitos se puede hacer simplemente usando el teorema del punto
fijo de Brouwer, pero esa prueba requiere un poco de esfuerzo, ante esete inconvenien-

te utiliza una construccion auxiliar que da origen al teorema del punto fijo de Kakutani.

Para evitar una complejidad adicional, exponemos el TPFK en su forma convexa
original, y del mismo modo que, el TPF de Brouwer, la convexidad puede ser sustituida

por un homeomorfismo sobre X.

12



Definicién 7. Se dice que f tiene un valor convexo si y solo si para cada x € X, el

conjunto f(X) es convexo.

Definiciéon 8. Una correspondencia f en X tiene un gréfico cerrado si y solo si el

conjunto
graf(f) ={(z.y) € X* 1y € f(x)}
se cierra como un subconjunto de X?2. Cualquier funcién continua f tiene un gréfico

cerrado.

Los ejemplos de inexistencia de un punto fijo bajo Brouwer proporcionan ejemplos
de inexistencia bajo Kakutani cuando X no es compacto o la grafica de f no es cerrado.
La nueva condicién fue introducido por Kakutani, la cual es que f tenga un valor
CONnvexo.

Ejemplo 3. Sea X =[0,1] y sea
1, st x < %,
— . _ 1
flx) =19 {0,1}, siz =1, (1.2)
1
O, T > 5-
No hay un punto fijo. En este caso X es compacto, f no tiene un valor vacio y tiene

un grafico cerrado, pero no tiene un valor convexo.

Ejemplo 4. Sea X =1[0,1] y

1, si z < %,
flz) = (1.3)

0, >

N =

No hay un punto fijo. En este caso X es conexo y compacto pero f no es continua,
ademds f es una correspondencia grafica cerrada mientras que f en el ejemplo 1 era

una funciéon que no tenfa un grafico cerrado.

Observacion 1. Muchos tratamientos de Kakutani se establecen en términos de que f
es semicontinua superior y de valor cerrado en lugar de que f tenga un grafico cerrado.
Como

f: X=X

13



y X es compacto.

1.2. Una version elemental del teorema de punto
fijo de Kakutani unidimensional

En 1950, John Nash utiliz6 el Teorema del punto fijo de Kakutani para demostrar
la existencia del equilibrio de Nash en la teoria de juegos. En un juego con n jugadores,
donde cada uno elige entre un conjunto finito de estrategias puras, se busca encontrar
un punto de equilibrio de Nash, donde ninguna estrategia individual sea mejor que la

eleccién de estrategias de los demés jugadores.

El teorema de Kakutani garantiza la existencia de dicho equilibrio al mostrar que
la correspondencia entre estrategias forma una aplicacién de punto a conjunto que pre-
serva la convexidad, y las funciones de pago son continuas, lo que asegura la existencia

de un punto de equilibrio de Nash.

Teorema 1. (Versién elemental Teorema de punto fijo de Kakutani).
Sea f :[0,1] — P([0,1]) una funcién continua tal que para todo xz € [0, 1], la imagen

f(z) es un intervalo en [0, 1]. Entonces existe x € [0, 1] tal que = € f(x).

Demostracién por contradiccién.
Para demostrar el TPFK unidimensional, utilizaremos el método de demostraciéon por
contradiccion.
En efecto, supongamos que no existe ningtin punto fijo en [0, 1] para la funcién f. Esto

significa que para todo x € [0, 1], tenemos que = ¢ f(x).

Consideremos la unién de todos los intervalos en [0, 1] que forman la imagen de f.
Sea A esta unién, es decir, A = (J,coy f(2). Dado que f(z) es un intervalo para todo
x € [0, 1], sabemos que A es una unién de intervalos. Ademas, dado que f es continua,
A es un conjunto cerrado y acotado. Ahora, utilizando el hecho de que A es una union

de intervalos cerrados y acotados, podemos aplicar el teorema del valor extremo para

14



obtener que existe un minimo y un maximo en A.

Sean a y b los valores minimo y maximo de A respectivamente. Consideremos dos

Cas0os:

1) Sia=0y b= 1, entonces sabemos que 0 € Ay 1 € A. Esto implica que existen x
y x1 en [0,1] tales que 0 € f(zg) y 1 € f(z1). Dado que 0 € f(zy), tenemos que
xo ¢ f(xo), lo cual es una contradiccién. De manera similar, dado que 1 € f(x),
tenemos que x1 ¢ f(x1), lo cual también es una contradiccién. Por lo tanto, este

caso no es posible.

2) Sia<0o0b>1, entonces existen x5 y z3 en [0, 1] tales que a € f(x2) y b € f(x3).
Dado que a € f(z3), tenemos que x5 ¢ f(z3). De manera similar, dado que
b € f(z3), tenemos que x3 ¢ f(x3). Esto implica que a < z9 < by a < x3 < b.
Como f es continua, podemos aplicar el Teorema del Valor Intermedio y concluir
que existe x4 € [0, 1] tal que f(z4) contiene a a y b. Dado que a € f(x4), tenemos

que x4 ¢ f(xy), lo cual es una contradiccién.
En ambos casos, llegamos a una contradiccion.
Por lo tanto, nuestra suposicién inicial de que no existe ningtin punto fijo en [0, 1]

para la funcién f es incorrecta. Concluimos entonces que existe al menos un punto fijo

x € [0,1] tal que = € f(x).

15



Problema Principal

Otro teorema con aplicaciones econémicas importantes es el TPF de Kakutani, da-
do por Shizuo Kakutani en 1941 como generalizaciéon del TPF de Brouwer aunque no
es tan intuitivo como el de TPF de Brouwer ya que se trata de funciones de valor
fijo y por tanto, es mas dificil de visualizarlo, el teorema encontré popularidad en la
economia matematica, especialmente después de que John Nash lo usé para probar la
existencia de puntos de equilibrio en n juegos. Vamos a utilizar el teorema del punto
fijo de Brouwer para demostrar el TPFK y luego usaremos este tltimo resultado para
demostrar la existencia de equilibrios en una economia pura de intercambio.

Antes de eso, primero comprendamos que se entiende por puntos fijos de valor fijo para

funciones.

Recuerde que el TPF de Brouwer demuestra la existencia de puntos fijos para fun-
ciones de valor puntual. Veremos en esta parte que el TPF de Kakutani afirma la
existencia de puntos fijos para funciones. A medida que avanzamos, encontraremos que
el teorema anterior (el TPF de Brouwer) es 1til para entender y demostrar este iltimo

resultado (el TPFK).

A continuacion enunciamos y demostramos el TPFK en una dimensién.

2.1. El teorema del punto fijo de Kakutani unidi-
mensional

Teorema 2. Sea f : [0,1] — P([0, 1]) una funcién continua tal que para todo = € [0, 1],

la imagen f(z) es un intervalo en [0, 1]. Entonces existe x € [0, 1] tal que z € f(x).

Demostracién:

Notacién 1. asumimos que para cada = € [0,1], su imagen es un intervalo [a, b,

16



(a,b], [a,b) o (a,b) en [0,1]. La importancia de esta suposicion quedaria clara con la
demostracion.
Sea n € N arbitrario. Se subdivide [0, 1] en n subintervalos de igual ancho [%, ]%1}

donde 0 < j <n—1 para cada £, donde j = 0, 1.....,n, elegimos un punto k;, € f (%)

Se define una funcién puntual h, : [0,1] — [0,1] tal que h, (1) = kj,, donde h,
aplica linealmente a cada subintervalo [%, ]%1] .

Ver la siguiente figura: Es un ejemplo de construccién de g, para n = 18

%418

9q12,18

01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 1
18 18 18 18 18 18 18 18 18 18 18 18 18 18 18 18 18

Figura 2.1:

Noétese que h, es una funcién continua de valor puntual aplica de [0, 1] — [0, 1].
Entonces por el TPF de Brouwer unidimencional, h,, posee un punto fijo en x,,.
Supongamos: @, € [£, 2] Entonces
Tp = A (2) + (1= \,) (22 para algtn A, € [0, 1].

Como h,, es un funcién lineal en subintervalos, se tiene :

T (22) = A [hn (%)} (1= A [hn (‘7”:{ 1)] (2.1)
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Recordar que

‘n .n + 1
hn (]—) — Nipn y hn <j ) = Njn+1n
n n

Se elige de tal manera que

kjn,n € f (%) y kin+1,n € f (j n )

Por la ecuacion 2.1 , se obtiene:

hn(xn) = )\nkjn,n + (1 — )\n)kjn+1,n (22)

Ahora x,, es un punto fijo de h,, y por tanto por la ecuacion 2.2,

Ty = hn<l’n) = Ankjn,n + (]. - )\n)kjn—l-l,n (23)

Combinamos las sucesiones (z,,), (M), (kj,.n) ¥ (Kj,+1,,) €n una sucesion

(xn7 )\’na kjn,n; kjn—i-l,n)

en [0,1] x [0,1] x [0,1] x [0, 1].

Esta es una sucesion en un espacio cerrado y acotado, por lo tanto tiene una sub-
sucesién convergente, por simplicidad supongamos que la sucesion original converge.
Asumimos que (z,) converge a = € [0,1], (k;,,n) converge a kg € [0,1], (kj,+1.)

converge a ki € [0,1] y (\,) converge a A € [0,1].
Afirmacién 1. z es un punto fijo de f, es decir , z € f(x).

Para probar la afirmacion, empezamos tomando el limite en la ecuacion 2.3 para
obtener:

z = Mo + (1= Nk (2.4)

Recordemos el teorema: Sean (x,) y (y,) sucesiones en R™.
Si(x,) = 2y |Tn — yn| = 0 luego (y,) — .

En virtud al teorema mencionado, tenemos que

(‘7—)—>3: v (]+ )ﬂ;
n n
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ya que x, € [%, J"TH] y la longitud de los subintervalos [%, J”TH] tiende a 0. Ademas

como kj ., — ko y kj € f (%), se sigue por la continuidad de f que ky € f(x). De

manera similar, k; € f(z). Como f(z) es un intervalo en R, resulta que

En otras palabras, z € f(z) como se afirma.
Por lo tanto, x es un punto fijo de f y esto demuestra el TPFK en uma dimensién.

2.1.1. El teorema del punto fijo de Kakutani en n dimensiones

Generalizando el teorema unidimencional de Kakutani tenemos el siguiente resul-

tado en n dimensiones.

Teorema 3. Dado el standar n—simplex €2 y una funcién continua de valor fijo f :
Q — P(Q) tal que f(z) C Q es convexa para todo x € (2, entonces f tiene un punto
fijo en €.

Demostracién:
Consideramos una funcién continua f : 2 — P(2), tal que f(x) es una funcién convexa

subconjunto de €2, para todo = € Q2.

Para un simplex de n—dimensioional, se toma cada vez, mas y mas subdivisiones

P1,P2,P35 ----- y Diy oennn

tales que el didmetro de cada sub-simplex tienda a 0 cuando ¢ — oc.

Sea V = (v;1,02,..,,Vin,) €l conjunto de todos los vértices del sub-simplex de

en la 1—ésima subdivision.
Definimos f; : € — Q de tal manera que fi(v;,;) € f(vi,;) Vj v fi se extiende
linealmente sobre su sub-simplex. Como f; es un punto continuo de la funcién aplicada

de €2 en si mismo, por lo tanto, por el TPF de Brouwer n—dimensional f; tiene un
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punto fijo z; en €.

Dado que z; se encuentra en algin sub-simplex en la i—ésima subdivision de €2, se
puede expresar como

Xr; = )\170 UiyQ g ovne- s )"im (73 (26)

donde u;,0, ....., Uiy, € V son los vértices del sub-simplex que contiene a x; para cada

)\i7j - [O, 1] y
> Aiy=1 (2.7)
j=0

Sea fi(u;,j ) = wy,;, u;,; € V, por definicién de f;, se sigue que w;,; € f(u;,; ).

De la ecuacién (2.6), obtenemos que

filz) = Nivo fi(wino ) + oo Aign fi(Winn ) = Aiso Wiyo Fevees + Aiyn Wisn (2.8)
puesto que f; es una funcién lineal de sub-simplex en p;. Ademas, sabemos que z; es
un punto fijo de f; y por lo tanto, fi(z;) = ;.

De este modo
i = XioWio + ... + Xi Wi (2.9)
Tenemos sucesiones indexadas por i : (x;) en Q, (A;;) en [0, 1] para cada j, (w; ;)
en () para cada j. Por nuestros argumentos de convergencia habituales, podemos en-
contrar subsucesiones de cada una de estas sucesiones que convergen simultdneamente

a los limites para cada uno. Consideremos que las sucesiones anteriores convergen.

Supongamos que z; — = € §, \;; = A; € [0,1], para cada j y w;; = w; € §) para

cada j, entonces podemos afirmar que x es un punto fijo de f. i,e) z € f(z).

Primero observe que x; esta en la subdivision simplex con vértices ;g , .....U;,, v la
subdivisién de simplex tiene didmetros que tienden a 0 cuando ¢ tiende al infinito.
Por otro lado, tenemos que, cada sucesion (w; ;) también converge a x cuando i — oo,
entonces para j, w;,; € f(u;,;), wi,; — w; y u;,; — .

Por la continuidad de f se sigue que w; € f(z) para todo j.

Ademas, tomando el limite cuando 7 — oo en las ecuaciones 2.8 y 2.9, obtenemos:
doN=1 (2.10)
j=1

20



T = AWy + ..... + A\ wy, (2.11)

donde A, € [0,1] para todo k. Asi, dado que cada wy € f(x) y f(x) es convexo, con-

cluimos que x € f(x).

Por lo tanto, x es un punto fijo de f y asi hemos demostrado el TPFK n— dimen-

si6nal.
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Aplicaciones

El TPFK es una herramienta matematica poderosa con diversas aplicaciones en
campos como la economia. En economia, el equilibrio se refiere a un estado en el que
todas las fuerzas econémicas estan en equilibrio, sin incentivos para cambiar el com-
portamiento o las decisiones. Los modelos econémicos buscan analizar aspectos del

equilibrio, como precios, cantidades y asignaciones de recursos.

El TPFK es tutil para demostrar la existencia de equilibrio en ciertos modelos
econdmicos, especialmente aquellos que involucran multiples agentes e interacciones
complejas. A su vez considera que, si una asignacion de conjuntos verifica las con-
diciones: hemicontinuidad superior y valiosidad convexa sobre un conjunto compacto

y convexo, entonces se garantiza la existencia de al menos un punto fijo en ese conjunto.

En modelos econémicos, la asignacion de conjuntos puede representar las estrategias
o decisiones de los agentes, y el punto fijo representa el estado de equilibrio en el que
ningin agente tiene incentivos para desviarse de su estrategia. Cumplir las condicio-

nes del TPFK permite a los economistas demostrar la existencia de puntos de equilibrio.

Por ejemplo, en un modelo de equilibrio general con multiples compradores y ven-
dedores, este teorema se utiliza para demostrar la existencia de un punto de equilibrio
donde la demanda y el suministro agregados son iguales, y ningin comprador o ven-

dedor cuenta con motivaciones para cambiar su estrategia.

En la teoria de juegos, también se aplica, se utiliza para garantizar la existencia
de un equilibrio de Nash, donde ningin jugador se siente motivado para cambiar su
estrategia unilateralmente. En este caso, la asignacién de conjuntos representa las es-

trategias de los jugadores, y el punto fijo representa el equilibrio de Nash.
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3.1. Una aplicacién del TPFK al equilibrio en mo-
delos econémicos

Recuerde que un equilibrio es un estado de reposo donde las fuerzas opuestas se
equilibran. En modelos econémicos, el equilibrio en un mercado de bienes se refiere a
un punto donde la oferta de bienes satisface la demanda de los mismos. En esta etapa,
no hay tendencia dentro del mercado para que el precio cambie. Por lo que, el equi-
librio de la oferta y la demanda permanece constante y en equilibrio, a menos que se
vea afectada por fuerzas externas. En esta parte, usamos el TPFK para demostrar la
existencia de equilibrios en una economia de intercambio, es decir, una economia donde

no hay produccion.

Supongamos que la economia es de intercambio puro. Todos los agentes econémicos
son consumidores y tienen una dotacion inicial de bienes, asi, la cantidad total de cada
bien en la economia es fija y el consumo depende de dotaciones iniciales, asi como el

intercambio (comercio) entre los consumidores.

Supongamos que hay m consumidores y n bienes en la economia, cada consumidor
estd dotado de un paquete de bienes.

Sea el paquete de bienes propiedad de la i-ésima persona:

donde ag representa la cantidad del bien j que el i-ésimo consumidor tiene.
Como no hay produccion, la oferta de bienes en la economia es fija y se puede encontrar
sumando los paquetes de bienes que posee cada consumidor, entonces el vector de oferta
fijo es

n

r=(ry,re,r3,.....,ry) donde 7 :ZaZ‘v’k:zo,l,Q,....,n. (3.1)

i=1

donde cada bien tiene un precio o valor relativo py asociado a ella. Asumimos los precios

no negativos (py > 0) y estdn normalizados para sumar 1, esto es
n
2 p=1
i=1
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es decir, en este ultimo sentido, son precios relativos.

Llamamos al vector p = (p1, p2, p3, , ----, Pn) vector de precios, y el conjunto de vecto-

res de precios forman un (n— 1) — simplexen) € R™ con vértice (1,0, ...,0), (0,1, ...,0),

En una economia de intercambio, la riqueza de los i—ésimos consumidores u* es

completamente determinado por el valor de los bienes de su propiedad. Se define por
u' = a'.p. (3.2)
El vector de demanda para el i—ésimo individuo es de la forma

b'(p) = (b1(p), by(p), U5 (p), oo b (p))

donde b} es la demanda del bien k por cada parte del i—ésimo el consumidor y es
una funcién de los precios de todos los bienes. En nuestro analisis, estamos haciendo
el supuesto razonable de que la demanda de un bien por parte de un consumidor no
es una cantidad minima y maxima del bien que quiere. Sin embargo, dado que la
riqueza de cada consumidor es fija (depende de la dotacién), cuando un consumidor
demanda mas de un bien, automaticamente tiene que exigir menos de otro bien. Por
tanto la restriccion presupuestaria unida con el rango de preferencias del i—ésimo
consumidor da lugar a un conjunto de demanda vectores. B(p) entre los que puede
elegir, correspondientes a un precio dado vector p.

Eso es
B'(p) = {b'(p) | b'(p) = (01(p), b5(p), V5(p). --.... b, (p)) }- (3.3)
Llamaremos a B'(p) al conjunto de demanda (para el consumidor i al precio p ). dado

que cada consumidor no puede exigir més de lo que puede pagar, el valor de cada vector

demanda es igual a la riqueza del consumidor, as{, para cada b € B*(p),
bip =a'.p. (3.4)

Cada B'(p) tiene un valor fijo. Dado el precio p, B'(p) representa los diferentes

fajos de mercancias del :—ésimo consumidor, el consumidor puede permitirse y seria
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igualmente feliz provisto de ello, seria indiferente entre estos paquetes.

Suponemos que la aplicacién de p al conjunto B'(p) es continuo, reflejando que
un pequeno cambio en p deberia dar como resultado solo un pequeno cambio en la

demanda.

Dados cualesquiera dos vectores de demanda v; y vs en el conjunto B'(p) afirmamos
que el consumidor acepta toda combinacién lineal de ambos vectores de demanda, en

otras palabras, cualquier v tal que
v=tv; + (1 —t)va;t € [0,1]
Para demostrar esta afirmaciion, de la ecuaciéon 3.4 obtenemos que
v.p=a.p=uvyp
y por tanto, usando la ecuacion 3.2 tenemos
vp=to.p+ (1 —th.p=tap+(1—tha'p=da.p=u
Por lo tanto, el consumidor puede permitirse cualquier combinacion lineal de dos vec-

tores de demanda.

Suponemos que si el consumidor prefiere dos paquetes de bienes, entonces el consu-
midor estara igualmente satisfecho con una combinacién lineal de dos paquetes. Segin
esta suposicion, cualquier combinacion lineal de dos vectores de demanda, también es

un vector de demanda al precio p, en otras palabras, cada B'(p) es convexo.

La suposicién de que B’(p) es un conjunto convexo serd ttil méds adelante estable-
ciendo la premisa para el TPFK, para un precio dado p la demanda agregada en la
economia se puede encontrar sumando todas las demandas individuales posibles sobre

todos los n consumidores. Por lo tanto, definimos la demanda total

B(p) = {Z b; | b € B'(p) para cada z} (3.5)
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Como cada B(p) es un conjunto convexo, podemos ver que B(p) es convexo en R™.

El exceso de demanda de un bien es la diferencia entre su demanda en un precio y
la oferta. Asi, el exceso de demanda es una funcién de precio. Por un precio p el exceso

de demanda es el conjunto
D(p)=d:d=0b—r;b€ B(p). (3.6)

consideramos que D(p) C R™ es un conjunto convexo, ya que el vector oferta es fijo y
B(p) es un conjunto convexo para cada p. En la ecuacién 3.4, sumando todos los m

consumidores. obtenemos que para cada p € B(p),
p.b=p.r. (3.7)

Asf para cada d € D(p),
p.d =0 (3.8)

Hablando geométricamente, cada d € D(p) es ortogonal a p en R™. Esto es conocida
como la ley de Walrasian, esto significa que, el valor del exceso de demanda en la eco-
nomia es siempre cero, haya o no equilibrio en la economia, entonces la suma de los
valores del exceso de demanda en todos los bienes debe ser cero, es decir, si existe un
exceso de demanda positivo para algunos bienes, entonces debe existir un exceso de de-

manda negativo de otros bienes para equilibrarlo debido a limitaciones presupuestarias.

El equilibrio en la economia existe a un precio p para el cual existe b € B(p) tal
que b, < 1, para todo k = 1,2,...,n. A este precio, la demanda total de cada bien
no es mas que la oferta de ese bien en la economia, por lo que se puede satisfacer la
demanda. Por lo tanto, no habra tendencia a que el precio cambie dentro del mercado
y la economia estaria en reposo, este precio p se llama vector de precios de equilibrio
de la economia. Usamos el TPFK para probar la existencia de un vector de equilibrio

de precios para una economia tal como el descrito anteriormente.

Teorema 4. Considerando una economia de intercambio pura con n bienes y m con-
sumidores, y tenemos p, B'(p) y 7 = (1,79, ceovenn.. ,Tn) como se definié anteriormente.
En particular, supongamos que B’(p) tiene un valor fijo y es continuo tal que B*(p) es

convexo. Entonces la economia posee un vector de precios de equilibrio.
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Asi, el TPFK nos permite garantizar un equilibrio de precios en una economia de
intercambio puro. Dado el vector de precio de equilibrio es un punto fijo de la funcion
F(p) como se define arriba, es posible tener un vector de precios de equilibrio donde
la economia esta en reposo y hay un vector de demanda a ese precio que es satisfecho

por la oferta.
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Conclusiones y/o Sugerencias

1) El TPFK es estudiado como una generalizacién del teorema del punto fijo de Brou-

Wer.

2) Empleamos el TPF de Kakutani sobre el punto fijo para validar la presencia de
un equilibrio en un contexto econémico en el que m consumidores poseen una
cantidad fija de n bienes que pueden intercambiar entre si. La existencia de un
equilibrio en esta economia de intercambio no es evidente a simple vista. Sin
embargo, el teorema nos proporciona la herramienta necesaria para establecer
que los valores pueden organizarse de manera que cada jugador pueda satisfacer

su demanda, teniendo en cuenta la oferta disponible.

3) El TPFK es importante en la modelizacién econémica, especialmente para garan-
tizar la presencia de puntos de equilibrio en sistemas econémicos complejos que
involucran multiples agentes e interacciones estratégicas. Al cumplir las condicio-
nes del teorema, los economistas pueden proporcionar garantias matematicas de
que existe un equilibrio en estos modelos, lo que ayuda a analizar y comprender

los fendémenos econémicos.
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