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Introduccién

El objetivo de esta monografia es proporcionar una introduccién a la teoria de semi-
grupos de operadores acotados en espacios de Banach, donde el tinico requisito necesario
por parte del lector es un conocimiento elemental del andlisis funcional.

Se ha dividido el tema en dos partes. En la primera recordamos la definicién y algunas
propiedades de los operadores lineales en espacios de Banach, la funcién exponencial,
derivacion e integracién de funciones vectoriales asi como también el resolvente de un ope-
rador. En la segunda se trata sobre los semigrupos de contracciones, asi como los célebres
teoremas de Hille Yosida y Lumer-Phillips. Es importante remarcar que se ha dado una
serie de ejemplos detallados a fin de tener una mejor comprencién de los semigrupos de
clase (.

Cabe mencionar que, deliberadamente hemos dejado fuera toda discusién acerca de
la aplicaciéon de la teoria abstracta a problemas de valor inicial concretos relacionados
con ecuaciones en derivadas parciales, y mas bien se ha puntualizado sobre los ejemplos
que en la mayoria de textos al respecto son escasos.

Quiero expresar mi agradecimiento al Dr.Luis Enrique Carrillo Diaz por su aseso-
ramiento, asi mismo expreso mi gratitud a quienes hicieron posible la culminaciéon de mis

estudios y realizacién de este trabajo.



CAPITULO 1

PRELIMINARES

1. Operadores lineales Acotados.

Sean X e Y dos espacios de Banach (R ¢ C)

L(X,)Y)={A:X —Y / A esun operador lineal y acotado}

donde:
|A]| = sup ||Az|| < +o00 (norma en L (X,Y)).
Izl <1
(L(X,Y), ]| ||) con esta norma es un espacio de Banach.

En el caso en que Y = X escribiremos £ (X) en vez de £ (X, X).
Si A, B € L(X), el producto de A con B es definido por: AB = Ao B.
donde Ao B es la transformacién compuesta de A y B.

Con esta estructura £ (X) es un élgebra, donde
si A, BeL(X) vemos que AB € L(X) y |AB| <|A| Bl (1.1)

i.e. £(X) es un dlgebra de Banach.

Sea la sucesion (A,,) 2, € L (X), se dice que es convergente si existe A € £ (X)

n=1
tal que
|A, — Al| — 0 cuando n — oo (1.2)
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Se denota con A,, — A; cuando lim A, = A.

n—oo
Ademds como £ (X) es un espacio de Banach entonces (A4,)7; es conver-

gente si y solo si (A,),-; es de Cauchy.

. Funcién Exponencial. Sabemos que si z € R, la funcién exponencial es

definida por

tr _ A "
S T T

De este modo si consideramos ahora A € £ (X), la serie

t A t2 1 A|2 LA™
1+HH I [t Al +__'+HH | L
1! 21 n!

es convergente, teniendo en cuenta (1.1) la serie:

tA  t2A? A"

R TR TR

donde I es el operador identidad de X, es absolutamente convergente, por

tanto es convergente Vt € R.

Por tanto, queda definida una funcién llamada también “funcién exponen-

cial” designada por e/, Si consideramos (tA)° = I se tiene que:

o
tr A"
tA
€ _Z n!

n=0

Observemos que €4 € £(X) y HetA” < eltllAl



3. Derivacion de Funciones Vectoriales

» Sea f : (a,b) — X una funcién definida en el intervalo (a,b) y con
valores en el espacio de Banach X. Se dice que f es diferenciable en el

punto tg € (a,b) si existe en X el limite

o F = £ (k)

t—to t— 1o

el cual es denotado por f’ () y es llamado derivada de f en el punto

to.

= Se dice que f es diferenciable en Q C (a,b) si f es diferenciable en todo

punto de €.

Son vélidas para la diferenciacién de las funciones vectoriales las reglas sigu-

ientes:

i) Si f es diferenciable en el punto t, entonces

f(t) = f(to) = (t —to) f' (to) +a(t,to)

donde

[
h/ma(7 0)
t—to t — 1o

=0

En particular, si f es diferenciable en el punto ¢y entonces f es continua

en ese punto.



i1) Si f(t) = xg, Vt € (a,b); donde xy € X, entonces f es diferenciable en

todo punto de (a,b) y ademés
f'(t) =0; Vt € (a,b)

Reciprocamente:
Si f'(t) = 0 en todo punto de (a,b), entonces f es una constante en
(a,b) .

iii) Si f y g diferenciables en el punto t, entonces f + g es diferenciable
en ty y ademds (f + g)' (to) = f' (to) + ¢ (to)

iv) Si 7 es una funcién numérica definida en (a,b) y diferenciable en el

punto %y, entonces v f es diferenciable en ¢y y ademds

(7f) (to) =+ (to) f (to) + v (to) f' (to)

Observacion: Las reglas i), ii), iii), iv) son validas para el dlgebra de Banach

Teorema 1.1 Si f y g son dos funciones definidas en (a,b) con valores en L (X)

y diferenciable en un punto ty € (a,b) entonces fg es diferenciable en el punto ty

y ademds

(f9) (to) = ' (to) g (to) + f (t0) ¢’ (to)

4.- Integracion de Funciones Vectoriales

Sea f : [a,b] — X, una funcién continua, con X de Banach.
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Dada una descomposicién 7 de [a, b] .

es decir existen n + 1 ndmeros reales tg, t1, ..., t, satisfaciendo la condicién
a=tg<t1 <---<t,=0b

y n nimeros reales &, , i =1,...,n; & € (t;_1,t;), queda definida una suma

de Riemann de f :

Evidentemente o, (f) € X

Sea || = méaxy<;<, {t; — t;_1} entonces o, (f) tiene un limite x € X cuando

|| — 0.

De modo mas preciso: dado € > 0, existe > 0 tal que:
lox (f) —z|| <e; Vrtal que |7 <6
= Se dice que z es la integral de f en [a,b] y se escribe:

b
x = lim O’W(f):/ f(t)adt

|w|—0

Son vélidas para la integral de las funciones vectoriales las reglas siguientes:

i) Si k es una constante

/abkf(t)dt_k/abf(t)dt

i [[wrowaz[roas oo

5



i1i) Sia < ¢ < b entonces

/abf(t)dtz/acf(t)dtJr/cbf(t)dt
/abf<t>dtH < /ab||f(t)||dt

/abf (1) dtH < méxaciss | ()] (b — a)

o |

o

Teorema 1.2 Teorema de la media Si f es una funcion en las condicones

anteriores entonces
b
/ Ft)dt=(b—a)7

donde: T € conv f(a,b) (cerradura del conjunto de las combinaciones convexas

de los elementos del congunto f (a,b))

Corolario 1.1 Para todo t € [a,b] se tiene

1i 1
hli%h

[ rmar=ro

Observacion: (Teorema Fundamental del célculo para Funciones Vectoriales)

Si F' es diferenciable en [a,b] y F' (t) = f(t), t € [a, b] entonces

/ F(r)dr = F(t) - F(a)

Recuerde que un operador A, con dominio D (A) C X y valoresen Y (X e Y

espacios de Banach) es llamado cerrado si su grafico

{(z,Az) /€ D(A)}
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es un subespacio cerrado de X x Y.
Equivalentemente podemos decir
Si (zn).~, C D(A) tal que z,, » z y Az, — y entonces v € D(A) y Az =y
Todo operador lineal acotado A : D (A) = X — Y es cerrado. Reciproca-

mente. Si A es cerrado y D (A) = X entonces A es continuo

Teorema 1.3 Sea A : D(A) — X; D(A) C X un operador lineal y cerrado,
f :la,b] = D (A) una funcion continua y tal que Af es continua en |a,b|. En-

tonces

/bf(t)thD(A) y ademds: A/bf(t)dt:/bAf(t)dt

a

5.- Integrales Impropias
Si f:]a,00) — X, se define

00 3
/ F0de=Jim [ f(t)dr

cuando el lfmite existe. En ese caso se dice que la integral faoo f (t) dt es conver-

gente.

Se dice que es absolutamente convergente si existe el limite

3
s [ ()] d

Toda integral absolutamente convergente es convergente.
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Teorema 1.4 (Teorema de Weierstrass) Sea f : [a,00) X [ag, a1] — X con-
tinua en t € [a,00) para cada o € [ag, 1] y M : [a,00) — R continua y positiva
para t € [a,00) .

Si||f(t,z)|]] < M(t); V(t,a) € [a,00) X [ag, 1] y /OOM (t) dt converge.
Entonces /Oof (t, ) dt converge absolutamente para cada @ € [ag, 1] y la con-

veregencia es uniforme en dicho intervalo.

Teorema 1.5 Si f y g—f son continuas para (t, ) € [a, 00) X[, 041];/ f(t,a)dt
« a
of (t, @)

oo .
es convergente para cada « € [ag, aq] y fa ————=dt es uniformemente conver-

o

gente en [ag, o). Entonces

o [ <o (ta)
%/a f(t,a)dt—/a S

6.- Resolvente de un Operador

Sea A un operador lineal en X. El conjunto de los A € C, para los cuales el
operador lineal Al — A es inversible y su inverso es acotado y tiene dominio denso
en X, es llamado conjunto resolvente de A y se representa por p (A).

El conjunto o (A) = C\p (A) es llamado espectro de A.

Representamos por R (X, A) = (A\] — A)™", es llamado resolvente de A.
Observacién: Cuando el operador lineal A es cerrado, R (A, A) es también cer-
rado; luego V A € p(A), R(\, A) es un operador lineal acotado y cerrado en un
conjunto denso en X, entonces su dominio es X.
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Teorema 1.6 Sea A un operador en X lineal y cerrado. Si \,;u € p (A) entonces

R(AA) = R(p, A) = (p =X R(A A) R (s, A)

7.- Convergencia Uniforme, Convergencia Fuerte y Convergencia Dé-

bil

Sea una sucesién de funciones (4,), € L£(X) converge uniformemente para

Ae L(X)si]||A, — Al — 0; cuando n — 0.

= La convergencia es fuerte si: ||A,z — Az|| — 0, Vo € X cuando n — o

= La convergencia es debil si:((A, — A)x,z*) — 0 : Vo € X AVe* € X* el

dual de X cuando n — oo.

Observacion.

i) La convergencia uniforme implica la convergencia fuerte

i1) La convergencia fuerte implica la convergencia débil.



CAPITULO 2

SEMIGRUPO DE OPERADORES LINEALES

1. Motivacién

En los preliminares fue visto que la funcién exponencial e!4, donde A € R y

t € R, es definida por

etA _ Z (t;’j')n (21)

n=0

Cuando A € R y ¢t > 0 la exponencial es una funcién E : RT — R que tiene las

siguientes propiedades:
(a) E(0)=1
(b) E(t+s)=FE({t)E(s);Vt, s >0

(¢) LimE (t) =1

t—0t

Luego demostraremos que es la tinica funcién definida en R™ con valores en
R, que tiene esas propiedades.

Sin dificultad alguna, como se vio en preliminares, extendemos la exponencial
al caso en que A € L (X), donde la unidad en este caso es el operador identidad,

I: X — X.
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Teorema 2.1 Una funcion E : RY — L (X) satisface las condiciones:

() E(0)=1

(b) E(t+s)=E(t)E(s)

() ||E(t) = I|| — 0; cuando t — 0

Si gy solo si, E (t) = e donde A € L(X) A e es definida en (2,1)

Observe que (/) es una convergencia uniforme, pero esto implica la conver-
gencia fuerte.

ie.(c) |(E(t) —I)z| — 0; cuando t — 07

Demostracién.
(A" - (tA)"
Sea A € L (X) y pongamos e' = ZO —— como para cada t > 0, ZO -

converge en norma entonces la aplicacién

estd bien definida y ademads:

(a) E(0) =€ =1

(b) Tener en cuenta el siguiente resultado:

n! m!

(a+0b)” Z a b"

n+m=p
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entonces

t L (t Ar
B(+s) = ! z““ -y

n=0 n=
9]

t”A” -
D

por tanto

Tenemos

entonces tomando norma:
e — I]| < ¢ || All el
tomando limite cuando t — 07 :
et — 11| 0

Reciprocamente:

Vamos a suponer que E : Rt — £ (X) satisface las condiciones (a), (b) y
('), demostraremos en primer lugar que ||E (¢)|| es una funcién acotada en

todo intervalo acotado.
Dado € > 0 existe por (¢) un § > 0 tal que

|E(t) —1I]| <e;Vt talque 0 <t <4

12



y como

NEON =N <IE) -1 <e
|IE@)| <14+e=M ; Vt talque: 0<t<$§
Ademds para cada real t > 0, existe n € Z™ tal que:
t=nd+r ; donde0<r<d

por (b) tenemos

1E @)

1E (nd + )| =[E@)" E@ < E£G)"[IE£ )]
< M™M= M.M"™< M.M5 = Me"

donde: w = 6t logM >0

por tanto si ¢t € [0, 7], ||[E (¢)|| < Me**

Ahora probamos la continuidad de E

Sih>0:

IE@E+h)—E@®] = [[E@)EH) -]

IN

IEOIE(R) = 1] =0

cuando h — 0.

Sio<h<t:

IE@X—=n)=E@| = [EE=h)-EMm)]|
< [[E@=nIIEH)=1I]—0

13



cuando h — 0 ademds E (t — h) es acotado en [0,?].

Como F es continua entonces es integrable en el sentido de Riemann y

1
[I:Lngﬁ/o Et)dt=FE0)=1

entonces podemos determinar un p > 0 tal que

1 [P
H—/ E()dt—1
P Jo

p P
lo que implica que % / E (t) dt es inversible por tanto / E (t) dt es inversible
0 0

<1

en L (X)

Ademas

%/Opmt)dt = %/OpE(tJrh)dt—%/opE(t)dt

1 [rth 1 [P
= — E(t)dt — — E(t)dt
P rwa— [

Tomando limite cuando h — 0 la parte de la derecha, resulta convergente a

E (p) — I entonces

Denotamos por

Se tiene que



y de alli tenemos;

1

A= (E(p)—1I) (/OPE(h)dt)_ € £(X)

por tanto E (t) es derivable a la derecha de 0.

Es decir,
dtE (0)
=A
dt
Ademis por (b), tenemos Vh > 0 :
E - F E -1
(t+ h})L (1) _ B (h}i

la parte de la derecha converge para E (t) A cuando h — 0%

Entonces E es derivable a la derecha en todo ¢ > 0

At B (1)
dt
At B (t)
dt

es decir =FE(t)A

Anélogamente: = AE (t)

También se cumple que

d"E(t) dYE(t)
dt  dt

; V>0

Sea ahora la funcién

f(&)=B(t)e 4,

derivando tenemos:



entonces f es constante.

Ademss: f (0) = e |

z—t)A _ ,zA

entonces F (t) e e

y de all: E (t) = e

2. Semigrupos de Clase Cj

Aqui veremos las generalizacién de la funcién exponencial

Definicién 2.1 Se dice que una apliacion Z : Rt —L (X) es un semigrupo de

operadores lineales acotados de X si:

(1) Z(0) = I; donde I es el operador identidad de X

(i) Z(t+s)=Z(t)Z(s); ¥t.s € R

Se dice que el semigrupo Z es de clase Cj si
(vi1) Lz’@ (Z(t)—1)z||=0; Ve e X
t—0

Para los semigrupos de clases Cy son vilidas las propiedades fundamentales

de funciones exponenciales, que a continuaciéon describiremos:

Proposicién 2.1 Si Z es un semigrupo de clase Cy, entonces || Z (t)|| es una

funcion acotada en todo intervalo acotado [0,T].
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Corolario 2.1 Todo semigrupo de clase Cy es fuertemente continuo en R*.

FEs decir, sit € RY, entonces

LimZ (s)x=Z({t)x ; Yz € X

s—t
Observacion Los semigrupo de clase Cjy son también conocidos por semigrupos
fuertemente continuos, esto por el corolario (2.1)

Observaciéon Si A es un operador lineal acotado de X , se tiene V¢ > 0

>

Si ||A|] < w entonces : ||| < e®; Vit > 0.

let4]| = < f: t" ||fj1||n _ Al
n.:

1=0

Veremos una propiedad parecida para los semigrupos.
Definicién 2.2 Sea p: R — RU{—o0} se dice que es subaditiva si
p(t+s) <p(t)+p(s)

Lema 2.1 Sea P una funcion subaditiva en R™ y acotada superiormente en todo

ntervalo acotado. Entonces

t—oo ¢ t>0 ¢

LimP? @ _ g 20

Proposicion 2.2 Sea Z un semigrupo de clase Cy. Entonces

1 A 1 VA
LnloglZO _ gl Z 0l _
t—o00 t t>0 t

y para cada w > wy, existe una constante M > 1 tal que

1Z (t)|| < Me** ; ¥t>0

17



Observacién. Cuando wy < 0 existe M > 1 tal que || Z (t)|| < M; Vt > 0 en ese
caso se dice que Z es un semigrupo uniformemente acotado de clase Cy. Si ademads
de esto M =1 es dicho semigrupo de contracciones de clase Cj.

Ejemplos:

1. Las funciones exponenciales son semigrupos de clase Cj, en el teorema (1.1)
vimos que cumple las condiciones y la observacién de que la convergencia

uniforme implica la convergencia fuerte.

2. Sea X = C (R) el espacio de Banach de las funciones uniformente continuas

y acotadas en R, con la norma

1£lloc = suplf ()l

Para cadat >0y f € C (R) definimos

(Z () [)(x):=f(z+1) = fi(z)
Entonces Z es un semigrupo de contracciones de clase Cy.
En efecto:
Para cada t > 0y cada f € C'(R) es inmediato que f; € C (R),
Zt): C(R) — C(R)

fooo— Z)f

es una aplicacién lineal y es acotada pues

(Z®)(f+9)(x) = (F+9)(e+t)=fr+t)+g(x+1)

= (2O ) (@) +(Z2(1)9)(z)

18



= Z{H)(@f)=aZ(®)fi fEC®iack
1Z(®) £l = swp £ (= + )| = sup £ ()] = 7] < oc
=10 =1

Entonces; Z: RY — L(C(R)) estd bien definida.
t - Z(t)
Ademés:
a) (Z(0)f)(z) = f(z+0)=f(x) =(.f) ()
=Z(0)=1
b) (Z(s+1)f) (@) =[flet+s+t)=(Z(t) ) (@+s)=(Z(s)Z(1) ) (x).

) 12#8) f = fll = sup |l (@ +#) = f(z)]| = 0; cuando ¢ — 07 pues f es

uniformemente continua.

Luego podemos afirmar que Z es un semigrupo de contracciones de clase

Cy. Z es conocido como el semigrupo de las traslaciones a la izquierda en

C(R).

3. Sea X = (C'[0,0¢], el espacio de las funciones f que son continuas sobre
[0,00) (continuas sobre el lado derecho de 0) y que f(x) tiende hacia un

19



limite finito cuando z — oo (el limite varia con f) Consideremos como el

ejemplo anterior la norma

[flloe = sup {1f (2)], = 0}

Para este caso definiendo como el ejemplo anterior
(Z(@®) f)(x)=flz+t) 5 220, £=0

se ve como el ejemplo anterior que es un semigrupo de clase Cy de contrac-

ciones sobre X, llamado también el semigrupo traslacién sobre X.

. Sea K;; t > 0 la funcién definida en R™ por

K: R — R

2
Ed

r +— Ki(x):= (47rt)7% e i
donde: |z)* = 22 + a2+ -+ 22 si;x = (x1,...,2,) y Z(t) definida en

n

L* (R") por

fo3t=0
fooe 20f =
Kixf ;t>0
Por tanto: Z (0) = I
(ZONE) = Kixh) = [ am) s e W@y

n zfy2
= (47rt)_2/ e Sldy; sit>0

20



Observese que f € L? (R") y K; € L* (R") por tanto K; * f es integrable en R"
para cada t > 0, esto nos garantiza la buena definicién de Z (t) f para cada t > 0.
Vamos a mostrar que Z es un semigrupo de contracciones de clase Cj en
L? (R™).
Consideremos la transformada de Fourier, esto es

F: L*(RY) — L2(RY)

dado por

Rn
donde (57'1:) = 511’1 +oeet gnxn

Usaremos algunos resultados de la transformada de Fourier.
= [’ es una isometria
es decir | F (f)||L2(R") = ||f||L2(R”)
. F (K, + f) = (2m)F F(K) .F (f)
o F(Kx f) (@) = e "TF (f) (2)
= F(F,) (x) = (21) 72 e

— \x|2F(f) = F(Af) , donde A es el operador de Laplace en el sentido

distribucional.

Por tanto ahora tenemos lo siguiente:

21



(1) Z(0) =1 por definiicién
(i1) Z(t+s)=2Z(t)Z(s); Vt,s € RT. En efecto:
Tenemos que
F(K, «K,)(z) = (2m)2 F(K,)F (K,) (x)
= (21)% (2m) % e (2m) 73 ookl
= (27‘(‘)7% e_(t+s)|$|2

= F(Kus) ()
entonces se sigue que: K; x Ky = K;,, y de alli

Z(t+8)f = K [ = (Kix K)x [ = K x (K, )

= Z(W)Z(s)f ; Vt,seRT
=Z({t+s)=2Z({t)Z(s); V t,s €RT
(i) Lim|(Z (6) = 1) [l gy = 05 ¥ € L2 (R?)
En efecto:

F(Z({t)f—f) = F(Kxf—f)=F(Kxf)-F(f)

= R - F(f)
= (M=) F()

S IF(Z(0) = Dllgzany = (¢ = 1) IF ()2
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tomando limite cuando ¢t — 0 tenemos
Lim |[F(Z () f = Pl z2@ny = 0
y como F’ es una isometria entonces
Lim||(Z (t) = 1) fll poany = 0 3 VS € L* (R")

por tanto Z es un semigrupo de clase Cj

Ademas tenemos que

1Z (&) Flz2qny = I1H* fllzagny = IF (Ko * £l

= [P pPar< [ F () dr

= [IF (Hlz2@n = 122z
Observe que: 0 < e~ < 1 entonces
12 ) fll 2@y < 1 fllp2@ny = 12 (O] <1
por tanto Z (t) es una contraccion.

. En el caso unidimensional tenemos

Sea LP (R) con 1 < p < oo definimos para ¢ > 0 :

Z@): IP[R) — LP(R)
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donde K; es definido por

1 2
K(x,t)—Kt(m)—\/mexp(—%) ; z€R [ t>0

la funcién K es la solucién fundamental de la ecuacion del calor

ou 0%u

evidentemente Z es un semigrupo de clase Cy sobre L” (R) llamado semi-
grupo Gauss-Weierstrass por tanto no sorprende que el semigrupo Gauss -
Weierstrass juega un rol importante en la solucién del problema de valor

inicial para la ecuacién del calor.

. Analogo el semigrupo de Gauss - Weierstrass es el semigrupo de Poisson.

Sea L” (R) con 1 < p < oo y definimos para t > 0

Z@t): LP(R) — L*(R)

donde K es definido por

7 \ 12 + 22

K@@:Kﬂ@:l( ! ); TER >0

la funcién K es la solucion fundamental de la ecuacién de la ondas

’u  0*u
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3.- Generador Infinitesimal de semigrupos de clase (
Definicién 2.3 Sea Z un semigrupo de clase Cy en X definimos el operador:
A:D(A)— X
donde: D (A) = {x € X / existe t[ﬁm (%) (x)} y
A$=ﬁﬂ(%> () , VeeX

es dicho “generador infinitesimal” del semigrupo Z.

Vamos a designar por A; al operador lineal acotado

Proposicién 2.3 D (A) es un subespacio vectorial de X y A un operador lineal.

Proposicion 2.4 Sea Z un semigrupo de clase Cy y A su generador infinitesimal

de Z.
(1) Six e D(A) entonces:
Z({t)xeD(A) ,Vt>0 y %Z(Zf)l':AZ(t)l':Z(t)Al‘
(17) Six € D(A) entonces

Z(t)x—Z(s)afz/:AZ(u):cdu:/:Z(u)Axdu
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(1i1) Six € X entonces:
t t
/Z(u)mduGD(A) Y Z(t)x—:z::A/ Z (u) xdu
o 0

Proposicion 2.5 FEl generador infinetisimal de un semigrupo de clase Cy es un

operador lineal cerrado y su dominio es denso en X.

Definicién 2.4 Sea Z un semigrupo de clase Cy y A su generador infinitesimal.
Pongamos A° = I , Al = A y suponiendo que A" ' este definido, entonces defi-

nimos A™ :
DAY = {zeX /zeD(A") y A" 'ze D(A)}

Az = A(A"'z) ;VzeD(A")

Proposicién 2.6 Sea Z un semigrupo de clase Cy y A su generador infinitesimal.

Tenemos:

(1) D (A™) es un subespacio de X y A™ es un operador lineal de X
(i1) Sixz € D (A"™) entonces:

Z(t)z€D(AY),Vt>0 vy %Z(t)x:Z(t)Anx:AnZ(t)x

(i7i) Six € D (A™) entonces

0 i 0 / (t—u)""' A"Z (u) xdu
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(iv)
t ¢
(Z(t)—])”x:/ / Z(us+ -+ ) Axdus - dun; ¥z € D(A")
0
) ﬂD (A™) es denso en X
Ejemplos:

1. Sea Z (t) = ¢4 donde A € L () del ejemplo anterior en ese caso vimos que
es un semigrupo de clase Cy.

El generador infinitesimal de e es A. En efecto:

Para cualquier f € X, tenemos:

~

_ I+ fo:l (ti!)n —1 _ 220:1 (tﬁ!)n

= i I=\7 )/

(A, SR L (X

= " I=\= )/
A + Zn ) (t,:')n 00 (tA)n

B t f_Af+n2:;(t.n! f)

e tn—lAn e tnAn—l—l
- Af+z( ! f):Af+Z((n+1)!f)
_ Af+tz(n 1An+1 )

tomando limite cuando ¢t — 07 pues es continua en ¢:
L{@Atf =Af+0=Af
t—0

i.e. A es el generador infinitesimal de e con D (4) = X
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2. Consideremos el semigrupo traslacién a la izquierda en C (R) del ejemplo

anterior donde para cadat >0y f e C(R), (Z(t)f)(x)=f(z+1)
Veamos quien es el generador infinitesimal de Z (t):

Si f € D(A), entonces existe

Lﬂm@f@g_[mnf@+¢i—fcw

t—0+ t—0+
es uniformemente en z y ese limite pertenece a C' (R), luego f es derivable

a la derecha y ademas

d+

— R

T ecm
Por el lema de Dini, f es derivable y f' € C' (R).

Reciprocamente, si f € C'(R) y f' € C (R) entonces se tiene

flat+t) = F®)
t

~f@) = - f@) - @)

- 1/0 F (@) f (@) dr

t
tomando limite cuando ¢ — 07 y el limite de la derecha de la igualdad es

cero, entonces

t—0t+

entonces

LimA,f (z) = f'(x)

t—0t

Luego f € D (A) y asi tenemos

D(A)={f € C(R) /existe f' € C(R)} =C'(R)
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y ademas Af = f’

en este caso D (A) # X pues X = C'(R).

. Consideremos el semigrupo de contacciones de clase Cjy en L? (R") del ejem-
plo anterior definido por:

Z@t): I*[R") — L?(R")

donde

K: R — R
— |z
r o K (z)=Art)? e 4t

Ahora vamos a determinar el generador infinitesimal de Z.

Usaremos la transformada de Fourier con sus propiedades:

(=), = IF[(FF) 4,
- |l (55=) ] -rol,,
- [P r
I L2(R")
_ _Kt*f_f _F(g)
L2(R™)
- |psen=r ey
_ |etrn-ra g,
L2(RM)
- (“' - 1) F)- ()
L2(R™)
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tomando limite cuando ¢t — 0" y aplicando L’Hospital tenemos
Af = gsiysolosi —|z|” F (f) = F(g)
Ademss por una propiedad

—|z* F(f) = F(Af); donde A es el operador de Laplace en el sentido

distribucional.

entonces

F(Af)=F(g) por tanto Af =g

entonces concluimos que

DA)={f/fel*R") y AfeL*(R")}

Af =Af ; VYfeD(A)

. Sea Z un semigrupo de clase Cy y A su generador infinitesimal.
Pongamos Z (t) = e MZ (t)

Veamos que Z es un semigrupo de clase Cy y que su generador infinitesimal

es: A — \I. En efecto

(i) Z(0)=eM.2Z(0)=1
(11) Z(s+1)=e D7 (s 1) =e M7 () Z (1)
—e M7 (s)e™MZ(t)=Z (s) Z(t)
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(i) Z(t)—I=eMZ(t)—T=eM(Z(t)—1)+ (e — 1) I entonces
|(Zzw = 1)a]| <l z @ = Dal+ (e =1) 1]
tomando limite cuando ¢t — 07 tenemos

Lim
t—0+

(Z@y—ﬁxﬂzo L VreX

por tanto Z es un semigrupo de clase Cj.

Ademas

(01 - (o)

<e)‘tZ (t) —e M + e M — ]>
- T

t
- () ()

tomando limite cuando ¢t — 0 y aplicando L’hospital

i (FOT) o = g (O gy (Y.

t—0t t t—0t+ t t—0t

Z(t)—1
= Lime ™.Lim <%) x4+ Lim (—)\e_kt]) T

t—0t+ t—0t t—0t
Z(t)—1
= 1.Lim (L> — MLime Mz
t—0t t t—0t
= A- )\

esto muestra que el generador infinitesimal A de Z est4 dado por

A=A— )\
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4. Generacién de Semigrupos

Ya vimos que p (A) es el conjunto resolvente del operador lineal A de X.
ie.
A€ C /existe (A —A)™" y es continuo ademss

p(A) =
D (M — A)™" es denso en X

representamos R (A, A) = (A — A)™" y es dicho el resolvente de A.
En el caso particular en que X = C, todo operador A de X es de la forma
Az = ax; donde a € C.

En ese caso tenemos que
RMNA) =M —al) '=A—a)"

Ademads de esto « es el generador infinitesimal del semigrupo €™ y como podemos
ver:

Si ReA > Rea

0o h h
/ e Medt = Lim e M.etdt = Lim el Mt gy
0

h—o00 0 h—o00 0
h

0 Q- )\hL—Z?;L [l ~1]

= Lim [ e(a_”\)t]

o — A

_ ’ Re(a—A)h+iIm(a—A)h
T

= Lim
a — Ah—oo

[eRe(af/\)h e

tIm(a—A)h 1]

Sabemos que

em@=Nh — Cos (Im (o — ) h) +iSen (Im (o — A) h)
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es acotado entonces

Lim [eRe(a”\)h.e“m(“’)‘)h} =0, pues (ReA > Rea)

h—o0

regresando al caso anterior

o 1
/0 e Medt = P R(\ )

Por tanto, el resolvente del generador infinitesimal es la transformada de Laplace
del semigrupo.
Estas consideraciones podemos extender facilmente para los operadores A € £ (X),

cualquiera sea el espacio de Banach X.

Teorema 2.2 Sea Z un semigrupo de clase Cy con generador infinitesimal A.

Si Re )\ > wq, donde wyg = Lim

t—o0

entonces

log ]
t

M Ep(A) yR()\,A)x:/ e MZ(t)dt ; Vo e X
0

Corolario 2.2 Sea Z un semigrupo de clase Cy con generador infinitesimal A.

1 t
Si Re \ > wyg; donde wy = tlimw entonces:
dn n n+1
dA
dn

R\ A)z = / e ()" Z () zdt, Vo€ X
o i

Teorema 2.3 (Hille - Yosida) Para que un operador lineal A definido en D (A) C
X y con valores en X, sea el generador infinitesimal de un semigrupo de clase Cy,
es necesario y suficiente que:
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(1) A sea cerrado y su dominio sea denso en X

(17) Existan numeros reales M y w tales que para cada X\ > w se tenga X € p (A)

n M
RN A" < =W Vn e N

en ese caso; || Z (t)|] < Me“t, t > 0.

Corolario 2.3 Para que un opreador A sea generador infinitesimal de un semi-
grupo de clase Cy tal que ||z (t)|| < e“t; t > 0 es suficiente que A sea cerrado, su

dominio sea denso y exista un nimero real w tal que, si A > w entonces A € p(A)

1

<
yIROA)| < 5=

Corolario 2.4 Para que un operador A sea generador infinitesimal de un semi-
grupo de contracciones de clase Cy es necesario y suficiente que A sea cerrado, su

dominio denso, (0,00) C p(A) yVA>0:||AR(NA)] <1

Corolario 2.5 Sea Z un semigrupo de clase Cy y A su generador infinitesimal.

Si By = MR (XN, A) — M ; A > w > wy entonces:

Z(t)x = lime" x

A—00

Notacién. Para simplificar el lenguaje vamos a escribir A € G (M, w) para ex-
plicar que A es el generador infinitesimal de un grupo de operadores lineales

acotados de clase Cy, Z, que satisface la condiciéon

1Z @) < Me*"; t>0
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Proposicién 2.7 A —w € G(M,0) siy solo st A€ G(M,w)

Ahora veremos otra caracteristica de los generadores infinitesimales de los

semigrupos de contracciones lineales de clase Cy debido a Lumer y Phillips. Recordemos

algunos puntos:
Sea X un espacio de Banach, X* el dual de X y (-,-) la dualidad entre X y

X*. Pongamos para cada x € X
J(x) = {a" € X* [ {z,a") = ||l=||* = [|l="||*}

Por el teorema de Hahn-Banach, J (x) # (), Vo € X.
Una aplicacién dualidad es una aplicacién j : X — X* tal que j(x) € J ()

Vo € X entonces |7 (z)|| = ||z

Definicién 2.5 Un operador lineal A : X — X es dicho disipativo relativamente

a una aplicacion dualidad, j s
Re(Az,j(z)) <0; Vxe D(A)

Proposicion 2.8 Si A fuera disipativo relativamente a alguna aplicacion dualidad
entonces

(A =A)zl| = Azll; VA>0 y Vo e D(A)
Teorema 2.4 (Lumer-Phillips) Si A € G (1,0) entonces:

(1) A es disipativo realtivamente a cualquier aplicacion dualidad.
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(i) In(AI—1) =X, YA>0

Reciprocamente, si:

(1ii) D (A) es denso en X

(iv) A es disipativo realtivamente a alguna aplicacion dualidad

(v) Im (Aol — A), para algin A\g > 0 entonces A € G (1,0).
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Ejemplos
1. Consideremos el semigrupo traslacion sobre X = C'[0, oo] donde

(Z (@) f)(z) = f(x+1)
es una contracciéon con M = 1, w = 0 y con su generador infinitesimal A tal
que :Af = f’ estos argumentos ya fueron probados anteriormente.
Comprobaremos el teorema de Hille Yosida para este semigrupo.

Para A > 0 (= w) consideremos la ecuacién
M —A)f=g ie A-f—g

donde g € C'[0,00] y mostremos f € D (A).

Usando las técnicas de integracion

L @] = ~g(e) ; w20

Integramos de z hasta T (fijamos T' > z) y obtendremos
T
T e ) == [ Mgty

cuando T' — oo, f (T') tiende hacia un limite finito (desde que f € D (A)) y

e — 0 (\>0).

Tomando limite T — oo tenemos



ahora probaremos que f € D (A). En particular probaremos que f (x) tiende

a un limite finito cuando z — oo.

Podemos ver esto escribiendo la integral de la derecha como:

_ Jo e (- ) g (y) dy

f (@) exp (—Az)

Usando L’Hospital tenemos

—exp(ZAr)g(r) 1.
L =L < 0
3:—7172.2 —Aexp (—A\x) )\x_lg;bg ()

pues g € C'[0, o]
entonces f (x) tiende a un limite finito cuando x — oc.

Ademis; derivamos f

) = 4 lew0o) [Tenamam
— Len0a) [ ena)gb)dy+en ) 1 [ e (a0 dy
= dexp () [ exp(—40) g (4) dy + exp () exp (~Aa) g ()

= g(x) +A/:oexp(kéﬂ— Ay) g (y) dy
Se observa que f € C'[0, 0] .
por tanto f € D (A)
Ahora observemos que:

f=M-A"g=R(\A)yg
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entonces:

(R(\A)g) (x) = /wexpw:c—yng@)dy 23>0
(RN A)g) ()] < / " exp M (@ — )] gl dy

~ ol / " exp [z — )] dy

y=00

y=r

= |lgllo [-A " exp [A (z — p)]]

= A gl

como A > 0:
IR\ A) gl <A lgllo
entonces:
IRO, A < 5 5 para >0
Luego

1
B A <57 5 parad>0 5 n=12,...

lo que verifica Hille Yosida con M =1 y w =0
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