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Resumen

CONJUGACION ANALITICA DE DIFEOMORFISMOS ANALITICOS DE C EN C.

JORGE ALBERTO CORIPACO HUARCAYA

Agosto - 2016

Orientador: Profesor Dr. Renato Benazic Tomé.
Titulo obtenido: Licenciado en Matemética

En este trabajo pretendemos analizar el comportamiento dindmico de una funcién analitica
¢ : (C,0) — (C,0) definida en una vecindad del origen con ¢ (0) # 0 y sobre que condiciones
es linealizable.

Como parte central de este trabajo, mostraremos que toda funcién analitica con |¢' (0)] = 1,
que satisface una condicion que llamaremos Convergencia C, es linealizable.

Finalmente, se presenta como aplicacién, un estudio sobre ecuaciones en diferencias, que nos
) b )
permite estudiar los puntos de equilibrio y estabilidad de fenémenos asociados a logistica y

economia.

PALABRAS CLAVES: Difeomorfismos locales Analiticos, Conjugaciéon Analitica,
Punto Atractor, Punto Repulsor, Convergencia C,,.
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Abstract

LOCAL ANALYTIC CONJUGATION OF ANALYTIC DIFFEOMORPHISMS
FROM C TO C.

JORGE ALBERTO CORIPACO HUARCAYA

Agost - 2016
Advisor: Renato Benazic Tomé
Degree: Licentiate in Mathematic

In this work, we analyze the dynamic behavior of an analytic function ¢ : (C,0) — (C,0)
defined in a neighborhood of the origin with |¢'(0)| = 1 and on what conditions is conjugated
to its linear part.

As a central part of this work, we show that any analytic function with |¢'(0)] = 1, which
satisfies the condition that we call Convergence C), is linearizable.

Finally, it is presented as an application, a study of difference equations that allows us
to study the equilibrium points and stability of phenomena associated with logistics and
economy.

KEYWORDS: Analytic local diffeomorphisms, Analytic Conjugation , Attractor Point,
Repulsor Point, Convergence C,,.
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Introduccion

En este trabajo pretendemos analizar el comportamiento dinamico de las 6rbitas de una
funcién analitica ¢ : (C,0) — (C,0) definida en una vecindad del origen con ¢ (0) # 0 y sobre
qué condiciones es linealizable. Es decir, sobre qué condiciones existe F' : (C,0) — (C,0)
funcién analitica definida en una vecindad del origen tal que F(0) = 0 con F'(0) = 1,
satisfaciendo la ecuacion:

FA-2) = o(F(2)) (1)

para todo z en una vecindad del origen, donde A = ¢'(0). Como veremos en este trabajo
dichas condiciones dependeran del parametro \.

El problema de linealizacion sera satisfactoriamente resuelto si |A| < 1 o |[A| > 1. Sin embargo
para |A| = 1 tendremos los siguientes casos.

Caso I: [\| =1 y X es raiz de la unidad.

En este caso obtendremos resultados de caracter dinamico basado en el comportamiendo
dindmico de las érbitas positivas y negativas de ¢ : (C,0) — (C,0).

Caso II: |A| =1 y A no es la raiz de la unidad.

En este caso podemos encontrar formalmente una soluciéon de la ecuacién (1) basado en el
desarrollo formal en serie de potencias. Sea ¢(z) = Az + a»2® + ... funcién analitica y sea
F(z) = z+byz+...... solucién formal de (1), resolviendo formalmente la ecuacion (1)
obtenemos,

FAz) = AF(2) = o(F(2)) = AF(2)

>\Z+Z br(Az)" )\z—)\z brz® = A\F(z —1—2 ag(F — A\F(z)
=2 i=2
=2 1=2



Comparando términos, obtenemos la siguiente relacién
(A — N)b,, = a,, + P(ay, as, ..., an_1,b, b3, ..., b,_1) para todo k > 2, (2)

donde P(ay, as, ..., an_1,b2, bs, ..., b,_1) es un polinomio de variables as, as, ..., an_1, bz, b3, ..., by_1
con coeficientes enteros.

De la relacion (2) obtendremos una formula recursiva para hallar los coeficientes b, de F.
El problema central esta en analizar la convergencia de F' en una vecindad del origen, para
estudiar este problema el proceso de comparacion de coeficientes serd omitido, asi en este
trabajo resolveremos el problema de la convergencia por un proceso iterativo que consiste en
una sustitucion de variables.

Nuestro objetivo serd encontrar una sustitucién F tal que T'= F~! o p o F' sea la trans-
formacion A - z. En vez de hacerlo directamente comenzaremos por encontrar una sustitucion
do tal que ¢y o @ oy = 1 este mas préxima a la transformacién A - z de la que estaba ¢,
partiendo ahora de ¢1, repetimos el proceso para encontrar una sustitucion ¢; que conduzca
a una transformacion,

902:9251_109010¢1:¢1_10¢6108010¢00¢1;

que se aproxime cada vez mas a A - z. Este proceso nos conduce a sustituciones ¢, (v =
0,1,2,...) vy a las transformaciones

pr1 =, 0p, 00, =F, opoF, donde F,=do0di0...04,

las cuales convergiran a la sustitucion requerida. Para el éxito de este método serd importante
que la composicion de F,, = ¢g o ¢1 0...0 ¢, este bien definida, es decir que el conjunto de
valores de ¢, se encuentre en el dominio de definicién de ¢,_1, ademas de esto que el dominio
de F, contenga una vecindad fijada del origen, para todo v tal que

¢, = T cuando v — oo donde T'(z) =\ z,

donde la convergencia sera uniforme en una vecindad fijada del origen.

Suponiendo que las condiciones anteriores son satisfechas, se sigue que
T(z)=F'lopolF,

de modo que F’ sera la tinica sustitucion deseada.También mostraremos que el conjunto de los
A€ St ={z € C:|z| =1} tales que para toda ©(z) = Az + a»2* + azz® + . .. convergente en
una vecindad del origen su respectiva F(2) = z+by2? +b323+. .. que la linealiza formalmente,
sea convergente en una vecindad del origen, como subconjunto de S! tiene medida 2. Para
ello usaremos algunos resultados de teoria de la medida.



Teorema 0.1. Sea {E,}, . una sucesion de subconjuntos de L = {E C R :

y sea m : L — [0,400] la medida de Lebesgue, entonces

o

Il
—

U E.eL yademas m(|J E,) <

n=1 n=1 %

Teorema 0.2. Sea E, F medibles y E C F entonces m(E) < m(F).

E es medible }

Los resultados anteriores nos ayudaran a probar lo afirmado y nos permitird mostrar

que el conjunto de los A € S!, para los cuales existe por lo menos una serie convergente
©(2) = Az+az2®+. .. cuya serie formal F(2) = 2+by2?+. .. la cual es solucién de la ecuaciéon
(1) es divergente, tenga medida nula. Esto nos dird que las aplicaciones ¢(2) = Az +agz?+. ..

con |[A| = 1 generalmente son linealizables.






Capitulo

1

Preliminares

Indice
1.1. Funciones de variable compleja . . .. ... ... .......... 5
1.2. Integracion sobre caminos . . ... ... .. ... . 7
1.3. El teorema localde Cauchy . . ... ... ... ..., 8
1.4. Productos infinitos. . . . . . . . ... 0o Lo oo 14

En este capitulo mostraremos algunos resultados basicos sobre variable compleja los cua-
les pueden ser encontrados en Ahlfors, L. V [1], Cartan Henri, [4], Conway J.B. [6] y Ru-
din Walter, [9].

1.1 Funciones de variable compleja

En lo que sigue €2 denotard un subconjunto abierto del plano C.

Definicién 1.1: Sea f: Q) C C — C una funciéon compleja y sea zy € (2. Decimos que f
es diferenciable en zj si existe el

o 1) = )
z—20 Z— 2

El cual denotaremos por f’(z9) y la llamaremos derivada de f en z;. Decimos que f es
analitica en ) (u holomorfa), si existe f'(zg) para todo zy € .

5



Denotaremos por H(f2) al conjunto de todas las funciones analiticas en 2.

Observacion 1.2: Sean f,g: ) C C — C funciones complejas. Se cumplen:

(i) Si f es analitica en €2, entonces f es continua en 2.
(ii) Si fe H(Q)y g€ H(Q), entonces f £g € H(Q) and f-g € H(Q).

Teorema 1.3 ([9, Remark 10.3]). Sea f € H(QY) tal que f(2) CQy y g € H(Q). Entonces
h=gofe H(Q)yademas h' puede calcularse por regla de la cadena

h(z0) = g'(f(20)) f'(20)-
Definicién 1.4: Sea f: ) C C — C funcién. Decimos que f es representable en series
de potencias en () si para cada disco D(a,r) C € le corresponde una serie

e}

Z (z—a)" (1.1)
que converge a f(z) para todo z € D(a,r) C .

Teorema 1.5 ([9, Theorem 10.6]). Si f : 2 C C — C es una funcion representable en serie
de potencias en ), entonces f € H(Q)) y ademas f' es también representable por serie de
potencias en §2, mds aun, Si

f(z) =" ¢u(z—a)", para todo z € D(a,r) C C,

n=0

entonces -
Z (z —a)" ", para todo z € D(a,r) C C.

Corolario 1.6 ([9, pag.201]). Si f: Q C C — C es una funcion representable en serie de po-
tencias en §2, entonces f tiene derivadas de todos los ordenes y cada derivada es representable
en serie de potencias en ), mds aun

f®(2) = i nn—1)---(n—k+ 1)ep(z —a)" %, para todo z € D(a,r) C C. (1.2)
n=~k

Por lo tanto, en las condiciones del corolario anterior, la igualdad (1.2) implica que
kley = f®(a), paratodo k=0,1,2,...
Ahora veremos que toda f € H({2) es representable por serie de potencias en (2.

6



1.2 Integracién sobre caminos

Definicién 1.7: Una curva en €2 C C es una aplicacién continua v de un intervalo compacto
o, 5] € R en Q, donde o < [. Llamaremos a [«, 5] el intervalo de parametros de 7 y
denotaremos la imagen de v por v*. Si el punto inicial y(«) de 7y coincide con el punto final
() diremos que v es una curva curva cerrada.

Un camino es una curva en el plano la cual es continuamente diferenciable a trozos. Un

camino cerrado es una curva cerrada que también es camino.

Definicién 1.8: Supongamos que v : [«, ] — C es un camino y f una funcién continua en
v*. Definimos la integral de f sobre v como la integral sobre el intervalo de parametros |a, (]
de .
B
[ 1@z = [ ra) @ (13)
0% «

Observacion 1.9: Tenemos algunas propiedades de la integral definida anteriormente:

(i) La propiedad mas importante de integral definida en (1.3) es su invarianza respecto
a un cambio de parametros. Es decir, si ¢ es una aplicacion inyectiva continuamente
diferenciable de un intervalo [ag, 81 sobre [a, (], tal que p(ay) = a, (b)) = 5.
Entonces si hacemos v, = v o ¢, tenemos

/71 f(z)dz = Af(z)dz

(ii) Si 7y (t) = v(—t) es un cambio de orientacién, entonces tenemos

s f(z)dz = —Lf(z)dz.

(iii) Se cumple la siguiente desigualdad,

[yf(z)dz

< / £(2)]1dz] .

Teorema 1.10 ([9, Theorem 10.10]). Sea v un camino cerrado, sea G el complementario de
v* (con respecto al plano) y definamos

/ e

Ind,(z) = s

2mi

Entonces Ind,, es una funcion en G cuyos valores son niimeros enteros, el cual es constante
en cada componente de G y cero en la componente no acotada.



Corolario 1.11. Si vy es una circunferencia positivamente orientada con centro en a y radio

r. Entonces
1 si|lz—al<r

Ind, (z) = {

0 silz—al>r

Demostracion. Tomemos v como en el Teorema 1.10, entonces Ind,(2) =0, si |z —a| > r en
la componente no acotada. Luego es suficiente calcular Ind,(a)

1 2m . .
Ind,(a) = /7 = _ L/0 (re™y~te'tdt = 1.

271 zZ—a 271

Desde que Ind,(z) es constante en la componente acotada G, tenemos que

Ind,(2) =1, si |z—a| <.

1.3 El teorema local de Cauchy

En esta seccién mostraremos que toda funcién holomorfa definida en un abierto de C es
representable por una serie de potencias, asi como un resultado de convergencia uniforme de
funciones holomorfas en subconjuntos compactos que seran utilizados para mostrar nuestro
resultado central.

Teorema 1.12. Supongamos que F' € H(QY) y F' es continua en §). Entonces

/ F'(z)dz = 0, para todo camino cerrado ~y en (2.
.

Demostracion. Sea v : [a, b] — Q camino cerrado, entonces por Teorema fundamental del
calculo tenemos que

[ Pz = [ P 0= FO0) - Foa) = o
dado que, y(a) = v(b). O

Teorema 1.13 (Teorema de Cauchy para un triangulo). [9, Theorem 10.13] Sea A un tridngu-
lo cerrado contenido en un abierto §2 del plano, p € Q y f es una funcion continua en €2, tal

que f € H(Q — {p}). Entonces
/aA f(z)dz = 0.



Teorema 1.14 (Teorema de Cauchy para un conjunto convexo). Sean Q un conjunto abierto
y convero, p € Q2. Si f es una funcién continua y f € H(Q — {p}), entonces f = F' para
alguna F € H(Q) y por tanto,

/ f(z)dz = 0, para todo camino =y cerrado en §.
0

Demostracion. Sea a € € fijo. Por la convexidad de €2, tenemos que €) contiene el segmento
de recta [a, z] = {(1 —t)a+tz : t € [0,1]}, para todo z € Q. Definamos

F(z)= | f(ee

Para todo z, zp € €, el triangulo con vértices en a, 2y y 2z esta contenido en €2; por lo tanto
F(2) — F(z) es la integral de f sobre [z, z]. Por el teorema anterior, fijando zy, obtenemos
que

F) = Fla) ey 1

zZ— 20 Z— 20

/[ZO,Z] [£(€) = f(20)]dE, para z # 2. (1.4)

Por la continuidad de f en zp, dado ¢ > 0, existe § > 0 tal que |f(&) — f(z0)] < e, si
|€ — 29| < d. Observando que el modulo del lado izquierdo de (1.4) es menor que g, siempre
que |£ — 29| < 0, obtenemos que F’ = f. Asi el resultado se sigue por Teorema 1.13. m

Teorema 1.15 (Férmula de Cauchy en un conjunto convexo). Sea v un camino cerrado en
un conjunto abierto y convezo ) del plano y f € H(2). Supongamos que z € Q\v*. Entonces

16 0

) Tndy () = 5= [ 2

Demostracion. Sea z € 2\ v*, definimos

F©)—f(z) si £eq, 42

E—z
9(&) = (1.6)
fi(z) st §=2
Dado que, g satisface la hipotesis del teorema anterior, tenemos que
= [ ey = 0 (17)
omi J, IS T '
Sustituyendo (1.6) en (1.7) obtenemos (1.5). O

Teorema 1.16. Sea un abierto 2 del plano. Entonces toda funcion f € H(Y) es representable
por serie de potencias en €.



Demostracion. Sea f € H(Q) y D(a,R) C Q. Consideremos 7 una circunferencia positiva-
mente orientada con centro en a y radio r < R. La convexidad de D(a,r) nos permite aplicar
el Corolario 1.11 junto con el Teorema 1.15, para obtener

1
f(z) = 5 L gf(_f)zdf, para todo z € D(a,r). (1.8)
Puesto que, |£ — z| <7y £ € %, un calculo directo muestra la siguiente desigualdad

@1z —al" _ M (]z—a])"
g—at S )

donde M = méx {|f(&)|: & € S,[a]}, el cual existe puesto que S.[a] = {£€C: | —a| =71}

es un conjunto compacto y |f| es continua en S,[a]. Luego por M de Weierstrass

Z §)(z —a)" _ f(€) (1.9)

— (£ —a)t! E—2

converge uniformente en -, para todo z fijado en D(a,r). De la serie (1.9), obtenemos que

n=0 a

5o S L [ MO =

Ahora, puesto |z —a|] < r = | — al, se observa que ]g:g] < 1. Por tanto, para todo & € S,[a],

se tiene que,

> z—an_ 1 & —a
%l&—a] =

Reemplazando estd ultima igualdad en (1.10), obtenemos

= Gma _f© E[r—a]’ | £O) E-—a_ £(©)
D T ngolﬁ—a] - |

Por la convergencia uniforme, podemos integrar término a término, obteniendo
11 f© = | 1 f€)
= — dé = — / — —a)".
) 27Ti/7§—z§ nzz:o 27i ay(f—oz)”Jrlg (z=a)
1

Haciendo ¢, = 55 fy G a)n de , obtenemos que

oo
Z cn(z —a)”
n=0

10



Observacion 1.17: De lo desarrollado hasta ahora, obtenemos las siguientes consecuencias:

(i) Por Corolario 1.6 y el teorema anterior tenemos que

F(z) = A (gf(iﬂdg.

© 2mi

(ii) Si f:Q C C — C es analitica entonces f es infinitamente diferenciable.

Corolario 1.18 (Estimativa de Cauchy). Si f es analitica en D(a,R) y |f(2)] < M para

todo z € D(a, R). Entonces
n!M

R"

|f"(a)] <

Demostracion. Sea 7 una circunferencia positivamente orientada con centro en a y radio
r < R, entonces por la observaciéon anterior, tenemos que

P = g | S e

De esto, facilmente obtenemos la siguiente desigualdad,

! ' M
@) < o [ R ] < 5 2

n!M 0

Por lo tanto, haciendo r — R obtenemos que |f"(a)| < "%

Teorema 1.19 (Teorema de Morera). Sea f : @ C C — C una funcion continua en un
abierto €2 del plano complejo tal que

/ f(2)dz =0, para todo triangulo cerrado A C .
oA

Entonces f € H(2).

Demostracion. Sea V un subconjunto convexo contenido en 2 C C. Como en la prueba
del Teorema 1.15, podemos construir F' € H(V) tal que F' = f. Dado que la derivada de
funciones holomorfas también son holomorfas (Teorema 1.16), tenemos que f € H(V'), para
todo conjunto abierto convexo contenido en ). Por tanto, f € H(f2). O

Definiciéon 1.20: Decimos que una sucesién {f;}._ de funciones en € converge a f uni-

jEN
formemente en los subconjuntos compactos de €1 si para todo compacto K C 2y todo e > 0

existe N = n(K,¢) € N tal que |f;(z) — f(2)| < ¢, para todo z € K, y para todo j > N.
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Teorema 1.21. Sea f; € H(2) para j =0,1,2,... y supongamos que f; — f uniformemente
en los subconjuntos compactos de §). Entonces f € H(Q) y f; — f' uniformemente en los
subconjuntos compactos de €.

Demostracion. Primeramente probaremos que f es continua. En efecto, sea zy € ) entonces

existe 7 > 0 tal que D(zg,r) C Q. Por hipotesis, tenemos que para € > 0, existe jo =

J(D(z0;7),¢) tal que | f;(2) — f(2)| < ¢, para todo z € D(zg,7). Sea z,2" € D(20;7) ¥y J = Jo,
entonces

If () = FRI < IFE) = Fiu GO+ 10 () = fio ()] + 150 (2) = F(2)]-

Luego
f(2) = f(2)] <26+ |fiu(2) = fio(2)]. (1.11)

Por continuidad uniforme de f;, en D(zg;7), existe § = d(¢) tal que si 2/, z € D(z;r) con
|2" — z| < 0, entonces |fj, (") — f;,(2)] < ey por la desigualdad anterior obtenemos que:

|f(2") — f(2)| < 3e, siempre que |z — 2'| < 4.

Luego f es uniformemente continua en D(zp;7) y en consecuencia continua en zy.

Ahora probaremos que f € H(Q). Sea A un triangulo cerrado en €, entonces tenemos
que A es un conjunto compacto y se verifica que

/8A fe)dz = lim | fi(z)dz =0,

Jj—o0

En efecto: Por Teorema de Cauchy tenemos que [;5 fj(2)dz =0 para todo j > 1y

/8A f(z)dz — /em fi(z)dz

Por lo tanto [y, f(2)dz = 0 para todo triangulo cerrado A C €, entonces por Teorema de
Morera f € H(Q).

<max {|f(z) — fi(2)] : = € 0A} - £(0A).

Finalmente probaremos que f; converge uniformemente a f’ en los subconjuntos com-

pactos de Q. En efecto, sea z € D(zp,r) C €, entonces por la formula integral de Cauchy
tenemos

/ / 1 f](f) _f(g)
(2)—J(2) = =— 2. 1.12
HORSIOE T = (1.12)
Donde ry =7+ &,y § = dist(C\ Q, D(z0,7)) = inf{la —b| : a € C\ Q y b € D(z,7))}.
Luego [ —z| = [€ — 20| — |z — 20| = 71 — |z — 20| ¥ como |z — 2| < r, tenemos que

E—z2|=2m —|z— 2| >r+ g —r= g. Por tanto, tenemos que | — z| > g, para todo £ € C
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tal que |§ — zo| = r1. Luego de (1.12) tenemos

Fi(2) = F'(2)] < —5 max {|£(6) = F©OI: 1€ — 2] =11}

Esto prueba que f; — f’ uniformemente en D(z;7) C Q.

Sean K C  un subconjunto compacto y d0x = dist(C \ ©, K). Entonces
D(z,0x/2) CQ, v {D(2,0k/2),z € K} es un cubrimiento abierto de K.

Por compacidad de K existe un subcubrimiento finito {D(zl, %K), ..., D(z,, %K)} tal que
p e —
K Q U D(ZZ,(;K/Q)
i=1

Lo que muestra que f; converge uniformemente a f" en K. O

Teorema 1.22. [9, Pag. 216] Sea Q2 C C abierto, conexo y f : Q@ — C una funcion analitica
no constante. Entonces para todo U C § abierto, f(U) es abierto.

Observacion 1.23: El teorema anterior es muy conocido como el Teorema de la Aplica-
cion abierta y por este resultado es facil de ver que si U,V C C son subconjuntos abiertos
y f: U — V es un difeormorfismo, entonces f lleva la frontera de todo subconjunto abierto
A C U en la frontera de f(A).

En estd parte daremos una desigualdad que utilizaremos en el siguiente resultado y que
serd de mucha utilidad en la parte central de este trabajo. Sea f : D(zp,7) C C — C una
funcién analitica. Observamos que si 21, zo € D(zg,7), entonces,

£ (21) = f(z2)] < sup{[f(§)]: & € D(z0,7)} - |21 — 2. (1.13)

El cual es consecuencia inmediata del teorema fundamental del calculo

/[] F(€)dg

Como una consecuencia del Teorema de la aplicacién abierta, tenemos el siguiente resul-

[f(21) = f(z2)] =

<[, 1@l

tado, el cual nos da condiciones necesarias para que una funcién holomorfa definida en un
abierto de C, sea un difeomorfismo local.

Teorema 1.24. Sea f € H(Y), 20 € Qy f'(20) # 0. Entonces Q contiene una vecindad U
de zy tal que:

(i) f es inyectiva en U, y

13



(ii) V = f(U) es un conjunto abierto

(i) St g:V — U estd definido por g(f(z)) = z entonces g € H(V).

Demostracion. Tenemos que (i) y (ii) es consecuencia directa del Teorema 1.22 y la desigual-

dad (1.13).

Probaremos (iii). Fijemos w; € V, entonces por (i) y (ii), existe un dnico z; € V tal que
f(z1) =w;. Siw € V' y g(w) = z, entonces observamos que

gw) —g(w) __z—= )

w — w f(z) = f(z1)
Dado que f es una aplicacion abierta, tenemos que g es continua, por tanto z — z1, siempre
que w — wy. Como f es inyectiva en una vecindad de z; € V| tenemos que f'(z;) # 0.
Luego tenemos que si w — wy, entonces (1.14) muestra que ¢'(wy) = 1/f'(z1). Por tanto, g
es diferenciable en todo punto de V. Asi tenemos que g € H(V). ]

1.4 Productos infinitos

Definicién 1.25: Sea {z,} una sucesién de niimeros complejos definimos:
pn=(142z) - (1+2z,) (1.15)

y supongamos que existe lim,, . p,. Entonces escribimos
H (1+ 2,). (1.16)

Los p, son los productos parciales del producto infinito (1.15). Diremos que el producto
infinito (1.15) converge siy solo si la sucesién p,, es convergente.

Observaciéon 1.26: En el estudio de la serie infinita > a, es importante que los a, se
aproximen a cero rapidamente, en el estudio de los productos infinitos es de interes si los
factores estan cerca de 1 o no. Esto se tiene en cuenta en la anterior notacién 1 + z,, esta
cerca de 1 si z, esta cerca de cero.

Lema 1.27. Sean z1, 2o ..., 2y numeros complejos y

N N
Hl—i—zn H1+|zn|



Entonces

Demostracion. Para (1.17), observamos que para todo x > 0, tenemos exp(z) > 1 + «z,
entonces sustituyendo |z1], |22/, .... |z2n| y multiplicando las desigualdades obtenemos:

Py < exp(|zi] 4 |z + ... |2n] -
Para obtener (1.18) procedemos por induccién. Si N = 1, entonces
p1 — 1| =14 2z — 1| = |z1] < exp(|z1]) — 1.

Supongamos la desigualdad dada en (1.18) es satisfecha para cualquier k-upla de nimeros
complejos. Sean zy, 25 . .. 2k, Zx+1 NUMeros complejos. entonces tenemos

Per1 — L =1+ 2541) — 1 = pe(1 + 2p41) — 1 — 241 + 2610
= (pr — D)(1 + 2p41) + 2ps1-

Tomando modulo, tenemos

Pes1 — 1 = [(pe — 1) (1 4 2p41) + 21| < ok — 1|1+ 2pga| + 2041
<lpe = 1 (1 + zpsa]) + 2041 -

Por hipotesis inductiva, tenemos que |py — 1| < pj — 1, y como 1 + |zp41| < exp(|2x41]),
tenemos

IPre1 — 1 < (o — D1+ [2h41]) + 2041
< (pr — 1) - exp(|zrga]) + [2r41]
<
<

111 [z — exp(|2rial)

]

Definicién 1.28: Sea {f,} una sucesién de funciones definidas en un subconjunto 2 C C,
entonces definimos

Pn(2) = (1+ f1(2)) (1 + fa(2)) .. (1 + fu(2)).

Decimos que el producto [I22,[1 + f.], converge uniformemente en () siy sélo si la
sucesion p, = [Tp_;[1 + fx(z)] converge uniformemente en €.
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Teorema 1.29. Sea {f,} una sucesion de funciones complejas acotadas en un subconjunto
S C C y supongamos que Y | fn| es uniformemente convergente en S. Entonces el producto

i

es uniformemente convergente en S, y f(zo) = 0 en algin punto zo € S si y solo si fr,(z) = —1
para algin n. Ademas si {ny,ny...} es una permutacion de {1,2,...}, entonces también se
tiene que

=[] [1 + fn.(2)], para todo z € S.
k=1

Demostracion. Por hipdtesis Yo% | | f| es uniformemente convergente, luego >°° , | f,,| es aco-
tada en S. Si p,(z) denota el n-ésimo producto parcial de [[32, [1 + fn,(2)], entonces se
concluye del Lema 1.27 que existe una contante C’ > 0 tal que |p,| < C para todon € Ny
para todo z € C. Eligamos € > 0 tal que 0 < ¢ < = entonces existe un Ny = Ny(e) tal que

Z |fn(2)| < € para todo z € S. (1.19)

n=Ny

Sea {n1,ns...} una permutacion de {1,2,...} si n > Ny y m suficientemente grande tal que
{1,2,...n} C{ny,ny...ny}.

Si denotamos ¢, (2) = ITj2; [1 + fn,(2)], entonces tenemos

m

qm<z>—pn<z>:pn<z>( 11 [1+fnk<z>]—1), (1.20)

ng=>No+1

donde los ny que figuran en (1.20) son todos distintos y mayores que Ny, luego por las
desigualdades (1.17) y (1.18) dadas en el Lema 1.27, obtenemos

o) =pn( = | T (1 fut] -1 (1.21)
< Ipa(2) (f;[ JEIACIE ) (1.22)
< (2] o SRNTNEIE ) (1.23)
< 12 exp(e) — 1) (1.24)
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Por otro lado tenemos que

g2 &
exp()—1—€+2—|—3'—|— c<et+el4l 4
como 0 < € < 3, entonces exp(e) — 1 < 7= — 1 = 7%= < 2¢ y reemplazando en (1.24) tenemos
que
|m(2) — pu(2)] < 2|pn(2)|e < 2C¢, para todo z € S. (1.25)

Sing =k, (k=1,2,...), entonces ¢,, = p,, y asi (1.25) nos dice que {p,} es de Cauchy
en Sy por lo tanto converge uniformemente en S a una funcién limite a f. Ademas (1.25)
muestra también que

Ipn(2) — Do (2)] < 2P, (2)| €, para todo z € S, y para todo n > Ny.

Por calculo directo tenemos que |p,(2)|—|pn, (2)| > —2 |pn, (2)] €, lo cual implica que |p,(2)] >
(1 —2¢) |pn,(2)], para todo n > Ny y para todo z € S.

Dado que p,, converge a f uniformemente en S concluimos que
[f(2)] = (1 = 2¢) [pn (2)] -
Estd ultima desigualdad muestra que f(z) = 0 siy sélo si pn,(z) = 0. Finalmente
| (2) = f(2)| < lam(2) = pa(2)] + |pn(2) — f(2)].

Por (1.25) tenemos |g,(2) — pn(2)| < 2Ce para todo n € N tal que n > Ny y para todo z € S.
Como p,, converge a f uniformemente en S, entonces existe N’ € N tal que

lpn(2) — f(2)] < € para todo n > N’ para todo z € S.
Por lo tanto
lgm(2) — f(2)| < e(2C + 1), para todo z € S y m suficientemente grande.

Asi -
H (1+ f,.), paratodo z € S.
k=1
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Corolario 1.30. Sea {f,} una sucesion de funciones complejas acotadas en la regi’on Q, si

fn € H(Q) paran =1,2,3... y supongamos que Y. | f,| es uniformemente convergente en los
subconjuntos compactos de €2 . Entonces el producto

f(z) = ﬁlmfn(z)) 1€

es uniformemente convergente en los subconjuntos compactos de ). Por lo tanto f € H(2)

Demostracion. Aplicacion directa del teorema anterior y Teorema 1.21. O
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Capitulo

2

Dinamica de difeomorfismos locales

sy »
analiticos
Indice
2.1. Equivalencia analitica de difeomorfismos locales . . . . . ... .. 19
2.2. Comportamiento dinamico de difeomorfismos locales . . . . . . . 21
2.2.1. Difeomorfismos locales con |[¢'(0)] #1 . . . ... ... ... ... 21
2.2.2. Difeomorfismos locales con [¢'(0)] =1 . . . ... ... . ... ... 26

En este capitulo, estudiaremos el comportamiento dinamico de las érbitas de difeomorfis-
mos locales analiticos, para ello introduciremos la nociéon de difeormorfismos locales analiti-
camente equivalentes y describiremos el comportamiento dindmico de las 6rbitas de un difeo-
remorfismos local. Los resultados de este capitulo pueden ser encontrados en Beardon Alan F
[3], César Camacho, Paulo Sad [5] y Paulo Sad [8].

2.1 Equivalencia analitica de difeomorfismos locales

Definicién 2.1: Sean ¢,7¢ : (C,0) — (C,0) difeomorfismos locales analiticos tales que
©(0) = ¥(0) = 0. Decimos que ¢ es analiticamente equivalente a 1) si existe un
difeomorfismo analitico F', satisfaciendo las siguientes condiciones

(i) F(0) =0y F'(0) =1,
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(ii) Existe U C C vecindad del origen tal que F(p(2)) = ¢(F(z)) para todo z € U.

Es decir el siguiente diagrama es conmutativo

<C> 0) T) ((C> O)

Lema 2.2. Sean ¢, : (C,0) — (C,0) difeomorfismos analiticos locales de C en C, tales que
©(0) = (0) = 0. Si ¢ es analiticamente equivalente a 1, entonces ¢'(0) = ¢'(0).

Demostracion. En efecto, por definicion y por regla de la cadena tenemos que

F'(p(0)) - ¢'(0) = ¢'(£(0)) - F'(0)
F'(0) - ¢'(0) = ¢'(0) - F'(0)
Por tanto se sigue que ¢'(0) = ¢/(0). O
Si ¢ es analiticamente equivalente a v entonces existe una vecindad U del origen tal que
F(e(z)) = ¥(F(z)) para todo z € U. Como las composiciones F o ¢ y 1 o F' estan bien

definidas, existen vecindades V, W C C del origen tales que ¢ : U — C, v : W — C con
pU)cVCU,FU)CWy

¢(z) = F' oo F(z), para todo z € U.

Luego componiendo tenemos

©*(2) = F oo F(p(z))
=FloyYoFoF toyoF(2)
NN )

para todo z € U. Por induccién se prueba que ¢"(z) = F~! o™ o F(z), para todon € Ny
para todo z € U.

Definicién 2.3: Sean ¢ : (C,0) — (C,0) difeomorfismo local analitico y z € C. Entonces
se define la érbita positiva de ¢ en z (6rbita negativa respectivamente) como.

O4(p,2) == {¢"(z) :n > 0}.
O_(p,2) ={¢ "(2) :n = 0}.
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De la igualdad anterior, observamos que para estudiar el comportamiento dindmico de las
6rbitas de ¢ en una vecindad del 0 es suficiente estudiar la dinamica de las érbitas ¢ en una
vecindad del 0.

2.2 Comportamiento dinamico de difeomorfismos loca-
les

En esta secciéon estudiaremos el comportamiento dindmico de difeormorfismos locales ana-
litticos ¢ : (C,0) — (C,0), el cual es parte central en este trabajo. Los resultados de esta
seccion pueden ser encontrados en Paulo Sad [8].

Definicién 2.4: Sean ¢, v : (C,0) — (C,0) difeomorfismos analiticos locales. Si ¢ es analiti-
camente equivalente a 1, con ¥(z) = Az donde A = ¢'(0) entonces decimos que ¢ es
analiticamente equivalente a su parte lineal o es linealizable.

En esta seccion estudiaremos algunas condiciones donde un difeomorfismo local analiti-
co ¢ : (C,0) — C,0) es linealizable, para esto analizaremos la parte lineal A = ¢'(0) y
mostraremos algunos resultados que dependen del valor de A.

2.2.1 Difeomorfismos locales con |¢/(0)] # 1

En esta seccién mostraremos que todo difeomorfismo local analitico ¢ : (C,0) — (C,0) es
linealizable. Para estudiar el problema de linealizacién primero analizaremos cuando |A| < 1.

Lema 2.5. Sea ¢ : (C,0) — (C,0) un difeomorfismo local con ¢'(0) = X. Si 0 < |\ < 1,
entonces dado u € R tal que 0 < |N| < u < 1, existe r > 0, tal que

lp(2)| < ulz|, para todo |z] <.

Demostracion. Sea € = u— |A| > 0, entonces por definicién de derivada en 0, existe r > 0 tal
que

‘90(2)

— ¢ (0)] <u—|A], paratodo 2 € C con |z| <,

teniendo en cuenta que ¢'(0) = A, obtenemos

(2 v(2)
28 - ol <[22 - g0 <u- . )
De donde concluimos que |p(2)| < u|z|, para todo |z| < 7. O
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Del lema anterior se observa lo siguiente
[#()] = o] < wle()] < walz] < |2], para todo |2] < .
Por induccion se sigue que:
|p"(2)] < u™|z|, para todon > 1y para todo |z| <r, con 0 < u < 1. (2.2)

Como 0 < u < 1, tenemos que lim,,_,,, u™ = 0 y tomando limite en la desigualdad (2.2)
obtenemos
lim ¢"(z) =0, para todo |z| < 7.

n—o0
Asi la 6rbita positiva O, (@, z) = {¢"(2) : n = 0} de cualquier z € C en el disco cerrado de
radio r y centro 0 € C converge al punto fijo cero. Diremos en este caso que cero es un punto
fijo atractor de o.

Figura 2.1: Punto fijo atractor

Teorema 2.6. Eziste una dnica funcion analitica F definida para |z| < r, satisfaciendo
F0)=0, Fr(0)=1y
F(p(2)) = AF(2), para todo |z| < 7.

Es decir ¢ es analiticamente equivalente a su parte lineal.

Demostracion. Consideremos la secuencia de funciones {h,}>¢, definidas como

z
ha(2) = ~—, paratodo [z <,
donde hg(z) = 2. Probaremos que la secuencia {h,}., es uniformemente convergente, para
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esto observamos que

hi(2) ha(z)  hnia(2)

Pni(2) =23 S @) Te) (23)
.. 11 h}‘:liz) (2.4)

para todo z # 0. Si z = 0, entonces h,, = 0 para todo n > 0. Por otro lado tenemos que

ha®) 1 o) 1 e@@) L e o
hi(z) A ©i(z) A pi(2) Aoz donde 2 = ¢'(z).
Luego por (2.4), obtenemos
hpi1(z) = 2 M (2.5)

/\Zi

1=0

Dado que ¢ es una funcién analitica con ¢(0) = 0, se sigue que
¢(z) = Az + R(z), donde R(z) = apz",

R(z)
Az

con R(z) convergente en DI0, r]. Luego @/\( 2 — 14 R(Z), para todo z # 0, haciendo £(z) =
tenemos que

R 1 &
£(2) /\(? > kZ:; a,2"

*Z Z%HZ = Z%HZ

Como Y22, apz® es convergente en D0, 7], tenemos que Y32, |ax|r* < oo, de donde se si-
gue que Y52 |agiz| r* < oo. Concluyendo que 332 api92* es convergente en D[0,7] y por
consiguiente £ es convergente en D[0,r]. Luego tomando mddulo, obtenemos

1€( |)\| 2| Z Jarsa] 2" < alzl, (2.6)

para todo |z| < r. Asi p(2)/ Az = 1+&(2) con [£(2)| < «|z|, para todo |z| < r, donde « es un
nimero real positivo. Dado que z; = ¢%(2), tenemos que |z;| = [¢(z)| < u’|z| donde u < 1.
Por lo tanto |z;| < r, para todo ¢ > 0. Asi mostramos que ( ) = 1+4&(z) con £ convergente.
De (2.4) y (2.5) obtenemos

h n
1 e

=0
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Finalmente como |z;| = |¢*(2)| < u’|z| tenemos

o0 o oo .
ST <D alzn] < alz]d v < .

Como 0 < u < 1, la serie >2°, u’ es convergente. Luego por el Teorema 1.29 la sucesién de
funciones {h,} es uniformemente convergente en |z| < r

Sea F(z) = lim,_,o hy(z), entonces por Teorema 1.21, se sigue que F' es analitica y
ademas F'(0) = 0y F'(0) = 1. En efecto, como h,(0) = 0 para todo n > 0, se sigue que
F(0) = lim,, 0 £y, (0) = 0. Ahora probaremos que F’'(0) = 1

F(z) :1 lim h,(z) = lim }hn< ) = 1520 H +&(z)] = hm H 1+&(2)],
=0

z Z M—00 n—oo z»

donde z; = ¢%(2). Luego tomando limite y usando la desigualdad (2.6), obtenemos

F'(0) = lim Fz) _ = lim lim H [1+&(2)] = lim H {1 + hmf(zl)} =1.

z—=0  z z—0n—o0

También observamos que

Flple) = Jim ha(o()) = Jim &1 =3 tim P < i ) = A

Asi
F(p(z)) = AF(z), para todo |z| <r

Finalmente mostraremos la unicidad. Sea F(z) otra funcién analitica definida en una vecindad
del origen tal que F'(0) =0, F'(0) = 1y F(¢(z)) = AF(z), entonces consideremos la funcién
analitica definida como

H(z) = FoF7(z).

Se tiene que H satisface H(0) =0, H'(0) =1y
del origen, desde que, H(0) = F(F~1(0)) = F(0)

H'(0) = [F]'(F71(0) - [F71]'(0) = F'(0) - [F7']'(0) = 1.

H(\ ) = A\H(z) para todo z en una vecindad
= 0 y por regla de la cadena se tiene

Ademés se observa que F(p(F~(2))) = AF o F~!(z) = Az, de donde obtenemos

H(\z) = ( 2)=FokF~ (F(SO(F’I(Z)))



Ahora supongamos que H(z) = z + byz? + b323+ - - -. Entonces

H(\ - 2) = Az + Nbp2® + Nb32® + - - -
N H(2) = Xz + Abgz?® + N\bgz® + - -+ .

Como H(A-z) = \- H(z), tenemos que b, (A" — \) = 0 para todo n > 2 y como A" — X\ # 0,
concluimos que b,, = 0, para todo n > 2. Reemplazando en su desarrollo en serie de potencias
tenemos que H(z) = z y consecuentemente F' = F. O

Asi para ¢ : (C,0) — (C,0) difeomorfismo local analitico con ¢'(0) = A\, 0 < |A\| < 1
tenemos que ¢ es analiticamente equivalente a su parte lineal Az y 0 € C es un punto fijo
atractor. La siguiente grafica muestra un punto fijo atractor.

Ahora consideremos un difeomorfismo analitico local ¢ : (C,0) — C,0), tal que |A| > 1.

En este caso, tenemos que [¢~'] (0) = so’tO) = 1, de donde | [p71]' (0)| < 1. Aplicando el Lema
1

2.5 a la funcién analitica ¢! tenemos que dado u € R tal que n <u< 1, existe r > 0 tal

que
¢ 7'(2)] < ulzl, paratodo |2| <. (2.9)

Luego por induccion se sigue que
o™ "(2)| < u™|z|, paratodo |z| <.

Por lo tanto
lim ¢ "(z) =0, paratodo |z| <.

n—oo

Es decir la orbita negativa O_(¢, z) = {¢ "(2) : n = 0} de cualquier z € C en el disco cerrado
de radio r y centro 0 € C converge al punto fijo 0. Diremos en este caso que 0 es un punto
fijo repulsor.

Teorema 2.7. Sea ¢ : (C,0) — (C,0) difeomorfismo analitico local tal que (0) = 0, ¢'(0) =
A con |A| > 1. Entonces eziste una unica funcion analitica F tal que F(0) =0, F'(0) =1y

F(p(w)) = AF(w), para todo w en una vecindad del origen.

Demostracién. Considerando la aplicacion w = ¢~1(2) y aplicando el Teorema 2.6, tenemos
que existe F' analitica en una vecindad del origen tal que F(0) =0, F'(0) =1y F(o '(2)) =
1 F(z). Luego como z = ¢(w), reemplazando en la igualdad anterior tenemos que:

AF(w) = AF (¢~ (p(w))) = A-iF(SO(w)) = F(p(w)).
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Figura 2.2: Punto fijo repulsor

2.2.2 Difeomorfismos locales con |¢'(0)] =1

Finalmente, consideremos ¢ : (C,0) — C, 0) un difeomorfismo analitico local con |A\| = 1y
A € C raiz de la unidad. Consideremos inicialmente el caso A = 1. En este caso tenemos que
su desarrollo en serie de potencias en una vecindad del origen esta dado por:

0(2) = 2+ ayz® +azz® +... con ay #0.
Podemos suponer que a; = —1, considerando

a, an n
2 2

Un céalculo sencillo, muestra que
- s _ 2 2 3 n
Qo F(z2) =@(—asz) = —agz — a32” — agzasz” — ... — azasz™ + . ..

Fop(2) = —ayp(z) = —ayz — a32® — azazz® — ... — a,a92™ + ...

Por lo tanto po F(z) = Fop(z). Asi ¢ es analiticamente equivalente a ¢ y por la observacién
hecha anteriormente, es suficiente estudiar el comportamiento dindmico de las orbitas de .
Asumiendo que as = —1, tenemos que
0(2) =2z — 22 +az2® +agz* +as2® + ...
©0(2) = 2 — 22 {1—a32—a422—a5z3—...}

3

Haciendo 9(2) = 1 — azz — ay2? — as2® — ... tenemos que 1) es analitica con ¥(0) = 1.
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Lo que nos permite mostrar lo siguiente

0(z) =2 —22P(2) = 2 [1 — 29(2)] = 2 [}] =z

T=20(2)

1
T .
1+ =) 1

Por lo tanto

p(z) =2

1
1+ 2[5

Ahora sea £(z) = l_iizz). Observamos que 1 — 2z1)(z) es diferente de cero en una vecindad del

origen, por tanto concluimos que ¢ es analitica en una vecinad del origen con £(0) = 1.

Luego podemos escribir

o) = 2 [Hig@] e

Haciendo el cambio de coordenadas z = w™!, tenemos que

w—l

T 1twlg(wl)

p(w™1)

Sea ¢ : (C,0) — (C,0, difeomorfismo local definido por ¢(w) =
igualdad anterior observamos facilmente que ¢(w) = w + E(w™).

ﬁ, entonces por la

Como £(z) es analitica en una vecindad del 0 € C y £(0) = 1, entonces podemos suponer
que el desarrollo en serie de potencias de £ es dado por £(2) = 1+ byz + boz? + b32® + .. ..

Reescribiendo £ de la siguiente forma

5(2):1+b12+b222+b323+
:1—|—Z|:b1+b22+6322+...}.

Tenemos que £(z) = 1+2€(2), con &(2) = by +byz+b3z>+. . .. De donde se observa facilmente
que € es analftica en una vecinadad de 0 € C. Por lo tanto

p(w) =w+1+w Ew™). (2.10)

Nuestro cambio de coordenadas significa que una vecindad del origen es llevado por z =
f(w) = w™! en una vecindad del infinito y es hecha de tal manera que ¢ = f~lopo
f sea analiticamente equivalente a ¢, entonces por lo visto anteriormente para estudiar el
comportamiento dindmico de ¢ serd suficiente estudiar el comportamiento dinamico de ¢ el
cual serd mas sencillo porque se aproxima al comportamiento dinamico de la transformacion
de w + 1.
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Lema 2.8.
lim w'é(w™!) = 0. (2.11)

w—00

Demostracion. En efecto, el resultado se sigue de la siguiente igualdad:
w_lg(w_l) = w ! [bl +bow t F byw 4. } )

]

Por lema anterior, tenemos que para 0 < € << 1, existe R > 0 tal que ‘wilg(wfl)‘ < g,
para todo w € C tal que |w| > R. Sea T': C — C la traslacién definida por T'(w) = w + 1,
entonces (2.10) muestra que

|p(w) — T(w)| <e, paratodo |w| > R. (2.12)

Por lo tanto para 0 < ¢ << 1, existe R > 0, tal que |¢(w) — T'(w)| < ¢, para todo |w| > R.

Lo que afirma (2.12) es que para |w| > R, con R conveniente ¢ se comporta aproximada-
mente como la traslacién T : C — C definida por T'(w) = w + 1. Entonces podemos tomar
las orbitas de ¢(w) como las orbitas de T'(w) para todo |w| > R.

Sea L} subconjunto de C definido por L] = {w € C : Rea(w) > R}, donde Rea(w) denota

la parte real del nimero complejo w. El siguiente lema resalta la importancia de este conjunto.

Lema 2.9.
H(LT) C LT v lim ¢"(w) = oo uniformemente en L. (2.13)

n—o0

Demostracion. Sea w € L, entonces |w| > Rea(w) > R. Por la igualdad (2.10) tenemos que
p(w) — T(w) = wE(w™"). De (2.12) deducimos facilmente que

Rea(é(w)) > Rea(w) + 1 —¢ > R, para todo w € L. (2.14)

Por tanto ¢(w) € L.

Ahora mostraremos la segunda afirmacién: Sea w € L, entonces por la primera afirmacion
tenemos que ¢(w) € L y por induccién se sigue que ¢"(w) € L] para todo n € N. Luego
por definicién de L] y la primera desigualdad dada en (2.14), tenemos que

|(w)]
|

|Rea(¢p(w))| > Rea(w)+1—e>R+1—c¢
6% (w)] > | ’

=
> |Rea(¢*(w))| > Rea(od(w)) +1—e> R+2(1 —¢)

y por induccién se sigue que
|¢"(w)| = [Rea(¢"(w))| > Rea(w) +n(l —&) > R+n(l —¢),
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para todo n > 1 y para todo w € L. Por lo tanto

lim ¢"(w) = oo uniformemente en L.
n—00

]

El siguiente resultado es una consecuencia directa de retornar a las coordenadas originales.

Proposiciéon 2.10. Sea ¢ : (C,0) — (C,0) difeomorfismo analitico local con ¢'(0) = 1 y

0(z) =z — 2%+ .... Entonces existe una regién S;- C C tal que
p(Sy) €Sy y lim ¢"(z) = oo uniformemente en Sy (2.15)
Demostracion. Por el cambio de coordenadas, observamos que ¢(w) = ﬁ = f~toyo f(w),

donde z = f(w) = w . Sea el conjunto S;” C C definido por S;” = f(L{), entonces por Lema
2.9 tenemos que ¢(Li) C LT, lo que implica que

#(S7) C 57 (2.16)
De otro lado tenemos que

1
P"(w) = f oo f(w) = ——, para todo n > 1.

o™ (2)

De la segunda parte del Lema 2.9, tenemos que

1im ¢"(2) = 0, uniformemente en Sy (2.17)

Asf por (2.16) y (2.17) hemos demostrado que existe una regiéon S;” C C tal que
p(S7) € Sy lim ¢"(z) = 0 uniformemente en Sy’
[

Observacién 2.11: La transformacién z = f(w) = w™!, lleva rectas que no pasan por el
origen en circunferencias que pasan por el origen, con estd observacién se puede describir
geométricamente S; y el comportamiento dindmico de las orbitas de ¢.

Observemos que f(w) = w™! lleva la recta L; = {w € C : Rea(w) = R} en la circunferen-

cia Oy = {z € C: |z — 55| = 55} Asf tenemos que f(w) = w™' lleva el conjunto L en el
conjunto S;" como se muestra en la siguiente grafica.
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Im(w) | Im(z)

E z=fw)

Rea(w) ] Y Rea(z)

Figura 2.3: Cambio de coordenadas

Para todo w € C con |w| > R, hemos visto que ¢(w) se comporta aproximadamente como
la traslacién T(w) = w + 1, luego la inversa de ¢ se comporta aproximadamente como la
inversa de la traslacién T la cual es T~ (w) = w — 1, es decir,

¢~ (w) — T~}(w)| < &, para todo |w| > R, (2.18)
con 0 <e << 1.

Sea L subconjunto de C definido por Lj = {w € C: Rea(w) < —R}, el siguiente lema
resalta la importancia de este conjunto en el estudio del comportamiento dinamico de las
orbitas de ¢.

Lema 2.12.

oM (Ly)C L,y Im ¢ "(w) = oo uniformemente en L (2.19)

Demostracion. Sea w € Li, entonces |w| > —Rea(w) > Ry de (2.18) se deduce que £ >
|7 (w) — T~ (w)| > |Rea(¢p (w) — T~ (w))|, de donde obtenemos

Rea(¢ *(w)) < Rea(T ' (w)) + & < Rea(w) — 1+ < —R, (2.20)

para todo w € L. Por tanto tenemos que ¢~ (w) C Ly, para todo w en L7 .

Mostraremos la segunda afirmacién: Sea w € Lj, entonces por la primera afirmacion se
sigue que ¢~ '(w) € L] y por inducciéon ¢"(w) € L], para todo n > 1. Luego por definicién
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de L] y por la primera desigualdad dada en (2.20), tenemos que

¢72(w)| = [Rea(¢*(w))| > —Rea(T ™ (¢~'(w))) — & = —Rea(¢ ™' (w)) + 1 ¢
> —Rea(T H(w)) + 1 — 26 = —Rea(w) + 2 — 2¢.
Luego por aplicaciones sucesivas de la primera desigualdad (2.20), tenemos que
‘aﬁ_”(w)‘ > —Rea(¢p ' (w)) + n —ne > R+n(l —¢).
para todo n > 1 y para todo w € Lj . Por lo tanto
lim ¢~ "(w) = oo uniformemente en L] .

n—oo

]

Retornando a las coordenadas originales, se obtiene el siguiente resultado que describe el
comportamiento dinamico de las orbitas negativas de un difeomorfismo local.

Proposiciéon 2.13. Sea ¢ : (C,0) — (C,0) difeomorfismo analitico local con ¢'(0) = 1 y

0(2) =z — 2%+ .... Entonces existe una regién S; C C tal que
©(S7) €Sy vy lim ¢"(z) = oo uniformemente en Sy . (2.21)

Demostracién. Del cambio de coordenadas, se observa que ¢! (w) = f~1op~to f(w), donde
z = f(w) = w™'. Sea S; un subconjunto de C definida por S; = f(L7). Por Lema 2.12
tenemos que ¢~ 1(L7) C L7, lo que implica que

¢ 1(S7) C St (2.22)

Como el caso anterior tenemos que ¢ "(w) = f~1op ™o f(w) = ﬁ(z), para todo n > 1.
Por la segunda parte del Lema 2.12, se tiene que

lim ¢ "(z) = 0, uniformemente en S; . (2.23)

n—oo

]

Para describir geométricamente S; y el comportamiento dindmico de las orbitas negativas
de ¢, observamos que la recta Ly = {w € C: Rea(w) = —R} es llevada por f en la circunfe-
rencia O;' = {z € C: |z + ﬁ| = ﬁ} y Li es llevado por f en S| como se muestra en la
siguiente grafica

Finalmente tenemos el siguiente resultado.
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Im(w) Im(z)

: Rea(w) : | Rea(z)
i-R 0 1 -1/2R 1o

Figura 2.4: Cambio de coordenadas

Lema 2.14. Siw ¢ L] UL] y |w| > R, entonces las orbitas positivas de ¢ (resp. sus orbitas
negativas) atraviesan L] (resp. L] ).

Demostracién. Supongamos que w ¢ L UL] y |w| > R, entonces de (2.11) y (2.12), tenemos
que Rea(¢(w)) > Rea(w) + 1 — ¢, y por induccién se sigue que

Rea(¢"(w)) > Rea(w) + n(1 — ¢), para todo |w| > R. (2.24)

R+|Rea(w)]
1—e

Sea ng € N tal que ng > , entonces por la desigualdad anterior tenemos que para

todo n € N tal que n > ny,
Rea(¢™(w)) > Rea(w) + R + |Rea(w)| y como |Rea(w)| + Rea(w) = 0,

Obtenemos que ¢"(w) € Li para todo n > ny.

Por otro lado de (2.18), facilmente obtenemos la siguiente desigualdad:
Rea(¢ *(w)) < Rea(w) — 1 + ¢, para todo |w| > R.
Luego por inducciéon también se prueba que
Rea(¢p™"(w)) < Rea(w) —n(1 — ¢), para todo |w| > R. (2.25)
Por la desigualdad (2.25), tenemos que para todo n > ng se cumple:
Rea(¢p™"(w)) < Rea(w) —n(1l — ) < Rea(w) — R — |Rea(w)| .
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Por lo tanto, como Rea(w) — |Rea(w)| < 0, tenemos que Rea(¢p~"(w)) < —R, para todo
n > ng. Lo que muestra lo afirmado. O]

Proposiciéon 2.15. Sea ¢ : (C,0) — (C,0) un difeomorfismo analitico local con ¢'(0) =1 y
0(z) = 2 — 2%+ .... Entonces, si z ¢ S{ USy, las orbitas positivas de ¢ (resp. las orbitas
negativas) atraviesan Sy (resp. S;).

Demostracion. Del cambio de coordenadas, sea z = f(w) = w™* ¢ S{ U Sy con |w| > R,
entonces w ¢ L7 UL]. Por Lema 2.14, tenemos que ¢"(w) = f~! o ¢"(z) € L, para todo
n > ng, obteniendo ¢"(z) € f(L]) = Si para todo n suficientemente grande, asf la orbita

positiva de ¢ (resp. negativa) atraviesa Si™ (resp. Sy ). O
Im(z)
LemTTTTEES ~< r"_ ~\\ Le=mTTTTT o
i ¢
N 1 N \ .
’ S 1 N " 1 . N
I'\~~ S l‘ \\ , ‘l PRs ‘,‘\
I/ ~,~\ ”~~\ \ \ I' ' - _,f’ \
] ”~-~~ ~ ‘e /’ —_,—‘ M
! Q\ o e v Rea(z)
e ;
! - T T i SO TERII-- !
1 PP N ,I‘ \\ S ‘-~~ ’1
s ' 2 I e Ty
— \\ /»\ lv\\ ”, +
Sl S -- - ~~__-_,/ SN - -7 Sl

Figura 2.5: Comportamiento dindmico de las orbitas de ¢

Asi hemos demostrado el siguiente teorema.

Teorema 2.16. Sea ¢ : (C,0) — (C,0) difeomorfismo local analitico del tipo
p(z) =2+ > a;z", con ay # 0.
=2
Entonces existen regiones Sy y Sy disjuntas teniendo 0 € C en su borde tal que:
(1) 1im ©"(2) = 0 uniformemente en Si y o(S7) C Sy
(ii) 1im 0 "(2) = 0 uniformemente en S; y p *(S7) C Sy .

(iii) Si z es suficientemente pequeno tal que z ¢ Sy U Sy, entonces la orbita positiva de ¢
en z (resp. negativa) atraviesa Sy (resp. Sy).
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Demostracion. Consecuencia directa de las proposiciones 2.10, 2.13 y 2.15. O]

El teorema anterior describe el comportamiento dindmico de las orbitas de ¢ : (C,0) —
(C,0), como se muestra en la gréifica anterior.

De manera mas general tendremos el siguiente resultado.

Teorema 2.17. Sea ¢ : (C,0) — (C,0) difeomorfismo local analitico del tipo

o(z) =2+ Z a;z" con apq # 0.
i=k+1

Entonces existen regiones S, S5, ..., S que se alternan con otros Sy, S5 ,...,S; disjuntos
entre si y teniendo a 0 € C en su borde tales que :

(i) lim ¢"(z) = 0 uniformemente en cada S;" y (S;) C S;.

n—oo

(ii) 1im. ¢ "(2) =0 wuniformemente en cada S; y ¢ '(S;) C S; .
(iii) Siz es suficientemente pequenio tal que z ¢ UF_, S;"UUL_, Si~ entonces la orbita positiva
de o (resp. negativa ) atraviesa JF_, S (resp. Ut S;7).

Demostracion. Para la demostracion de este resultado consideremos por simplicidad el caso
k = 2, entonces el resultado serd una consecuencia directa de las proposiciones 2.20, 2.22,
2.23, 2.24 y 2.25 que seran mostradas a continuacion. O

Consideremos ¢(z) = z + azz® + 332, ;2" con az # 0. Entonces tenemos que ¢(z) =
2+ 2% [ag + ayz + as2® + .. ], haciendo ¥ (2) = a3 + a4z + asz® + . . ., se observa que 1) es una
funcién analitica en una vecindad del 0 € C y ¥(0) = as.

Luego

gp(z):z+23¢(z):z[l—l—zQ@/J(z)] :z[ } ] =z

14+224(z)

1
. .
1+ megy — 1

Por lo tanto

p(z) =2 ll_;g(z)] :

Donde §(z) = 1 ;ﬁg’fz(z). Observamos que la funcién £ es analitica en una vecindad del origen,

dado que 1+ 2%9(2) es distinto de cero en una vecindad del origen y ademas £(0) = as.

Haciendo el cambio de coordenadas z = fi(w) = w2, se observa que z = fi(w) es
S

un difeomorfismo analitico con inversa w = f;'(2) = z72. Considerando Arg(as) € [0, 27|,
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Figura 2.6: Cambio de coordenadas

observamos que z = fi(w) lleva el conjunto {w € C : Arg(as) — 5m/2 < Arg(w) < Arg(as) —
7/2} en el conjunto {z € C: w/4 — Arg(as)/2 < Arg(z) < 57/4 — Arg(as)/2}.

Sea ¢ : (C,0) — (C,0) funcién analitica definida por ¢(w) = f; ' o @ o fi(w), entonces

Luego
(2.26)

B(w) = w = 26(w?) +w € (w?)
Como &(0) = as, tenemos que &(z) = as + zR(z) donde R(z) es una funcién analitica en una
vecindad del origen, reemplazado en (2.26) tenemos que
d(w) =w —2 (ag + w_%R(w_%D + w_lﬁz(w_%)

—w —2a3 — 2w IR(w™?) + w e (w2)

[—2R(w_%) + w_%ﬁg(w_%)} .

VI

=w — 2a3 +w~

Sea £(z) = —2R(2) + 2£%(z),entonces observamos que & es una funcién analitica definida en
una vecinadd del origen. Reemplazando en la ultima igualdad tenemos que,

d(w) = w — a3 +w 2E(w 7). (2.27)

Similarmente al Lema 2.8, obtenemos el siguiente resultado.
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Lema 2.18.
Jim w3 (w2 =0

Demostracion. Consecuencia inmediata de su desarrollo de potencias. O

Entonces para 0 < ¢ << max{1, |as|}, suficientemente pequeno, existe R > 0 tal que

o (w)

< g, para todo |w| > R. (2.28)

Considerando la funcién 7' : C — C, definida por T'(w) = w — 2a3. De la iguadad (2.27)
y del lema anterior, tenemos que

¢(w) = T(w)| = [w262(w™?)

< ¢, para todow € C con |w| > R.

Por tanto, se concluye que para |w| > R, con R suficientemente grande, ¢ se comporta
aproximadamente como la traslacion T : C — C, definida por T'(w) = w — 2a3. Asi podemos
considerar las orbitas de ¢ como las orbitas de T', para todo w € C, tal que |w| > R.

Consideremos Lj subconjunto de C, definido por L = {w € C: Rea(w - @3) + R|as| < 0} .

El siguiente resultado nos da propiedades importantes de este conjunto.

Lema 2.19.
(L) C LT, y 1 ¢"(w) = oo uniformemente en L} (2.29)

Demostracion. Sea w € L, entonces por definicién tenemos que

o = |w-as| _ |Rea(w-a3)] _ —Rea(w -as3)
- = =
|as] |as] |as]

> R.

Teniendo en cuenta que 0 < ¢ < max{1, |az|}, tenemos por definicién de L] y por la de-
sigualdad dada en (2.28) que,

Rea(¢(w) - a3) = Rea((w — 2as + w™2E(w™2)) - a3)
= Rea(w - a3) — 2|as|* + Rea(w’%é(w’%) - as3)
< Rea(w - @3) — |as|* < —R|as| — |as|* < —R|as| (2.30)

Por tanto, tenemos que ¢(LT) C L7.

Mostraremos la segunda afirmacién: Sea w € L}, entonces por la afirmaciéon anterior
tenemos que ¢*(w) € LT y por la desigualdad (2.28) tenemos los siguiente

Rea(¢?(w) - a3) < Rea(o(w) - @3) — |as|® < Rea(w - @3) — 2|as|*.
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Luego, por induccion se sigue facilmente que
Rea(¢"(w) - a3) < Rea(w - @3) — n|as)* < —R|as| — nlaz|?, (2.31)
para todo n > 1 y para todo w € L. Entonces por la desigualdad anterior obtenemos que

_ lo"(w) -a5|  [Rea(¢"(w) - @)

|a3| g |as|

6" (w)] > R+ nlas|,

para todo n > 1. Por lo tanto, concluimos que
lim ¢"(w) = oo, uniformemente en L;

n— o0

Retornando a las coordenadas originales, obtenemos el siguiente resultado.

Proposicién 2.20. Sea ¢ : (C,0) — (C,0) un difeomorfismo analitico local con ¢'(0) =1 y

o(z) =z+azz®+---, az#0. Entonces existe una region S; C C tal que
(ST C ST, 1im ¢©"(2) = 0 uniformemente en S;". (2.32)

Demostracion. Sea Si = fi(L]), entonces por la primera afirmacién del lema anterior tene-
mos que ¢(L;) C L] y por el cambio de coordenadas se obtiene que ¢(S77) C Sy

De otro lado tenemos que ¢"(w) = f;' o " o fi(w) = (1/¢"(2))? y por la segunda

afirmacién del lema anterior tenemos que lim,, ., ¢"(z) = 0, uniformemente en St O

Geométricamente L] es la region ubicada a la derecha de la recta orientada Ly, definido
por Ly y = {w € C: Rea(w - a3) + Rlaz| = 0}, y Si es la regién que es la imagen de L por
f1, como se muestra en la grafica siguiente.

Por otro lado, hemos visto que ¢(w) se comporta aproximadamente como la traslacién
T(w) = w—2ag, para todo w € C tal que |w| > R, luego la inversa de ¢ también se comporta
aproximadamente como la inversa de la traslaciéon T' la cual es T~ (w) = w + 2as, es decir,

¢~ (w) — T~}(w)| < &, para todo |w| > R, (2.33)

con 0 < ¢ << max{1, |as|} suficientemente pequeno.

Sea L] subconjunto de C definido por L; = {w € C : Rea(w - a3) — R|as| > 0} . El siguiente
resultado es importante en el estudio del comportamiento dinamico de las orbitas de ¢.

Lema 2.21.

¢ (L7) C L] y lim ¢ "(w) = oo, uniformemente en L7 . (2.34)

n—oo
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Figura 2.7: La grafica muestra como L] es llevado por fi.

Demostracion. Sea w € L, entonces por definicién tenemos que

~|w-as|] _ Rea(w - a3)

lw| = > R.

jas| |as]
Luego por definicién de L7, por la desigualdad (2.33) y la eleccién de e tenemos que,

Rea(¢ ! (w) - @3) = Rea(T ' (w) - @3) + Rea(¢ ' (w) — T~ (w)) - as)
> Rea(w - @3) + 2|az|* — |as|* > Rea(w - @3) + |as|? (2.35)
> R|CL3‘ + |CL3|2.

Por tanto, tenemos que lo anterior muestra que ¢~ (L) C L7 .

Mostraremos la segunda afirmacion: Sea w € Lj, entonces por la afirmacién anterior
tenemos que ¢~ 2(w) € L] y por la desigualdad dado en (2.35) tenemos los siguiente

Rea(¢p2(w) - @3) > Rea(d(w) ™" - a@3) + |as|* > Rea(w - a3) + 2|as|* > R|as| + 2|as|*.
Luego, por induccion se sigue facilmente que
Rea(¢p " (w) - @3) > R|as| + nlas|*. (2.36)
para todo n > 1y para todo w € L. Por lo tanto, de la desigualdad anterior tenemos que

_ lo7"(w) -as| _ [Rea(o™"(w) - @)|

|as] g |as|

07" (w)] > R+ nlas],
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para todo n > 1. Por tanto, obtenemos que lim,,_,», ¢~"(w) = oo, uniformemente en Lfl O

Proposicién 2.22. Sea ¢ : (C,0) — (C,0) un difeomorfismo analitico local con ¢'(0) =1 y
o(2) =z+4+azz®+---, ag#0. Entonces existe una region S; C C tal que

e(ST) C ST, 1im ¢ "(z) = 0 uniformemente en S; . (2.37)
Demostracion. Retornando a las coordenadas originales, consideremos S; = fi(L;). Por

la primera afirmacién del lema anterior tenemos que ¢ '(L7) C L y por el cambio de
coordenadas concluimos que ¢~1(S7) C Sy . De otro lado tenemos que

1 2

¢"(w) = fi op "o fi(w) = ()

Por lo tanto, por la segunda afirmacién del lema anterior tenemos que lim,,_,., ¢ "(2) =
0, uniformemente en S; . m

Geométricamente L es la region ubicada a la izquierda de la recta orientada L; _, definido
por Ly~ = {w € C: Rea(w - a3) — Rlas| =0} y Sy es la regién que es la imagen de L] por
f1, como se muestra en la grafica siguiente.
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Figura 2.8: La grafica muestra como el conjunto L; es llevado por f; en Sy
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Ahora encontraremos las regiones S; y S5

Haciendo el cambio de coordenadas ¢(w) = f5 ' oo fo(w), donde z = fo(w) = w2 es un
difeomorfismo analitico definido en el abierto {w € C: Arg(as) — /2 < Arg(w) < Arg(as) +
3m/2}, con inversa w = f; '(z) = 272, definido en el abierto {z € C : —37/4 — Arg(as)/2 <
Arg(z) < w/4 — Arg(as)/2}.

RS
A R Im(z)
. §® Im(w) W \'Z,
'Vgo % YXG%
@J\ N ‘:9\,} \\‘ &
9\/} z=f(W) )
S —_—— K
"8
Rea(w) L Rea(z)
.‘.9 \\
a a3 ‘
\“\?\?\
%

Figura 2.9: Cambio de coordenadas

Consideremos S5 subconjunto de C definido por S5 = fo(L{).

Proposicién 2.23. Sea ¢ : (C,0) — (C,0) un difeomorfismo analitico local con ¢'(0) =1 y

o(z) =z+azz®+---, az#0. Entonces existe una region Sy C C tal que
©0(S5) C Sy, 1im ¢©"(2) = 0 uniformemente en Sy . (2.38)

Demostracion. Del Lema 2.19 tenemos que ¢(L) C L} y lim,, ;o ¢™(2) = oo uniformemente
en L} y como ¢(w) = f5 oo fu(w), se obtiene que ¢*(w) = f5 Log™o fo(w) = ["(2)] %, para
todo n > 1, luego las afirmaciones anteriores implican que ¢(S5) C S5 y lim,, ., ¢"(2) = 0,
uniformemente en Sy . [l

Finalmente sea S5 subconjunto de C definido por S; = f>(L] ), de manera similar a la
afirmaciéon anterior, utilizando el Lema 2.21, se muestra que:

Proposicién 2.24. Sea ¢ : (C,0) — (C,0) un difeomorfismo analitico local con ¢'(0) =1 y

0(z) =z+4azz>+---, azg#0. Entonces existe una region S; C C tal que
©(Sy) C Sy y 1im ¢ "(z) = 0, uniformemente en S, . (2.39)

40



Demostracion. Del Lema 2.21 tenemos que ¢(L;) € L7 y lim, o ¢~ "(2) = oo uniforme-
mente en L] y como ¢(w) = f5 ' oo fo(w), se obtiene que ¢ (w) = f3 ' oo fo(w) =
[p~"(2)]?, para todo n > 1, luego las afirmaciones anteriores implican que (S5) C Sy y

lim,, o ¢ "(z) = 0, uniformemente en S5 . O

La grafica siguiente nos muestra como L] (resp. L] ) es transformado por f, en Sy (resp.

S3).

Im(w) y\f‘ Im(z)
B L \%
%, . oV
~% I =(2) *\%
‘72‘? X\P() i 5
Nt B P \

Rea(z)

\ ey
_ N g S5
Ly «\/P}%ﬁ/ 2
N & 1

Figura 2.10: Conjuntos S5 y S5

Luego hemos encontrado las regiones S;" , S5 ,S7 , S5 en el plano z, tal como se muestra
en la gréfica.

5N
B R Imé----..
FRCNA 4
v\
zxv\g N
NN 4 02
©\a / _ (%&
\v:/ R ,%
\ H A
........ N Pt
Rea(z)

Figura 2.11: Conjunto S;, Sy, S5 v Sy

Finalmente tenemos el siguiente resultado.
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Proposicién 2.25. Sea z € C suficientemente pequerio tal que z ¢ J?_, S;t U S;, entonces
su orbita positiva (resp. su orbita negativa) atraviesa U2, S;” (resp. U, S; ).

Demostracion. Esto serd consecuencia de que para |w| > R, con R suficientemente grande,
tenemos por la primera desigualdad (2.30) que

Rea(p(w) - @3) < Rea(w - a3) — |as|*.
Luego si w ¢ L] v |w| > R, entonces por induccién se sigue que
Rea(¢(w) - @3) < Rea(w - @3) — nlas|?, para todo n > 1y para todo |w| > R.

Por lo tanto, por la desigualdad anterior y un célculo sencillo tenemos que Rea(p(w) - a3) <
—RJas|, para n > (R|as| + |Rea(w - @3)|)/|as|?, luego tenemos que ¢"(w) € L y retornando
a las coordenadas originales tenemos que ¢"(z) € S{" U S5, para z suficientemente pequeiio.

Analogamente para la orbita negativa tenemos que si w ¢ L y |w| > R, entonces pro-
cediendo de manera similar a la prueba de la primera afirmacién y utilizando la desigualdad
(2.35), obtenemos que

Rea(p(w) - @3) > Rea(w - @3) + nlas|?, para todo n > 1y para todo |w| > R.

Por lo tanto para n suficientemente grande tenemos que ¢ "(w) € L, y retornando a las
coordenadas originales tenemos que ¢~ "(z) € S; U Sy, para z suficientemente pequeno. [

La grafica siguiente nos muestra el compotamiento dindmico de las orbitas de un difeo-
morfismo analitico ¢ : (C,0) — (C,0), de la forma ¢(2) = z + azz® + ..., con az # 0.

o
WoFN Imz) ;
;S

Rea(z)

Figura 2.12: Conjuntos S;", S7, Sy v Sy
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Finalmente para A cualquiera tenemos que

o(z) =Az+ > a;2’, con a1 #0.
j=k+1

Supongamos que A" =1 , para algin m € N, entonces

©"(2) = z + mAap 2T 4L

Utilizando el teorema anterior concluimos que existen S;, S5 ... S} regiones que se alternan
con otros Sy ,5; ... Sy, teniendo a cero en su borde tales que

i 1{m,, 00 "™ (2) = 0, uniformemente en cada S;" y ¢™(S;") C S;'.
it lim, 0o ¢ ™™(z) = 0, uniformemente en cada S;” y ¢~ ™(S;) C S; .
iii Si 2 € C es suficientemente pequefio tal que z ¢ U™ S;" U Si~ entonces la orbita
positiva de ¢ (resp. negativa ) atraviesa UM S;" (resp. U™ S;)

En el caso que A no es raiz de la unidad, el estudio es mas cuidadoso y sera tratado en el

siguiene capitulo.
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Capitulo

3

Fracciones continuas

Indice

3.1. Fracciones continuas finitas . . . . . . . . .« ¢ o v i i v i i e e 45

3.2. Fracciones continuas infinitas . . . . . . . .. . ... 00 48

3.1 Fracciones continuas finitas

En este capitulo desarrollaremos parte de la teoria de fracciones continuas la cual serd
utilizada para mostar uno de los resultados importantes de este trabajo. Mas detales sobre
fracciones continuas pueden ser encontradas en Petrofezzo Anthony, [7].

Definicién 3.1: Una fraccion continua finita es una expresion de la forma

b
a + . (3.1)
by
ay + ————

bn
ap—1+—
Qn,

En general los ntimeros a; y b; de (3.1) pueden ser niimeros reales o complejos.

Definicién 3.2: Una fraccién continua es llamada fraccion continua simple si para todo
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1 > 1, se tiene que b; = 1 y a; es un entero mayor que cero.

ay + (32)
ay + ————

En este capitulo estudiaremos principalmente fracciones continuas simples. Los a; de la
fraccion continua simple (3.2) son llamados los términos de la fraccion continua simple.

Si el nimero de términos de una fraccién continua simple es finito tal como se indica en
(3.2), entonces se dice que la fraccién continua es una fraccion continua simple finita y si el
nimero de términos es infinito, entonces la fraccién continua simple es una fraccion continua
simple infinita.

Denotaremos por [aq, ag, ..., a,| a la fraccién continua simple
N 1
a
1 . ]
a
? 1
as +
1
ap—1+—
Qn
Ejemplo 3.3: —% puede ser expresado como una fraccion continua simple, de la siguiente
f
orma 16 2+2_ - ]
9 9 4435
Por tanto —% = [-2,4,2] se escogio —2 para el entero a; con el fin de que los términos

restantes pudieran ser enteros positivos

Teorema 3.4. Todo nimero racional puede ser expresado como una fraccion continua simple
finita

Demostracion. Sea % un numero racional y supongamos que ¢ > 0 entonces por el algoritmo
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euclidiano de la division, existen enteros a; y r; tales que

(8] -1
E:a1+f:a1+(g) ,dondea1<£y0<r1<q,
q q A1 q
T2 1\ -1
g:ag+—:a2—l—(—) , dondea2<gy0<r2<r1,
] ™ ) ™
1 T3 T2\ -1 r1
—:a3+—:a3+(—) , dondeas < — y 0<rg<ry,
) T T3 )
Tn— Tn—1 Th—2\—1 Tn—3
" =y = a1 + ( = ) , donde a,_1 < ==y 0< 7oy < Tpoo.
T'n—2 T'n—2 T'n—1 T'n—2
Notese que 0 < 7,1 < T2 < ... < 11 es una sucesion decreciente de enteros positivos,

como soOlo existe un nuimero finito de enteros positivos menores que ¢, este proceso, debe de
terminar, esto es, existe un nimero finito de enteros positivos r; que satisfacen las ecuaciones
descritas anteriormente. Por sustitucion y usando los pasos del proceso anterior obtenemos
g:a1_|_ ! 1 :[alya%"'?an}
q a9 + 1
az+ ——

.. 1
an—l‘Fa

Por lo tanto, como tenemos s6lo un niimero finito de términos, el ntimero racional % queda
representado por una fraccién continua simple. O]

Observacion 3.5: La representacion de un ntmero racional como una fraccién continua
simple finita no es tnica debido a la manera en que los a; son escogidos en el Teorema 3.4

cada a; es tnico para todo i =1,2,...,n — 1, sin embargo si a,, > 1, entonces
L p
an:(an—1)+1:(an—1)+I y 5:[al,az,...,an]:[al,aQ,...,an—l,l]
Si a,, = 1 entonces
1 1 P
a’n—l—{_i :an—l—{_I :a’n—l_{_1 y —= [alaa'27"'7an] - [alana"'yan—l_Fl}

n

Asi todo nimero racional puede ser expresado como una fraccién continua simple finita en
exactamente dos formas. Ademas una representacion tiene un nimero impar de términos y
la otra representacion tiene un ntimero par de términos

Teorema 3.6. Todo fraccion continua simple finita representa un niumero racional

Demostracion. Aplicamos induccién sobre el nimero de términos de la fraccién continua
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simple finita. Si n = 1, entonces [a;] = a; € Q.

Hipotesis inductiva: Supongamos que toda fracciéon continua simple finita con n términos

es un numero racional. Sea [ay, ag, . .., Gy, ayy1] una fraccién continua simple finita con n + 1

términos, entonces tenemos

1
[a17a27-~uaman+1] =a; + 1
a2+ 1
CL3+
Ay +
an-i—l
1
lay, a9, ... a4, ani1] = ag +
[ag, as, ..., an, ani1]

Luego por hipotesis de induccion la fraccién continua simple finita [as, as, . .

n términos entonces [as, as, . . ., @y, ay11] €s racional. Por lo tanto

1

[ag, as, ..., an, ani1]

e Q.

lay, a9, ... an, ane1] = a1 +

.y Qp, Q1] tiene

Asi por Teorema 3.4 todo nimero racional es representado por una fracciéon continua

simple finita e inversamente por el Teorema 3.6 toda fraccién continua simple finita representa

un numero racional.

3.2 Fracciones continuas infinitas

Teorema 3.7. Todo nimero irracional puede ser expresado como una unica fraccion continua

simple infinita

Demostracion. Sea x € I, entonces x puede ser expresado en la forma

1 1
= a; + —; donde a; = [|z|] es el mayor entero menor que x y 0 < — < 1.
I

T

Afirmamos que z; € I. Caso contrario z; € Q, entonces 1/x; € Q y asi z = a; + 1/x1 € Q,
lo cual contradice el hecho de que x es irracional. Ademas x; > 1 ya que 0 < é < 1 luego x

puede ser expresado en la forma:

1 1
r1 = ag + —, donde ay = [|z1|]] y 0 < — < L.
) T2
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Ademas as es un ntimero positivo y xo es un nimero irracional, el proceso puede continuar
indefinidamente. Para cada z; existe un a; que es el mayor entero menor que x; tal que:

1
Tp = Gip1 + ——
Lit1
Donde a;1 = [|z;]] y x; es un ntimero irracional por tanto

r = |ay,a9,a;3...].

Como a; es el mayor entero menor que = y cada a;y; es el mayor entero positivo menor que
x;, la representacion del ntimero x como la fraccion continua simple infinita es tnica. O

Teorema 3.8. Toda fraccion continua simple infinita representa un nimero irracional

Demostracion. Tomemos una fraccion continua simple infinita cualquiera , sea x el niimero
representado por esta fraccién continua por el teorema 3.4 x no puede ser racional, por tanto
2 es un numero irracional O]

Asi por los teoremas anteriores tenemos que todo niimero irracional puede ser expresado
como una fraccién continua simple infinita e inversamente toda fracciéon continua simple
infinita representa un nimero irracional.

Definicién 3.9: Las fracciones continuas simples finitas [aq,as,...,a,| son llamados los
convergentes o reducidos de la fraccion continua simple [a, az,a3...] (la fraccion continua
simple [a1, ag, a3 ...] puede ser finita o infinita)

Haciendo simples calculos obtenemos

1
[a1] = a1, a1, a2] = a1 + P (3.3)

2

aijasaz + as + a;
, G3, = , 3.4
lay, as, as] ity £ 1 (3.4)
1

lay,az,...,a,] = |ai,az,...,a5_2,a,_1 + —|, para todo n > 2. (3.5)

n

Teorema 3.10. Si p, y g, son definidas de la siguiente forma

pr=ai, p2=aa;+1 Yy pn=auPn-1+ Pn-2, (3.6)
q1 = 17 Q2 =02 Y Qn = QpQn—1 + qn—2,

para todo n > 3. Entonces [a1,az, . ..a,] = Z—”
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Demostracion. Las expresiones para pq, q1, p2 ¥y g2 pueden ser obtenidas de la siguiente forma

[a1] = a; entonces p; = ay; ¢ = 1.
ajas + 1
[a1,as) = ———— entonces ps = a1as + 1; qa = as.
az
Las relaciones recursivas para p, y ¢,, donde n > 3 son demostradas por induccién matemati-
ca. Para n = 3 por la igualdad (3.4) tenemos

a1aza3 +az+a;  az(azay + 1) +a1  azps +pi _ D2

ay, as, ag| = = =
a1, a2, 03] asas + 1 agas + 1 asqa + 1 q2

Por tanto
b3
[CLl, ag, a3] - .
q3

Supongamos que las relaciones recursivas son verdaderas para todo niimero entero entre 3 y
k, entonces por (3.5), tenemos que

1
lay,as, ... ap, ap1] = a1, a9,. .., a5 + )
Ak41
Por hipétesis inductiva aplicada a {al, agy...,0, + aklﬂ} tenemos

(ar + 52 )Pt + Pr— _ appr(appr—1 + pr—2) + Pr1

Ak+1
a1,a92,...,0Qk, Ap+1| = =
91,02, - ks Bk (ar + aklﬂ o Apr1 (Arqr—1 + Qe-2) + qr—1
_ @k41Pk + Pr—1 _ Pkt
Ak1Gk T Q-1 Qr+1
Por tanto
Pk+1
[a17a27"'7ak7ak+1] = .
Ak+1
[
Teorema 3.11. Los numeros p, y q, satisfacen
Pndn—-1 — Pn—-1Gn = (_1)n (38)

Demostracion. La demostracion es por induccion. Si n = 1 tomamos pg = 1, gy = 0 entonces
P1go — Poq1 = (—1)*. Supongamos que la relacion (3.8) es valida para n, entonces

Prn+19n — Pndn+1 = (an—i-lpn + pn—l)Qn - pn(an—HQn + Qn—l)
= Un+1PnGn + Pn—19n — Gp+1PnGn — PnQn-1
= —(PnGn-1 — Pn—1qn) = —(—1)" (por hipotesis inductiva)
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Por lo tanto

Pn+14n — PnQn+1 = (_1)n+1.
O]
Denotamos por ¢, = [a,as, ..., a,]. Si n es impar, entonces ¢, es llamado convergente
impar y sin es par ¢, es llamado convergente par. Por Teorema 3.10, tenemos que ¢, = z—z.
Sea n > 1, entonces de la igualdad (3.8), podemos dividir entre ¢,q,_1 obteniendo
Pn_ Pn-1 _ (_1)n
dn An—1 Gndn—1
Por tanto 1y
Cp — Cp1 = (=1) ) (3.9)
qndn—1
Teorema 3.12. Los numeros p, y q, satisfacen
Pndn—2 — Pn—2Gn = (_1)n71an (310>

Demostracion. Como p, = @pPn—1 + Pn-2 ¥ Gn = AnGn-1 + Gn—2, entonces para todo n > 1,
por un calculo sencillo y el teorema anterior tenemos

Pndn—2 — Pn—24n = (anpn—l + pn—Q)Qn—2 - pn—Q(anQn—l + Qn—2>
= UpPn—19n—2 + Pn—20n—2 — AnPrn—2G9n-1 — Pn—2Gn—2
- an(pn—lQn—Q - pn—QQn—l) - (_1)n_1an

Por lo tanto p,gn—2 — pn_2¢n = (—1)"'a,, para todo n > 1. O

De la iguadad (3.10), dividiendo entre ¢,¢,—2 tenemos

Pn P2 (=D)"a,

— = . 3.11
dn dn—2 dndn—2 ( )

Por tanto Lyt
=y = DR (3.12)

dnqn—2

Teorema 3.13. Los convergentes impares de una fraccion continua simple forman una su-
cesion creciente; los convergentes pares forman una sucesion decreciente y todo convergente
impar es menor que todo convergente par
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Demostracion. Sea n = 2k + 1, con k > 1. Entonces por la iguadad (3.12) y como an, ¢, y
Gn—2 > 0, tenemos que

" -1 n—1 " -1 2k+1—1 .
cn_cnqza( " an(=1) _ Wy
qndn—2 Andn—2 GnQn—2
Asi
Coky1 > Cok_1, paratodo k>1 (3.13)

Luego la afirmacién estda probada, es decir, los convergentes impares forman una sucesion
creciente.

Ahora si n = 2k, con k > 1. Entonces por (3.12) y como ay,, ¢, ¥ ¢n—2 > 0, tenemos que:

1 n—1 " -1 2k—1 n —a,
Cok — Cop—2 = (F1)"a = )™ a Y (3.14)
qndn—2 qndn—2 qngn—2
Asi
Cor, < Cop_o, para todo k >1 (3.15)

Por lo tanto los convergentes pares forman una sucesion decreciente.

Ahora sea k un entero positivo, entonces por (3.9) para n = 2k tenemos

-1 2k
Cok — Cok—1 = Q, (3.16)
q2k92k—-1
y COmoO (o, gar—1 > 0, se obtiene que:
Cok > Cop_1, para todo k > 1. (3.17)

Sean dos enteros positivos cualesquiera r y s, entonces por las desigualdades anteriores tene-
mos los siguientes casos:

(i) Sir > s, entonces por (3.13) y (3.17), tenemos cg, > co,—1 > Cos_1
(ii) Sir =s, entonces 2r > 2s — 1 y por (3.17), se tiene que co > Co5_1.

(iii) Sir < s, entonces 2r < 2s y por (3.15), se tiene que cgp > cas.

Por lo tanto para dos enteros positivos cualesquiera r y s hemos demostrado cg,. > cos_1
asi todo convergente impar es menor que todo convergente par

1 <3< <o 01 < oh o <0 < Cop—2 < ... < Cg < g < Co.

]

Proposicion 3.14. Los numeros q, determinados en una fraccion continua simple satisfacen
Gn = n para todon > 1.
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Demostracion. Procedamos por induccién. Si n = 1 tenemos que ¢; = 1 > 1. Supongamos
que ¢, > n (Hipdtesis inductiva). Entonces como a,,, ¢,—1 > 1

On+1 = Ont+1Gn + Q-1 = Qng1Gn + Gn—1 = Gn + Gn—1 = n + 1
O

Proposicién 3.15. Sea x un numero irracional representado por una fraccion continua sim-

ple infinita [ay,as, ...] entonces x satistafe la siguiente desigualdad
1
|gn — pn| < (3.18)
qn+1
Demostracion. Sea x© = [ay,as,. .. ay, Tpy1] donde x,11 = [apy1, Gpyo, - . ], entonces por un
calculo directo y (3.8) tenemos
. ]ﬁ _ Tpt+1Pn +pn—l i & _ Tp+1Pnln + Pn—1qn — Tn+1Pnldn — Pndn-1
dn Tn+1qn + gn—1 dn Gn(Tni1Gn + Gn-1)
S e N G Vs
Qn<xn+1qn + QTLfl) Qn(anrIQH + Qn71>
Por tanto
n 1
PO ) (3.19)
dn Qn(xn—i-IQn + Qn—l)
Por otro lado, desde que z,, > a, para todo n > 1, tenemos que
Tnt1Gn + Gn-1 > Ani1qn + Gn—-1 = Gn41 (320)
Reemplazando (3.20) en (3.19), obtenemos
n 1
vl o
dn qndn+1
Por lo tanto de estd desigualdad se puede deducir facilmente el resultado. O]
De la proposicién anterior podemos deducir las siguientes desigualdades
1 1 1 1
|gn — pu| < = < < (3.21)

n+1 n+1Gn + Gn+1 an+1Qn an+1
Teorema 3.16. Si x es un niumero irracional representado por la fraccion continua simple

infinita [a1, as, a3 .. .|, entonces

lim ¢, =z, donde ¢, es el convergente n-esimo.
n—m:o0
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Ademas

T < Cp, si n es par

T > ¢y, Slnesimpar

Demostracion. Por Teorema 3.13, tenemos que (cgx41) €s una sucesion creciente de ntimeros
racionales que esta acotada superiormente por ¢y, entonces existe limyg_ o copr1 = L1y Copr1 <
L1, para todo k > 1.

Por el mismo teorema (cg) es una sucesién decreciente de nimeros racionales que esta
acotada inferiormente por ¢q, entonces existe limy,_, o Cop = Lo v Lo < ¢op para todo k > 1.

Probaremos que lim,, o, ¢, = limg oo Cop = limy_, cory1. En efecto, por Lema 3.14 y la

igualdad dada en (3.16) obtenemos que |co — co—1| < 7, para todo k& > 1.

1
2k(2k—1

Por tanto, tomando limite tenemos

lim ¢, = lim ¢y, = lim copq = L
n—oo ' k—o00 k k—00 k+

Por Lema 3.15 tenemos

Por lo tanto

]

Las propiedades de la teoria de fracciones continuas seran utilizadas para mostrar el
resultado central de este trabajo el cual es abordado en el siguiente capitulo.
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Capitulo

4

Convergencia C),

Indice
4.1. Partecentral . ... ... ... ... o oo oo 55
4.2. Demostracion de la convergencia . . . . . ... ... .. ..., 62
4.2.1. Dindmica de T'(z) = Az, donde A = exp(27mia) ya e .. . . .. .. 74
4.3. Ecuaciones en diferencias . . . . . .. .. ... . 0000000 75
4.3.1. Ecuaciones en diferencias lineales de primer orden . . . . .. . .. 75
4.3.2. Puntos de equilibrio y estabilidad asintética . . . . . . . .. .. .. 7

En este capitulo nos dedicaremos a mostrar el resultado central de este trabajo, el cual

consiste en linealizar un difeomorfismo local analitico ¢, definido en una vecindad del origen

tal que A = ¢'(0) no es raiz de la unidad. Resaltamos que la condicion estudiada en este
capitulo es debido C. L. Siegel J.K. Meser, [13], pero Bruno en [2], muestra el mismo resultado

con una condicion mas general de la que estudiamos aqui.

4.1 Parte central

Sea p(2) = Az + 322, a;2" un difeomorfismo local analitico donde |A\| = 1 y A no es raiz
de la unidad, entonces siempre es posible encontrar un cambio formal de coordenadas que

transforma ¢(2) en z — Az, bastando para esto resolver formalmente la ecuacion:

F(Az) = o(F(2))
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Sea F(z) = z+ 332, b;z%, entonces resolviendo formalmente la ecuacién (4.1) se puede encon-
trar los b; para los cuales la ecuacién anterior es satisfecha.

Resolviendo formalmente (4.1) tenemos:

F(Az) = AF(2) = o(F(2)) — AF(2) (4.2)
> B =2 =3 P (1.3
Desarrollando tenemos que
ba(A2 — N)22 + b3( N> — N)2° 4+ ... = a2 + (a3 + 2agby)2° + . ..
Luego un célculo directo nuestra que:
by a2 v by = L%Qb?

T2 25—\

Ahora supongamos conocidos los coeficientes del desarrollo formal en series de potencias
de F(z) hasta el orden n — 1. Procediendo a la comparacién de los terminos en z" en la
ecuacién (4.3) y teniendo en cuenta que el coeficiente de 2" de cada [F(2)]" con 2 < i <n—1
es de la forma P;(by,bs,...b, 1), donde P;(by,bs,...b,_1) es un polinomio en las variables
ba, b3, ...b,_1 con coeficientes enteros, y el coeficiente de 2" en [F(2)]" es igual 1, tenemos
que el coeficiente de 2" en el segundo miembro de (4.3) serd de la forma:

a, + CLQPQ(bQ, bg, Ce bn,1> + ang(bQ, bg, Cen bnfl) + ..+ an,lpn,l(bg, bg, Ce bnfl).

Haciendo P,(as,as,...,an_1,b1,b2,...,bp_1) = S0 a;Pi(by, bs,...b,_1) y observando que

el coeficiente de 2" en el primer miembro de (4.3) es igual a b, (A" — \), obtenemos que

bn()\n — )\) = Qp, + Pn<(12, ey, Qp_1, bl, ceey bn_1>, (44)
donde P,(as,...,a,_1,b1,...,b,_1) es un polinomio con coeficientes enteros en las variables
ag,a3, . ..,0,_1,b1,b09, ... b,_1. De la igualdad (4.4) se sigue que b, puede ser calculado por

la siguiente formula recursiva:

Qp Pn(az,...,an_l,bl,...,bn_l)
b, — ,
AT A

(4.5)

donde A" — X # 0, dado que A no es raiz de la unidad.

Ast los coeficientes b,, son determinados por recurrencia y por lo tanto estan determinados
univocamente por los coeficientes ya conocidos asg, - ,a,_1,bs,b3,--- ,b,_1. La expresion
(4.5) evidencia el papel de los pequerios denominadores es decir la sucesion A" — A tiene a cero
como punto de acumulacion.
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Lema 4.1. Sea A € C tal que A no es raiz de la unidad y |\| = 1. Entonces

0e{A"—X:neNJ. (4.6)

Demostracion. Como G = {na+m:a €l, n,m € Z} es denso en R, tenemos que G tiene
a cero como punto de acumulacion.

Sea A = exp(2wia) donde « € I, entonces por un calculo directo el cual es mostrado
mas adelante en (4.11), tenemos que |[A" — \| = 2sin(7|na + m|), y utilizando el hecho que
G tiene a cero como punto de acumulacién y sin(0) = 0, tenemos que la afirmacién queda
probada. O

Por lo tanto, observamos que la sucesion \™ — X tiene a cero como punto de acumulacion,
asi la serie F'(z) = z + .22, b;z' no necesariamente podria converger, por lo que podriamos
preguntarnos ;Bajo que condiciones F'(z) es convergente?. Esta pregunta serd satisfactoria-
mente respondida en este capitulo.

Teorema 4.2. El cambio formal de coodenadas en (4.1) es unico.

ol
O
Q
S
=
<.
1

Demostracién. Supongamos que existe otra serie formal F' tal que F (Az) = ¢
derando H(z) = F~' o F(z), tenemos que

Por lo tanto
H(\z) = \H(z)

Comparando los coeficientes en su desarrollo formal de series de potencias similarmente como
fue hecho en el Teorema 2.6, obtenemos que H(z) = z y por lo tanto F~' o F(z) = z, lo que
implica que F~'(z) = F(2). O

Como siempre es posible encontrar una serie formal F' que linealiza formalmente ¢, po-
demos definir el siguiente conjunto:

F={\ € C: |\ =1, existe una serie formal convergente ¢(z) = Az + az2>...

cuya serie F(2) = z +by2® + ... que la linealiza diverge }

Por definicion del conjunto &, tenemos que F C S!, donde S* = {\A € C: |\ = 1}.

Teorema 4.3. F es denso en S'.
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Demostracion. Sea A € C tal que |[A| = 1, consideremos p(z) = Az + >0, a,2" donde los
coeficientes a,, n = 2,3, ... son siempre iguales a :t% con el signo fijado por recurrencia. En
particular ¢(z) serd convergente en todo C.

Sea
F(z) =2z+ ) b,2", serie formal tal que F(\z) = p(F(2)).
n=2

De la igualdad (4.5) tenemos lo siguiente:
()\n — )\)bn =a, + Pn(ag, ce.Qp_1, bla c 7bn—1)-

Asi podemos escoger a,, = :t% de manera que:
1 n -1 1 n—1 -1
bu| 2 = [A" = A7 = —|A" = 1|7, para todo n > 2.
n! n!

En efecto como:

|(A™ = Nbp|? = |an + Pu(ag, ... an_1,b1, ..., by_1)]?
= |an|2 + |Pn(a2, o Qp_1, bl, e ,bn_1)|2 + 2Rea(an . Pn(ag, e Qp, bl, Ce 7bn—1))
= |an|2 + QRea(an . Pn(CLQ, e Qp—1, b17 ey bn71>> (47)

Luego podemos elegimos el signo de a,,, de manera que:
anRea(P(ag, . Qp_1, bl, c 7bn—1)) > 0,

el cual muestra una formula recursiva para hallar el signo de a,, para todo n. Luego por la
desigualdad (4.7), obtenemos que

b > ;\A“ —1 (4.8)

Supongamos ahora que \ satisface la siguiente desigualdad
A" —1] < (n)7, (4.9)

para una infinidad de valores n.

Sea ¢(z) una serie de potencias cuyos coeficientes a,, n = 2,3, ... han sido determinados
de la manera indicada. Entonces por un lado la serie ¢(z) serd convergente para todos los
valores de z € C, mientras que la respectiva serie formal F'(z) solucién de la ecuacion (4.1)
es divergente, porque para cada z # 0, tenemos por (4.9) que

1
n!

[(n—1)1%.

b = ;!()\”‘1 1>
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Luego observamos que el termino general b,, de F'(2) no tiende a cero, lo que prueba que F'(z)
es divergente.

Por consiguiente resta probar que existe un subconjunto denso de valores de A en la
circunferencia unitaria que no son raices de la unidad y que satisfagan la desigualdad:

|IN* — 1] < (n!)"2, para una infinidad de valores naturales. (4.10)

Si A = exp(2mia), donde (0 < a < 1), entonces para cada niimero natural n podemos escoger
un entero m tal que

1 1 1
<no¢—m<§, dadoque R= J [m—=,m+=[.

meZ 2 2

1
2

Entonces se observa de lo anterior que —7 < 7(na—m) < 7, para algiin m escogido. También

™
2
tenemos que:

|IA" — 1| = | exp(2mian) — 1| = | exp(mian) — exp(—mian)| = 2|sin(ran)|
= 2|sin(nra — mm 4+ mn)| = 2| sin(w(na —m)) cos(mmn)|

= 2|sin(m(na — m))]|.
Haciendo ¥ = |nav — m/|, obtenemos por la igualdad anterior que
A" — 1| = 2 [sin(7(na — m))| = 2sin(|7(na —m)|) = 2sin(7d). (4.11)

Ahora utilizaremos la siguiente desigualdad, el cual es consecuencia directa de la propiedad
de la funcién trigonometrica sin(f):

20 < sin(f) < 0, para todo 6 € [O, g] : (4.12)
m

Dado que 0 < 7 < 7, podemos utilizar la desigualdad anterior para obtener que:
29 < sin(md) < .
De donde concluimos que
49 < A" — 1| = 2sin(7d) < 270 < T (4.13)

Por consiguiente, basta construir un conjunto de ntimeros irracionales v denso en [0, 1] los
cuales satisfagan lo siguiente:

no —m| < tenga infinitas soluciones enteras n y m. 4.14
g

b
7(n!)?’
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Esto se consigue facilmente utilizando la representaciéon de ntimeros reales por fracciones
continuas. Como vimos en el Capitulo 3 a todo ntmero irracional 0 < a < 1 se le puede
asociar una sucesién de ntimeros naturales 11,75, 73, . . . tal que la sucesion de fracciones py /gy,
k=1,2,3,... definidas por recurrencia segun la siguiente regla:

b1 = ]-7 P2 =112 + 1 Y Pn = TnDPn—1 + Pn—2
q1 = ]-7 P =72y Gn="TnGn-1+ qn_2.

Los ntimeros rq, 79,73, ..., tienden a « y son unicamente definidos por « y designan los co-
cientes parciales. Por la desigualdad (3.18) tenemos
1 1 1

lgrae — pi| < < < (4.15)
qk+1 Tk4+14k Tk+1

Observando que 0 < a < 1, entonces r; = 0 esto es una consecuencia de:

1
Oé:[T1,7’2,7"37---]:7"1+717
7“2‘*—7

de donde se deduce facilmente que r; = 0.

Sea ahora A = exp(27if3), con 0 < B < 1 nimero irracional y donde A € S! es arbitrario.
Sean s1, S9, S3, ... los cocientes parciales de S en su expresién en fraccion continua. Para un
numero [ fijo y arbitrario, definimos

Ty = Sk, 0< k<L
Tht1 = 7(Qk')27 k> 1. (416)
Donde los g1, g2, g3, - . . son determinados por recurrencia de acuerdo al Teorema 3.10, para la
fraccion continua g con cocientes parciales rq, 79,73, ... se verifica también
1 1 1 1
lqrau — pi| < < <

Qet1 ThaQe e T(@!)?

Como los primeros [ cocientes parciales de las fracciones continuas «o; y 3 coinciden se verifica
también que |g3 — pi| < ¢ ', luego utilizando la desigualdad triangular y la desigualdad 3.18

tenemos

b
o — —

< 2qlf2
qi

|y — B] <

+iﬁ—pl
a

Luego por (4.15) y (4.16) tenemos que para una infinidad de pares n = qx, m = pi (k =
[,1+1,142,...), se verifica la condicion (4.14). Asf el ntimero \; = exp(27ic;) € S! pertenecera
a F y por lo indicado anteriormente |y — 3| < 2¢; 2 de donde se concluye lim a; = f3
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Por consiguiente A; = exp(27micy) constituye una sucesion en F tal que lim;_,oo Ay = Ay
como A fue arbitrario la afirmacién queda probada.

Sea A = exp(27if), donde € es un nlimero racional, entonces por continuidad existe 0 < #; < 1
namero irracional tal que

€
A —A] < 2 donde \; = exp(27if,)
Luego aplicando lo hecho anteriormente obtenemos un Ay € F tal que |\ — Ag| < 5 asi

A=dal S A= M|+ = hf < S+ - =

Por lo tanto, hemos demostrado que J es denso en S*. O
Definimos el siguiente subconjunto de S!

A ={) € S': Para toda o(2) = Az + ayz® + ..., donde A = exp(2mia), convergente en una
vecindad de z = 0 la correspondiente serie formal F(z) = z + byz* + ... que linealiza ¢

es convergente en una vecindad dez = 0}

Vamos a demostrar que A, como subconjunto de la circunferencia unitaria S*, tiene medida
unidimensional Lebesgue 27 o equivalentemente que el conjunto de los respectivos valores o en
el intervalo unitario tiene medida unidimensional 1. Mas atin, observando que S'—exp(A) = &,
tendremos que la medida unidimensional Lebesgue de J sera cero.

Denotemos por E = [0,1] y m(I") la medida de Lebesgue de un conjunto medible I'.

Teorema 4.4. Sea el conjunto

I'={a € E : existe u, ¢ > 0 tal que |na —m| > en™" para todo n € N, y para todo m € Z}

Entonces T' es medible y m(T") = 1.

Demostracion. Para dos ntimeros enteros positivos considerenos el siguiente conjunto
B(e,u) ={a € E : jna — m| < en™", tenga por lo menos una solucionm € Zyn € N}.

Sie' <eyp </, entonces es facil mostrar que B(e', ') € B(e, ). Ahora consideremos el
conjunto

B= (B2
k=1

Afirmamos que B C B(e,2), para todo 0 < ¢ < 1. En efecto dado 0 < ¢ < 1, existe
ko € N tal que 1/k < € para todo k > ko, entonces por lo afirmado anteriormente tenemos
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que B(k™',2) C B(g,2) para todo k > kg, mostrando lo siguiente

B=()B(k,2) C B(k",2) C Ble,?2)

D)

k=1

Como B(e,2) = {a € E : |[na —m| < en™2, tenga por lo menos una soluciéonm € Zyn €
N}, podemos expresar B(e,2) de la siguiente forma

@ n 2o m, e

n n3n nd

B(e

||C8

Como la unién numerable de conjuntos medibles también es medible, tenemos que B(e,2)
es medible. También tenemos que si m > n, entonces m > n + 1, luego un calculo directo
muestra lo siguiente

n=1m<n
De la igualdad anterior tenemos que m(B(e,2)) < Xoln (25 ) = 2%, 5, y como
1 =5 < oo tenemos que m(B(g,2)) < 2¢C donde C' = 302 i uego como ¢ fue arbirario

tenemos que m(B(g,2)) =0y como B C B(e,?2) conclulmos qu ( )=

Consideremos el siguiente conjunto

A :{a € E :paratodo e, u >0 |na—m| <en*, tenga por lo menos una solucién entera

mEZynEN}

Es claro que A C B. Por lo tanto m(A) = 0, desde que m(B) = 0. Observamos que ' = E—A|
entonces m(I') = m(E) — m(A) = 1, por lo tanto m(T") =1 O

4.2 Demostraciéon de la convergencia

A continuacién demostraremos que para todo a € I', toda
©0(2) = Az 4+ agz* +aszz® + ... convergente en una vecindad del origen,

donde A = exp(27ia), la serie formal F'(z) que la linealiza ¢(z) también serd convergente. En
este caso por definicién tenemos exp(I') C A, de este modo tenemos que m(A) = 2w, como se
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habia afirmado. A continuaciéon mostramos algunos reultados que nos ayudaran a mostrar la
convergencia.

Lema 4.5. Sean los nimeros §,, > 0 (n > 0) satisfaciendo
5n+1 < ABn&?m
para todo n > 0, donde A, B> 1y & > 0. Entonces AB" "6, < (ABd)*", para todo n > 0.

Demostracidn. Procedamos por induccién si n = 0, entoces por hipotesis §; < AB%32, luego
ABéd; < (AB&0)21. Supongamos que la desigualdad se cumpla paran = k, es decir, AB*T1§, <
(ABdy)?". Entonces

ABk+25k+1 < ABk+2ABk5]% < (ABk+15k)2

Luego por hipotesis de induccién

2k+1

AB*26, 1 < (AB15,)? < [(ABG8)* ]2 = (ABG,)

Observacién 4.6: Si AB§, < 1 entonces (ABdy)*" < (ABdy)" por lo tanto

6p < AB"15, < (AB&§)* < (ABdy)".

Este Lema serd utilizado en el teorema siguiente, en el proceso iterativo el cual es de mucha
importancia en la convergencia.

Teorema 4.7 (Teorema Principal). Supongamos que o € T', entonces toda funcion analitica
con desarrollo en serie de potencias

0(2) = Az +apz® +azz® +..., donde )= exp(2ria),
es linealizable en una vecinadad del origen, es decir su serie
F(2) =2+ ag2® +azz” + ...

la cual lo linealiza formalmente es convergente en una vecindad del origen.

Demostracion. La prueba de este resultado es consecuencia inmediata de los Lemas 4.8, 4.9,
4.10, 4.11, 4.12 y Proposicion 4.13. O

Primeramente consideremos o € I', entonces por definicién existe e,u > 0 tal que
|na —m| > en™* para todo n € N y para todo m € Z. Por consiguiente A = exp(2mia)
no es raiz de la unidad.

63



Consideremos la siguiente sucesién p, = [\* —=1|7", n = 1,2,... y sea ¥ = |na — m)|
entonces por la desigualdad 4.13, obtenemos

11 I U
pngg—zlna—m] <" —Comn, (4.17)

donde p es un nimero natural y €, u pueden depender de o'y Cy = 4—1€u!.

Sea ¢(z) = Az + ¢(z), funcién analitica con A = exp(27ia) y donde $(z) es una serie
de potencias convergente que comienza con término cuadratico, entonces la derivada @'(2) es
tambien convergente en un circulo centrado en el origen y dado que lim, 5 ¢'(z) = 0 tenemos
que para 0 > 0 existe » > 0 tal que

|¢'(2)| < 9, paratodo |z] <r. (4.18)

Sea z = F(w) = w4+ F(w), la sustitucién que linealiza formalmente a la transformacién
anterior, donde F'(w) es una serie de potencias que comienza con término cuadrético, es
decir, F satiface la igualdad (4.1). Entonces un facil cdlculo muestra lo siguiente

F(Aw) = AF(w) = §(F(w))

En vez de resolver estd ecuacion, consideremos la sustituciéon z = ¢(w) = w + »(w) (donde
¥ (w) es una serie de potencias que comienza con término cuadratico), el cual es solucién de
la ecuacién lineal

() — Mp(w) = p(w) = i at, (4.19)

Esta sustitucion constituye un paso fundamental en el proceso iterativo. Definiendo g(w) =
¢ oo g(w) y escribiendolo de la forma siguiente:

g(w) = Aw + g(w) (4.20)

Vamos a mostrar que escogiendo convenientemente ¢, » > 0 la funcién g, mide cuanto g, se
aleja de la transformacion lineal Az, de hecho mostraremos que g estd mas proxima a Az que
la funcién ¢.

Para esto escogemos las constantes 4,6 > 0 tales que
1
O<6<5, Cod <02 0<d<f (4.21)

considerando r > 0 suficientemente pequeno verificando (4.18). Comencemos por hallar la
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solucion v de (4.19). Sea 1 (w) = 52, bpw", entonces

Zbk’ )\w )\Zbkw —Zakw

ST = Nt = Z apw"
k=2 k=2

igualando término a término obtenemos b, = 17 v por consiguiente

_ Uk
@/J(w)—kgz)\k_/\w :
Lema 4.8. ¢ es convergente para todo w € C tal que |w| < r y ademas

|(w)| < Or, para todo |w| < r(1 —0). (4.22)

Demostracion. Como ¢ es convergente en |z| < r, entonces por estimativa de Cauchy tenemos
que:

)
klag| < g dado que |§'(2)] < é. (4.23)

Veamos que 1 es convergente en |w| < r. En efecto, sea p > 0 tal que |w| < p < r, entonces
por (4.17) tenemos

Lt =
A — Al [\l — 1|

k
— 1)~ w
<™= autiutt = 2 (1) g1 - 1y
! u \ p

Como Y32, |ax| p* < oo, entonces existe M > 0 tal que |ay| p* < M para todo k € N. Luego

|brw”| =

por la desigualdad obtenida anteriormente tenemos

k
|brw| < @M(k — 1) Jre]
|
! p

k
Haciendo o = % < 1, tenemos que la serie Y32, (k — 1)* {%} es convergente, puesto que

u&k—f—l 1%
g&@_nmﬁzgah_1]“:“<l

Luego por criterio de comparacién tenemos que Y32, byw® es convergente si |w| < r.
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Por otro lado tenemos por desigualdades (4.17) y (4.23), obtenemos

o] L7 O (U o (k—1)"
P P e T

ke |br| = k

Ahora consideremos un dominio un poco menor |w| < r(1 — 6). Entonces por la desigualdad
anterior obtenemos que

00 00 5
(w)] < Z bl < ZCOﬁ
00 k‘u

0052 (11— 6y 0052

(k— 1"
!

,r,k—l(l _ e)k—l

Como ’;“, < (kkm)! = (’“:“), entonces concluimos que
00 kM oo k +
[ (w)] < 0052—'(1—9)k < Cod > < M)(l—@)k
k=1 k=1 \ M
Obteniendo 5 o )
| (w)| < 009 —» dado que ;Cﬁ*“(l —0)F = e (4.24)
Luego por (4.21), tenemos que
[ (w)| < COH#H < 0, paratodo |w|<r(l—20). (4.25)
Por integrancién obtenemos lo afirmado.
)
|(w)| < 009u+1T < Or, para todo |w| < r(l—46). (4.26)
O

Consideremos los siguientes conjuntos:

D, ={2€C:|z|<r(1—mb)}, donde m=0,1,2,3,4,5.

Un célculo directo muestra los siguientes contenidos,

Ds C Dy C D3y C Dy C Dy C Dy

La desigualdad (4.22) muestra el siguiente resultado.

Lema 4.9. ¢(D,) C D3. Mds aiin ¢~ estd definido en Dy y ¢~1(Dy) C Dy
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Demostracion. En efecto, el siguiente calculo muestra este hecho
2] = |p(w)] < |w| + [p(w)] < r(1—40) +rf = r(1 — 36).

Para la segunda afirmacién, supongamos ¢(w;) = ¢(ws) con wy, we € Dy = {w € C: |w| <
r(1—6)}, entonces

[w1 — wa| = [p(wr) — P(wr) — P(wa) + Y(w2)| = [Y(wr) — Y(wy)|

< méx{|Y’(w)| : |w| € Dy }Hwy — ws| < Olwy — wyl,

como |¢'(w)| < 6 < 1, para todo w tal que |w| < (1 — @), concluimos que w; = wq. Esto
nos muestra que la restriccion de ¢ a Dy es un homeomorfismo de D; sobre un dominio cuya
frontera estd en ¢(0D;). Sin embargo, si wy € dD;, entonces como |¢(w)| < rf, tenemos
que

|[@(w1)] = [wi| = [¢(wr)| Z r(1 =0) —r0 = r(1 —20),
lo que muestra que Dy C (D) donde Dy = {z € C: |z| < r(1 —20)}. O
El lema anterior nos permite mostrar lo siguiente:

Lema 4.10. La transformacién g(w), definido por g(w) = ¢~ o po¢(w) es analitica en Dy.

Demostracion. Por Lema 4.9 es suficiene mostrar que ¢ transforma D3 en Dsy. Sea z € Dy
entonces por (4.21) tenemos que

lo(2)| < |Az| + |@(2)| < |z 4+ or < r(1 —360) + Or.
Lo que muestra lo afirmado. Asi tenemos el siguiente diagrama:
D, -% Dy %5 D, 2 Dy
Luego g esta bien definida y como ¢, ¢ y ¢! son analiticas, g también es analitica. O

En el siguiente resultado acotaremos superiormente la derivada de g en Ds.

Lema 4.11. )

1§’ (w)| < C para todo w € Ds.

19u+27

Demostracion. Primeramente escribamos la igualdad ¢ o g = ¢ o ¢ en términos de ¢, v, §

g(w) +¢(g(w)) = Ap(w) + ¢(P(w))
Aw + g(w) + p(Aw + §(w)) = dw + X (w) + H(p(w))
g(w) + P(Aw + §(w)) = Ap(w) + ¢(d(w)), (4.27)
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como 1 satisface la ecuacién ¢ (Aw)—Ap(w) = ¢(w), entonces restando en la igualdad anterior
tenemos que §(w) + Y (Aw + §(w)) — Y (Aw) + Mp(w) = Mp(w) + @(d(w)) — $(w), obteniendo

9(w) = p(Aw) = (Aw + g(w)) + H(w + P (w)) — G(w). (4.28)

Teniendo en cuenta que g(D4) C D1y ¢(D4) C D3, tendremos que [w, \w + §(w)] € Dy y
[w, w+1(w)] € D3 C Dy. Entonces por las siguientes desigualdades |@'(w)| < 0y |[¢'(w)| < 0,
para todo w € Dy, las cuales fueron dadas en (4.18) y (4.25), tendremos de la igualdad 4.28
que

|9(w)] < [p(Aw) =P (Aw + §(w))] + |@(w + P(w)) = G(w)|
< sup{[¢'(w)] : w € Di}g(w)] + sup{|¢'(w)] : w € Di}fy(w)]
<0

|9(w)[ + & [ (w)]

Luego por (4.25), tenemos que [¢)(w)| < Cozatr y como 0 < § < 1/5, obtenemos

or

9u+1

[Sag It

9(w)] < (1 =0)|g(w)] < d[p(w)] <0Co7 7

Por lo tanto, haciendo C' = %Co, tenemos

2

~ o°r
o)) < ¢ 2

para todo w € D;.

Consideremos w € Ds y el camino cerrado 7 definido por () = w + rfexp(it), donde
0 <t < 27, entonces | ()| < |w|+r0 < r(1—=50)+r0 = r(1—40). Asi se tiene v(t) € Dy C Dy,
para todo t € [0, 27]. Luego aplicando la férmula integral de Cauchy a w € Ds e integrando
en v, obtenemos

" 2)| |dz| 1, 6% 2 |rfiexp(it)|
< dz| < — / =Gt | dt
‘ ( ’ 2%./" —1uﬁ| | 9”+1 |z 19“+1 0 |T9€Xp(ﬁ)ﬁ

1 §r 2w 1dt 1 6%r 2w
T or 19u+1/ 0 2m lgtlpg
De donde concluimos que:

2
1§’ (w)] < OIW’ para todo w € Ds.

La caracteristica esencial de esta estimativa es la dependencia de § como el cuadrado del
desvio 0 anterior, de donde resultara que el proceso de convergencia sera muy rapido.
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Resumiendo lo que hemos obtenido, para constantes §,60 > 0 tales que
1 +2
0<9<5, Coo < 0", 0<d<b,

encontramos r > 0 tal que |@'(2)| < d, para todo |z| < r. Obteniendo lo siguiente:

|(w)| < O, para todo |w| < r(1—9). (4.29)
2

17’ (w)] < C para todo |w| < r(1 — 50). (4.30)

16”+2’

Ahora retomamos el proceso iterativo sugerido en el capitulo introductorio y definimos
inductivamente

pu(2) = Az + @u(2)

Para ¢y = ¢, 9 = ¢ y construimos ¢, para @, como fue construido ¢ para ¢ despues
definimos:

Oyl = gb;l o0, 0¢,, donde ¢,(w)=w+ 1Y, (w)

Asi ¢,41 es obtenido por ¢, como § fue obtenido de ¢ y observando que en el proceso
reemplazamos ¢,, ¥, ,+1 POr @, ¢, g y teniendo en cuenta que las cantidades r,,0,,d, que
apareceran en lugar de r, 0,9 dependeran ahora de v (v = 0,1,2,...) y seran escogidas de
modo que:

1
O<9y<g, Cod, < 0" 0<6,<0,

|¢) (w)] < 6,, paratodo |w|<r,.
Con estas condiciones el proceso iterativo podra continuar.

La eleccién de los parametros es como sigue 7, = (1 +27"), en cuanto a 6, es definido
por la relacién ™+ = 1 — 50, el cual es sugerida por la necesidad de sustituir |z| < r por

|lw| < (1 —50) de donde resulta
1

,=—
102" + 1)

y el parametro d,,.1 = 0195%, el cual esta sugerida por la necesidad de pasar de la estimativa
de @' a la estimativa de §’. Asi hemos escogido las constantes r,,0,,d,.

Para poder seguir el proceso iterativo mostraremos que los ntimeros 7, 0,,, 6, satisfacen la
relacion 1
0<6,< = Cod, < 0" 0< 4, <0,

Para lo cual haremos uso del Lema 4.5. Primeramente observamos que 3 > 2" 4 1 para todo
v > 1, entonces por un calculo directo y eleccion de 6, tenemos que 106, > 377, de donde
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obtenemos que
1

2
oLt

< 10M+2(3u+2)u'
De la desigualdad anterior y la eleccion del parametro d,, obtenemos la siguiente desigualdad:

52
Opt1 = OleT:z < CL10MF2(30F2)7 67

Luego haciendo A = C110#*2 > 1y B = 3#*2 > 1, tenemos que
5y41 < ABYG.

Escogiendo § = dg > 0 suficientemente pequeno tal que ABdy < 1, tenemos por Lema 4.5 y
su observacion que:

6, < (ABdy)” = (C130"726)”, para todo v > 1.

Ahora sea &y < C5 2, donde Cy = C130"*2. Entonces para esté eleccién de dy, probaremos
que:
crs, < 042,

En efecto, por eleccién de dy y como la desigualdad 30¥ > 10(1 + 2¥) es satisfecha para todo
v > 1, tenemos que

1 1

5, < (C10p30M T2 < =
( 100 ) (0130;”-2)1/ C’i/(30u+2)1/

m2 1 e
<— |l— | .
cy [10(1 4 2v)

1[1
<77
cr 1307

Por esta ultima desigualdad y la eleccién de los parametros 6, obtenemos que 6, < %95*2.
1

Tenemos también que C; > Cy > 1, entonces C7 > C}, de donde por un calculo directo
obtenemos que Cyd, < C14, < 6#F2. Por tanto,

2
Cod, < 04+
Asi los nameros 6,1, 6, satisfacen las siguientes condiciones:
1 +2
O<0y<g, Cob, <087 0< 6, <6,.

Observamos que 6, — 0 cuando v — oo ya que 6, — 0 cuando v — oo. Una vez escogido
r,,0,,0, vamos a proseguir nuestro proceso de iteraccion.
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Supongamos que ¢, es representado por
0, (2) = Az +¢,(2), con ¥ (2)] <4, para todo |z| <r,.

Las consideraciones hechas anteriormente conducen a una sustitucion z = ¢, (w) = w+1,(w)
que transforma ¢, en p, 11 = ¢, 0, 0 ¢,, la cual la escribimos de la forma:

QOV—H(Z) = ¢;1 O @y O (bu(z) = Az + @V—‘rl(z)’

para todo |z| < r,;1. Como hemos probado para § en nuestro primer paso iterativo, ahora
obtenemos para ¢, 1 que

52
@;H(z)‘ < CIHT:‘Q = 0y4+1, para todo |z| <7, (1 —=560,)="r,11. (4.31)

esta ultima desigualdad nos permite seguir nuestro proceso inductivo.

Finalmente probaremos que F,(z) = ¢g 0 ¢1 © ¢ 0 ... 0 ¢,(z) converge a la sustitucion
requerida, para todo |z| < 5.

Recordemos que ¢ transforma el circulo de radio r(1 — 46) en otro de radio (1 — 36) y
por lo tanto en nuestro proceso iterativo ¢, transforma el circulo de radio r,1(1 — 46,.1)
en otro de radio r,,1(1 — 36,,1), mas atin

ryp1(1—30,41) <71y =71,(1 =50,) <r,(1—40,).
Escribiendo
Dym={2€C:|z|<r,(1-mb,)}, v=0,1,2,... m=0,1,2,4,5.
Luego con esta notacion tenemos que

Gv+1(Dys14) €D,y

dv bv
Dyy1a =3 Dyi13C Dyy ~5 Dy3C Dy vyg...
para todo v =0,1,2,.... De donde se concluye que ¢, o ¢, 11 estd bien definida en D, 1 4

Lema 4.12. F), estd definida en D, 4 para todo v =0,1,2,...

Demostracion. En efecto, si v = 0 entonces tenemos que Fy = g, el cual estd definida en
Doy={z€C:|z| <r(1—=mb)} donde ro = ry 6y = 0. Supongamos que F, esta definida en
D, , (Hipotesios inductiva ). Entonces tenemos que

Fl/-‘rl:¢OO¢1O¢2O"'O¢VO¢V+1:FVO¢V+1:FVO¢V+1'
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Como ¢, 41(Dy+14) C D, 4y F, por hipotesis inductiva esta definida en D, 4, entonces tenemos
que F, 41 estd definida en D, 14 4. O

Sea V' subconjunto abierto de C, definido por
V:{ZGCZ|Z|<I}.
2

Como

Asi

5 < 5(1+27") =r,, entonces § < r,(1 —50,) =r,41, paratodo v=0,1,2,3....

V C DI/,5 C DI/,4 C DV,S C Dl/,2 C Dl/,l C DI/,O = DV71,5-
Luego cada F), tiene a V' contenido en su dominio D, 4 mas atn F, es analitica debido a que

es composicién de funciones analiticas y por lo tanto F), es analitica en V.

Proposicién 4.13. La sucesion de funciones analiticas {F,}, es uniformemente convergente
a una funcion analitica F en'V y F(Az) = ¢(F(2)), para todo z € V.

Demostracion. Primeramente escribamos F,, como F, = F,_; o ¢, para todo v > 0. Donde
¢y : D,y CC— D,3C D,_y4,es la funcion analitica definida por ¢, (2) = z+1,(2), con 9,
satisfaciendo |¢,(2)| < 1,6, para todo z € D, 4.

Consideremos || F)|| = max{|F/(z)| : z € D,1}, el cual existe desde que ¢, es analitica en
Ey,l C D,y ¢, transforma este circulo en D,_; 5, el cual estd contenido en D,_; 4 dominio
de F,_, y de donde se concluye que E,,,l estd contenido en el dominio de F)..

Por regla de cadena tenemos

[F(2)| =

M CEAAI)

y desde que |[¢)(2)| < 6, para todo |z| < r,(1 — 56,), obtenemos

Frﬁlgbu ‘|1+¢ ‘ ’

[ (2)| < |

Flﬁle (146,), para todo |z| < r,(1—156,).

Por lo tanto:
17l < |

FILIH (146,), paratodo v=0,1,...
Por un céculo directo concluimos que [|F)|| < [Ti_o(1 + 0%), para todo v =0,1,....

Desde que 6 = 1/10(1+2%) < 1/2*, por el criterio de comparacién obtenemos que 352, 0k
es convergente, entonces por Lema 1.27 la sucesién de productos parciales [T;_,(1 + 6x) es
convergente. Por lo tanto

v

1) < JT(1+6k) <exp(d6,) < C5 < . (4.32)
k=0

k=0
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De otro lado tenemos |¢),41(2)| < 0,417,471 para todo |z| < r,4.1(1 — 6,41), entonces para
todo z € V', obtenemos que

| Fyi1(2) = Fu(2)] = [Fu(d11(2) = Fu(2)| < [ FIvs1(2) — 2] < Carigabisa,
para todo z € V' y desde que 7,1 < r, concluimos que
|F11(2) — F,(2)] < C30,417 para todo z € V.

Teniendo en cuenta que 6, = 1/10(1 + 2v**) < 1/2** obtenemos para cualquier p > 0
arbitrario que

p p
|Fv+p(z) - Fv(2)| = ZFquk(Z) - u+k 1 Z 1/+k - z/+k 1( )\
k=1 k=1
p
< Z C1391/+kr - CST Z 91/+k
k=1 k=1
LA | 1 1\* 1 1
<C — Cyr— <> <C 1,
STI; vtk 3T v kgl 2 3T2V ll % ]

para todo z € V. De donde concluimos que
1
|Foip(2) — Fu(2)] < C37"2—V para todo z € V.

Asi la sucesién de funciones analiticas {F), }, es de Cauchy en V', por tanto {F,}, converge
uniformenete a una funciéon F' en V. Desde que F, — F converge uniformemente en V/,
entonces F' converge uniformente en los subconjuntos compactos K C V' y por Teorema 1.21,
se tiene que F es también una funcién analitica.

Ahora probaremos que F(Az) = ¢(F(z)) para todo z € V. De nuestro proceso iterativo
tenemos que |p,41(2) — Az| = |@u1(2)] ¥y ’gﬁﬁ,ﬂ(z)‘ < 0,41, para todo |z| < r, entonces
obtenemos que:

[pu+1(2) = Az = [@u41(2)] < dyqu7, para todo z € V.

Desde que d,.1 — 0 cuando v — oo, concluimos que ¢, — Az uniformenete en V.

De la igualdad F,(¢,+1) = ¢(F,) vy por la desigualdad dada en (4.32) obtenemos

Fy(0un1(2)) = FOR)| < [E(1(2) = BO2)| + () — F(A)| (4.33)
SNE puna(2) = Azl + |F(A2) — F(A2)] (4.34)
< Cylpuin(2) = Azl + [F(hz) — F(A2)| (4.35)

para todo z € V. Desde que ¢, — Az y F,, — F convergen uniformemente en V', tenemos
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que para € > 0 existe vy € N tal que si v > 1y, entonces

lovt1(2) — Az| < % y |F,(Az) — F(\z2)| < %, para todo z € V.
3

Entonces por la desigualdad dada en (4.35), obtenemos

|FL(pui1(2)) — F(A2)] < C'gi v e, paratodo z € V.
2C53 2

Por lo tanto
Jim F,(¢v+1(2)) = F(Az) uniformemente en V.

Por lo descrito anteriormente obtenemos que

F(\z) = lim F (pu+1(2)) = lim o(F,(2)) = o(lim F,(2)) = ¢(F(z)), para todo z € V.

V—00 V—r00

]

Finalmente la convergencia uniforme de las funciones analiticas F), y la convergencia de
las derivadas en su interior garantizadas por Teorema 1.21 nos garantiza que F(0) = 0 y

F'(0) = 1.

Por lo tanto, si ¢(z) = A\z+a22?+a32®+. .. es un difeomorfismo analitico en una vecindad
del origen, con |A\| = 1 y A no raiz de la unidad donde A = exp(27ia) con a € T', entonces por
Teorema tenemo que ¢ es analiticamente equivalente a su parte lineal Az y por la observaciéon
hecha en el capitulo II tenemos que para estudiar el comportamiento dinamico de las obbitas
de ¢ es suficiente estudiar el comportamiento dindmico de las orbitas de Az.

4.2.1 Dindmica de T(z) = Az, donde \ = exp(27ia) y a € I'.

Finalmente estudiaremos el comportamiento dindmico de las orbitas de T'(z) = Az.

Observamos primeramente que la inversa de 7" estd dado por T7!(z) = A~z y por célculo
directo se tiene que T"(z) = A"z, para todo n € Z. Luego como |A| = 1, tenemos que

T (2)] = [A"2] = [A]" [2] = |z] .

De donde se concluye que la orbita {T"(z) = A"z : n € Z} esta contenida en la circunferencia
de radio |z|.

Teorema 4.14. La orbita de T(z) es densa en el circunferencia de radio |z|.
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Demostracion. Sea z € S);) = {w € C : |w| = |z|} para z fijo, entonces por definicién
2 = |z|exp(2mif), con B € [0, 1]. Luego obtenemos que

|21 — T™(2)| = |2| lexp(2mif) — exp(2mina)| = |z| |exp(2mi(na — 8)) — 1|
= |2 [exp(mi(na — B)) — exp(=mi(na — 3))]
= |z] |2sin(n(na — B))| = 2|z |sin(w(na — m —  +m))|
= 2|z||sin(7

(
(na —m — f3)) cos(mm)
(

=2 |z||sin(7(na — m — )]

Por lo tanto
|21 = T"(2)| = 22| [sin(7(na —m — B3))]

Por otro lado, por la continuidad de la funcién f(z) = sin(x) tenemos que para & > 0, existe
d > 0, tal que si |z| < J entonces [sin(x)| < €. Desde que G = {na —m :n,m € Zy a € I}
es denso en R, tenemos que existen n,m € Z tal que |na —m — 3| < §, de esto y la tltima
igualdad concluimos que |z; — T™(2)| < 2|z|e para algin n € Z. Asi queda demostrado lo
establecido. O]

4.3 Ecuaciones en diferencias

En esta seccion veremos algunas de las aplicaciones de lo estudiado anteriormente. Mas
detalles de esta seccién, pueden ser encontradas en [10]

4.3.1 Ecuaciones en diferencias lineales de primer orden

Ecuaciones en diferencias usualmente describen la evolucién de ciertos fenémenos sobre
el transcurso del tiempo. Por ejemplo, si una cierta poblacién tiene generaciones discretas, el
tamano de la (n+1)—énesima generacién z(n+1) es una funcién de la n—énesima generacién
x(n). Esta relacion se expresa en una ecuacion de diferencias.

z(n+1) = f(z(n)) (4.36)

Podemos observar este problema desde otro punto de vista. Comenzando desde un punto x,
podemos generar la secuencia

IL’(),f((L‘()), f(f(x()))v f(f(f(xO)))v s

Por conveniencia adoptamas la siguiente notacion

f2(x0) = f(f(x0)), fP(x0) = F(f(f(20)))s -
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f(xq) es llamado la primera iteracién de f en zg; f?(x¢) es llamado la segunda iteracién de f
en zo; mas generalmente, f™(zg) es la n-énesima iteracion de f en xy. El conjuntos de todas
las iteraciones positivas { f"(zo) : n > 0} donde f°(zy) = z¢ por definicién, es llamado 6rbita
positiva de zg y serd denotado por O, (xg). Andlogamente se define la 6rbita negativa. Este
procedimiento iterativo es un ejemplo de un sitema dinamico discreto.

Si la funcién en f en (4.36) es reemplazado por una funcién g en dos variables, esto es,
g :Z, xR — R, donde Z, es el conjunto de los nimero enteros no negativos y R es el
conjunto de los ntimeros reales, entonces tenemos

z(n+1) =g(n,xz(n)) (4.37)

La ecuacién (4.37) es llamado no autonomo o variante de tiempo, mientras que la ecuacién
(4.36) es llamado autonomo o invariante de tiempo.

A continuacién estudiaremos ecuaciones en diferencias lineales de primero orden y algunas
aplicaciones. Un estudio mas detallado de ecuaciones en diferencias referenciamos a Saber
Elaydi [10].

Una tipica ecuacién en diferencias de primer orden homogenea es de la siguiente forma:
z(n+1)=a(n)z(n), x(ng)=x9, n=ng=0 (4.38)
y la asociada ecuacion no homogenea es dado por

y(n+1)=a(n)y(n) +g(n), ylno) =y, n=ng=0 (4.39)

Donde en ambas ecuaciones son asumidas que a(n) # 0 y a y ¢ son funciones reales definidas
para todo n > ng. Podemos obtener la solucion de (4.38), por simple iteracién

x(ng + 1) = a(ng)x(ng) = a(ng)zo
x(no+2) =a(ng + )x(ng + 1) = a(ng + 1)a(ng)xo
Inductivamente es facil de ver que
(n +1) = 2(ng +n — no) = a(n — a(n — 2) -+~ a(no)x(0) = | nﬁ a(i) o (4.40)

1=ng

La tinica solucién de la ecuacién no homogenea (4.39) puede ser encontrado como sigue:

y(no + 1) = a(no)y(no) + g(no) = a(no)yo + g(no)
z(no +2) = a(no + 1)y(no + 1) + g(no + 1)
= a(no + 1)a(no)yo + a(no + 1)g(no) + g(no + 1).
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Nuevamente usando induccién matemaética, se muestra para todo n € Z, que

o) = [ TL s+ 3= [ T a]atr) (4.41)

Ejemplo 4.15: Encontrar la soluciéon de la ecuacion
z(n+1)=3z(n)+2"  z(1)=0,5 (4.42)

Solucién: De (4.41), tenemos
1 n—1
y(n) _ () n—1 + Z 3n—k+12k:
2 k=1
3n—1 n—1 2) k
— 3n—l =
> 2 0)

3n—1

4 2737171 . 2n — (2) 3n71 o 2n

4.3.2 Puntos de equilibrio y estabilidad asintética

Definicién 4.16: Decimos que x es un punto de equilibrio de la ecuaciéon en diferencias
(4.36) si f(x) = z. Es evidente que z es punto de equilibrio de f, si y s6lo si, la diagonal
corta a la grafica de f en el punto .

Se deduce que la ecuacién z(n + 1) = f(x(n)) con condicién inicial xy = z tiene una
solucion estacionaria, es decir, x(n) = z, para todon =0,1,2,....

Uno de los principales objetivos en el estudio de un sistema dindmico discreto es analizar
el comportamiento de sus soluciones, cerca de un punto de equilibrio. Este estudio constituye
la teoria de la estabilidad. A continuacién presentamos las definiciones basicas de estabilidad.

Definicién 4.17: (i) Un punto de equilibrio = de f es estable, si dado € > 0 existe § > 0
tal que si |zg — x| < 0 implica que |f™(zg) — f(x)| < €, para todo n > 0. Si x no es
estable entonces x es llamado inestable.

(ii) Un punto x es llamado atractor si existe n > 0 tal que si
[2(0) — | <n, implica que lim z(n) == (4.43)

Sin = oo, z es llamado atractor global o globalmente atractor.

(iii) El punto x es un punto de equilibrio asintéticamente estable si este es estable y atractor.
Sin = oo, z es llamado globalmente asintoticamente estable.
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En esta secciéon damos un criterio simple pero de gran alcance para la estabilidad asintética
de puntos de equilibrio como se muestra en el siguiente teorema.

Teorema 4.18. Sea = un punto de equilibrio de la ecuacion de diferencias
z(n+1) = f(z(n)) (4.44)

Donde f es continuamente diferenciable en x. Entonces las siguientes afirmaciones son sa-
tisfechas

(i) Si|f'(z)| <1, entonces x es asintdticamente estable.

(i) Si|f'(z)| > 1, entonces x es inestable.

Demostracion. Haciendo los cambios respectivos, la prueba de este resultado es analogo al
Lema 2.5. También puede ser encontrada en [10, Theorem 1.13, pg. 27]. [

Ejemplo 4.19: La Ecuaciéon Logistica

Si y(n) es el tamano de una poblacién en el tiempo n. Si p es la tasa de crecimiento de la
poblacion de una generacion a otra, entonces consideremos el modelo matematico de la forma

yn+1) = py(n), u>0. (4.45)

Si el punto inicial de la poblacién es y(0) = yo, entonces por una simple iteracion podemos
encontrar que

y(n) = 1"yo (4.46)

es solucién de (4.45). Si u > 1, entonces y(n) crece indefinidamente, y lim,, ., y(n) = co.
Si u =1, entonces y(n) = yo para todo n > 0, el cual significa que el tamano de la poblacién
es constante para el futuro indefinido. Sin embargo si u < 1, entonces y(n), tenemos que
lim,, o y(n) = 0, y eventualmente la poblacién queda extinta.

Para la mayoria de las especies bioldgicas ninguno de los casos anteriores es valida ya
que la poblacién aumenta hasta que se alcanza un cierto limite superior. Entonces, debido
a las limitaciones de los recursos disponibles, las criaturas seran susceptible y participaran
en la competencia por los recursos limitados. Esta competicién es proporcional al niimero de
peleas entre ellos, dada por y*(n). Un modelo méds razonable serfa permitir una constante de
proporcionalidad b, que sera mayor que 0,

y(n+1) = py(n) — by*(n). (4.47)
Sien (4.47), hacemos x(n) = %y(n) obtenemos que
z(n+1) = px(n)(l —x(n)). (4.48)

78



Esta ecuacion es la ecuacion de diferencia mas simple no lineal de primer orden, cominmen-
te referido como la (discreto) ecuacion logistica. Sin embargo, no hay una solucin explicita
de (4.48) valida (excepto para ciertos valores de u). Para encontrar los puntos fijos de (4.48)

hacemos f(x) = px(1 — x) = . Por lo tanto, los puntos fijos de f son: x =0y xx = “T_l

Un célculo directo muestra que f'(x) = p(1 — 2x). Tendremos los siguientes casos:

(a) Si consideramos el punto fijo 0 y 0 < |u| < 1, tendremos por teorema anterior que 0 es
un punto asintéticamente estable.

(b) Para 3 > u > 1y el punto fijo z*x = “7_1, se tiene que f'(xx) =2 — p y por un calculo
directo muestra que |f'(zx)| < 1, luego tenemos que x* es un punto asintéticamente

estable.

La gréfica siguiente muestra la dindmica de la ecuacion en diferencias dada por (4.48),
para para 1 < p < 3.

X(n+1)

x* .........................
'

X(n)

Xo x*

Ejemplo 4.20: Aplicaciéon a la economia

En este ejemplo se estudia el precio de un determinado producto. Sea S(n) el nimero
de unidades suministradas en el periodo n, D(n) el nimero de unidades demandada en el
periodo n, y p(n) el precio por unidad en el periodo n.

Por simplicidad, se supone que D(n) sélo depende linealmente de p(n) y es denotado por
D(n) = —mgp(n) + bg, ma >0, by > 0. (4.49)

Esta ecuacion es denominada como la curva del precio y la demanda. La constante mg repre-
senta la sensibilidad del consumidor al precio. También suponemos que la curva del precio y
la oferta relaciona la oferta de cualquier periodo, al precio de un periodo anterior, es decir,

S(n+1) =myp(n) +b,, m,>0, b,>0. (4.50)
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La constante m, es la sensibilidad de los ofertantes al precio. La pendiente de la curva de
demanda es negativa debido a que un incremento de una unidad en el precio produce una
disminucién de unidades my de la demanda. En consecuencia, un incremento de una unidad
en el precio provoca un aumento de m, unidades en la oferta, creando una pendiente positiva
para la curva de la oferta.

La tercera suposiciéon que hacemos aqui es que el precio del mercado es el precio en el que
la cantidad demandada y la cantidad ofrecida son iguales, esto es, D(n+ 1) = S(n+ 1), Asi

—mgp(n + 1) + bg = myp(n) + b, (4.51)
o
p(n+1) = Ap(n) + B = f(p(n)) (4.52)
Donde
Ao p_bizh (4.53)
md md

El precio de equilibrio px es definido en economia como el precio que resulta de la intersec-
cién de las curvas de la oferta S(n+ 1) y la demanda D(n). También desde que px* es el tnico
punto fijo de la ecuacion (4.51), tendriamos que p*x = %. Tenemos tres casos a considerar:

(a) Si—1 < A < 0, por teorema anterior tenemos px es asintéticamente estable. En este caso
los precios se alternan por encima y por debajo, pero convergen al precio del equilibrio
p*x. En economia, el precio px se considera .*table”; en matematicas, nos referimos a
ella como .2sintéticamente estable”.

p(l’l+1)
\ =
y\f(x) y=x
) R 3 >.<<
// : \\
- I pn)
0 p*

Figura 4.1: Precio asintoticamente estable

(b) En el caso que A = —1, los precios oscilan entre s6lo dos valores. Si p(0) = pg, luego
p(1) = —po + B y p2) = po. De ahi que el punto de equilibrio px es estable.
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pn+1)

=f(x) y=x

p(n)

5 r*

Figura 4.2: Precio de equilibrio estable

(c) En el caso que A < —1, los precios oscilan infinitamente alrededor del punto de equilibrio
px, pero progresivamente se aleja mas de ella. Por lo tanto, el punto de equilibrio se
considera inestable.

pn+1)
y=fx) y=x

S
iS!
*

Figura 4.3: Precio de equilibrio inestable
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