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RESUMEN

COHOMOLOGIA DEL ESPACIO PROYECTIVO

GABRIEL ARMANDO MUNOZ MARQUEZ

AGOSTO-2014

Orientador  : Mg. Mario Santiago Saldana

Titulo obtenido : Licenciado en Matematica

En este trabajo estudiamos la teoria de esquemas y cohomologia para calcular grupos
de cohomologia de haces torcidos en el espacio proyectivo sobre un anillo noetheriano.
Para hacer los calculos de grupos de cohomologia, usamos cohomologia de Cech asi como
también estudiamos la cohomologia de haces casi coherentes en esquemas afines noethe-
rianos y la conmutatividad de la cohomologia con limites directos en espacios topologicos
noetherianos.

Finalmente realizamos una aplicacién de los calculos hechos, calculando el género de
una curva lisa e irreducible en el plano proyectivo sobre C.
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ABSTRACT

THE COHOMOLOGY OF PROJECTIVE SPACE

GABRIEL ARMANDO MUNOZ MARQUEZ

AUGUST-2014

Adviser  : Mg. Mario Santiago Saldana

Obtained Title : Licenciado en Matemadtica

In this work we study schemes and cohomology theory to calculate cohomology groups
of twisted sheaves on the projective space over a noetherian ring. To make calculations of
cohomology groups, we use Cech cohomology and also study cohomology of quasi-coherent
sheaves on noetherian affine schemes and commutativity of cohomology with direct limits
on noetherian topological spaces.

Finally we make an application of the calculations we have done, by calculating the
genus of a smooth and irreducible curve in the projective plane over C.
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Introduccion

La geometria algebraica es una area de las matematicas que estudia las
soluciones de sistemas de ecuaciones polinomiales; es decir, en el lenguaje
de la geometria algebraica es el estudio de las variedades algebraicas. Los
problemas que se buscan resolver pueden estar relacionados con la clasi-
ficacion de las variedades algebraicas, invariantes numéricos, espacios de
parametros, etc. También, existen conceptos presentes en otras areas como
son el género, la caracteristica de Euler, etc. Cabe mencionar también, que
existen resultados andlogos en otras areas, entre ellas el analisis complejo
en varias variables.

La teoria de esquemas y cohomologia ha resultado muy 1util en la de-
mostracion de resultados importantes, asi como también en el entendimiento
y generalizacién de resultados clasicos como por ejemplo el teorema de
Riemann-Roch. En esta tesis, estudiaremos la teoria de esquemas y co-
homologia (capitulos 2 y 3). En el capitulo 1 vamos a ver preliminares
topolégicos y algebraicos, asi como también la teoria clasica de variedades
algebraicas. Destacamos que los resultados de los capitulos 2 y 3 son
independientes de la teoria presente en el capitulo 1, asi que en una lec-
tura rapida podriamos dirigirnos directamente a los capitulos 2 y 3, re-
mitiéndonos al capitulo 1 sélo para esclarecer algunos conceptos. El resul-
tado principal es el teorema 3.5.1, el cual es el primer calculo explicito de
cohomologias que es de gran importancia para la demostracion de resulta-
dos més avanzados. Toda la tesis esta basada en el clasico libro Algebraic
Geometry de Robin Hartshorne. Cabe mencionar que la teoria sobre ge-
ometria algebraica es extensa; podemos mencionar que la teoria clasica de
variedades algebraicas (capitulo 1 de la tesis) es hecha en un primer curso
de geometria algebraica, y la teoria de esquemas y cohomologia (capitulos
2 y 3 de la tesis) es hecha en un segundo curso de geometria algebraica
(incluso a veces la teorfa de cohomologia es hecha aparte en un tercer curso
de geometria algebraica). A lo largo de la tesis, las demostraciones serén

X



X INTRODUCCION

hechas con detalle, y para no extenderse demasiado, algunos resultados
seran solo enunciados sin prueba. Para la comprension del enunciado del
teorema 3.5.1 de la tesis, los conceptos clave necesarios son los siguientes:

(1) haz (definiciones 2.1.1 y 2.1.2)

(2) espacios anillados y localmente anillados (definicién 2.4.1)

(3) espectro de un anillo (definiciones 1.2.1, 1.2.2 y 2.4.2)

(4) esquemas afines y esquemas (definicion 2.4.3)

(5) la construccién del Proj y el espacio proyectivo sobre un anillo
(definiciones 2.5.1, 2.5.2 y 2.5.3)

(6) haz asociado a un médulo graduado y haz torcido (definiciones 2.7.5
y 2.7.6)

(7) funtores derivados y cohomologia de haces (seccién 3.1 y definicion
3.2.1)

Con respecto a los resultados mas importantes en la demostracién del
teorema 3.5.1, podemos destacar los siguientes:

(1)célculo de cohomologfas via cohomologia de Cech (proposicién 3.4.5)

(2)cohomologia conmuta con limites directos en un espacio topolégico
noetheriano (proposicién 3.2.7)

(3)cohomologia de haces casi coherentes en esquemas afines noetherianos
(teorema 3.3.6)

Para definiciones, notaciones y resultados de algebra conmutativa, la
bibliografia que serda usada es Introduction to Commutative Algebra de
Atiyah-Macdonald y Commutative Algebra, with a View Toward Algebraic
Geometry de David Eisenbud. Los conceptos basicos de algebra conmu-
tativa usados en esta tesis son: anillos, ideales, modulos, localizaciones y
anillos noetherianos.

Notaciones

Si A es un anillo y a C A es un ideal, entonces /a es el ideal radical de a.

Si ¢ : A — B es un homomorfismo de anillos y a € A es un ideal, en-
tonces a® C B es la extension de a en B, es decir a® es el ideal generado
por ¢(a) en B. Si b C B es un ideal, entonces b® C A es la contraccién de

b en A, es decir b¢ = ¢~ 1(a).
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Si A es un anillo, denotamos por Spec A al conjunto de ideales primos de A.

Si A es un anillo, denotamos por U(A) o A* al conjunto de las unidades de

A.

Si A es un anillo y a € A, denotamos por (a) o (a) al ideal generado
por a.

Si A es un anillo, M es un A-médulo y m € M, entonces Ann(m) C A
es el ideal anulador de m, es decir Ann(m) = {a € A;am = 0}. También
Sop(M) C Spec A es el conjunto de ideales primos p tal que la localizacién
M, # 0.

Las categorias de anillos y de esquemas son denotadas respectivamente
por Ring y Sch.



Capitulo 1

Preliminares

En todo el trabajo suponemos que el lector esta familiarizado con
cursos basicos de algebra y topologia; sin embargo destacaremos algunos
resultados que seran mencionados o utilizados continuamente.

1.1 Aspectos Topoldgicos

Definicién 1.1.1. Un subconjunto no vacio Y de un espacio topologico
X es llamado trreducible si no puede ser expresado como la union Y =
Y1 U Y, de dos subconjuntos propios cada uno de los cuales es cerrado en
Y. El conjunto vacio no es considerado irreducible. Un subconjunto que
no es irreducible es llamado reducible.

Observacion 1.1.1. Cualquier subconjunto abierto no vacio de un espacio
irreducible es irreducible y denso. Mas atn, un subconjunto no vacio Y de
un espacio topologico X es irreducible si todo par de abiertos no vacios de
Y se intersectan.

Observacion 1.1.2. Sea Y un subespacio de X. Si Z C Y es cerrado e
irreducible en Y, entonces su clausura Z de Z en X es también cerrado e
irreducible. En efecto, supongamos que Z = Z; U Z5 es la unién de dos
subconjuntos cerrados propios en Z. Entonces Z = ZNY = (Z;NY) U
(ZyNY); ademas para cada i tenemos Z; NY # Z, pues de lo contrario, si
Z;NY = Z para algun i, entonces Z C Z; C Z, lo cual es una contradiccion.
Esto prueba lo afirmado.

Definicion 1.1.2. Sea X un espacio topologico no vacio. Un subespacio
wrreducible maximal de X es llamado componente irreducible.

1



2 1. Preliminares

Teorema 1.1.1. Sea X un espacio topologico no vacio. Se cumplen las
siguientes afirmaciones:

(a) X posee subespacios irreducibles.

(b) X posee componentes irreducibles.

(c)
)

(d) X es la union de sus componentes irreducibles.

Las componentes irreducibles son subconjuntos cerrados.

Demostracion. (a). Desde que X # 0, sea x € X; luego {x} es un
subespacio irreducible de X.

(b). Veamos que cada x € X pertenece a un subespacio irreducible
maximal. Sea x € X y consideremos la familia R, constituido por todos los
subespacios irreducibles de X que contienen a x. R, # (), pues, {z} € R,.
Ordenamos a R, por la inclusién y consideremos una cadena {Y;} en R,.
Sea B = J,.;Y; y veamos que E es irreducible. Para esto tomamos dos
abiertos no vacios Uy y U; en E, luego U, = ENUj, con U, abierto en X
para cada k. Tenemos Uy = (|U,;Y:) N U}, = U,c;(Ys N U}L) para cada k.
Veamos que U; N Us; es no vacio. Existen indices i, tales que Y; N U] y
Y; NU; son no vacios. Sea Y; C Y; . Entonces Y; N U] y Y; N U; son no
vacios. Luego, como Y es irreducible, obtenemos que (Y; NU]) N (Y; NU3)
es no vacio. Asi U3 NUs es no vacio y por tanto E es irreducible. De aqui,
R, es inductivo, y por el lema de Zorn existe un elemento maximal en R,
el cual es una componente irreducible que contiene a x.

(¢). Sea Y C X una componente irreducible. Vamos a ver que Y es
cerrado. Tenemos que Y C Y, y de acuerdo a la observacién 1.1.2 tenemos
que Y es irreducible; por tanto, Y =Y, pues Y es maximal.

(d). Para cada z € X, sea Y, una componente irreducible de X conte-
niendo a x. Entonces X =,y Yz O

Observacion 1.1.3. Si f : X — Y es una aplicaciéon continua y Z es

subespacio irreducible de X, entonces f(Z) es irreducible en Y. En efecto,

sean U; y U, subconjuntos abiertos no vacios de f(Z), entonces U; =

f(Z) N U!, donde U/ es abierto en Y (i = 1,2). Es claro que f~1(U;) =
YA (2)ynU) D Zn f_l(U’) Desde que f(Z)NU! # ), entonces Z N
1(UZ) # (D ¥ por tanto ZN f~HU)NfHU}) # 0. Asi que f~H{UL1NT,) =
Y U) N f71(Uy) # 0, lo que implica Uy N Us # 0.
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Definiciéon 1.1.3. Un espacio topologico X es llamado noetheriano si
satisface la condicion de cadena descendente en subconjuntos cerra-
dos: para cualquier sucesion

Yi2Y,2...2V,2...
de subconjuntos cerrados, existe un entero r tal que Y, =Y, .1 = ...

Observacion 1.1.4. Cualquier subespacio de un espacio noetheriano es
noetheriano. En efecto, sea Y subconjunto del espacio noetheriano X y
consideremos una cadena Z; C Z, C ... C Z, C ... de subconjuntos
cerrados de Y. Entonces Z; C Zs C ... C Z, C ... es una cadena de
cerrados en X. Desde que X es noetheriano, existe i tal que Z; = Z;1 =
.... Por otra parte, Z; = Z; NY para todo i. De aqui, Z; = Zi\1 = .. ..

Proposicion 1.1.2. Sea X un espacio topologico noetheriano. Entonces
todo subconjunto cerrado Y de X puede ser expresado como union finita
Y = Y1 U...UY, de subconjuntos cerrados irreducibles de X. Ademds,
st Y; 2 Y; para todo i # j, entonces los'Y; son determinados de manera
unica. Ellos son las componentes irreducibles de Y .

Demostracion. Sea F la coleccién de subconjuntos cerrados de X que no
se pueden expresar como union finita de subconjuntos cerrados irreducibles
de X y supongamos que F # (). Entonces existe un elemento minimal
C € JF; como C no es irreducible, entonces existen subconjuntos cerrados
propios C1,Cy de X con C' = Cy U Cy. Pero C; ¢ F; asi que C; es union
finita de subconjuntos cerrados irreducibles de X. De aqui, C' también lo
es, lo cual es una contradiccion. Por lo tanto, todo conjunto cerrado Y
puede ser expresado como unién finita Y = Y; U ... U Y, de subconjuntos
cerrados irreducibles; ademds, podemos asumir que Y; 2 Y; para todo
i 7.

Supongamos que Y = Y/ U...UY] es otra tal representacion. Entonces
Y, = szl(Yj’ NY;). Pero Y; es irreducible, entonces Y; C Yj’(i) para algun
j(7). Similarmente, Yj’(i) C Y} para algin k. Entonces Y; C Y}, de donde

i=kyY,= Y;'/(i)‘ También cada Y] es igual a algtin Yj(;). O

1.2 Aspectos de Algebra Conmutativa

Definicién 1.2.1. Sea A un anillo y X = Spec(A) el conjunto de ideales
primos de A. Para cada subconjunto S de A, sea V(S)={pe X : S Cp}
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y sea C la coleccion de estos conjuntos. Si a = (S), se tiene claramente
que V(S) = V(a) = V(y/a); asi que C puede ser considerado como la
coleccion de conjuntos de la forma V(a), donde a es un ideal de A. Si
S =Aay,...,a,}, escribimos V(S) =V(ay,...,a,).

Proposicién 1.2.1. Sea A un anillo y X = Spec(A). Se cumplen las
siguientes afirmaciones:

(a) V(0)=X y V(1) = 0.
(b) Dados los ideales ay, ay de A, se tiene

V(ﬂlag) = V(a1 M CIQ) = V(C11> U V(ag).

(¢) Dada la familia {a;}ic; de ideales de A, se tiene
(Vi) =V a)=V(Jm).
iel iel iel

Demostracion. Las afirmaciones (a) y (¢) son consecuencias directas de
la definicién. Por otra parte, para verificar la afirmacién (b) es suficiente
notar que ajas C a; M as. d

Definicién 1.2.2. De acuerdo a la proposicion anterior, existe una unica
topologia sobre X tal que la familia de subconjuntos cerrados de X coincide

con C. La topologia obtenida es llamada topologia espectral o topologia
de Zariski de X.

Definicién 1.2.3. Sea X = Spec(A). Denotamos los elementos de X por
x. Six € X, es considerado como ideal primo, serd denotado por p..
Ast, para un subconjunto S de A, V(S) = {x € X : S C p,}. Para

un subconjunto Y de X se define I(Y) = (,cy Py, entonces [({x}) = ps.
I(Y) es llamado ideal de Y .

Teorema 1.2.2. Se cumplen las siguientes afirmaciones:

(a) Dados Sy C Sy subconjuntos de A, V(Sz) C V(S1).

(b) Para cualquier subconjunto Y de X, Y C V(I(Y)).

(¢) Para cualquier subconjunto Y de X, I(Y') es un ideal radical.
(d) SiYy CYs son subconjuntos de X, entonces I(Ys) C I(Y7).
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(e) Para cualquier subconjunto S de A, S C I(V(9)).

(f) Si{Yi}icr es una familia de subconjuntos de X, entonces I(|J,c;Y:) =
anI ](Y>

(g) Para cualquier subconjunto Y de X, V(I(Y)) =Y.

(h) Para cualquier ideal a de A, I(V(a)) = /(a).

(i) Sean Y1,Ys subconjuntos cerrados de X. Entonces Y1 C Y5 si y solo
st [(Ys) CI(Y1) y Y1 & Ys siysdlo si [(Ys) & I(Y7).

Demostracion. Las afirmaciones (a), (b), (d) y (e) son directas. Veamos
(¢). SiY =10, es evidente que I(0)) = A. Si Y # (), entonces

(Vpy =[Py =10)

yey yey

(f). Una inclusién es inmediata a partir de la afirmacién (d). Ahora
supongamos que = & I(|J;.;Y;), entonces existe un ideal primo p y un
indice i tal que p € Y; y = & p; de aqui, x € I(Y;), lo que prueba la otra
inclusion.

(g). Es claro que Y C V(I(Y)). Reciprocamente, sea C' un subconjunto
cerrado de X tal que Y C C, entonces C' = V(a) para algin ideal a de
A. Por la afirmacién (e), a C I(Y), y por la afirmacién (a) se sigue que
V(I(Y)) CV(a)=C.

(h). Sia= A, entonces I(V(a)) =I1(V(1)) = I(0) = A = y/a. Por otra
parte, si a # A, entonces [(V(a)) = mer(a) Py = ﬂagpw P = a.

(7). Es consecuencia de las afirmaciones (a), (d) y (g). O

Corolario 1.2.3. Sea X = Spec(A) y sean a, b ideales de A. Se cumplen
las siguientes afirmaciones:

(a) V(a) =0 siy sdlo si a= A.
(b) V(a) = X siy sdlo si a C 1/{0).
(¢) V(a) = V(b) siy sélo si /a=+/b.
Demostracion. Consecuencia directa del teorema anterior. O

Corolario 1.2.4. Sean z,y € X = Spec(A). Se cumplen las siguientes
afirmaciones:
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(b) {z} es cerrado si y sdlo si p, es mazimal.
(¢) y € {x} siy sdlosip, C .
Demostracion. (a). V(p,) = V(I(pe)) = {p.} = {z}.

(b). Supongamos que {z} es cerrado y sea a un ideal de A tal que
p, C a. Entonces V(a) C V(p,) = {z} = {z}. Si V(a) = {2}, entonces
I(V(a)) = I({ps}) = pa, por lo que a C p, y por tanto a = p,. Si
V(a) & {z}, entonces V(a) = 0, de donde, I(V(a)) = A; sin embargo,
I(V(a)) =+/a, o sea, a = A.

Reciprocamente, veamos que {x} = V(p,). Si p € V(p,), entonces
p. C p, por lo que, p, = p, pues, p, es maximal. Por lo tanto, {z} = V(p,).

(c). Sea y € {x}, segin la primera afirmacién tenemos que p, C p,.
Reciprocamente, si p, C p,, entonces y € V(p,) = {x}. O

Observacion 1.2.1. Sigue de la ultima proposicién que X es un espacio
To; mientras que, el conjunto de ideales maximales de A, denotado por
Specyr(A) es un espacio 7.

Definicion 1.2.4. Para cada elemento a € A, definimos el abierto bdsico
del espacio topoldgico X = Spec(A) como el conjunto D(a) = X \ V(a).

Proposicion 1.2.5. Se cumplen las siguientes afirmaciones:
) B=A{D(a) : a € A} es una base para la topologia espectral de X .

(a
(b

) D(a) =10 siy sdlo sia es nilpotente.
(c) D(a) N D(b) = D(ab).
(d) D(a) = X siy solo sia € U(A).
(e) D(a) es casi compacto para todo a € A.
(f) Un subconjunto abierto de X es casi compacto si y solo si es union

finita de elementos de B.

Demostracion. (a). Es claro que B estd formado por subconjuntos
abiertos de X. Sea ahora U un subconjunto abierto de X, luego X \ G =
V(a) para algin ideal a de A. Asi que V(a) = (),c, V(a). Por lo tanto,

U= Uuca( X\ V() = Useq D(@).
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La afirmaciones (b) y (d) son inmediatas a partir del corolario 1.1.3, y
la afirmacion (c) es directa.

(e). Para cada elemento a € A, serd suficiente mostrar que cualquier
cubrimiento de D(a) por conjuntos abiertos D(a;) tiene un subcubrimiento
finito. Supongamos que D(a) C |J,.; D(a;). Sea a el ideal de A generado
por los elementos a;. Entonces V(a) D (;; V(a;) = V(a); de aqui, a € /a,
es decir, a™ € a para algtn entero positivo n. Sea a” = Y_!_, a;a;. Se tiene
que a” € {ay,...,a,) = b; de donde,

Via) = V(") 2 V(6) = |V (a)

Tomando complemento, obtenemos D(a) C |Ji_, D(a;).

(f). Sea U un subconjunto abierto y casi compacto de X. Tenemos que
U = X\ V(a) para algin ideal a de A. Asi que, U = |J,,(X \ V(a)), ¥
como U es compacto, entonces

n

U X\ V(a)) = D(a).

1=1

Reciprocamente, sea U = |J_; D(a;). Desde que cada D(a;) es casi com-
pacto, entonces U es casi compacto, ya que es union finita de conjuntos
casi compactos. O

Sea ¢ : A — B un homomorfismo de anillos y sean X = Spec(A) e
Y = Spec(B). Si q € Y, entonces q° = ¢ (q) € X. Por lo que, ¢ induce
una aplicacion ¢* : Y — X definida por q — g°.

Proposicion 1.2.6. Se cumplen las siguientes afirmaciones:

(a) Si f € A, entonces (")~ (D(f)) = D(¢(/f))-

(b) Si a es ideal de A, entonces (¢*)"1(V(a)) = V(a®). De aqui, p* es
una aplicacion continua.

(c) Sib esideal de B, entonces ¢*(V (b)) = V(b°).

(d) Si ¢ es sobreyectiva, entonces ©* es un homeomorfismo de Y sobre el
subconjunto cerrado V(Nuc(p)) de X.

(e) ©*(Y) es denso en X si y solo si Nuc(y) C +/(0).
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(f) Si ¢y : A — B es otro homomorfismo de anillos, entonces se tiene
(Yop)' =g oy,

Demostracion. (a). Sea f un elemento de A. Entonces

pe (@) (D) epre(@)  (X\V())epeY\ () (V)
SpeY y o P EV(IHIepeY v pgV(f)
SpeY y féEpiepeY v of) €rp
epeY vy pgVielf) epeY \Vie(f))
& p e D(p(f))

(b). Sea a un ideal de A. Entonces

pe () (V(ia) & ¢'(p) € V(a) & p°eV(a)
SaCp’eopla)CpepeVipa))

& p e V((p(a) =V(a).

(¢). Bs claro que vb¢ = vb". Sea Z = V(b) y a = I(¢*(Z)); luego,
V(a) = ¢*(Z). Veamos que a = v/b " . Sea p € V(b), entonces p¢ € ¢*(Z).
Ahora bien, si a € a, entonces a € p°, lo que implica ¢(a) € p. Sigue que
o(a) € I(V(b)), y de esto tltimo, ¢(a) € vb. Por lo tanto,

aevo' (1.2.1)

Veamos la parte reciproca. Tenemos a = [(p*(Z)), tomemos un ele-
mento p € p*(Z) = ¢*(V (b)), entonces p = p§, donde p; es un ideal primo
de B con b C py; por otro lado, si b € Vb, entonces (b) € Vb = I(V(b)).
También, como p; € V(b), entonces ¢(b) € p1, lo que implica b € p. Por
lo tanto,

be () p=1(¢"(2) =a (1.2.2)

pep*(2)

Finalmente, de (1.2.1) y (1.2.2) obtenemos que a = Vb, v por tanto
conseguimos

P (V(0) = ¢*(2) = V(a) = V(¢ (Vb)) = V(Vb°) = V(0.

(d). La correspondencia Spec(B) — V(Nuc(y)) dada por q — ¢
estd bien definida ya que Nuc(p) C q° A continuacién definimos ¢ :
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V (Nuc(p)) — Spec(B) por p — ¢(p). Debido a la inclusién Nuc(p) C p,
entonces se tiene que

(@" o g)(p) = @"(¥(p)) = ¢ (0(p)) = @(p) = p

También, desde que ¢ es sobreyectiva, entonces

(Yo" )(a) =v(p"(q) = ¥(a) = ¢(q°) = q.

Ahora bien, siendo ¢* : Spec(B) — Spec(A) continua, entonces ¢* es
también continua sobre V(Nuc(p)). Resta mostrar que 1 es continua.
Para esto, consideremos un subconjunto cerrado C' de Spec(B) y escribimos
C' =V (b) para algin ideal b de B. No hay dificultad en verificar la igualdad
Y= V(b)) = V(b°).

(e). Por la afirmacion (¢) tenemos que ¢*(Y) = ¢*(V(0)) = V(Nuc(p)).
Si *(Y) = X, entonces V(Nuc(p)) = X = V(0); por lo que, \/Nuc ) =
\/@, de aqui, Nuc(p) C \/@ Reciprocamente, si Nuc(y) C \/7,
entonces X = Spec(A) = V(Nuc(p)), y por la afirmacion (c), se tiene
X = g (V(0)) = (V).

(f). La sucesién de homomorfismos de anillos A — B %5 C induce

la sucesion de aplicaciones continuas Spec(C) N Spec(B) N Spec(A).
Ahora bien, si p € Spec(C), entonces

(" 0™ )(p) = " (W*(p) = (W' (p) = (¥ (p))
= w ©) H(p) = :

Proposicion 1.2.7. Sea A un anillo, S un subconjunto multiplicativo de
Ayp:A— Ag el homomorfismo candnico. Entonces ¢* : Spec(Ag) —
Spec(A) es un homeomorfismo de Spec(Ag) sobre su imagen en X =
Spec(A). En particular, si f € A, la imagen de Spec(Ay) en X es D(f).

Demostracion. Veamos la igualdad
Im(y”") = {p € Spec(A)|pN S = 0}

Sea p € Im(p*), podemos escribir p = q°, donde q es ideal primo de
Ag; y entonces pN S = (). Reciprocamente, consideremos p € Spec(A) con
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pNS = (). Entonces p = p°°. Més atin tenemos p = ¢*(p°) y p¢ € Spec(Ag).
Las correspondencias

©* 1 Spec(Ag) — Im(p*) v Y Im(p*) — Spec(Ag) '
q =g p = pe

estan bien definidas; ademas

(P o)) = () =p“=p v (@Wop)(a)=9()=9"=q

Por tanto, ¢* es una biyeccién entre Spec(Ag) y Im(p*) cuya inversa es .

La continuidad de ¢* es consecuencia de la afirmacion (b) en la proposicién
1.2.1. Veamos a continuacion la continuidad de . Sea b ideal de Ag y
afirmamos que

Y V(b)) = V(6°) N Im(p”)

Sea pues p € ¥~V (b)), de donde p¢ € V(b), osea b C p® que implica
b C p® = p; y por tanto p € V(b%) N Im(p*). Para la otra inclusion,
damos p € V(b)) N Im(p*), es decir b C p y pN S = (. Entonces
b C p® =(p), es decir p € ¥ 1(V(b)). Finalmente, desde que

{p € Spec(A) [pNS =0} = {p € Spec(A) | f ¢ p} = D(f)

donde S = {1, f, f2,...}, entonces tenemos que Spec(Ag) es homeomorfo
a D(f). O

1.3 Variedades y Morfismos

Definicién 1.3.1. Sea K un cuerpo. Se define el n-espacio afin sobre
K, denotado por A% o simplemente por A", como el conjunto de n-uplas
de elementos de K. Un elemento p € A" es llamado punto, y si p =
(a1,...,a,) con a; € K, entonces los a; son llamados coordenadas de p.
El espacio A es llamado recta afin y A? se llama plano afin.

Sea P(A", K) el élgebra de funciones polinomiales de A"” en K y con-
sideremos el anillo de polinomios en n variables A, = K[x1,...,x,]; si K
es infinito se sabe que P(A", K) = K|xi,...,x,] como K-édlgebras. Por
tanto, cuando K es infinito, un polinomio en n variables serd visto como
una funcién f: A" — K; asi, de esta manera, f(p) = f(aq,...,a,), donde
feA,ype A’ Dado f € A, podemos considerar el conjunto de ceros
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de f, es decir Z(f) = {p € K"| f(p) = 0}. Mas generalmente, si 7" es un
subconjunto de A,,, definimos el conjunto de ceros de T' como sigue

Z(T)={pe K" | f(p) =0 para todo f € T}.

Si a es el ideal de A, generado por T, es claro que Z(a) = Z(T'); ademas
desde que A,, es un anillo noetheriano, el ideal a tiene un ntmero finito
de generadores fi,..., f.. Asi, Z(T) = Z({f1,..., fr}) o denotado simple-
mento como Z(T) = Z(f1,..., fr). Un subconjunto Y de A" es llamado
conjunto algebraico si existe un subconjunto 7" de A,, tal que Y = Z(T),
o equivalentemente un subconjunto Y de A" es un conjunto algebraico si
Y = Z(a) para algin ideal a de A,,. Cuando Y = Z(T') es un conjunto
algebraico diremos que Y esta definido por T o que T define a Y. Si
Y = Z(f), entonces Y es llamado hipersuperficie, una hipersuperficie
en A? es llamado curva afin plana; una hipersuperficie de grado 1 es
llamado hiperplano y un hiperplano en A? es llamado recta afin.

Proposicion 1.3.1. La union de dos conjuntos algebraicos es un conjunto
algebraico. La interseccion de cualquier familia de conjuntos algebraicos
es un conjunto algebraico. El conjunto vacio y todo el espacio afin son
conjuntos algebraicos.

Demostracion. SiYy = Z(ay) e Yo = Z(as), entonces Y, UYs = Z(aras).
También, si {Y; = Z(a;)}ies es una familia de conjuntos algebraicos, en-
tonces ();; Yi = Z(D_;c; ). Finalmente, Z(1) =0y Z(0) = A™ O

Definicién 1.3.2. Definimos la topologia de Zariski de A", tomando
los conjuntos abiertos como los complementos de conjuntos algebraicos.
Una variedad algebraica afin o simplemente variedad es un subcon-
gunto cerrado irreducible de A" (con la topologia inducida). Un subconjunto
abierto de una variedad afin es llamado variedad cast afin.

Definicién 1.3.3. Para cualquier subconjunto Y de A™, el conjunto
1,(Y) ={f € A,| f(p) = 0 para todop € Y}

es un ideal radical de A,, llamado tdeal afin de Y. En lo que sigue deno-
taremos a este ideal por I(Y') y utilizaremos la notacion 1,(Y) cuando sea
necesario.
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Observacién 1.3.1. A partir de la definicién es claro que I(0)) = Ay;
ademds sip = (aq,...,a,), se tiene laigualdad I(p) = (x1—ay, ..., x,—ay,).
Por otra parte, si K es infinito tenemos que I(A") = {0}.

Teorema 1.3.2. (Ceros de Hilbert). Si K es algebraicamente cerrado,
entonces para cualquier ideal a de A, se tiene

1(Z(w) = Va.
Demostracion. Ver [3]. O

Definicion 1.3.4. Sea Y C A" un conjunto algebraico afin. Definimos el
anillo coordenado o anillo de funciones A(Y) deY como A,/I(Y).

Asi tenemos P(Y, K) = A(Y). Por tanto un elemento f € A(Y') también
serd visto como una funcion polinomial f 1Y — K.

Proposicion 1.3.3. Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado. Una K-
algebra B es isomorfa al anillo coordenado de algun conjunto algebraico
en A" para algun n, si y solo si B es una K-dlgebra reducida finitamente
generada (una dlgebra B es reducida si no tiene elementos nilpotentes no
nulos).

Demostracion. Se sabe que un anillo A es reducido si y sélo si el
ideal {0} es un ideal radical. Ahora bien, si B = A(Y) para algin con-
junto algebraico Y C A" entonces B = K[xy,...,x,]/I(Y) es una K-
algebra reducida y finitamente generada, pues I(Y') es un ideal radical.
Reciprocamente, consideremos B una K-algebra reducida y finitamente
generada; podemos escribir B = K|[x1,...,x,]/a para algin ideal radical
a. Si Y = Z(a), por el teorema de los ceros de Hilbert obtenemos que
A(Y)=B.

U

Observacién 1.3.2. Si Y es una variedad afin entonces A(Y) es un do-
minio de integridad; ademas A(Y") es una K-algebra finitamente generada.
Reciprocamente, si K es algebraicamente cerrado, cualquier K-algebra B
finitamente generada que también es un dominio, es el anillo de funciones
de alguna variedad afin. Mds precisamente, si B = A,,/a con a ideal primo,
considerando Y = Z(a) se tiene que B = A(Y).
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Definicién 1.3.5. Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado. Definimos
el n-espacto proyectivo sobre K, denotado por P, o simplemente P",
como el conjunto de clases de equivalencia de (n+ 1)-uplas (ag, ..., a,) de
elementos de K, no todos nulos, bajo la relacion de equivalencia dada por
(ag,...,a,) ~ (Aag, ..., a,) para todo A € K, X # 0. Un elemento de
P™ es llamado un punto. Si p es un punto, entonces cualquier (n + 1)-
upla (ag,...,a,) en la clase de equivalencia p es llamada un conjunto de
coordenadas homogéneas para p.

Sea S el anillo de polinomios K|z, ...,xz,|. Consideraremos a S como
un anillo graduado. Para esto revisemos brevemente la nocién de anillo
graduado.

Definicion 1.3.6. Un anillo graduado es un anillo S junto con una
descomposicion S = @~y Sa de S como suma directa de grupos abelianos
Sy tal que para todo d, e > 0, SgS. € Syie. Un elemento de Sy es llamado
elemento homogéneo de grado d. Asi, cualquier elemento de S se
escribe de manera unica como suma de elementos homogéneos. Un ideal
a C S es un ideal homogéneo si a = P . ,(aNSy), esto equivale a decir
que a es generado por elementos homogéneos.

Proposicion 1.3.4. La suma, producto, interseccion y radical de ideales
homogéneos son homogéneos.

Demostracion. Sean a y b ideales homogéneos. Es facil ver que a4+ b y
ab son homogéneos. Que aNb es homogéneo sigue directo de la definicion.
Ahora consideremos el radical v/a de un ideal homogéneo a. Sea f € \/a

y sea f = fs+ fsi1 + ... la descomposicién de f es sus componentes
homogéneas, donde f,; es la componente inicial de f. Para demostrar que
Vva es un ideal homogéneo, basta demostrar que todas las componentes
homogéneas de f pertenecen a y/a. Razonando por induccién en el niimero
de componentes homogéneas, basta demostrar que f; € /a. Tenemos
fP = fP+ términos de grado > sp € a para algun entero p. Desde que a es
homogéneo, sigue que cada componente de f” pertenece a a; asi tenemos
que fP € a, y por tanto fs € v/a. Por lo tanto, v/a es un ideal homogéneo.
]

Observacion 1.3.3. Es facil ver que la suma arbitraria de ideales ho-
mogéneos es un ideal homogéneo.
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Observacién 1.3.4. Consideremos el anillo de polinomios S = K|z, ..., ;)
como un anillo graduado, tomando a S; como el conjunto de combinaciones
lineales de monomios de grado d en las variables xg,...,x,. Si f € S es

un polinomio, no podemos verlo como funciéon en P", debido a que las co-
ordenadas homogéneas no son unicas. Sin embargo, si f es un polinomio
homogéneo de grado d, entonces f(Aag, ..., Aa,) = X f(ag, ..., a,); asi que
la propiedad de f anularse o no, sélo depende de la clase de equivalencia
p=(ap:...:a,). Portanto, f da una funcién de P" a {0, 1} por f(p) =0
si f(ag,...,a,) =0y f(p) =15l f(ag,...,a,) #0.

Definicién 1.3.7. Consideremos los ceros de un polinomio homogéneo, es
decir, Z(f) ={p € P"| f(p) = 0}. Si T es cualquier conjunto de elementos
homogéneos de S, definimos el conjunto de ceros de T’ como

Z(f)=A{peP"| f(p) =0 para todo f € T}.

Si a es el ideal homogéneo de S generado por T, definimos Z(a) = Z(T).
Desde que S es noetheriano, Z(T) = Z(f1,..., fr) para un nimero finito
de elementos fi,...,f. €T.

Definicién 1.3.8. Un subconjunto Y de P" es un conjunto algebraico
si existe un conjunto T de elementos homogéneos de S tal que Y = Z(T),
es decir, Y = Z(a), donde a es ideal homogéneo de S.

Proposicion 1.3.5. La union de dos conjuntos algebraicos es un conjunto
algebraico. La interseccion de cualquier familia de conjuntos algebraicos es
un conjunto algebraico. El conjunto vacio y todo el espacio son conjuntos
algebraicos.

Demostracion. Desde que el producto de ideales homogéneos es ho-
mogéneos, sigue que la unién de conjuntos algebraicos es algebraico. Ademas,
por la observacion 1.3.3, la interseccion arbitraria de conjuntos algebraicos
es también algebraico. Finalmente, 0 y 1 son homogéneos; por tanto, el
conjunto vacio y todo el espacio son conjuntos algebraicos. O

Definicién 1.3.9. Definimos la topologia de Zariski en P", donde los
conjuntos abiertos son los complementos de los conjuntos algebraicos.

Definicién 1.3.10. Sea f € A, .1 homogéneo de grado positivo. Definimos
el abierto bdsico proyectivo como el conjunto Uy = {p € P"| f(p) # 0}.
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Definicién 1.3.11. Una variedad algebraica proyectiva (o simple-
mente variedad) es un conjunto algebraico irreducible en P, con la topologia
inducida. Un subconjunto abierto de una variedad proyectiva es llamado
variedad cast proyectiva. La dimension de una variedad proyectiva
0 casi proyectiva es su dimension como espacio topologico.

Definicion 1.3.12. 5@ Y es cualquier subconjunto de P", definimos el
tdeal homogéneo de Y en S, denotado por 1(Y'), como el ideal generado
por el siguiente conjunto {f € S| f es homogéneo y f(p) = 0 para todo p €
Y}. SiY es un conjunto algebraico, definimos el anillo coordenado
homogéneo de Y como S(Y) = S/I(Y).

Si f € S es un polinomio homogéneo lineal, entonces el conjunto de
ceros de f es llamado hiperplano. En particular, denotamos el conjunto
de ceros de x; por H; parai =0,1,...,n. Sea U; el conjunto abierto P"\ H;.
Entonces P" es cubierto por los conjuntos abiertos U;, pues, si p = (ag :

: a,) es un punto, entonces algin a; # 0; de aqui, p € U;. Definimos
la aplicacién ¢; : U; — A" por pi(ag @ ... 1 an) = (2,..., %, %, L
Notemos también que ¢; esta bien definida desde que las componentes Z—J
son independientes de la eleccion de las coordenadas homogéneas.

Definicion 1.3.13. Sea A = K|xy,...,x,] el anillo de polinomios, en-
tonces S = Alxo] = K|z, ..., x,). Consideremos las graduaciones candnicas
A=@ 040y B=ED,,Ba; ademds sea B" = ;oo Ba. Sean las apli-
caciones h : A — S, d : S — A definidas por f xg(f)f(i—;,...,i—g)
yg+— g(l,xq,...,2,), respectivamente. Tales aplicaciones son llamadas
homogenizacion y deshomogenizacion.

Sea a ideal de A. Se llama homogenizacion del ideal a en S, denotado
por h(a), al ideal de S generado por {h(f)|f € a}. Entonces h(a) es un
vdeal homogéneo de S. Dado un ideal b de S, la deshomogenizacion

d(b) de b es el ideal {d(g)|g € b}.

Proposicion 1.3.6. La aplicacion p; es un homeomorfismo de U; con su
topologia inducida sobre A" con la topologia de Zarisk:.

Demostracion. Es claro que @; es biyectiva. Asi, es suficiente mostrar
que los cerrados de U; se biyectan con los cerrados de A". Asumiremos a
continuacion que ¢ = 0.



16 1. Preliminares

Sea Y C A" un subconjunto cerrado, es decir Y = Z(a) para algin
ideal a de A. Afirmamos que ;' (Z(a)) = Uy N Z(h(a)). Sea p = (ay :

L a,) € vy (Z(a)), entonces (&,--.,52) € Z(a). Luego, si g es un
generador de h(a), es decir g = h(f) para algun f € a, entonces g(p) =
ag(f)f(g—;, ) = 0; de aqui p € Uy N Z(h(a)). Reciprocamente, sea
p=1(ap:...1ay) € UyNZ(h(a)) y seaa= (3, ...,2). Luego,si f € a,

entonces 0 = h(f)(p) = ag(f)f(g—;, ..., 2%), que implica f(a) = 0; de aqui
pe i)

Veamos finalmente que ¢y es una aplicacion cerrada. Sea Y C Uy un
conjunto cerrado, sabemos que Y = YNUy, donde Y es la cerradura de Y en
P". Tenemos que Y = Z(b) para algtin ideal homogéneo b de S. Afirmamos
que po(Y) = Z(d(b)). En efecto, sea a = (ay,...,a,) € po(Y), entonces

(1:ay:...:a,) €Y CY. Ahora, tomemosf: (g), donde g € b es
un polinomio homogéneo. Entonces f(a) = d(g)(a) = ( ai, ... ay) =
g(l,aq,...,a,) = 0. Reciprocamente, sean a = (ay,...,a,) € Z(d(b))
y g € b un polinomio homogéneo. Entonces g(l DAy ... Doay) =
d(g)(ay,...,a,) = 0. Por tanto, (1 : a3 : ... : a,) € Z(b)NUy =Y,
es decir a € ¢y(Y). O

Corolario 1.3.7. Si Y es una variedad proyectiva (resp. casi proyectiva),
entonces Y es cubierto por los conjuntos abiertos Y NU;, + = 0,1,...,n,
los cuales son homeomorfos a variedades afines (resp. casi afines) via la
aplicacion @; definida anteriormente.

Demostracion. Consecuencia de la proposicién anterior; ademés debe
notarse que aplicaciones continuas llevan irreducibles en irreducibles. O

Definicion 1.3.14. Sea U un subconjunto abierto no vacio de una variedad
afin’Y. Una funcion ¢ : U — K es regular en el punto p € U si existen
funciones f,g € A(Y), tal que g es no nulo, p e U, CU y ¢ = f/g en Uy,
es decir, p(p) = f(p)/g9(p) para todo p € U,. Decimos que ¢ es regular
en U si es regular en todo punto de U.

Sea U un subconjunto abierto no vacio de una variedad proyectiva Y .
Una funcion ¢ : U — K es regular en el punto p € U si existen
funciones f,g € S(Y) homogéneas del mismo grado, tal que g es no nulo,
pelU, CUyp=Ff/genU,, esdecir, o(p) = f(p)/g9(p) para todo p € U,.
Decimos que ¢ es regqular en U si es reqular en todo punto de U. Para
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una variedad U, denotamos por O(U) al conjunto de funciones regulares
en U.

Observacion 1.3.5. Sean U una variedad y ¢ una funciéon regular en U.
Por definicién, para cada p € U, existe U, C U tal que ¢ = f/g en U,.
Asi, desde que U es casi compacto, podemos escribir U = U, U... U U, .

Observacion 1.3.6. Sea Y una variedad afin. Todo elemento f € A(Y)
define una funcion regular ¢ = f/1 € O(Y) y la aplicacién A(Y) = O(Y)
definida por f +— ¢ es un monomorfismo de K-algebras. El corolario
1.3.12 nos dara la sobreyectividad de esta aplicacion.

Proposicion 1.3.8. (Caracterizacion de funcion regular.) Sea U abierto
de una variedad Y, p € U y ¢ : U — K wuna funcion. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

(a) ¢ es regular en p.

(b) Existen un abierto V conp € V. C U y f,g € AY) (en el caso
proyectivo, f,g € S(Y) homogéneos del mismo grado) con g(q) # 0
para todo g € V tal que ¢ = f/g en V.

Demostracion. (a) = (b) es directo a partir de la definicién. Ahora
demostremos (b) = (a). Sea U, C V tal que p € Uj,. Luego Uy, C U,; v
por tanto h € \/@ Entonces existe n > 1 tal que h" = rg. Por tanto
o= f/g=rf/h" en Uy = Up,. O
Proposicion 1.3.9. Sea Y una variedad. Las funciones requlares definen
un haz de K-dlgebras en Y (ver capitulo 2,definicion 2.1.2), es decir se
cumplen las siguientes afirmaciones:

(a) O(U) es una K-dlgebra para todo subconjunto abierto U de Y.

(b) Si U C U son abiertos en Y, entonces para todo ¢ € O(U), la re-
striccion ¢’ = |, es reqular en U" y pyyr : O(U) — O(U') definida
por ¢ — ¢ es un homomorfismo de K-dlgebras. Ademds, si U" C
U’ C U son subconjuntos abiertos de Y, se tiene pyy» = pyryr © puu

Y puu = idow)-

(c) SiU = U,;c; Ui es union de abiertos y pyv,(p) = puv,(¥) para algunos
o, € O(U) y para todo i € I, entonces ¢ = 1. Ademds, si para cada
i € I tenemos @; € O(U;) tal que se cumple @; vinw, Para

‘UiﬂUj - ()0-7
todo i,j € I, entonces existe ¢ € O(U) tal que g0|U‘ = ;.
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Demostracion. (a). Sean @1,y € O(U). Desde que el conjunto de
funciones de U en K es una K-algebra, es suficiente ver que ¢; + o y
12 son elementos de O(U). Dado p € U, existen f;,g; € A(Y) (en el
caso proyectivo f;, g; € S(Y') son homogéneos y del mismo grado) tal que
pelU, CUyyp = fi/gienU,, (i =1,2). Tenemos que Uy, = U, NU,, C
Uyp € Uy ademds o1 = fig2/9192 y 2 = g1f2/9192 en Uy,y,. Luego

w1+ 2 = (f192 + 91.12)/(9192) ¥ p102 = (f1f2)/(9192) en Uy,g,. Por tanto,
©1 + P2 v P12 son elementos de O(U).

(b). Sea U’ un subconjunto abierto de U y p € U’, desde que p € O(U),
existen f,g € A(Y) (en el caso homogéneo f,g € S(Y) homogéneos y del
mismo grado) tal que p € U, y ¢ = f/g en U,; pero entonces U,NU" C U’
y ¢ = f/gen U,NU". Luego, por la caracterizacién de funcién regular, se
sigue que ' = |, es regular en U'. Por otra parte, sean U" C U" C U
subconjuntos abiertos de X, poniendo pyg = 0y pyy = idor), veamos que
Pu'ur © Puur — PUU- En efecto,

(purw o puur) (@) = purur(epuu (#)) = purun (¢
= (<p U// = SO

o)
g = PUU” ()

U’)

(c). Sea p € Uy veamos que ¢(p) = 1(p). Por hipétesis existe i tal que
p € Uiy (#])(0) = (¥],)(p): se sigue que

o(p) = (] )(p) = (@) (p) = ¥(p)
Finalmente, si las funciones ¢; € O(U;) son tales que goi‘ o = Piluau.
definiendo ¢ : U — K por ¢ = ; si p € U;; se sigue que ¢ es regular en
U. O

Teorema 1.3.10. Sea g € A(Y) (en el caso proyectivo g € S(Y) ho-
mogéneo de grado positivo). Toda funcion reqular ¢ € O(U,) se puede
expresar como ¢ = f/g° en Uy, donde s € Z" y f € A(Y) (en el caso
proyectivo f € S(Y) homogéneo con O(f) = s0(g)).

Demostracion. Segun la observacién 1.3.5, hagamos U, = U, U...UU,, .
Para cada i = 1,...,n tenemos que ¢ = f;/g; en Uy, donde f;, g, € A(Y)
(en el caso proyectivo f;,g; € S(Y) son homogéneos del mismo grado).
Luego

fi9i/9i9; = fi9i/9;9; en Ugy,.
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Lo que implica fig; = fjg; en Ug,y. y por tanto, gig;(fig; — fjg;)) =0en Y.
Sean f! = fig; v g: = g? parai = 1,...,n. Entonces tenemos que fig; =

figi en Y, y también U, = Uy U ... U U, ; por tanto g € \/(gy,---,3)-
Sea s € Z* tal que ¢° = > pig; (en el caso proyectivo, los p;g; son
homogéneos con sd(g) = 9(p;) + 9(g;)). Hacemos a continuaciéon f =
> pif! y conseguimos

n n

9 =Y (g f; => wif)d; = 14}
1=1

i=1
De donde,
p=filg;=f/9° en Uy CU, paracada j=1,...,n.

Por lo tanto ¢ = f/g* en U,,. O
Corolario 1.3.11. Sea Y una variedad afin o proyectiva. Se cumplen:
(a) En el caso afin, O(U,) = A(Y),.
(b) En el caso proyectivo, O(U,) = (S(Y)4)o-

Demostracion. Consecuencia directa del teorema anterior. O
Corolario 1.3.12. 51 Y es una variedad afin, entonces

OY) = A®Y).

Demostracion. Es suficiente observar que Y = U; y aplicar el corolario
anterior. 0



Capitulo 2

Haces y Esquemas

2.1 Haces y Morfismos de Haces

Comencemos revisando la nocién de categoria.

Una categoria € consiste de una clase Ob(€) de objetos y una clase
Hom(A, B) de morfismos o flechas para cada par de objetos A, B €
Ob(€), tal que existe una ley de composicién de morfismos que es
asociativa y tiene morfismos identidad. Un morfismo f € Hom(A, B)
es denotado por f : A — B y es llamado un morfismo de A a B. Por
ejemplo, la categoria de conjuntos Gets tiene como objetos a los conjuntos
y tiene como morfismos a las funciones entre conjuntos.

Un funtor covariante F' de una categoria € a una categoria ®, escrito
F : € — ®, consiste de un objeto F(A) € Ob(®D) para cada objeto A €
Ob(€), y un morfismo F(f) : F(A) — F(B) para cada morfismo f : A — B
en €, tal que F(idy) = idp(4) para cada objeto A € Ob(€) y F(go f) =
F(g) o F(f) para todo par de morfismos f: A - By g: B — C. Un
funtor contravariante F' : € — ® es como un funtor covariante, excepto

que revierte las flechas, es decir para cada morfismo f : A — B en €, se
asigna un morfismo F(f): F(B) — F(A) en ®.

Definicion 2.1.1. Sea X un espacio topoldgico y consideremos la categoria
Top(X) cuyos objetos son los subconjuntos abiertos de X y donde los unicos
morfismos son las inclusiones. Asi, convenimos que Hom(V,U) = () si
V & Uy Hom(V,U) admite sélo un elemento si V C U. Un prehaz F
de conjuntos en X es un funtor contravariante de Top(X) en la categoria
de conjuntos Gets tal que si U C X es vacio, el conjunto F(U) consiste
de un solo elemento. St U CV C X ev : U — V es la inclusion,
entonces hacemos pyy = F (i) : F(V) — F(U). Por otra parte, si todos los

20
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conjuntos F(U) son grupos, modulos, anillos, dlgebras; y las aplicaciones
pvu son homomorfismos de estas estructuras, entonces hablaremos de un
prehaz de grupos, modulos, anillos o dlgebras respectivamente.

Para especificar un prehaz bastard indicar los conjuntos F(U) para con-
juntos no vacios U. Si F es un prehaz de grupos, entonces F () es el grupo
consistiendo solo del elemento neutro. En lo que sigue, cada vez que nos
referimos a un prehaz en X estaremos entendiendo que se trata de un
prehaz de grupos.

Si F esun prehazen X y U C X esun subconjunto abierto, la asignacion
V +— F(V) para todo conjunto abierto V' C U, determina obviamente un
prehaz en U, que es llamado la restriccion de F al subconjunto abierto U
y es denotado por F’U. Esto es, si V] C Vo C U, hacemos iy,y, : Vi — Vs
y -F’U(ZVﬂ/z) = PV

Como una mejor terminologia, si F es un prehaz en X, entonces nos refe-
rimos a F (U) como las secciones del prehaz F sobre el conjunto abierto U
y algunas veces usaremos la notacién I'(U, F) para denotar al grupo F(U).
Llamaremos a los homomorfismos pyy como homomorfismos restriccion
y algunas veces escribiremos 3|V en lugar de pyy(s)sise F(U)y V CU.

Definicién 2.1.2. Un prehaz F en X es llamado haz si para todo subcon-
gunto abierto U de X y todo cubrimiento U = |J..; U;, se cumplen:

el
(1) Si puu,(s1) = puv,(s2) para s1,s9 € F(U) y para todo i € I, entonces
S1 = S9.

(11) Sitenemos s; € F(U;) para cada i € I tal que se verifica que s; v, =

v, Para cada i,7 € I, entonces existe s € F(U) tal que S‘Ui =3

Sj
para todo i.

Observacién 2.1.1. El elemento s de la condicién (i7) es inico. En efecto,
sea s’ € F(U) tal que S/‘U = s; para todo 7; luego para cada i € I se cumple
s

v, = 8/|U¢’ esto es pyy,(s) = puu,(s'); luego por (i) obtenemos que s = ¢'.

Ejemplo 2.1.1. Sea X una variedad afin o proyectiva sobre el cuerpo K.
Para cada conjunto abierto U C X, sea O(U) la K-algebra de funciones
regulares de U en K. Para cada abierto V' C U sea pyy : O(U) — O(V) la
restriccion natural. Entonces O es un haz de K-dlgebras en X. Llamamos
a O el haz de funciones regulares en X (ver proposiciéon 1.3.9).
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Ejemplo 2.1.2. Sea A un grupo abeliano. El prehaz constante asociado
al anillo A en el espacio topoldgico X, es el prehaz F : U — A para todo

U#0,y F()={0}.

Ejemplo 2.1.3. Sea X un espacio topoldgico y A un grupo abeliano.
Definimos el haz constante A sobre X como sigue: dotamos al grupo A
de la topologia discreta y para cada subconjunto abierto U de X sea
AU) = {f : U — A|[f escontinua}. Entonces con las restricciones
usuales obtenemos un haz A.

Para cada conjunto abierto conexo U, A(U) = A. En efecto, fijado
up € U definimos 6 : A(U) — A por f — 0(f) = f(ug), de acuerdo a la
definicion es facil ver que 6 es un homomorfismo de grupos. Para la so-
breyectividad tomamos ay € A, entonces la aplicacién f : U — A definida
por = +— ag es continua y 0(f) = ag. Finalmente, para la inyectividad con-
sideremos f € A(U) tal que f(ug) = 0(f) = 0; desde que U es conexo y f
es continua se sigue que f(U) es conexo, es decir f(U) es un punto; y como
0 € f(U), se sigue que f(U) = {0}. Por tanto, f =0 y # es isomorfismo.

Si U es un conjunto abierto cuyas componentes conexas son abiertas
(que es siempre verdad sobre un espacio topoldgico localmente conexo),
entonces A(U) es un producto directo de copias de A, una para cada com-
ponente conexa de U; més precisamente, si U = | |._.;U; es la descom-
posicion de U en sus componentes conexas, definimos

v AU) = e AU
foo= ) 7

Es facil ver que +y es un isomorfismo de grupos; de donde A(U) = [[,.; A(U;),
y por lo dicho anteriormente A(U;) = A. Por lo tanto,

AU)=][A=A"

el

el

donde ~(f) = (f

0)ier

Ejemplo 2.1.4. Sea X = {a,b} con la topologia discreta y definimos el
prehaz F como sigue

FO)={0}, FHa}) =R, F{p}) =R, F(X)=RxRxR
junto con los homomorfismos

F(X) — F({a}) F(X) — F({b})
(x,y,2) — x (x,y,2) — Y
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Tenemos que X = {a} U {b}; ademas (0,0, 1) ‘{ ) =0y (0,0,1) |{b} 0; sin
embargo (0,0,1) # (0,0,0). Esto nos dice que F es un prehaz que no es
un haz.

Ejemplo 2.1.5. Consideremos X = C con la topologia usual y para cada
abierto U de X, sea F(U) = {f : U — C| f es holomorfa y acotada},
junto con las restricciones usuales

puov : F(U) = F(V)

Sea U, = {#z € C||z| < n}, entonces C = |J,-, U, vy las funciones f, :
U, — C definidas por f,(z) = z son tales que f, € F(U,). También,
fn oAU, = fm u,; bero el teorema de Liouville nos dice que no existe
f € F(C) tal que f‘Un = f, para todo n > 1. Por tanto, F también es un
prehaz que no es un haz.

Definicién 2.1.3. 5@ F es un prehaz en X y p € X, definimos el tallo
F, de F en p como el limite directo de los grupos F(U) para todo abierto
U conteniendo p, relativo al sistema de homomorfismos pyy para U C V.
De la definicion se sigue que un elemento de F, es una clase (U, s), donde
U es un entorno abierto dep y s € F(U). Dos clases (U,s) y (V,t) son
iguales en JF, sty solo si existe un entorno abierto W dep con W CUNV
tal que s’W = t‘W. Por lo tanto, podemos hablar de elementos del tallo F,
como gérmenes de secciones de F en el punto p. Por otro lado, dado un
entorno U de p y s € F(U), denotamos s, = (U, s).

Definiciéon 2.1.4. Si F y G son prehaces en X, un morfismo ¢ : F — G es
una familia de morfismos de grupos abelianos p(U) : F(U) — G(U) para
cada conjunto abierto U C X los cuales son compatibles con los homomor-
fismos restriccion en F y G; es decir, siempre que V. C U, el siguiente
diagrama es conmutativo

Fu)y*lew)
puv Puv

Fv)y 2 gw)

Donde p y p' son las aplicaciones restriccion en F y G. Si F y G son
haces, usamos la misma definicion para un morfismo de haces. Decimos
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que que el morfismo ¢ es un isomorfismo si o(U) : F(U) — G(U) es un
isomorfismo para cada abierto U de X. Notemos también que un morfismo
de prehaces en X ¢ : F — G induce un morfismo o, : F, — G, en los tallos
para cualquier punto p € X. Mds precisamente, ¢,(U, s) = (U, o(U)(s)).

La siguiente proposicion ilustra la naturaleza local de un haz

Proposicion 2.1.6. Sea ¢ : F — G un morfismo de haces en un espacio
topoldgico X. Entonces ¢ es un tsomorfismo si y sélo si o, : F, — G, es
un isomorfismo para cada p € X.

Demostracion. Supongamos que ¢ es un isomorfismo. Sea p € X un
punto abitrario y veamos que ¢, : F, — G, es un isomorfismo. Sea (U, s) €
F, tal que ¢,(U,s) = (X,0), entonces (U, o(U)(s)) = (X,0), de donde
existe un entorno abierto W C U de p tal que

0l = ¢(U) ()] = o(W)(s]y,)
donde la ultima igualdad resulta de la compatibilidad de restricciones.
Ahora bien, como ¢(W) es monomorfismo, debemos tener 3|W = 0. Por lo
tanto, (U, s) = (X, 0) mostrando que ¢, es inyectiva.

A continuacién consideremos (U, t) € G,, donde U es entorno de p y t €
G(U). Desde que p(U) es sobreyectiva existe s € F(U) tal que p(U)(s) = t;
asi tenemos que

(U, 1) = (U, p(U)(s)) = p(U, s).
Mostrando que ¢, es sobreyectiva.

Reciprocamente, supongamos que cada ¢, es un isomorfismo para todo
p € X. A continuacién veamos que ¢ es un isomorfismo. Fijamos un
abierto U de X y veamos que ¢(U) es inyectiva. Para esto sea s € F(U)
y supongamos que @(U)(s) =0 en G(U). Entonces para cada p € U,

Desde que ¢, es inyectiva, (U, s) = (X, 0); asi que existe un entorno abierto
W, de p con W, C U tal que S‘W = 0. Ahora bien, desde que U = UpeU W,
y F es un haz, se sigue que s =0y p(U) es inyectiva.

Veamos ahora que ¢(U) es sobreyectiva. Sea t € G(U). Para cada

p e U,sea (U,t) € G, su germen en p. Desde que ¢, es sobreyectiva, existe
(V),s'(p)) € Fp tal que

(U,t) = @p(V,, 8 (0)) = (V5 0(V,)(5'(P)))-
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Entonces existe un entorno abierto V,, de p con V), C Vp’ N U tal que

tl, = e(V) (s ()], = (V) (p)],,)

Haciendo s(p) = 3’(p)|vp € F(V,), tenemos ¢(V,)(s(p)) = t{vp.

Veamos a continuaciéon que s(p)‘v o s(q) ’V v En efecto,
p(Vp N V(s ’va = ¢(V,)(s(p |VmV t|v ‘va = t’vov
También se tiene que
(VN Vy)(s ’va = (V) (s(q }va t|V |va = t}VﬂV

Desde que ¢(V, N'V,) es inyectiva, se sigue que s(p) = 5(q)

}v;qu ‘mevq' En

conclusion tenemos que U = |J ., V, v secciones s(p) € F(V,) para cada

pelU

p € U tales que s(p) = s(q)‘vm/ para cada p,q € U. Desde que F

v,
es un haz, existe s € F(U) tal que 3|V = s(p) para todo p € U. Por otra

parte, para todo p € U

p(U)(s)|,, = e(Vp)(s]y, ) = 0(Vp)(s(p)) =1,

En conclusion, U = U,cp Vp; ¢(U)(s),t € G(U) y go(U)(s)‘Vp — t’vp para
todo p € U. Desde que G es un haz, tenemos que ¢(U)(s) = t; esto muestra
que p(U) es sobreyectiva. Por tanto, ¢(U) es un isomorfismo, y desde que
U es arbitrario, se sigue que ¢ es un isomorfismo. O

Definicion 2.1.5. Sea ¢ : F — G un morfismo de prehaces. Definimos el
prehaz nicleo de ¢, denotado por Nuc(p), como el prehaz dado por U —
Nuc(p(U)). También definimos los prehaces tmagen de ¢ y conicleo
de ¢, como los prehaces dados por U — Im(p(U)) y U — Conuc(p(U))
respectivamente.

Observacion 2.1.2. Si ¢ : F — G es un morfismo de haces, entonces el
nicleo de ¢ es un haz.

2.2 Espacio Etalé de un Prehaz y Haz Asociado

Definicién 2.2.1. Espacio étalé de un espacio topologico X es un espa-
cio topoldgico F' junto con un homeomorfismo local y sobreyectivo w : F' —
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X. Para un punto x € X, F, = n71(x) es llamado tallo de F en x. Para
un subconjunto abierto U de X, sea I'(U, F') el conjunto de secciones con-
tinuas de F sobre U, es decir, T'(U, F) estd formado por las aplicaciones
continuas s : U — F' tal que mwo s = idy.

Observacion 2.2.1. Sea F espacio étalé de X ysean : ' — X como en la
definicion anterior. Entonces existe un haz de conjuntos F* en X, definido
por F*(U) = I'(U, F) para cada abierto U C X; y para abiertos V C U
consideremos las restricciones usuales pyy : F*(U) — F*(V) mediante
s s,

Lema 2.2.1. Dado un prehaz F en el espacio topologico X, existe el es-
pacio €talé F' de X .

Demostracion. Sea F' = |_|p cx Jp ¥y dotemos a F' de una topologia como
sigue: dado un abierto U de X y s € F(U), sea W(s,U) = {s,|p € U}.

Veamos que la coleccion B = {W (s, U) | U es abierto en X y s € F(U)}
es base para una topologia sobre F. En efecto, es claro que la unién
de los elementos de B es precisamente F'; a continuacién consideremos
Wi(s,U) y W(s',U") en B cuya interseccion es no vacia. Sea p € U con
sp € W(s,U)NW (s',U’"), entonces p € U" y podemos escribir s, = (U, s) =
(U', s'); asi que existe un entorno abierto V de p con V- C U N U’ tal que
s|V = 3"‘/. Sea t = s’v y veamos que W (t,V) C W (s, U) N W (s, U’").

Sea t, € W(t,V) un elemento arbitrario, donde ¢ € V. Desde que
V CUNU', entonces g € U y q € U'. Luego se tiene

= (V,t) = (V.s|,) = (U,s) = s, € W(s,U)
tg=(Vit) =(V,§|,) = (U, sy = s, e W(s, U
Por lo tanto t, € W(s,U) N W(s',U’). La topologia en F' es aquella que
tiene a B como base.
A continuacién veamos la construccion de m que es homeomorfismo local
y sobreyectivo. Definimos 7 : F' — X por s, — p, donde s, € F),.

De acuerdo a la definicién, claramente se tiene que m es sobreyectiva;
ademas 7 es continua, pues dado un subconjunto abierto U de X ,tenemos

)= | W)
seF(V),VCU

Finalmente, veamos que 7 : F' — X es homeomorfismo local. Sea U un
abierto en X y sea s € F(U). Note que n(W(s,U)) = U. Mais aun,
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tenemos que W‘W .o - W(s,U) — U es una biyecciéon. Como 7 : F' — X

(s,U)

es continua, entonces 7T|W(S 0 W(s,U) — U es continua. Por otro lado,

como B es una base para la topologia sobre F'y m(W (s,U)) = U es abierto
en X, para todo elemento W (s,U) € B, entonces 7 : F' — X es abierta.
Luego, como W(s,U) es abierto en F'y n(W(s,U)) = U es abierto en
X, entonces W!W(&U) : W(s,U) — U es abierta. Por tanto, W‘W(S,U)

W(s,U) — U es homeomorfismo, para todo elemento W (s,U) € B. Como
los elementos de B forman un cubrimiento de F', se sigue que 7 : ' — X

es un homeomorfismo local. O

Observacion 2.2.2. Un elemento s € F(U) define una aplicacién 5 : U —
F' mediante p — s,; ésta es una seccion, pues m oS = idy.

Ademads la seccién 5 es continua. En efecto, sea W (t, V) un abierto
basico en F y sea p € (5)"Y(W(t,V)), entonces s(p) = s, € W(t,V) y
podemos hacer s, = t, € W(t,V); luego existe un entorno W de p con
W CUNV tal que s|,, = t|,,. Veamos que W C (5)"'(W(t,V)). Sea un
punto arbitrario ¢ € W, entonces g € U y g € V. Luego

sq=(U,s) = (W,s|,,) = (W.t|,) = (V.t) =t, € W(t, V).
Por lo tanto, (3)"1(W(¢,V)) es abierto en U y 5 es continua.

Observacion 2.2.3. Sea V' subconjunto abierto de U y s € F(U). Veamos
que S’v S’v’ en efecto, dadop e V'

sl (p) = (Vi s],) = (U.s) =3(p) = 5],,(p)

Lema 2.2.2. Sea un prehaz F en X y sea I' el espacio étalé de X. Dado
un subconjunto abierto U de X y una seccion continua o de F' sobre U,
existen un cubrimiento abierto {U;}ic; de U y secciones s; € F(U;) tal que
J’Ul_ =5;, para todo 1.

Demostracion. Sea 7 : F' — X el homeomorfismo local que resulta del
lema anterior. Sea ¢ : U — I una seccién continua y sea p € U, entonces
o(p) € Fp, osea, a(p) = (V,s) = s, = 3(p), donde s € F(V). Por ser m
homeomorfismo local, existe un entorno W de o(p) y un entorno Z de p
tal que 7|, : W — Z es un homeomorfismo. Sea V, = UNV N (o)~ {(W)N
(5)"'(W) y sea ¢ € V,. Tenemos que p € V,. Ademds tenemos que
(mo0)(g) = ¢ = (m03)(q), lo cual implica que o(q) = (r|;;,) " (q) = 5(q).
Por tanto O"Vp = ¢, donde t = S‘Vp. O
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Proposiciéon 2.2.3. Dado un prehaz F en X, existe un haz F™ y un
morfismo 0 : F — FT con la siguiente propiedad: para cualquier haz G y
cualquier morfismo ¢ : F — G, existe un unico morfismo ¢ : F+ — G tal
que @ = of. Ademds, el par (FT,0) es tinico salvo isomorfismo. FT es
llamado haz asociado al prehaz F.

Demostracion. Sea F un prehaz sobre X y consideremos el espacio étalé
F asociado a X, junto con el homeomorfismo local 7 : ' — X que resultan
del lema anterior. Definimos el haz asociado al prehaz F, denotado por
F T como el haz F* que proviene de la observacion 2.2.1. Sea U abierto de
X y dotemos a F(U) con estructura de grupo abeliano. Definimos para
s,te Fr(U)ypeU

(s +1)(p) = s(p) + t(p)

Desde que (s + t)(p) € F,, se sigue que 7((s + t)(p)) = p y por tanto
s 4+t es una seccién de F sobre U. Ahora veamos que s + t es continua.
Tomemos un abierto basico W (r, V) de F y veamos que (s+t)" (W (r,V))
es abierto en U. En efecto, sea p € U tal que (s+t)(p) € W(r, V), entonces
(s+t)(p) = rp, € Fp. De acuerdo al lema 2.2.2 existen cubrimientos abiertos
{Uiticr v {V;}jer de U; s; € F(U;), t; € F(V;) tal que slUi =5y t‘vj =1,.
Para algin par de indices i € I, 7 € J, p € U;NV; y se cumplen las
igualdades

s(p) =5i(p) = (Ui, si) vy tp) =t;(p) = (V}, t;)
Luego

<Uiﬂ‘/},si +tj

|Uimvj vov) = Ui si) +(Vj 1) = s(p) + 1(p) = 1p = (Vo 7)

Por tanto existe un abierto Z conp € Z C U;NV;NV tal que Si’Z +tj’Z =
r|,. Afirmamos que Z C (s+t)~"(W(r,V)). En efecto, sea g € Z, entonces
q € Uiy q € Vj. Por lo tanto,

(s +)(q) = s(q) +t(q) = 5i(q) +t;(q) = (Ui, s:) + (V}, 1))
= (UiN V}?Si}Umvj +1; Uim/j> = <Z’T|Z>
=(V,r)y e W(r,V).

Dado un abierto U de X, definimos una aplicacién 6(U) : F(U) — F+(U)
por s — 5. Es féacil ver que #(U) es un homomorfismo de grupos; ademas
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si V' es un abierto de U, la observacién 2.2.3 nos dice que el siguiente
diagrama es conmutativo

I(U)fﬁﬁ

PUVl

FHU)

FV) 2L W)

Consideremos ahora un haz G y sea ¢ : F — G un morfismo. Vamos a
definir un morfismo v : F* — G tal que el siguiente diagrama conmute

F-UFt

RN

g

Tomemos un abierto U de X y sea s € F"(U). Por el lema 2.2.2 existe
un cubrimiento abierto {U;}ier de U y s; € F(U;) tal que S‘UZ_ = 35; para
todo i € I. Sea t; = ¢(U;)(s;) € G(U;) y veamos que ti}Uint =t;
G(U;NUj). Desde que G es un haz, es suficiente mostrar que

vnu; B

(t,' UimUj)p = (tj UmUj)p en G, paratodo peUNU; (2.2.1)
En efecto, como ;| ., =S|,y = S_j‘U-OU-’ para p € U; NU; tenemos que
i J i J 7 J

Entonces existe un entorno V), de p tal que V, C U; NU; y Si‘v, = Sj‘V'

Luego
til, = U (s:)]y, = e(V)(sily,) = e(V)(sily, ) = o(Uj)(s)]y, =til,,

lo que muestra la relacién (2.2.2). Como G es un haz, entonces existe un
tnico t € G(U) tal que t|Ui = t;. Definimos ¢(U)(s) = t. Usando que
G es un haz, podemos ver que v esta bien definida. De esto, se sigue sin
dificultad que 1 es un morfismo y ¢ o § = ¢. Ademas, como G es un haz,
el morfismo 1 es el tnico con esta propiedad, debido al lema 2.2.2. La
unicidad de FT es una consecuencia formal de la propiedad universal. O

Observacién 2.2.4. Note que 6, : F, — ]-";F es isomorfismo, para todo
p € X. También note que, como consecuencia de la propiedad universal,
si F es un haz entonces 6 : F — F ' es un isomorfismo.
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Definicién 2.2.2. Un subhaz de un haz F es un haz F' tal que para todo
abierto U C X, F'(U) es un subgrupo de F(U), y los homomorfismos
de restriccion de F' son inducidos por los de F. Se sigue que ]-']’) es un
subgrupo de F,, para todo p € X.

Si o F — G es un morfismo de haces, se tiene que Nuc(p) es un
subhaz de F. Decimos que un morfismo de haces ¢ : F — G es inyectivo,
st Nuc(p) = 0; es decir si p(U) : F(U) = G(U) es inyectivo para todo
abierto U C X.

St F — G es un morfismo de haces, definimos la imagen de o,
denotado por Im(yp), como el haz asociado al prehaz imagen de ¢.

Proposicion 2.2.4. Sea o : F — G un morfismo de prehaces tal que
e(U) : F(U) = G(U) es inyectivo para todo abierto U C X. Entonces el
morfismo inducido ©* : F* — G de haces asociados es inyectivo.

Demostracion. Sean o : F — FTy 3 : G — G* los morfismos naturales.
Por la propiedad universal de haz asociado, para el morfismo oy : F — G~
existe un unico morfismo ¢t : F™ — G tal que o™ o a = 0 p. Veamos
que T (U) : FH(U) — G*T(U) es inyectivo, para todo abierto U C X.
En efecto, sea f € FT(U) tal que " (U)(f) = 0. Sea p € U. Entonces
existe V' C U abierto que contiene a p y existe t € F (V') tal que f‘ = {.

Luego B(V)((V)(1)) = ¢ (V)((V)(1)) = ¢"(V)(t) = ¢"(V)(f]}) =
@*(U)(f)‘v = 0; es decir p(V)(t) = 0. Luego ¢(V)(t), = 0 en G,. En-
tonces existe W C V abierto que contiene a p tal que gp(V)(t)!W = 0.
Asf tenemos (W) (t],,) = 0, y como (W) : F(W) — G(W) es inyectivo
entonces t}W = 0. Se sigue que f(p) =t, =0. Por tanto f = 0. O

Observacion 2.2.5. Sea ¢ : F — G un morfismo de haces y sea im(p)

el prehaz imagen de ¢. Tenemos un morfismo natural de prehaces im(p) —

g, el cual es obviamente inyectivo en cada abierto U C X. Por la proposicién
anterior, tenemos un morfismo inyectivo de haces Im(p) — G*. Asf obten-

emos un morfismo inyectivo de haces Im(yp) — G, por lo cual podemos

identificar Im(y) con un subhaz de G. Note que via esta identificacion,

para todo p € X tenemos Im(yp), = im(p), en G,.

Definiciéon 2.2.3. Decimos que un morfismo de haces ¢ : F — G es
sobreyectivo, si Im(p) = G.
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Definicién 2.2.4. Decimos que una sucesion de haces y morfismos
. i—1 . % .
R i N A
es exacta si para cada i, Nuc(¢') = Im(¢"1).

Proposicion 2.2.5. Sea F un haz sobre un espacio topologico X y sea
F' un subhaz de F. Sea U C X un abierto y sea s € F(U). Tenemos:
s € F'(U) siy solo si s, € F, para todop € U.

Demostracién. Supongamos que s, € F, para todo p € U. Sea p € U,
entonces (U, s) = (V,,t'(p)) en F,, donde V, es abierto que contiene a p
y t'(p) € F'(V,). Luego existe W, C U NV, abierto que contiene a p
tal que S‘Wp = t’(p)‘Wp. Sea t(p) = t’(p)‘Wp, para cada p € U. Tenemos

(p)‘wpqu -
Como F’ es un haz, entonces existe t € F'(U) tal

que t(p) € F'(W,) y ademés para cada p,q € U se tiene t

3|meWq = t(q)’meWq'
que t}W = t(p) para todo p € U. Luego s

w, = t’WP para todop e U, y
por tanto s =t € F'(U). La parte reciproca es inmediata. O
Corolario 2.2.6. Sea F un haz sobre un espacio topologico X, entonces
F =0 siysolo si F, =0 para todo p € X. Ademds, si G y G’ son subhaces

de F, entonces:
(a) G =F siy solo si G, =F, para todo p € X.
(b) G =G' siysdlosi G, =G, para todo p € X.

Demostracion. Consecuencia directa de la proposicién anterior. O
La siguiente proposiciéon es una consecuencia importante del corolario
anterior

Proposicion 2.2.7. Sea X un espacio topoldgico.
Se cumplen las siguientes afirmaciones:

(a) Para cualquier morfismo de haces p : F — G, se cumple que para
cada punto p € X

(Nuc(p))y = Nuc(pp) y  (Im(p)), = Im(pp).

(b) EI morfismo ¢ es inyectivo (resp. sobreyectivo) si y solo si la apli-
cacion inducida en los tallos ¢, es inyectiva (resp. sobreyectiva) para
todo p € X.
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., . QDi_l i @Z .
(c) La sucesion de haces y morfismos ... — F=t —— F! — Ftl
es exacta si y solo si para cada p € X la correspondiente sucesion de
tallos es exacta como sucesion de grupos abelianos.

Demostracion. Ver [1]. O

Proposicién 2.2.8. Dado un subconjunto abierto U C X, el funtor T'(U,-)
de haces sobre X a grupos abelianos es un funtor exacto a izquierda, es

decir, si0 — F' 5 F Y F es una sucesidn exacta de haces, entonces
0—->TUF)—TUF)—TUF") es una sucesion exacta de grupos.

Demostracion. Fijemos un conjunto abierto U C X. Como ¢ es in-
yectiva, tenemos Nuc(p) = 0; luego 0 = (Nuc(p))(U) = Nuc(e(U)) y
por tanto ¢(U) es inyectiva. A continuacién veamos que Im(p(U)) =

Nuc(y(U)). Por la proposicién 2.2.7 la sucesion 0 — F) x F, it Fy
es exacta para todo p € X. Para cadap € Uy s € F'(U), tenemos
(W(U)op(U)(s))y = (U, (U)op(U)(s)) = ¢p(ep((U, 5))) = 0, luego (U)o
©(U)(s) = 0 para todo s € F'(U) y por tanto Im(e(U)) € Nuc(y(U)).
Por otro lado, sea s € Nuc(¢(U)) y sea p € U. Tenemos ¢,((U,s)) =
(U, v(U)(s)) = 0, luego (U,s) € Nuc(y,) = Im(yp,), entonces existe un
abierto V, C X que contiene a p y existe una seccién t(p) € F(V,) tal que

oo (Ve (1)) = (U5} y como oy((Vi, p))) = (Vp, 9(V3)(£(p)), entonces
existe un abierto W, C U NV}, que contiene a p tal que o(V,)(t(p))|,, =

3|Wp, es decir @(Wp)(t(p)‘wp) = S‘Wp. Para cada p,q € U, denotemos

por W,, a la interseccién de W, y W,. Tenemos @(qu)(t(p)‘w ) =
W(Wp)(t(pﬂwp)‘wpq = (S’Wp)’qu = S‘qua por lo cual @(qu)(t(pﬂwpq) -
@(qu)(t(q)‘wpq), y como ¢(W,,) es inyectiva, entonces t(p)’qu = t(q)}qu
para todo p,q € U. Luego existe t € F'(U) tal que t{W = t(p) }W para todo

p € U. Entonces, @(U)(t)lwp - @(Wp)(t{wp) - @(Wp)(t(p)lwp) - S’wp
para todo p € U. Por tanto ¢(U)(t) = s, y asi s € Im(p(U)). O

Definicién 2.2.5. Sean X e Y espacios topologicos y f : X — Y wuna
funcion continua. Dado un haz F en X, definimos el haz tmagen directa
L F enY por (f.F)(V)=F(fYV)) para cualquier abierto V. C Y. Para
cualquier haz G en'Y , definimos el haz imagen inversa f'G en X como

el haz asociado al prehaz f*G dado por U — Lim  ~ G(V), donde U es
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un subconjunto abierto de X, y el limite directo es considerado sobre todos
los abiertos V' de Y conteniendo f(U).

Observacion 2.2.6. De la construccion del limite directo podemos también
considerar a (f*G)(U) como el conjunto de elementos (V, s) donde V' es un
abierto de Y tal que f(U) C V y s e G(V), y dos tales elementos (V, s)
y (V’,s') son iguales si existe un abierto W C Y tal que f(U) C W C
VnVy 5|W = s’}W. Dado G C U abierto, la restriccién esta dada por
(V, s>|G = (V,s) € (f*G)(G). La restriccién estd bien definida pues como
G C U, entonces f(G) C f(U) C V.

Sipe X yq= f(p), entonces (f7'G), = G,. En efecto, la aplicacién
G, — (f°G), dada por (V,t) = (f~1(V),(V,t)) es un isomorfismo.

Proposicién 2.2.9. (Extension de un haz por cero). Sean X un espacio
topologico, Z un subconjunto cerrado y sea v : Z — X la inclusion. Se
cumplen las siguientes afirmaciones:

(a) Dado un haz F en Z, se tiene

~ ) Fp, st pEZ
(Z*}—)p_{ 0, st p€Z

Llamamos a 1, F extension de F por cero fuera de Z.

(b) Sea U =X\ Z yseaj: U — X la inclusion. Sea F un haz en U.
Sea )\ F el haz en X asociado al prehaz N dado por

F(V), si VCU
VH{ 0, si VU

Entonces se tiene que

Fy, st pelU
! o P
(]'I)P { 0’ s D ¢ U

Ademas, )\ F es el inico haz en X que es obtenido por extender F por
cero fuera de U.

(c) Sea F un haz en X. Entonces existe una sucesion exacta de haces en
X
0 — JI(F|,) — F — w(F|,) —0.
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Demostracion. (a) Seap € Z. Definimos Hr : (1.F), — F, por (U, s) —
(UN Z,s). Veamos la buena definicién. Si (U, s) = (V,t), entonces existe
W C UNV abierto en X que contiene a p tal que S‘W en 1, F (W),
es decir 5|, = t|,,,. Luego (UNZ,s) = (VN Z,1).

Veamos que Hr es inyectiva. Si Hx((U, s)) = 0, entonces (UNZ, s) =0,
luego existe un abierto GG de Z que contiene aptal que G C UNZy S‘G = 0.
Sea G =V NZ, donde V C X es un abierto. Como G C U N Z, entonces
G=GNUNZ)=vnzZNnUNnZ={UNV)NZ. Sea W = UNV, entonces
W es abierto de X y contiene a p; ademas W C U y G =W N Z. Luego

- t‘W

0= S’G = S}sz

de donde se tiene $|W = 0 en 2. F(W). Luego (U,s) = 0. Desde que es
clara la sobreyectividad se sigue que Hr es isomorfismo.

Sip & Z, veamos que (2.F), = 0. En efecto, sea (U, s) € (2.F),. Como
p€ X\ Zy X\ Z es abierto, entonces (U, s) = (U N (X \ Z),

Pero S}Um(

S‘UH(X\Z)>'
xX\z) ~ S‘UH(X\Z)QZ c FUN(X\Z)NnZ)= F(®) = 0. Luego

(U,s) = (UN(X\Z —(UN(X\ 2),0)

); S|Um(X\Z)>

(b) Sea p € U. Mostremos que (3!.F), = F,. Como N, = N = (3IF),,
basta ver que N, = F,. En efecto, sea v : F, — N, dado por (W,s)
(W, s). Evidentemente ~ estd bien definida y es un homomorfismo inyectivo
de grupos.

Veamos la sobreyectividad. Sea (V,t) € N, donde V' C X es abierto
que contiene apy t € N (V). SiV € U, entonces N'(V) =0, luegot =0y
(V.t) =0 € Im(y). SiV CU, entonces N (V) =F(V)yt e F(V). Luego

(V1)) = (V1)

de aqui (V,t) € I'm(y). Ahora, consideremos p ¢ U. Como N, = NJ =
(9! F),, basta ver que N, = 0. En efecto, sea (V,s) € N,, comop € V' y
p € U, entonces V & U. Asi N(V) = 0. Luego s = 0, de donde se sigue
que (V,s) = 0. Por tanto N, = 0.

(¢c)Definamos un morfismo ¢ : N' — F por ¢(V) = idgy, si V C U;
y ¢(V) =0,sV € U (donde NV es como en (b), con F|, como el haz
sobre U). Entonces, existe ¢ : NT = ]!(.F’U) — F tal que po A =
¢, donde A : N' — N es el morfismo natural. Para definir ¢ : F —
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w(F|,) = u(:7'F) veamos el caso general. Sea f : X — Y funcién

continua entre espacios topolégicos y sea G un haz sobre Y. Sea 0 : f*G —
f71G el morfismo natural. Para U C X abierto, definamos ¢(U) : G(U) —
f(fFG)U) = fG(f7HU)) por s — O(f7H(U))({U,s)), con (U,s) €
f°G(f~1(U)). Entonces es ficil ver que ¥ es morfismo de haces. En nuestro
caso, tenemos ) : F — 1, (F ‘ ,)- Ahora veamos que hemos obtenido una
sucesion exacta viendo que sea exacta en los tallos. Si p € U, entonces
(1<(F]| ,))p = 0. Asi, en este caso tenemos que probar que ¢, es isomorfismo.
En efecto, como ¢(V') es inyectiva para todo V abierto de X, entonces ¢
es inyectiva y asi ¢, es inyectiva. Como ¢ o A = ¢, tenemos que ¢, o \, =
¢p, y Se sigue que para ver que ¢, es sobreyectiva, basta ver que ¢, es
sobreyectiva. Para esto, tomemos (W.t) € F,, entonces (W.t) = (W N
Ut| o) = WU W NU)(t|yrp)) = (W N U t|n0))- Sip e Z,
entonces (J!(F ‘U))P = 0. Asi, en este caso tenemos que probar que 1, es
isomorfismo. En efecto, como p € Z, entonces K : (:*F), — (F), dado
por (W NZ, (W, t)) — (W,t) es isomorfismo. Luego,

(Ko (6)7 0 Hipy otp)((V:5))
=Ko (B) "o Hy (Vu(V)(s)
=Ko (@) oy \(V.6(VNZD)(V:5)

Z

=Ko (6,)"'((VNZ0(VNZ)(V,s)))
= K((VNZ(V,s))))
= (V. s).

Se sigue que 1, es isomorfismo.
U

Sea {Fi, pi;j} un sistema directo de haces y morfismos en X. Entonces
se cumple

(i) @i =pjropijsii <j <k,
(ii) @i = idF, para todo i € 1.

Es decir, para cada abierto U de X se tiene que {F;(U), i;(U)} es un sis-
tema directo en la categoria de grupos abelianos. A continuacién definimos
el prehaz P como sigue: P(U) := Lim F;(U).
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Dados abiertos V' C U y para i € I, sea piy : Fi(U) — Fi(V) el
morfismo restriccion, entonces para ¢ < j tenemos el siguiente diagrama
conmutativo

Fi(U) L F(V)
%‘(U)j } j%‘j(V)
Fi(U) = Fy(V)
Por tanto existe un tnico morfismo pyy : P(U) — P(V) tal que para cada
1 € I se tiene el diagrama conmutativo

FiU) - F(V)
oy o/
P(U)"=P(V)
donde ¥ : F;(U) — P(U) estd dado por ¢V (s) = [(4, s)]. Consideremos la
restriccién pyy : P(U) — P(V), entonces para s € F;(U)
pov((i,$)) = pov (9! (5)) = @] (v (s)) = (i prv ()] = [(G, 5]

de donde pUU[(ia S)] - [(Z, S U)] - [(27 S)] y asi PUU = ZdP(U)
Por otro lado,

pvw (pov((i,s)]) = pvw[(@, s|,)] = (G4 (s],)[yp)] = (G2 s]3)] = powl((i, 5)]
lo que nos da pyw o pyy = pyw. Por lo tanto P es prehaz sobre X.

Definiciéon 2.2.6. Definimos el limite directo del sistema {F;, ¢;;},
denotado por Lim F;, como el haz asociado al prehaz P.

Observacion 2.2.7. El limite directo de la definicion anterior es un limite
directo en la categoria de haces sobre X, es decir se tiene la siguiente
propiedad universal: dado un haz G y una coleccion de morfismos F; — G,
compatibles con los morfismos del sistema directo, entonces existe un unico
morfismo Lﬂ}}} — G tal que para cada i, el morfismo F; — G es obtenido
por componer los morfismos F; — IL??)I./TZ — G.

Proposicién 2.2.10. Sea {F;, ij}icr un sistema directo de haces de gru-
pos abelianos en un espacio noetheriano X. FEntonces el prehaz U
[Ln;]—}(U ) es un haz. En particular,

Lim T (U, F;) 2 T(U, Lim JF;)
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Demostracion. Sea P el prehaz limite directo, es decir P(U) = Lim I'(U, F)

para cualquier abierto U C X. Mostremos que P satisface la condilcic’)n de
haz. Como X es noetheriano, entonces todo abierto U es casi compacto.
Luego, basta mostrar las condiciones de haz para cubrimientos finitos de
abiertos. Sea Vi,...,V, un cubrimiento finito por abiertos de U, y sea
s € P(U) satisfaciendo S|Va = 0 para cada 1 < a < n. Sea s = [(i,m;)],
donde m; € F;(U). Como tenemos S{Va = 0, entonces para cada 1 < a < n,
existe un indice j, tal que gpija(Va)(mi‘Va) = 0. Sea j tal que j, < j para
todo 1 < a < n. Luego ¢;;(Va)( ~‘V
i (U)(m ‘V = 0 para todo 1 < o < n. Desde que F; es un haz, tenemos
goij(U)(mz) = 0y por tanto s = 0 en P(U).

Ahora mostremos que se verifica la condicion de Compatibilidad. Sean
Uy Vi,...,V, como antes. Sean s, € P(V,) tales que SO"V v, =
para 1 < oz,[i’ < n. Sean s, = [(in,mi,)], donde m; € FQ(VQ). Como
para 1 < a, 8 < n, entonces existen indices j,p tales

‘V mv) = Pigjos(Va N V) miﬂ|v mv)
Jap < j para todo 1 < a,f < n. Luego ¢, j(Vo N Vg)(m,,

gpiﬁj(va N Vﬁ)(mlﬁ ’VaﬂVﬁ) ‘V NV
gpiﬁj(Vg)(miﬁ)’V Ay, bara todo 1 < a, 8 < n. Desde que F; es un haz, existe

= (0 para 1 < a < n, es decir

‘V Vs — 5‘1/ NV,
que @i j.,(Va N Vg)(m;, Sea j tal que

‘V NVs ) o
para 1 < a, 5 < n, es decir ¢;_;(Va)(mi,

un tnico m; € F;(U) tal que mj|,, = i ;(Va)(m;,) para todo 1 < a < n.
Si hacemos s = [(j,m;)] € P(U), entonces s|,, = s, para todo 1 < a < n.
(]

2.3 Haces Flascos y Subhaces con Soporte

Definicién 2.3.1. Un haz F sobre un espacio topologico X es flasco, si
para toda inclusion de abiertos V- C U, la restriccion F(U) — F(V) es
sobreyectiva.

Ejemplo 2.3.1. Sea F un prehaz constante sobre un espacio topoldgico
irreducible X, es decir para algiin grupo abeliano A, tenemos F(U) = A,
para todo abierto no vacio U, y los morfismos de restriccién son dados
por la identidad. Veamos que F es un haz. Asi definido, obviamente F
es un prehaz. Ademds F cumple la condicién (i) de la definicién de haz.
Veamos que F cumple la condicién (ii) de la definicién 2.1.2. Sea U un
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abierto y sea {U, }ic; un cubrimiento abierto de U tal que tenemos secciones
s; € F(U;) que satisfazen s; vnu.e para todo é,j € 1. Si U es
it 1Yy

vinu; = 5
vacio, entonces U; es vacio para todo 7. Luego s; = 0 para todo ¢ y por
tanto O}U = s;, para todo ¢. Si U no es vacio, consideremos dos abiertos
no vacios U; y U;. Como X es irreducible, entonces U; N U; no es vacio.

entonces por la definiciéon de los morfismos

Luego, como Si‘UimUj = Sily.nu,
de restriccién tenemos s; = s; como elementos de A. Denotemos por s a
aquel elemento tal que s; = s (como elementos de A) para todo abierto no
vacio U;. Considerando s como elemento de F(U), tenemos s g, = Si para
todo i. Asi F es un haz, y por la definicién de los morfismos de restriccion

tenemos que F es flasco.

Proposicion 2.3.2. Sea

0—F 5L F 5 F 0

una sucesion exacta de haces. Si F' es flasco, entonces para todo abierto
U, la sucesion

0 — 7)) M Fuy "™ Fruy — o
de grupos abelianos también es exacta.

Demostracion. Basta demostrar que ¢(U) : F(U) — F"(U) es so-
breyectiva. Sea t € F'(U). Como v : F — F” es sobreyectiva, en-
tonces existe un cubrimiento {U;};c; de U y existen secciones s; € F(Uj;)
tal que ¥(U;)(s;) = t!Ui para todo . Sea £ = {(U,c;Ui,s);J C I,s €
FUics Ui) (Ui, Ui)(s) = t’UieJ v} v consideremos £ parcialmente orde-
nado por (Uz’eJl Ui, 51) = (Uz’ng Ui, 32) A Uz’eJl U; C Uz’eJ2 Ui y 52 Use, Us —
s1. Como F y F” son haces, entonces £ es inductivo. Por el lema de 1Zorn,
existe (|J;c; Ui, s) elemento maximal de £. Denotemos W = J,.; U;. Afir-
mamos que W = U. En efecto, supongamos lo contrario. Entonces existe
k € I tal que Uy C W. Como »(W)(s) = t}W y U(Ug)(si) = t‘Uk, entonces
YW N U’f)(S‘WmUk — Sk‘WﬂUk) = 0. Entonces existe r € F'(W N Uy) tal
que (W NU)(r) = S‘WﬁUk — Sk‘WﬂUk' Como F’ es flasco, entonces existe
r e F'(W U Uy) tal que T/‘WﬁUk = r. Luego (s — <p(W)(r/‘W))’WmUk =
Entonces existe a € F(W U Uy) tal que a‘W =5— go(W)(r’|W) y

Sk|WﬂUk'
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oz‘Uk = s;. Como w(W)(oz‘W) = Yp(W)(s — p(W) T/|W = Yp(W)(s) —
W)W (| ) = v(W)(s) =t v 0U)(el,) = U)(sk) =
t}Uk, entonces V(W U Ug)(a) = t’WUU Luego (W U Uy)(a + gD(W U
U)(r") = v(W U Up)(a) = t’WUU , vy como (a+ (W U U)(

|W ~
a‘W + (W) (r ‘W = s, obtenemos una contradicciéon con la max1mahdad

de (U, Ui, 3). Por tanto W = U y asi ¢(U)(s) =t. O
Proposicion 2.3.3. Sea

@ v
0—F —-F—F —0
una sucesion exacta de haces. Si F' y F son flascos, entonces F" es flasco.

Demostracion. Consideremos una inclusion de abiertos V' C U. Por la
proposicion anterior, tenemos el diagrama conmutativo con lineas exactas:

0— FU) 2L 7oy MM Fry ——o

|t Joev iy

/ /!
0 F' (V) " F(V) w(V)]: (V) 0
Como F' y F son flascos, entonces py;, ¥ pyy son sobreyectivas. De esto
y el diagrama conmutativo con lineas exactas, se sigue facilmente que p;,
es sobreyectiva. Por tanto F” es flasco. O

Proposicion 2.3.4. En un espacio topologico noetheriano, el limite directo
de haces flascos es también flasco.

Demostracion. Sea {F;, i;}ier un sistema directo de haces flascos y
sean V' C U abiertos de X. Para cada i € I tenemos que F;(U) — F;(V)
es un epimorfismo. Desde que Lim es un funtor exacto, conseguimos que

Lim F;(U) — Lim F;(V)
i i
es también un epimorfismo. Como X es noetheriano, usando la proposicion
2.2.13 concluimos que

(Lim F)(U) — (Lim F;)(V)

es sobreyectivo. Por tanto Lim JF; es flasco. O
i
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Observacion 2.3.1. Si f : X — Y es una funcién continua y F es un haz
flasco sobre X, entonces por las definiciones de haz imagen directa y haz
flasco, se tiene que f,F es un haz flasco sobre Y.

Definicién 2.3.2. Sea F un haz sobre un espacio topologico X. Llamamos
haz de secciones discontinuas de F, al haz G definido como sigue: para
cada abierto U, sea G(U) el conjunto de funciones s : U — ||,y Fp tal
que s, € Fp, para cada p € U; y sean los morfismos de restriccion dados
por las restricciones usuales.

Observacion 2.3.2. De la definicién de los morfismos de restriccion, se
sigue que G es flasco. Ademads, F es un subhaz de G. Por otro lado, como
F es un haz, entonces tenemos que el morfismo natural 0 : F — F' es
un isomorfismo. Por tanto tenemos un morfismo inyectivo natural F =

Ft—g.

Definiciéon 2.3.3. Sea F un haz sobre un espacio topologico X y sea
s € F(U). El soporte de s, denotado por Sop(s) se define como el con-
gunto {p € U;s, # 0}. También definimos el soporte de F, denotado
por Sop(F), como el conjunto de puntos p € X tal que F, # 0. Dado
un subconjunto cerrado Z de X, definimos I'z(X,F) como el subgrupo de

['(X, F) consistiendo de todas las secciones cuyo soporte estd contenido en
Z.

Proposicion 2.3.5. Sea F un haz sobre un espacio topologico X y sea
Z un subconjunto cerrado de X. FEntonces el prehaz dado por: V
Lzav(V, ]:’V), con morfismos restriccion inducidos de F, es un haz. Este
haz es llamado subhaz de F con soportes en Z y es denotado por HY(F).

Demostracion. La primera condicién de haz es facilmente verificada.
Para comprobar la segunda condiciéon de haz tomemos un cubrimiento de
U por abiertos {U;}icr v secciones s; € HY(F)(U;) compatibles. Desde
que F es un haz, existe s € F(U) tal que S‘Ui = s; para todo 7. Ahora,
es suficiente mostrar que s € HY(F)(U). Tomemos p € Sop(s); entonces
pe Uy (Us)#0en F, Como p € U, entonces existe ¢ tal que p € U;,
luego 0 # (U, s) = <Ui’5|Ui> = (U;, s;), que implica p € Sop(s;) C Z. Por
tanto Sop(s) C ZNU; es decir s € HY(F)(U). O

Proposicion 2.3.6. Sea X un espacio topologico y sea Z un subconjunto
cerrado de X. Sea U = X \ Z y sea F un haz sobre X. Si j:U — X es
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la inclusion, entonces existe una sucesion exacta de haces en X
0
0 — HY(F) — F — 5(F|,)

Demostracion. Definimos para cada abierto V de X, ¢(V) : F(V) —
j*(./_"‘U)(V) =F(VNU)por s S’VOU' Entonces ¢ : F — ]*(}"}U) es un
morfismo. Basta mostrar que Nuc(y)) = HY(F). Sea V un abierto de X
y sea s € Nuc(ip(V)), entonces 1(V)(s) = 0. Luego s|,,,, = 0. Para cada
p €V NU tenemos

(U,s) =(VnU,s

voo) = (VNU,0)

Entonces Sop(s) €V N Z; es decir s € HY(F)(V).

Reciprocamente, tomemos s € HY%(F)(V), entonces Sop(s) C V N Z.
Para cada p € V N U se tiene (U N V,S‘V0U> = (V,s) = 0 en Fp; luego
existe un abierto W, € V N U que contiene a p tal que (S{VHU”W = 0. Se
sigue que |, =0, es decir ¢(V)(s) = 0. Por tanto Nuc(yp) = HY(F).
O

Observacion 2.3.3. Note que si F es flasco, entonces el morfismo F —
3+(F|,) es sobreyectivo.

2.4 Esquemas

Definicion 2.4.1. Un espacio anillado es un par (X,Ox) consistiendo
de un espacio topologico X y un haz de anillos Ox sobre X. Un morfismo
de espacios anillados de (X,Ox) a (Y,Oy) es un par (f, f*) formado por
una aplicacion continua f : X — Y y un morfismo f*: Oy — f.Ox de
haces de anillos sobre Y .

Si (f,f") : (X,0x) = (Y,0v) y (9,6%) : (Y,0y) — (Z,0z) son dos
morfismos de espacios anillados, entonces tenemos las composiciones

f f
xLy Sz oy 0,5 000" (g0 £).0x

De esta manera definimos la composicién de (f, f*) y (g,¢%) como el
morfismo (h,h*) : (X,0x) — (Z,0z) donde h := go f y h* := g.(f*) o
g*. Un morfismo (f, f*) : (X,0x) — (X, Ox) es el morfismo identidad
si f = idx y f* = ido,. Un espacio anillado (X,Ox) es un espacio
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localmente anillado si para cada punto p € X, el tallo Ox, es un anillo
local.

Un morfismo de espacios localmente anillados es un morfismo (f, f*)
de espacios anillados, tal que para cada punto p € X, la aplicacion inducida
de anillos locales [ - Oy p) = Ox,, dada por (V,s) — (f71(V), fH(V)(s))
es un homomorfismo local de anillos locales. Un morfismo (f, f*) : (X, Ox) —
(Y,Oy) de espacios localmente anillados es un isomorfismo, si tiene un
morfismo inverso; es decir si f es un homeomorfismo y f* es un isomor-
fismo de haces.

Definicién 2.4.2. Sea A un anillo. Definiremos un haz de anillos O en
el espacio topoldgico Spec(A). Para cada abierto U, definimos O(U) como
el conjunto de funciones s : U — | |,y Ap tal que s(p) € Ay para cada
p y tal que para cada p € U, existe un abierto V- C U que contiene p, y
elementos a, f € A tal que para cada q € V, f ¢ q, y s(q) = a/f en A,.
Asi O(U) tiene estructura de anillo conmutativo, cuyo elemento identidad
es la funcion que vale 1 en cada A,. Tomando las restricciones naturales
como morfismos de restriccion, obtenemos que O es un haz de anillos.
Llamamos espectro de A al espacio anillado (Spec(A), O).

Proposicion 2.4.1. Sea A un anillo y (Spec A, O) su espectro. Se cumplen
las siguientes afirmaciones:

(a) Para cualquier p € Spec A, el tallo O, del haz O, es isomorfo al anillo
local A,.

(b) Para cualquier elemento f € A, el anillo O(D(f)) es isomorfo al
anillo localizado Ay.

(¢) En particular, I'(Spec A, Q) = A.

Demostracion. (a) Fijemos p € Spec A. Dado (U, s) € O,, tenemos que
s€ OU) vy s(p) € Ay. A continuacién definimos

v:0p = Ay, por (U, s)+— s(p)

Veamos que esta definicién no depende de los representantes. En efecto,
sea (U,s) = (U',s") en Op. Luego existe un entorno abierto W de p con

W CUNU tal que 3|W = s’}W. Asi, como p € W, entonces s(p) = s'(p).
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Por otra parte, v es un homomorfismo de anillos, pues

(U, s) + (U, s") =y((UNT", S’UOU’ + SI‘UHU’»
=v({UNU (s + )| o)
= (s +8)(p) = s(p) +5(p)
=((U, ) +v({U", s))

También

YU, s)(U',s")) = »({UNT, S’UOU’SI‘UHU’»
= (UNT, (55|
= (s5')(p) = s(p)s'(p)
= (U, s))7((U',5'))

Veamos que v es inyectiva. Sean (U, s),(U,s’) dos elementos de O,
con y((U,s)) = v((U,s")), es decir s(p) = s'(p). Disminuyendo U si es
necesario, obtenemos elementos a,d’, f, f' € A tales que s = a/f y s =
a'/f"en U, donde f, f' ¢ p. Tenemos que a/f = s(p) = s'(p) = d'/f en
Ay, luego existe h & p tal que h(f'a—fa') =0en A, esdecir af’h = da’'fh en
A. Finalmente, para q € D(ff'h)NU = D(f)ND(f')ND(h)NU tenemos
que ff'h & 4, luego 5(q) = a/ f = af'h/f'h = a'fh]f' fh = d' [ f' = 5'(q)
en A,y p € D(ff'h)NnU CU. Por lo tanto, (U, s) = (U, s).

Veamos que 7 es sobreyectiva. Sea a/f € A, luego f & p; ahora
definimos la aplicacién s : D(f) — [|cp(y)Aq Por g — a/f, entonces
s € O(D(f)) y (D(f), ) € Op con 7((D(f), s)) = a/[.

(b) Sea f € Ay definimos ¢ : Ay — O(D(f)) por a/f" — s, donde
s D(f) = Lpen(s) Ap es la aplicacion p — a/f" € Ay.

Mostremos primero que ¢ es inyectiva. Sean a/f",b/f™ € Ay tales que
Y(a/f") = (b/f™), entonces para cada p € D(f), a/f™ y b/f™ tienen la
misma imagen en Ay; por tanto existe h & p tal que h(f™a — f"b) =0 en
A. Sea a = Ann(f™a — f"b), luego h € ay h & p, asl que a € p. Esto
se tiene para todo p € D(f); asi que V(a) N D(f) = 0, lo cual implica
V(a) C V(f), y por tanto f € v/a, es decir alguna potencia f' € a, esto
implica que f!(f™a — f"b) = 0, de donde se sigue que a/f" = b/f™ en A;.
Luego v es inyectiva.

Veamos a continuacién que v es sobreyectiva. Sea s € O(D(f)), en-
tonces podemos cubrir D(f) con conjuntos abiertos V;, sobre los cuales
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s es representada por un cociente a;/g;, con g; ¢ p para todo p € V;;
asi que V; € D(g;). Como los conjuntos abiertos D(h) forman una base
para la topologia, podemos suponer que V; = D(h;) para algin h;. Luego
D(h;) € D(g;), de donde V(g;) € V(h;). Por tanto h; € /(g;). En-
tonces h!' € (g;) para algun n. Luego hl' = cg;, y por tanto a;/g; = ca;/h?
en A, para todo p € D(h;). Asi que, reemplazando h; por h}(notando
que D(h;) = D(h}")) y a; por ca;, podemos suponer que D(f) es cubierto
por subconjuntos abiertos D(h;), vy que s es representado por a;/h; en
D(h;). Como D(f) es casi compacto, existen hy,..., h, tal que D(f) es
cubierto por D(hy), ..., D(h,). En D(h;) N D(h;) = D(h;h;), tenemos que
los elementos a;h;/hih; y ajhi/hih; € Ay, representan a s. Por tanto,
de acuerdo a la inyectividad de # aplicada a D(h;h;), debemos tener que
aihj/hihj = ajh;/h;h; en Ay, . Luego, para algin n

(hih;)"(ash; — ajhi) =0

Tomamos n suficientemente grande para trabajar con todo par de indices
1 <4,5 < r. Reescribiendo tenemos

W (hiaq) — hiH (hag) = 0
Sean a) = a;h?, h; = h™ parai = 1,...,r. Entonces s = a./h} en D(h) =
D(h?“), y ademds tenemos a;h; = a;hg en Ay D(f) = U,_; D(Rh}).
Luego V(f) = Ni—; V(h)) = V({(h},...,h.)), de donde se sigue que f €
(R}, ... h.). Sea | un entero positivo tal que f! € (h},...,h.), luego

!/
fl=>3""_ bkl A continuacién hacemos a = >_;_, b;al luego Consegmmos

r r

fla;. = Z(bzh;)a; = Z(bza;)h; — CLh;-,

1=1 1=1

esto es,
s=d;/h;=a/f en D(h}) = D(hi*') = D(h;) paracada j=1,...r

Por lo tanto, ¥(a/f') = s en D(f). Esto muestra que v es sobreyectiva y
por tanto un isomorfismo.
(c) Notemos que este es un caso especial de (b). Para ello hacemos

f=1y D(1) = Spec A, luego I'(Spec A,O) = O(Spec A) 2 A; =2 A, O

Proposicion 2.4.2. Se cumplen las siguientes afirmaciones:



4.1 Esquemas 45

(a) Sea A un anillo. Entonces el espacio anillado (Spec A, Q) es un es-
pacio localmente anillado.

(b) Si ¢ : A — B es un homomorfismo de anillos, entonces ¢ induce un
morfismo natural de espacios localmente anillados

(f fﬁ) (Sp@CB OSpecB) (SpeCAa OSpecA)-

(¢) Si A y B son anillos, entonces cualquier morfismo de espacios local-
mente anillados de Spec B a Spec A, es inducido por un homomor-
fismo de anillos ¢ : A — B como en (b).

Demostracion. (a) Esto sigue de la primera afirmacion de la proposicién
anterior.

(b) Definimos f : Spec B — Spec A por p — ¢~ 1(p). Por la proposicién
1.2.6 sabemos que f es continua. Por otro lado, para p € Spec B, tenemos
un homomorfismo local de anillos locales ¢, : A,-1,) — B, definido por
a/f — @(a)/o(f). Vamos a definir a continuacién un morfismo de haces

de anillos f* : Ospec 4 = f+Ospec B. Dado un abierto U C Spec A, definimos

fﬂ(U) : OSpecA<U) — OSpecB(f_l(U)> por st

donde t : f7Y(U) — Llpe -1y By estd definida por p — ¢p(s(¢™ L(p))).
Note que para p € f~1(U) tenemos gp* Y(p) = f(p) € U. Luego s(¢p~1(p)) €
Au-1(p), y por tanto t(p) = ¢p(s(e ' (p))) € By. Ademds, dado p € f~1(U),
si s = a/f en un abierto V' C U que contiene a f(p), entonces t =
w(a)/o(f) en f~1(V), donde se tiene que p € f~1(V) C f~H(U). Por tanto,
t € Ospeep(fHU)). Ademss, tenemos que f*(U) es un homomorfismo de
anillos. También, dados abiertos V C U, s € Ogpeca(U) y p € f71(V),
tenemos

(U)o (0) = FHUN(5)(P) = p(s (sfl(p)))
= ep(s], (7 (0))) = FV)(s,)(p

Esto muestra que fti Ospeca — [«Ospec €s un morfismo de haces de
anillos. Note que fp((U s)) = (f~YU),t), lo cual via los isomorfismos
Ospeca tp) = App) Y OspecBp = By, nos da el homomorfismo s(f(p)) —
t(p), es decir s(¢~(p)) — wp(s(p1(p))), el cual es el homomorfismo y.
Por tanto fp es un homomorfismo local de anillos locales.
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(c) Sea (f, f*) : (SpecB, Ospec) = (Spec A, Ogpec4) un morfismo de
espacios localmente anillados. Tomando secciones globales, tenemos un
homomorfismo de anillos

= f(Spec A) : A= Ogpec a(Spec A) = Ospecp(Spec B) = B

Por otro lado, para cada p € Spec B tenemos el siguiente diagrama con-
mutativo

(Spec

A——Ogpec Al SpecAf Spec B(Spec B) —= B

| o

App) — Ospeca,f(p) Ospec By

By

Luego, como fg es un homomorfismo local, se sigue que ¢ 1(p) = f(p).
Asi, notamos que para cada g € A tenemos que f~1(D(g)) = D(p(g)).
Luego, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

g eC
A—— Ogpec a(Spec Aj)[ (Sifbgpecg(Spec B)——DB

\ l /(D) j

Ay~ Ospeca(D(9)) "0, 5(D((9))) — By

de donde se sigue que f*(D(g))(a/g") = ¢(a)/¢(9)".

Finalmente veamos que f* es el morfismo de haces de anillos inducido
por ¢. Sean U C Spec A abierto y s € Ogpeca(U). Sea D(g) C U. Sea
s| D) = @ /g". Luego, la imagen t de s via el morfismo de haces de anillos
1ndu01d0 por ¢ satisface t|f w(a)/e(g)" en Ospecs(f1(D(g))), es

decir ¢[, . = @(a)/¢(9)" en f*OSpecB(D(g))-

Por otro lado, FA(U)(s)|p, = FHD(@))(s]y,) = F(D(g)alg") =
w(a)/p(g)". Luego fﬁ(U)(s)}D(g) = t‘D(g) para todo abierto D(g) C U.
Asi, como los abiertos D(g) forman una base para la topologia de Spec A,

concluimos que f*(U)(s) = t. Por tanto el morfismo (f, f*) de espacios
localmente anillados es inducido por el homomorfismo de anillos . O

Definicién 2.4.3. Un esquema afin es un espacio localmente anillado
(X, Ox) que es isomorfo (como espacio localmente anillado) al espectro de
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algin anillo. Un esquema es un espacio localmente anillado (X, Ox) tal
que para cada punto, existe un entorno abierto U de manera que el espacio
anillado (U, Ox|y) es un esquema afin. Si (X,Ox) es un esquema, lla-
maremos a X el espacio topologico subyacente de dicho esquema, vy
a Ox su haz estructural, por abuso de notacion simplemente escribire-
mos X en lugar de (X, Ox), en este caso escribiremos sp(X) para denotar
al espacio topologico subyacente, y si no hay confucion escribiremos sim-
plemente X para denotar tanto al esquema como a su espacto topologico
subyacente. Un morfismo entre esquemas es un morfismo como espa-
cios localmente anillados. Un tsomorfismo es un morfismo que tiene un
morfismo inverso.

2.5 La Construccion del Proj

Definicién 2.5.1. Sea S un anillo graduado. Denotamos S = @ -1 Sa-
Definimos el conjunto Proj S como la coleccion de todos los ideales primos
homogéneos p, tales que no contienen Sy. Si a es un ideal homogéneo de
S, seaV(a)={p € Proj S : a Cp}. Para un elemento f € Sy, definimos

D (f)={p e ProjS: f&p}
Proposicion 2.5.1. Sea S un anillo graduado. Se cumplen
(a) V(0) = Proj S y V(1) =0.
(b) Sia y b son ideales homogéneos en S, V(ab) = V(a) UV (b).
(c) Si{a;}icr es una familia de ideales homogéneos de S, entonces
VO a) =(V(w)
iel iel
Demostracion. Son consecuencias directas de la definicion. O
De la proposicién anterior se tiene que Proj S admite una topologia
cuyos cerrados son los conjuntos V' (a), con a ideal homogéneo de S.
A continuacién vamos a construir de manera natural un haz de anillos

O sobre ProjS. Para cada p € Proj S, consideremos el anillo S, de
elementos de grado cero en el anillo localizado T-1S, donde T es el sistema
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multiplicativo formado por todos los elementos homogéneos de S que no
pertenecen a p. Para cualquier subconjunto abierto U C Proj S, definimos
O(U) como el conjunto de funciones s : U — | |,y ) tal que para cada
peU,s(p) € Sy ytal que s es localmente un cociente de elementos de S,
es decir para cada p € U existe un entorno abierto V' de p en U y elementos
homogéneos a, f € S del mismo grado, tal que paracadaqe V, f €qy
s(q) = a/f en Sg). Tomando las restricciones naturales como morfismos
de restriccion, obtenemos que O es un haz de anillos.

Definicion 2.5.2. 5i S es un anillo graduado, definimos (Proj S, Q) como
el espacio topologico junto con el haz de anillos definido anteriormente.

Lema 2.5.2. Sea S un anillo graduado y f € S un elemento homogéneo.
Se cumplen:

(a) Sia yp son ideales homogéneos de S, tal que p es primo, f & p y
aSy NSy € pSyrNSiy). Entonces a C p.

b) Para cada ideal radical a de Sy, existe un ideal radical homogéneo b
(f)
de S tal que bSy N S(f) =a.

Demostracion. (a) Sea a € a un elemento homogéneo tal que d(a) = k,
d d
y sea d = O(f). Entonces G € aSN Sy € pSyN Sy, luego 5 € pSyy
puesto que este ideal es primo, 7 € pSy. Luego a € pSyNS = p. Por tanto
a Cp.

(b) Sea T el conjunto de elementos homogéneos a € S tal que - €a
para algin £ > 0. Definimos el ideal radical b = \/@ C S. Afirmamos
que bSy N Sy = a. En efecto, sea % € a C S(y) un elemento arbitrario,
entonces a es homogéneo y por definiciéon a € T C b, luego % cbSry
se sigue que % € bSy N Sy Reciprocamente, si % € bSy NSy tenemos

ﬁ € bSy, asi ﬁ — 2 conb € b, y de la definicién de b tenemos para algin
m > 1 que b" = ) . Na; donde \; € Sy a; € T, luego existen enteros
ki > 0 tal que 5 € a. Entonces (7)™ = J?Jjn = Z}ﬁ‘iai => fj,ﬁi_ki 7 €,
por tanto % € a. O

Proposicion 2.5.3. Sea S un anillo graduado. Se cumplen:

(a) Para cualquier p € Proj S, el tallo O, es isomorfo al anillo local Sy .

(b) Para cualquier elemento homogéneo f € S, tenemos un isomorfismo
de espacios localmente anillados, (D (f), O}DJF(f)) = Spec(S(y).
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(¢) Proj S es un esquema.

Demostracion. (a) Dado p € X, definimos la aplicacién de O, en Sy,
dado por (U, s) — s(p). Probar que esta aplicacién es un isomorfismo, es
similar a lo que ya hemos probado en la prop 2.4.1(a).

(b) Supongamos que f € S, es un elemento homogéneo de grado d.
Definimos la aplicacion ¢ : D, (f) — Spec S(y) dada por p — pSy N Sy
Esta aplicacién resulta ser un homeomorfismo de D (f) sobre Spec S(y)
En efecto, la inyectividad de ¢ es inmediato del item (a) del lema anterior.
Para la sobreyectividad, tomemos q € Spec S(y). Como ¢ es ideal radical de
S(), por el item (b) del lema anterior, existe un ideal radical homogéneo p
de S tal que pSy NSy = q donde p = m C Sy T esel conjunto de ele-
mentos homogéneos a E S tal que f € q para algin k£ > 0. Afirmamos que
el ideal p es primo, en efecto, dado dos elementos homogéneos b, c € S con
d(b) = dy y O(c) = dy tal que be € p. Entonces por la definicién de p existe
n > 1 tal que (be)” = >, Nia; donde \; € S, a; € T Y 7 & € q para algin

d

k > 0. Luego( b? ¢ )n _ (be)ir _ (>, Niai)? _ d1+d2 (Z fU\ al) € q

fh fdz f(d1+d2) f(d1+d2)

y como ( es primo tenemos que

fdl qufd2 Eq,luegodeToc cT
y por tanto b € p o ¢ € p. Para verificar que S. € p y p € Do (f), basta
ver que [ ¢ p ya que f € S, en efecto, si f € p, entonces para algin

n>1 fr"=>.Na; donde \; € Sy a; €T con Jf‘k € q para todo i, luego

=>, I ”\ al € g, lo cual es imposible puesto que ¢ es primo. De
esta manera conclulmos que @ es sobreyectiva y luego biyectiva. Mostremos

ahora, que ¢ es aplicacién cerrada y continua. Dado un ideal radical ho-
mogéneo a de S, afirmamos que p(V(a)ND(f)) = V(aSrNS(y)), en efecto,
dado q € (V(a)ND,(f)) entonces q = ¢(p) para algin p € V(a)ND,(f),
luego la condicién a C p implica que aSy NS C pSrN Sy = w(p) = q
por tanto q € V(aSy N S(y)). Reciprocamente dado q € V(aS; N S(y)),
entonces aSy N Sy C q, luego como ¢ es sobreyectiva, existe p € Do (f)
tal que (p) = q, entonces aS; NSy C pSyNS(y). Por el item (a) del lema
anterior tenemos que a C p, o sea p € V(a) y como p € D, (f), tenemos
que g = ¢(p) € p(V(a) N Di(f)). La igualdad de la afirmacién anterior
nos dice que la aplicacion ¢ es cerrada. Por otro lado, si I es un ideal
radical de Sy, por el lema anterior, existe un ideal radical homogeneo a
de S tal que aSy N Sy = I. Reemplazando esta igualdad en la igualdad
de la afirmacion anterior, tenemos que ¢(V(a) N Di(f)) = V(I), luego
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o 1 (V(I)) = V(a) N Dy (f) que es un subconjunto cerrado en D (f), por
tanto ¢ es continua.
A continuacién definiremos el morfismo f : Ospec sy — 0+ (Oproj S‘ D,

Para cada p € D (f) el homomorfismo vy, : (Spec S(f)),p) — S(p) dado por

‘Z?J{ — ZJJ: es un isomorfismo, con inverso ¢, : S( — (SpecS(#))p)
dado por § — abbd/fefp donde d = 9(f) y e = 9(a) = 9(b). Dado un

subconjunto abierto U C Spec Sy, definimos ¢*(U) : Ogpecs,,(U) —
Oprojs(¢™ ' (U)) como @H(U)(s)(p) = ¥u(s(p(p))) para todo p € ¢~(U)
y para todo s € Ogpecs,,(U). Es inmediato de la definicién, probar que
©*(U) es un isomorfismo de anillos, por tanto ¢ es un isomorfismo. Final-
mente gog : Ogpec i) Oproj sp €s un homomorfismo local pues tenemos
el siguiente diagrama conmutativo

%

OSpec Siyelp) = OPI‘OJ S.p
L]
(S)ew) —— S

donde las flechas verticales son los isomorfismos naturales y v, es homo-
morfismo local.

(¢). Se sigue inmediatamente, pues los subconjuntos D, (f), donde f € S,
son abiertos que cubren Proj Sy D, (f) = SpecS(y). O

Definicién 2.5.3. Sea A un anillo. Definimos el n-espacio proyectivo
sobre A como el esquema Py = Proj Alxg, ..., x,].

Definicion 2.5.4. Sea S un esquema. Un esquema sobre S (o un S-
esquema) es un esquema X, junto con un morfismo de esquemas ¢ : X —
S. Se dice que S es el esquema base y el morfismo ¢ es el morfismo
estructural del S-esquema X. St X,Y son S-esquemas, un morfismo de
esquemas f : X — Y es un morfismo de S-esquemas, si el diagrama

X\;/Y

es conmutativo, donde las flechas oblicuas son los morfismos estructurales.
Definimos de manera natural la composicion de morfismos de S-esquemas.
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Asi, los S-esquemas juntos con los morfismos de S-esquemas forman un
categoria que denotamos por Sch(S). Si A es un anillo, entonces por abuso
de notacion escribiremos &ch(A) para denotar a la categoria de esquemas
sobre Spec A.

2.6 Propiedades de esquemas

Definicién 2.6.1. Un esquema X es llamado localmente noetheriano
si es cubierto por subconjuntos abiertos afines Spec(4;), donde cada A; es
un anillo noetheriano. X es noetheriano si es localmente noetheriano y
casi compacto.

Observacion 2.6.1. La propiedad noetheriana es una propiedad local, es
decir: Un esquema X es noetheriano si y sélo si para todo subconjunto
abierto afin U = Spec A, A es un anillo noetheriano.(ver [1])

Definicién 2.6.2. Un morfismo de esquemas f : X — Y es cast com-
pacto, si existe un cubrimiento de'Y por abiertos afines V; tal que f~1(V})
es cast compacto para todo i.

Observacion 2.6.2. La propiedad de casi compacidad de un morfismo es
una propiedad local, es decir: Un morfismo f : X — Y es casi compacto
si y sélo si para todo subconjunto abierto afin V' C Y, f71(V) es casi
compacto.

Definiciéon 2.6.3. Un subesquema abierto de un esquema X, es un
esquema U, cuyo espacio topoldogico es un subconjunto abierto de X, y cuya
estructura de haz Oy es isomorfo a la restriccion (’)X}U de la estructura
de haz de X. Una tnmersion abierta es un morfismo f : X — Y
que induce un isomorfismo de X sobre un subesquema abierto de Y, es

decir f se factoriza en X 25 Z 'Y donde g es un isomorfismo, Z es un
subesquema abierto de Y y j es el morfismo inclusion.

Un subesquema cerrado de un esquema X, es un esquema Y junto
con el morfismo inclusion i : Y — X, tal que sp(Y') es un subconjunto
cerrado de sp(X) y el morfismo de haces i* : Ox — i.(Oy) es sobreyec-
tiva. Una tnmersion cerrada es un morfismo f 1Y — X tal que f es
un homeomorfismo de sp(Y') sobre un subconjunto cerrado de sp(X), y el
morfismo de haces f*: Ox — f.(Oy) es sobreyectivo.
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Observacion 2.6.3. Sea Y un subesquema cerrado de X. Como Y es un
subconjunto cerrado de X, sabemos que

: ~ Oyyp si peyYy
(0(Ov))p = { 0 si peX\Y

donde para p € Y, el isomorfismo es dado por (U, s) — (U NY,s). Luego,
decir que i* : Ox — i,(Oy) es sobreyectiva es equivalente a decir que los
homomorfismos inducidos en los tallos @ : Ox, — (ix(Oy)), = Oy, son
sobreyectivos, para todo p € Y.

Ejemplo 2.6.1. Sea A un anillo y sean a un ideal de A, X = Spec A/a,
Y = Spec A, y consideremos el homomorfismo de anillos ¢ : A — A/a.
Entonces el morfismo de esquemas f : X — Y inducido por ¢, es una
inmersion cerrada. En efecto, f es un homeomorfismo de X sobre el
subconjunto cerrado V(a) de Y. Por otro lado, si p € X yv q = f(p),
entonces ¢ induce el homomorfismo local ¢, : A, — (A/a), dado por
a o(a)

- ooy due es sobreyectivo ya que ¢ es sobreyectiva. Ademas, el mor-

fismo f* : Oy — f.(Ox) estd definido como f*(U)(s)(p) = wp(s(f(p)))
para todo abierto U de X, s € Oy(U) y p € X. Luego, parap € X y
q= f(p), el diagrama

es conmutativo, donde las flechas verticales son los isomorfismos naturales.
Luego fpji es sobreyectiva para todo p € X, y se sigue que f es una inmersion
cerrada.

Definiciéon 2.6.4. Sea S un esquema y sean X,Y esquemas sobre S, es
decir, esquemas con morfismos a S. Definimos el producto fibra de X e
Y sobre S, denotado por X xgY, como un esquema, junto con morfismos
P X XgY = X ypy: X XgY =Y que conmutan con los morfismos
X - SyY — S, tal que dado cualquier esquema Z sobre S, y dados
morfismos f : Z — X yg: Z — Y que hacen un diagrama conmutativo
con los morfismos X — S yY — S, entonces existe un unico morfismo
0:7Z — X xgY tal que f =p100 yg=py00. Los morfismos p1 y pa son
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llamados morfismos proyeccion del producto fibra sobre sus factores.

Dados X,Y esquemas arbitrarios, defintimos el producto de X eY, de-
notado por X XY como el esquema X Xgpez) Y -

Teorema 2.6.2. Para cualquier par de esquemas X eY sobre S, existe el
producto fibra X xXgY vy es unico salvo isomorfismo.

Demostracion. Ver [1]. O

Definicion 2.6.5. Sea f : X — Y un morfismo entre esquemas. El mor-
fismo diagonal es el inico morfismo A : X — X Xy X cuya composicion

con las proyecciones p1,p2 : X Xy X — X es la aplicacion identidad
ZdX X — X.

Decimos que el morfismo [ es separado si el morfismo diagonal /\ es
una inmersion cerrada, en este caso también decimos que X es separado
sobre Y. Un esquema X es separado si es separado sobre Spec(Z).

Observacion 2.6.4. Toda inmersién cerrada es separada (ver [1]).

Definicién 2.6.6. Sea (f, f*) : (X, Ox) — (Y, Oy) un morfismo de esque-
mas. Sea U CY un subconjunto abierto. Vamos a definir un morfismo de
esquemas (f}ffl(U)’(ﬂf*l(U))ﬁ) ; (f_l(U),(’)Xb,l(U)) — (U,Oy|,). Con-
sideramos la funcion continua f‘f—l(U) : f7YU) — U y definimos el mor-
fismo de haces de anillos (f‘f_l(U))ﬁ : Oy, — (f‘f—l(U))*(OX|f—1(U)) =
(f*<OX>)‘U como (f‘f,l(U))ﬁ(V) = f4V), para cada abierto V. C U; es
decir (f’f_l(U))ﬂ = fﬁ|U. Asi tenemos que (f’f_l(U))f7 = f}j, para todo
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p € f~YU), de donde se sigue que (f‘f,l(U), (f‘f,l(m)ﬁ) es un morfismo de
esquemas. Decimos que este morfismo es obtenido restringiendo el mor-

fismo (f, f).

Observacion 2.6.5. Si Y es un subesquema cerrado de X y U es un

subconjunto abierto de X, entonces U N'Y es un subesquema cerrado de
U.

Definicién 2.6.7. Sean X un esquema y U C X un subconjunto abierto.
Vamos a definir un morfismo de esquemas (i,i*) : (U, OX| (X, Ox).
Consideramos la funcion continua @ : U — X dada por la mcluswn Y
definimos el morfismo de haces de anillos i* : Ox — i*((’)X‘U) como
i*(W) = pwunw, para cada abierto W C U. Asi tenemos que zf) =idoy
para todo p € U, de donde se sigue que (i,1*) es un morfismo de esquemas.
Este morfismo es llamado morfismo inclusion.

Dados un morfismo de esquemas f : X — Y y U C X un subconjunto
abierto. La restriccion de [ a U, denotada por f|,;, es el morfismo foi,
donde i : U — X es el morfismo inclusion.

Proposicion 2.6.3. Sean f : X — Y un morfismo de esquemas y U C
Y un subconjunto abierto tal que f(X) C U. Entonces existe un tinico
morfismo de esquemas g : X — U tal que iog= f, donder:U — Y es el
morfismo inclusion.

Demostracion. Como f(X) C U, podemos definir la funcién continua
g : X — U dada por g(p) = f(p), para todo p € X. Definimos el morfismo
de haces de anillos ¢ : Oy’U — g*(’)X como ¢*(V) = f¥V), para cada
abierto V' C U. Asi tenemos que gp = fg, para todo p € X, de donde se
sigue que (g, g*) es un morfismo de esquemas. Como funciones continuas,
tenemos que i0g = f. A continuacién, veamos que (iog)* = f*. En efecto,
dados V' C Y un subconjunto abierto y s € Oy (V), tenemos

G (V) (V) (5)) = gHU N V)(s \W fﬁamv !W
PO g = PO ey = POV 0y = FV)5)

Finalmente, supongamos que tenemos otro morfismo de esquemas h : X —
U tal que ioh = f. Como funciones continuas, tenemos que h = g. Por otro
lado, para cada abierto V C Y y s € Oy(V), tenemos h*(U N V)(S‘Um/) =
fFFV)(s) =g*(UN V)(S‘Um/) En particular, si V' C U tenemos hf(V)(s) =
g (V)(s). Se sigue que (h, h*) = (g, g%). O
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Proposicién 2.6.4. (Pegado de morfismos). Sean X e Y esquemas y
sea {U;}tier un cubrimiento abierto de X. Consideremos morfismos de

esquemas w; = Uy — Y tal que gpi’UﬂU‘ = gpj‘UﬂU-’ para todo 1,5 € 1.
7 J 7 J

Entonces existe ¢ : X — 'Y morfismo de esquemas tal que g0|U = ©;, para
todo 1 € I.

Demostracion. Ver [1]. O

Proposicion 2.6.5. Sean X un esquema sobre S yp1,ps : X Xg X — X las
proyecciones. Sean U,V subconjuntos abiertos de X. Consideremos U,V
esquemas sobre S, restringiendo el morfismo estructural de X. FEntonces

p(U)Np (V) =UxsV.

Demostracion. Sean f : X — S el morfismo estructural y W = p; ' (U)N
Py H(V). Sean ky - W — p ' (U) y ko : W — py (V) los morfismos inclusién.
Definimos py : W — U ypy : W — V por py = pl‘pfl(U) okyy py =
pg}p,l(v)okg. Sean1:U — X, 7:V — X, k: W — X xXg X los morfismos

2

de inclusién. Es facil ver que pyok =10py y po o k = 50 py. Entonces la
conmutatividad del diagrama

X X9 X
y K
X
\ /
S
implica la conmutatividad de

%4
bu pv
U/ \V
N
v S 1%

Sea Z un esquema sobre S 'y sean g : Z — U y h : Z — V morfismos tal

X
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Entonces tenemos

fo(iog)=fl,09=f|,0h=fo(joh)

Por la definicién del producto fibra X xg X, existe un tnico morfismo
0.7 — X xgX tal que

1og=mpot y joh=pyob
Por otra parte, dado z € Z

(pro0)(z2) =g(z) €U vy (p2ob)(z) =h(z) eV

de donde 0(z) € W. Luego, por la_ proposicién anterior, existe un unico

~

morfismo 6 : Z — W tal que ko6 = 0, donde k : W — X Xxg X es el
morfismo inclusién. Asi tenemos 1o0g = pjof =piokoll =10opyofy
analogamente jo h = jo py o 0. Entonces, por la unicidad establecida en
la proposiciéon anterior, tenemos que py o 0 = gy pyo 0= h. Finalmente,
sea v : Z — W morfismo, tal que pyovy = gy py oy = h. Luego
kot :Z — X xg¢ X satisface pjo (ko) =10gy pyo(kot)) = joh. Luego

~

ko1 = 6, de donde se sigue que ¥ = 6. Por lo tanto W =U xg V. O

Proposicién 2.6.6. Sea A un anillo y sea (X, Ox) un esquema. Dado un
morfismo de esquemas f : X — Spec A, tenemos un morfismo de haces
de anillos f* Ospeca — fOx. Tomando secciones globales obtenemos
un homomorfismo de anillos f*(SpecA) : A — Ox(X). Asi tenemos
una funcion natural o : Homee (X, Spec A) — Homping(A, Ox(X)). Se
cumple que o es biyectiva.

Demostracion. Dado U = Spec B C X un subconjunto abierto afin
de X, tenemos un morfismo de esquemas p%; : Spec B — Spec Ox(X)
inducido por el homomorfismo de anillos pxy @ Ox(X) — Ox(U) =
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B. Veamos que p}U’UOV = p}v‘mv, para todo par de abiertos afines
U = Spec B, V = SpecC. En efecto, basta mostrar que (p}ﬂUnV)‘W =
(p}V}Uﬁv)‘W, para todo abierto afin W = Spec D C U NV, es decir basta
mostrar que pﬁ(U}W = p}V’W, para todo abierto afin W = Spec D C UNV.
Sea 1 : SpecD — Spec B el morfismo inclusiéon. Luego, tenemos que
i*(Spec B) = pyw. Por otro lado, como i es un morfismo entre esquemas
afines, entonces por la proposicién 2.4.2(c) tenemos que i*(Spec B)* = i,
de donde se sigue que 7 = pj;;;. Entonces p}U‘W = pPxy 0t = Pxy° Prw =
(prw © pxv)* = pxw- Andlogamente tenemos que p}v‘w = pxw, ¥ por

tanto p}U’W = p}V‘W. Asi tenemos que p}U‘UﬁV = p}V‘UﬂV, para todo
par de abiertos afines U = Spec B, V = SpecC. Entonces, podemos pe-

gar los morfismos p% : U — Spec Ox(X), y asi obtenemos un morfismo
H: X — SpecOx(X) tal que H‘U = pxy, para todo abierto afin U C X.
Sea @ Homgping(A, Ox (X)) = Homeg (X, Spec A) definida por B(g) =
g* o H. Veamos que B ot = Z’dHomgm(X,SpecA) yao B = idHOmmmg(A,Ox(X))'
Sea f : X — SpecA un morfismo de esquemas. Dado un abierto afin
U = Spec B C X, tenemos que (fﬁ(SpecA)*oH)’U = fﬁ(SpecA)*oH‘U =
f¥(Spec A)* o pir = (pxuv o fH(Spec A))*.

Por otro lado f ‘U . Spec B — Spec A es un morfismo de equemas
afines. Entonces f‘U = (f}U)ﬁ(SpecA)* = (f 0 j)¥(Spec A)* = (j*(X) o
fH(Spec A))* = (pxv o fH(Spec A))* donde j : U < X es la inclusion.

Por tanto ( f*(Spec A)*oH)‘U = f|U para todo abierto afin U = Spec B C
X, de donde se sigue que fﬁ(Spec A)*oH = f. Luego foa = 1 Fomeey (X,Spec A)-
Ahora, consideremos un homomorfismo de anillos g : A — Ox(X).

Tenemos que

o(B(9)) = a(g* o H) = (g" o H)*(Spec A) =
H*(Spec Ox(X)) o (g%)*(Spec A) = H*(Spec Ox(X)) o g

Vamos a mostrar que H*(Spec Ox (X)) = ido,(x). Haciendo A = Ox(X)
y f = H en la igualdad que ya demostramos anteriormente: f*(Spec A)* o
H = f, tenemos que H*(Spec Ox(X))* o H = H. Luego, dado un abierto
afin U = Spec B C X, tenemos que H*(SpecOx(X))* o H‘U = H‘U.
Entonces H*(Spec Ox(X))* o py = piy, de donde obtenemos que (pxy o
H¥(Spec Ox(X)))* = piy. Por tanto pxy o H*(Spec Ox (X)) = pxu, de
donde se sigue que Hﬁ(SpecOX(X))(SMU = s’U para todo s € Ox(X) y
para todo abierto affn U = Spec B C X. Entonces H*(Spec Ox (X)) =
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idoy(x), Y se sigue que a0 8 = idgomy,,,(4,0x(X))- Por tanto a es biyectiva.
O

Proposicion 2.6.7. Sean X = Spec A, Y = Spec B esquemas afines sobre
un esquema afin S = Spec R. Entonces Spec(A®p B) = X xgY.

Demostracion. Sean f : Spec A — SpecR 'y g : Spec B — Spec R los
morfismos estructurales de X e Y respectivamente. Sean ¢ = f*(Spec R)
y ¢ = g*(Spec R) los homomorfismos de anillos que inducen f y g respec-
tivamente. Sean oy : A - AQgr By as : B - A ®pr B los homomor-
fismos de anillos definidos por ai(a) = a® 1y as(b) = 1 ® b. Definimos
p1 = af : Spec(A ®@p B) — Spec Ay po = a} @ Spec(A @p B) — Spec B.
La conmutatividad del diagrama

R
/ K
A\ /B
A®rB

implica la conmutatividad de

Spec(A®r B)

Spec A Spec B

T T

Spec R

Sea Z un esquema sobre Spec Ry sean 8 : Z — SpecAy v :Z — SpecB
morfismos tal que fof8 =govy

Zesc-------—-- - Spec(A Qg B)
m
Spec A Spec B
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Tomando secciones globales, obtenemos el diagrama conmutativo
R
/ X
A B
ﬁ”(sp% %ecB)
Oz(2)

Luego, considerando Oz(Z) como una R—algebra via el homomorfismo de
anillos B*(Spec A) o ¢ = *(Spec B) o) : R — Oz(Z), podemos definir el
homomorfismo de R—algebras 6 : A ®r B — Oz(Z) dado por d(a ® b) =
B%(Spec A)(a)y*(Spec B)(b). Asi tenemos el diagrama conmutativo

Oz(2)

de donde obtenemos el siguiente diagrama conmutativo

Spec Oz(7) 5* Spec(A @p B)

¥ (Spec B)® P2
5@'\ i \

Spec A Spec B

T T

Spec R

Sea H : Z — Spec Oz(Z) el morfismo natural construido en la proposicién
anterior. Como 3*(Spec A)* o H = 3y 7*(Spec B)* o H = , entonces
obtenemos el diagrama conmutativo

Z 0ol Spec(A ®@p B)
P2
m
Spec A Spec B
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Finalmente, teniendo en cuenta la proposicién anterior, vamos a mostrar
que el homomorfismo de anillos § : A ®r B — Oz(Z) que hace conmutar
este diagrama, es tnico. Sea § : A ®p B — Oz(Z) que satisface dicha
propiedad. Entonces of o 6* o H = pyoé* o H = 8 = B*(Spec A)* o H,
es decir (6 o ay)* o H = B*(Spec A)* o H. Por tanto & o a; = 3*(Spec A).
Analogamente tenemos que § o ay = V¥(Spec B), y por tanto §(a ® b) =
B4 (Spec A)(a)y*(Spec B)(b). Concluimos que Spec(A®p B) = X xgY. O

2.7 Haces de modulos

Definicién 2.7.1. Sea (X,Ox) un espacio anillado. Un Ox-mdodulo o
haz de Ox-maoddulos sobre X es un haz de grupos abelianos F en X, tal
que para cada subconjunto abierto U C X, el grupo F(U) es un Ox(U)-
modulo, y para cada inclusion de conjuntos abiertos V. C U, el homo-
morfismo restriccion F(U) — F(V) es compatible con las estructuras de
mddulos via el homomorfismo de anillos Ox(U) — Ox(V); es decir el
siguiente diagrama es conmutativo

Ox(U) x FU)—=F(U)

| |

Ox (V) x F(V) —3F(V)

Mas precisamente, dados a € Ox(U) y s € F(U), entonces se tiene
aly.sly = (a.s)ly. Un morfismo F — G de haces de Ox-maodulos es
un morfismo de haces tal que para cada subconjunto abierto U C X, la
aplicacion F(U) — G(U) es un homomorfismo de Ox(U)-médulos.

Notemos que el nicleo e imagen de un morfismo de Ox maodulos es
también un Ox-modulo. Si F y G son dos Ox-modulos, denotemos al
grupo de morfismos de F a G por Homo,(F,9) o también Hom(F,9)
st no hay confusion. Una sucesion de Ox-maodulos y morfismos es exacta
st es exacta como una sucesion de haces de grupos abelianos. St U es un
subconjunto abierto de X y st F es un Ox-maodulo, entonces S"}U es un
(’)X’U-mo”dulo. St F y G son dos Ox-mddulos, el prehaz

U HomOX‘U(rf U,S}U)

es un haz, el cual es llamado haz Hom y denotado por Homo (3, 9).
Este haz también es un Ox-maodulo. También definimos el haz producto
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tensorial F ®o, § de dos Ox-mddulos como el haz asociado al prehaz
U F(U)®o,w)(U), y por brevedad escribiremos a este haz como F®G.
St {TF;}tier es una familia de Ox-mddulos, la suma directa I = D, F;
es el haz asociado al prehaz U — @@,.; Fi(U), el cual es un Ox-mddulo.
Un Ox-maodulo F es labre si es isomorfo a una suma directa de copias de
Ox. Es localmente libre st X puede ser cubierto por conjuntos abiertos
U para los cuales ?‘U es un Ox-modulo libre, en este caso el rango de F
en tal conjunto abierto es el nimero de copias del haz estructural(finita o
infinita). Un haz localmente libre de rango 1 es llamado haz inversible.

Sea f:(X,0x) — (Y,Oy) un morfismo de espacios anillados. Si F es
un Ox-maddulo, entonces f,F es un f,Ox-mddulo. Puesto que tenemos el
morfismo de haces de anillos sobre Y, f*: Oy — f.Ox, esto da a f.F una
estructura natural de Oy-modulo, llamado tmagen directa de F por el
morfismo f.

Si G es un haz de Oy-mddulos, entonces f~1G es un f~1Oy-mddulo.
Tenemos un morfismo natural de haces de anillos f~'Oy — Ox, in-
ducido por el morfismo f*Oy — Ox dado en cada abierto U C X por
(V,s) — fﬂ(V)(s)’U. FEsto nos permite definir f*S como el producto ten-
sorial 71§ @10, Ox, el cual es un Ox-mddulo.

Observacion 2.7.1. El funtor f* es exacto a derecha, es decir una sucesién
exacta de Oy-moddulos

0O—=+F—=G—-+H—=0
induce una sucesion exacta de Ox-modulos
ff*F—=f"G— fH—0

En efecto, esto sigue del hecho que dado un morfismo de Oy-modulos
¢ : F — G, tenemos un morfismo de Ox-médulos f*¢ : f*F — f*G, el
cual estd dado en cada tallo por (f*¢), = @) ®ido,, vialos isomorfismos
(f*f‘);p = ff(x) ®Oy7f(x) OX,:E y gf(gg) ®Oy7f(x) OX,x = (f*g)x

Definicion 2.7.2. Sea A un anillo y sea M un A-mddulo. Definiremos el
haz asociado a M sobre X = Spec(A), el cual denotaremos por M. Para
cada abierto U, definimos el grupo M (U) como el conjunto de funciones
s+ U = ey M,y tal que s(p) € My para cada p y tal que para cada

p € U, existe un abierto V C U que contiene p, y elementosm € M,f € A
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tal que para cada q € V, f ¢ q, y s(q) = m/f en M. Tomando las
restricciones naturales como morfismos de restriccion, obtenemos que M
es un haz. Ademds, por la definicion del haz estructural Ogpeca, €s claro

que M es un Ox-maodulo.

Proposicion 2.7.1. Sea A un anillo y sea M un A-modulo. Se cumplen
las siguientes afirmaciones:

(a) Para cualquier p € Spec A, el tallo ]\Z del haz ]\7, es isomorfo al
mdodulo localizado M, .

b) Para cualquier elemento f € A, el Ar-mddulo M(D f)) es isomorfo
f
al médulo localizado My.

(¢) En particular, I'(Spec A, ]Tf) =~ M.

Demostracion. La demostracion es idéntica a la proposicién 2.4.1, reem-
plazando A por M adecuadamente. O

Proposicion 2.7.2. Sean A un anillo, M un A-mddulo y X = Spec A.
La correspondencia M — M es un funtor exacto y plenamente fiel de la
categoria de A-maodulos en la categoria de Ox-maodulos.

Demostracion. Dado un homomorfismo de A-médulos ¢ : M — N,
vamos a definir un morfismo de Ox-médulos ¢ : M — N. Note que para
cada p € Spec A, tenemos un homomorfismo de A,-moédulos ¢, : M, — N,
definido por m/f +— ¢(m)/f. Dado un abierto U C Spec A, definimos

@(U)iﬁ(U)%N(U) por s>t

donde t : U — [,y Ny estd definida por p + ¢y(s(p)). Por otro lado,
dado p € U, si s = m/f en un abierto V' C U que contiene a p, entonces
t = o(m)/f en V. Por tanto, t € N(U). Ademads, tenemos que $(U) es
un homomorfismo de Ox(U)-mdédulos. También, dados abiertos V' C U,
s€M(U)yp eV, tenemos

(BU)()];)p) = SU)(5)(p) = @p(s(p))
= op(s]y,(p)) = B(V)(s],)(p)

Esto muestra que ¢ : M — N es un morfismo de Ox-modulos. Es claro

que (idy) = idy;, y ademds si tenemos homomorfismos de A-mddulos
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~

©: M — N,9: N — P entonces (1) o) = 1) o p. Tomemos ahora una
sucesion exacta de A-mddulos

Y

0—M-Z3N-S P30

Luego, tenemos una sucesion de O x-modulos

Y

0 >J\7 %JV s P > 0

Luego para todo p € X tenemos el siguiente diagrama conmutativo

= ~ g~
Oﬁ(M)pi’(N)p—k(P)p—)O

L

0 M, 2~ N,—"~P, 0

donde las flechas verticales son los isomorfismos naturales y la fila hori-
zontal inferior del diagrama es exacta para cada p € X. Por tanto la fila
horizontal superior del diagrama es exacta para cada p € X, y asi nues-
tra sucesion de Ox-modulos es exacta. Veamos finalmente que el funtor
“es plenamente fiel, es decir, dados A-mddulos M y N, debemos probar
que la aplicacion Hom (M, N) — Hom@X(M N) definida por ¢ — @ es
una biyeccién. En efecto, dado h : M — N un morfismo de Ox-modulos,
tomando secciones globales tenemos un homomorfismo de A-médulos

o = h(Spec A) : M = M(Spec A) — N(Spec A) = N

Esto nos da una aplicacién de Homox(ﬂ, N) en Homa(M,N). Es evi-
dente que @(Spec A) = p por definicién de . Por otra parte, sea h : M —
N un morfismo de Ox-mdédulos y sea h(Spec A) = ¢ Luego, para cada
g € A tenemos el siguiente diagrama conmutativo

]‘V

N,

g

M—>]\7(Spec A) -2~ N(Spec A) —

M, —— M(D(g)) "®2L N (D(g)) —

de donde se sigue que h(D(g))(m/g") = @(m)/g". N
Ahora veamos que h = @. Sean U C Spec A abierto y s € M(U). Sea
D(g) € U. Sea s|D(g) = m/g". Luego, t = o(U)(s) satisface t‘D(g) =

p(m)/g".
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Por otro lado, A(U)(S)] iy = HD)(slyy,) = HD))m/s") =
w(m)/g". Luego h(U)(s)}D(w = t}D(g) para todo abierto D(g) C U. Asi,

como los abiertos D(g) forman una base para la topologia de Spec A, con-
cluimos que h(U)(s) = t. Concluimos que h = @. O

Proposicion 2.7.3. Sean A, B anillos, X = Spec A e Y = Spec B. Con-
sideremos un homomorfismo de anillos p : A — B y su morfismo corre-
spondiente f:Y — X. Se cumplen las siguientes afirmaciones:

~

(a) Si M,N son dos A-mddulos, entonces (M @4 N) = M@OX N.
(b) Si{M;}icr es cualquier familia de A-mddulos, (D, Mi)~§ Dic; M;.

(¢) Para todo B-médulo N tenemos f.(N) = (4N), donde 4N indica N
como A-maodulo.

— .

(d) Para todo A-mddulo M tenemos f*(M) = (M ®4 B).
Demostracion. Ver [1]. O

Definicién 2.7.3. Sea (X, Ox) un esquema. Un haz de Ox-mddulos F es
cast coherente si X puede ser cubierto por subconjuntos abiertos afines
U; = Spec A;, tal que para cada i existe un A;-modulo M; con F v = M;.
Decimos que F es coherente si ademds cada M; puede ser tomado como
un A;-modulo finitamente generado.

Lema 2.7.4. Sea X un esquema, F un haz casi coherente (resp. coherente)
sobre X y sea U un subconjunto abierto de X, entonces }"‘U es también
casi coherente (resp. coherente)

Demostracion. Desde que F es haz casi coherente, existe un cubrimiento
de X por abiertos afines U; = Spec(A;), y para cada i un A;-médulo M; tal
que F’Uj =~ ]\Z Como {U; = Spec A;}icr es un cubrimiento abierto de X,
entonces la coleccién formada por los abiertos basicos de todos los abiertos
U; es una base para la topologia de X. Luego basta mostrar que F } D(f)
es isomorfo al haz asociado de un (4;);-mddulo, para todo f € A; y para
todoi € I. Sea f € A; ysear: D(f) — U, la inclusion, entonces

12

Flogp=F

Ui) D(f) — (Mi)‘D(f) =" M; = (M; @4, (Ai)y)
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por tanto F ‘U es casi coherente. Ahora, si F es coherente, cada M; es un
A;-médulo finitamente generado, luego M;®4, (A;) es también finitamente
generado como (A4;) ;-mddulo, y por tanto F ‘ ; s también un haz coherente.
L]

Lema 2.7.5. Sea X = Spec(A) un esquema afin y F un haz casi coherente
(resp. coherente) sobre X . Entonces existe un conjunto finito de elementos
g1y---,9n de A, tal que X es cubierto por los abiertos bdsicos D(g;) y

Fl e,
D(g:)
finitamente generado).

= M, para todo i, donde cada M; es un A, -mddulo (resp. modulo

Demostracion. Como F es casi coherente, entonces X es cubierto por
abiertos afines V' = Spec B tal que F ’V = M donde M es un B-modulo.
Por otro lado, como los subconjuntos D(g), con g € A, forman una base
para la topologia de X, entonces existe una familia {g; };,c; de elementos de
A tal que V es cubierto por los abiertos D(g;). Luego para cada inclusion
v : D(g;) — V tenemos un homomorfismo de anillos B — A,,. Entonces

F’D(gi) - (F}V)‘D(gi) = M‘D(%) = L*M = (M ®B Agi)~

y tomamos M; = M ®p A, el cual es un Ay,-médulo. Ahora bien, con-
siderando el cubrimiento de X formado por los abiertos bésicos D(g;) con-
tenidos en algun abierto afin V' como antes; como X es casi compacto
entonces X es cubierto por un ndmero finito de estos abiertos D(g;) con
la condicién requerida. Ahora, si F es coherente, cada M es un B-mddulo
finitamente generado, luego M ®p A, es también finitamente generado
como A,-mdédulo. O

Lema 2.7.6. Sean X = Spec(A) un esquema afin, f € A, D(f) C X
su correspondiente abierto basico y F un haz casi coherente sobre X. Se
cumplen las siguientes afirmaciones:

(a) Sis e (X, F) es una seccion global de F cuya restriccion a D(f) es
0, entonces f"s =0 para algin n > 0.

(b) Dada una seccion t € F(D(f)) de F sobre el abierto D(f), entonces
para algin n > 0, f"t se extiende a una secion global de F sobre X.

Demostracion. Como F es casi coherente sobre X, el lema anterior nos
dice que existen gy,...,g, € A tal que X = J,_; D(¢:) vy ]—"D(gl) = M;,
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donde cada M; es un A,-médulo; ademés D(f) = Ui;_; D(fg:) y D(fg:) C
D(f).

(a) Tomemos una seccién s € I'(X,F) y supongamos que 5’ D) = 0.
Para cada 4, denotemos por s; a la seccion s| pa) €F (D(gi)). De acuerdo
a los isomorfismos

F(D(gi)) = ]:‘D(gi)(D(gi)) = M(Spec(Agi)) = M,

podemos considerar a s; como un elemento de M;, y por hipdtesis tenemos
que S‘D(fg‘) = 0 para cada ¢ = 1,...,r. Como S}D(fg‘) € F(D(fg)) y

F(D(fgi)) = ]\Z(D({)) & (Mi){, tenemos que s’D(fgi) = 0 en (Mi){,
entonces por la definicion de localizacion, existe n > 1 (que depende de i),
tal que {nsi = 0, y como el conjunto de indices ¢ es finito, podemos tomar
n suficientemente grande que no dependa de ¢. Por consiguiente, para cada
i tenemos (f"s = {n s; = 0, y puesto que F es hazy X = J;_; D(g),
resulta f"s = 0.
(b) Sea t € F(D(f)), y para cada i definamos t, = t}D for)
F(D(fg:)) = (M )f, podemos considerar a t; como un elemento de (Mi){,

donde m; € M; = F(D(g;)), y tomando t; = (£)""m,

’D (9:)

Puesto que

I
entonces t; = (T)"i’

donde n = max{n;}, para cada ¢ tenemos que t; = ——; ademés

({)

il gy = ﬁ N (%)nt; - (f nt) o)

Esta igualdad implica que t; ‘ D)) para todo 7, 7, luego
J

= blotsag)

(ti}D(gigj) B tj‘D(gigj))‘D(fgigj) =0
Aplicando el item anterior al haz casi coherente F ‘ D 0) sobre Spec(Ag,g,) y

a su seccion global ¢; ’ Do, tenemos que

)"l "t ‘D ) il Digig) =
0 para algin m > 1 (que depende de i,7), y tomando m suficientemente

grande podemos hacer que m sea independiente de 7 y 7. Luego tenemos
m m
que ({ ti)|D(gigj) = ({ tj)|D(gigj) y puesto que F es haz y X = J._, D(¢:),

existe s € I'(X, F) tal que S}D(g) = {mti para todo 7; asi

m f m—+n

3 P A T CAS
D(fg:) 1 ID(fg)\1 D(fg;) 1 D(fg:)

—

o = 1 ‘ oo
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y como D(f) = UU:_; D(fgi), usando otra vez la propiedad de haz de F,
I
1

tenemos S‘D(f) = t. O

Proposicion 2.7.7. Sea X un esquema. Entonces un Ox-modulo F es
casi coherente sy solo si para cada abierto afin U = Spec A de X, existe
un A-modulo M tal que F’U = M. Sv X es noetheriano, entonces F es
coherente st y solo si lo mismo es verdad, con la condicion extra que M es
un A-maodulo finitamente generado.

Demostracion. Sea F un haz casi coherente sobre X y sea U = Spec A
un abierto afin. Por el lema 2.7.4, F ‘U es también casi coherente, asi que
podemos suponer que X = U. Sea M = I'(X,F) y para cada f € A
definimos el homomorfismo de Ay-médulos a(D(f)) : My = M(D(f)) —
F(D(f)) dado por i #.m‘D(f). Como los subconjuntos abiertos D(f)
son una base para la topologia de X y ademas los homomorfismos a(D(f))
conmutan con las restricciones, podemos pegar estos homomorfismos y
obtener un morfismo de Ox-moédulos o : M — F. Veamos que este
morfismo es un isomorfismo. Puesto que los subconjuntos abiertos D(f)
son una base para la topologia de X, bastara probar que los homomor-
fismos a(D(f)) son isomorfismos para cada f € A. Sea 7 € Mj tal que
#m| Dif) = 0, esto implica que m| Dif) = 0 y por la primera afirmacién
del lema 2.7.6 existe n > 0 tal que f"m = 0, por tanto % = (0 y asi
a(D(f)) es inyectiva. Veamos la sobreyectividad, dado t € F(D(f)), por
la segunda afirmacion del lema 2.7.6, existe n > 0y m € M =I'(X, F) tal
que m|p(p) = f"t, luego a(D(f))(fr) =t y de esta manera concluimos que

FM la parte reciproca es inmediata. Supongamos ahora que X es
noetheriano y J es coherente. Por el lema 2.7.5 existe un conjunto finito
de elementos gi, . .., g, de A, tal que X es cubierto por los abiertos basicos
D(g;) y F|D(gi) = M; para todo 7, donde M; es un A, -mddulo finitamente

generado. De lo anterior ya tenemos que F = M , luego
My, = M(D(g;)) = F(D(gi)) = Mi(D(g:)) = M,

y por tanto cada M, es un A,-moédulo finitamente generado; ahora bien,
desde que el anillo A es noetheriano, entonces A, es también noetheriano
y asi M, es noetheriano para cada ¢. Esto implica que M es noetheriano.
]
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Teorema 2.7.8. Sean A un anillo y X = SpecA. EIl funtor M M
es una equivalencia entre la categoria de A-maodulos y la categoria de Ox -
modulos casi coherentes. Su inversa es el funtor F — T'(X,F). Si A es
noetheriano, el funtor es una equivalencia entre la categoria de A-mddulos
finitamente generados y la categoria de Ox-modulos coherentes.

Demostracion. Consecuencia directa de las proposiciones 2.7.2 y 2.7.7.
U

Proposicion 2.7.9. Sea X = Spec A un esquema afin y consideremos una
sucesion exacta de Ox-mdodulos 0 — F — F — F" — 0, supongamos que
que F' es casi coherente. Entonces la sucesion

0—-T(X,F)—=T(X,F)=T(X,F") =0
es exacta.

Demostracion. Por la proposicion 2.2.10 sabemos que el funtor I' es
exacto a izquierda, luego basta probar que la pentltima aplicacion es
sobreyectiva. Sean s € I'(X,F”"), v : F — F" e identifiquemos F’
como un subhaz de F. Por la proposicion 2.2.9 y la casi compacidad
de X, tenemos que X puede ser cubierto con un numero finito de abier-
tos bésicos D(g1),...,D(g,) tal que existen elementos t; € F(D(g;)) con
Y(D(g:))(t;) = S‘D(gi). Sea f = g;, para algun i fijo. Afirmamos que
para algin n > 0, f"s es la imagen de una secciéon global de F me-
diante la aplicacién ¥(X). En efecto, si denotamos t = tiO‘D( fagi) vy
t! = t;|D(fg;), tendremos entonces que ¢,t; € F(D(fg;)) y v(D(fg:))(t) =
S|D(£9:) = G(D(fg0))(#), luego ¢ — £, € Nuc(v(D(fg:)) = F/(D(fg.)).
Como F'|D(g;) es casi coherente y D(fg;) es un abierto basico para D(g;),
por la segunda afirmacion del lema 2.7.6 existe n; > 0 tal que f"(t —
t)) se extiende a una seccién v; € F'(D(g;)), mas atn tomando n =
max{ni,...,n.}, podemos suponer que f"(t — t;) se extiende a v; para
todoi=1,...,7. Seat; = f't; +v; € F(D(g;)), entonces

t:|D(fg:) = f"t, + v|D(fg;) = 't + f"(t — t}) = ft,

luego para cada i, 7, tenemos (E‘D(gigj) — @‘D(gigj))‘D(fgigj) = 0. Ademas

V(D(e))E) = s o)~ ot
Nuc(¥(D(gi9;))) = F'(D(gig;)). Entonces por la primera afirmacién del

D(gi)’ de donde obtenemos que ti‘ Dl
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lema 2.7.6 aplicado al haz casi coherente F’ ‘D(gigj), existe m;; > 0 tal
que f™ii (%\i‘D(gigj) — %}|D(gigj)) = 0 y tomando m = maxz{m,;;} tenemos
me’D(gigj) = fmtAj‘D(gigj), y como F es un haz, existe t” € F(X) tal
que t"|D(g;) = f™t;. Entonces

(X)) D(g:) = ¥(D(9:))(t"| D(g:)) = ¥(D(9:))(f™t:)
= f"(D(g:)) (&) = f" f"s|D(g)

para cada i = 1,...,r, por tanto ¥(X)(t") = f™™s. Esto prueba la
afirmacién. Ahora, como f = g;,, donde i era fijo y arbitrario, tenemos
por la afirmaciéon anterior que, para cada ¢ = 1,...,r, existe una seccion
global t; de F tal que 9(X)(t;) = g;"s para algin n; > 0. Luego tomando
n = maz{n;} y multiplicando a ¢; por una potencia de f, podemos asumir
que Y(X)(t;) = g''s paratodoi = 1,...,r. Por otro lado, como los abiertos
D(g;) cubren a X, entonces el ideal (g7, ..., g") coincide con A, por tanto
1=>"_,a;g", donde a; € A. Sea la seccién global t =Y _; a;t;, entonces
VX)) = Yo (X)(t) = > aigl's = s. Con esto terminamos la
prueba. O

Proposicion 2.7.10. Sea X un esquema. El nicleo, conicleo e imagen de
cualquier morfismo de haces casi coherentes son casi coherentes. Cualquier
extension de haces casi coherentes es cast coherente. Si X es noetheriano,
lo mismo es cierto para haces coherentes.

Demostracion. Ver [1]. O

Lema 2.7.11. Sea X un esquema separado sobre un esquema afin S. Sean
U y V conjuntos abiertos afines de X. Entonces U NV es cast compacto.

Demostracion. Sean S = Spec(A) y f: X — S el morfismo estructural.
Sean U = Spec(B) y V = Spec(B’). Desde que f : X — S es separado,
el morfismo diagonal A : X — X Xg X es una inmersién cerrada. Sean
p1,p2 - X Xg X — X las proyecciones. Por la proposicion 2.6.5, pl_l(U )N
Py H(V) =U x5V, lo que implica
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De esto sigue que
AUNV)=AAHUxgV))=AX)N (U xg V).

Como A : X — X Xxg X es una inmersién cerrada, entonces A(X) es un
subesquema cerrado de X xgX. Luego A(X)N(U xgV') es un subesquema
cerrado de U xg V, y por la proposiciéon 2.6.7 tenemos que U xg V =
Spec(B®4 B') es un esquema afin, de donde concluimos que A(X)N (U xg
V') es casi compacto. Ademés por el isomorfismo UNV = A(UNV) =
A(X)N (U xg V) obtenemos que U NV es casi compacto. O

Proposicion 2.7.12. Sea f: X — Y un morfismo de esquemas.

(a) Si G es un haz casi coherente de Oy-mddulos, entonces f*G es un haz
casi coherente de Ox-maodulos.

(b) Si X e Y son noetherianos, y si G es coherente, entonces f*G es
coherente.

(¢) Supongamos que X es noetheriano, o que f es casi compacto y sepa-
rado. Entonces si F es un haz casi coherente de Ox-modulos, tenemos
que f+F es un haz casi coherente de Oy -mddulos.

Demostracion. (a) Supongamos primero que X = Spec(B) e Y =
Spec A son esquemas afines. Como G es casi coherente, tenemos que

G = M donde M es un A-mdédulo; luego f*G = f*(M) = (M ®4 B),
y por tanto f*G es casi coherente. Para el caso general, sea V' = Spec A
un subconjunto abierto afin de Y. Como G es casi coherente, existe un
A-moédulo M tal que Q‘V =~ M. Ahora, tomemos U = Spec B un sub-
conjunto abierto afin de X tal que U C f~1(V). Asi podemos considerar
la restriccion de f a U, f|U : U — V. Por el argumento inicial y desde
que (f*G)|U = (f!U)*(Q’V), obtenemos que (f*G)|U es casi coherente.
Concluimos que f*G es casi coherente.

(b) Como en la primera parte, es suficiente considerar X = Spec(B) e
Y = SpecA. Desde que X e Y son esquemas noetherianos, A y B son
anillos noetherianos. Como G es coherente, tenemos que G = M, donde
M es un A-médulo finitamente generado. Luego f*G es coherente, ya que
G (M)~ (M®4B) y M®4B es un B-médulo finitamente generado.

(¢) Como la cuestion es local sobre Y, podemos suponer que Y es afin.
Ahora bien, si X es noetheriano, entonces X es casi compacto. Y si f :
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X — Y es casi compacto, como Y es afin, entonces X = f~}(Y) es casi
compacto. Asi, en cualquier caso, podemos cubrir a X con un nimero
finito de abiertos afines U;. Si X es noetheriano, entonces todo abierto de
X es casl compacto, y en particular los abiertos U; NU; son casi compactos.
Y si f: X — Y es separado, entonces por el lema 2.7.11 tenemos que los
abiertos U; N U; son casi compactos. Asi, en cualquier caso, U; N U; puede
ser cubierto por un numero finito de abiertos afines Ujj;. Tenemos un
morfismo de Oy-médulos ¢ : P, f*(]:‘U) — D f*(]:’Uijk)’ definido en
cada abierto W C Y

W) @ F(FW)NU) = @B F W) N Uiie)
i ijk
por (s;) — (s; ’f—l(W)mUijk _Sj|f—1(W)mUijk)' Este es un morfismo de haces casi
coherentes, por la proposicién 2.7.3(c). Ademads, es claro que Nuc(y)) =
f«F. Luego, por la proposicion 2.7.10, tenemos que f,F es casi coherente.
]

Definicién 2.7.4. Sea Y un subesquema cerrado de un esquema X, y sea
1Y — X el morfismo inclusién. Definimos el haz ideal de Y, denotado
por Jy, como el nicleo del morfismo i : Ox — i, Oy.

Lema 2.7.13. Sea Y un subesquema cerrado de un esquema X, y sea
i:Y — X el morfismo inclusion. Entonces i 'i,Oy = i*i, 0y = Oy.

Demostracion. Los morfismos naturales i 'Ox — Oy, i '1Ox — i 14,0y
(inducidos por el morfismo de haces de anillos it Oy — i.0y) y Oy —
i1, Oy (inducido por la funcién continua i : Y — X)) nos dan el siguiente
diagrama conmutativo

i_lox Oy

~ 7

de donde tenemos que i*i.Oy = i 19,0y ®i-10, Oy = i1i,0y como Oy-
modulos. Ahora, mostraremos que i*1,Oy = Oy. Consideremos la sucesion
exacta de Ox-modulos

0—=Jy - Ox — 1,0y — 0
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Como el funtor i* es exacto a derecha, tenemos una sucesion exacta de
Oy-moébdulos.
i*jy — i*OX — i*i*Oy — 0

Veamos que la imagen del morfismo i* 7y — 1*Ox es nula. En efecto, este
morfismo esta dado en cada tallo por el homomorfismo natural (Jy), ®o,,
Oy, — Ox,®0y, Oy, el cual tiene imagen nula, pues (Jy ), es el nicleo del
homomorfismo zg : Oxy — (i.0y), = Oy,. Por tanto i*i,Oy = *Ox =
i_lox Ri-105 Oy = Oy. O

Proposicion 2.7.14. Sea X un esquema. Para todo subesquema cerrado
Y de X, el correspondiente haz ideal Jy es un haz casi coherente de ideales
sobre X. 51 X es noetheriano, Jy es coherente. Reciprocamente, cualquier
haz casi coherente de ideales sobre X es el haz ideal de un unicamente
determinado subesquema cerrado de X.

Demostracion. Dado Y un subesquema cerrado de X, entonces el mor-
fismo inclusién i : Y — X es casi compacto (pues cualquier subesquema
cerrado de un esquema afin es casi compacto) y separado(observacion
2.6.4), asi que por la proposiciéon 2.7.12 tenemos que i.Oy es un haz casi
coherente sobre X. Luego, como [Jy es el nicleo de un morfismo de haces
casi coherentes, entonces Jy es casi coherente. Si X es noetheriano, dado
un abierto afin U = Spec A, tenemos que A es un anillo noetheriano,
asi que el ideal Jy(U) C A es finitamente generado. Por tanto Jy es
coherente. Reciprocamente, consideremos un esquema X y un haz casi co-
herente de ideales J, sea Y = Sop(Ox/J). Dado un subconjunto abierto
afin U = SpecA C X, sea a = J(SpecA). Luego j!SpecA >~ q y por

tanto (OX/j)‘SpecA = (OX’SpeCA)/(j‘SpecA) >~ A/a = (A/a), lo que im-
plica que Y N Spec A = V(a). Por tanto Y es un subconjunto cerrado de
X. En Y NSpecA = V(a) consideremos la estructura de esquema dada
por la inmersién cerrada Spec(A/a) — Spec A. Estas estructuras de es-
quema pueden ser pegadas para obtener una estructura de esquema en
Y. Para ver esto, basta mostrar que dado un abierto afin U = Spec A y
f € A, la estructura de esquema de Y N Spec A restricta a D(f) = Spec Ay
coincide con la estructura de esquema de Y N Spec Ay dada por la in-
mersién cerrada Spec(Ayr/c) — Spec Ay, donde ¢ = J(SpecAy). En

efeCtO’ j‘SpecAf - (j‘SpecA)‘SpecAf = aSpecAf = (Cl ®a Af) y ademds

= ¢, de donde tenemos que ¢ = a®4 Ay = a- A;. Luego

j‘SpecAf
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V(c) = V(a-Ay) = D(f) C Spec(A/a) = V(a), de donde tenemos que
Ospectaja)ly) = Ospectajn)| p(py = Ospectiajay) = Ospectasjay)- Ast, ¥
tiene estructura de subesquema cerrado de X.

Ahora, vamos a ver que el haz ideal de Y es J. Sean 7 : ¥ — X
el morfismo inclusion, U = Spec A C X un subconjunto abierto afin
y j @ Spec(A/a) — Spec A la inmersién cerrada que induce la estruc-
tura de esquema en Y N Spec A = V(a). Por la construccién de la es-
tructura de subesquema cerrado de Y, tenemos que iﬁ‘ SpecA - Ospeca —
(i‘Spec(A/a))*OSpec(A/a) es igual a j*. Luego i*(Spec A) = j*(Spec A) : A —
A/a es la proyeccién natural y por tanto Jy (Spec A) = Nuc(i*(Spec A)) =
a = J(Spec A) para todo subconjunto abierto afin U = Spec A C X.
Concluimos que Jy = J.

Veamos la unicidad. Sea J un haz casi coherente de ideales y sea
1 :Y — X el morfismo inclusion de un subesquema cerrado Y de X tal
que Jy = J. Luego J = Nuc(i*) y asi tenemos que Ox/J = i,Oy.
Entonces Y = Sop(Ox/J) v ademas i 1(Ox/J) = i 1i,Oy. Luego, por
el lema anterior tenemos que i ' (Ox/J) = Oy. Esto prueba la unicidad.
U

Corolario 2.7.15. 5i X = Spec A es un esquema afin, entonces existe una
correspondencia 1 —1 entre ideales a de A y subesquemas cerrados Y de X,
dado por a —imagen de Spec(A/a) en X. En particular, todo subesquema
cerrado de un esquema afin es afin.

Demostracion. Consecuencia directa del teorema 2.7.8 y la proposicién
anterior. O

Definicién 2.7.5. Sean S un anillo graduado y M un S-mddulo graduado.
Definiremos el haz asociado a M sobre X = Proj S, el cual denotaremos
por M. Para cada abierto U de Proj S, definimos M(U) como el conjunto
de funciones s : U — | |,cy M(y) tal que s(p) € My para cada p, y tal que
para cada p € U, existe un abierto V. C U que contiene a p. y elementos
homogéneos m € M, f € S del mismo grado tal que para todo q € V
tenemos que [ & q y s(q) = m/f en M. Tomando las restricciones
naturales como morfismos de restriccion, obtenemos que M es un haz.

Ademds, por la definicion del haz estructural Op,q; s, es claro que M es un
Ox-modulo.
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Como en el caso de haces asociados a modulos sobre un anillo A, se
tienen propiedades andlogas a las proposiciones 2.7.1, 2.7.2, 2.7.3 y el coro-
lario 2.7.15.

Proposicion 2.7.16. Sea S un anillo graduado y sea M un S-mddulo
graduado. Sea M el haz asociado a M sobre X = ProjS. Se cumplen:

—

(a) Para cada p € X, el tallo (M), = M.

(b) Para cada elemento homogéneo f € S, se tiene M‘DJr(f) = (My)).

(¢) M es un Ox-mddulo casi coherente. Ademds, si S es noetheriano y
M es finitamente generado, entonces M es coherente.

Demostracion. La demostracion es andloga a la proposicion 2.5.3, reem-
plazando S por M adecuadamente. Luego (c) sigue de (b). O

Observacion 2.7.2. El funtor ~es un funtor exacto de la categoria de
S-modulos graduados en la categoria de Ox-mddulos.

Observacion 2.7.3. Un homomorfismo graduado de anillos graduados ¢ :
S — T induce un morfismo natural de esquemas f : U — Proj .S, donde

={p € ProjT : p(Sy) € p} € ProjT es un subconjunto abierto.
Ademass, si ¢ es sobreyectiva, entonces U = ProjT'y f : ProjT — Proj S
es una inmersién cerrada. (ver [1])

Observacion 2.7.4. Si ¢ : S — T es un homomorfismo graduado de
anillos graduados y f : U — Proj S es el morfismo inducido, entonces se
cumple lo siguiente:

(a) Para todo T-médulo graduado N tenemos f,(N | >~ (gN).

(b) Para todo S-médulo graduado M tenemos f*(M) = (M ®g TWU
( ) Si S es generado por S; como Sy-dlgebra, entonces (M ®g N) &
M o N para cualquier par de S-moédulos graduados M y N.

Observacion 2.7.5. Si A es un anillo, entonces todo subesquema cerrado
de P"} es dado por una inmersion cerrada f : Proj(S/I) — Proj S inducida
por la proyeccién natural S — S/I, donde S = Alzy,...,x,) e I C S es un
ideal homogéneo. (ver [1])
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Definicién 2.7.6. Sea S un anillo graduado y X = Proj S. Para cualquier
S-mddulo graduado M y para cadan € Z definimos el médulo torcido M (n)
por M(n)g = My+q. Asi M (n) es un S-mddulo graduado. Para cadan € 7Z,
definimos Ox(n) como el haz S(n). Llamamos haz torcido de Serre al
haz Ox(1). Si F es un Ox-mddulo, definimos su haz torcido F(n) como

el haz F @0, Ox(n).

Proposicion 2.7.17. Sean S un anillo graduado y X = ProjS. Se
cumplen:

(a) El haz Ox(n) es un haz inversible sobre X.

(b) Para cualquier S-mdédulo graduado M, tenemos M(n) = (M(n)). En
particular, Ox(n) ®o, Ox(m) = Ox(n+ m).

Demostracion. (a) Sea f € Sy. Por la proposicién 2.7.16(b) tenemos
S(nﬂDJr(f) = (S(n)(f))~

Por otro lado, desde que la aplicacion Sis) — S(n) 1 dada por % — afi:

es un isomorfismo de S(y-mddulos, entonces (S(n)s)) = (S(y)). Luego

Ox(n)|p, () = S() | p, () = (SM)(1) = (Si1) = Ox]p,

Y como X = J;cq D+(f), se sigue que Ox(n) es un haz inversible.
(b) Por la observacién 2.7.4(c) tenemos que

—

M(n) = M ®o, Ox(n) =M ®0, S(n) = (M 25 S(n))

Por otra parte, la aplicacion M ®g S(n) — M(n) dada por m @t — tm es

un isomorfismo de S-médulos graduados, entonces (M ®g S(n)) = M(n),
y luego M(n) = M(n). En particular

Ox(n) ®o, Ox(m) = 5(n) ®ox Ox(m)

g

Definicion 2.7.7. Sean S un anillo graduado, X = ProjS y F un haz
de Ox-modulos. Definimos I'\(F) = D,,., (X, F(n)). A continuacion
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vamos a dotar a I',(Ox) de una estructura de anillo graduado y haremos
de I'y(F) un I'y(Ox)-médulo graduado. En efecto, consideremos el homo-
morfismo natural

T(X,0x(m)) @ T(X, Ox(n)) — T(X,O0x(m) @ Ox(n))

y el isomorfismo Ox(m) ® Ox(n) = Ox(m + n), entonces tenemos el
homomorfismo

Ama DX, 0x(m)) @ T'(X,0x(n)) = I'(X,Ox(m +n)).

Dados dos elementos f = > foy g = >, 90 de I'.\(Ox), definimos el
producto fg = >, Amn(fm @ gn). Se comprueba facilmente que este
producto convierte a I'.(Ox) en un anillo graduado. Ahora consideremos
el homomorfismo natural

['(X,0x(m)) ®'(X,F(n)) = I'(X,0x(m)® F(n))

y el isomorfismo Ox(m) @ F(n) = F(m + n), entonces tenemos el homo-
morfismo

Bmn : T(X,0x(m)) @ T'(X, F(n)) = I'(X, F(m +n)).

Sean f =Y fo € [i(Ox) ys = > s, € I'(F), definimos el producto
por escalar fs =3 Bun(fim @ s,). Se comprueba inmediatamente que
este producto convierte a I'v(F) en un I'y(Ox)-mddulo graduado. Ademds,
tenemos un homomorfismo natural de anillos graduados S — T',(Ox), pues
todo elemento s € S, determina en una manera natural una seccion global

s € (X, 0x(m)). Asi, T'.(F) tiene estructura de S-médulo graduado.

Proposicién 2.7.18. Sea A un anillo, S = Alxg,...,x,], 7 > 0, y sea
X = Proj S. Entonces S = T',(Ox).

Demostracion. Puesto que los elementos xg,...,x, € 57 generan a S
como A-dlgebra, entonces los abiertos D (x;) cubren a X. Sea a : S —
['.(Ox) el homomorfismo natural de anillos graduados. Este homomor-
fismo es la suma directa de los homomorfismo de grupos o« : S, —
I'(X,0x(n)) con n € Z; donde para cada 1, O‘”(f)‘D+(xi) = oi(f) para
todo f € Sy, con a;' : S, — S(n)(, definido por f — f/1. Asi, para
probar que « es un isomorfismo, basta probar que cada «, es biyectiva.
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Veamos que «,, es inyectiva, tomemos f € S, tal que «a,(f) = 0, esto
implica que f/1 = 0 en S(n)(,,) para todo i = 0,...,r. Fijando 4, existe
k > 0tal que 2¥f = 0, y como xl no es divisor de cero, tenemos que f = 0.
Ahora veamos que «,, es sobreyectiva. Dar un elemento de I'(X, Ox(n))
equivale a dar r + 1 elementos % € S(n)(, tal que % = i—i en S(n) ()
para todo 7,5 = 0,...,r, donde ﬁ € Skin para todo 1. ‘Ahora encontremos
un elemento f € 5, tal que y = fz en S(n),) paratodoi=0,...,r; para

ello afirmamos que xf divide a fz para todo 7 =0,...,r, lo que es equiva—

k

lente a decir que todo monomial de f; tiene a z} como factor. Para el caso

r =0, tenemos X = D, (z() lo que nos da un tnico elemento g—% € S(1)(z0)

donde fy € Ski,. Luego fy = aa:lg”‘ para algin a € A, entonces tomando
J = axg € 5, vemos que I =1l , de donde se sigue que «,, es sobreyectiva.
O

Supongamos ahora que r > 0 y fijemos un indice . Tomando j # i, de

la igualdad fl fj y desde que z; y x; no son divisores de cero, se ob-

tiene sr:k fi = x’f fj- Ahora si ¢g; es un monomial de f;, entonces z* 1gi es un
monomlal que contiene a ¥ como factor, de donde se sigue que CCk es un
factor de g;. De esta manera z¥ divide a f; para todo i, luego escribiendo
fi = l’fhz donde h; € Sn, tenemos (xlxj)khl = :z:ffz = Q?ff] = (SU@ZL‘j)khj,
de donde hi = h; para todo j # i. Escogiendo f = h; € S,,, tenemos que

{ = ? = f—k para todo ¢, y por tanto o, es sobreyectiva. O



Capitulo 3

Cohomologia

En este capitulo vamos a definir la nociéon de cohomologia de haces y va-
mos a estudiar la cohomologia de haces casi coherentes sobre un esquema
noetheriano. Nuestro objetivo principal sera estudiar la cohomologia en el
espacio proyectivo sobre un anillo noetheriano.

3.1 Funtores Derivados

Definicién 3.1.1. Una categoria abeliana es una categoria 3 tal que:

(1) Los conjuntos de morfismos son grupos abelianos y la composicion
es lineal.

(2) Sumas directas finitas existen.

(3) Todo monomorfismo es el nicleo de algin morfismo y todo epimor-
fismo es el coniucleo de algin morfismo.

Ejemplos de categorias abelianas:

(1) 4b, la categoria de grupos abelianos.

(2) Mod(A), la categoria de mddulos sobre un anillo A.

(3) Ub(X), la categoria de haces de grupos abelianos sobre un espacio
topolégico X.

(4) Mod(X), la categoria de haces de Ox-médulos sobre un espacio
anillado (X, Ox).

Ahora, revisaremos algunos conceptos de algebra homoldgica.

Definicién 3.1.2. Una cocadena compleja en una categoria abeliana i,
es una coleccion de objetos A®* = {A'}icy junto con morfismos d' : A" —
AT satisfaciendo d't o d' = 0. Escribimos una cocadena compleja como

78
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una cadena ascendente
A At g
Los morfismos d'y := d' son llamados operadores cobordantes.
El objeto H'(A®*) = Nuc(d’)/Im(d"™!) es llamado i-ésimo objeto de
cohomologia para la cocadena compleja A°.
Definicién 3.1.3. Un morfismo de cocadenas complejas f : A®* —
B* es un conjunto de morfismos f': A" — B’ satisfaciendo f'lod' = d'o f’

para todo v € Z. Es decir, se tiene un diagrama conmutativo

Ai-TdT g A gl

Lfil sz Lfi+1

—B"l B ptl_

4! d
Si f: A®* — B°® es un morfismo de complejos, entonces f induce un
morfismo natural H(f) : H'(A®) — H'(B*).
Si0 - A* — B* — C* — 0 es una sucesién exacta de complejos,
entonces existen morfismos naturales ' : H'(C*) — H'"'(A*) que nos dan
una sucesion exacta larga

o H(A®) = HI(B*) — HI(C*) 5 B (A% — ...

Dado que es importante conocer cémo se obtienen los morfismos §¢, vamos
a ver un esbozo de esto. Bastara aplicar el resultado conocido como lema
de la serpiente, el cual es valido en cualquier categoria abeliana. Veremos
un esbozo de la demostracion de este resultado solo en el caso de modulos
sobre un anillo.

Lema 3.1.1. (Lema de la serpiente): En una categoria abeliana, sea un
diagrama conmutativo

A-l.B 9.0y

b

0 A —= B — ('
f g

donde las filas son sucesiones exactas. Entonces existe un morfismo natural
d : Nuc(c) = Conuc(a) que nos da la sucesion exacta

Nuc(a) = Nuc(b) — Nuc(c) RN Conuc(a) — Conuc(b) — Conuc(c)
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Demostracion. En el caso de mddulos sobre un anillo, el morfismo ¢
puede ser construido de la siguiente manera: Consideremos un elemento
r € Nuc(c) € C. Como g : B — C es sobreyectiva, entonces y € B
tal que g(y) = x. Ahora, por la conmutatividad del diagrama tenemos
¢(b(y)) = clg(y)) = c(z) = 0. Entonces b(y) € Nuc(g') = Im(f); lo que
implica que existe z € A" tal que f'(z) = b(y), donde z € A’ es tinico por
la inyectividad de f’. Definimos 6(z) = z + Im(a). El homomorfismo § es
bien definido y satisface las propiedades deseadas.

]

Ahora, veamos cémo se obtienen los morfismos naturales ¢°. Considere
el diagrama conmutativo

Hi(A®) Hi(B*) H(C*)

Nuc(dZ ) Nuc(d) Nuc(dZ )

A Im(diTY) L= B Tm(dis V)~ O/ T (di5)

dy diy dg:
] fi+1 ] gz‘+1 ]
Nuc(d'{") —— Nue(dg) — Nuc(dit)
7724+1 7TZB+1 71_zC+1

Conuc(d’,) — Conuc(di,) — Conuc(d, )

HH—I Ao HH—I

O.

los morfismos &° se obtienen por el lema de la serpiente.

Definicién 3.1.4. Una homotopia ¥ : f — g entre dos morfismos de
cocadenas f,q : A* — B*® es una coleccion de morfismos ' : A® — B!
tal que g — f =do X+ X od; es decir

g —fl=doX+ X" od" paratodo i€Z
como nos muestra el siguiente diagrama

Ai—ldi_l Al d’ Aitl

e

Bi—ldi_1 Bz y Bi+1_>
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Cuando existe una homotopia X : f — g, escribimos f ~ g y decimos que
f y g son homotdpicos.

Sif,g: A®* — B*® son dos morfismos homotdpicos de cocadenas, entonces
H'(f) = H'(g) para todo i € Z.

Definiciéon 3.1.5. Un funtor covariante F' : 4 — B de una categoria
abeliana a otra es aditivo si para cualquier par de objetos A, A" € U, la
aplicacion inducida Hom(A, A") — Hom(F A, FA") es un homomorfismo
de grupos abelianos. Decimos que F' es exacto a izquierda si es aditivo
y para toda sucesion exacta corta

00— A —A—A"—0

en i, la sucesion
0 — FA — FA— FA"

es exacta en $B.

De manera similar, decimos que F' es exacto a derecha si es aditivo y
para toda sucesion exacta corta en L como antes, la sucesion

FA'— FA— FA" — 0

es exacta en *B. El funtor F' es exacto si es exacto a izquierda y a derecha.
Cuando sélo la parte del medio FA' — FA — FA” es exacta, decimos que
I es exacto al medio. Para un funtor contravariante, las definiciones son
analogas. Por ejemplo, F': il — B es exacto a izquierda si es aditivo y
para toda sucesién exacta corta como antes, la sucesion

0—FA" —FA—FA

es exacta en ‘B.

Observacion 3.1.1. Si il es una categoria abeliana y A es un objeto fijo,
entonces el funtor B — Hom(A, B) usualmente denotado por Hom(A, ),
es un funtor covariante exacto a izquierda de 4 a Ub. El funtor Hom/( -, A)
es un funtor contravariante exacto a izquierda de il a 4b.

A continuacién, proseguiremos con resoluciones y funtores derivados.
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Definiciéon 3.1.6. Un objeto I de U es llamado inyectivo si el funtor
Hom(-,1) es exacto. Esto equivale a lo siquiente: para todo par de objetos
A, B € U, todo morfismo h : A — I y todo monomorfismo f : A — B,
existe un morfismo g : B — I tal que h = g o f como en el siguiente
diagrama conmutativo

0—A-1.p
NP
I

Definicion 3.1.7. Una resolucion inyectiva de un objeto A de U es un
complejo I°, definido para todo i > 0, junto con un morfismo 4 : A — I°
tal que I' es un objeto inyectivo de Y para cada i > 0, y tal que la sucesion

13
0— A A0 st ..

es exacta.

Decimos que U tiene suficientes inyectivos si para todo objeto A,
existe un objeto inyectivo I° y un monomorfismo A — 1% Si 4 es una
categoria abeliana con suficientes inyectivos, entonces todo objeto A de U
tiene una resolucion inyectiva.

A continuacién enunciaremos una propiedad importante sobre resolu-
ciones inyectivas.

Proposicion 3.1.2. 5i i es una categoria abeliana con suficientes inyec-
tivos, y si A, B € M tienen resoluciones I°® y J* respectivamente, donde J*
es una resolucion inyectiva, entonces dado un morfismo o : A — B, existe
un morfismo de complejos ¢ : I* — J* tal que ¢’ oc4 = epoa, y cualquier
par de tales morfismos son homotopicos.

Demostracion. Ver [5].
U
Consideremos una categoria abeliana 4 con suficientes inyectivos, y sea
F : 3 — B un funtor covariante exacto a izquierda. Sea Z una asignacion
que a cada objeto A de U le hace corresponder una resolucion inyectiva I°

de A . )
0— A0 D 2y

Entonces tenemos una cocadena compleja

FI*: 0— FI' —FI' — ... — F[" — ...
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Construimos para cada ¢ > 0 los funtores derivados a derecha R.F :
L — B de F' como sigue:

Primero definimos RLF(A) := H'(FI°*).

A continuaciéon observemos que, si ¢ : [* — J® es un morfismo de
complejos en 4, entonces la correspondencia Fyp : FI* — FJ* dada por
(Fo)' := F(¢') : FI' — FJ', es un morfismo de complejos en B. En
efecto, como ¢! o d’ = d' o ¢, entonces

(Fo)" o F(d') = F(¢™) o F(d') = F(¢" od') = F(d' 0 ¢')
= F(d") o F(¢') = F(d') o F(gp)'

Asi, para cada i > 0 tenemos un morfismo H'(Fy) : H{(FI*) — H'(FJ*).

Ahora, dados A, B € i con resoluciones inyectivas I°® y J*® respectiva-
mente, y dado un morfismo o : A — B, sabemos que existe un morfismo
de complejos ¢ : I* — J* tal que ¢’ o4 = eg o a, y cualquier par de tales
morfismos son homotépicos. Asf, podemos definir R-F(a) := H(Fyp) y
esta definicién no depende de ¢; pues si ¢ : I* — J* es otro morfismo
de complejos con la misma propiedad, sabemos que existe una homotopia
k : ¢ — 1, de donde obtenemos una homotopia Fk : Fo — F1, y por
tanto tenemos que H'(Fyp) = H'(F1). Asi, se tiene un morfismo bien
definido RLF(a) : RLF(A) — RLF(B).

Teorema 3.1.3. Sea U una categoria abeliana con suficientes inyectivos,
y sea F': 4 — B un funtor covariante exacto a izquierda a otra categoria
abeliana *B. Entonces

(a) Para cada i >0, RLF : 4 — B es un funtor aditivo, el cual es inde-
pendiente (salvo isomorfismo de funtores) de la asignacion L. Deno-
tamos este funtor por R'F.

(b) Ewiste un isomorfismo natural F = R°F

(¢) Para cada sucesion exacta corta 0 - A" - A — A" — 0 y cada i > 0,
existe un morfismo &' : RIF(A") — R™F(A') tal que la siguiente
sucesion es exacta

S RIF(A) = RIF(A) = RIF(A") % RFLP(AY) — RME(A) = ...
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(d) Dado un morfismo de la sucesion ezacta (c¢) a otra sucesion eracta
0— B — B— B"—0, los §s nos dan un diagrama conmutativo

RiF(A//) _5i>Ri+1F(A/)

| |

RiF(B//) _ o RHlF(B/)

(e) Para cada objeto inyectivo I de i 5y cada i > 0 se tiene R'F(I) = 0.

Definiciéon 3.1.8. Sean il una categoria abeliana con suficientes inyectivos,
B una categoria abeliana y F : L — B un funtor covariante eracto a
izquierda. Un objeto J de Y es llamado aciclico para F si R'F(J) = 0
para i > 0.

Proposicion 3.1.4. Sean U una categoria abeliana con suficientes inyec-
tivos, B una categoria abeliana y F' : 4 — B un funtor covariante exacto
a izquierda. Supongamos que exriste una sucesion eracta

0—A—J" — Jh — ...

donde cada J' es aciclico para F, i > 0 (en este caso decimos que J*
es una resolucion F-aciclica de A). Entonces para cada i > 0 eziste un

1somorfismo natural | _
R'F(A)= H'(FJ*).

3.2 Cohomologia de Haces

En esta seccién definiremos cohomologia de haces tomando los funtores
derivados del funtor seccion global.

Observacion 3.2.1. Si A es un anillo, entonces todo A-médulo es isomorfo
a un submodulo de un A-médulo inyectivo. (ver [5])

Proposicion 3.2.1. Sea (X, Ox) un espacio anillado. Entonces la cate-
goria de haces de Ox-maddulos tiene suficientes inyectivos.

Demostracion. Sea F un haz de Ox-médulos. Para cada z € X, el
tallo F, es un Ox ,-moédulo. Por tanto existe un monomorfismo F, — I,
donde I, es un Ox ,-mdédulo inyectivo. Para cada z € X, sea j: {z} = X
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la funcién continua de inclusion. Consideremos I, como un haz constante
en el espacio topolégico irreducible {z}. Note que el haz j.(I,) tiene una
estructura natural de Ox-moédulo. En efecto, dado un abierto U C X
que contiene a x, parar € Ox(U) y s, € 7.(1;)(U) = I, podemos definir
TSy =Ty Sy € I, = ju(I;)(U). Consideremos el haz de Ox-mddulos

J = erX j*(lm)

Para cualquier haz de Ox-moédulos G tenemos

Homo (G, J) = [1,ex Homo, (G, j.(1;))

Por otro lado, para cada x € X tenemos un isomorfismo natural

Homo, (G, j«(1:)) = Homoy, (Gas 1)

En efecto, tenemos un isomorfismo de Ox ,-médulos (j.(1;)), = I, dado
por (U,t) — t. Ahora, dado un morfismo de Ox-médulos ¢ : G — j.(I,),
tomando tallo en el punto x tenemos un homomorfismo de Ox ,-moédulos
©r  Ge = (Ju(lp))z = I,. Reciprocamente, dado un homomorfismo de
Ox -moédulos « : G, — I, podemos definir un morfismo de Ox-mddulos
a: G — ju(I;) por aU)(s) = a(s,) € I, = 7.(I;)(U), para todo abierto
U C X que contiene a x y para todo s € G(U). Es claro que la aplicacién
a — @ es la inversa de la aplicacion ¢ — ¢,. Asi concluimos que existe un
morfismo de haces de Ox-médulos F — J. Este morfismo es obtenido de
los monomorfismos de Ox ,-moédulos F,, — I, y asi tenemos que F — J es
un monomorfismo. Finalmente veamos que J es un Ox-modulo inyectivo.
Dada una sucesién exacta de O xy-modulos

0—-G —-G—-G¢" =0
tomando tallos tenemos una sucesion exacta
0—-G =G, — G —0

y luego tomando Home, (-, I,) tenemos una sucesion exacta (pues [, es
un Ox ,-médulo inyectivo)

0 — Homo, (G, I.) = Homo, (G, I,) = Homo, (G, 1) = 0

T

Finalmente tomando el producto directo sobre todos los puntos x € X
tenemos la sucesion exacta

0— H Homo, ,(Gy, 1) — H Homoy (G, I;) = H Homo, (G, 1) = 0
reX rzeX rzeX
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de donde concluimos que la sucesion

0— Homo,(G",J) = Homo,(G,T) = Homo,(G',T) = 0
es exacta. Por tanto J es un Ox-moddulo inyectivo. O

Corolario 3.2.2. Si X es cualquier espacio topologico, entonces la cate-
goria de haces de grupos abelianos sobre X tiene suficientes inyectivos.

Demostracion. Basta hacer X un espacio anillado tomando Oy como el
haz asociado al prehaz constante de anillos Z. Luego (X, Ox) es un espacio
anillado y la categoria de haces de grupos abelianos sobre X es igual a la
categoria de haces de Ox-modulos. Por tanto el corolario se sigue de la
proposicion anterior. O

Definicion 3.2.1. Sea X wun espacio topoldgico. Sea T'(X,:) el funtor
seccion global de 6(X) a Ub. Definimos los funtores de cohomologia
HY(X,-) como los funtores derivados a derecha de T'(X,-). Para cualquier
haz F, los grupos H' (X, F) son los grupos de cohomologia de F. Note
que aun st X y F tienen alguna estructura adicional, por ejemplo si X es
un esquema y F es un haz casi coherente, siempre tomaremos cohomologia
en este sentido, viendo F simplemente como un haz de grupos abelianos
sobre el espacio topoldgico X.

Lema 3.2.3. 5i (X, Ox) es un espacio anillado, entonces cualquier Ox -
modulo inyectivo es flasco.

Demostracion. Para cualquier subconjunto abierto U C X, sea !(O X}U)
la extension de O X‘U por cero fuera de U. Sea J un Ox-moddulo inyectivo
y sean V' C U conjuntos abiertos. Teniendo en cuenta la definicion de
7(Ox]|,) (ver proposicién 2.2.11), sean j/(Ox|,,) = Ni" y j!(Ox|,) = Ny
Definimos un morfismo de prehaces v : Ni — Ny por v(W) = ido, )
si W CV,yy(W) =0st W ¢ V. Tenemos que v(W) es inyec-
tivo para todo abierto W C X y por tanto el morfismo inducido v :
j!(OX|V) — ]!(OX’U) es inyectivo. Este morfismo es un morfismo de Ox-
modulos. Como J es un Ox-moddulo inyectivo, tenemos la sobrejeccion
Homo, (]!(OX‘U)’ J) — Homp, (j!(OX‘V), J). Por otro lado, tenemos un
isomorfismo Home, (]!(C’)X|U), J) =2 J(U) para todo abierto U C X. En
efecto, sea 1 : j!(@X}U) — J un morfismo de Ox-mddulos. Denotemos
MOx|,) = Nt yseap=1of: N — J,donde 6 : N — j/(Ox|,) es
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el morfismo natural. Entonces tenemos el elemento s = ¢(U)(1) € J(U).
Reciprocamente, dado s € J(U), podemos definir un morfismo ¢ : N — J
por p(W)(a) = a - S{W SiW CUyeW)=0si W € U. Luego tenemos
un morfismo inducido ¢ = ¢* : J1(O X’U) — J. Este morfismo es un mor-
fismo de Ox-mébdulos. Es claro que cada construccién es la inversa de la
otra. Finalmente, note que tenemos el siguiente diagrama conmutativo

Homo, (1/(Ox] ), T) — I (U)

| |

Homox(]!(OX|V), J)—=JTV)

donde las flechas horizontales son los isomorfismos naturales. Como la
flecha vertical izquierda es una sobreyeccién, concluimos que J(U) —
J (V) es una sobreyeccién. Por tanto J es flasco. O

Proposicion 3.2.4. Si F es un haz flasco sobre un espacio topologico X,
entonces H' (X, F) = 0 para todo i > 1

Demostracion. Consideremos un monomorfismo F — 7, donde J es
un objeto inyectivo de Ub(X). Sea G el cociente

0O—-F—=>TJ—=-G—=0

Por hipotesis tenemos que F es flasco, ademas J es flasco por la proposicion
anterior. Luego, por la proposicion 2.3.3 tenemos que G es flasco. Como
F es flasco, por la proposicion 2.3.2 tenemos una sucesion exacta

0->T(X,F)=>I(X,J) —-T(X,G) =0

Por otro lado, como J es inyectivo, tenemos H'(X,J) = 0 para todo
i > 1. (teorema 3.1.3(e)) Asi, de la sucesion exacta larga de cohomologia,
conseguimos HY(X, F) = 0y H(X,F) = HYX,G) para todo i > 2.
Como G es flasco, por induccién en ¢ conseguimos el resultado. O

Observacion 3.2.2. Este resultado nos dice que haces flascos son aciclicos
para el funtor I'(X,-). Por tanto podemos calcular cohomologia usando
resoluciones flascas (proposicién 3.1.4). En particular tenemos el siguiente
resultado.

Proposicién 3.2.5. Sea (X, Ox) un espacio anillado. Entonces los fun-
tores derivados del funtor I'(X,-) de Mod(X) a Ub coinciden con los fun-
tores de cohomologia H'(X, ).
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Demostracion. Considerando I'(X, -) como un funtor de 2Mod(X) a LUb,
calculamos sus funtores derivados tomando resoluciones inyectivas en la
categoria Mod(X). Pero cualquier inyectivo es flasco (lema 3.2.3) y flascos
son aciclicos (proposicién 3.2.4), asi que esta resolucién da los funtores de
cohomologia usual (proposicién 3.1.4). O

Observacién 3.2.3. Sea (X, Ox) un espacio anillado, y sea A = I'( X, Ox).
Entonces para cualquier haz de Ox-médulos F, I'(X, F) tiene una es-
tructura natural de A-médulo. En particular, como en 9t0d(X) podemos
calcular cohomologia usando resoluciones en Mod(X), entonces todos los
grupos de cohomologia de F tienen una estructura natural de A-modulo;
sucesiones exactas largas de cohomologias son sucesiones de A-moédulos,etc.
También, si X es un esquema sobre Spec B para algin anillo B, entonces
los grupos de cohomologia de cualquier Ox-médulo F tienen una estruc-
tura natural de B-mdédulo.

Proposicion 3.2.6. Sean Y un subconjunto cerrado de X, F un haz de
grupos abelianos sobre Y y j : Y — X la inclusion. Entonces H/(Y, F) =
HY(X, j.F), donde j.F es la extension de F por cero fuera de'Y .

Demostracion. Note que por la proposicién 2.2.11(a) se tiene que j,
es un funtor exacto. Asi, si J° es una resolucién flasca de F sobre Y,
entonces 7,J°* es una resolucién flasca de j.F sobre X. Y como I'(Y, J Z) =
(X, 5.J%), entonces conseguimos los mismos grupos de cohomologfa. O

Proposicién 3.2.7. Sea {F., @aptacr un sistema directo de haces de gru-
pos abelianos en un espacio topologico noetheriano X. Entonces el mor-
fismo natural

Lim H'(X, F,) — H'(X, Lim F,)
« «
es un tsomorfismo para todo 1 > 0.

Demostracion. Para cualquier haz de grupos abelianos F, sea F¢ su haz
de secciones discontinuas y consideremos F < F? via la inclusién natural
(ver definicién 2.3.2 y observacion 2.3.2). Esta construccién es funtorial;
en efecto, dado un morfismo de haces ¢ : F — G, podemos definir un
morfismo de haces ¢? : F¢ — G¢ por ¢4 (U)(s)(p) = ,(s(p)) para todo
abierto U C X,p € Uy s € F4(U). Més atin, se tiene el siguiente diagrama
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conmutativo
F— F4
T
G—¢g1
Asi, para cada o < [ tenemos diagramas conmutativos
0—Fo—>Fl3—>Goa—0 (3.2.1)

‘W |+t [

0—Fs—Ff—=Gz—0

esto induce una sucesion de limites directos

0 — Lim F, — Lim F? — Lim G, — 0
“a “a “a

Ahora, note que tomar tallo preserva sumas directas y conucleos, de donde
tenemos que tomar tallo preserva limites directos. Asi, la exactitud de la
sucesion de limites directos se sigue de la exactitud de tomar tallo y la
exactitud de tomar limites directos en la categoria de grupos abelianos.

El morfismo de sucesiones exactas (3.2.1) nos induce un morfismo de
sucesiones largas de cohomologia, lo cual a su vez nos induce una sucesion
exacta larga de limites directos de grupos abelianos. Asi, tenemos un
diagrama conmutativo con filas exactas

Lim (X, FY) — Lim I'(X,G,) — Lim HY(X, F,) —=0
o’ o’ o’

| | |

(X, Lim FY) —T(X, Lim G,) — HY(X, Lim F,) —0
“a “a “a

donde las flechas verticales en la izquierda son isomorfismos (proposicién
2.2.13) y los ceros en la derecha se deben a que F? y Lim F? son flascos
«

(observacion 2.3.2 y proposicién 2.3.4). Se sigue que la flecha vertical en
la derecha es un isomorfismo.

También, para cada ¢ > 1 tenemos el diagrama conmutativo con filas
exactas

0— Lim H(X,G,) — Lim H"(X, F,) —=0
o’ o’

| |

0——H'(X, Lim Go) — H'*(X, Lim F,) —=0
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donde los ceros en los extremos se deben a que F?y Lim F¢ son flascos.
«

Por tanto, por induccién en ¢ conseguimos el resultado. O

3.3 Cohomologia de un Esquema Afin Noetheriano

Proposicién 3.3.1. (Teorema de Krull). Sean A un anillo noetheriano, a
un tdeal, M un A-modulo finitamente generado y N un submaodulo de M.
Entonces la topologia a-adica en N es inducida por la topologia a-dadica en
M. En particular, para n > 0 existe k > n tal que a®N DO N Na*M.

Demostracion. Ver [3]. O

Definicién 3.3.1. Sean A un anillo, M un A-mddulo y a C A un ideal.
Definimos un submdédulo T'y(M) de M por I'y(M) ={m € M : a"m = 0
para algin n > 0}.

Lema 3.3.2. Sean A un anillo noetheriano, a un ideal de A e I un A-
maodulo inyectivo. Entonces el submodulo J = ['y(I) es también un A-
modulo 1nyectivo.

Demostracion. Para mostrar que .J es inyectivo es suficiente mostrar
que para cualquier ideal b C A y cualquier morfismo ¢ : b — J, existe un
morfismo ¢ : A — J tal que mb =  (ver [6]). Desde que A es noetheriano,
b es finitamente generado. Por otro lado, todo elemento de J es anulado
por alguna potencia de a, asi que existe n > 0 tal que a"p(b) = 0, o
equivalentemente, p(a"b) = 0. Aplicando la proposicién 3.3.1 a la inclusién
b C A conseguimos k£ > n con a"b D b N a*. De aqui e(bN ak) = 0; asi
que el morfismo ¢ : b — J se factoriza a través de b/b N a”*. Consideremos
ahora el siguiente diagrama

A—A/ak

\\
S

b—b/bNat—=J—=7
Desde que I es inyectivo, el morfismo b/b N a* — I se extiende a un
morfismo ¢’. Pero la imagen de 1’ es anulada por a*, por tanto es contenida
en .JJ. Componiendo con A — A/a* obtenemos el morfismo ¢ : A — J
extendiendo a . O
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Lema 3.3.3. Sea A un anillo noetheriano y sea I un A-mddulo inyectivo.
Entonces para todo f € A, el homomorfismo natural I — Iy es sobreyec-
tvo.

Demostracién. Para cada i > 0 sea b; = Ann(f"). Entonces b; C by C
...y desde que A es noetheriano, existe r tal que b, = b,.1 = .... Ahora
sea 0 : I — Iy el homomorfismo natural y tomemos x € I;. Por definicién
existe y € [ y n > 0 tal que z = y/f". Ahora definimos el homomorfismo
de A-médulos ¢ : (f"") — I por af"™" — af"y; esto es posible porque
Ann(f"") = by, = b, = Ann(f"). Desde que I es inyectivo, ¢ se extiende
a un homomorfismo ¢ : A — I. Sea z = ¢(1). Entonces

fa = ) = () = e(fM) = Ty
Luego 0(z) = z/1 = y/ f" = z. Por tanto 6 es sobreyectivo. O

Observacion 3.3.1. Dado un espacio topoldgico noetheriano X, como
toda coleccion no vacia de subconjuntos cerrados de X tiene elemento
minimal, entonces se tiene la siguiente propiedad:

Induccion noetheriana:

Sea P una propiedad de subconjuntos cerrados de X tal que satisface:

(1) 0 satisface la propiedad P.

(2) si Y es un subconjunto cerrado de X tal que todo subconjunto
cerrado propio de Y satisface la propiedad P, entonces Y satisface la
propiedad P.

Entonces X satisface la propiedad P.

Lema 3.3.4. Sean A un anillo noetheriano, M un A-modulo, a C A un
ideal y X = SpecA. Entonces Tq(M) = HY(F), donde Z = V(a) y
F=M

Demostracion. Sean U = X — Z y j : U — X el morfismo de in-
clusiéon. Como F es casi coherente entonces F ‘ y €s casi coherente. Y
como U es un esquema noetheriano, entonces j.(F | ;) es casi coherente
(proposicién 2.7.12(c)). De la proposiciéon 2.3.6 se sigue que HY(F) es
casi coherente. Por otro lado, s € HY(F)(X) si y sélo si s € F(X) y
Sop(s) C Z. Luego, identificando F(X) con M, s se corresponde con un
elemento m € M tal que Sop(m) C V(a). Ahora, Sop(m) = V(Ann(m));
asi que Sop(m) C V(a) siy sélo si V(Ann(m)) C V(a), lo que es equiv-
alente a a C (/Ann(m); lo cual a su vez equivale a a” C Ann(m) para
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algiin n > 1, pues A es noetheriano. Se sigue que HY(F)(X) X To(M) y
por tanto I'y(M) =2 HY(F). O

Proposicion 3.3.5. Sean A un anillo noetheriano y X = Spec A. Si I es
un A-modulo inyectivo, entonces el haz de Ox-maodulos I es flasco.

Demostracion.
Sea P la propiedad sobre subconjuntos cerrados Y de X:

P . para todo médulo inyectivo I con Sop(I) C Y, se tiene que I es flasco

Note que la afirmacién de la proposicion es precisamente el caso Y = X, asi
que usaremos induccién noetheriana. Es claro que () satisface la propiedad
P. Ahora, fijemos un subconjunto cerrado Y de X tal que todo subconjunto
cerrado propio de Y satisface la propiedad P. Debemos mostrar que Y
satisface la propiedad P. Sea I un A-mddulo inyectivo con Sop(I) C Y.

Tenemos dos casos Sop(I) & Y o Sop(I) = Y. En el primer caso,
Sop(I) esté contenido en un subconjunto cerrado propio de Y, asi que en
este caso I es flasco. En el segundo caso, para mostrar que I es flasco, sera
suficiente mostrar que I'( X, I ) — (U, I ) es sobreyectiva, para cualquier
conjunto abierto U C X. Si Y NU = 0, no hay nada que probar, pues
en este caso [(U) = 0. SiY NU # 0, existe f € A tal que D(f) C Uy
D(f)NY #0. Sea Z = X \ D(f).

Sea J = H%(f)(X) Si a es el ideal generado por f, entonces por el lema
3.3.4 se tiene J = ['q(I) y por el lema 3.3.2 tenemos que J es un A-médulo
inyectivo. Como I'y(I) C I, entonces Sop(J) = Sop(I'y(I)) C Sop(I) C Y.
Y como Sop(J) C Z, se sigue que Sop(J) CY NZ. Como Y ND(f) # 0,
entonces Y N Z G Y y por tanto Y N Z satisface la propiedad P. Luego
J es flasco. Por el lema anterior tenemos que HY (T ) es casi coherente y
HY(I) = J. Desde que J es flasco, se sigue que H%(I1)(X) — HYy (1 )(U)
es sobreyectiva. Dado s € I(U), por el lema 3.3.3, para S‘D e I(D(f))

existe t € I(X) tal que t|, Entonces (

0 = Slow 1y |D<f> = |y
t}D(f) = 0, de donde tenemos que s — t‘U e HY(I )(U) Entonces, como

HY(I)(X) — HY(I)(U) es sobreyectiva, existe r € HY(1)(X) tal que rl, =
5— t‘U Luego (r+t) |U = sy sesigue que I'( X, f) — (U, f) es sobreyectiva.
Por tanto Y satisface la propiedad P y la proposicién se sigue por induccién
noetheriana. O
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Teorema 3.3.6. Sea X = Spec A, donde A es un anillo noetheriano.

Entonces para todo haz casi coherente F en X, y para todo 1 > 0, tenemos
HY{(X,F)=0.

Demostracion. Dado F, sea M = I'(X, F) y tomemos una resolucién
inyectiva 0 — M — I* de M en la categoria de A-médulos. Entonces
obtenemos una sucesion exacta de haces 0 - M — I* en X. Ahora, F =
M y por la proposicion 3.3.5 cada I es flasco, asi que podemos usar esta
resolucién de F para calcular cohomologia (observacién 3.2.2). Aplicando

el funtor I' recuperamos la sucesién exacta de A-moédulos 0 — M — I°.
Por tanto H(X, F) = M,y H (X, F) = 0 para todo i > 0. O

Proposicion 3.3.7. Sean X un esquema noetheriano y F un haz casi
coherente en X . Entonces existe un monomorfismo F — G donde G es un
haz flasco casi coherente.

Demostracion. Cubrimos X con un numero finito de abiertos afines
U; = Spec(4;) y para cada i sea f; :

M; para cada i. Consideremos un monomorfismo M; < I; de M; en un A;-
modulo inyectivo [;, asi que tenemos un monomorfismo F ’U — [;. Luego

tenemos un morfismo F — (f;)«(F ‘U} (f:).(I;) para cada i. Tomando

la suma directa sobre i obtenemos un morfismo F — G := @, (fi)«( 1)
Claramente este morfismo es inyectivo, pues el morfismo (f;).(F|,) —

(f1):(I;) es inyectivo para cada i; y para cada abierto U C X se tiene que
si una seccién s € F(U) tiene imagen nula en (fz)*(]-"’U)(U) =FUNU)
para cada i, entonces s = 0. Por otro lado, desde que I; es inyectivo,
tenemos que el haz I; _es flasco. Luego (f;).(1 ) es flasco para cada i y por
tanto G = P, (fi)«(L I;) es flasco. También, como I; es casi coherente y Uj
es un esquema noetheriano, entonces (f;).( I,) es casi coherente para cada
i. Por tanto G = @;_,(fi)«(L I;) es casi coherente. O

3.4 Cohomologia de Cech

Definicién 3.4.1. Sea X wun espacio topoldgico y sea U = {U;}icr un
cubrimiento abierto de X con conjunto de indices I totalmente ordenado.
Sea F un haz de grupos abelianos en X. Denotamos U, =U;,NU;; N

()il...lp 10
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..MU, y para cada p > 0 definimos
CPALF) =[] FUii.s)
i0<i1...<ip
Para cada o € CP(8, F), escribimos sus componentes como
Wigiy..iy € F(Uigiy..i)
para cada (p + 1)-upla ig < iy... < i, de elementos de I. Definimos el
morfismo coborde d : CP(U, F) — CPTY(U, F) mediante

p+1

k
(da)ioil...ip-i,-l = Z(_l) aio...,/{k,...,ip+1

k=0

Uig..cipy1
La notacion iy, indica que i es omitido. Se verifica que d*> = 0, asi que
tenemos un complejo de grupos abelianos.

Observacién 3.4.1. Si a € CP(4, F), algunas veces es conveniente tener
el stmbolo o, ..;, definido para todas las (p-+1)-uplas de elementos de I. Si
hay algtin indice repetido en el conjunto {ig, ..., 4,}, definimos a;y,.;, = 0.
Si todos los indices son distintos, definimos ay,..;, = (—1)Si9”(o)agio,_,gip,
donde o es la permutacién para la cual oip < ... < o1,. Con estas conven-
ciones, se verifica que la formula para da vale para cualquier (p + 2)-upla
i ...%+1 de elementos de I.

Definicién 3.4.2. Sea X un espacio topologico, y sea $& un cubrimiento
abierto de X. Para cualquier haz de grupos abelianos F sobre X, defini-
mos el p-ésimo grupo de cohomologia de Cech de F, con respecto al
cubrimiento L como

HP (U, F) := HP(C*(U, F)).
Proposicion 3.4.1. Sean X, U, F como antes. Entonces [:Io(il, F) =
(X, F).

Demostracion. H°(U,F) = Nuc(d : COU, F) — C' (L, F)). Sia €
CY(4U, F) es dado por a; € F(U;) para cada i € I, entonces para cada
i < j tenemos (da);; = O‘J"UnU» — Asi que da = 0 significa que

UNU;°
las secciones o € F(U;) y o € F(U;) coinciden en U; N U;. Como F es
un haz, concluimos que Nuc(d) = T'(X, F). O
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Definicién 3.4.3. Definimos la versién hacificada del complejo de Cech
como sigue:

eWF) = [ fF

i0<i1...<ip

U;

0i1-ip

donde para cada (p + 1)-tupla denotamos por f a la inclusion fi;, i °
Uigir..i, = X. Note que CP(U, F)(V) = C’p(il‘v,}"|v) para todo abierto
V C X, donde |, = {UiNV }icr (en particular tenemos T'(X, CP(4, F)) =
CP(U, F)). Asi, tenemos morfismos naturales d : CP(U, F) — CPTL(LU, F)
dados en cada abierto V- C X por los morfismos coborde del complejo de

Cech C*(4],, Fl,).

Proposicion 3.4.2. Para cualquier haz de grupos abelianos F sobre X,
el complejo C*(L, F) es una resolucion de F, es decir, existe un morfismo
natural € : F — CV(L, F) tal que la sucesion de haces

0— F — COUUF) — CHU, F) — - -
es exacta.

Demostracién. Definimos un morfismo de haces ¢ : F — CV(YU, F) =
[Le; f*(ff‘U.) por s — (S‘Uﬂv)i para todo abierto V' C X y s € F(V).
Mostraremos que

0— F -5 O, F) -5 e, F) L -

es exacta. Como F es un haz, entonces £ es un monomorfismo. Asi,
viendo a F como subhaz de €°(4, F), la exactitud en p = 0 es equivalente
a mostrar

Nuc(C'(U, F) — CY(U, F)) = F

En efecto, para cada abierto V' C X tenemos

Nuc(€(8, F)(V) — €8, F)(V)) = Nuc(CO(Y|,.. F|,,) = C' (Y|, F|,))
- Ho(ﬂ}V’f‘v) - F(V“F’v)
= F(V).
(3.4.2)

Para mostrar la exactitud del complejo C*(L, F) para p > 1, es suficiente
verificar la exactitud en los tallos. Fijemos x € X y j tal que € U;. Para
p > 1 definimos

k:CP(U F), — CP LU F),
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de la siguiente manera: dado a, € CP(U,F),, este es representado por
una seccion o € I'(V,CP(U, F)) para algun abierto V' C U; que con-
tiene a x. Ahora, para cualquier p-tupla iy < ... < 7,1 definimos ka €
Py, F)(V) por
(k&)io...z‘p,l = (jig.ip_q-

Note que esto tiene sentido, pues como V C U; entonces Qjig.ipy €
F(Ui..i, . NU;NV) = F(Ui,..i,., N V). Ahora, definimos k(a,) := (ka),.
Este morfismo esta bien definido. Consideremos el siguiente diagrama

COLl, F)y — 2 YU, F)y — & CL(S, F)y ———

e (R =

CU(Lh, F), CHLL, F), CHLL, F),

dy da

Afirmamos que (kd, + d.k)(a,) = a, para todo a, € CP(U, F),. En efecto,

Uig...ip(\V
1=0
p
_ ! .
= Z(_l) Y ig.iteip | Uiy sy OV
1=0
(k(de))iy...i, = (da)jsy..., (3.4.3)
p
I+1 ~
Qio ip Uio...imeij + Z(_]‘) aj,io...il...ip Uio___ipﬂUjﬂV
1=0
p
_ I+1
= Qy..i, T Z(_l) Y ig.itip |\ Uy s OV
=0

Luego d(ka) + k(da) = o 'y tomando tallo tenemos (kd, + d.k)(a,) = .
Por tanto k£ es una homotopia entre el morfismo identidad del complejo
C*(U, F), v el morfismo cero. Se sigue que los grupos de cohomologia
HP(C*(U, F);) son nulos para todo p > 1. Asi, C*(tl, F), es una sucesién
exacta. d

Proposicion 3.4.3. Sean X un espacio topologico, 4 un cubrimiento abierto
de X y F un haz flasco de grupos abelianos en X . Entonces

HP (U, F) =0
para todo p > 0.
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Demostracion. Consideremos la resolucién 0 — F — C*(U, F) dada
por la proposicién 3.4.2. Como F es flasco, entonces CP(U, F) es flasco
para todo p > 0. En efecto, esto sigue del hecho que para todo abierto
U C X se tiene que F |U es flasco, f, preserva haces flascos y el producto
de haces flascos es flasco. De aqui sigue que C*(L, F) es una resolucién
flasca de F, asi que podemos usar esta resolucién para calcular los grupos
de cohomologia usual de F (observacién 3.2.2). Tenemos

HP(X,F) = HP(T(X,C (U, F)))
= HP(C*(U, F)) (3.4.4)
= HP (4, F).

Y como F es flasco, entonces H? (X, F) = 0 para todo p > 0. Esto completa
la demostracion. O

Proposicion 3.4.4. Sean X un espacio topologico y U un cubrimiento
abierto de X . Entonces existe un morfismo

HP (U, F) — HP(U, F)
para todo p > 0, el cual es funtorial en F.

Demostracion. Sea 0 — F — Z° una resolucion inyectiva de F en
$Ub(X). Por la proposicién 3.4.2 y la proposicion 3.1.2 existe un morfismo
de complejos f: C*(U, F) — Z* induciendo el morfismo identidad de F, es
decir tenemos un diagrama conmutativo

0— F Qs F)—L-Cl (YU, F) Lo ..

| B

0—sF 1" 7!

ademads, cualquier par de tales morfismos son homotopicos. Desconsiderando

la primera columna y tomando secciones globales, tenemos

0—CO%(U, F) -V (YU, F) Lo . ..

| |

0—I'(X, 7% —T'(X, 7)) —--
Tomando cohomologia tenemos morfismos

HP (3, F) — HP(U, F).
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para todo p > 0. Ahora, sea un morfismo v : F — G. Mostraremos que
tenemos un diagrama

HP(U, F) —= HP(X, F) (3.4.5)

| |

HP(Y4,G) — H?(X, G)

es conmutativo. Para ver esto, sea [J°® una resolucién inyectiva de G.
El morfismo F — G nos induce un morfismo de complejos C*(L, F) —
C*(LL, G). En efecto, para cada (p+ 1)-tupla ip < ... < i,, tenemos el mor-
fismo f*(’y‘UiO...ip) ; f*(F|UiO...ip) — f*(g\UW_p), donde f : Uj,..i;, — X es la
inclusién. Tomando el producto directo sobre las (p + 1)-tuplas ip < ...4,
obtenemos un morfismo CP(U, F) — CP(U,G), para cada p > 0. Esta
coleccién de morfismos nos da un morfismo de complejos C*(L, F) —
C*(U,G). Es claro que este morfismo de complejos induce el morfismo
~v: F — G. Por otro lado, por la proposicién 3.1.2, existe un morfismo de
complejos Z®* — J°* induciendo el morfismo v : F — G. Ahora, como los
morfismos compuestos C*(U, F) - Z* — J*y C* (L, F) —» C* (L, G) —» J*
inducen el mismo morfismo v : F — G, se sigue que son homotdpicos y por
tanto aplicando el funtor I'(X,-) tenemos que los morfismos compuestos
C'(UF) - T(X,I°) - (X, T*) y C*(,h, F) — C*(U,G) — T'(X,T*)
son homotopicos. Luego estos morfismos inducen el mismo homomorfismo

en las cohomologias y de aqui se sigue la conmutatividad del diagrama
3.4.5. O

Proposicion 3.4.5. Sean X un esquema noetheriano y 4 un cubrimiento
abierto afin de X tal que los abiertos Uy, ; son afines. Sea F un haz casi
coherente en X. Entonces para todo p > 0, los morfismos naturales

HP (U, F) — HP(YU, F)
son isomorfismos.

Demostracion. Aplicaremos inducciéon sobre p. Si p = 0, ambas coho-
mologias son isomorfas a I'(X, F) (proposicién 3.4.1). Para p > 0, asum-
imos que el resultado es valido para p — 1. Ahora encajemos F en un
haz flasco y casi coherente G (proposicién 3.3.7), y sea R el cociente; asi
tenemos la sucesion exacta,

00— F —>Gg—R—0
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Como F es casi coherente y los abiertos Uy, ;, son afines, entonces tenemos
la sucesién exacta de grupos abelianos (teorema 3.3.6)

0— F(Us.i,) — G(Uiy.i)) — R(Usy.i)) — H (Ui, F

) =0

()...i Y .
P 0-ip

Ui
Tomando productos, obtenemos la sucesién exacta de complejos de Cech

0— C*(U,F) —C*(UG) — C*(UR) — 0

y asi se obtiene una sucesion exacta larga de cohomologias de C'ech. Como
G es flasco, por la proposicién 3.4.3 tenemos

0— H(U, F)—=H°(U,G) — H' (U, R) — H (U, F) —=0

R

0—= HY(X, F)— H(U,G) —= HO(8, R) —~ H' (8, F) —=0

Asi que el morfismo en la vertical de la derecha debe ser un isomorfismo.
Y para p > 1, usando una vez mas la proposicion 3.4.3 tenemos que

0=Hr '8 G)— HP (8, R) — HP (4, F) — HP(U,G) = 0

| l

0= HY(X,G)— H""Y(X,R) — H?(X,F) — H?(X,G) = 0

1%

donde, como R es casi coherente, por hipdtesis de inducciéon tenemos que
la flecha vertical izquierda es un isomorfismo. Por tanto la flecha vertical
de la derecha es un isomorfismo. O

Observacion 3.4.2. Sea X un esquema separado sobre un esquema afin
S y sean U,V subconjuntos abiertos afines. Vimos en la demostracion del
lema 2.7.11 que UNV es un subesquema cerrado del esquema afin U ®g V.
Por tanto, por el corolario 2.7.15 tenemos que UNV es afin. Asi, si X es un
esquema noetheriano y separado sobre un esquema afin, entonces cualquier
cubrimiento abierto afin 4 de X verificard la hipotesis de la proposicion
anterior.

3.5 Cohomologia del Espacio Proyectivo

Definicién 3.5.1. Sea A un anillo y sean M, N A-mddulos. Un empare-
jamziento perfecto T : M x N — A es una funcion A-bilineal que induce
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un isomorfismo de A-mddulos M = NV, es decir F' : M — NV dada por
F(m)(n) = 7(m,n) es un isomorfismo de A-mddulos.

En el caso que M y N son A-modulos libres del mismo rango n, se
verifica que T es un emparejamiento perfecto si y solo T es A-bilineal y
existen bases {x1,...,xn} y {y1,...,yn} de M y N respectivamente, tal
que T(x4,y;) = 6;; para todo 1 < i,5 <n.

Observacién 3.5.1. Sean A un anillo, r > 1y S = Alzy,...,z,;]. Dado
@0, - - -, lp, consideremos f = x; ...w; . Entonces para cualquier indice
0 < k < r existe un isomorfismo candnico de S-dlgebras Sy,, = (Sf)a,/1;
si denotemos por (Sf);, al S-médulo TSy, donde T = {1, xy,2%,...},

~

entonces se tiene un isomorfismo de S-médulos Sy, = (S7)z /1 = (S))a,-

Observacién 3.5.2. Consideremos A un anillo noetheriano y X = P'}.
Consideremos el haz casi coherente F = @, ., Ox(n) ysea S = Alxy, ..., z,],
entonces existe un isomorfismo canénico A = I'( X, Ox) (proposicién 2.7.18)
y ademds se tiene una estructura de A-médulo en el grupo H'(X, J) para
todo ¢ > 0y para todo haz de médulos 7. Por la proposicién 3.2.7 tenemos
un isomorfismo canénico de A-médulos H(X, F) = @, ., H (X, Ox(n)).
Dados r € S,,, con m > 0y n € Z, existe un morfismo inducido de

A-médulos _ ‘
R:H' (X,0x(n)) — H'(X,0x(m+n))

En efecto, dado r € S,,, consideremos la sucesion exacta de S-mddulos

graduados
0—S(—m)*=—=S——=5/(r)—=0

torciendo por n-+m, obtenemos la sucesiéon exacta de S-mddulos graduados
0—=S(n)—=S(n+m)—=(S/(r))(n+m)—=0

Aplicando el funtor™, conseguimos la sucesién exacta de O x-modulos
0— Ox(n) = Ox(n+m) —i.(Og(n+m)) =0

donde H = ProjS/(r) ei : H — X es el morfismo inclusiéon (el iso-
morfismo ((S/(7))(n +m)) = i,(Ox(n 4+ m)) se obtiene de la observacién
2.7.4(a) y la proposicién 2.7.17(b)). Tomando cohomologia, obtenemos el

morfismo de A-modulos

H'(X,0x(n)) = H(X,Ox(n +m))
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Ahora, definimos r - z := R(z), para todo x € H'(X,Ox(n)). Esto
convierte a H(X, F) en un S-médulo graduado. Note que para i = 0, esto
coincide con la estructura natural de S-médulo graduado de H(X, F) =
['.(Ox). Paracadai=0,...,r sea U; = D (x;) y sea s = {Uy,...,U,}.
Tenemos un isomorfismo candénico de A-mddulos (proposiciones 3.4.5 y
3.2.7) H(U, F) 2 P, ., H (4, Ox(n)). Podemos dotar a H'(4, F) con es-
tructura de S-médulo graduado de modo andlogo a lo hecho para H* (X, F).
En efecto, como en la demostracién de la proposicién 3.4.5, tenemos una
sucesion exacta de la forma

0 — C*(U,Ox(n)) — C*(U,Ox(n+m)) — C* (L, i, (Og(n+m))) — 0
Tomando cohomologia, obtenemos el morfismo de A-mdédulos

Definiendo la estructura de S-moédulo graduado como hecho anteriormente,
se tiene que el isomorfismo canénico dado por la proposicién 3.4.5, H (X, F)
H(4, F) es un isomorfismo de S-médulos graduados (esto se sigue de la
funtorialidad del morfismo canénico (proposicién 3.4.4)).

Por otra parte, por la proposicién 2.2.13, para cualquier conjunto abierto

U C X tenemos el isomorfismo de A-médulos I'(U, F) = @, ., I'(U, Ox(n)).

Por tanto, I'(U, F) tiene una estructura natural de S-moédulo graduado,
y también existe un isomorfismo de S-médulos graduados para p > 0 e
10 < ...<1

L (Ui,...,, F) = DT (Ui,.i,, O =~ P S(n) ..,

neZ nez
nez
Ahora bien, dado un subconjunto no vacio {jo,...,J,; < {io,..., i}, la
restriccion F(Uy, .. j.) — F(Ui,....i,) se corresponde con el homomorfismo de
anlllos Canonlco M( ..... )(Z-O ..... ip) : ij()...m]q % leo..‘xlp‘ POr 10 tanto’ tenemos
un diagrama conmutatlvo de S-médulos graduados
0—C%YU, F) ——CHLU, F) Cr(u, F)—=0

| | |

0 Hio Sxio Hio<i1 Sﬂﬁioﬂ?il s Sxo...xr —0

112
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Teorema 3.5.1. Sea A un anillo noetheriano no nulo y sea X =P para
algun r > 1. Se cumplen las siguientes afirmaciones:

(a) H(X,O0x(m)) =0 para 0 < i <r y todo m € Z.

(b) Existe un isomorfismo canonico de A-modulos H"(X,Ox(—r —1)) =

A,

(¢) Para todo m € 7, existe un emparejamiento perfecto de A-mddulos
libres finitamente generados

7 HY(X,0x(m))xH" (X, Ox(—m—r—1)) = H"(X,Ox(—r—1)) = A

Demostracion. En toda la prueba vamos a mantener las notaciones
dadas en las dos observaciones anteriores.

(b) Tenemos que S,, . es un A-mdédulo libre con base xé‘) ...zl con
l; € Z. La imagen de d" ' : [[i_o Seo.iie, — Szo.z, €8 €l A-submddulo
libre generado por aquellos elementos de la base para los cuales al menos
un [; > 0. Tenemos un isomorfismo de S-médulos graduados H" (4, F) =

Seo.e./Im(d"™1), el cual es un A-médulo libre con base

{al ...zl | I; < 0 para cada i}

El cociente tiene la graduacién d(z...z%) = S71;. Para cada n € Z,
el A-médulo H"(X, Ox(n)) es un A-mddulo libre con base (posiblemente
vacia)

[; < 0 para cada iy Zli =n}

Si m > —r — 1 entonces este conjunto es vacio; asi que en este caso
H"(X,0x(n)) = 0. Sin = —r — 1, entonces H"(X,Ox(n)) tiene como
base al monomio z,"' - ...z ! Por tanto H"(X, Ox(—r — 1)) & A.

(c) Note que si n < 0, entonces H(X,Ox(n)) = 0, pues S = I',(Oy)
(proposicion 2.7.18); y también H"(X,Ox(—n —r — 1)) = 0, pues —n —
r—1> —r —1. Asi que el enunciado del item (c) es trivial para n < 0.
Para n > 0, H*(X, Ox(n)) tiene como base a los monomios de grado n

{glo . ol

{0

m; > 0 para cada iy Zmzzn}

Por otro lado, sabemos que H" (X, Ox(—n —r — 1)) tiene la base

{zl ...zl | I; < 0 para cada iy Zliz—n—r—l}
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Asi, HY(X,Ox(n)) y H(X,Ox(—n—r—1)) son A-mddulos libres de rango
(";H") Tenemos un emparejamiento perfecto

7: HY(X,Ox(m)) x H'(X,0x(—m —r —1)) = H"(X,O0x(—r —1)) =2 A

definiendo 7 (" ...z x0 ... ab) = ot gmeth donde x| gt
es igual a 0 en H"(X,Ox(—r — 1)) si algin m; + [; > 0. En efecto, note
que los tnicos pares de elementos de las bases que nos dan un valor no nulo
son los pares de la forma (2 ... z™, xg™ . x L),

(a) Haremos la demostracién por induccién en 7. Si r = 1 no hay nada
que probar. Ahora, consideremos r > 1. Por las observaciones 3.5.1 y
3.5.2, al localizar el complejo C*(4, F) con respecto a x,, como S-modulos
graduados, obtenemos el complejo C*® (ilr,]:’Ur), donde U, = {U; N Ur|i =
0,...,r}. Este complejo da la cohomologia de F }UT sobre U, (proposicion
3.4.5), la cual es 0 para todo i > 0 (teorema 3.3.6). Ahora, como local-
izaciéon es un funtor exacto, entonces conmuta con cohomologia, asi que
H'(X,F), =0 para todo i > 0. Es decir, para todo i > 0, todo elemento
de H'(X,F) es anulado por alguna potencia de z,. Asi, para demostrar
que HY (X, F) = 0 para todo 0 < i < r, basta mostrar que, para 0 < i < r,
la multiplicacién por z, es una biyeccién de H'(X, F) en s{ mismo.

Consideremos la sucesion exacta de S-mddulos graduados
0—9(-1)*~8—5/(x,) —=0
torciendo por n, obtenemos la sucesion exacta de S-moédulos graduados
0—=S(n —1)=—=5(n)—(S/(x))(n) —=0
Aplicando el funtor™, conseguimos la sucesion exacta de O x-modulos
0= Ox(n—1) = Ox(n) = i.,(Ox(n)) — 0

donde H = ProjS/(xz,) e i: H < X es el morfismo inclusién. Tomando
la suma directa en n € Z, tenemos la sucesion exacta

0—F(-1)—=F—=>Fg—0

donde Fy = @,,.,1(On(n)) = 1.(6D,,c;, On(n)). Tomando cohomologia,
obtenemos la sucesiéon exacta larga

o= HY(X,F(-1)) = H(X,F) = H(X, Fg) — ...
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Note que, como S-médulos graduados, H'(X, F(—1)) = HY(X,F)(-1);
ademsés por la definicién de la estructura de S-médulo graduado en H* (X, F),
el morfismo H'(X, F(—1)) — H'(X,F) de la sucesién exacta es multipli-
cacién por x,.

Ahora, H = P' y H(X,Fuy) = H'(H,®,.; On(n)) (proposicién
3.2.6). Asi que, por la hipétesis inductiva, obtenemos que H'(X, Fy) = 0
para todo 0 < 7 < r — 1. Tenemos la sucesion exacta

0— H'(X,F(-1)) = HY(X,F) = HY(X,Fg) = 0
pues esta sucesion es simplemente la sucesién exacta
0—9(-1)%~8—5/(x,) —=0

Por otro lado, se verifica que el morfismo de conexién 8" : H Y, Fg) —
H"(U, F(—1)) es dado por divisién por z,. En efecto, considere el diagrama
conmutativo que nos da el morfismo de conexién via el lema de la serpiente:

H 1 A') H" 1 Bo) Hr 1 Co)

Nuc(d'{ ) Nue(dy ) Nuc(dy ™)

C W, F(=1) Im(dy ) —=C™ 8L F) /Im(d %) —= O™ 1 (4, Fyr) [ Im(dg )

&t dy ! de!
Nuc(d'y) Nuc(dy) Nuc(dy,)
i Tp T
Conuc(d'y dah Conuc(dy ™) Conuc(d ™)
H"(A®) H"(B*) H"(C*)

donde A* = C*(U, F(-1)), B* = C*(M, F) y C* = C*(U, Fg). Ahora,
considere un elemento cualquier :céo . :cl[j € H~Y (4, Fy), donde [; < 0
para todo i. Vamos a hallar su imagen via §"~! teniendo en cuenta la
construcciéon del morfismo de conexion via el lema de la serpiente. Una

preimagen en C"~(8, F)/Im(dy;?) = (I circ..ci, Suoan )/ Il ?)

- o : I
de 2l .. .2 € H™~'(U, Fy) es precisamente la clase de /9. .. 2,71, La
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imagen de este elemento en Nuc(dy) C C"(M,F) = S, . e€s exacta-

mente 2 ... 271 Ahora, como Nuc(d) — Nuc(dy) es inducido por

Cr(U, F(—=1)) — C"(U,F), el cual por construcciéon es dado por multi-
I

o : l -
plicacion por x,, entonces ur;a preimagen en Nuc(dy) de zf...x, ] €
Nuc(dy) es dada por 2l ...z "z ', Por tanto, la imagen de z? ... 27!

. r—1 ZO l'rfl -1
via 0" es dada por la clase de z§ ...z, "z, ",

es decir "' es dado por
divisién por z,.

Asf, como H™ (4, Fy) es un A-médulo libre que tiene como base a
los monomios con potencias negativas en g, ..., T, 1 ¥ H "(U, F) es un
A-modulo libre que tiene como base a los monomios con potencias neg-
ativas en wo,...,x,, tenemos que &' : H" (U, Fy) — H" (U, F(-1))
lleva la base en elementos linealmente independientes. Por tanto 6"~' :
H™ YU, Fy) — H" (4, F(—1)) es inyectivo.

Los resultados obtenidos:

(1) H(X,Fy) = 0 para todo 0 < i <r — 1.

(2) HY(X,F) — H(X, Fg) es sobreyectivo.

(3) "1 H Y, Fy) — H" (U, F(—1)) es inyectivo.

juntos con la sucesién exacta larga de cohomologia, muestran que la
multiplicacién por z, : H(X, F(—1)) — H'(X,F) es una biyeccién para
todo 0 <7 < r. O

3.6 Aplicaciones y comentarios finales

El teorema 3.5.1 es la base para varios resultados importantes que permiten
ser abordados con la teoria de esquemas y cohomologia de haces. Un buen
ejemplo para ilustrar el uso de esta teoria y mencionar una aplicaciéon del
teorema 3.5.1, es el clasico teorema de Riemann-Roch.
Sin entrar en detalles, mencionaremos que una superficie de Riemann
compacta conexa o curva algebraica lisa puede ser vista como un esquema.
Ademds, si X es una curva lisa, el género de X es g =dimcH* (X, Oy).
El enunciado del teorema de Riemann-Roch puede ser escrito en términos
de cohomologias de haces inversibles. Un ingrediente clave en la demostracion
de este teorema es el teorema de dualidad de Serre, que en el caso del es-
pacio proyectivo sobre un cuerpo k, es consecuencia del teorema 3.5.1.
Como un ejemplo explicito del uso del teorema 3.5.1, vamos a calcular
el género de una curva irreducible C' C PZ.
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Definicion 3.6.1. Sea F un haz coherente en P¢. La caracteristica de
FEuler de F es

X(F) = 22(=1) dimc H'(Pg, F)
Proposicion 3.6.1. 5i
0=>F > F—=>F" =0

es una suceston exacta de haces coherentes en IP%., entonces

X(F) = x(F) + x(F")

Demostracion. Ver [1].

Proposicién 3.6.2. Si C' C P24 es una curva irreducible, entonces
HYC,00) = C

Demostraciéon. Ver [1].
U

Proposicién 3.6.3. (Teorema de anulamiento de Grothendieck) Sea X un
espacio topologico de dimension n. Entonces para todo 1 > n y para todo
haz de grupos abelianos F en X, tenemos

Hi(X,F)=0

Demostracién. Ver [1].
U

Ahora, considere una curva irreducible C' C P2, donde C es el conjunto
de ceros de un polinomio homogéneo f € Clz,y, 2] de grado d. Vamos a
calcular g =dimcH'(C, O¢).

El haz de ideales de C' es Opz (—d), asf que tenemos la siguiente sucesién
exacta

0= Opz(—d) = Opz = i.0c — 0

donde i : C — P% es el morfismo inclusién. Por la proposicién 3.6.1
tenemos

X(Opz) = X(Opz(—d)) + x(i:Oc¢)
Por otro lado, como H'(PZ,4,.0¢) = H'(C, O¢), entonces por la proposicién
3.6.3 tenemos x(i,Oc) = h°(C,O¢) — W1 (C, O¢), pues C tiene dimensién
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1. Y por la proposicién 3.6.2 concluimos que x(i.O¢) = 1 — h1(C, O¢), es
decir x(i,O0¢) =1 —g.

Ahora, por (a) del teorema 3.5.1 sabemos que Hl(Op%) = 0y por (¢)
del teorema 3.5.1 tenemos H*(Opz) = H"(Opz(—3)). Luego x(Opz) =
h'(Opz) + h°(Op2(=3)) = 1 + 0 = 1. También, usando el teorema 3.5.1
obtenemos que x(Opz(—d)) = h*(Opz (=3 + d)).

Por tanto, 1 = h°(Opz2 (=3 +d)) + 1 — g, es decir g = (d — 1)(d — 2)/2.

En relacion a otras areas, mencionaremos que el concepto de fibrado vecto-
rial de rango n es equivalente al concepto de haz localmente libre de rango
n. En particular, un fibrado vectorial de rango 1 es un haz inversible. De-
notando por Pic X al grupo de clases de isomorfismo de haces inversibles
en un esquema X, se tiene Pic X = H'(X, O%), donde O% es el haz cuyas
secciones sobre un abierto U C X son las unidades en el anillo Ox (U).
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