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Resumen

En este estudio se proponen dos modelos matematicos basados en ecuaciones
diferenciales ordinarias para describir la dindmica de un brote epidémico de infec-
ciones respiratorias agudas, incorporando factores exégenos como la vacunacion y el
tratamiento sintomatolégico. El primer modelo estratifica a la poblacién infectada
en leves, moderados y severos, e incluye ambas intervenciones sanitarias. Su analisis
cualitativo muestra la existencia de dos estados de equilibrio —libre de enfermedad
y endémico— cuya estabilidad depende del nimero basico de reproduccién (Ry),

ademas de presentar una bifurcacion transcritica hacia adelante.

En el segundo modelo se omite el tratamiento, pero se incorpora la carga viral
ambiental asociada a la transmision, lo cual genera equilibrios endémicos condiciona-
dos por Ry y permite bifurcaciones transcriticas hacia adelante y hacia atras cuando
Ry = 1, asi como la posible apariciéon de una bifurcacion de Hopf en el sistema
reducido. Para ambos modelos se desarrollé un analisis de sensibilidad del umbral

epidemiolégico y simulaciones respecto a parametros relevantes.

Finalmente, se aplica el primer modelo al estudio de la dindmica del COVID-
19 en poblacion hospitalaria, integrando un clasificador basado en maquinas de
soporte vectorial (SVM). La estimacién de pardmetros se realiza utilizando la data
hospitalaria y para este caso muestra que la vacunacion conduce la dinamica hacia el
estado libre de enfermedad sin reducir sustancialmente el pico epidémico, mientras

que el tratamiento disminuye dicho pico pero mantiene un equilibrio endémico.

Palabras clave: modelo epidemiolégico, infecciones respiratorias agudas, es-
tratificacion sintomatolégica, ecuaciones diferenciales ordinarias, analisis de bifurca-
cion, analisis de sensibilidad, estimacion de parametros, maquinas de soporte vecto-

rial, influencias exégenas, COVID-19.
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Abstract

In this study, two mathematical models based on ordinary differential equations
are proposed to describe the dynamics of an epidemic outbreak of acute respiratory
infections, incorporating exogenous factors such as vaccination and symptomatic
treatment. The first model stratifies the infected population into mild, moderate,
and severe cases, and includes both healthcare interventions. Its qualitative analysis
shows the existence of two equilibrium states—disease-free and endemic—whose
stability depends on the basic reproduction number (&Ry), and reveals a forward

transcritical bifurcation.

In the second model, treatment is omitted, but the environmental viral load
associated with transmission is incorporated, which generates endemic equilibria
conditioned by R, and allows both forward and backward transcritical bifurcations
when Ry = 1, as well as the possible emergence of a Hopf bifurcation in the reduced
system. For both models, a sensitivity analysis of the epidemiological threshold and

simulations with respect to relevant parameters were conducted.

Finally, the first model is applied to the study of COVID-19 dynamics in a
hospital population, integrating a support vector machine (SVM)-based classifier.
Parameter estimation is performed using hospital data, and for this case the results
show that vaccination drives the dynamics toward the disease-free state without
substantially reducing the epidemic peak, whereas treatment lowers the peak but

maintains an endemic equilibrium.

Keywords: epidemiological model, acute respiratory infections, symptomato-
logical stratification, ordinary differential equations, bifurcation analysis, sensiti-
vity analysis, parameter estimation, support vector machines, exogenous influences,

COVID-19.
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Capitulo 1

Introduccion

En el desarrollo de la civilizaciéon humana, ésta ha tenido que modificar su am-
biente y desplazar organismos que ocupaban un determinado nicho ecolégico. Con
el devenir de su evolucion, la humanidad se ha visto expuesta a nuevas interacciones
con organismos patogenos, de los cuales, algunos virus y bacterias ocupan un impor-
tante lugar debido a su alta transmisibilidad y ubicuidad. En las primeras etapas de
la civilizacion, la supervivencia de los seres humanos a la infeccién por estos patoge-
nos se debid casi exclusivamente a sus sistemas inmunolégicos y progresivamente
se desarrollaron mecanismos de prevencion y tratamiento. Recientemente con el de-
sarrollo de nuevos tratamientos (vacunacién, farmacoldgicos, terapia inmunoldgica,
etc.) y el andlisis de epidemias a nivel poblacional, se han desarrollado herramientas

matematicas para su estudio como lo son los modelos matematicos en epidemiologia.

La humanidad ha sido victima de la emergencia de brotes epidémicos de en-
fermedades respiratorias infecciosas agudas causadas por virus de envergadura cada
vez mayores. Dentro de ellos, la familia de virus denominada Coronaviridae, es de
especial relevancia debido a la pandemia actual. Esta familia de virus - entre las que
se encuentran los virus SARS-CoV o SARS-CoV-1 (siglas en inglés del Sindrome
Respiratorio Agudo y Grave - Coronavirus) causante del brote epidémico en 2002,
MERS-CoV (siglas en inglés del Sindrome Respiratorio de Oriente Medio - Coro-
navirus) causante del brote epidémica en 2012 y SARS-CoV-2 (siglas en inglés del
Sindrome Respiratorio Agudo y Grave - Coronavirus 2) (Gorbalenya et al., 2020)
causante del actual brote, son los agentes etioldgicos de las enfermedades denomina-
das SARS (Sindrome Respiratorio Agudo y Grave), MERS (Sindrome Respiratorio
de Oriente Medio) y COVID-19 (Enfermedad del coronavirus 2019), respectivamen-
te (Calvo et al., 2020; Chen, 2020; Cheng et al., 2007). También se ha establecido

que en la enfermedad respiratoria causada por el virus respiratorio sincitial, la car-



ga viral estaria correlacionada con la severidad del cuadro clinico, coincidiendo los
niveles mas altos de carga viral con la mayor gravedad de los sintomas analizados
(DeVincenzo et al., 2010a).

Estas enfermedades respiratorias agudas causadas por agentes microbianos, ya
sean virales como la influenza, el sindrome severo agudo respiratorio (SARS) o bac-
terianas como la neumonia y la tuberculosis, representaron el grupo mas letal de
enfermedades infecciosas en el ano 2019 (Oganizacién Mundial de la Salud, 2020) ,
a nivel nacional represent6 la primera causa de muerte en el pais en el periodo 1985
- 2015, en el 2019 solo la neumonia representaba una incidencia acumulada de 528,2
por cada 10 000 menores de 5 anos y 62,2 episodios de neumonia por cada 10 000
mayores de 60 afios, siendo ambas las poblaciones de mayor riesgo etario (Ordénez
Ibargtien, 2020).

Todas estas patologias infecto-contagiosas presentan en comun las siguientes
caracteristicas: los mecanismos de transmision, los cuadros clinicos que permiten
clasificar su sintomatologia en diversos niveles de severidad (incluido pacientes in-
fectados asintométicos) y su dependencia de la carga microbiana (puesto que estas
enfermedades presentan una dependencia entre la cantidad de patégenos presentes
en el momento de la infeccién — carga microbiana — con respecto a la rapidez de
la evolucion y severidad de sus sintomas) (Oganizacién Mundial de la Salud, 2020;
Yang y Wang, 2020; Choi et al., 2021; DeVincenzo et al., 2010b; Kawasuji et al.,
2020; Olalla Sierra et al., 2011).

La epidemiologia matematica, basa su estudio en la abstraccion y planteamiento
de hipétesis relevantes en la dinamica de los brotes epidémicos, para posteriormen-
te formalizarlos con lenguaje matematico y extraer de su estudio conclusiones que
a simple vista no serian sencillos de prever. En el desarrollo de estos estudios, el
modelo SIR (susceptibles , infectados, removidos) propuesto por Kermack y Mec-
Kendrick (1927) (Blackwood y Childs, 2018), basado en un sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias, es un importante hito puesto que sirvié como base para
futuras modificaciones que constituyen sistemas dindmicos predictores de diversos
escenarios epidemioldgicos (Lopez-Cruz et al., 2015). En el posterior planteamiento
y estudio de estos modelos se ha determinado un parametro epidemiolédgico critico
como el nimero bésico de reproduccién (Ry) definido como el niimero de infecciones
secundarias promedio que un individuo infectado puede realizar cuando se pone en
contacto con una poblacién totalmente susceptible de contraer la enfermedad (Heth-
cote, 2000), el calculo de este pardmetro permite conocer deterministicamente si un

brote epidémico se autolimitard (Ry < 1) o no (Rg > 1).



Dentro de todas las enfermedades causadas por microorganismos, las enfer-
medades respiratorias son prevalentes a nivel mundial, asimismo, muchas de ellas
siguen una dindmica comun (Oganizacion Mundial de la Salud, 2020; Yang y Wang,
2020), la cual puede ser formalizada utilizando modelos epidemioldgicos derivados
del modelo SIR. Tomando esto en consideracion, es posible plantear perturbaciones
a dichos modelos que expliquen la dindamica de casos particulares como las enferme-
dades de origen virico o bacteriano del tracto respiratorio, que posean las mismas
caracteristicas de transmisibilidad y dependencia del niimero de microorganismos
presentes al momento de la infeccién, con el objetivo de tener un marco general

explicativo y predictor de la dinamica de este tipo de enfermedades.

En el contexto de la pandemia de COVID-19 (enfermedad por Coronavirus
19, causada por el virus SARS-CoV-2, perteneciente a la familia Coronaviridae),
desencadena un sinfin de alteraciones fisiopatoldgicas, cuya caracteristica mas lla-
mativa es su rapida transmisibilidad. También presenta una serie de caracteristicas
sintomaticas que van desde la ausencia de sintomas (asintomatico) hasta efectos pa-
toldgicos moderados como inflamaciéon pulmonar y trombosis, generando en muchos
casos sindrome respiratorio agudo severo (SARS), tormenta de citoquinas y hasta la
muerte (Chen, 2020). Ademads, se encontré la capacidad de transmitir la enfermedad

desde asintomaticos (Rasmussen y Popescu, 2021).

Un primer trabajo sobre el planteamiento de un modelo béasico que explique la
dindmica de enfermedades del tracto respiratorio de origen virico (influenza), fue
propuesto por Arino et al. (2006) el cual considera las poblaciones de susceptibles,
latentes, removidos, infectados sintomaticos y asintomadticos y también considera
tratamiento (vacunas o antivirales) en la cual se identificé y concluyé que la fraccion
de individuos latentes en la poblacién es crucial para determinar la dindmica futura
de las poblaciones. Este estudio permite observar la posibilidad de modelar de forma
general la dindmica de estas enfermedades usando modelos deterministicos basados

en ecuaciones diferenciales ordinarias.

Posteriormente Arino y Portet (2020) desarrollan una extensién de su primer
modelo aplicado a la COVID-19 considerando un compartimiento adicional en los
latentes, sintomaticos y asintomaticos, cuyas transiciones dependen de un tipo de
distribuciéon de probabilidad Gamma. En dicho estudio concluyen, a través del anali-
sis de sensibilidad, que el parametro que determina la fraccion de asintomaticos y
la tasa de transmision de la enfermedad influyen significativamente sobre la tasa de
reproduccién béasica (Rg). A su vez, este pardmetro (Rg) resulta determinante para
la estimacion de los picos de las curvas solucion para los infectados. Este modelo

permite confirmar la importancia del Ry como pardametro epidemioldgico relevante



en los diversos escenarios epidemiologicos y considerar la posibilidad de perturbar

las tasas de transiciéon compartimentales con comportamientos estocasticos.

Un reciente estudio llevado a cabo por Yang y Wang (2020), utiliz6 un modelo de
susceptibles-expuestos-infectados-removidos (SEIR) con dindmica vital (nacimientos
y muertes ajenas a la enfermedad) considerando la carga viral como variable que
determina las tasas de transmision entre el ambiente (objetos) y la poblacién, con-
cluyendo que la COVID-19 seria sensible al control de la carga viral en el ambiente y
serfa una enfermedad endémica. Este trabajo nos faculta a considerar que es posible
la inclusion de la carga viral dentro del modelo y tener referencia del andlisis de un

sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias con coeficientes variables.

Por dltimo es importante mencionar que el tratamiento de los datos epide-
mioldégicos de bases de datos a nivel mundial con rutinas en lenguaje R, ha sido
abordado por Arino (2020) de forma detallada, concluyéndose que es posible la uti-
lizacion de dicha data para la validacion o estimacion de parametros de los modelos
matematicos, con especial énfasis con el ejemplo dado para la influenza. Este traba-
jo, es importante pues nos brinda una metodologia para la bisqueda, obtencion y
tratamiento de datos en especial para el caso de la influenza y amplia el abanico de
posibilidades de analisis de otros modelos matematicos presentados para el estudio

de brotes epidémicos de influenza (Kim et al., 2017).

Por todo lo antes mencionado, es pertinente preguntarnos si es factible elaborar
un modelo matematico basado en ecuaciones diferenciales ordinarias que permita
representar las caracteristicas comunes de estas enfermedades y analizar la dinamica

de su comportamiento.

La elaboracién de un modelo matematico para la dindmica de las enfermedades
respiratorias infecto-contagiosas causadas por agentes microbianos, nos brinda un
marco tedrico general para incluir perturbaciones exégenas que pueden ser de tipo li-
neal o no lineal (vacunacién, tratamiento farmacolégico, medidas no farmacologicas,
etc.) y asi estudiar casos particulares (influenza, SARS, etc.) que permitan analizar
diversos escenarios epidemiologicos basados en la simulacién computacional de sus
dindmicas y los parametros epidemiolégicos estimados tedricamente (como el ntime-
ro reproductivo bésico), para asi tomar medidas de contencién de forma rapida y

eficaz en un brote epidémico.



1.1. Metodologia

1.1.1. Hipdtesis general

Es posible modelar matematicamente la dinamica de las enfermedades respira-
torias infecto-contagiosas de origen microbiolégico (virus o bacterias) considerando
estratificacion por sintomatologia y que su gravedad es dependiente de la carga

microbiana (viral, bacteriana o fingica).

1.1.2. Hipoétesis especificas

a) Es posible la construcciéon de un modelo de clasificacién para pacientes con
enfermedades respiratorias infecto-contagiosas de origen microbiolégico (virus

o bacterias) estratificado por sintomatologia.

b) Es posible la construccién de un modelo matemaético de enfermedades respira-
torias infecto-contagiosas de origen microbioldgico (virus o bacterias) estrati-
ficado por sintomatologia y dependiente de la carga microbiana basado en un

sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias auténomas.
c¢) Es posible calcular los puntos de equilibrio del sistema y analizar su estabilidad.

d) Es posible estimar numéricamente las soluciones del sistema dindmico y des-

cribir diversos escenarios epidemioldgicos.

1.1.3. Identificacion de variables

Las variables que intervienen en la dindmica de las enfermedades respiratorias

infecto-contagiosas de origen microbiano son:

1. Variables dependientes:

= Poblaciones epidemioldgicas:
 Susceptibles (S (t)).
» Latentes o expuestos (L (t)).

 Infectados (I (t)), clasificados por gravedad de sus sintomas en asin-

tomaticos, leves, moderados, severos y criticos.

« Removidos, diferenciados en recuperados (R (t)) o fallecidos (M (t)).
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= Nivel de la carga microbiana.
» Nivel de interleucina 6 (IL-6).

» Nivel del receptor de potencial transitorio vaniloide 1 (TRPV-1).

2. Variables independientes:

» Tiempo ()

En esta seccion se presentan brevemente los lineamientos generales del tipo de

investigacion y el diseno de la misma.

1.1.4. Tipo y Diseno de investigacion

La investigacion es de tipo cualitativo, no experimental, longitudinal y de ten-
dencia, por otro lado, los resultados de la misma nos permitiran brindar interpre-
taciones cuantitativas al problema abordado. Es cualitativo porque de acuerdo a
(Hernandez et al., 2014, p. 7) “los estudios cualitativos pueden desarrollar pregun-
tas e hipotesis antes, durante o después de la recoleccién y analisis de los datos”;
porque en la construccion de un modelo matematico, éste puede modificarse en
funcién a la validacion con los datos, formando un ciclo de abstraccién - plantea-
miento de hipotesis - modelizacion y validacion, que nos permita mejorar nuestra
representacion del fenémeno. Es no experimental porque no se posee control sobre
las variables de la investigacion, es longitudinal porque la toma de datos se podria
realizar considerando puntos fijos de tiempo (dias), y de tendencia porque deseamos
analizar los cambios de las variables en la poblacién en general a través del tiempo
(Hernandez et al., 2014). Las interpretaciones cuantitativas son posibles debido a
que los resultados nos permiten estimar la cantidad de individuos en cada estado

epidemiolédgico en funcién del tiempo.

1.1.5. Unidad de andalisis

Todas las unidades de analisis son representadas con nimeros reales positivos

o cero. Estas unidades de analisis son:

= Poblaciones epidemiolégicas: Individuos.
» Carga microbiana: Concentracién en unidades por mililitro.

= Tiempo: dias, anos.



1.1.6. Poblacion de estudio

Para la generacion del modelo de clasificacién de pacientes en funcién de sus
marcadores clinicos, se usaron los datos provenientes de la afluencia de pacientes
al Hospital Guillermo Almenara Irigoyen desde el 07/01/2021 hasta el 23/04,/2021.
Para la clasificacion de los pacientes en tres niveles de gravedad como lo son leves,

moderados y severos, se usaron los criterios clinicos de evaluaciéon anunciados por el
Ministerio de Salud del Pera (MINSA, 2020).

En relacion a los modelos basados en ecuaciones diferenciales, se usaron datos
tedricos para presentar los diversos escenarios epidemiolégicos hallados, para lo cual
las poblaciones epidemiologicas y valores de los parametros seran estimados ad hoc,
y la eleccién de los mismos dependeréd de las restricciones y rango de valores esta-
blecidos por la naturaleza propia de las funciones presentadas en el modelo y del
sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias que las relacionan. En el caso de la
metodologia de estimacién tedrica de parametros, fueron hallados en la bibliografia,
al igual que las poblaciones epidemioldgicas. Para los ejemplos de la aplicacion se

usaron los datos obtenidos localmente para la estimacién de parametros.

1.1.7. Analisis e interpretacion de la informacion

La informacion fue procesada usando la hoja de célculo de Microsoft Excel
y paquetes estadisticos como “Pandas” (McKinney et al., 2010) desarrollados en
lenguaje Python 3.8. Para el la construcciéon y estudio del modelo de clasificacion
basado en el desarrollo de maquinas de soporte vectorial (SVM: Support Vector

Machine) se utilizaron las librerias del paquete “Sklearn”(Pedregosa et al., 2011).

Ademas, para la determinacion del mejor modelo de clasificaciéon se utilizaron

la métrica de exactitud y la matriz de confusién.

La exactitud (accuracy), representa la proporcion de predicciones correctas so-

bre el total de predicciones realizadas, cuya férmula esta dada por:

Verdaderos positivos + Verdaderos negativos

Total de muestras

La cual interpreta la fraccién de predicciones correctas del modelo. Una exac-
titud alta indica un buen rendimiento general del modelo, pero puede ser enganosa

si las clases estan desequilibradas.



La matriz de confusion, es una tabla que muestra el rendimiento del modelo en

términos de las clases reales y las clases predichas. La cual consta de cuatro medidas:

» Verdaderos Positivos (TP): Predicciones correctas de la clase positiva. Estos

son los casos en los que el modelo predijo correctamente la clase positiva.

» Verdaderos Negativos (TN): Predicciones correctas de la clase negativa. Estos

son los casos en los que el modelo predijo correctamente la clase negativa.

» Falsos Positivos (FP): Predicciones incorrectas de la clase positiva. Son los
casos en los que el modelo predijo la clase positiva incorrectamente, cuando la

verdadera clase era negativa.

» Falsos Negativos (FN): Predicciones incorrectas de la clase negativa. Repre-
sentan los casos en los que el modelo predijo la clase negativa incorrectamente,

pero la verdadera clase era positiva.

se suele representar la matriz como:

(T'P) (FN)
(FP) (TN)

Esta matriz ayuda a identificar como se estan realizando las predicciones en
cada clase y proporciona informacién detallada sobre los tipos especificos de errores

que comete el modelo.

La interpretacion de estas métricas varia segiin el contexto del problema y la

importancia relativa de los errores.

La dindamica de los modelos matematicos fueron estudiados matematicamen-
te utilizando la teoria cualitativa de los ecuaciones diferenciales ordinarias, pos-
teriormente simulado y graficado el comportamiento cualitativo de sus soluciones,
utilizando algoritmos en lenguaje Phyton, se usé la funcién “odeint” del paquete
“Scipy”(Virtanen et al., 2020) - que implementa la funcién LSODA en lenguaje
FORTRAN (Hindmarsh, 1983) para la resoluciéon numérica de ecuaciones diferen-
ciales por el método de Adams para sistemas no-rigidos (sistemas numéricamente
estables) o el método de diferenciacion hacia atras (BDF) para sistemas rigidos (sis-

temas numéricamente inestables y requieren tamanos de paso pequernios en general)



Capitulo 2

Marco teorico

En este capitulo se trataran las generalidades biolégicas y matematicas, asi
como los principales teoremas utilizados a partir de la teoria de sistemas dinamicos

y el estudio cualitativo de las ecuaciones diferenciales ordinarias.



Parte 1

Fundamentos bioldgicos
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2.1. Caracteristicas biolégicas y epidemiolégicas
del COVID-19

Durante las dos tltimas décadas, la humanidad ha sido victima de la emergencia
de brotes epidémicos de envergadura cada vez mayores. Dentro de ellos, la familia
de virus denominada Coronaviridae, es de especial relevancia debido a la pandemia
actual. Esta familia de virus - entre las que se encuentran los virus SARS-CoV o
SARS-CoV-1 (siglas en inglés del Sindrome Respiratorio Agudo y Grave - Coronavi-
rus) causante del brote epidémico en 2002, MERS-CoV (siglas en inglés del Sindrome
Respiratorio de Oriente Medio - Coronavirus) causante del brote epidémica en 2012
y SARS-CoV-2 (siglas en inglés del Sindrome Respiratorio Agudo y Grave - Coro-
navirus 2) (of the International et al., 2020; Gorbalenya et al., 2020) causante del
actual brote - son los agentes etiolégicos de las enfermedades denominadas SARS
(Sindrome Respiratorio Agudo y Grave), MERS (Sindrome Respiratorio de Oriente
Medio) y COVID-19 (Enfermedad del coronavirus 2019), respectivamente (Chen,
2020; Lin et al., 2020; Calvo et al., 2020; Fauci et al., 2020; Lai et al., 2020).

2.1.1. Caracteristicas genéticas y patogenicidad
2.1.1.1. Estructura genémica

Estos tres virus comparten ciertas caracteristicas estructurales, como la pre-
sencia de una envoltura esférica de entre 100 a 160 nm de didmetro formada por
proteinas transmembrana: la proteina de membrana (M), la proteina de envoltura
(E) y la proteina espiga (S, de spike, por sus siglas en inglés) que empaquetan una
cadena de ARN de hebra simple unido a proteinas nucleocépside(N) ; y genéticas,
como la presencia de ARN no segmentado de cadena simple y sentido positivo (el
ARN viral puede ser utilizado como ARNm y ser traducido directamente a proteinas)
con un genoma de entre 26 a 32 kb, ademas el nivel de identidad de la secuencua de
ARN entre el SARS-CoV-1 y el SARS-CoV-2 entre el 80 - 88 %, y entre el MERS-
CoV y SARS-CoV-2 es del 50 % aproximadamente; y las diferencias estructurales
entre ellos se deben a la presencia de proteinas accesorias y sus respectivas regiones
codificantes en su genoma (Li et al., 2020; Lu et al., 2020; Guo et al., 2020; Calvo
et al., 2020; Forni et al., 2017; Lai et al., 2020).
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Cuando se presenta la emergencia de cualquier brote epidémico causado por
un virus, es necesaria su rapida caracterizacion genética y dilucidar su estructura
molecular, no solo con el propésito de disenar dianas terapéuticas, sino con el ob-
jetivo de determinar su mecanismo de propagacion, patogenicidad y origen, con el
fin dltimo de implementar estrategias y acciones de mitigacién o eliminacién de la
epidemia. Para este fin de caracterizacion, se han utilizado técnicas de aislamiento
de ARN, secuenciaciéon, métodos bioinformaticos y modelamiento molecular basadas

en el analisis de la secuencia de ARN viral y su secuencia peptidica.

El primer secuenciamiento del genoma del SARS-CoV-2 aislado en Wuhan-
China posee una longitud aproximada de 29.903 kb (Ntmero de acceso en el Gen-
Bank NC_045512) (Baig et al., 2020), en el caso del Peru se reporté una longitud de
29.856 kb (Numero de acceso en el GenBank MT263074) (Padilla-Rojas et al., 2020),
y a la fecha se han secuenciado mas de 4100 genomas de este virus (Hadfield et al.,
2020) aislados de seres humanos y cuya distribucién geografica y heterogeneidad
genomica puede ser analizada utilizando herramientas bioinforméticas sobre base de
datos de genomas viricos como el caso de SARS-CoV-2 (Hadfield et al., 2018). La
estructura genémica del SARS-CoV-2, muestra la presencia de dos regiones codi-
ficantes (ORFla y ORF1b) que ocupan casi dos tercios del genoma que codifican
proteinas no estructurales; otras 8 regiones codificantes (ORF3a, ORF6, ORF7a,
ORF7b, ORF8, ORF9b, ORF14 y ORF10) que codifican proteinas accesorias; e in-
tercaladas estas tltimas con las regiones codificantes para las proteinas N, S, E y
M. (Bedford y Hodcroft, 2020; Hadfield et al., 2020; Forni et al., 2017; Li et al., 2020).

En relacion al estudio de las tasas de mutacion tanto de la secuencia de nu-
cledtidos (ARN), como de la secuencia de aminoacidos (proteinas viricas), se deduce
una cierta estabilidad genémica y peptidica. Los virus de ARN se caracterizan por
presentar una alta tasa de mutacion, debido a factores como la fidelidad de las repli-
casas viricas (en el caso del SARS-CoV-2, posee una ARN polimerasa dependiente
de ARN, conocida como RdRp por sus siglas en inglés), la cual permite al virus
evolucionar, variar su genoma, desarrollar mecanismos de evasién del sistema inmu-
nolégico y desarrollar futura resistencia a medicamentos o vacunas (Pachetti et al.,
2020).

El estudio realizado por Wang et al. (2020) basado en la comparacién de 95
genomas (se compar6 la secuencia de nucledtidos y de aminoacidos) de SARS-CoV-

2 aislados en China, Estados Unidos, Australia, Tailandia, Reino Unido, Alemania,
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Francia, Japén, Corea del Sur, entre otros paises, encontrd que existe un alto nivel
de homologia en las secuencias nucleotidicas del 99,99 % (99,91 % - 100 % es el ran-
go de homologia minimo y méaximo de la longitud total de las secuencias, y el valor
referencial es la mediana) y en la secuencia de aminodcidos la homologia de longi-
tud completa fue de 99,99 % (99,79 % - 100 % es el rango de homologia minimo y
maximo, y el valor referencial es la mediana); asimismo, se determiné las mutaciones
puntuales en las regiones codificantes de los ORF1a (3 sitios de mutacién), ORF1b,
la proteina S, ORF8, proteina N (2 sitios de mutacién en todos ellos), ORF3a y M
(1 sitio de mutacién), donde las mayores tasas de mutaciéon se encontraron en la
posicién nt28144 del ORF8 (Tasa de mutacién del 30.53 %, 29 secuencias diferentes
de 95 secuencias analizadas, en esta posicion, transicién de T a C) y en la posicién
nt8782 del ORF1la (Tasa de mutacién del 29.47 %, 28 secuencias diferentes de 95
secuencias analizadas, en esta posicion, transicién de C a T); ademés 6 mutaciones
en la secuencia de aminoacidos de las proteinas la, S, 3a, 8 y N; concluyéndose que
estas mutaciones podrian tener algin efecto biolégico sobre la replicacién viral, la
transmision o la respuesta inmune inducida por el patégeno, y habria que evitar
estas posiciones de alta mutacion cuando se disene cebadores o sondas para la de-
teccion del virus por métodos basados en la reaccion en cadena de la polimerasa
(PCR por sus siglas en inglés). Un estudio més amplio llevado a cabo por Pachetti
et al. (2020), quienes analizaron 220 genomas del SARS-CoV-2 aislados de humanos
infectados (de pacientes de EEUU, China, Canada, Australia, Reino Unido, Alema-
nia, Francia, Japon, India, Italia, Suiza, Singapur, Finlandia, entre otros), encontrd
8 nuevas mutaciones novedosas (ademas se encontré una frecuencia de mutacion
diferente agrupando las muestras por zonas geograficas como Asia, Oceania, FEuropa
y Norteamérica), de las cuales, una mutacién silenciosa en el gen RdRp (en la po-
sicion nt 14408 del ARN, que muta a nivel de aminoacidos no polares, ocasionando
una sustitucion de prolina a leucina, esta mutacién corresponderia al dominio de
interaccién proteina-proteina, basado en andlisis in silico) la cual estd asociado un
aumento general de las tasas de mutacion y sugieren la emergencia de cepas virales
diferenciadas para cada regién geografica analizada. Es importante mencionar que
un reciente estudio basado en el analisis de 106 genomas de SARS-CoV-2 provenien-
te del secuenciamiento de pacientes de 11 paises (Australia, Brasil, China, Finlandia,
EEUU, India, Italia, Nepal, Espana, Corea del Sur y Suecia) encontré evidencia de
que una mutacion puntual en la secuencia de aminoacidos R408I (donde una argini-
na es susttuida por una isoleucina en el codén 408 de la secuencia de aminoacidos de
la proteina S) que pertenece al dominio de unién al receptor (RBD, por sus siglas en
inglés) de la proteina S, reduce la afinidad de unién al ECA2 humano; esta mutacién
proviene de una cepa virica aislada en la India el 27 de enero de 2020, y proporciona

evidencia de que pese a ser una region bastante conservada, un pequefio cambio
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podria alterar la velocidad de transmisién, y nuestros esfuerzos por desarrollar una

vacuna se verian retrasados (Jia et al., 2020).

2.1.1.2. Relaciones filogenéticas y origen

Basados en estos secuenciamientos y al comparar el genoma del SARS-CoV-2
con otros miembros de la familia Coronaviridae, se ha llegado a la conclusién de
su origen animal causante de una enfermedad zoondtica, donde se aprecia una re-
lacién filogenética muy cercana con los Coronavirus provenientes de murciélagos,
civetas y pangolines; si bien atin se estan desarrollando andlisis filogenéticos para
determinar su origen, los ultimos estudios muestran una mayor proximidad a los
coronavirus aislados de murciélagos (Bedford y Hodcroft, 2020; Li et al., 2020; Gor-
balenya et al., 2020; Guo et al., 2020; Bayro-Jablonski, 2020; Ramos, 2020; Gomes,
2020; Wang et al., 2020). Estos estudios también serdn necesarios para estimar el
grado de variabilidad y la evolucion de los coronavirus, y sobretodo analizar su nivel
de adaptabilidad para propagarse en nuevos hospederos mamiferos, en especial en
humanos, y determinar los riesgos de potenciales epidemias futuras. (Forni et al.,
2017; Rodriguez-Morales et al., 2020). Asimismo, estudios recientes parecen apo-
yar la hipotesis de que el virus debié sufrir eventos de recombinacion previos a la
transmision a humanos (posiblemente dentro de murciélagos) entre el SARS-CoV de
murciélagos y el SARS-CoV-1 humano, basados en analisis filogenéticos obtenidos

de analizar el reordenamiento estructural de la proteina Sy su RBD (Jia et al., 2020).

2.1.1.3. Reconocimiento celular

Paralelamente, a los estudios del origen y evolucién virica del SARS-CoV-2, han
sido realizados estudios para determinar su mecanismo de patogenicidad y elaborar
terapias paliativas y promisoriamente vacunas contra las cepas viricas. Estos estu-
dios basados en andlisis de secuencias de aminoacidos y homologia estructural, han
encontrado que la proteina espiga (S) juega un rol principal en el reconocimiento
tejido-especifico del virus, ya que estas proteinas permiten la uniéon del virus a la
enzima convertidora de angiotensina 2 (ECA2, o ACE2 por sus siglas en inglés) pre-
sente en la superficie celular de células diana, que permiten luego la internalizacion
y el proceso replicativo del virus en el citoplasma (Chen, 2020; Xu et al., 2020b;
Li et al., 2020; Guo et al., 2020). En relacién a la proteina de unién espiga (S), se
observa una alta diversidad entre el SARS-CoV-1, SARS-CoV-2 y otros virus rela-
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cionados SARS-CoV de murciélagos y pangolines; del mismo modo, se observa una
divergencia en el codén 614 de su secuencia codificante; estos hallazgos darian luces
de la diversidad de receptores y su potencial adaptabilidad para infectar nuevos ti-
pos celulares, mediante mecanismos como las mutaciones y recombinaciones que han
sido observados en virus de ARN de cadena no segmentada (Bedford y Hodcroft,
2020; Hadfield et al., 2020; Forni et al., 2017; Ayllon Valdés et al., 2006; Lu et al.,
2020).

La ECA2 se encuentra presente en la superficie celular de tejidos como el epi-
telio alveolar del pulmén, corazén, rinones (epitelio tubular renal), mucosa oral y
nasal, estémago, intestinos, el cerebro (células gliales y neuronas), los testiculos,
los 6rganos del sistema inmunolégico (como los nédulos linfaticos) y los vasos san-
guineos (endotelio arterial y venoso) (Xu et al., 2020b; Bayro-Jablonski, 2020; Baig
et al., 2020; Guo et al., 2020; Valero et al., 2005). Su presencia en este tipo de teji-
dos, se corresponde con la sintomatologia desencadenada en casos severos, donde se
puede apreciar una inflamacion y posterior lesion del tejido pulmonar: debido a que
la unién del virus al receptor ECA2, produciria un aumento de angiotensina II, con
el respectivo aumento de la permeabilidad vascular pulmonar y como consecuencia
causaria una grave lesién alveolar (analisis de tejido pulmonar de autopsias, revela-
ron descamacion de neumocitos y formacion de una membrana hialina) que dificulta
la respiracién durante el SARS (Gomes, 2020). Asimismo, en estadios graves, causa
vasculitis sistémica (inflamacion de los vasos sanguineos que causa una disminucién
del flujo sanguineo) y merma el sistema innmunolégico, que junto al dafio renal,
cardiaco y aun en investigacion el dano cerebral, causaria la muerte de los pacientes

(Xu et al., 2020b; Baig et al., 2020).

2.1.1.4. Replicacién virica

El virus SARS-CoV-2, al parecer sigue el mismo ciclo replicativo que otros co-
ronavirus, al menos hasta que no se realice un estudio especifico al respecto. Una
vez que el SARS-CoV-2 se une al receptor ECA2 de la superficie celular de la célu-
la susceptible a través de su union con la proteina S, se produce una fusion de la
membrana que envuelve al virus y la membrana celular (Li et al., 2020; Cavallaro
et al., 2020; Guo et al., 2020; Valero et al., 2005); una vez que el virus ingresa a la
célula, el ARN viral se libera en el citoplasma y empieza la traduccion de proteinas

no estructurales (como las enzimas replicasa y transcriptasa viral) y estructurales
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(proteinas S, M, E y N). Paralelamente a la sintesis de proteinas virales se produce
la replicacién del ARN viral (Li et al., 2020; Cavallaro et al., 2020). La sintesis de
proteinas, ARN viral y el ensamblaje se realizan en el citoplasma. Las glicoproteinas
virales formadas se insertan y remodelan las membranas del reticulo endoplasmético
y el aparato de Golgi, mientras que la nucleocapside se forma mediante la union del
ARN viral y las proteinas N. Esta remodelaciéon de membranas, forman vesiculas en
el compartimiento intermedio del Golgi - Reticulo endoplasmatico, donde al parecer
se ensamblarian y madurarian las particulas virales, para su posterior exportacion
vesicular a la membrana plasmatica y ulterior liberacién del virus por exocitosis (Li
et al., 2020; Cavallaro et al., 2020; Valero et al., 2005). Adicionalmente, es importan-
te mencionar que existen algunos miembros de la familia Coronaviridae que pueden
causar la fusiéon de membranas celulares de células vecinas infectadas y no infecta-
das - mediadas por la proteina S, que causarian la formacién de células sinciciales
multinucleadas, representando un mecanismo a tomar en cuenta para estudiar su
propagaciéon dentro de los tejidos y como mecanismo evasor de la respuesta inmune
(Cavallaro et al., 2020; Valero et al., 2005); asimismo, existe evidencia proveniente
de estudios de microcopia electronica del SARS-CoV-1, que muestran la presencia
de particulas virales en el nticleo y en la zona interna de la carioteca, lo cual podria
significar un mecanismo y lugar adicional de ensablaje en este tipo de virus (Valero

et al., 2005).

2.1.1.5. Respuesta inmunolégica

La infecciéon por SARS-CoV-2 origina tanto una respuesta inmunoldgica innata
como adaptativa, las cuales son esenciales para aplacar la infeccion. La respuesta
innata consiste en la produccién de interferones y enzimas proteoliticas que inter-
fieren con la replicacién viral. La respuesta adaptativa (que puede ser humoral y
celular) viene mediada por los leucocitos, y se basan en el reconocimiento de células
infectadas para su posterior eliminacién. En el caso de los coronavirus SARS-CoV-1
y MERS-CoV, parece que al inducir la formacién de vesiculas de doble membrana
(lugar donde se replica el virus), pueden evitar la deteccién por parte de los interfe-
rones de la célula invadida (Li et al., 2020; Guo et al., 2020).

Al ingresar a nuestras células y propagarse en diversos tejidos, el SARS-CoV-2
origina una respuesta inmunoldgica tanto humoral (mediada por anticuerpos) como
celular. El primer paso para desencadenar la respuesta inmune de estos tipos, es

la presentacién de los antigenos por células especializadas (los virus, al ingresar y
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replicarse originan que partes de su envoltura o de la capside sean expuestas en la
membrana celular y éstas puedan ser reconocidas como senales de infeccion viral,
por células denominadas “células presentadoras de antigenos”), que posteriormente
inducirdn la activacién de los linfocitos T (inmunidad celular) y linfocitos B (in-
munidad humoral). La presentacién de antigenos atin no ha sido dilucidada para el
SARS-CoV-2, pero de investigaciones precedentes con MERS-CoV y SARS-CoV-1,
se piensa que tanto el complejo mayor de histocompatibilidad I como el IT participan
en este proceso. Luego de la presentacion de los antigenos los linfocitos B produ-
cen anticuerpos IgM, la cual desaparece luego de 12 semanas, y también producen
anticuerpos IgG que duran mucho maés tiempo en sangre y reconocerian motivos
proteicos de las proteinas viricas S y N (Li et al., 2020). En relacion a la respuesta
celular, las células T CD4%" (células T cooperadoras) y CD8" (células T citotdxi-
cas), muestran una disminucion significativa en sangre periférica conforme aumenta
la severidad de la enfermedad, por otro lado, su presencia y respuesta especifica en
pacientes recuperados de SARS-CoV-1 ha sido de entre 4-6 afios, por ende, es impe-
rativo disefiar vacunas que mantengan un nivel prolongado de memoria inmunolégica
(Li et al., 2020). En muestras de plasma obtenidas de autopsias de pacientes con
COVID-19 que desarrollaron cuadros de SARS, se han observado la presencia de ci-
toquinas proinflamatorias (IFN-o,IFN-v,IL-15,1L-2,1L-4, IL-6,11-7,1L-10, IL-12, IL-
13,IL-17, TL-18,IL-33, TNF-«o, TGF-$3, etc.) secretadas por las células inmunes, las
que se encargan de reclutar mas células y desencaderan una respuesta inflamatoria
sistémica (tormenta de citoquinas) con falla organica miltiple (especialmente en el
pulmén) que conlleva a la muerte del paciente (Li et al., 2020; Guo et al., 2020;
Cavallaro et al., 2020; Russell et al., 2020).

2.1.2. Caracteristicas epidemiolégicas

El actual brote epidémico de COVID-19, causado por el virus SARS-CoV-2, se
inici6 a finales de diciembre de 2019 en la ciudad de Wuhan, Provincia de Hubei, en
la Republica Popular China; donde se reportaron grupos de pacientes con neumonia
de origen desconocido hasta ese momento, este brote se relaciond con un merca-
do mayorista de mariscos en dicha ciudad (Xu et al., 2020c; Zhu et al., 2020; Lai
et al., 2020; Shi et al., 2020; Li et al., 2020). Para el 11 de febrero, la Organizacién
Mundial de la Salud (OMS) nombré a esta nueva enfermedad como enfermedad del
coronavirus 2019 (COVID-19) y ese mismo dia su agente causal fue denominado
SARS-CoV-2 (Sindrome respiratorio agudo y severo coronavirus 2, por sus siglas en
inglés) (Li et al., 2020; Xu et al., 2020b). Para el 27 e febrero de 2020, habian sido
confirmados 77 780 casos de infectados y 2 666 muertes en China (Xu et al., 2020c).
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Para el primero de marzo, en China, se reporté la existencia de 79,968 infectados,
2873 muertos y 41 681 recuperados (Li et al., 2020; Guo et al., 2020). Para el 11 de
marzo, la infeccion se habia expandido a 114 paises y 118 326 casos confirmados con
4292 fallecidos y por ende, ese dia fue catalogada como una pandemia por la OMS
(Shi et al., 2020; Organizacién Mundial de la salud, 2020).

2.1.2.1. Casos relevantes e incidencia

Desde el brote inicial en la Republica Popular China, la pandemia se agravo
en Europa, especialmente en Espana e Italia, asi como en Norteamérica, especifi-
camente en Estados Unidos. La cifra actualizada al 29 de abril de 2020 dada por
la aplicacion de la Universidad Johns Hopkins, arrojaba un valor de 3 207 248 in-
fectados a nivel mundial, con 227 971 muertes y propagado en 185 paises (Center
for Systems Science and Engineering, 2020). En dicha fecha, se observaron los casos

totales a continuacion:

Tabla 2.1: Casos totales de COVID-19 en algunos paises

Pais Infectados  Recuperados Muertos
Estados Unidos 1 040 488 124 023 60 999
Espana 213 435 112 050 24 543
Italia 203 591 71 252 27 682
Francia 166 543 49 118 24 121
Reino Unido 166 441 857 26 166
Alemania 161 539 054 123 500 6 467
China 84 373 78 785 4 643
Corea del Sur 10 765 9 059 247
Peru 33 931 10 037 943

Fuentes: Center for Systems Science and Engineering (2020); Centers for Disease
Control and Prevention - USA (2020); The State Council of the People’s Republic
of China (2020); Diario la Reptublica (2020); Instituto Nacional de Salud y Centro
Nacional de Epidemiologia, Prevencién y Control de Enfermedades (2020); Gobierno
de Espana-Ministerio de Sanidad (2020); Gobierno de Espana-Ministerio de Sanidad
y Ministerio de Ciencia e Innovacion (2020); European Centre for Disease Prevention
and Control (2020)

De los datos reportados en la tabla 2.1, se puede destacar el alto nivel de casos
presentes en EEUU, Espana e Italia, asimismo, se observa un muy bajo ntimero de
infectados y descesos en Corea del Sur con respecto al resto del mundo, pese a haber
sido uno de los primeros paises en reportar un caso de infectados el 8 de enero del

2020 (Gan, 2020), esto podria ser un importante caso de estudio por las medidas
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de gestion publica de la salud empleados. En el caso del Perti a mas de un mes de
reportado el primer caso (6 de marzo del 2020), su crecimiento es moderado con

respecto a los paises mas afectados.

A nivel sudamericano podemos notar un avance significativo de la cantidad de
casos totales detectado en el Perti con respecto a Brasil - donde se present6 el primer
caso en sudamérica (Redaccion BBC News Mundo, 2020); sin embargo, la letalidad
sigue siendo moderada con respecto a la mayoria de paises latinoamericanos, como

se puede constatar en la tabla 2.2 presentada a continuacién:

Tabla 2.2: Casos totales con COVID-19 en Sudamérica

Pais Infectados Muertos Tasa de incidencia™® Letalidad**

Brasil 78162 5466 37,34 6,99 %

Peru 33931 943 105,47 2,78 %

Ecuador 24675 883 148,47 3,58 %

Chile 14885 216 82.47 145%
Colombia 6207 278 12,65 4,48 %
Argentina 4285 214 9,68 4,99 %

Bolivia 1110 59 10,05 5,32 %

Uruguay 625 15 18,12 2,40 %
Venezuela 329 10 1,03 3,04 %
Paraguay 249 9 3,66 3,61%

Fuentes: Diario la Republica (2020); Center for Systems Science and Engineering
(2020). *Tasa de contagiados por cada 100 000 habitantes. ** Porcentaje de fallecidos
del total de casos.

Los datos actualizados al 29 de abril del 2020, en el caso del Pert, fueron los

siguientes:
Tabla 2.3: Casos totales con COVID-19 en Peru
Datos Acumulados por dia
Fecha Confirmados Recuperados Fallecidos Pruebas totales
6 de marzo 1 0 0 155
7 de marzo 6 0 0 219
8 de marzo 7 0 0 250
9 de marzo 9 0 0 318
10 de marzo 11 0 0 346

(Continida en la pdgina siguiente)
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Datos Acumulados por dia

Fecha Confirmados Recuperados Fallecidos Pruebas totales
11 de marzo 17 0 0 658
12 de marzo 22 0 0 905
13 de marzo 38 0 0 1232
14 de marzo 43 0 0 1545
15 de marzo 71 0 0 1822
16 de marzo 86 1 0 2315
17 de marzo 117 1 0 2797
18 de marzo 145 1 0 3075
19 de marzo 234 1 3 3841
20 de marzo 263 1 4 4298
21 de marzo 315 1 ) 5185
22 de marzo 363 1 5 6184
23 de marzo 395 1 5 6664
24 de marzo 416 4 7 7013
25 de marzo 480 6 9 8040
26 de marzo 580 14 9 9219
27 de marzo 635 16 11 10 065
28 de marzo 671 16 16 10 896
29 de marzo 852 16 18 12 669
30 de marzo 950 269 24 13 452
31 de marzo 1065 394 30 14 463
1 de abril 1323 447 47 15 587
2 de abril 1414 537 55 16 518
3 de abril 1595 627 61 17 334
4 de abril 1746 914 73 17 841
5 de abril 2281 989 83 19 410
6 de abril 2561 997 92 20 414
7 de abril 2954 1231 107 21 555
8 de abril 4342 1333 121 39 599
9 de abril 5256 1438 138 48 465
10 de abril 5897 1569 169 56 681
11 de abril 6848 1739 181 65 712
12 de abril 7519 1798 193 76 506
13 de abril 9784 2642 216 87 117
14 de abril 10 303 2869 230 102 216

(Continta en la pdgina siguiente)
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Datos Acumulados por dia
Fecha Confirmados Recuperados Fallecidos Pruebas totales
15 de abril 11 475 3108 254 109 385
16 de abril 12 491 6120 274 121 468
17 de abril 13 489 6541 300 127 513
18 de abril 14 420 6684 348 135 895
19 de abril 15 628 6811 400 143 745
20 de abril 16 325 6968 445 148 011
21 de abril 17 837 6982 484 155 724
22 de abril 19 250 7027 530 170 400
23 de abril 20 914 7422 572 185 238
24 de abril 21 648 7496 634 198 349
25 de abril 25 331 7797 700 218 195
26 de abril 27 517 8088 728 232 747
27 de abril 28 699 8425 782 239 563
28 de abril 31 190 9179 854 267 612
29 de abril 33 931 10 037 943 296 262
Fuentes: Center for Systems Science and Engineering (2020); Diario
la Reptblica (2020); Instituto Nacional de Salud y Centro Nacional
de Epidemiologia, Prevencién y Control de Enfermedades (2020);
Estado Peruano (2020a,b,c)

Tabla 2.4: Casos totales con COVID-19 en Pert por regiones

Datos Acumulados por dia

Regiones Confirmados Fallecidos Tasa de incidencia* Letalidad**
Lima 21 854 404 230,53 1,85 %
Callao 3101 52 313,23 1,68 %
Lambayeque 1956 172 164,37 8,79 %
Piura 1080 103 58,38 9,54 %
Loreto 1003 51 113,98 5,08 %
Ancash 630 52 58,33 8,25 %
La Libertad 615 23 34,75 3,74 %
Arequipa 529 11 38,33 2,08 %
Ucayali 526 14 107,35 2,66 %
Ica 401 28 47,18 6,98 %
Junin 373 4 30,08 1,07 %

(Continta en la pdgina siguiente)
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Datos Acumulados por dia
Regiones Confirmados Fallecidos Tasa de incidencia®* Letalidad**
Tumbes 290 19 131,82 6,55 %
San Martin 205 1 25,31 0,49 %
Cusco 203 3 16,92 1,48 %
Huédnuco 169 0 23,47 0,00 %
Cajamarca 162 3 12,09 1,85 %
Amazonas 119 0 29,19 0.00%
Moquegua 111 0 65,29 0.00 %
Madre de Dios 105 0 75,00 0.00%
Pasco 95 1 38,00 1,05 %
Tacna 94 1 29,38 1,06 %
Puno 89 0 7,61 0.00 %
Ayacucho 80 0 13,11 0.00 %
Huancavelica 75 1 15,31 1,33 %
Apurimac 66 0 16,50 0.00 %
Totales 33 931 943 105,47 2,78 %
Fuentes: Diario la Republica (2020); Instituto Nacional de Salud y
Centro Nacional de Epidemiologia, Prevencion y Control de Enfer-
medades (2020); Estado Peruano (2020a,b,c). *Tasa de contagiados
por cada 100 000 habitantes. ** Porcentaje de fallecidos del total
de casos.

Como se puede apreciar de la tabla 2.3, del 10 al 18 de marzo, la cantidad de
infectados se duplicaba cada 2 dias aproximadamente, entre el 18 y 21 de marzo
la tasa se duplicé aproximadamente (cada 3 dias) y a partir del 21 de marzo hasta
el 14 de abril, la duplicacién de casos se produce aproximadamente cada 5 dias, y
finalmente desde el 15 hasta el 24 de abril la duplicacién se produce cada 9 dias
aproximadamente. Estos cambios en los dias de duplicacién de casos, posiblemente
se deban a las politicas de distanciamiento social obligatorio dictadas por el Go-
bierno del Pert, ya que, desde que se detecté el primer caso hasta el 15 de marzo,
solo se habian realizado medidas de control, y prevencién en los centros de ingreso al
pais, donde personas provenientes de Espafa, Francia, Italia o China debian pasar
por revisién médica y/o cuarentena recomendada (ANDINA, 2020); sin embargo, al
resultar insuficientes estas medidas para la contencion de la propagacién, se estable-
ci6 el 15 de marzo un estado de aislamiento social obligatorio dentro del territorio
nacional y el cierre de fronteras en todos sus niveles, el cual siguié vigente hasta la
fecha el 10 de mayo del 2020 (Estado Peruano, 2020d,e,g,f,h,i).
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En relacion a la tabla 2.4, se observa una gran heterogeneidad en las tasas de
incidencia y letalidad por regiones en el caso del Callao se observa la mayor inciden-
cia con 313,23 y en Piura la de mayor letalidad con 9,54 %, pese a que la incidencia y
letalidad nacional son de 105,47 y de 2,78 % al 29 de abril del 2020, respectivamente.
Esto puede deberse a la heterogeneidad en la capacidad sanitaria a nivel nacional y la

falta de cumplimiento del aislamiento social obligatorio en algunas regiones del Pert.

2.1.2.2. Caracteristicas clinicas

Con la rapida diseminacion de la enfermedad, las caracteristicas clinicas en sus
diversos estadios estan en constante escrutinio. Sin embargo, se ha establecido los
siguientes sintomas comunes en la mayor parte de casos de COVID-19 (exceptuando
a una cantidad no determinada de asintomaticos): fiebre, fatiga, tos seca, produccién
de esputo, congestion nasal, dolor de garganta, dolor muscular (mialgia) dolor de ca-
beza, mareos, disnea (dificultad respiratoria), dolor abdominal, hemoptisis, diarrea,
nauseas y vomitos, y en casos graves, el dafio al tejido alveolar (descamacién de neu-
mocitos y formacién de una membrana hialina), disminuye la capacidad respiratoria,
(asimismo, los casos severos pueden desencadenar en una meumonia) ocasionando
falla respiratoria, shock séptico, disfunciéon o falla multiorganica e incluso la muerte
(Xu et al., 2020a; Nazari Harmooshi et al., 2020; Gomes, 2020; Verity et al., 2020).

En relacion a la mayor mortalidad y presencia del cuadro de SARS en los pa-
cientes adultos mayores o pacientes inmunodeprimidos, esta se deberia a que en
general presentan una disminuciéon en su capacidad inmunolégica para afrontar la
enfermedad. Esto debido a que se ha encontrado que en cuadros de SARS en pa-
cientes hospitalizados y asistidos con ventilacion mecénica -en los cuales se compard
los biomarcadores presentes en los fluidos de lavados bronquio-alveolares, desde neo-
natos (menores a 28 dias de nacidos) hasta adultos mayores (mayores a 65 anos),
no existe una diferencia significativa en la expresion de la enzima convertidora de
angiotensina 2 (ECA2) - la cual se hipotetizaba como uno de los principales bio-
marcadores diferenciales y dependientes de la edad que aumentaban el riesgo de
desarrollar un cuadro de SARS. Adicionalmente, se encontrd, un aumento signifi-
cativo en la presencia de biomarcadores como interlecucina 6 y 10 (IL-6, IL-10),
mieloperoxidasas y selectinas-p (las cuales estdn involucradas en la respuesta neu-
trofilica ) conforme aumenta la edad, y daria indicios de otra via fisiopatologica a
considerar en el estudio y tratamiento del SARS (Schouten et al., 2019).
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2.1.2.3. Transmisibilidad

El SARS-CoV-2 puede ser transmitido a través de particulas (contenidas en las
gotas respiratorias humanas) estornudadas por la boca (Nazari Harmooshi et al.,
2020), por el contacto con personas infectadas y por el contacto con superficies

contaminadas (Liu et al., 2020).

La via de transmisién a través de la mucosa de la cavidad oral ha sido estu-
diada por Xu et al. (2020a) analizando las bases de datos de secuencias de ARN de
ECA2 en 14 tejidos diferentes, y se ha determinado que las células epiteliales de la
cavidad oral muestran una alta expresiéon de ECA2, los tejidos de la cavidad oral
estudiados fueron la lengua, la base de la boca y el tejido gingival. Conjuntamente,
se corroboraron estudios previos, donde se encontré la alta expresion de ECA2 en
las células alveolares tipo II del pulmoén, intestino, corazén, rinones, higado, etc.
Este hallazgo da evidencia de que el mecanismo de transmisién oral es una via a
considerar en relaciéon a la susceptibilidad a contraer la enfermedad, que nos permita

tomar medidas oportunas de prevencion.

Se ha estimado que el SARS-CoV-2, puede sobrevivir de 5 -10 minutos en la
piel, asi como de 6 - 72 horas en plasticos, 24 horas en carton, y 12 horas en metales
(2 a 3 dias en acero inoxidable); sin encontrarse evidencia de su transmision a través
de la comida o agua para beber (Nazari Harmooshi et al., 2020; van Doremalen
et al., 2020).

Su capacidad de sobrevivir en el aire y difundirse a través de bioaerosoles esta
siendo analizada. Un estudio previo sobre la transmision intrahospitalaria del SARS-
CoV-1 en Hong Kong en marzo de 2003 (basados en anélisis de patrones espaciales
de infeccion entre pacientes hospitalizados y personal médico, con simulaciones uti-
lizando principios de la dindmica de fluidos y los datos epidemiologicos de contagios
confirmados), encontré que era posible la transmision a través de aerosoles aero-
transportados originados por estornudos (la tos y estornudos pueden generar gotas
de diametros variados, las gotas mas pequenas cuya velocidad de evaporacion de-
pende de la humedad a una temperatura dada, serian capaces de rehidratarse y
suspenderse en el aire volviéndose gotas mas pequenas con capacidad infecciosa;
mientras que las gotas mas grandes quedarian sobre las superficies por efecto de la
gravedad y no podrian rehidratarse con facilidad, pero si convertir la superficie en
un medio de transmision), tanto entre pacientes, como entre pacientes y el personal

médico. Dicho estudio sugiere un analisis conjunto del diseno de las salas de hospita-
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lizacion, sistemas de ventilacion, distribucion de aire y control de la humedad, para
evitar o mitigar el contagio (Li et al., 2005). En el caso especifico del SARS-CoV-2,
se ha encontrado evidencia de que la via de transmisién por aerosol sobre superficies
y su posterior resuspension en el aire es una potencial via de contagio, basado en
estudios de muestras de aerosoles extraidas de las superficies en areas médicas (area
de cuidados intensivos y estaciones de trabajo hospitalario) de dos hospitales y areas
ptblicas de Wuhan (cuya carga viral fue medida por la concentraciéon de ARN en
aerosol); encontrandose también que la ventilacion de las salas de hospitalizacién
(en un hospital no se encontré presencia del virus suspendido en el aire y en el otro
concentraciones muy bajas del orden de 1-9 copias del virus por m? ), los espacios
abiertos (3 copias de virus por m?), la correcta desinfeccion de inodoros (19 copias de
virus por m?), ropa protectora y dreas de retiro de la ropa protector (18 - 42 copias
de virus por m?), asi como evitar la conglomeracién de portadores asintoméaticos
(puesto que la reunién de multitudes de asintométicos incrementa la carga viral en
el aire) ayudarian a disminuir la transmisién del virus (Liu et al., 2020). En términos
generales se ha establecido una similitud en la estabilidad en aerosoles tanto para
el SARS-CoV-1 como para el SARS-CoV-2, apoyando la hipdtesis de la transmision
por aerosoles y su asociacion con la propagaciéon intrahospitalaria y eventos de stuper
propagacion (lo cual hace pensar a los investigadores que las altas cargas virales y la
transmision por pacientes asintomaticos serian razones a considerar para analizar las
diferencias epidemiolégicas entre el SARS-CoV-1 y SARS-CoV-2) (van Doremalen
et al., 2020).

El medio ambiente, en especial el clima, podria ser un factor importante a con-
siderar en la difusion de la epidemia de COVID-19. Algunos estudios pre-publicados
han tratado de encontrar una relacién entre variables climaticas como la temperatura
y/o humedad absoluta o la estacionalidad, y la capacidad del virus SARS-CoV-2 de
propagarse o mantenerse activo en superficies expuestas a estas condiciones (Bukha-
ri y Jameel, 2020; Nazari Harmooshi et al., 2020; Karapiperis et al., 2020). Bajo la
hipotesis que esta enfermedad presentaba similitudes sintomaticas con la gripe se
penso inicialmente que podria ser una enfermedad estacional, sin embargo, su rapida
diseminacion en todo el planeta en condiciones muy variadas amerita una investiga-
cién mas profunda de esta hipdtesis. Es importante resaltar que estudios sobre los
factores ambientales, han encontrado que la humedad absoluta, especialmente en el
rango de 4 gnm? a 10 gnm?, es donde se han concentrado alrededor del 90 % de casos
(casos analizados de diferentes ciudades y paises del mundo, desde el 20 de enero
al 21 de marzo del 2020) de COVID-19. Asimismo, estos estudios han encontrado

una débil correlacion entre la temperatura y diseminacion del virus, pero existen
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condiciones que favorecerian una mejor diseminacién y supervicencia del virus en
rangos de temperatura entre 3 °C y 17 °C (Bukhari y Jameel, 2020). En relacién
con la temperatura, Karapiperis et al. (2020) manifiestan que el factor relavante
seria el nivel de la radiacién ultravioleta (UV) durante el dia el que impactaria en
la supervivencia del virus en el medio ambiente (con una correlacién mas fuerte
que la temperatura absoluta o si el dia es nublado o soleado), debido a que se ha
determinado que luz UV con longitud de onda de 254 nm puede inactivar al virus
SARS-CoV-1, y en general los virus de ARN de cadena simple son muy sensibles a la
luz UV de alta energia (por ejemplo, UV-C). Lo mds probable es que la combinacién
de ambas condiciones sean factores que propicien una mayor o menor propagacion
dependiendo de los rangos analizados. Ademas, basado en una revision de varios
estudios, Nazari Harmooshi et al. (2020) manifiestan que la evidencia disponible es
aun controversial e insuficiente, pero en general una combinacién de altas tempera-
turas y humedad relativa no favorecen la supervivencia del vius, mientras que bajas

temperaturas y humedad relativa la favorecian.

En relacion a la susceptibilidad de las diferentes poblaciones del mundo con
respecto a contraer la infeccion viral por el SARS-CoV-2, esta atin merece un es-
tudio mas profundo y sistematizado. La hipotesis de la existencia de una variacion
de la susceptibilidad y sintomatologia de la enfermedad basada en la variabilidad
genética de la enzima convertidora de angiotensina 2 (ECA2) en las diferentes pobla-
ciones humanas, ha sido abordada de forma limitada en estudios realizados con base
de datos genéticas, donde se encontrd que no existe una variante de la ECA2 que
brinde resistencia natural a la infeccién por el SARS-CoV-2 (no existen mutantes
naturales que bloqueen o disminuyan la afinidad de unién entre la ECA2 de la célula
susceptible y la proteina S del virus); ademads, se encontr6 que un polimorfismo de
nucledtido simple rs2285666 (SNP por sus siglas en inglés, es decir, la variacién de
un solo nucleétido en la secuencia de ADN que codifica la proteina ECA2) muestra
una frecuencia alélica mucho mayor en las poblaciones chinas que en las americanas,
europeas o africanas. También, se hallé que los polimorfismo genéticos serian la base
de la diferencia en el genotipo, fenotipo y diversidad del patrén de expresion en los
tejidos de los ECA2 en las diferentes poblaciones; por ultimo, senala la necesidad
de aumentar los estudios al respecto y las bases de datos mundiales de expresion
génica de ECA2 en diferentes tejidos y poblaciones humanas (Cao et al., 2020). Ob-
servandose también una mayor susceptibilidad en hombres que en mujeres tanto en
China como en el Pert (The Novel Coronavirus Pneumonia Emergency Response
Epidemiology Team, 2020; Instituto Nacional de Salud y Centro Nacional de Epi-

demiologia, Prevencion y Control de Enfermedades, 2020)
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Lo que si ha quedado establecido, es la alta tasa de letalidad focalizada en
pacientes con edades sobre los 60 anos y comorbilidades como enfermedades car-
diovasculares, diabetes, enfermedades respiratorias crénicas, hipertension y cancer
(Wu y McGoogan, 2020; Gomes, 2020; The Novel Coronavirus Pneumonia Emer-
gency Response Epidemiology Team, 2020).

2.1.2.4. Prevencion y tratamiento

Debido a sus mecanismos de transmision las principales medidas de prevencion
tomadas han sido la desinfeccién y el distanciamiento social. Con respecto a las me-
dios de desinfeccién, los més utilizados son el etanol (comprobada su efectividad con
la desinfecciéon del SARS-CoV-1 y MERS-CoV) (Nazari Harmooshi et al., 2020). El
distanciamiento social ha sido la pauta a seguir por todo el mundo, desde que fue
aplicada por China (Wu y McGoogan, 2020).

2.2. Consideraciones en salud publica

Si bien en China las medidas de distanciamiento social, cuarentena, aislamiento
de pacientes y la construccién de infraestructura hospitalaria adecuada, se ejecu-
taron en niveles nunca antes vistos (donde se aislaron entre 40 - 60 millones de
personas dentro de la provincia de Hubei y se contruyeron dos nuevos hospitales
especializados rdpidamente) el resto del mundo ha seguido en mayor o menor me-
dida dichas estrategias para contener la pandemia; sin embargo, se debe remarcar
que todas estas medidas se ejecutan con el fin de dilatar la saturacion del perso-
nal e infraestructura sanitaria, asi como, para desarrollar nuevos habitos de higiene,
tratamientos, dotar de nuevas infraestructuras y material hospitalario idéneo para
afrontar la crisis (Wu y McGoogan, 2020). Asimismo, es importante prestar atencién
e implementar medidas de proteccion del personal médico, el cual es critico en el

control de la pandemia en otros paises (Gomes, 2020).

Sin lugar a dudas, una de las principales preocupaciones en relacién a las politi-
cas de gestion de la salud publica en el mundo, viene determinado por la estimacion

del riesgo de muerte o letalidad (tasa de letalidad, o CFR: case-fatality ratio) de esta
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enfermedad emergente. Las intervenciones en materia de politicas de salud ptbica
como el aislamiento social (cuarentena), restricciones de movimiento (como el cie-
rre de fronteras internacionales y regionales, o dentro de la ciudades) y la difusién
masiva de nuevos hébitos de higiene y limpieza (lavado de manos y superficies) se
modulan basados en este indicador epidemioldgico, donde a partir de éste, se deci-
dirdn la intensidad, momento y duracién de las medidas de control. (Verity et al.,
2020; Mizumoto y Chowell, 2020)

Estimaciones hechas en China al 11 de febrero del 2020, encontraron que el CFR
(definido como el niimero acumulado de muertes dividido por el ntimero acumulado
de casos de COVID-19 en un punto especifico de tiempo) podia variar desde un 12 %
en el epicentro de la pandemia (Wuhan), hasta un 1% en lugares méas alejados del
epicentro (0.9 % en Beijing, por ejemplo); ademds, se menciona que es recomendable
la masificacion de las pruebas de diagnodstico para la verificacion temprana de pa-
cientes con sintomas leves o asintomaticos, ya que este factor ocasionaria un sesgo
en el célculo de este pardmetro (ocasionando una sobreestimacién), y también se
recomienda tener cuidado al estimar el parametro en relacion a la poblacién sana
y la poblacién vulnerable (poblacién sana y con comorbilidades) con respecto al
tiempo de observacién de los datos (censura de los datos), ya que el tiempo de ob-
servacion pudo haber sido muy pequeno con respecto a la duracion de la enfermedad
o debido a que el tiempo de inicio de la enfermedad no ha podido ser determina-
do con exactitud y precisién (ocasionando subestimacion). Por tltimo, se menciona
que este parametro depende de factores como la comorbilidad, diagndstico oportuno,
tratamientos, colapso de la capacidad hospitalaria (por saturacién de hospitales o
equipamiento adecuado) y de personal médico (por contagio nosocomial), los sesgos
de verificacién de los datos y las intervenciones en salud piblica (cuarentena, habitos
de higine, etc.)(Mizumoto y Chowell, 2020).
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Parte 11

Fundamentos matematicos
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Toda las siguientes definiciones, teoremas y ejemplos estdan basado en las re-
ferencias de Khalil y Grizzle (2002); Vidyasagar (2002); Guckenheimer y Holmes
(2013); Strogatz (2024); Kuznetsov (1998); Wiggins (2003).

2.3. Condiciones de existencia y unicidad

Considerando el sistema dindmico representado por el sistema de ecuaciones

diferenciales no lineales con condiciones iniciales (ecuacién vectorial)

a(t)=f(x(t), x(t)=xo (2.1)

donde f : R™ — R"™ = € R". Una solucién para el sistema (2.1) en el intervalo [t, t1]
es una funcién continua z : [to, 1] — R™ tal que & (¢) esta definida y & (t) = f (z (¢))
para todo t € [tg,t;]. Si f es continua, entonces la solucion z (t) es continuamente

diferenciable.

Ejemplo 2.3.1. Una ecuacion diferencial no lineal, con condiciones iniciales dadas

podria tener varias soluciones, por ejemplo la ecuacion diferencial escalar

3
Tiene soluciones x (t) = (%t) *,yx(t) =0 para todo t > 0.

Figura 2.1: Grafico del PVI f (z) =% (t) = 23 (t),z(0) =0
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Figura 2.2: Gréfico de las dos soluciones del PVI & (¢) = s (t),z(0) =0

Una condicién suficiente para la existencia y unicidad de la solucién de una
ecuacién diferencial en la forma (2.1) es la condicién de Lipschitz (Continuidad
de Lipschitz).

Teorema 2.3.1 (Teorema de existencia y unicidad local). Sea f (z), f: U C R" —

R"™, una funcion continua y acotada, que satisface la condicion de Lipschitz

If (@)= fWI < Llz—yll, L>0,

para toda x,y € B = {x € R": ||z — x¢|| < r}, para algin r > 0. Entonces, existe
un & > 0 tal que la ecuacion diferencial (2.1) tiene una dnica solucion x (t) en el

intervalo [to, to + d], donde L es llamada la constante de Lipschitz.

Si f: R — R, entonces la condicién de Lipschitz se puede escribir como

[f (=) = (W)

<L, z#uy,
lz —y

esto implica que la funcién f no puede crecer con una pendiente méas grande que L.
Por lo tanto, si una funcién tiene una pendiente infinita en algin punto, no cumple
con la condicién de Lipschitz. Por otro lado, si ‘%’ < k, en algtin intervalo, entonces

f es Lipschitz en ese intervalo con L = k.

Definicién 2.3.1 (Jacobiano). Sea la funcion vectorial f : R™ — R", con f (z) =
fi
- |,z € R", entonces se define al Jacobiano como

Jn
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Definicién 2.3.2 (Conjunto convexo). Un conjunto W es convezo si podemos unir

con una linea recta cualquier par de puntos dentro del conjunto W sin salir de él.

Y

T ) /
*—0 s

Conjunto convexo en R? Conjunto no convexo en R?

Esta observacion respecto a la condicion de Lipschitz se puede extender a fun-

ciones vectoriales considerando el Jacobiano 97 (). Si

9z

of
— <L
Hax -

para todo x € W C R", con W convexo, entonces ||f (x) — f (y)|| < L ||lx — y|| para
toda x,y € W.

2.4. Existencia local vs global

Considerando el sistema dinamico representado por la ecuacién diferencial no
lineal dada en (2.1)

donde f: R"” — R" x € R".

Lema 2.4.1 (Condicién local de Lipschitz). Si f(z) y su Jacobiano % (x) son
continuos en un conjunto cerrado y acotado D C R", entonces f es localmente

Lipschitz en D.
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Lema 2.4.2 (Condicién global de Lipschitz). Si f (z) y su Jacobiano % (x) son
continuos en R™, entonces [ es globalmente Lipschitz si y solo si % () estd
uniformemente acotada en todo R".

Ejemplo 2.4.1. Considerando la funcion
—x1 + X122
f(z) = ( ) :
To — T1T2
tiene la constante de Lipschitz L =14 a1+ as; aq,as € R, en el conjunto convexo

W= {x ER?: |1y| < ay,|ag] < wg}.

Solucion 2.4.1. Calculando el jacobiano

of  of

af:[axi aé]:
ofs Of

Oz | 52 2

—1+5L‘2 I ]

— T2 1 — I

tomando la norma infinito (el mdximo de la suma de los valores absolutos de cada

elemento por reglon)
d )
) =i+l ol + - )
o)

o) ,
Ha‘iH <méx{|—-1+as| +ar,as +1+as}

af
89500

Ejemplo 2.4.2. Considerando la ecuacion diferencial escalar

<max{l+as+aj,as+1+a1}=14a;+ay=1L

la funcion f (z) es localmente Lipschitz en todo R, dicho de otra manera es Lipschitz

en cualquier conjunto (intervalo) cerrado de R. La solucion

1
t = —

existe en el intervalo abierto x € [0,1). Podemos notar que x(t) deja cualquier

intervalo cerrado conformet — 1.

Solucién 2.4.2. Tomando la derivada

J (@) = =20 (1)
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analizando la condicion de Lipschitz
|—2z| < L

entonces el valor de la constante de Lipschitz depende de donde se ubique x, por
ejemplo, para vt =1 = L =2, 0 para x = 10 = L = 20, sin embargo, la solucion
no existe parat = 1, entonces hay que tener en cuenta que conformet — 1, entonces

x (t) se escapa al infinito.

Del ejemplo anterior, vemos que la condicién Lipschitz local puede no ser sufi-
ciente para extender a todo R la existencia de soluciones (y establecer la existencia
global).

Teorema 2.4.1 (Existencia y unicidad local). Suponiendo que f (x) satisface

1 (&) = F Wl < Lz —yll,

para todo x,y € B = {x € R": ||z — x| < r}, para algin r > 0. Entonces, existe
un § > 0 tal que la ecuacion diferencial (2.1) tiene una Unica solucion x (t) en el
intervalo [to, to + d].

Teorema 2.4.2 (Existencia y unicidad global). Suponiendo que f (x) satisface

1 (z) = F (Il < Lz =yl

para todo x,y € R™. Entonces, la ecuacion diferencial (2.1) tiene una solucion inica.

Definicién 2.4.1 (Definicién de la norma 2 para una matriz). Para una matriz

A € R la norma inducida 2 (o norma espectral) se define como:

[Alls = méx || Azl
Jall2=1

donde el mdximo se toma sobre todos los vectores x € R™ con norma euclidiana

unitaria. Fquivalentemente, se tiene

ANz = Aumax (ATA) = {/p (AT A)

donde Amax (AT A) denota el mayor valor propio de ATA y p(ATA) su radio

espectral.

Obsérvese que el maximo existe debido a que la esfera unitaria {z € R™ : ||z||» =

1} es un conjunto compacto (es un conjunto cerrado y acotado en R™).
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Ejemplo 2.4.3. Sea el sistema lineal, con la matriz de coeficientes constantes A:

z(t)=Ax(t), xeR" AeR™"

La solucién es calculable como x (t) = ez (0). El sistema puede ser escrito como

[[Az]]

[l

f (z) = Ax (t), tomando la norma del supremo: || Al = sup{ , T # 0}, o0 la norma

2:||All, = +/p (AT A) por facilidad, tenemos

1f (@) = F W)l = |Az — Aylly = [A(z = »)lly, =#y

1A (@ =yl [z =yl
| Az — Ay, = : 2 <Al llz =yl = Lllz =yl

Iz =yl

con |A|l, = L, con lo cual concluimos que Ax (t) estd uniformemente acotada en
todo R™, y como se cumple para todo x,y, entonces la solucion existe y es unica en
todo R™.

2.5. Existencia y Unicidad (Soluciones Acotadas)

Considerando el ejemplo

con la solucion

1
z(t) = —,
(t)=—
sabemos que a pesar de que una funcion sea localmente Lipschitz en todo conjunto
compacto (se mostré que la constante de Lipschitz depende de z: % = —2r y en

r € [—a,al),

%‘ < 2a = L, pero la solucién no esta definida y se escapa al infinito

cuanto t — 1), no asegura la posibilidad de extender la solucién indefinidamente.

En contraste podemos analizar el siguiente ejemplo

@ (t) = —2°(t),

claramente ‘%‘ = |—32?% no estd uniformemente (globalmente) acotada. Sin em-

bargo, para cualquier condicién inicial z (0) = o esta ecuacién diferencial tiene la
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solucién

i

x (t) = sign (o) J
la cual existe y esta bien definida para cualquier ¢ > 0.

Definicién 2.5.1. Un conjunto W C R"™ se dice positivamente invariante respecto
al sistema & = f(x) si para toda condicion inicial x(0) € W, la solucién satisface
x(t) € W para todo t > 0 (esto quiere decir que las soluciones no salen del conjunto

W cuando evolucionan en el tiempo).

Teorema 2.5.1 (Teorema de existencia y unicidad para soluciones acotadas). Sea
f(x) una funcion localmente Lipschitz en un dominio D C R™. Sea W C D un
conjunto compacto (cerrado y acotado), si las condiciones iniciales xo € W, y si

toda solucion de

se mantiene posttivamente tnvariante en W, entonces, existe una solucion unica
bien definida para todo t > 0.

Retomando el ejemplo

& (t) = —2° (t),

podemos ver que si tomamos condiciones iniciales positivas, el cambio en el tiempo va
a ser negativo (si g > 0 = & < 0); si tomamos condiciones negativas, el cambio va
a ser positivo (si g < 0 = & > 0). Por lo tanto, las soluciones nunca van a escapar
de un conjunto compacto. Ademds, sabemos que f(z) = —x*(t), es localmente
Lipschitz para cualquier intervalo. Con esto podemos concluir que la solucion se

puede extender indefinidamente sin necesidad de calcularla explicitamente.

2.6. Estabilidad en el sentido de Lyapunov

Considerando el sistema no lineal descrito por la ecuacién diferencial ordinaria

vectorial:

i(t) = f(z), (2.2)



donde f : D — R"™ es una funcién localmente Lipschitz en D C R™. Suponiendo,
x* € D es un punto de equilibrio para (2.2), esto es f (z*) = 0. Por conveniencia,
todas las definiciones y teoremas se dan sin pérdida de generalidad para el caso
x* = 0. Suponiendo x* # 0 y considerando el cambio de variable y = x — x*. Por lo

tanto, la derivada de y estd dada por

Definiciéon 2.6.1 (Estabilidad de un punto de equilibrio). El punto de equilbrio
" =0 de (2.2) es

Estable, si para cada € > 0, existe un 0 (¢) > 0 tal que

lz(0)]| <d=|z@)|| <e, Vt>O0.

Asintoticamente estable, si es estable y ademds § se puede elegir de tal

manera que
o (0)]] < 8 = lim ||z (£)] = 0.

Inestable, si no es estable.

2.6.1. Preliminares

Definicién 2.6.2 (Derivada direccional). La derivada direccional de una funcion

f:R" =R alo largo de un vector arbitrario v € R", estd definida por el limite

Duf (o) o= i LI =S (0)

Si la funcion f es diferenciable en z, entonces la derivada direccional existe a

lo largo de cualquier vector v, y se tiene
Dy f(x) = V[ (z)|v,
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donde Vf (z) denota el gradiente de la funcién f (z). En general es posible definir

derivadas direccionales a funciones vectoriales f : R™ — R™ usando el Jacobiano

Duf () = Bﬂ "

Definicién 2.6.3 (Derivada de Lie de una funcién escalar). Sea f : R — R una
funcion escalar de clase C* y sea g : R® — R"™ un campo vectorial. La derivada de

Lie de f a lo largo de g, evaluada en x € R™, se define como

01 (a) = V(o)) = | a0

donde V f(x) denota el gradiente de f, el cual puede identificarse con el Jacobiano

de f, esto es, %(z) € R por lo tanto, %(:ﬂ) denota la matriz Jacobiana de f.

Obsérvese que, dado que f es una funcion escalar, la derivada de Lie £, f(x) es
también una funcién escalar que representa la tasa de cambio de f a lo largo de las

trayectorias del sistema.

Ejemplo 2.6.1. Considérese el sistema escalar

T = —ux,
y la funcion escalar
f(a) =2
En este caso, se tiene
d
Vix)=—(2%) = 2z,

f@) = ()

y, por tanto, la derivada de Lie de f a lo largo del campo vectorial g(x) = —x viene

dada por
L,f(z) =2x(—z) = —22°.

Nétese que el resultado es un escalar y satisface L,f(x) < 0 para todo x # 0.

Ejemplo 2.6.2. Considérese el sistema dindmico definido por

. —I
xr = s
—2ZE2

donde v = (w1, 22)T € R?, y sea el campo vectorial

g(z) = (__29;12) -
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Definase la funcion escalar
fl@) = o + 3.

El gradiente de f esta dado por

Por lo tanto, la derivada de Lie de f a lo largo del campo vectorial g es

L,f(x)=Vf(x) g(z)= (2;101 23:2) ) = —2x% — 413

—21}2

Obsérvese que L, f(x) es una funcion escalar y es negativa definida para todo x # 0.

Definicién 2.6.4 (Conjunto de nivel). Se le llama conjunto de nivel de la funcion

f, f:R" = R, asociado a una constante ¢ € R, al siguiente conjunto:
Le(f () = Le(f) :={z € R": f(z) = c}.

Cuando n = 2, el conjunto L.(f) recibe el nombre de curva de mnivel; cuando
n = 3, se denomina superficie de nivel y para n > 4, se puede nombrar como

conjunto de nivel o hipersuperficie de nivel.

Interseccion de superficie y plano a Z = 10 Interseccién de superficie y plano a Z = 20 Interseccion de superficie y plano a Z = 30

A
A

2504
(8

25 0.0
7. Xops,
-100 “(0

’2'5—5.077 s
210.0

2350

0 5 2350
210.0

-7 . -7
-100 =0 275100 ~100

Superficie y planoa Z = 10 Superficie y planoa Z = 20 Superficie y plano a Z = 30

Figura 2.3: Diferentes curvas de nivel para una misma funcién f(z).

Definicién 2.6.5 (Funcién positiva (negativa) definida). Una funcién f: R* — R
se dice definida positiva (negativa) en un dominio D C R", si para todo x € D,
se cumple que f(x) >0 (f(z) <0).
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Definida positiva No definida positiva

® Lv=0 — Lve=0

Vix,y)

Figura 2.4: Gréafico de la izquierda es una funcién positiva definida con
f(z1,29) = 22 + 23 y el grifico de la derecha es una funcién no definida con
f (z1,22) = 22 — 2% (indefinida en ese dominio, pues tiene algunos valores de la
funcién positivos, negativos y cero).

Definicién 2.6.6 (Funcién semidefinida positiva (negativa)). Una funcion f : R* —
R se dice semidefinida positiva (negativa) en un dominio D C R", si para todo
z € D, se cumple que f(x) >0 (f(z) <0).

Semidefinida positiva

—_—Lv.=0

Figura 2.5: Grafico una funcién positiva semidefinida con f (z1,z2) = 7.

2.6.2. Teorema de Lyapunov

Teorema 2.6.1 (Teorema de Lyapunov (Khalil y Grizzle, 2002; La Salle, 1976)).
Sea z* = 0 un punto de equilibrio para el sistema & (t) = f(x) (no lineal) y
D CR"™ un dominio tal que z* € D. Sea V : D — R una funcion continuamente
diferenciable y V() := LV (z) := VV(x) - f(x) denota la derivada de Lie de V

a lo largo del campo vectorial f, tal que que cumplen las siguientes condiciones
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| ] V(O):O,

» V() >0, para toda xz € D\ {0},

» V(z) <0 (derivada de V' es negativa semidefinida), en D (x en D fuera del

origen), entonces, * es estable en D (localmente).

Ademas, si

» V(z) <0 (derivada de V' es negativa definida), en x € D\ {0} (z en D fuera

del origen), el sistema es asintéticamente estable en D (localmente).

Este teorema nos brinda condiciones suficientes, es decir que, si se cumplen
estas condiciones podemos asegurar la estabilidad; pero, si no se cumplen estas
condiciones, no podemos concluir nada (no sabemos nada acerca de la estabilidad,
no podemos asegurar que es inestable o que pese a no cumplir las condiciones si
es estable). Ademaés, estas condiciones dependen de hallar/construir una funcién V,
que no la encontremos no quiere decir que no exista, asimismo no se asegura la
unicidad de esta funciéon V' (podemos encontrar varias funciones V' que cumplan) y

no se brinda una metodologia para hallarla.

tener en cuenta que por regla de la cadena:

- i e-ea-( )

2.7. Estabilidad Asintotica Global

2.7.1. Conjuntos invariantes y regién de atraccion

Considerando el sistema dinamico descrito por la ecuacién diferencial vista en

(2.1) y sea x(t) su solucién,

Definicién 2.7.1 (Conjunto o Regién Invariante). El conjunto S C R"™ se dice
invariante para (2.1) si para cualquier zo € S, de (2.1) se cumple que z (t) € S,
para todo t > 0.

Si existe una funciéon de Lyapunov V (z) en D, para (2.1), cada conjunto de

subnivel
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Q. ={z eR":V (z) <cceR},

tal que Qu. € D es un conjunto invariante para el sistema (2.1). Obsérvese que el
conjunto v, corresponde a un conjunto subnivel de la funcién de Lyapunov y no a

una curva de nivel en sentido estricto.

Superficie de V(x1, x2) y curvas de nivel Curvas de nivel

rile

rl4

-2 -1 0 1 2 3
x1(t)

Figura 2.6: Ejemplo grafico de superficie y curvas de nivel para una funciéon de
Lyapunov V (71, z2) = o3 + 23.

Recordar: Un punto de equilibrio es un conjunto invariante, pues una vez en

el punto de equilibrio permanecemos en él.

Observaciones:

= Un conjunto de subnivel Qu, siempre es CERRRADA si la funcién V es con-

tinua (que es nuestro caso con la funciéon de Lyapunov).

= Un conjunto de subnivel podria ser NO COMPACTO y precisamente NO
ACOTADO (no puede ser contenido en una bola de radio R por méas grande

que sea R), que es la condicién que nos interesa.

Definicién 2.7.2 (Regién de atraccién). También llamada regién de estabilidad
asintotica o dominio de atraccion. Se llama region de atraccion del punto

de equilibrio x*, al dominio D, C R"™ tal que si

xo € Dy = lim z (t) = 2™
t—o00
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En la practica es muy dificil determinar la region de atraccién analiticamente,

por eso es necesario hallar una aproximacion a ella.

Si z* es asintéticamente estable sobre algin dominio D (si existe una funcién
de Lyapunov tal que V (z) < 0 en D\ {0}) y si el conjunto de subnivel es un
conjunto cerrado y contenido en D, entonces cualquier solucién de (2.1) tal que
xo € Qu., convergera asintéticamente a x*. Por lo tanto, Qv. es un estimado o

aproximacién de la region de atraccion D 4.

2.7.2. [Estabilidad asintética global (Barbashin-Krasovskii)

Considerando el sistema dinamico descrito por la ecuacién diferencial vista en
(2.1):
t=f(x), x(0)=mx.

Teorema 2.7.1 (Teorema de Barbashin-Krasovskii). Sea z* = 0 un punto de equi-
librio para el sistema (2.1). Si existe V. : R* — R wuna funcion continuamente

diferenciable tal que

u V(O):O,

V (z) > 0, para toda x # 0,

V (z) <0, para toda x # 0,

|z|]| = 00 = V (z) = o0, (funcion radialmente no acotada)

entonces x* = 0 es global asintoticamente estable.

Observacion: Este teorema implica la existencia de un solo punto de equilibrio,

de haber dos o mas puntos, estas condiciones no se cumplirian para cada punto.

2.7.3. Ejemplo de curva de nivel no acotada

Definicién 2.7.3 (Funcién Propia (Radialmente No Acotada)). Una funcion V (z)
es propia o radialmente no acotada si se cumple que: im0 V(2) = o0 Esto
significa que, sin importar en qué direccion nos alejemos del origen, el valor de la

funcion debe crecer sin limite.
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Considérese la funcién

2

x
1 2
5 T X5.

V(z) = T

Obsérvese que V(x) no es una funciéon propia (radialmente no acotada). En efecto,

si se considera la trayectoria no acotada definida por x5 = 0y |z1] — o0, se tiene

que
o}
|z|| — oo, V(z) = m — 1.
esto es, ,
T 1

T e
Por lo tanto, existe una direccién no acotada (z;) en la cual la funcién V(z) per-
manece acotada, lo que implica que V() no es una funcién propia (radialmente no
acotada). Al existir una direccién donde la funcién no diverge al infinito, se pierde
la propiedad de ser radialmente no acotada. Esto es critico en control, ya que una
funciéon de Lyapunov que no es propia solo puede garantizar estabilidad local, pero

no estabilidad global asintética.

Superficie de V(x1, x3) y curvas de nivel Curvas de nivel

© N w p U oo
Vix1, x2)

xa(t)

2
Figura 2.7: Funcién V (z) = IJ%; + 23 y sus curvas de nivel.
1
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Regién Qv < 0.5 en rojo

Regién Qv < 0.8 en rojo

Regién Qv =1 en rojo

o»—lebma‘\‘

Vix1, x2)

O F N W N »oa

Vix1, x;)

OHNWJ}U!@\‘

Regién Qv = 0.5 en rojo

Vix1, x3)

Regién Qv, < 0.8 en rojo

Regién Qv =1 en rojo
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Para este ultimo caso, no podriamos probar la estabilidad asintética global con
la V' elegida, pues el conjunto de subnivel de la funcién de Lyapunov no esta acotado
para ciertos niveles de Qu,. < ¢. Solo serviria para probar estabilidad asintética local,

en casos ¢ < 1.

2.7.4. Punto de equilibrio global asintéticamente estable

Ejemplo 2.7.1. Demostrar que el punto de equilibrio x* = 0 del sistema

&y () = —2; + 23,

iy (1)

4

es global asintéticamente estable cuando la funcion de LyapunovV (z) = %x%—l—}laa%,

con a > 0.

Solucién 2.7.1. Claramente se tiene V (0) =0 y V (x) > 0, para toda x fuera del

origen. Ademds, V (x) es radialmente no acotada.

Superficie de V(xi, x2) y curvas de nivel Curvas de nivel
2.0

1.5
1.0
0.5 1
0.0 4
05
10
-1.51
A

Vix1, x3)

Xa(t)

-2.0

-4
xa(t)

Figura 2.8: Curvas de nivel de la funcién de Lyapunov V (z) =
a=1.

:L'% + }lax%, con

N[

Ademds se observa que V (0) =0 yv (x) > 0 en D = R*\ {0}, ademds V (x) es

una funcion radialmente no acotada (esto es, ||x||, = oo = V (z) = oo0) Calculando
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V()= 2 f @ 23)
—[ @ st ] [ ‘”Uj;mg ] (24)
= —gjf + :1:1333 - aas% (2-5)
= —x] 4+ 1125 — a$§+i/1?§1 - leffle (2.6)
= (%~ a3+ jat) + (3 —a) ad 2.7

= — <x1 - 11‘2)2 + (1 - a) 5 (2.8)
9 2 4 29

seleccionando a > i, se tiene V () <0, cumpliéndose para D = R?, donde z* es el

unico punto de equilibrio. Por lo tanto, x* es global asintoticamente estable.

2.8. Principio de Invarianza de LaSalle

En esta secciéon se presenta como resultado principal el teorema de LaSalle.

2.8.1. Preliminares

Considerando el sistema descrito por la ecuacion diferencial ordinaria vectorial:

i(t) = f(2), z (0) =z (2.9)
se define:

Definicién 2.8.1 (Punto limite (positivo)). Un punto p € R", es un punto limite
positivo si existe una secuencia {t,}, con t, — 0o, si n — oo, tal que x (t,) — p

conforme n — Q.

Definicién 2.8.2 (Conjunto limite). Se llama conjunto limite de x (t) al conjunto

de todos los puntos limites positivos de x (t).

Definicién 2.8.3 (Conjunto (positivo) invariante). Un conjunto M es un conjunto

invariante del sistema (2.9) si:

z(T)e M =x(t) e M, vVt >T.
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Esto es, si una solucion pertenece a M para un instante T' dado, sequird pertene-

ciendo a M para todo instante de tiempo posterior.

Definicién 2.8.4 (Conjunto asintéticamente atractor). Un conjunto M es un con-

junto asintoticamente atractor, si para cada € > 0 existe T' > 0 tal que
dist (z (t),M) := 1élj\f4||x(t) —yll<e, VE>T>0
Yy

Esto también se puede escribir como

x(t) = M,t — oc.

Gréficamente, la distancia entre un punto y un subconjunto en un espacio métri-

co puede ser ejemplificado como:

\.

inf{d(x, y) :y € A}

Figura 2.9: Distancia de un punto a un conjunto. Definimos la distancia como:
dist (z, A) = inf{d(z,y) : y € A}, donde d(x,y) = ||x — y|. Tomado de http:
//bit.1y/460TMIt

Con relacién a las curvas de nivel y las funciones de Lyapunov, tenemos las

siguientes proposiciones

Proposiciéon 2.8.1 (Conjunto de subnivel de V' como conjuntos invariantes). El

conjunto de subnivel

Q. :={z eR": V() <c}
es un conjunto invariante si V<0, para toda x € Qu,.
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2.8.2.

2.8.2.1.

Puntos de equilibrio y ciclos limite

Estabilidad de puntos criticos o de equilibrio en el plano

Podemos resumir la estabilidad de los puntos criticos en sistemas planos me-

diante el Diagrama de Poincaré:

©

Foco estable

Atractor ~—r!

/ Gentro

o~

Nodo atractor

Foco inestable

/ Repulsor

B

Nodo repulsor

T

= T2 — 4D >0

Punto silla

Lineas de puntos
fijos estable

i

Yy

Lineas de puntos
fijos inestable

Figura 2.10: Plano traza - determinante con todas las posibilidades de planos
fase para sistemas lineales. Tomado de Gonzalez-Franco, Omar. 2022. https:

//blog.nekomath.com/tag/estabilidad-2/

Estabilidad de ciclos limite

Asimismo en el caso de los ciclos limite, se puede resumir su estabilidad como:

trajectorias

rrajectorias
divergentes

convergentes

X; 1>

ciclo

.. ciclo
limite

limite

Instavel

Estavel

convergenite

divergente

. ciclo
limite

Semi-estavel

Figura 2.11: Tipos de ciclo limite. Adaptado de Khalil, H.K. (2006) Nonlinear

Systems. 3 Ed, Prentice Hall.
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2.8.3. Principio de Invarianza de LaSalle

Considerando el sistema dindmico dado en (2.9), enunciamos lo siguiente:

Lema 2.8.1 (Lema de acotacién). Si una solucion x (t) de (2.9) estd acotada y
pertenece a D C R™ para t > 0, entonces su conjunto limite (positivo) L™ es un
conjunto no vacio (al menos tiene un elemento), compacto (es cerrado y acotado),
atractor (conforme t — oo, x (t) — LT ) e invariante (una vez que x (t) inicia o llega

a LT, x(t) permanece en LT ).

Teorema 2.8.1 (Teorema de LaSalle (La Salle, 1976) ). Sea Q2 C D un conjunto
compacto, invariante respecto a (2.9). Sea V : D — R una funcién continuamente
diferenciable, tal que V<0 en Q. Sea E el conjunto de todos los puntos en ), tales
que V = 0. Sea M el conjunto invariante mds grande en E. Entonces, toda solucién

comenzando en ) converge a M, conforme t — oo.

No se requiere que V sea definida positiva. Tampoco se requiere que
V sea estrictamente negativa (definida negativa) para la convergencia a
M.

Tener en cuenta que el teorema presentado solo nos da condiciones suficientes.

Observacion: Si el conjunto de subnivel:

Que:={x eR": V(z) <c},

es un compacto, entonces es posible seleccionar directamente 2 = Qu..
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2.8.4. Estabilidad asintética: Aplicaciéon del Teorema de La-

Salle

Considerando el sistema dindamico descrito por la ecuacion diferencial

&(t)=f(x), =(0)=m.
Ejemplo 2.8.1. Demuestre que el eje x1 = 0 del sistema

T1 = —I122,

Ty = ax’.

con a > 0, es asintdticamente estable usando V (z) = sz + o (z2 —

Solucién 2.8.1. Consideremos el sistema dindmico

T1 = —T1x2,

Ty = ax?,

con a >0, y la funcion candidata de Lyapunov

1 1
V(z) = -z]+ %(902 —b)?,

donde b > 0.

(2.10)

Se desea demostrar que el eje x1 = 0 es asintoticamente estable utilizando el

Principio de Invarianza de LaSalle.

Observemos primero que la funcion V(x) es continua y continuamente diferen-

ciable en R?. Ademds,

V(z) >0,
para todo x = (x1,79) € R?, y

V(z)=0
st y solo si

Por tanto, V' es positiva definida respecto al punto de equilibrio (0,b).

Ahora calculamos la derivada de V' a lo largo de las trayectorias del sistema.
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Utilizando la regla de la cadena:

av . oV
V(.Z') = 87(:1961 + aixziﬂg
Como oV ov 1
87;1_ 15 873:2:&(232_6)’
se obtiene
V(z) = 21 (—a122) + —(x2 — b)(az?)
Simplificando:

Factorizando x3:

de donde

Como b > 0, se concluye que

para todo x € R2.

Por tanto, V' es una funcion de Lyapunov y el equilibrio (0,b) es estable en el

sentido de Lyapunov.

Aplicaremos ahora el Principio de Invarianza de LaSalle. Definimos el conjunto

E:{xGRQ:V(:U):O}.

Dado que
V(‘T) = _bxfa
se tiene
V(z)=0 < z,=0.
Asi,

E = {(ml,xg) eER?: 1y :O},
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es decir, el eje vertical.

Analicemos ahora la dindmica restringida al conjunto E. Si x1 = 0, entonces
del sistema (2.13)—(2.14) se obtiene

i =0, iy = a(0)? = 0.

Por lo tanto, toda trayectoria que inicia en el conjunto r; = 0 permanece alli
para todo tiempo y ademds es constante. En consecuencia, el conjunto invariante

mazximo contenido en E es precisamente

M ={(0,c) : ce R}.

De esta manera, por el Principio de Invarianza de LaSalle, toda trayectoria

suficientemente cercana al punto (0,b) converge al conjunto invariante M.

En particular, el eje x1 = 0 es un conjunto invariante y asintoticamente estable.
Mds aun, dado que
V([L’) = _baﬁv

la funcion de Lyapunov decrece mondtonamente a lo largo de las trayectorias del

sistema. En consecuencia, para toda solucion

w(t) = (w1(t), 22(1)),
suficientemente cercana al equilibrio, se tiene que

x1(t) = 0 cuando t — 00.

Por tanto, las trayectorias convergen hacia el eje invariante 1 = 0.

Corolario 2.8.1 (Teoremas de LaSalle y Lyapunov). Sea z* = 0 € D un punto
de equilibrio para (2.10). Sea V : D — R una funcién de Lyapunov en D (i.e.
V(0) =0V >0z € D\{0},V <0,Vz € D). Sea S = {xeD:V=0}. i
ninguna solucion diferente a x (t) = x* se mantiene idénticamente en S. Entonces,
x* =0, es asintoticamente estable en D. Si ademas D = R"™ y V' es radialmente no

acotada, entonces x* es global asintéticamente estable.

Ejemplo 2.8.2. Demuestre que el origen del sistema dindmico para el péndulo con
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friccion

jfl = XT9, (215)

Ty = —asenx, — bro, (2.16)

co a > 0, es asintdticamente estable en D = {x € R? : xy € (—m,7), 29 € R}, usan-
doV (z) =a(l —cosmzy) + 2a3.

Solucién 2.8.2. Consideremos la funcion candidata de Lyapunov

1
V(z) =a(l—coszy) + 5:1:3,
con a > 0.

Observemos primero que:
V(0,0) = 0.

Ademdas, como

1 —cosxzy >0,

para todo x1 € (—m,m), y
1—cosxy =0 <= x, =0,

se concluye que

en la region
D= {(33'1,]72) € RQ X € (—7'(',71'), To € R}

Por tanto, V' es positiva definida en D.

Calculamos ahora la derivada de V' a lo largo de las trayectorias del sistema:

V(.I) = Txll’l + 671:2.%‘2
Como
a—v =aqasinx 8—‘/ =z
axl — 1 8%2 — 42,
se obtiene

V(z) = asina (xy) + 25 (—asinz;, — bay).
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Simplificando:

V(z) = axysinz, — arysinz; — bra.

Por lo tanto,

V(x) = —ba2 <0.

Ast, la funcion V' satisface las hipotesis del corolario de Lyapunov-LaSalle.

Definimos ahora el conjunto

S:{JIEDZV<I>:O}.

Como

V(x) = —ba?,

y b> 0, se tiene
V(z)=0 < z,=0.

Por tanto,
S ={(z1,22) € D : 29 =0}.

Analicemos si existe alguna trayectoria no trivial que permanezca completamen-
te en S.

St una solucion permanece en S, entonces necesariamente

Pero del sistema dindmico:

Ci:'l = T2,
se obtiene
1 = 0.
Asimismo,
T9 = —asinx; — bxsy.
Como x5 = 0, resulta
Ty = —asinx;.
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Para que la trayectoria permanezca en S, debe cumplirse ademds

j32:07

de donde
—asinz; = 0.
Luego,
sinxz; = 0.
Dado que

x1 € (—m,7),
la unica posibilidad es

x1=O.

En consecuencia, el unico punto invariante contenido en S es

(0,0).

Por el Principio de Invarianza de LaSalle (corolario anterior), el origen es

asintoticamente estable en la region D.

Superficie de V(x3, x;) y curvas de nivel Curvas de nivel

- - ) ’ )
Figura 2.12: La regién en verde es la regién D, el tnico punto invariante en S
es el origen que es el punto de equilibrio, relajamos las condiciones de Lyapunov
(asumimos la funcién V' dada con a = 1), pero a cambio tuvimos que restringir D
y revisar que dentro de ese D, en el conjunto S tiene como tnico punto invariante
a el origen, con Quv, = 0.
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2.9. Bifurcaciones en sistemas dinamicos

En el estudio de sistemas dinamicos continuos, una bifurcacion ocurre cuando,
al variar de manera continua un parametro, se produce un cambio cualitativo en la
estructura de los equilibrios o de su estabilidad. Dicho fenémeno esta estrechamen-
te ligado a la no-hiperbolicidad de los puntos de equilibrio. Recordemos que un
equilibrio z* de un sistema dindmico es hiperbdlico si todos los autovalores del jaco-
biano asociado tienen parte real distinta de cero. Cuando esta condicién se pierde,

es posible que aparezcan bifurcaciones.

Este tipo de fenémenos son de gran relevancia en fisica, biologia y, de mane-
ra particular, en epidemiologia matematica, ya que permiten describir transiciones
entre estados libres de enfermedad y endémicos, o bien la aparicion de oscilaciones

periddicas (ciclos limite).

A partir de esta seccién se usara la notaciéon siguiente para referirnos a la

derivada parcial de una funcién f(x, \), con respecto a x: % = fu.

2.9.1. Definicion formal en sistema unidimensional

Consideremos el sistema unidimensional (ecuacién diferencial ordinaria en una
variable)
T = f(z,\), r €R, A eR, (2.17)

donde A es un parametro de control o de bifurcaciéon. Un punto de equilibrio z* =
x* (A\) cumple f(z*;\) = 0. La estabilidad local estd determinada por f’(z*;\). Si

f'(x*; \) = 0 para algun valor critico de A, puede producirse una bifurcacion.

Un valor A, se denomina punto de bifurcacion si, en dicho valor, la dindmica del
sistema experimenta un cambio cualitativo: el niimero de soluciones de equilibrio,

su estabilidad o la apariciéon de soluciones nuevas se modifican.

La estabilidad de un equilibrio 2* depende del signo de f.(z*, \):

» Si fo(2z*(N), ) <0, el equilibrio es localmente asintéticamente estable.
w Sifo(z* (M), ) >0, el equilibrio es inestable.
» Si fi(z* (M), ) =0, el equilibrio es no hiperbdlico y puede ocurrir una bifur-

cacion.
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2.9.2. Ejemplos clasicos en una variable

Bifurcacion de tridente (pitchfork). Un ejemplo prototipico es
&= \v— 2%, (2.18)

Presenta un equilibrio trivial * = 0y dos equilibrios no triviales z* = z* (\) = £v/A
que emergen para g > 0. Cuando A < 0, el origen es el inico equilibrio estable. Para
A > 0, aparecen dos equilibrios estables simétricos (z* = ﬂ:\/X), mientras que el

origen se vuelve inestable.

Estab

Inestable

A

Es es

Figura 2.13: Diagrama de bifurcacién pitchfork supercritica: las ramas sélidas
azules son estables, la rama discontinua roja es inestable.

Bifurcacion transcritica. Un modelo candnico es
= \x — 2% (2.19)

Existen dos equilibrios: z = 0 y x = . Cuando \ cambia de signo, estos intercambian
su estabilidad.

‘ A
.
’
’

Inestable

.
.
’
.

Figura 2.14: Diagrama de bifurcacién transcritica: el equilibrio trivial x =0 y
el no trivial x = A intercambian estabilidad en A = 0.
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Bifurcacién saddle-node (silla-nodo). Se describe mediante
= \—z% (2.20)

Para A\ > 0 existen dos equilibrios (z = i\/X), mientras que para A < 0 no existe

ningtn equilibrio. En A = 0 ambos se fusionan y desaparecen.

Para A > 0:

» 2* =+ — estable.

s ¥ = —/\ — inestable.

€S (§]

“~._nestable

~
S~

Figura 2.15: Diagrama de bifurcacién saddle-node: rama superior estable y rama
inferior inestable.

ademas, si
i=ax"— A\ (2.21)

Para A > 0:

s ¥ = +v/\ — inestable.

s ¥ = —/)\ — estable.
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inestable

estable

Figura 2.16: Diagrama de bifurcacién saddle-node invertido: rama superior ines-
table y rama inferior estable.

2.9.3. Extension a sistemas multidimensionales

En sistemas vectoriales,
x = F(x,)\), xeR" (2.22)

un equilibrio x* satisface F'(x*,\) = 0. La estabilidad se determina por el espectro
de la matriz jacobiana DF'(x*, \). Si todos los autovalores tienen parte real negativa,
el equilibrio es localmente asintoticamente estable. Una bifurcaciéon ocurre cuando,

al variar A\, aparece un autovalor con parte real igual a cero.

2.9.4. Bifurcacion de Hopf en sistemas dinamicos

La bifurcacion de Hopf es un fenémeno clésico en teoria de sistemas dinamicos
que describe la aparicién de soluciones peridédicas cuando un par de autovalores
complejos conjugados del Jacobiano de un sistema cruza el eje imaginario al variar un

parametro de control. De manera formal, el Teorema de Hopf establece lo siguiente:

Teorema 2.9.1 (Hopf Clésico, (Kuznetsov, 1998; Wiggins, 2003; Li y Zou, 2009)).
Sea & = f(x, 1) un sistema dindmico liso, x € R?, y € R. Supdngase que existe un

equilibrio z*(p) tal que:

(i) El Jacobiano Df(x*(u), 1) tiene un par de autovalores complejos conjugados

M), Ap).

(it) Para cierto pu = po, Re (AM1o)) =0 y Im (A(uo)) = Fwo # 0.
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£ 0.

(iii) La condicién de transversalidad se cumple: dd (ReA(p)) ‘
L p=po

(iv) Ningin otro autovalor tiene parte real cero en p = jig.

Entonces, en un entorno de jy existe una bifurcacion de Hopf: para i a un lado de
Lo, z*(1) es estable (o inestable), y para el otro lado emerge (o desaparece) un ciclo

limite periddico de pequena amplitud.

2.9.5. Reduccién de sistemas epidemiolégicos a submodelos
2D

En modelos epidemiolégicos de gran dimensién (con miltiples clases de infec-
tados, latentes, asintoméaticos, etc.) resulta dificil estudiar analiticamente la estabi-
lidad local y global de los equilibrios. Una técnica utilizada en la literatura consiste
en reducir el analisis a un subsistema 2D que capture la dindmica esencial cerca
de un umbral epidémico (Castillo-Chavez y Song, 2004; Brauer y Castillo-Chavez,
2017). En el contexto epidemiolégico, la bifurcacién de Hopf surge cuando, al variar
un parametro epidemiolégico (por ejemplo, la tasa de transmisién fp), el equili-
brio endémico cambia de estable a inestable, apareciendo oscilaciones epidémicas
recurrentes. El criterio clasico consiste en calcular la traza y el determinante del

Jacobiano (J) reducido:

tr(J) =0, det(J) > 0.

Adicionalmente, la no degeneracion de la bifurcacion requiere que

d
— tr(J 0,
dfBo ( ) Bo=B§ #

lo cual asegura que la colision de los autovalores complejos sea transversal.

Diversos autores han aplicado la bifurcaciéon de Hopf en modelos de transmision
infecciosa para justificar la emergencia de ciclos epidémicos y oscilaciones en la
prevalencia. Ejemplos notables incluyen Hethcote (2000); Arino et al. (2006); Li y
Zou (2009), donde la reducciéon a subsistemas de dos variables es utilizada para
obtener condiciones explicitas en términos del ntimero reproductivo basico Ry y

otros parametros de transmision.
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2.9.6. Ejemplo: bifurcaciéon de Hopf

Consideremos el sistema bidimensional

b= v —y—2(2® +9°), (2.23)
g =1+ \y—y(x®+ 7). (2.24)

El origen es un equilibrio. El jacobiano en (0,0) es

A -1
J = (1 \ ) : (2.25)

= Si A <0, el equilibrio en el origen es estable.

cuyos autovalores son A + 7. Asi,

= Si A > 0, aparece un ciclo limite estable que rodea al origen: bifurcacion de

Hopf supercritica.

Y

Ciclo limite estable

N

Figura 2.17: Ilustracion de bifurcacién de Hopf supercritica: el origen pierde
estabilidad y surge un ciclo limite.
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ciclo limite estable

Figura 2.18: Bifurcacién de Hopf supercritica en el espacio (A, z,y). Para A <0

el equilibrio en el origen es estable, en A\ = 0 ocurre la bifurcaciéon y para A > 0
surge un ciclo limite estable.

Ademaés se muestran esquematicamrnte otros casos de bifurcacién de Hopf:

Hopf supercritica

()

N .,

A < 0: equilibrio estable A =0: equili‘b_ri—o‘degenerado A > 0: ciclo limite estable

Hopf subcritica

/
1
[ ! L] ! (]
1 \ 1
/ \ /
\ /
N 7/
N .

A < 0: equilibrio estable, ciclo inestable A = 0: colapgo_ degenerado A > 0: equilibrio inestable

Figura 2.19: Esquemas en 2D de la bifurcacién de Hopf: supercritica (arriba) y
subcritica (abajo).
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ciclo limite ine
Y

-
~

stable

X

A
A>0

A

Figura 2.20: Bifurcacién de Hopf subcritica en el espacio (A, z,y). Para A < 0
el equilibrio en el origen es estable y coexiste un ciclo limite inestable. En A =0
ocurre la bifurcacién y para A > 0 el equilibrio en el origen es inestable.

T

Ciclo establ

Inestable

Estable

(a) Hopf supercritica

Figura 2.21: Diagramas de bifurcaciéon

T

W

~ Ciclo inestabl

~

Estable \‘\ Inestable

(b) Hopf subcritica

de Hopf: (a) supercritica con ciclo limite

estable emergente en A > 0, y (b) subcritica con ciclo limite inestable existente

en A < 0.

Las bifurcaciones descritas anteriormente se denominan locales, ya que depen-

den tunicamente del comportamiento del Jacobiano en un entorno del punto de equi-

librio.

En modelos epidemioldgicos, son particularmente relevantes las denominadas
bifurcaciones forward (hacia adelante) y backward (hacia atras), las cuales sue-
len interpretarse como variantes de la bifurcacién transcritica alrededor del umbral

epidémico dado por el nimero reproductivo basico Ry (la cantidad de personas que

un invividuo infectado puede contagiar al inicio de la epidemia).

En una bifurcacién forward, cuando Ry cruza el valor critico Ry = 1, el equi-
librio libre de enfermedad pierde estabilidad y emerge un tinico equilibrio endémico

estable para Ry > 1. En este caso, la condicion Ry < 1 garantiza la erradicacién de
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la enfermedad, mientras que Ry > 1 conduce a persistencia endémica.

Por otro lado, en una bifurcacion backward, puede coexistir un equilibrio
endémico estable aun cuando Ry < 1. Esto implica que la condicién clasica Ry < 1
ya no es suficiente para garantizar la eliminacién de la enfermedad. Dicho fenémeno
suele asociarse a mecanismos no lineales complejos, tales como saturacion en la

incidencia, reinfeccion, heterogeneidad poblacional o respuestas inmunolégicas.

Desde el punto de vista epidemioldgico, la bifurcacion backward tiene implica-
ciones importantes en estrategias de control sanitario, pues indica la posibilidad de

histéresis y coexistencia de multiples estados estables del sistema.

2.9.7. Bifurcaciones globales

Ademas de las bifurcaciones locales, existen fenémenos globales asociados a la

aparicion de érbitas homoclinicas o heteroclinicas.

Orbitas homoclinicas. Una érbita homoclinica es una trayectoria que parte y
regresa al mismo punto silla. La creacién o destruccion de tales orbitas puede cam-
biar drasticamente la dindmica, generando caos en algunos casos (Guckenheimer y
Holmes, 2013).

Figura 2.22: Orbita homoclinica: trayectoria que parte y regresa al punto de
equilibrio tipo silla en el origen.

Orbitas heteroclinicas. Una orbita heteroclinica conecta dos puntos de equili-
brio distintos. Bifurcaciones que involucran tales conexiones pueden generar ciclos

heteroclinicos y comportamientos oscilatorios complejos.
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Figura 2.23: Conexion heteroclinica entre dos puntos de equilibrio.

2.10. Resena de la epidemiologia matematica

2.10.1. Breve historia y motivacion

La epidemiologia matematica estudia la transmision de enfermedades en pobla-
ciones mediante modelos matematicos que permiten entender, predecir y controlar
brotes. Uno de los hitos fundacionales es el trabajo de Kermack y McKendrick
(1927), donde se introdujo el modelo clasico SIR y se mostré como un pequeno
nimero de infectados puede desencadenar una epidemia si ciertas condiciones (rela-
cionadas con contactos e infectividad) se cumplen. Desde entonces, la disciplina ha
crecido incorporando heterogeneidad, latencia, inmunidad temporal, estructura por
edad y mecanismos ambientales, entre otros (Anderson y May, 1992a; Brauer et al.,
2019).

2.10.2. Modelos compartimentales basicos

Los modelos compartimentales dividen la poblacién en clases (compartimentos)
segun su estado epidemioldgico y describen mediante ecuaciones diferenciales como

fluyen individuos entre estas clases.
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Modelo SIR

El modelo SIR (Susceptibles-Infectados-Recuperados) clasico en su forma de-

terminista viene dado por

as ST

@~ O (226)
dl ST

ar BW -1, (2.27)
dR

donde S(t),I(t), R(t) son, respectivamente, el ntimero de individuos susceptibles,
infectados y recuperados; N = S + I + R es la poblacion total (a menudo asumida
constante), 5 es la tasa de transmisién (contacto efectivo que produce infeccién) y
la tasa de recuperacion. La estructura (2.26)—(2.28) captura la dindmica esencial de

muchas infecciones agudas (Kermack y McKendrick, 1927; Anderson y May, 1992a).

Modelo SEIR

Para enfermedades con periodo latente (exposicion sin infectividad inmediata)

se usa el modelo SEIR (Susceptible-Expuesto-Infectado-Recuperado):

Cfi _ _5%, (2.29)
Cﬁg _ 5?\{ B, (2.30)
‘Z — 0B — A, (2.31)
Cilf a1, (2.32)

donde F representa a los expuestos (infectados pero no atn infectivos) y o es la tasa
a la que los expuestos pasan a ser infecciosos ( 1/0 es el periodo latente) (Hethcote,
2000).
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Modelo SIRS

Si la inmunidad es temporal y las recuperaciones vuelven a susceptibles, se

considera SIRS:

as SI

dl ST

at :5W—’ﬂ> (2.34)
d

d}: =~ —wR, (2.35)

con w la tasa de pérdida de inmunidad (Anderson y May, 1992a).

2.10.3. EIl ntimero reproductivo basico Ry

El pardmetro Ry (ntimero reproductivo bésico) se define intuitivamente como
el niimero promedio de casos secundarios que genera un individuo infectivo tni-
co en una poblacién completamente susceptible (Hethcote, 2000). En los modelos

compartimentales sencillos aparecen expresiones cerradas:

» Para el modelo SIR homogéneo, evaluando en la condicién inicial S(0) ~ N,

La interpretacion: 3/~ es la tasa de contagios multiplicada por el tiempo medio
de infectividad 1/7.

» En SEIR, el valor efectivo de Ry sigue siendo /7 si la latencia no afecta la
infectividad integral; al introducir estructuras mas complejas la expresién de

Ro puede requerir la matriz de la préxima generacién (ver §2.11).

La importancia de Ry radica en su papel como umbral: si Ry < 1 la infeccion
tiende a extinguirse (el equilibrio libre de enfermedad es estable), si Ry > 1 es posible
un brote epidémico (el equilibrio libre de enfermedad pierde estabilidad) (Diekmann
et al., 1990; Van den Driessche y Watmough, 2002).
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2.10.4. Interpretacion dinamica y equilibrio libre de enfer-

medad

El equilibrio libre de enfermedad (DFE, disease-free equilibrium, o ELE en es-
patiol) es el estado sin infecciones (por ejemplo, I = 0 en SIR). Es natural evaluar
propiedades locales (linealizacién, cdlculo de Ry) en el DFE porque dicho equilibrio
describe la condicién inicial de una poblacién totalmente susceptible: la pregunta
béasica es si la introduccion de un pequeno ntmero de infectados crece o decae. Ma-
tematicamente, el signo de los autovalores de la linealizacion en el DFE determina
estabilidad local y, en particular, la condiciéon Ry = 1 suele equivaler a la presencia
de un autovalor con parte real nula que marca un cambio de estabilidad (bifurcacién

transcritica u otro tipo, segun el sistema) (Van den Driessche y Watmough, 2002).

Observacién 2.10.1 (Comentarios sobre pardametros y unidades). En todos los

modelos previamente presentados, se consideran:

B (tasa de transmision): suele medirse en (persona-tiempo)~'. Dependiendo de
si el contacto es por densidad o por frecuencia, la incidencia puede escribirse
BS1 (incidencia proporcional a densidad) o SSI/N (incidencia por fraccion

de poblacion).

v (tasa de recuperacion): unidad tiempo™", con 1/~ tiempo medio infeccioso.

o (tasa de progresion de expuestos a infectivos): unidad tiempo™?.

w (pérdida de inmunidad): unidad tiempo™!.

Para una introduccién matematica rigurosa y al mismo tiempo accesible, constilte-
se Kermack y McKendrick (1927); Anderson y May (1992a); Hethcote (2000). Para
la formulacién moderna del ntimero reproductivo y la matriz de la proxima genera-
cién: Diekmann et al. (1990); Van den Driessche y Watmough (2002).

2.11. Meétodo de la matriz de la préxima genera-

ciéon
2.11.1. Planteamiento general

El céalculo riguroso del ntimero reproductivo basico Ry en modelos con multi-

ples compartimentos infectivos se formaliza mediante el método de la matriz de la
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prozima generacidn, introducido por Diekmann et al. (1990) y sistematizado por
Van den Driessche y Watmough (2002).

Considérese un sistema de ecuaciones diferenciales auténomo de la forma

dx
— = f(z), xeR], (2.36)
dt

donde x = (x1,...,x,) representa los compartimentos poblacionales. Separamos

explicitamente los estados infectados de los no infectados:
r=(y,z), y€R™ (infectados), =z & R"™™ (otros).

donde:

» Yy = (Y1,Y2,- " ,Ym) €s el vector de las clases de infectados, tales como la-
tentes, infecciosos, portadores, etc y que representa los m compartimentos de

individuos infectados.

m 2= (21,22, ,2Zn_m) s el vector de clases no infectadas tales como suscepti-
bles recuperados, etc. y representa los otros n —m compartimentos de estados

epidemiologicos.

2.11.2. Hipétesis fundamentales

El método se basa en cinco hipétesis estructurales (Van den Driessche y Wat-
mough, 2002):

(H1) Existencia de un equilibrio libre de enfermedad (DFE): Existe un
punto Ey(y = 0,z = 2*) tal que f(Ey) = 0y y = 0. Este estado describe la

poblacién sin infecciones presentes.

(H2) Identificacién de compartimentos infectivos: Se definen de manera explici-
ta los m compartimentos en los que aparecen individuos que son infectados o

potencialmente infectivos.

(H3) Descomposicién en nuevos contagios y otras transiciones: La dindmica
de y se escribe como
dy
- = f y2) — V y %),
o =T W2 = V(y.2)
donde la matriz F representa el ingreso de nuevos infectados (nuevas infeccio-

nes) y la matriz V las demas transiciones (progresién, recuperacion, muerte,
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migracion entre clases). Vectorialmente, puede escribirse como

dy;
dt

donde se cumplen lo siguiente:

a)

Fi(0,2) = Vi(0,z) = 0,Vz > 0. Esto significa que, si en la poblacién
no existen individuos infectados, entonces no se generan nuevos casos de
infeccion. Biologicamente, refleja que las infecciones requieren la presencia
de al menos un individuo transmisor: sin portadores del agente patogeno,
la enfermedad no puede propagarse. Del mismo modo, en ausencia de
individuos en un compartimento infeccioso, tampoco ocurren transiciones

asociadas a esa clase (como recuperaciéon o mortalidad).

Fily,z) > 0,V (y; > 0 A z; > 0). Esta condicién asegura que el término de
“nuevas infecciones” nunca es negativo. En otras palabras, la dindmica
epidemioldgica solo contempla la creacion de casos infecciosos adiciona-
les, nunca su destrucciéon directa por el mismo mecanismo de transmision.
Esto garantiza que la modelizacién refleje que las infecciones suman in-
dividuos al sistema en lugar de restarlos, manteniendo asi un significado

biolégico coherente.

V;i(0,2z) < 0,Vz; > 0. Aqui se establece que, si un compartimento infeccio-
so esta vacio, no es posible que salgan individuos de él, sino tinicamente
que ingresen (por ejemplo, debido a progresién desde otra clase o por un
contacto infectante). Desde la perspectiva epidemiolégica, esto impide la
aparicion de “salidas negativas”, es decir, transiciones que violarian la no
negatividad de las poblaciones. La interpretacion biologica es simple: si

no hay nadie en una clase de infectados, no se puede “perder” a alguien
desde alli.

> Vi(y,z) > 0, (y; > 0A 2z > 0). Esta tltima condicién garantiza que,
al sumar todas las transiciones no asociadas a nuevas infecciones, el re-
sultado representa una salida neta del sistema infeccioso. Epidemiologi-
camente, esto equivale a reconocer que las dinamicas de recuperacion,
progresion a otras etapas de la enfermedad, fallecimiento o movimiento
entre compartimentos no generan nuevos casos por si mismas, sino que

describen cémo los infectados se redistribuyen o abandonan la infeccion.

En conjunto, estas cuatro propiedades aseguran que la formulaciéon del siste-

ma epidemiologico bajo el enfoque % = F(y,z) — V(y, z) sea biolégicamente

consistente y matematicamente bien definida. De este modo, el calculo del

nimero basico de reproduccién Ry mediante la descomposicién en F y V se
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fundamenta en una representacion fiel de cémo surgen y se extinguen los casos

de infeccion en la poblacion.

(H4) Linealizacién en torno al DFE: En Ej se linealizan las funciones:
F = D,F(Ey), V = D,V(Ey),

matrices m X m que capturan la dinamica de pequenios brotes iniciales. En

términos vectoriales:

OF;
y;

IV , :
<O,Z*>, Vz‘j:((;((),z*), Z:l)-u,m; jzl,'--,n—m
J

Fy =

(H5) Regularidad de la matriz V: Se requiere que V' sea no singular y M-matriz
(todos los autovalores con parte real positiva), lo que garantiza que en au-
sencia de nuevas infecciones (F = 0) las infecciones existentes se eliminan en

promedio.

2.11.3. Construccion de la matriz de préxima generacion

Con las hipotesis anteriores, la dinamica linealizada de y alrededor del equilibrio
libre de enfermedad Ej se escribe como
dy
— = (F-V)y,
il )y
donde F' representa el aporte de nuevas infecciones y V las deméas transiciones

(recuperacién, progresién, muerte o movimientos entre clases).

Formalmente, V! describe el tiempo promedio que un individuo infectivo pasa
en cada compartimento antes de abandonar la infecciéon. Multiplicar F' por V1

produce la matriz
K=FV1 (2.37)

cuyo (i, j)-ésimo elemento representa el nimero esperado de nuevas infecciones en

la clase ¢ generadas por un individuo introducido inicialmente en la clase j.

Derivaciéon integral de la matriz de préxima generacion. Partimos de la

ecuacion linealizada J

x
— = (F —=V)x.
7 ( )x
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Si suponemos que no hay nuevas infecciones (F' = 0), el sistema se reduce a

dx
¥y
dt 33’

cuyo flujo de solucién es

donde z () representa un caso infeccioso introducido en el sistema en el tiempo ¢ = 0.

El ntimero esperado de nuevas infecciones generadas por este individuo a lo
largo de todo su periodo infeccioso se obtiene integrando en el tiempo el aporte de

F aplicado a la trayectoria x(t):

/OO F[E(t) dt = /OO Fm(o)e_w dt.
0 0

Nétese que la integral

/ eVt dt
0

actiia como un resolvente, que contabiliza el tiempo de permanencia promedio en
los distintos compartimentos infecciosos antes de salir del sistema. Siempre que los
valores propios de V' tengan parte real positiva (es decir, que eventualmente todos

los infectados abandonan la infeccién), se cumple
o0
[Teta=v

0

Sustituyendo este resultado, se obtiene:

| FageViar=F ( / thdt> o = FV 'z
0 0

De aqui se define formalmente la matriz de préxima generacion como

K=Fv

Esquematicamente:
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L (0)
(caso en t = 0)

evolucién

Y

e—Vt
(trayectoria linealizada del flujo de infectados)
. Permanencia promedio
aplicar F' . . .
\ en compartimentos infecciosos
Fx(t)

(tasa instantdnea de nuevas infecciones en t)

integrar en t € [0, c0)

A

A
/ Fx(o)e_w dt
0

igualdad = FV~!
Y

K=FVv-!

(matriz de préxima generacién)

K;; = ntimero esperado de

nuevas infecciones en clase ¢

causadas por un individuo en clase j.

Figura 2.24: Esquema operativo de la construccion de la matriz de préxima
generacién en forma vertical.

Interpretaciéon epidemiolégica:
» Bl integrando e~"* describe la probabilidad de que un individuo inicial per-

manezca en las clases infecciosas a lo largo del tiempo t.

» La integral en [0, 00) suma las contribuciones de infecciones secundarias a lo

largo de todo el curso infeccioso de un individuo.

= Multiplicar por F' traduce esa permanencia en el niimero de casos secundarios

producidos en cada clase.

» Finalmente, K = FV ! resume el proceso completo: cada entrada K;; re-
presenta el niimero esperado de nuevos casos en la clase ¢ generados por un

individuo inicialmente introducido en la clase j.

2.11.4. Definicién formal del niimero reproductivo basico

El niimero reproductivo basico queda definido como el radio espectral de K:

Ro = p(K), (2.38)



donde p(K) = max{|A| : A es autovalor de K}.

Esta definicién conecta de manera natural con la nocién epidemiolédgica: si Ry <
1, cada individuo infectivo genera en promedio menos de un nuevo infectado y la

infeccion se extingue; si Ry > 1, la infeccién puede invadir la poblacién.

2.11.5. Interpretacion de la evaluacion en Ej

La razon de evaluar 'y V en el equilibrio libre de enfermedad es que R,
cuantifica la capacidad de invasion de un brote inicial en una poblacién totalmente
susceptible. Matematicamente, la estabilidad local de Ey depende de los autovalores
de F — V; la condicién de umbral se reduce a p(FV™!) <10 > 1.

Observacién 2.11.1. En modelos mds complejos (estructuras por edad, redes de
contacto, multiples especies), la metodologia se mantiene, siendo F' la matriz de
nuevas infecciones y V' la matriz de salidas/transiciones desde los estados infectivos.
La elegancia del método radica en su generalidad: evita cdlculos caso por caso y
proporciona un criterio universal de estabilidad local del DFE (Diekmann et al.,
1990; Van den Driessche y Watmough, 2002).

Ejemplo 2.11.1 (Calculo de R del modelo SEIR a través del método de la matriz

de préxima generacion). Sea el sistema de ecuaciones

as

o = H—BST—pS
CifzﬁS[—aE—uE
CZZUE—(WW)I
Cgfzvl—uR

N=S+E+I+R

con |, 3,0,v > 0, identificamos que

n=4m=2n-m=2Y =[E, ", Z =[S R)"

F S
Fio=FeEen= <]_-f> = (60 >

= ~ (ve\ (u+o)E

dl

— = Fun-V
dt (EI) (E,I)
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Punto de equilibrio libre de infeccion (DFE)

(S*, E*, I",R*) = (1,0,0,0)
Linealizando

_on

F
dy;

(5%, B*,I*,R*)

OFE
oF

OFg ‘
(S*,E*,I*,R*) oI (S*,E*,I*,R*)
OFr

9F1 9Fy
8E (S*’E*7]*’R*) 8] (S*7E*’I*’R*)
a(BSI)

A(BSI)
_ 9E  1(1,0,0,0) o1 ‘(1,0,0,0) _ 0 B
0 0 0 0
B oV;

0Yj |5+ 1+,
(155} [1%:}
8E (S*7E*7I*’R*) 8[ (S*7E*7I*’R*)
NV WV
OF (S*,E*7I*,R*) oI (S*,E*7I*,R*)
I((uto)E) I(pto)E)

OE ‘(1,0,0,0) T‘(Lo,o,o) _ ( p+o 0 )

| 2ut)I-0E) (uty)I-0E) _
OFE ‘(1,0,0,0) ol ’(1707070) o (u+7)

b d —b
como A = ( ¢ ) — A = ( ), entonces
¢ d W\ —¢ a

pty 0
| Vg (u+7) (pu+o)

Vv

o u+o
(pt+v)(pto)  (pty)(pto)

calculando la matriz de la prorima generacion

pty Bo B(uto)
K=FV = ( 0 5 ) ( (1) (pto) 0 ) — ( () (pto)  (u+y)(uto) )

o pto
00 ) e B e ey 0 0

s det(K — M) =0

_Bo _\ _Blute) Bo
det [ N uto) wtNte) | 0 A=0V A\ = )
0 0— A (n+7) (1 +0)
_ Bo
" Ro=p(FVT') =
o=r(FV7) (n+7)(u+ o)
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2.12. Algunos teoremas utilizados en epidemiologia

matematica

En esta seccion se presentan algunos resultados clasicos de la teoria de estabi-
lidad de sistemas dinamicos, que constituyen la base para el analisis de los modelos

epidemiolédgicos tratados en esta tesis.

2.12.1. Herramientas de Algebra Lineal

A continuacién se presentan resultados ttiles que se mencionan mas adelante
en la tesis. Ademas, con la intencion de clarificar la notacién usada posteriormente,

se presenta la siguiente observacion:

Observacién 2.12.1. En esta tesis, para una matriz B = (b;;) € R™*™:
B >0

significa que todas sus entradas son no negativas, es decir,

ij > 0, Vi, j.

Asimismo,
B >0

indica que B > 0 y al menos una entrada es estrictamente positiva, mientras que
B>0

significa que todas las entradas de B son estrictamente positivas.

Definicién 2.12.1 (Espectro de una matriz). Sea A € R™*™ una matriz, se define

“el espectro de la matriz” denotado por o(A) al conjunto de los valores propios de

A.

Definicién 2.12.2 (Radio espectral de una matriz). Sea A € R™*™ una matriz, se
define “el radio espectral” denotado por p(A) al valor mdaximo de los mddulos de los

valores propios de A, esto es:
p(A) =max{|A\: A€ a(A)},
donde \ representa los autovalores de A.
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Definicién 2.12.3 (Matriz Metzler, M-matriz). Una matriz A € R™*™ es Metzler
si sus entradas fuera de la diagonal son no negativas. Se dice que A es M-matriz
no singular si puede escribirse A = sI — B con B > 0, I es la matriz identidad y

s > p(B); equivalentemente, A1 > 0 y el espectro de A estd contenido en {z € C :
Re (z) > 0}.

Definiciéon 2.12.4 (Autovectores derecho e izquierdo). Dado M € R™™ y \ € C,
un autovector derecho v # 0 satisface Mv = Av; un autovector izquierdo w # 0

satisface w' M = Aw'. Donde \ es denominado como autovalor, y w' representa

la transpuesta de w.

Teorema 2.12.1 (Perron-Frobenius). Sea B > 0 e irreducible. Entonces:

1. Existe un autovalor real y simple p(B) > 0 tal que p(B) = max{|\| : A €
o(B)}.

2. Fxisten autovectores derecho e izquierdo estrictamente positivos v > 0, w > 0
con Bv = p(B)v yw'B = p(B)w".

3. Si A= sl — B con s> p(B), entonces A es M-matriz no singular y A= > 0.

Si M > 0 eirreducible, por Perron-Frobenius (Teorema. 2.12.1) existen v, w > 0
asociados a p(M).

2.12.2. Definiciones y teoremas de Teoria de Grafos

El enfoque de Shuai y van den Driessche (2013) para el andlisis de estabilidad
global utiliza herramientas de la teoria de grafos. Para la comprensiéon de sus resulta-
dos es necesario recordar algunas nociones basicas de grafos dirigidos. Presentamos

aqui las definiciones y proposiciones esenciales, siguiendo Bondy y Murty (2008),
West (2001) y Diestel (2017).

Definiciéon 2.12.5 (Grafo dirigido). Un grafo dirigido (o digrafo) es un par orde-
nado G = (V, E) donde V' es un conjunto finito de vértices y E C V x V es un

conjunto de arcos dirigidos. Si (u,v) € E, se dice que existe un arco de u hacia v.

Definicién 2.12.6 (Camino dirigido). Un camino dirigido de longitud k en un
digrafo G es una sucesion de vértices vy, vy, ..., v tal que (v;i_1,v;) € E para cada

1=1,...,k. 57 ademds vy = v, el camino se denomina ciclo.

Definicién 2.12.7 (Conectividad fuerte). Un digrafo se dice fuertemente conexo si
para cada par de vértices u,v € V' existe un camino dirigido de u a v y también de

vau.
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Definicién 2.12.8 (Grafo aciclico). Un digrafo es aciclico si no contiene ciclos
dirigidos. En este caso es posible ordenar sus vértices de modo que todos los arcos

vayan de un vértice anterior a uno posterior (ordenacién topolégica ).

Proposicién 2.12.1 (Caracterizacion de grafos aciclicos). Un digrafo es aciclico si

y solo si admite una ordenacion topoldgica.

Teorema 2.12.2 (Descomposicién en componentes fuertemente conexas). Todo
digrafo puede descomponerse de manera unica en sus componentes fuertemente co-
nexas. Fl grafo cociente obtenido al colapsar cada componente en un solo vértice es

aciclico.

Estas nociones son las que permiten a Shuai y van den Driessche (2013) formular
su metodologia de funciones de Lyapunov basadas en grafos, donde las ecuaciones
diferenciales del sistema se asocian a vértices y las interacciones se representan

mediante arcos.

Figura 2.25: Ejemplo esquemaético de grafo dirigido asociado a un modelo
epidémico. Cada nodo representa una clase y los arcos indican transiciones.

Definicién 2.12.9 (Digrafo ponderado). Un digrafo ponderado es un par (G, A),
donde G = (V,E) es un grafo dirigido y A = (a;j) es una matriz de pesos no
negativos asociada, de modo que a;; > 0 sty solo si existe un arco de i a j, con peso

a;;. En caso contrario, a;; = 0.

Definicién 2.12.10 (Matriz irreducible). Sea A € R™*™ una matriz con entradas no
negativas. Se dice que A es irreducible si para cada particion no trivial del conjunto
de indices {1,...,n} =TUJ, con INJ =0, existe al menos un par (i,j) coni € I,
J € J tal que a;; > 0. Equivalente y de forma mds intuitiva: A es irreducible si no

puede ponerse en forma triangular por permutacion de filas y columnas.

Proposicién 2.12.2 (Equivalencia entre grafos y matrices (Berman y Plemmons,
1994)). Un digrafo ponderado (G, A) es fuertemente conexo si y solo si la matriz de

pesos A es irreducible.
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Fuertemente conexo Re! ucible

Figura 2.26: Ejemplo de digrafo ponderado: (izquierda) fuertemente conexo,
equivalente a una matriz irreducible; (derecha) reducible, equivalente a una matriz
reducible.

Ejemplo 1: grafo fuertemente conexo Sea el digrafo de la figura izquierda
(todos los vértices accesibles entre si). Una posible matriz de pesos (matriz de ad-

yacencia) es

01 10
1 0 01
Aueremene:
frertemente =19 9 0 1
1100

Esta matriz es irreducible (no puede reordenarse en bloque triangular con ceros en

la esquina inferior izquierda).

Ejemplo 2: grafo reducible Para el digrafo de la derecha (dos componentes o

un corte sin arcos en una direccion), una posible matriz de pesos es

01 00
1 000

Areucie:
W 0 0 1
0 010

Aqui claramente hay una particién {1,2} y {3,4} sin aristas de {3,4} hacia {1,2}.

De hecho, con la permutacion que deja la ordenacién (1,2, 3,4) ya esté en forma por

B 1
Areducible = ! ) B = ; s D= 01 .
0 D 10 1 0

bloques:
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O—@ O— (D)
O— gi

100 Lo 020 0
Airreducible = A _ 1000 0O 00 3
1 O O 1 reducible — 0 0 0 1 Aponderado = 4 O O O
o0 0010 0010

(a) Grafo fuerte-
mente conexo: A
irreducible.

(b) Grafo reducible:

(c¢) Digrafo con pe-
dos bloques.

sos (ponderado).

Figura 2.27: Relacién entre grafos dirigidos y matrices de adyacencia. (a) Grafo
irreducible (fuertemente conexo). (b) Grafo reducible con dos componentes. (c)
Ejemplo de digrafo ponderado.

Una forma préactica de verificar la irreducibilidad es ver si en el grafo hay un
camino entre cualquier par de vértices, entonces es irreducible. Algoritmicamente,
computar las componentes fuertemente conectadas, de tal manera que A es irredu-
cible si y solo si el grafo tiene exactamente una componente fuertemente conexa que

contiene todos los vértices.

Observacion 2.12.2. La proposicion anterior vincula de manera directa la teoria
de grafos con el andlisis matricial: la irreducibilidad de A asegura la existencia de
trayectorias que conectan todo par de vértices en el grafo. Este hecho es fundamental
en la construccion de funciones de Lyapunov basadas en teoria de grafos, como en
Shuai y van den Driessche (2013).

En esta observacion adicionalmente, se brinda la demostracion de dicha aseve-
racion en la cual se requiere que A sea no negativa y que el grafo se construya con
aristas donde a;; > 0. Esta demostracion puede ser encontrada con mayor rigurosi-
dad en Berman y Plemmons (1994),

Proposicién 2.12.3. Sea A € R y G el digrafo asociado (aqui i — j <=

a;; > 0). Entonces A es irreducible si y solo si G es fuertemente conexo.

Demostracion.
(=) Supongamos A irreducible. Si G no fuera fuertemente conexo existiria una
particion no trivial V.= SUT (con S # 0, T # 0) tal que no hay aristas dirigidas
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de T hacia S (es decir, no eziste camino en esa direccion). Entonces, reordenando
vértices colocando primero los de S y luego los de T, la matriz A toma la forma
B C

( ) (la esquina inferior izquierda es la submatriz de arcos T — S y es nula).

0 D
Eso contradice la irreducibilidad. Por tanto G debe ser fuertemente conezxo.

(<) Supongamos G fuertemente conexo. Si A fuera reducible existiria una per-
mutacion tal que PTAP = 0 D con 0 en la esquina inferior izquierda; esto

implica que no hay aristas de los vértices del sequndo bloque hacia los del primer
blogque, por tanto no existiria camino de aquellos vértices hacia éstos, contradiccion

con la fuerte conexion. Asi A debe ser irreducible.

Esto prueba la equivalencia. [ |

Relacion con el Teorema de Perron-Frobenius 2.12.1 Si la matriz A > 0 es

irreducible, entonces por el teorema de Perron-Frobenius:

» Existe un autovalor real positivo p(A) > 0 igual al radio espectral,

= existe autovector propio v > 0 (a la derecha) y w > 0 (a la izquierda) asociados
a p(A),

= p(A) es simple y domina en médulo a los demds autovalores.

Esta conexién es la que se usa frecuentemente en epidemiologia matematica al

estudiar la matriz FV ! (bloque de nuevas infecciones) y para definir Ry.

Definicién 2.12.11 (Grado en grafos no dirigidos (Bondy y Murty, 2008)). Sea
G = (V, E) un grafo no dirigido. El grado de un vértice v € V, denotado deg(v), es
el nimero de aristas incidentes en v. Si existe una arista lazo (que conecta v consigo
mismo), ésta contribuye con dos al grado de v.

incidente incidente

incidente incidente

Figura 2.28: Ejemplo de grafo no dirigido: el vértice v tiene deg(v) = 4, ya que
cuatro aristas inciden en él.
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Definicién 2.12.12 (Grado en grafos dirigidos (Bondy y Murty, 2008)). Sea D =
(V, E) un digrafo con conjunto de aristas E C'V x V. Para cada vértice v € V se
definen:

» FEl grado de entrada de v, denotado deg™ (v), como el nimero de aristas que

terminan en v:

deg”(v) =d (v) = [{(u,v) € E:ueV}.

» El grado de salida de v, denotado deg™ (v), como el nimero de aristas que

parten de v:
degt(v) = dt(v) = [{(v,u) € E:u € V}|.

El grado total de v es deg(v) = d*(v) +d (v).

Figura 2.29: Ejemplo de grados en un digrafo: d~(v) = 2, d*(v) = 2, por lo
tanto deg(v) = 4.

ntrada salida

Definicién 2.12.13 (Arbol dirigido (West, 2001, p. 55)). Un arbol dirigido es un
digrafo T = (V,E) con conjunto de vértices V. = {vy,vq,...,v,} y conjunto de

aristas dirigidas E CV x V. Decimos que T que cumple las siguientes condiciones:

1. El grafo subyacente no dirigido de T es un arbol, es decir, es conexo y no

contiene ciclos.

2. Existe un vértice distinguido r € V', denominado raiz, tal que para cada vértice

v; € V' existe exactamente un camino dirigido der a v;,1 =1,2,--- ' n — 1.

Observacion 2.12.3. En un drbol dirigido T':

» En un drbol dirigido enraizado, la raiz cumple d~(r) = 0.

» Los vértices distintos de la raiz con grado de entrada igual a 1 (d~(v) =1) se

llaman nodos internos.
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= Los vértices con grado de salida igual a 0 se denominan hojas. Es decir, las

hojas son aquellos con d*(v) = 0.

» Cada arista e = (u,v) € E tiene una orientacion inica que respeta la jerarquia

desde la raiz hacia las hojas.

Figura 2.30: Arbol dirigido enraizado en el vértice 1, donde 2,3 son nodos in-
ternos y 4,5, 6,7 son las hojas.

A continuacién se presentan algunos teoremas utilizados para la construccién
de las funciones de Lyapunov basadas en la teoria de grafos del articulo de Shuai y
van den Driessche (2013).

Proposiciéon 2.12.4 (Proposicién 3.1 del articulo de Shuai y van den Driessche
(2013) ). Sea (G, A) un digrafo ponderado con n vértices y matriz de adyacencia
A = [a;j]. Para cada vértice i, sea T; el conjunto de todos los drboles dirigidos

(spanning trees) enraizados en i. Definimos

c = Zw(T), 1<i<n,

donde w(T) es el producto de los pesos de las aristas en T'. Entonces, para todo
vector H = (Hy, ..., H,), se cumple la identidad

n n

n o n
ciaini = Z Z CiCLinj.

1 i=1j=1

)

14

Esta identidad, conocida como teorema de los drboles dirigidos, es central para

la construccién de funcionales de Lyapunov en sistemas epidemioldgicos.

En modelos compartimentales, los vértices corresponden a clases infectivas y

las aristas ponderadas describen las transiciones entre ellas. La irreducibilidad del
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digrafo garantiza que las infecciones pueden propagarse a través de toda la red de
compartimentos, condicién necesaria para aplicar el método de teoria de grafos en
estabilidad global.

En particular, los teoremas 3.3-3.5 de Shuai y van den Driessche (2013) esta-

blecen condiciones bajo las cuales:

= El equilibrio libre de enfermedad Ej es globalmente estable cuando Ry < 1.

= El equilibrio endémico E* es globalmente estable cuando Ry > 1 y el grafo

asociado es irreducible.

Ejemplo 2.12.1 (Ejemplo grafico). A modo ilustrativo, se presenta un digrafo pon-

derado con tres clases infectivas:
O——

13 23

Figura 2.31: Ejemplo de digrafo ponderado asociado a un sistema epidemioldgi-
co.

Teorema 2.12.3 (Teorema 3.3 del articulo de Shuai y van den Driessche (2013)).
Sean ¢; los coeficientes dados en la Proposicion 3.1. Si a;; > 0 y el grado de salida

de j es d™(j) = 1 para algunos i,j, entonces

n
Citlij = ) _ CjLjk
k=1

Teorema 2.12.4 (Teorema 3.4 del articulo de Shuai y van den Driessche (2013)).
Sean ¢; los coeficientes dados en la Proposicion 3.1. Sia;; > 0 y el grado de entrada

de i es d”(i) =1 para algunos i, j, entonces

n
Cilly; = Z CrQi-
k=1

Teorema 2.12.5 (Teorema 3.5 del articulo de Shuai y van den Driessche (2013)).

Consideremos un sistema de ecuaciones diferenciales en un abierto U C R™ :

Zl/c:fk(szZa"'azm)a kl:l,...,m,

conz = (z1,...,2m) €U
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Supongamos:

1. Existen funciones D; : U — R, funciones G; : U — R y constantes a;; > 0
tales que, para todo 1 <1 <n,

d n
D) = %Dl(z) <Y a;Gij(2), para z € U.
j=1

2. Para la matriz A = [a;;], en cada ciclo dirigido C del digrafo (G, A) se cumple

Z Gs(2) <0, zel,

donde E(C) denota el conjunto de aristas del ciclo. Entonces, la funcion
i=1

con coeficientes ¢; > 0 dados en la Proposicion 2.12.4, satisface D'(z) < 0. Es

decir, D es una funcion de Lyapunov para el sistema.

Estos resultados muestran como identidades combinatorias en grafos dirigidos
permiten construir funciones de Lyapunov sumando contribuciones de cada com-
partimento (los D; ) con pesos ¢; calculados a partir de arboles dirigidos del grafo
asociado. Esto nos permite tener un enfoque sistematico para la construccion de la

funcién de Lyapunov.

En el modelo basico presentado en la tesis, el grafo se construye con los flujos

de infeccién (matriz de transmision) y recuperacion (matriz de salida).

2.12.3. La regla de signos de Descartes

En el estudio de ecuaciones polinémicas y sus aplicaciones a modelos epide-
miologicos, resulta fundamental conocer cuantas raices positivas puede tener un
polinomio con coeficientes reales. Este resultado se formaliza en la clasica regla de
signos de Descartes, cuya importancia reside en que permite estimar el ntimero de

puntos de equilibrio endémicos en un modelo.

Teorema 2.12.6 (Regla de signos de Descartes, (Wang, 2004)). Sea p(x) = ag +
a1z + - -+ a,x™ un polinomio con coeficientes reales y a, # 0. Denotemos por V (p)

el numero de cambios de signo en la sucesion (ag,aq,...,a,), €s decir, el nimero
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de veces que dos términos consecutivos tienen signos opuestos (ignorando los ceros

intermedios).

Entonces, el nimero de raices reales positivas de p(x), contando multiplicidades,
es a lo sumo V(p), y difiere de V (p) en un nidmero par. En particular, si V(p) =0,

el polinomio no tiene raices positivas.

Observacion 2.12.4. Este resultado proporciona unicamente una cota superior pa-
ra el numero de raices positivas, pero no garantiza su existencia. En epidemiologia
matematica se utiliza para acotar el nimero de equilibrios endémicos posibles a partir

de la ecuacion caracteristica que los define.

Esquema de demostracion

La prueba clasica de la regla de Descartes se basa en considerar el efecto de
la sustitucion z — —x, lo cual transforma la secuencia de coeficientes y permite

razonar sobre las raices negativas.

El enfoque de Wang (2004) simplifica el argumento utilizando induccién sobre
el grado del polinomio y un andlisis directo de cémo los cambios de signo limitan el

nimero de veces que la grafica de p(z) puede cruzar el eje x en la regién positiva.

Aplicaciéon en modelos epidemiolégicos

Cuando el equilibrio endémico E* se obtiene resolviendo una ecuacién polinémi-
ca en alguna variable (por ejemplo, la prevalencia en equilibrio), la regla de signos

permite deducir el niimero maximo de equilibrios positivos biologicamente viables.

En particular, la posibilidad de que V(p) > 1 abre la puerta a la existencia
de multiples equilibrios endémicos, fenomeno que en epidemiologia se asocia con
bifurcaciones hacia atras (backward bifurcations), donde coexisten un equilibrio libre

de enfermedad y uno o més equilibrios endémicos estables atin cuando Ry < 1.

Ejemplo 2.12.2 (Aplicacién de la regla de signos de Descartes). Consideremos el
polinomio
P(x) = 2" — 32° + 22° + 2 — 5.

Paso 1. Identificamos los coeficientes:
1, =3, 2, 1, —5.
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Paso 2. Contamos los cambios de signo en la secuencia de coeficientes:
1 — =3 (cambio),
-3 — 2 (cambio),
2 — 1 (no hay cambio),
1 — =5 (cambio).

@ cambio @ cambio @sin cambio@ cambio @

Tres cambios de signo = 3 6 1 raices positivas

Figura 2.32: Aplicacién visual de la regla de signos de Descartes para P(z) =
xt — 323 + 222 + 2 — 5.

En total, observamos 3 cambios de signo.

Conclusion (parte positiva). Por la regla de Descartes, el nimero de raices

reales positivas es

3, 1 obien (3—2k), keN.
Paso 3. Para las raices negativas, evaluamos P(—x):
P(—z) = (—2)* = 3(—2)* + 2(—2)* + (—2) =5 =2* + 32> + 22% — v — 5.

Los coeficientes son:
1, 3, 2, —1, —5.

Paso 4. Contamos los cambios de signo:
1 = 3 (no hay cambio),

3 — 2 (no hay cambio),
2 — —1 (cambio),

—1 — =5 (no hay cambio).
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@sin cambio @sin cambio @ cambio @ sin cambio @

Dos cambios de signo = 2 ¢ 0 raices negativas

Figura 2.33: Aplicacion de la regla de Descartes a P(—x): posibles raices nega-
tivas.

En total, hay 1 cambio de signo.

Conclusion (parte negativa). El polinomio tiene exactamente una raiz real

negativa.

Resultado final. El polinomio P(x) posee:

3 o 1 raices reales positivas,

1 raiz real negativa.

En total, de acuerdo con el grado del polinomio (4), el resto de las raices son com-

plejas conjugadas.

2.12.4. Criterios de estabilidad local

En teoria de estabilidad de sistemas dinamicos, la determinacién de la esta-
bilidad local de un punto de equilibrio suele requerir el analisis del polinomio ca-
racteristico asociado a la matriz Jacobiana. El criterio de Routh-Hurwitz provee
condiciones algebraicas necesarias y suficientes para establecer cuando todas las
raices de dicho polinomio tienen parte real negativa, lo que implica estabilidad local

asintética del equilibrio.

Teorema 2.12.7 (Criterio Routh-Hurwitz-Liénard-Chipart (Khalil y Grizzle, 2002;
Wiggers y Pedersen, 2018; Daud, 2021)). Sea

PN =X"+a N 4 +a, a€R,

el polinomio caracteristico de un sistema lineal. Las raices de P tienen parte real
negativa si y solo si se cumplen ciertas condiciones de signo en los determinantes

principales de la matriz de Hurwitz asociada. En particular:

» Paran=3:a; >0, ap >0, a3 >0 y ajay > as.
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= Paran=4:a, >0, ay >0, a3 >0, agy > 0, y ademas ayasaz > a§ + a%a4.

= Paran =5:a; >0, ap >0, a3 >0, ag > 0,a5 > 0, ademds ayas > az y

(ara2 — a3) (agas — asas) > (ayaq — a5)2.

= Paran =6:a; >0, ap >0, az >0, ag > 0,a5 > 0,a6 > 0, ademads Ajas >
Agay y Ay (Agas + (2a1a5 — a3) ag) + Az (a1azag — Asas) > aja. Donde Ay :=

aias — as, As = ara4 — as Yy Ay = azay — aszas.

En particular, en los casos de orden bajo, estas condiciones se reducen a exigir

positividad de los coeficientes y desigualdades especificas entre ellos.

Este resultado constituye la base de numerosos andlisis de estabilidad en epi-
demiologia mateméatica y otros campos de dindmica no lineal (ver, por ejemplo,

Gantmakher (2000)).

Teorema 2.12.8 (Circulos de Gershgorin Horn y Johnson (2012); Varga (2011);
Meyer (2023); Adom-Konadu et al. (2022); Allen (2007)). Sea A = (a;;) € C™™ y,

para cada t, definase

RZ:Z|CLU| Yy ,D,L'I{ZE(CZ |Z—CLM‘§R1}
J#i
Entonces todo autovalor \ de A pertenece a la union de los discos de Gershgo-
rin, X\ € U, D;. Ademas, si k de estos discos forman un conjunto disjunto de los
restantes, entonces exactamente k autovalores (contando multiplicidades) yacen en

dicho conjunto.

El teorema afirma que todos los valores propios de A se encuentran contenidos

en la union de estos discos.

Una consecuencia inmediata es que, si los discos estan ubicados estrictamente
en el semiplano izquierdo del plano complejo, entonces todas las raices tienen parte
real negativa, implicando estabilidad. Este criterio es frecuentemente utilizado como
una estimacion réapida de estabilidad, incluso en contextos epidemiolégicos donde

los Jacobianos pueden ser de gran tamano (Horn y Johnson, 2012).

Corolario 2.12.1 (Dominancia diagonal estricta = no singularidad Horn y Johnson
(2012); Meyer (2023)). Si A € C™*™ satisface, para todo i,

|ag| > Z|az‘j!,

J#
entonces 0 ¢ \U; D; y, en particular, A es no singular.
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Corolario 2.12.2 (Criterio suficiente de Hurwitz por Gershgorin Varga (2011);
Horn y Johnson (2012); Adom-Konadu et al. (2022); Allen (2007)). Sea A € C™"*™.

Si para todo i se cumple

Re(aii) + Z‘Clzﬂ < O,
J#i

entonces todos los autovalores de A tienen parte real estrictamente negativa; es decir,

A es una matriz de tipo Hurwitz.

Observacién 2.12.5 (Caso Metzler en modelos epidemiolégicos (Adom-Konadu
et al., 2022; Allen, 2007)). Si A = (a;;) € R™" En jacobianos con estructura Metzler
(entradas fuera de la diagonal no negativas), una condicion prdctica es que si los

elementos de la diagonal a;i cumplen que

n
a; < — Z la;;|  para todo i,
j=L g

para © = 1,--- . n entonces los autovalores de A son megativos o tienen parte real
negativa, lo que implica dominancia diagonal estricta por filas vy, por el corolario
anterior, que A es Hurwitz; esta verificacion aparece con frecuencia al estudiar es-

tabilidad local de equilibrios epidemioldgicos.

2.12.5. Estabilidad global del equilibrio libre de enfermedad

Considérese un sistema epidemioldgico particionado en clases infecciosas x € R

. . k. .
y no infecciosas y € R :

&= F(x,y) = V(r,y),  9=9gy), (2.39)

donde F representa nuevas infecciones (componentes no negativas cuando z,y >
0) y V describe transferencias/salidas entre/desde clases infecciosas. Sea E; =

(x0,%0) = (0,%0) el equilibrio libre de enfermedad (ELE), y denotando
F:=D,F(0,y) > 0, V=D, V(0,).

Suponemos que V' es una M-matriz no singular (ver definicién. 2.12.3) y definimos

el niimero basico de reproducciéon como
Ro = p(FV), (2.40)

donde p(-) denota el radio espectral (Perron-Frobenius, Teorema. 2.12.1).
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Van den Driessche y Watmough (2002) mostraron que si se considera un modelo
epidemiologico con equilibrio libre de enfermedad Ejy. Sea Ry el nimero reproductivo
basico. Si Ry < 1, entonces Fy es localmente asintéticamente estable, mientras
que si Ry > 1, el equilibrio Ej es inestable. Ademas, bajo ciertas condiciones de
monotonicidad y descomposicién en las clases de infeccién, se garantiza que Ey es

globalmente asintoticamente estable en la region factible del modelo.

En términos formales,

Teorema 2.12.9 (Criterio de estabilidad global del ELE). Considérese un sistema

particionado como en (2.39) con Q positivamente invariante. Supdngase:

(C1) g(z,y) satisface g(0,y) GAS en yo y g(x,y) < g(0,y) (en el sentido de orden
parcial) para x > 0.

(C2) F(z,y) es no decreciente en x y V(x,y) es tal que D, V(0,y0) es M-matriz no

singular.

(C3) Ry < 1 definido por (2.40).

Entonces el ELE Ey es globalmente asintoticamente estable en ().
Idea de la demostracion:

La comparacion ordenada x(t) < Z(t) con el sistema linealizado en Ey y LaSalle

en la variedad {x = 0} dan la convergencia global. (Van den Driessche y Watmough,

2002)

Observacion 2.12.6. El teorema anterior proporciona un criterio prdactico para la
estabilidad global de Ey, en la medida en que evita la construccion explicita de fun-
cionales de Lyapunov, siempre que se cumplan las hipotesis estructurales descritas

en Van den Driessche y Watmough (2002).

En su trabajo, Shuai y van den Driessche (2013) introducen un método basado
en matrices para establecer la estabilidad global del equilibrio libre de enfermedad
(EFE). La técnica parte de la descomposicién de las variables del modelo en dos
subconjuntos: aquellas que representan individuos susceptibles y no infectados, y
aquellas que corresponden a clases infecciosas. La dindmica de las segundas puede

expresarse en forma matricial como

t=(F—V)x,
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donde F es la matriz que describe la produccion de nuevos infectados y V' representa

las transiciones y salidas de las clases infecciosas.

El ntimero de reproduccién basico Ry se obtiene como el radio espectral de
la matriz FV 1. El resultado central establece que, si Ry < 1, entonces todas las
trayectorias del sistema convergen globalmente al ELE. Esto convierte al método
matricial en una herramienta robusta para justificar, de manera general, que la
condicion clasica Ry < 1 no sélo asegura estabilidad local, sino también global, en

ausencia de estructuras no lineales mas complejas.

Teorema 2.12.10 (Estabilidad global del ELE (Ej) - enfoque matricial de Shuai
& van den Driessche). Considérese (2.39) con region positivamente invariante y

acotada Q@ C RT*. Supéngase:
(H1) ¢(0,y) hace a “y” converger globalmente hacia yo (dindmica del sub-sistema
libre de infeccion globalmente asintéticamente estable en {x =0} ).

(H2) F(x,y) es mondétona en x y localmente Lipschitz; V' es M-matriz no singular

yV(z,y) — Vax es no negativa para x,y > 0.

(H3) La linealizacion en Ey satisface (2.40).
Entonces:
s 51 Ry < 1, el equilibrio libre de enfermedad Ey es globalmente asintotica-
mente estable en (2.
s 51 Ry > 1, Ey es inestable y existe al menos un equilibrio endémico en €.
Esbozo de prueba: Se usa el funcional de tipo Volterra L(z) = (w,V'z) con

w > 0 vector propio izquierdo de FV ' asociado a p(FV ™), junto con LaSalle; la
senal de L viene dictada por p(FV ') — 1. (Shuai y van den Driessche, 2013)

2.12.6. Estabilidad global del equilibrio endémico

El mismo trabajo, Shuai y van den Driessche (2013) proponen un enfoque dife-
rente para estudiar la estabilidad global del equilibrio endémico (EE), cuando éste
existe. En este caso, el método matricial resulta insuficiente, por lo que los autores
desarrollan una técnica basada en la construcciéon de una funcional de Lyapunov

asociada a la estructura de un grafo dirigido.
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La idea central consiste en representar las transiciones entre subpoblaciones
infecciosas mediante un grafo, cuyas aristas reflejan los flujos epidemiolégicos (por
ejemplo, progresiones, infecciones cruzadas o recaidas). A partir de esta estructura,
se definen funciones de Lyapunov que combinan términos logaritmicos y proporcio-
nales, disenadas para anularse en el equilibrio endémico. El derivado temporal de la
funcién resulta no positivo en toda la region factible del sistema, lo que garantiza la

estabilidad global del EE bajo hipétesis de irreducibilidad y positividad de las tasas.

Este método permite demostrar rigurosamente que, para ciertos modelos con
multiples clases infecciosas, el equilibrio endémico no sélo existe cuando Ry > 1, sino
que ademas es globalmente atractor, con lo cual se extiende la validez del analisis

mucho més alla de la estabilidad local.

Teorema 2.12.11 (Estabilidad global del equilibrio endémico - enfoque de gra-
fos/Lyapunov). Sea (2.39) con Q compacta e invariante. Supongase:

(G1) Rg > 1 y existe un equilibrio endémico E* € int ().

(G2) El grafo dirigido de transmision entre las m clases infecciosas es fuertemente

conexo (la matriz jacobiana J,(x,y) es Metzler irreducible en ).

(G3) Eziste una funcién de Lyapunov tipo suma de divergencias logaritmicas aco-

)

con pesos positivos a;,b;; > 0, tal que d <0 y el conjunto de invariancia
mdzima dentro de {® = 0} es {E*}.

pladas a las aristas del grafo,

m
. 22X
O(z) =3 a <z —z/— 2] log ) + > by (ZZJ =2z — %z log =
i=1 (i—3)

i—]

Entonces el equilibrio endémico E* es globalmente asintdéticamente estable en
Q.

Idea de la demostracion:

La estructura del grafo permite factorizar ® en sumas de términos del tipo
u ) uv* v . . .. . .
2—u—v+ 5+ 5~ — o <0,y se concluye con el principio de invarianza de

LaSalle. (Shuai y van den Driessche, 2013)

Observacién 2.12.7 (Notacién). En los enunciados 2.12.11 usamos a y b (en
lugar de a,b tradicionales) para no interferir con los pardmetros a,b de la fuerza de

infeccion ambiental del modelo perturbado.
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Las principales caracteristicas de ambos métodos, se resumen en la siguiente
Tabla:

Equilibrio Libre de Enfermedad Equilibrio Endémico
, .. R g . h
Método matricial Método gréafico/Lyapunov
t = (F -V Basado en teoria de grafos
- Aplica al equilibrio - Aplica al equi-
libre de enfermedad. librio endémico.
- Usa matrices F' - Construcciéon de fun-
(nuevas infecciones) cionales de Lyapunov
y V (transiciones). con estructura del grafo.
- Establece estabili- - Garantiza estabili-
dad global si Ry < 1. ) L dad global si Ry > 1.

Figura 2.34: Comparacién de los dos métodos de Shuai & van den Driessche
(2013) para demostrar estabilidad global.

2.13. Bifurcaciones en epidemiologia

En el contexto de modelos epidemiolégicos, las bifurcaciones ocurren cuando
un pardmetro critico (tipicamente el nimero reproductivo basico Ry) atraviesa un

valor umbral (como Ry = 1), cambiando cualitativamente la dindmica del sistema.

Previamente hemos definido que un sistema dindmico & = f(z,«) sufre una
bifurcacién en (z*, a*) si, al variar el pardmetro « en torno a a*, cambia la naturaleza

(nimero, estabilidad o tipo) de sus puntos de equilibrio o ciclos limite.

Un caso particularmente relevante es la bifurcacion transcritica:

= Si Ry < 1, el equilibrio libre de enfermedad Ej es estable y el equilibrio endémi-

€O no existe.

= Si Ry > 1, el equilibrio libre Ej se vuelve inestable y aparece un equilibrio

endémico estable E.

Este tipo de transicion, descrita por Castillo-Chavez y Song (2004), es tipica en

la dindmica de enfermedades infecciosas.
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2.13.1. Bifurcaciones forward y backward en epidemiologia

El analisis de umbrales epidemiol6gicos en modelos mateméaticos se ha consoli-
dado en torno al nimero reproductivo basico, Rg, que mide la capacidad de transmi-
sion de una enfermedad en una poblacién totalmente susceptible. Un estudio pionero
realizado por Van den Driessche y Watmough (2002) mostr6 que, en la mayoria de
modelos compartimentales clasicos, el equilibrio libre de enfermedad es estable si y
solo si Ry < 1, mientras que cuando Ry > 1 emerge un equilibrio endémico estable.
Este fenémeno corresponde a una bifurcacion hacia adelante (forward bifurcation),
donde el punto de equilibrio endémico aparece de manera continua al superar el

umbral.

No obstante, investigaciones posteriores evidenciaron que en modelos con me-
canismos mas complejos —como mortalidad inducida por la infeccion, reinfecciones
o progresion heterogénea de clases infecciosas— es posible observar una bifurcacion
hacia atrds (backward bifurcation). En este caso, incluso con Ry < 1 puede existir
un equilibrio endémico estable que coexista con el libre de enfermedad. Trabajos
como el de Dushoff et al. (1998), y més tarde Castillo-Chavez y Song (2004), de-
mostraron este comportamiento en modelos de enfermedades letales y tuberculosis,

respectivamente.

El significado epidemioldgico de la bifurcacion hacia atras es profundo: el va-
lor de Ry < 1 deja de ser una garantia absoluta de erradicaciéon. En consecuencia,
se requieren intervenciones adicionales o méas intensivas para desplazar la dindmica
hacia la eliminacién de la enfermedad, pues la multiestabilidad introduce la posibi-
lidad de que el sistema permanezca atrapado en un estado endémico estable. Este
comportamiento ha sido revisado y sistematizado en textos recientes, como el de

Martcheva (2015).

En conjunto, el tipo de bifurcacién determina si la condicion Ry < 1 es suficiente
o no para la erradicacién. La bifurcacién forward respalda la interpretacion clasica
del nimero de reproduccién basico como umbral epidemiologico, mientras que la
backward muestra que, en ciertos contextos, el umbral puede perder su caracter de

criterio tinico de control.

La teoria de bifurcaciones en sistemas epidémicos se formalizd en parte gracias
al trabajo de Castillo-Chavez y Song (2004), quienes adaptaron resultados generales
de la teoria de bifurcaciones a modelos de transmision de enfermedades. Su teore-
ma establece que, bajo hipotesis de regularidad, la dindmica alrededor del umbral

Ry = 1 puede reducirse a un sistema de dimensiéon uno en el que ocurre una bifur-
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cacién transcritica. El signo de ciertos coeficientes (que dependen de los pardmetros
del modelo y de los vectores propios izquierdo y derecho de la matriz de proxima
generacién) determina si la bifurcacién es hacia adelante (forward) o hacia atrés
(backward).

Teorema 2.13.1 (Teorema de Castillo-Chavez y Song (2004) para la bifurcacion
hacia adelante y hacia atras ). Considere un sistema general de ecuaciones diferen-

ciales ordinarias con un parametro ¢ y tal que:

‘Z:f(x,qs), f:R"xR —R" and f € C*(R" x R)

Si se asume que 0 es un equilibrio del sistema y que se tiene:

f(0,6) =0 Vo.

Adicionalmente se cumplen las siguientes dos condiciones:

» A1: A = D,f(0,0) = (%(O, O)) es la matriz de linealizacion del sistema
alrededor del equilibrio 0 con ¢ evaluada en 0. Ademds, 0 es un autovalor

simple de A y el resto de sus valores propios poseen parte real negativa.

w A2: La matriz A posee un valor propio derecho no-negativo w y un valor propio

izquierdo no-negativo v correspondientes al valor propio 0.

Sea f=(f1,...,[n) y sea fr la k-ésima componente de f, entonces definimos:
. < P [
a = kglvkw,wj D, (0,0),
0] =
R n a2fk:
b= VW, 0,0
g:l g &Eiagb( )

El comportamiento del sistema alrededor del equilibrio 0 esta enteramente determi-

nado por los pardmetros a y b.

1. Si&>0yl§>036tz’ene:

a) Cuando ¢ < 0 con |¢p| < 1 = 0 es localmente asintoticamente estable y

existe un equilibrio inestable positivo.

b) Cuando 0 < ¢ < 1 = 0 es inestable y existe un equilibrio negativo local

y asintoticamente estable.
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2. Sid<0yl§<086tz’ene:

a) Cuando ¢ <0 con |¢| < 1 =0 es inestable.

b) Cuando 0 < ¢ < 1 =0 es localmente asintéticamente estable y existe un

equilibrio positivo inestable.
3. Sia>0 ylA)<0 se tiene:

a) Cuando ¢ < 0 con |p| < 1 =0 es inestable y existe un equilibrio negativo

asintoticamente estable.

b) Cuando 0 < ¢ < 1 =0 es estable y aparece un equilibrio positivo inesta-
ble.

4. Sia<0y b > 0 entonces: Cuando ¢ cambia de negativo a positivo, 0 pasa de
ser estable a inestable. Asimismo, un equilibrio negativo inestable se convierte

en positivo y localmente asintoticamente estable.

En términos précticos, este teorema proporciona un criterio algoritmico para
clasificar el tipo de bifurcacion en un modelo epidémico dado. La importancia de
este resultado radica en que permite conectar el analisis local de estabilidad con la
posibilidad de multiestabilidad, ofreciendo una herramienta analitica para entender
el impacto de politicas de control cuando Ry se encuentra cercano a 1 (Castillo-
Chavez y Song, 2004).

Tabla 2.5: Comparacién entre bifurcaciéon forward y backward en epidemiologia
matematica.

Caracteristica ‘ Backward bifurcation ‘

‘ Forward bifurcation

Condicién de apari-
cion

El equilibrio endémico aparece
cuando Rg > 1.

Puede existir un equilibrio
endémico estable incluso con
Ro < 1.

Ntmero de equili-
brios

Unico equilibrio endémico es-
table para Ry > 1.

Posibles multiples equilibrios
endémicos (algunos estables,
otros inestables).

Estabilidad del
ELE (Equilibrio li-
bre de enfermedad)

Estable si Rg < 1, inestable si
:RO > 1.

Puede coexistir con equilibrios
endémicos estables aun cuando
IRO < 1.

Implicacién  epide-

Ro < 1 es condicién suficiente

Ro < 1 no garantiza erradi-

miologica para erradicar la enfermedad. | cacién; se requieren esfuerzos
adicionales de control.

Interpretacion Umbral epidemiolégico clasico; | Fenémeno de multiestabilidad;

dinamica transicién suave y continua. la dindmica depende del estado

inicial.
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Equilibrio endémico

Ro
:RO - 1
(a) Bifurcacién hacia adelante (forward).
Equilibrio endémico
\s RO

(b) Bifurcacién hacia atrds con ramas endémicas estables e
inestables.

Figura 2.35: Esquemas de bifurcaciones en el punto Ry = 1. En azul: equilibrio
libre de enfermedad (linea continua estable, discontinua inestable). En rojo: equi-
librios endémicos (continuos estables, discontinuos inestables).

2.13.2. Tipos de bifurcaciones hacia atras

En la presente seccion se presenta de forma resumida las ideas principales re-
lacionadas con los diferentes tipos de bifurcacién hacia atras (backward bifurcation)
que aparecen en el articulo de Song et al. (2013), titulado: “Different Types of Back-
ward Bifurcations Due to Density-Dependent Treatments”.

El modelo considerado es de tipo SIS con una tasa per—capita de tratamiento

dependiente de la densidad de infectados p(I):

ds ST
R W nI
dl ST
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El ntimero reproductivo basico se expresa como

_ 5
" ptd+p(0)

El articulo demuestra que para ciertas formas de p(I) la bifurcacién en Ry = 1 puede
ser hacia atras y toma tres formas cualitativamente distintas, que llamaremos tipo I,
ITy ITI. A continuacién se describe cada tipo, su interpretacién y el ejemplo numérico
usado en el articulo, junto con la figura correspondiente extraida del mismo (fuente

indicada).

2.13.2.1. Tipo I: coexistencia del equilibrio libre de enfermedad y endémi-

co estable

Significado. La bifurcacion es hacia atrds y da lugar a biestabilidad clasica:
para valores de Ry < 1 existe aiin un equilibrio endémico estable que coexiste con
el equilibrio libre de la enfermedad. Esto implica que reducir Ry por debajo de 1 no

garantiza la eliminacion inmediata de la enfermedad.

Modelo / ejemplo. Se usa la forma p(I) = ae™! (sistema (10) del articulo).
Parametros de ejemplo en la figura: A =1, ©=0.01, d=0.01, =02, y=02y

[ varia en el rango indicado en el articulo.

S50 -

40| .

20 -1

10k .

Figura 2.36: Diagrama de bifurcacién tipo I (modelo con p(I) = ae™7!). Fuente:
Song et al., 2013.
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Figura 2.37: Retrato de fase tipo I (sistemas (10) en el articulo). Fuente: Song
et al., 2013.

2.13.2.2. Tipo II: bifurcacién hacia atras sin bistabilidad (heteroclinic

cycle)

Significado. Aunque hay un backward bifurcation, el equilibrio libre de enfer-
medad puede ser globalmente estable. En el ejemplo aparece una érbita heteroclinica
entre un punto silla y el equilibrio libre, y dentro de esa orbita se localiza un equili-

brio inestable; no se observa bistabilidad en forma de dos atractores estables.

Modelo / ejemplo. Se usa p(I) = ay + aje ! (sistema (17)). Pardmetros
usados en la figura del articulo: § =4.5, A=1, pu=0.01, d=0.1, oy =5, ay =
0.3539, v = 0.09.
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Figura 2.38: Retrato de fase tipo II: heteroclinica que conecta el punto silla con
el equilibrio libre de enfermedad. Fuente: Song et al., 2013.

——————

0.7 0.6 0.9 1 1.1

Figura 2.39: Diagrama de bifurcacién tipo II (modelo (17)). Fuente: Song et al.,
2013.

2.13.2.3. Tipo III: coexistencia de equilibrio libre y ciclo limite estable

Significado. La bifurcacion hacia atras conduce a la coexistencia del equilibrio
libre y de un ciclo limite estable: la enfermedad puede persistir como oscilaciones

sostenidas incluso con Ry < 1.
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Modelo / ejemplo. Nuevamente se considera p(I) = as +aje™ 7! con pardme-
tros apropiados. En el articulo se muestran valores cercanos a; ~ 4.8113, as =

0.3539, v = 0.09 que dan lugar a un Hopf y a un ciclo limite estable.

7O -

1 1 1 1 L 1 1 1 1
10 20 30 40 50 B0 7O 80 a0 100

Figura 2.40: Coexistencia de equilibrio libre de enfermedad y ciclo limite (tipo
III) para el sistema (17). Fuente: Song et al., 2013.

100 .-

Figura 2.41: Diagrama de bifurcacion tipo III: Equilibrios endémicos inestables
y ciclo limite. Fuente: Song et al., 2013.

La forma funcional de la tasa de tratamiento p(I) tiene un impacto esencial en
la dindmica epidémica. Dependiendo de dicha forma se obtienen escenarios de bista-

bilidad, estabilidad global del estado libre de enfermedad o persistencia oscilatoria.
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Estas distinciones son relevantes para disenar estrategias de control y entender por
qué, en ocasiones, reducir Ry por debajo de 1 no basta para erradicar una enferme-
dad.

Nota sobre derechos de autor: Las figuras incluidas provienen del articulo ori-

ginal y se reproducen aqui Unicamente con fines académicos y de analisis; en las

leyendas se ha indicado la fuente original (Song et al., 2013).

2.14. MAquina de soporte vectorial (Support Vec-
tor Machine: SVM)

2.14.1. Definiciéon y contexto histérico

El método de Maquinas de Soporte Vectorial (SVM, por sus siglas en inglés:
Support Vector Machine) fue introducido en los afios noventa como una técnica
robusta para clasificacién supervisada (Cortes y Vapnik, 1995). Este método de
aprendizaje supervisado fue propuesto inicialmente por Vapnik y sus colegas en la
década de 1990 (Vapnik, 1995) y formalizada en introducciones modernas como la
de Cristianini y Shawe-Taylor (Cristianini y Shawe-Taylor, 2000). Su propésito es
encontrar un hiperplano que separe de manera 6ptima dos clases dentro de un espacio
de caracteristicas, maximizando el margen entre los datos de cada clase. A diferencia
de métodos anteriores, el SVM introduce una formulaciéon basada en optimizacion
convexa y en la nocién de vectores de soporte, lo que le confiere robustez y capacidad

de generalizacion.

2.14.2. Idea geométrica

De manera intuitiva, el SVM busca el hiperplano de separaciéon con mayor
margen. Dado un conjunto de datos {(wz;, )}, con z; € R? y etiquetas y; €

{—1,1}, el hiperplano se describe como:
wlz +b=0,

donde w es el vector normal y b el sesgo. Los ejemplos mas cercanos a la frontera se

denominan vectores de soporte, y determinan de manera directa la solucién 6ptima.
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2.14.3. Formulacién matematica y optimizacion

El objetivo principal de las Maquinas de Sporte Vectorial (SVM) es encontrar
un hiperplano que separe de manera 6ptima dos clases linealmente separables en un
espacio de caracteristicas. Sea el conjunto de entrenamiento con n datos (o nimero

de observaciones) y d caracteristicas (dimensiones de cada vector)

{(@i,yi)tim, @€ Rda yi € {—1,+1}.

El hiperplano separador se define como
w-x+b=0,

donde w € R? es el vector normal (o perpendicular) al hiperplano, y determina su
orientacion en el espacio de caracteristicas, mientras que b € R es el término de

sesgo (bias), el cual desplaza el hiperplano respecto al origen.

Geométricamente, el vector w indica la direcciéon ortogonal a la frontera de
decision, y el valor de b controla la posicion del hiperplano. De esta manera, distintos

valores de (w, b) producen diferentes fronteras de separacién entre las clases.

Para maximizar el margen entre las dos clases, se plantea el siguiente problema

de optimizacién cuadratica:

P ST
min o flw] (2.41)
sa. y(wlz;+b)>1, i=1,...,n (2.42)

Este es un problema de optimizacién convexa con restricciones lineales. Usando

multiplicadores de Lagrange «; > 0, la funcion lagrangiana es:

1 n
L(w, b, a) = §||w||2 - {yz‘(wT% +b) — 1] :

=1

Las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) permiten derivar el problema
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dual:

i n 1 n n
méx Z o — 5 Z Z ;oYY (X, ) (2.43)
i—1 i=1 j—=1
s.a. Zaiyi =0, (2.44)
i—1
a; >0, i=1,...,n. (2.45)

La solucién depende solo de los vectores de soporte (aquellos con «; > 0). Los
parametros «; indican la importancia de cada observacion. Los vectores de soporte

corresponden a aquellos x; para los que «; > 0.

La funcion de decision final es

f(z) = sign (i iz, ) + b) :

=1

Ejemplo 2.14.1 (Ejemplo ilustrativo de una Maquina de Soporte Vectorial (SVM)).
Consideremos un conjunto de 40 datos bidimensionales (n = 40) generado de mane-
ra artificial. Los datos se construyen a partir de dos distribuciones normales centra-
das en regiones distintas del plano: la clase negativa y = —1 se concentra alrededor
del punto (—2,—2), mientras que la clase positiva y = +1 se ubica alrededor del

punto (2,2). De esta forma, el conjunto de entrenamiento se define como

Una SVM lineal busca el hiperplano separador de la forma
w-r+b=0,

que maximiza el margen entre ambas clases, sujeto a las restricciones de separabili-
dad
yi(w-z; +b) >1, i=1,...,40.
Este problema equivale a resolver
A ST
min ],

lo cual garantiza que el hiperplano elegido es el de maximo margen. Los puntos de
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entrenamiento que satisfacen la igualdad
yi(w-x; +b) =1

son denominados vectores de soporte, ya que determinan de manera exclusiva la

posicion y orientacion de la frontera de decision.

El algoritmo de entrenamiento empleado en la libreria scikit-1learn utiliza la

formulacion dual basada en multiplicadores de Lagrange:

40 1 40 40
roéné%( Z oy — 3 Z Z QGO Y <5Ui, ~’Uj>>
= =1 i=1 j=1

y la funcion de decision final se expresa como

f(z) = sign (fj gy, @) + b) .

=1

En este ejemplo, se ajusto una SVM lineal con pardmetro de regularizacion C' =
1.0. La Figura 2.42 muestra el resultado: los puntos rojos y azules corresponden a las
dos clases, la linea negra representa el hiperplano separador, las lineas discontinuas
rojas y azules marcan los mdrgenes, y los circulos resaltados indican los vectores de

soporte seleccionados por el modelo.
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Maquina de Vectores de Soporte (SVM)
N

\ \ QO Vectores de soporte

Figura 2.42: Ejemplo de una Mdaquina de Soporte Vectorial (SVM) lineal en
un conjunto de datos bidimensional. La frontera de decisiéon (linea negra) separa
las dos clases, maximizando el margen. Los vectores de soporte (marcados con
circulos) son los puntos mdas cercanos a la frontera, y determinan de manera
exclusiva la posiciéon de la misma.

2.14.4. Kernels

Una de las extensiones mas influyentes fue la introduccién de funciones kernel,
que permiten proyectar los datos a espacios de mayor dimensién donde la separaciéon
lineal es factible (Scholkopf y Smola, 2002).

En problemas no lineales, los datos pueden no ser separables en el espacio

original. Para superar esto, SVM introduce funciones kernel,

K(xi,75) = (p(x:), d(x5)),

que permiten mapear los datos a un espacio de mayor dimension:

f(x) = sign (Zn: oy K (x;, ) + b) :

i=1
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Ejemplos comunes son: kernel lineal K(z;,2;) = z]x;, kernel polinomial, y

kernel gaussiano o kernel de base radial (RBF).

2.14.4.1. Kernel Gaussiano o de Base Radial (RBF)

El kernel Gaussiano, también denominado kernel de base radial (RBF), es el

mas utilizado y se define como
K($a ZL‘/) = eXp <_F ||ZE - $/||2) )

donde I' > 0 es un parametro de escala que controla la anchura de la funcion

gaussiana.

Este kernel mide la similitud entre dos puntos: valores cercanos a 1 indican que
x y x' estan proximos en el espacio de entrada, mientras que valores cercanos a 0
reflejan lejania. De forma implicita, el uso de este kernel equivale a proyectar los
datos a un espacio de dimension infinita, en el cual la separacion lineal es posible
(Cortes y Vapnik, 1995; Scholkopf y Smola, 2002).

Espacio RKHS y su relacion con Random Fourier Features

Un espacio de Hilbert con ntcleo reproductor (RKHS, por sus siglas en
inglés Reproducing Kernel Hilbert Space) es un espacio de Hilbert (Un espacio de
Hilbert es un espacio vectorial con producto interno, que puede ser de dimension
finita o infinita) de funciones en el cual cada punto se evalia mediante un producto

interno definido por un kernel.

Definicién 2.14.1 (Definicién de RKHS). Sea X' un conjunto no vacio y k : X X
X — R un kernel definido positivo. Si es que existe un espacio de Hilbert H y un
mapeo ¢ : X — H tal que:

k(z,y) = (0(2), o(W)n, Yo,y e X

El espacio H se denomina Reproducing Kernel Hilbert Space (RKHS) asociado a k.

En el caso del kernel gaussiano o RBF"

k(z,y) = exp <—Hx_yH2> ,

202
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el mapeo ¢(z) vive en un espacio de dimensién infinita. Esto garantiza que los datos
puedan ser linealmente separables en dicho espacio, atiin si no lo son en el espacio

original.

Teorema de Bochner

El fundamento matematico para aproximar kernels traslacionales proviene del

Teorema de Bochner (Bochner, 1959), el cual establece que:

Un kernel continuo y traslacionalmente invariante k(z — 2’) en R? es
definido positivo si y sélo si es la transformada de Fourier de una medida
de probabilidad positiva p (Bochner, 1959).

Es decir,
o iwT (z—az')
k(x —2') = /Rde du(w).

Aproximacion mediante Random Fourier Features

El kernel RBF es traslacionalmente invariante y, de acuerdo con el Teorema de
Bochner, puede representarse como la transformada de Fourier de una medida de
probabilidad. Rahimi y Recht (2007) aprovecharon este hecho para construir una
aproximaciéon explicita de dimension finita mediante las Random Fourier Features
(RFF por sus siglas en inglés, que permiten construir una proyeccion finita y explicita

que aproxima kernels como el RBF).

La idea consiste en muestrear frecuencias w; ~ p y fases aleatorias b; ~

Unif (0, 27) para construir el mapeo

z(z) = \/% [cos(wlTx +b1), ..., COS(WLTDQU + bD)}’

z(x) = \/% cos(Wz +b),

donde W € RP*4 contiene vectores muestreados de una distribucién gaussiana y

b € [0,27]P son fases aleatorias.

De esta forma, el producto interno en el espacio RFF aproxima al producto
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interno en el RKHS:
k(z,y) ~ 2(x) " 2(y).

En este marco, entrenar un clasificador lineal sobre z(z) equivale a entrenar un
clasificador con kernel aproximado en el RKHS. Aunque la aproximacion mejora al
aumentar D, incluso para valores pequenos (p.ej., D = 3) se puede visualizar de

forma intuitiva como el kernel hace separable un problema no lineal.

Interpretaciéon en la visualizacién

En el RKHS original, el clasificador lineal de SVM corresponde a un hiperplano
en un espacio de dimensién infinita. Al usar Random Fourier Features, se obtiene una
version aproximada y finita de ese espacio, lo que permite representar el hiperplano
en un espacio reducido y visualizar cémo el kernel hace separable un problema no

lineal.

Espacio original R? RKHS (dimensién infinita) Espacio RFF (D finito)

0
|
1
[ ] 1
° o! o
° 1
¢ kernel RBF aprox. RFF |® ' @
e T - !
1
[ ]
° o ' o
e o e | o
1
1
1
- 1

Figura 2.43: Esquema conceptual del uso de kernels: los datos no linealmente se-
parables en el espacio original R? se hacen separables al mapearlos a un RKHS de
dimension infinita. Mediante Random Fourier Features (Rahimi & Recht, 2007),
se construye una aproximacién explicita y finita (D dimensiones), donde el clasi-
ficador lineal corresponde a un hiperplano.

Ejemplo 2.14.2. Consideremos dos clases de datos en R? que no son linealmente
separables en el plano. La aplicacion del kernel RBF equivale a mapear estos puntos
a un espacio de mayor dimension (en la prdctica, dimension infinita), pero podemos

visualizar la idea representando un mapeo implicito hacia tres dimensiones:

¢ :R* — R? oz, 12) = (:vl, To, eXp( —y(z? + x%)))

En este espacio aumentado, los puntos se distribuyen sobre una superficie curva,

permitiendo que un hiperplano los separe de manera lineal.
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Datos originales en 2D (no separables linealmente) Proyeccion RFF a 3D (aprox. kernel RBF) y el hiperplano lineal

15 o ° o ® Clase 0 (interior) e Clase0
L] ° ® Clase 1 (exterior) e Clasel
°
o .
.
1.0 °
]
.
.
.
0.5 00000, °
. d L)
K )
° ° .
° e %
0.0 4 ° °
°
° s $
., A L4
. o o°
-05 ®eoo0® J
)
°
.
.
-1.0 °
.
.
. ]
o .
. .
-15 o o

-2.0 -15 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

Figura 2.44: Visualizacién del efecto del kernel Gaussiano (RBF) mediante una
aproximacién con Random Fourier Features (RFF). En el panel izquierdo se mues-
tran los datos originales en R?: un conjunto con un anillo exterior (clase 1) y un
circulo interior (clase 0), que no son separables por un hiperplano en 2D. En
el panel derecho se representa la proyeccién aproximada de los mismos datos a
R3 utilizando RFF (tres componentes), sobre la cual se ajusté un clasificador li-
neal. La superficie verde corresponde al hiperplano lineal estimado en el espacio
proyectado; en este espacio aproximado las clases resultan separables por dicho
hiperplano, ilustrando la intuiciéon subyacente al uso de kernels en SVM.

En este ejemplo, notamos que:

s Random Fourier Features proporciona una aproximacion explicita y finita del

kernel RBF, lo cual facilita la visualizacion.

» La representacion usada aqui es aproximada (con D = 3 componentes) y sirve
para intuir como el kernel hace separable el problema; en aplicaciones reales

se usan mds dimensiones (D grande) para mayor precision.

» La superficie verde que se dibuja es el hiperplano en el espacio RFF; en el
RKHS original la separacion es por un hiperplano lineal en un espacio de

dimension infinita, y la RFF aprozima esa idea.

2.14.5. Otros clasificadores para comparacion

2.14.5.1. Regresion logistica
La regresion logistica es un modelo estadistico ampliamente utilizado en clasi-

ficacion binaria. Su fundamento es probabilistico: estima la probabilidad de perte-

nencia a una clase en funcién de las variables predictoras. Dado un vector x € R,
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la probabilidad de que y = 1 esta dada por:

1

Ply=1lz) = = [~(wTz +b)]

La estimacion de parametros se realiza mediante el principio de maxima verosimili-
tud:

N n

0 = arg mgmx H P(yz‘|$z‘; 9),

i=1
donde 6 = (w, b). Su interpretacién probabilistica la convierte en un modelo trans-

parente y sencillo, aunque puede tener limitaciones en problemas no lineales.

2.14.5.2. Arboles de decisién

Los arboles de decision dividen recursivamente el espacio de atributos en re-
giones homogéneas en términos de la clase. Cada nodo del drbol corresponde a una
pregunta del tipo “;z; < ¢?”. La seleccién de la variable x; y el umbral ¢ se realiza

con base en medidas de impureza como el indice de Gini:

K
k=1

donde py; es la proporcion de muestras de la clase k en el nodo ¢. El entrenamiento
consiste en minimizar la impureza promedio de los nodos hijos después de cada
divisién. Su ventaja principal es la interpretabilidad, aunque puede ser propenso al

sobreajuste.

2.14.5.3. Support Vector Machine (resumido)

El SVM busca un hiperplano de separacion que maximice el margen entre clases.

El problema primal puede escribirse como:

1
min f||w||2
w,b 2

sa. yi(wlz; +b) > 1.

Su formulacion dual, dependiente solo de los productos internos, permite la extension

a problemas no lineales mediante kernels.
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2.14.5.4. Comparacion de métodos

Podemos resumir las principales diferencias de los métodos mencionados:

Método Ventajas Limitaciones

Regresion - Interpretacion  proba- | - Puede fallar en problemas

logistica bilistica clara. no lineales sin transforma-
- Estimacion sencilla con | ciones de variables.
maxima verosimilitud. - Sensible a la multicolinea-

lidad.
Arboles de deci- | - Alta interpretabilidad. - Propensos al sobreajuste.
sién - Captura interacciones no | - Inestables ante pequenas

lineales y no requiere su- | variaciones de los datos.
puestos de distribucién.

Support Vector | - Gran capacidad de genera- | - Requiere ajuste cuidadoso
Machine lizacién. de pardametros (ej. C, 7).
- Manejo de problemas no li- | - Menor interpretabilidad
neales con kernels. en comparacion con regre-

sion logistica o arboles.

Tabla 2.6: Comparacién de clasificadores tradicionales.

Clasificacién en dataset 'moons'

Regresion logistica (lineal) Arbol de decisién i 3) SVM con kernel RBF

10 10 10 oS ::‘..‘a
oo ® 2 Y. ® 00 %% 0 ®
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eg°° ° Boo -03"0.0 o eg°°
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Clasificacién en dataset 'circles'

Regresion logistica (lineal) Arbol de decision i 3) SVM con kernel RBF
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Figura 2.45: Comparacién de las fronteras de decisién obtenidas por tres clasi-
ficadores tradicionales: (izquierda) regresion logistica, (centro) drbol de decisién
y (derecha) maquina de soporte vectorial utilizando un kernel RBF(SVM). Se
observa que la regresiéon logistica genera una frontera lineal al estimar probabi-
lidades; el arbol de decision produce fronteras escalonadas basadas en divisiones
recursivas; mientras que SVM busca el hiperplano que maximiza el margen entre
clases.!

Los ejemplos de clasificacién se implementaron en Python 3.12 utilizando la biblioteca scikit-
learn (Pedregosa et al., 2011), especificamente el submdédulo sklearn.datasets, que incluye funciones
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El SVM constituye una herramienta sélida para clasificacién, particularmente
util en contextos médicos como la prediccion de severidad de COVID-19. Su funda-

mento geométrico y algebraico le otorgan interpretabilidad y rigor matematico.

generadoras de datos sintéticos de uso libre.

s La funcién make_classification produce conjuntos de datos bidimensionales linealmente
separables con ruido controlado.

= La funcién make_moons genera un dataset sintético con dos clases en forma de media luna.

= La funcién make_circles construye circulos concéntricos de dos clases.

Estos datasets son artificiales y reproducibles; se emplean ampliamente en la literatura para fines
de demostracién y comparacién de algoritmos de clasificacién, sin implicar restricciones de derechos
de autor.
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Capitulo 3

Modelo matematico basico

3.1. Hipoétesis y descripcion del modelo

El modelo propuesto es una extension del modelo matematico previamente es-
tudiado en Pesantes-Grados y Loépez-Cruz (2021), el cual consta de las mismas
hipotesis que se detallan a continuacion, pero con la variante que se agrega un
nuevo compartimento de infectados que representa a los infectados severos (I3). A

continuacion se detallan dichas hipdtesis:

» Este modelo considera poblaciones homogéneas (es decir, que cada individuo
tiene la misma probabilidad de infectarse) y dindmica vital, i.e., un flujo de
entrada de nuevos individuos susceptibles y muerte natural. Donde la enferme-
dad transcurre a través del contagio o “contacto” entre individuos infecciosos
(1;,Vi =1,2,3; A) con susceptibles (5), luego de la transmisién se produce un
estado de latencia (L) donde los individuos estén infectados pero no pueden
propagar la enfermedad. Posteriormente, los latentes se convierten en infeccio-
sos (con probabilidades pi, p2, p3, 1 — p1 — p2 — p3), para lo cual se estratifica a
la poblacién de los infectados sin sintomas (asintomaticos, A) o con sintomato-
logia en tres compartimentos: I; que son los infectados con sintomas leves, I,
infectados con sintomas moderados, I3 infectados son sintomas severos y criti-
cos. Posteriormente, estos individuos pueden morir por la enfermedad (M) o

recuperarse (R).

= Los tres estados de individuos infecciosos sintomaticos pueden propagar la
enfermedad con igual intensidad. Mientras que los individuos asintométicos

(A) también pueden transmitir la enfermedad, pero de forma atenuada, con
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una tasa de atenuacion &£, estos individuos se recuperan y no fallecen a causa

de la enfermedad.

» Los factores exdgenos considerados son la inmunizacion total a través de vacu-
nacion y tratamiento farmacologico. Una persona infectada sintomatica puede
revertir a un estado previo de menos gravedad por la accién de un tratamiento
sintomatolégico (medicamentos y/o cuidados paliativos), y lo realiza con una
tasa de reversion e, que es el inverso de dias necesarios para que los sintomas
disminuyan de gravedad. Por otro lado, la inmunizacién se lleva a cabo con

una tasa de vacunacién v.

= Se consideran tasas de transmision, atenuacién y remocién constantes, ademés
las tasas de recuperacién v son similares para cada poblacion en contraste,
las tasas muerte por la enfermedad w;,Vi = 1,2,3, son diferentes, en cada

compartimento de infectados sintomatologicos.

= La poblacién total (N (¢)) en cualquier instante de tiempo estd dada por la
siguiente expresion: N (¢) =S (¢)+ L (t)+ 1, (t) + L (t)+ 13 (t) + A(t) + R (t),
donde S (t) es la poblacion de susceptibles, L (¢) es la poblacién de latentes,
A (t) es la poblacién de asintométicos y R (t) es la poblacién de recuperados,

en cualquier instante de tiempo ¢.

Considerando la incidencia como ® (I) S, y la fuerza de la infeccién viene dada por:
(M) =p(L+L+I+EA), I=(I;hil;A), @:Ry - R,

ademas se considera un vector que agrupa a todos los parametros del modelo como:

@ = (A7 B? ga v,u,n,p1,pP2,P3,€1,€2, 517 527 Y, W1, Wa, WS) S R:_l: (31)
Donde:
» S(t) = S, representa la poblaciéon de individuos susceptibles dentro de la

poblacién en un instante de tiempo ¢.

» L(t) = L, representa la poblacién de individuos latentes, es decir, infectados

pero no infecciosos dentro de la poblacion en un instante de tiempo ¢.

» [,(t) = I, representa la poblacién de individuos infecciosos con sintomas leves

dentro de la poblacién en un instante de tiempo .

» [5(t) = I, representa la poblacién de individuos infecciosos con sintomas mo-

derados dentro de la poblacién en un instante de tiempo t.
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I3(t) = I3, representa la poblacién de individuos infecciosos con sintomas se-

veros y criticos dentro de la poblacion en un instante de tiempo t.

A(t) = A, representa la poblacién de individuos infecciosos y asintomaticas

dentro de la poblacion en un instante de tiempo t.

R(t) = R, representa la poblacién de individuos recuperados dentro de la

poblacién en un instante de tiempo t.

M (t) = M, representa la poblacion de individuos muertos debido a la enfer-

medad dentro de la poblacién por instante de tiempo ¢.

N(t) = N, representa la poblacién total de individuos vivos del sistema. Por

lo cual es la suma de todos los compartimentos excepto M.

A, representa la tasa de nuevos nacimientos.

(i, representa la tasa de mortalidad natural independiente de la enfermedad.
B, representa la tasa de transmision o contagio constante.

£,0 < ¢ < 1, es la tasa de atenuacion de la transmision para las personas

asintomaticas.

1, es la tasa de transicion de latente a infectado sintomatico o asintomatico.

%, es el tiempo promedio que demora un individuo latente en convertirse en

infectado (sintomaéticos o asintomaticos).

pi, Vi =1,2,3, es la proporciéon o probabilidad de que la poblacion de latentes

se convierte en uno de los posibles estados de infecciosos sintomaticos.

Mientras que 1 — >, p;, Vi = 1,2,3 es probabilidad de que una proporcién

de la poblacién de latentes se pase al estado de infeccioso sintomatico.

0;,Vi = 1,2, es la tasa de transicién entre los distintos niveles de infectados

sintomaticos.

%,Vi = 1,2, es el tiempo promedio que demora un individuo sintomatico en
7

agravar sus sintomas.

g, Vi = 1,2, es la tasa de reversiéon de sintomas entre los distintos niveles de

infectados sintoméaticos.
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] E%_,Vi = 1,2, es el tiempo promedio que demora un individuo sintomatico
en revertir sus sintomas. Este tiempo se considera como el periodo necesario
para que el tratamiento disminuya los sintomas del paciente y pueda transitar
a un compartimento de menor gravedad, desde el momento que toma algin
medicamento. Bajo la hipdtesis del tratamiento sintoméatico, la medicina o
agente terapéutico puede ser farmacolégico (antiinflamatorios, anti-gripales,

anti-virales, etc.) o de origen biolégico (por ejemplo anticuerpos monoclonales).

= 7, es la tasa de recuperacion de la infeccion para los infectados (sintoméaticos

y asintomédticos).

] %, es el tiempo promedio que demora un individuo infectado (sintométicos y

asintoméaticos) en recuperarse.

s w;, Vi = 1,2,3, es la tasa de letalidad de la infeccién para los infectados sin-
tomaticos. La tasa de letalidad considera la muerte por enfermedad en propor-
cion de la cantidad de enfermos por dia. Mientras que una tasa de mortalidad
en general, consideraria la muerte por enfermedad en proporcién a la cantidad

total de la poblacion por dia.

] i,Vi = 1,2,3, es el tiempo promedio que demora un individuo infectado

sintoméaticos en fallecer.

= 1, es la tasa de vacunacién. Mide la velocidad de vacunacion promedio, es
decir, cuantifica la proporcién de personas vacunadas con respecto al tamano
total de la poblacion por dia. Por ejemplo, si es posible vacunar 1000 personas
por dia de una poblacion de 10 000 personas, entonces la tasa de vacunacion
es 0.1, y en el mododelo significa que 10 % de la poblacién de susceptibles es

vacunada por dia.

El diagrama de flujo del modelo es el siguiente:
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Figura 3.1: Diagrama de flujo del modelo SLITTARM

3.2. Modelo SLITTARM

Considerando todas las hipdtesis antes mencionadas y la dindmica de las enfer-
medades, ésta puede ser descrita por un sistema de ecuaciones diferenciales ordina-

rias con condiciones iniciales:
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as _
dt
aL _
dt
dI,

pr =pinL +eily — 011y — I — widy — ply,

A=d()S—(+p)sS,

O (I)S —nL — L,

dt

dl.
ditg = psnL + dols — o1y — yI3 — w3ls — pls,

dA
ar (1 —p1 —p2—ps)nL —vA — pA,

dR
— =vh+vL+vI3+vA+vS — R,

dt
dM
— =wil) + waly +wsls,
dt
O € RY

dl.
—= =ponL + 0111 + 913 — (61 + 0o + 7 + wo + ) I,

R(0)=Ry>0
M(0) = My >0

(3.2i)

Donde © es el vector de pardmetros previamente definido en (3.1) y considerando

lo siguiente:

E1 =€&9=¢

Asimismo, factorizando variables y reemplazando

OI) =p(L+ 1L+ 15+ EA)

y desacoplando la ecuacion diferencial ordinaria del compartimento de muerte por

la enfermedad, debido a que su dindmica queda determinada por el comportamiento

de las clases de infectados sintomaticos:

dM

—_— = wlll +w212 +CU313,M(0) = M(O) Z 0

dt

se puede reescribir el sistema:
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D A B4 LA T4 EA)S — (4 ) S, S(0)=S0>0 (33a)
CZ:B(11+I2+13+§A)S—(U+M)L L(0) =Ly >0 (3.3b)
Ciz]tl =piL+ely— (6 +y+w +p) L, L,(0)=1,>0 (3.3c)
05; gL+ L b el — (E 46ty twat W) L L(0) =L, >0 (3.3)
Oillt3 =psnL + 01y — (e + v +ws +p) I3, I3(0) = I3, > 0 (3.3¢)
szz(l—pl—pa—ps)nL—(7+u)A, A(0) = Ay >0 (3.3f)
C;ff:ﬂlﬂfﬁﬂgﬂfst_w, R(0)=Ry >0 (3.3g)

(A, B.&, v, 1,1, D1, P2, D3, €, 6,7, Wi, wa, w3) € RY (3.3h)

La poblacién total para el sistema (3.3) en el instante ¢ se considera:
S+L+L+L+I3+A+R=N,

donde N = N (t) representa a la poblacién total en el instante ¢. De lo cual

AN _ds _ dL  dl_ dl, dl; A dR
dt dt dt  dt  dt  dt  dt @ dt

Asimismo, sumando las ecuaciones del sistema (3.3), se obtiene

dN
E =A- /LN — (w1]1 -+ CUQIQ + w3]3) . (34)

3.3. Propiedades cualitativas basicas

3.3.1. Existencia y unicidad
Teorema 3.3.1. El sistema (3.3) con condiciones iniciales S (0) = Sp, L(0) =

Lo, 1, (0) = I, I (0) = Iy, I5(0) = I3,, A(0) = Ay, R(0) = Ry no negativas, posee

soluciones unicas S, L, I, I, I3, A, R : |0, 00)7 — [0, 00)7 en el intervalo t € [0, c0).
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Demostracién.

A partir del sistema (3.3), se definen:

() =A—B(L+L+I+EA)S — (v+p)S,
Fy(z) =B+ L+ 13+8A)S —(n+p) L,
Fs(x) =pinL+ely — (6 + v + w1 + p) I,
Fy(x) =pmL+ 611 +els— (e + 0+ 7+ we + p) I,
F5 (2) = psnL + 01, — (e + v + w3 + ) I,
Fs(x)=(1—p1—p2—p3)nL — (v + p) A,

Fr(x) =L+l + I3+ yA+vS — uR,

donde = = (S, L, I, I5, I3, A, R). Obsérvese que cada componente F;, i = 1,...,7,
estd dada por combinaciones polinomiales de las variables de estado. En consecuen-
cia,

F=(F,...,F) € C™R",

y por tanto F es localmente Lipschitz continua en R7. Por otro lado, para todo
x € OR”, es decir, sobre la frontera del ortante positivo (El ortante positivo (o
hiperoctante positivo) es la regién en un sistema de coordenadas n-dimensional
donde todas las coordenadas (x1, za, ..., x,) son no negativas (> 0)), se verifica que

cada componente del campo vectorial satisface
r,=0 = Fz)>0, i=1,...,7.

En efecto, cuando alguna variable de estado se anula y las restantes permanecen
no negativas, los términos correspondientes de producciéon o transferencia garan-
tizan que la componente asociada del sistema no apunta hacia fuera de Rl- Por

consiguiente, el ortante positivo RZF es positivamente invariante.

Por consiguiente, cumpliéndose los requerimientos del Teorema A.4 presentado
en el apéndice A de Thieme (2003), para cada zo = (So, Lo, [1,, L2, I3,, Ao, Ro) €
R7 = [0, 00)’, existe una solucién tnica del sistema 2/ = F (z),z (0) = x0, con
valores en Rl, que esta definida en algun intervalo t € [0,b) con b > 0. Mdas atn, si
b es finito, esto es b < oo, entonces

limsup [S(¢) + L(t)+ I (t) + Lo (t) + I3 (t) + A(t) + R (t)] = oc.

t—b

Suponer que b < coy como N (t) =S (t)+ L (t)+ 1, () + 1 (t)+ 13 (t)+A(t)+R (1),
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entonces sumando las ecuaciones del sistema (3.3), se obtiene
N=S+L+L+L++A+R =A—uN — (wi]1 +wals + wsl3)

en consecuencia
dN
<

dt =

resolviendo la inecuacion diferencial, se tiene que

A

N(t) < N(0)er, te]0,b),

por lo tanto N (t) = X7_, z; (t) estd acotado, lo cual es una contradiccién con la
asuncion de b < oo del teorema A.4 en Thieme (2003), por lo tanto b = co. Entonces

se puede concluir que las soluciones tinicas existen en ]1%7+ para t € [0,00) .

3.3.2. Positividad

Teorema 3.3.2. La solucion del sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias

(3.3), con condiciones iniciales no negativas

permanece no negativa para todo t > 0, es decir,

(S(t), L(t), I (t), I»(t), Is(t), A(t), R(t)) € R”, vt > 0.

Demostracion.
Para cada uno de los siguientes casos, seguiremos la estrategia general de obtener
una inecuaciéon diferencial que nos sirva para acotar inferiormente cada una de las

funciones, y las resolveremos utilizando el método de separacion de variables:

» Positividad de S (t): A partir de la ecuacion (3.3a) tenemos que sin pérdida

de generalidad es posible acotar la expresion mediante:

dsS

& = A-B(hi+ b+ +EA)S—(v+p)S
dsS

0 > —[B(L+L+I3+8§A)+v+puS
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15 (r)
0o 50" 7 ~ [0 + L) + I (1) + €A@) + v+ pldr
S (t) —nS(0) > _/ D4 Ly () 4 Iy (1) + EA (7)) + v+ ] dr

InS(t) > InS(0
/Ot[ﬁ(h(T)—f—fQ(T)+13(T)+§A(7-))+V+M]d7_

5@ 2 SO ep{~ [BE)+hE)+ 1) +EAw)

v

+v + dT}

Por lo tanto

ademaés

S(t) >0, VS (0) >0

» Positividad de L (¢): Resolviendo la inecuacion diferencial a partir de la ecua-
cién (3.3b)

dL
o = B(L+L+13+EA)S—(n+p L
dL
= > _
7 = —t+p)l
tL’(T) t
> _
; L(T)dT > 0(7]+M)d7’
InL(t)—InL0) > —(n+ut
InL(t) > ImL(0)—(n+u)t
L(t) > L(0)e (t#
Por lo tanto
L(t) >0, VL(0)>0
ademaés
L(t) >0, VL (0) >0

» Positividad de I (¢): Resolviendo la inecuacion diferencial a partir de la ecua-
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ci6én (3.3c)

dh
dt
dh
dt
¢ t
1<T>d7 > —/(’y+u+§+w1)d7
o I (1) 0
111[1(t>-11’l[1(0) —(’y—i—u—i—é—i—wl)t

In 7 (¢) InlL(0)—(y+pu+0+w)t
Il (t) Il (O) 6_(7+“+6+w1)t

= pmL+el, —(y+p+d+w)h

v

—(v+p+o+w)h

AVARRAY,

v

Por lo tanto
I (t) >0, VI, (0) >0

ademas

L (t) >0, VI, (0) > 0

» Siguiendo el mismo esquema metodologico es posible demostrar la positividad

del resto de variables.

3.3.3. Acotacion

Teorema 3.3.3. La region factible invariante del sistema de ecuaciones diferenciales

}

(3.3), es una region no negativa definida como:

0= {(5(0.L0) 1), 20 10, A (). R() RN () <

==

donde N (t) =S () + L)+ L (t)+ L(t)+ I3(t) +A(t)+ R(t).

Demostracién.

De la (3.4), tenemos que:

dN
E =A- /LN — (w1[1 —|—w212 -+ w3[3)
de lo cual se sigue que:
dN
— < A—uN
a =" F
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resolviendo la inecuacion diferencial de primer orden:

dN
— N <A
It + pN <
obtenemos que
A
N({)<—+Ke™
1
Por otro lado, cuando
A
lim N (t) < —
t—ro0 ol

3.4. Analisis de Estabilidad

3.4.1. Calculo del punto de equilibrio libre de infeccién

Lema 3.4.1. El sistema dindmico formalizado en (3.3), siempre posee un punto de

equilibrio libre de infeccion, dado por Eg = (%ﬂ, 0,0,0,0,0, M(Ziﬁ:u))

Demostracion.
Para calcular las soluciones de equilibrio, se procede a estudiar el siguiente sistema:

s

dL

dl

d—tl =piL +el— (6 +v+w +p) I =0 (3.5¢)

dl.

d—;:pgnL+511+513—(e+6+7+w2+u)12 =0 (3.5d)

dl.

d—;’ =psnL + 01y — (e + v+ ws + u) I3 =0 (3.5¢)
dA

E:(l—pl—m—pB)?ﬂ_(’Y‘f‘ﬂ)A =0 (3.5f)
R

= =~ +vyL + I3 +vA+vS — uR =0 (3.5g)
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El punto de equilibrio libre de infecciéon se produce cuando:
11212:]3:/1:0

Reemplazando esta condicién en el sistema (3.5), obtenemos:

» De la ecuacién (3.5a):

A
v+ o
» De la ecuacién (3.5b):
L=0
» De la ecuacion (3.5g):
vS—uR =0
R
,u

Y reemplazando lo hallado en el item anterior, tenemos:

vA

R o)

Por lo tanto, el punto de equilibrio libre de infeccion esta dado por:

A A
EO - (70707070707 V)
R (v +p)

3.4.2. Calculo de R, mediante la matriz de la préxima ge-

neracion

Esta metodologia permite evaluar el susbsistema de los compartimentos de in-

fectados directamente:
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dL

o P ALt I+ EA)S = (n+p) L (3.7a)
dl,
o =Pl el = (0wt p) Ly (3.7b)
dl,
E:p277L+5f1—|-613—(€+5—|—7+w2+u)12 (3.7¢)
dl;
m =psnL + 0l — (e +v+ws+p) I (3.7d)
dA
E:(l—pl—pz—ps)nL—(v%—u)A (3.7¢)

A partir de este subsistema, definimos las siguientes matrices:

F (L1112, 15,4) - Matriz formada por las tasas de aparicion de nuevas infecciones en
los compartimentos de infecciones (matriz de entrada de infectados por la infeccién).
\7& Lo ls A) - Matriz formada por las tasas de transferencia de individuos hacia
los compartimentos de infectados por motivos distintos a ser infectado (matriz de
entrada de infectados por causas ajenas a la infeccion). Vi, ;1 4 : Matriz formada
por las tasas de transferencia de individuos fuera de los compartimentos de infectados

(matriz de salida de infectados). V(r. 1, 15,15,4) = V(_L7117]27137A) — V?_L,Il,Ig,I&A)'

Segin la interpretacién realizada por Amaya-Muvdi (2015) y Diekmann et al.
(2010) de la metodologia empleada, la matriz Fr 1, 1,,15,4) + VZFL,Il,Ist,A) evalua las
entradas a los compartimentos de infectados, mientras que la matriz \7(_/; o T3, A)
representa las salidas de dichos compartimentos por unidad de tiempo. Ademas, los
componentes de la matriz V(g 1, 1, 1,,4) Tepresentan el tiempo esperado en el que un
individuo que esta en uno de los estados epidemiolégicos (L, I3, I5, I3, A) pase a otro

de estos estados en el futuro.

A partir de este sistema (3.7), formaremos la matriz de tasas de aparicion de
nuevas infecciones JF(, 1, 1,.1,,4), ¥ la matriz de tasas de transferencias V(, 1, 1,.1,,4),

que en este caso toman la forma:

I B+ I+ 13+ EA)S
I, 0
Fonnny=F=| F, | = 0 (3.8)
I, 0
Fa 0
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Vi 0

Vi, pinL + el
V?L,11,12,13,A) =Vi=| v} |= panL 401y + el

Vi, psnL + 61

VX (1=p1—p2—p3)nL

VL (m+np) L

L (+y+w +up)h
Vonniay =V = L | = e+d+v+w+pu)l

V5 (e+v+ws+p) s

Vi (v+n) A

_ - _ oyt
’V(L,h,]z,f&A) = V(L,Il,lg,lg,A) V(L,IIJQJ&A)

(n+p) L
0+~v+w +p) 1 —pinl — el
V:V_—V+: (8+5+’7+W2+M)[2-]?2?7L-(5[1—613 (39)

(e4+7+ws+p)ls —psnLl — 1,
(v+u)A—(1—pi—ps—p3)nL

Procedemos a calcular el Jacobiano o matriz de derivadas de las matrices V, F,

evaluddolas en el punto de equilibrio libre de infeccion Ey = ( ,0,0,0,0,0, e +u))'

el S-lmy  SElen  SElmn Sl
dg“ ) Tl Bl Btle ekl
F= gim = 6%| gy Bl F2lEy Bl 8%"\ Eo)
Sl Tl Tley Ftlmn Bl
Gl Gt Ey Sy FAley Gl

BA BA BA BEA
(v+p)  (w+p)  (v+p)  (v+p)

0 0 0 0

(3.10)

T
Il
o o o o o

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
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vy A2 vy WV vy
ol Ey Bl FElen Tl GA )
avr, | oV, | ovr, | avr, | oV, |
oL 1(Eo) a1, I(Eo) a1, I(Eo) o153 1(Bo) “9A [(Eo)
v — 3\71’ _ | o OV, Oy, iy, iy,
" Ox Eo — aL |(Eo) a1, I(Bo) 781, I(Eo) 78I, [(Bo) ~aa |(Eo)
vy, | Vi, | Vi, | vy, | Vi, |
oL |(Eo) a1, I(Eo) TaL, I(Eo) o135 I(Bo) “9aA [(Eo)
Va Va Va Va Va
o lEy  FitlEy Tl Fitles  Fatl @
(n+nw) 0 0 0 0
—p1n 0+~ +wi+p) —€ 0 0
V = —pan —0 (e+0+vy+wa+p) — 0
—p3n 0 —6 (e+~v+ws+p) 0
—(1—=p1—p2—p3)7n 0 0 0 (v + )

(3.11)
Es necesario hallar la matriz inversa de V' y luego se calcula el producto matricial

K = FV~! denominado matriz de la préxima generacién K = FV !,

El ntimero reproductivo basico esta definido como el radio espectral de la matriz
de la préxima generaciéon Van den Driessche y Watmough (2002); Amaya-Muvdi
(2015) es decir, como el mayor de los autovalores o autovalor dominante de dicha
matriz Diekmann et al. (2010):

Ro=p (FV™') = p(K)

Para procesar parte de los calculos necesarios antes mencionados se utilizé el software

Maple 2017, y se obtuvo el siguiente niimero reproductivo basico:

_ ApBn (1—p1—p2—p3)¢ é
R_(V+u)(n+u){ CEw) B}’

donde:

A=[7+ (20 + 26+ 2 + wo + ws) Y + 1® + (26 + 26 +wy + ws) p+ €7+
(8 + ws + ws) € + 20w + waws + 8| pr + |77 + (26 + 2 + 20 + wi + ws) v+
p?+ (20 + 26 +wr +ws) €2+ (64w +ws) e+ (5 +wi) (6 +ws)| pat
(72 + (26 + 26 + 2 + wy + wa) y + 12 + (26 + 26 +wy +wy) p+ ¥+
(0 4 2wy) e+ (6 +wi) (0 +w2)| ps
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B =73 + (26 4+ 2e + 3p 4 wy + wa + w3) ¥ + {3u2+(45+45+2w1+2w2+2w3),u
+e% + (0 + 2wy +wy + ws) € + 02 + (wi + wa + 2w3) 6 + (wp + ws) Wi + waws) ¥
+ 41+ (20 + 26 + wi + wp +ws) 1+ [+ (04 2w1 +wy +ws) £ + 62+
(w1 + wy + 2w3) § 4 (We + ws) w1 + wows] g+ 2wy + [dwy + (wy + ws) wi] €
+ (6 + w1) (0 + wa) ws.

Simplificando términos y factorizando, se tiene que

ABn Ay As Az (1 —p1 —pa—p3)&
Ro = =P+ P2t st
° <v+u><n+u>[3“ BT B (v + )

(3.12)

donde:
Ar=(y+ptetw)(y+pu+o+tetw)+6(y+p+0+ws)

Ay=(y+p+etw)(y+p+o+etws)+d(y+p+0+ws)
As=(y+p+o+tw)(y+p+o+etw)+e(y+p+e+w)
B = (y+u)°+ (20 + 2 +wi + wa + ws) (v + )" + [ + (6 + 21 + wa + wa) e + 07+

(w1 + wy + 2w3) 8 + (wg + ws) wi + wows) (7 + p) + %wy + [dws + (wo + ws) wi] e
+ (5 + Wl) ((5 + WQ) w3

3.4.3. Calculo del punto de equilibrio endémico

Lema 3.4.2. FEl sistema de ecuaciones diferenciales dado en (3.3) posee un inico

punto de equilibrio endémico si y solo si Rg > 1.

Demostracién.
Para el célculo del punto de equilibrio endémico se analiza el sistema (3.5), a

partir del cual se deduce que:

» De la ecuacién (3.5¢):
pinL +ely

(0+v+w +p

» De la ecuacion (3.5¢):
L+46I
[ = Penm Tt ob (3.14)
(e+7+ws+p)
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De la ecuacion (3.5d):

panL + 01 + €l
(0+e+v+wr+p)

I = (3.15)

Reemplazando (3.13) y (3.14) en (3.15), simplificando y factorizando:

I — { S(y+putetwy)pr+(v+p+dtw)(ytptetws)prte(y+p+dt+w)ps }
(Y+u+dtetw)(v+p+dtw)(v+pt+etws)—de(2y+2u+0+e+wi+ws)

(3.16)

Reemplazando (3.16) en (3.13), obtenemos:

7 [(W+ptdt+etw)(v+p+d+w)(v+p+etws)—de(2y+2p++e+wi+wg)+de(y+pt+etws)
1=
(Y+p+o+w)[(v+pt+dtetw)(v+p+dtw)(v+r+etws)—0e(2y+2n+0+e+wi+ws)]
c(rtptotw)(v+prtetws)

p1

+ +

('y+u+5+w1)[(’v+u+6+E+w2)('y+u+5+w1)('y+u+a+w3)—66(27+2u+6+s+w1+w3)]m
2 (v+p+itw) L
(A rtotw) (rtrtotetwn)(trtotw)(tntetws) —0e@vt2utotetor+ws) )
(3.17)
De igual forma reemplazando (3.16) en (3.14):
7{ 62 (v + p+ e + w3)

ST\ r e twa) (P Fut o tetwn) (vt utdtwn)(ytutetws) —oe(2y+2utotetwr fwa)

S(ytptotw)(v+prte+tws) oot
2

+
(Y+tptetw)[(V+pt+dtetw)v+ptdtw)(v+rtetws)—08e(2y+2u+35+e+w+ws)]
[(v+pr+dtetwr)(vtput+dtwi)(v+pt+tetws)—de(2y+2u+d+etwitwz)+de(v+p+d+w)] L
P31
(Ytutetws) (v Hutotetwn)(vtutotw)(ytutetws)—oc2y+2utotetw tws) &=

(3.18)
De la ecuacion (3.5f):
1~ p1— ps—pa) 1L
(v + 1)
De la ecuacion (3.5b) se tiene que:
L
S = (n+ 1) (3.20)

B (L4 I+ I3+ £A)

Reemplazando (3.16),(3.17),(3.18) y (3.19) en (3.20), y simplificando se obtie-

ne:

g (n+pL
B [Bo1+ oo+ Fps + TS L
(n+ )
S = — (3.21)
g [%Pl + B2py + Gopg + USRP2pl Seim pg)g] U]
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con los valores de A, Ay, A3 y B previamente definidos en (3.12) para el célculo
de Ro.

» Ademas (3.12) puede ser reescrito como:

A Ay As (I=—pi—p2—p3)§| Ro(v+p)(n+p)
pi A pa+ ps =
Bn Bpl sz sz (v + 1) A
(3.22)
» Reemplazando (3.22) en (3.21) y simplificando:
o (ntmu
— Ro(vtp) (ntp)
A
A
S=——— 3.23
Ro (v + 1) (3:25)

» Utilizando las ecuaciones (3.5a) y (3.5b), se obtiene:
A=(w+p)S=mn+pL

:A—(V+M)S
(n+p)

y reemplazando (3.23) en esta tltima expresién, simplificando y factorizando:

I_ A— (V + U) Ro(i\-i-u)

(n + )

ARy — 1)

= ENCE) (1) (3.24)

= Debido a que L representa una poblacion, su valor debe ser positivo, por

consiguiente, para que exista este punto de equilibrio debe cumplirse que:

» Asimismo, de la ecuacién (3.5g), tenemos que:
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y(h+L+ 13+ A)+vS
il

R= (3.26)

Donde a partir de (3.16),(3.17),(3.18), (3.19) se calcula que:

A Ay As
Lh+L+L+A= [Blpl+ BP2+ ps+

(1—P1—P2—P3)
L
B n

(v +n)

Reemplazando esta ultima expresiéon y (3.23) en (3.26), se obtiene:

o V([P Beet p + SR 0L) 4 vy
L

reemplazando (3.24) en esta ultima expresion:

o A BP e+ e+ R 0 (5555} + v
il

o A1 é A (1 —P1 — P2 7p3) A (iRQ - 1) vA
R= u [B Pt et e (v + 1) Hﬂio(nﬂt)] pRo (v + o)
(3.27)

Esta expresion puede ser reescrita como sigue:

o[ s s O] )t

(3.28)
A partir de (3.12), se deduce que:

Ro(w+p)(n+p)  (1—p1—p2—ps)én

Ay Ay As
( p1+ p2+BP3>77=

B B AB (v + 1)
(3.29)
Reemplazando (3.29) en (3.28)

_ Y [Ro(w+pn+p) (A-—pi—p2—p3)én  (1—p1—p2—p3)n] [A(Ro—1) vA
r= G e e N ez § R
Y [[Ro(w4p)(n+p)  A—p1—p2—p3)(1—&n] [A(Ro—1) vA
Rfﬁ{[ AB * (v+ ) HRO(?HM)” uRo (v + p)

[+ (Ro—1) ARe-1)(A-p1—p2—p3) 1 -7 vA
R_u{[ B Ro (n+ ) (v + 1) }} uRo (v + 1) (8.30)
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Asimismo podemos calcular una expresiéon ttil para el analisis de estabilidad
del punto de equilibrio endémico, ya que de las ecuaciones (3.16),(3.17),(3.18),

(3.19) se determina que:

(1 —p1 —p2—ps3)

A A A.
L4L+L+8A="2p 4+ Zp+ py +

L
B B B (v+ 1) !
y de (3.12), se deduce que:
ép —f—ép +ép +(1—p1—p2—p3)§ n:fRo(V—l-,u)(n+u)
B/ TR CE) AB
por lo tanto:
R
hthtltedm Emmen, (3.31)

Ap
también se puede deducir una expresién que relacione S y L a partir de (3.23),
como

AS B+ +13+EA)S

L=l b b ) g o )~ (n+ p) (3:32)

ademaés, si reemplazamos y simplificamos el valor de L dado en (3.24), tenemos

que (3.31) puede escribirse en término de los parametros:

L+Lh+L+8A=

Ro (v + 1) (0 + ) [A(fRo - 1)]
AB Ro (1 + 1)

(Ro = 1) (v + 1)
B

De los célculos precedentes es posible realizar cambios de variable adecuados y

expresar el punto de equilibrio endémico como:
E, = (S, L" I, 1;,I;, A", R") (3.34)

donde de las ecuaciones (3.16), (3.17), (3.18), (3.19), (3.23), (3.24)y (3.27), tenemos
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que:

A

[
Ro (v + 1)

ARy —1)
~Ro(n+p)

*

. (B + 6eCs) py + eC1Cspy + €204 .
1

I — (503}91 + C1C3py + 801]93) I
2 = B n

]; _ [(5203]91 + (50103]92 + (B + 5501)]73] nL*

CsB

g Pk

(v + )

% yn Al A2 Ag P ][A<RO_1)] vA
R =" | Spr+ Zipy + —ps +
[Bpl BT BT 0w [Rettw)] T iR (vt p)
Donde:

Av=(v+p+e+ws) (y+p+0+e+w)+3(y+p+05+w) (3:35)
Av=(y+p+e+w)(y+pu+0+e+ws)+6(y+p+0+ws) (3.36)
As=(y+pu+d+w)(y+pu+d+et+w)+e(y+pte+w) (3.37)

B=(y+pu+d+e+w)(y+p+d+w)(y+p+e+ws)—de(2y+  (3.38)
20046 + € + w1 + ws)

Ci=y+pu+9+w (3.39)
02:’7+M+6+5+CU2 (340)
O3 =y + p+ e+ ws (3.41)

|
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3.4.4. Estabilidad local

En el sistema de ecuaciones diferenciales no lineal dado en (3.3), se observa que
la dinamica de R queda determinado por el resto de variables, y ésta no influye sobre
la dinamica de S, L, I, I, I3, A, por este motivo se realizard el andlisis cualitativo

para el sistema reducido

as

A= B(Lt bt E+EA)S v+ ) S, Sy =So>0 (3.43a)
B4 L+ I+ €A S — () L Loy=Lo>0 (3.43)
CZ; =pinL+ely — (§+v+w +p) L, Ly =1, >0 (3.43c)
Cizlf =pmL+ ol el —(e+d+y+w+p)l, Iy, =1, >0 (343d)
Ciif; — ponL 4+ 6Ty — (e + v+ ws + 1) I, Iy =I5, >0 (3.43¢)
%Z(l—pl—prpg)nL—(eru)A, A =A0 20 (3.43f)

Sean las funciones de varias variables:

Fi=A-p(L+L++A)S—wv+pns
Fy =B+ L+ I3+8§A)S—(n+np) L
Fs=pimL+elb— (0+y+w+p)
Fy=ponL + 0l +ely — (e +0+v+ws+p) I
Fy =psnL+ 0l — (e +v+ws+p) I3

Fs=1—-p1r—p2—ps)nL—(v+p)A

Para el analisis de la estabilidad local, se calcula la matriz Jacobiana del sistema,
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la cual estéa dada por:

OF, 9F OoF OF O0F 0n
oS oL ol ols Ol3 0A
OFs o0F, OFy OFs OF, OFs
oS oL ol 0l Ols 0A
OFs OF; OF3 0OFs OF; OF;s
oS oL ol ols O3 0A
J =
OFy OFy 0OFy OFy 0OFy 0OF
oS oL ol [eJp) Ols 0A
OFs OFs O0F; 0OFs OFs; OFs
oS oL ol ols O3 0A
OFy OFg OFg O0Fg OFg OFg
oS oL ol ols O3 0A
—BI1+1I24+I3+EA) — (v+p) 0 -BS —-BS —BS —BES
B(I1+ Iz + 13+ £A) —(n+n) Bs BS BS BES
0 2% -0 +y+twr+p € 0 0
J=
0 p2n 5 —(e4+b6+7+wa+p) e 0
0 P3N 0 5 —(e+v+wstp) O
0 (1—p1—p2—p3)7n 0 0 0 (v 4+

3.4.4.1.

Punto de equilibrio libre de infecciéon

Lema 3.4.3. El punto de equilibrio libre de infeccion (3.6) es local y asintdticamente

estable si se cumplen las siquientes condiciones

a; >0,Vi=0,4 A ajas >apas AN (aas — apas) (azay — as) > (aya4 — a0)2 ,

que implican a su vez que Rg < 1 y donde:

ag = C1+Cy+Cs5+ Dy+ Dy
az = A — Ay
ay = Agﬂ - Aéi)
a1 = A§+) - Ag_)
apg = Aé+) - Aé_)

A:(3+) =C9DyC1 D3 + CoDyCy D3 + CoDyC3 D3 + Co Dy Dy Dy
+ CoCy + C3C, + DyCy + CoCs + Do,
AT =28 + En (PE+py +pa+p3).-
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Aé“ =CyC1 D3 + C3C1 D3 + DyCh Ds
+ C2C3 D3 + DyCs D3 + CaDy D5
+ CyC3C + DoC3Cy + Co Dy CY
+ C2DyC3,
A5 =En [(p1 + P2+ p3) D3 + (P§ + pa +p3) Cr + (PE+ p1+ p2) Cs
+(p2 +p3) e+ (p1 +p2) 6 + Co (P§ 4 p1 + p3)]
+ (20¢) D3 + 0eCy + deC5 + 2Dsde.

A =CyC5C1 Dy + CyDyCy Dy + CyDyCs D5 4 CoCsCy + DyCsCy
+ Co Dy Cy + Cs Dy Cl,

=En[((p2 +p3) C1 + (p1 +p2) Cs + (p2 +p3) € + (p1 +p2) 6
+Cs (p1 + p3)) D3 + ((P€ + p2) Cs + pse + 0p2 + Co (PE + p3)) Cy
+ (pag + 6p1 + Co (PE + 1)) Cs + pse® — 6 (2P + p1 + ps) € + 7y |
+ ((Cy + Dy) Cy — b + CoDy) Cy D3 + (CoDy — 6) Cs Dy
+ 2Dsde + Dy ((—C3Cy + 6¢) Cy + Cs¢) .

~—

Al

ASY =D, Dy C1 0o Cs,

A5 =EBn [((Caps + Cspy + dpy + pse) C1 + (p2e +p1 (6 4+ C2)) Cs
+(0 — ) (6p1 — p3e)) D3 — P& ((—C5C5 + de) Cy + C30¢))]
+ Dy D3 ((—C5C5 + 6¢) Cy + Csd¢)

en caso contrario es inestable.

Demostracion.
Evaluando la matriz Jacobiana en el punto libre de infeccién para el sistema

reducido Ey = (Vﬁ—#, 0,0,0,0, O) calculado a partir de (3.6), tenemos que:

oF o oF oF oF oF

S |g, OL|g, ©Ohl|g, Ol2|g, O9l3|g, 0A|Rg,

OF> oFy OF> OF> oF> OF>

oS Eo oL Fo ol Eo ols Eo 0l3 Fo 0A Fo

OF3 OF3 OF3 OF3 OF3 OF3

oS Eo oL Eo oI Eo 20} Eo ol3 Eo 0A Eo

OFy OFy OFy OFy OFy OFy

oS Eo oL Eo oI Eo ol Eo Ol3 Eo 0A Eo

oFs oFs OFy oFs oFs OFy

oS Eo oL Fo ol E Ol Eo ol3 Fo 0A Eo

OFg OFg OFg 0Fg OFg OFg

oS Eo oL Eo oI Eo ol Eo ol3 Eo 0A Eo
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BA BA BA _ BEA

-(v+u 0 T vFn T vt T vt vtp
_ BA BA BA BEA
0 (n+n) vtp pam vtp vtp
0 p1n —0+v+wi+p € 0 0
J (Eo) =
0 pan 1) —(e+d+v+w2+p) € 0
0 P3N 0 1) —(e+v+ws+p) 0
0 (I-pr—p2—p3)n 0 0 0 —(v+p)

El polinomio caracteristico asociado a la matriz jacobina es:
P(\) = det (J (Eo) = AI) = (A4 v+ ) (X + asX' + a)* + a2)? + a1\ + ao)
y para hallar los autovalores se debe resolver
PN =MN+v+up ()\5+a4/\4—|—a3)\3—|—a2/\2+a1)\+a0) =0
donde:

ag = C1+Ca+C3+Dy+ D3
a; = A — A
ay = Agﬂ - Agi)
a; = AYF) - Agi)
ap = A(()+) - A(()_)

Aé“ =CyD5C1 D3 + CoDyCy D3 + CoDyC3 D3 + Co Dy Dy D3
+ O30 + C3C) + DoCh + CoCs + Dy,
AL =262 + En (PE +py+pa+ ps) -

ASY =CyCy D3 + C3C1 D5 + DyCh Dy
4 040Dy + DyCsDs + CoDyDs
+ CyC3CT + Dy C3Cy + Cy Do Cy
+ Oy Dy (5,
A5 =En|[(p1 + p2 + ps) Ds + (P€ + pa +ps) C1 + (PE + p1 + p2) Cs
+(p2 +p3) e+ (p1 +p2) 6 + Co (PE + p1 + p3)]
+ (20e) D3 + 0eC + 0eC5 + 2D 0¢.
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AN =CoCaCl Dy + CoDyChDy + CoDyCs Dy + CoCoCh + DoCiCh
+ CyDyCy + CyDoCl,
AT =En [((p2 +ps) Cr + (p1+ p2) Cs + (p2 + ps) e + (p1 + p2) 8
+C5 (p1 + p3)) D3 + (P& + p2) Cs + p3e + 0pa + Ca (P + p3)) Cy
+ (pag + 0p1 + Co (PE +p1)) Cs + psc® — 6 (2P + p1 + ps) & + 07 |
+ ((Cy + Dy) C3 — e + CoDy) C1 Dy + (CyDy — 6) C3Ds
+ 2Dsde + Dy ((—C3Cy + 6¢) Cy + Cse) .

~

AP =Dy D3C1CyCs,

Ay =En[((Caps + Cspa + p2 + pse) C1 + (pae + p1 (5 + Cs)) Cs
(5 — &) (5p1 — pse)) Dy — PE ((—C5Ch + 82) Cy + Cy62)]
+ Dy D3 ((—C5C5 + 6¢) Cy + Csd¢)

con

Di=v+p (3.44)
Dy=n+p (3.45)
Ds=~+p (3.46)

E— fﬁﬂ (3.47)

ademds C7,C5,C3 y P toman los valores definidos previamente en (3.39), (3.40),
(3.41), (3.42), respectivamente.

Ya que uno de los autovalores es negativo A\; = v + pu, queda analizar aplican-
do el criterio de Routh-Hurwitz-Liénard-Chipart (revisar apéndice C en Arnold y
Maunder (1961)), las condiciones que deben cumplir los coeficientes del polinomio
caracteristico para que los autovalores posean raices reales negativas y por consi-

guiente el punto de equilibrio sea local y asintéticamente estable son las siguientes:

a; >0,Vi=0,4 A ajag >apaz A (aaz — apaz) (azay — ag) > (ara4 — a0)2
(3.48)
Es importante mencionar que de la condicién ag > 0, se puede deducir que Ry < 1

para que punto de equilibrio libre de infeccion sea asintéticamente estable. [
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3.4.4.2. Punto de equilibrio endémico

Lema 3.4.4. el punto de equilibrio endémico (3.34) es local y asintéticamente estable

st se cumplen las siguientes condiciones
b > 0,¥i = 0,5 A Bibs > Babs A By [Baby + (2b1bs — b3) bo|+ Bz (bobsbs — Baby) > bibi

con By = bybs — bs, By = bobs — by y By = bobs — b1by. Las cuales implican que Ry > 1
y donde:

bs = Ci1+Cy+Cy+ Do+ D3+ Dy
b = B - B
by = B — B
by = By - By
b= B - B
by — B(()+) . B(—)

BSY = (Dy+ Cy + Cy + C3 + Do) Dy + (Cy + Cy + Cs + Do) Dy
+ (Co 4+ C3 4 D2)Cy + (Cy + Dy)Cs 4+ Cy Dy — 26¢,
B = Fu(P&+py+p2 +ps).
B;Ef) = ((C1 4+ Cy+ C5+ D3)Dy) D3 + ((Cy + C5 + D2)Cy) D3 + ((Cy + Do)C3) Dy + Co Dy D5
+ ((Ca + C5 + D2)C1) Dy + ((Cy + D2)Cs) Dy + ((Co + Do) Cs — be + CoD, ) Gy
-+ (OQDQ — 58)03,
B:E,_) = Fn|(p1 +p2+p3)Ds + (PE+ p1 + pa + p3) Dy
+ (P& 4+ pa+ps)Cr + (PE+ p1 +p2)Cs + (p2 + p3)e + (p1 + p2)d
+ (P& 4 p1 + ps3)Cay + D5 (PE+ p1 + p2 + p3)
+202(Dy + Dy + D).
B;r) = (1= P)D4Ds + (p2 + p3)C1 D3 + (p1 + p2)C3D3 + (p2 + ps3)eDs
+ (p1 + p2)0Ds + (p1 + p3)C2D3 + D5(1 — P) D5 + (P& + pa)C5Ch + p3eCh
+ 6paCy + O ( PE + p3)Cy + paeCs + 8p1Cs + Co(PE + p1)Cs + pae?
+ D5 (P& + pa + p3)Cy + Ds(PE 4 p1 + p2)Cs + Ds(p2 + p3)e + Ds(p1 + p2)d
+ D5Co(PE+p1+p3) + ((Co + Cs 4+ Da)Cr) Dy + ((Co + D2)C3) Dy
+ ((02 -+ D2)03 — de + CQDQ)Cl + (CQDQ — 58)03
+ ((Cy + C5+ Dy)Cy + (Cy + D)C3 — 20e + C2 D) (Dy + Ds).
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By = Fn[<p1 +po + ps) Dy + (PE+ 1 + pa + ps) Da + (PE + py + p3)Ch

+ (PE+p1 + p2)Cs + (P2 + ps)e + (p1 + p2)0 + (P§ + p1 4+ p3)Co

+ D5(PE& + p1 + p2 +p3)}

+ DQ((6€ — 0203)01 + 5803) + 256(D3 + D4 + Dg)

BYF) = (p2 + p3)C1 D3 + (p1 + p2)CsDs + (p2 + p3)eDs + (p1 + p2)dDs
+ (p1 + p3)Co D3 + Ds(p2 + p3) D3
+ (p2C3 + pse + 6p2 + p3Cs)C1 Dy
+ (p2g + 0p1 + p1Cs + D5(p1 + p2))CsDy4
+p3€2D4
+ ((Pf +p2)C'3 + p3e + opo + (Pf —i—pg)Cg)Cl
+ (p2g + 0p1 + Co(PE + p1))Cs + p3e? + 67py
+ Ds(p3e® — 8(2P& + p1 + p3)e + 6°p1)
+ ((Cg + DQ)Cg — 0¢e + CgDQ)Cl(Dg + D4)
+ (OQDQ — 56)03(D3 + D4)
B = Fn|((p2+ps)Ci + (p1 + p2)C5 + (p2 + ps)e + (p1 + p2)d + (p1 + ps)Ca) Dy

+ (p2Cs + p3e + 6p2 + p3Cs + Ds(p2 + p3))Ch
+ (p2g + 0p1 + p1Ca + Ds(p1 + p2))Cs + p3e?

+ (=(p1 + p3)d + Ds(p2 + p3))e + Ds(p1 + p2)d + D5Ca(pr +p3)}
+ Dy (((02 + D)Cs — 8¢ + CoD3)Cy + (CaDy — 86)C — 2551)2)
+ DaDy (e — CoC5)Cy + 02C5).
BSY = DyDyD, C1CCh,
Bf”) = F(Dy+ D) [(Pz +p3)C1 + (p1 +p2)Cs + (P2 + p3)e + (p1 + p2)d
+ (p1+p3)C2 + Ds(p2 + p3) + Ds(p1 + p2) + Ds(p1 + ps)

+ D3D4D2 (5501 + 5503) .

Demostracion.
El punto de equilibrio endémico para el sistema reducido calculado de (3.34) es
Ey = (S* L I, 13,15, A%).
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Evaluando la matriz Jacobiana en este punto tenemos:

oF oF oF oF Ry oFL
oS Il oL Il ol B Ols Ey ol3 Joh 0A o
OFy OFy oFy OFy OFy oF,
oS E; oL E; oI E; 20} E; ol3 E; 0A E
OF3 OF3 OF3 OF3 OF3 OF3
oS Il oL Ioh ol o Ols Ey ol3 Joh 0A o
J(Ey) =
OF, OFy OF, OF, OFy OFy
oS E; oL E; oI E; 120} E; ol3 E; 0A E
oFs oFs OFy OF5 oFs OFy
oS B oL B ol ol 12 D) ol 0l3 B 0A ol
OFs OF¢ OFs OFs OF¢ OFs
oS JoR oL By ol Ey 120} JoR ol3 B 0A Ey
B (I + 13 +15+647) — (v + ) 0 -s* -8S* -BS*  —pes*
6 (17 +13 + 15 +¢a”) —(+n 8s* ps* Bs* Bes™
0 p1im -0 +v+wr+p € 0 0
J(E1) =
0 p2n S —(e+6+~v+w2+np) € 0
0 p3n 0 5 —(e+v+ws+p) O
0 (1—p1 —p2—p3)n 0 0 0 (v 4w
De la expresién obtenida en (3.33) y utilizando el valor de S* = m, pode-
mos reescribir la matriz Jacobiana:
(Ro—1)(v+n) BA BA BA BEA
-5 (B ) — 0 BEnC) BEN ) BETCn i T oz
(Ro—=1)(v+n) BA BA BA BEA
g (o=t —m+w Ro (o) Ro (ot RoGFm  RoGwIm)
0 p1m —(0+v+wr +pu) e 0 0
J(E1) =
0 pan 5 —(e+d+v4+wa+pu) € 0
0 pan 0 é —(e+v+wz+n) O
0 (1 —-p1—p2—p3)n 0 0 0 —(v+n)
BA BA BA BEA
—Ro(v+p) 0 ~ RoGr) ~ RoGr) TRoGAm T ReGAR)
BA BA BA BEA
Ro-D@w+p  —(+p oG T Ro G Th) RoGTm)  Ro(tm
0 pin —(0+y+wi+p) £ 0 0
J(E1) =
0 pa2n 1) —(e+d+v+w2+p) € 0
0 D31 0 5 —(e+v+ws+mp) 0
0 (1 —=p1—p2—p3)n 0 0 0 — v+ p)

El polinomio caracteristico asociado a la matriz Jacobina es:

P () =det (J(Ey) — M) = M5+ bsA® + byA* + b3AP + boA + by A + by
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donde:

bs = Ci1+ Cy+ Cs+ Dy+ D3+ Dy
b = B - B
by — B B
by = By - By
b= B - B
by = By — B

B = (D4 + Cy + Gy + Gy + Do) Dy + (Cy + Oy + Cs + Dy) Dy

+ (Cy + Cy + D3)Cy + (Cy + Dy)Cs + CyDy — 25,
Bi™ = Fn(P&+pi+ps+ps).
BY = ((Cy + Cy + Cs 4 Do) Dy)Ds + ((Cy + Cs + D3)Cy) Ds + ((Cy + D3)Cs) Ds + CoDy Dy
+ ((Ca + C5 + D2)C1) Dy + ((Ca + D2)Cs) Dy + ((Co + Da)Cs — be + CoD, ) G
+ (CyDy — 0¢)Cs,
Bzg,_) = F'n{(pr+ p2+p3)Ds + (P§ + p1 + p2 + p3) Dy
+ (PE+p2+p3)Cr + (PE+p1+ p2)Cs + (P2 + p3)e + (p1 4 p2)d
+ (P& 4 p1 + p3)Ca + Ds(PE + py + p2 + p3)
+20e(Ds + Dy + Dy).
BSY = (1 — P)DuDs + (p2 + ps)Ci Dy + (p1 + pa)CsDs + (pa + ps)eDs
+ (p1 + p2)d D3 + (p1 + p3)CaDs + D5(1 — P)D3 + (P& + pa)C3C1 + p3eCy
+ 8paCy + Co(PE + p3)Cy + paeCs + p1Cs + Co( PE + p1)Cs + pae®
+ D5(P& + p2 + p3)Cr + Ds(PE + p1 + p2)C3 + Ds(pa + p3)e + Ds(p1 + p2)d
+ DsCo(PE+ p1 4+ p3) + ((Ca + C3 + D2)Ch) Dy + ((Cy + Do)C3) Dy
+ ((Cy + D9)C5 — de + C2D2)Cy + (Co Dy — 6e)Cs
+ ((Cy + C5+ Dy)Cy + (Cy + Do)C3 — 20e + C2 D) (Dy + Ds).
B = Fn|(pn + pa + o) Dy + (PE+ p1 + o+ p3) D+ (PE -+ s + po)C
+ (P& + p1 +p2)Cs + (p2 +p3)e + (p1 + p2)d + (PE+ p1+ p3)Ca
+ D5(PE + p1 + p2 +p3)}

+ DQ((68 — 0203)01 + 5603) —+ 25€(D3 + D4 + Dg)
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B = (ps + p3)CiDs + (p1 + p2)CsDs + (ps + p3)eDs + (p1 + pa)dDs
+ (p1 + p3)C2 D3 + Ds(p2 + p3) D3
+ (p2C3 + p3e + dpa + p3C2)C1 Dy
+ (p2e + 0p1 + p1Cs + Ds(p1 + p2))Cs Dy
+ p3e’Dy
+ (P& 4 p2)Cs + p3e + 0pa + (P& 4 p3)C2)Cy
+ (p2g + 0p1 + Co(PE + p1))Cs + pae” + 6°pa
+ Ds(pse® — 0(2P€ + p1 + ps)e + 6°p1)
+ ((Cy + D49)C5 — 0e + C2D2)C1 (D3 + Dy)
4 (CoDy — 52)C5(Ds + Dy).

B{” =Fy ((p2 +p3)C1 + (p1 + p2)Cs + (p2 + p3)e + (p1 + p2)d + (p1 + p3)C2) Dy

+ (p2Cs + p3e + 6p2 + p3Cs + Ds(p2 + p3))Ch
+ (p2e + dp1 + p1Ca + Ds(p1 + p2))Cs + p3e”

+ (=(p1 + p3)d + Ds(p2 + p3))e + Ds(p1 + p2)d + D5Ca(p +p3)}
+ D3<((02 + D3)Cy — 8¢ + CaD3)Ch + (CoDs — 66)Cl — 265D2>
+ DyDy (e — C2C5)Cy + 62C).
BS"Y = D3DyD, C,CCs,
Bf” = F(D,+ D) [(m +p3)C1 + (p1 +p2)Cs + (P2 + p3)e + (p1 + p2)d
+ (p1 + p3)C2 + Ds(p2 + ps) + Ds(p1 + p2) + Ds(p1 + ps3)

1 D3Dy D, (5601 + 5603).

con

Dy=(v+p)Ro

Ds = (v+p) (Ro— 1)
___bA

F_R(J(VWLM)

ademés C, Cy,C5, Dy, D3 y P toman los valores definidos previamente en (3.39),
(3.40), (3.41), (3.45), (3.46) y (3.42), respectivamente.

Aplicando el criterio de estabilidad local presentado en el Teorema 2.12.7, las
condiciones que deben satisfacer los coeficientes del polinomio caracteristico para
garantizar que todos los autovalores tengan parte real negativa, y por consiguiente
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que el punto de equilibrio sea localmente asintéticamente estable, son las siguientes:
b; > 0,Vi = 0,5 A Bibg > Babs A By [Babi + (2b1b5 — b3) bo| + Ba (bobsbs — Baby) > bgb3 (3.49)

con By = bybs—b3, By = babs—by y By = bybs—b1by. Adicionalmente, de la condicion
by > 0, se puede deducir que R > 1. [ |

3.4.5. Estabilidad global

Para establecer la estabilidad global, se va a utilizar la metodologia descrita
en Shuai y van den Driessche (2013) para la construccién y condicionamiento de la
estabilidad a través de una funciéon de Lyapunov en el punto de equilibrio endémico
y un andlisis matricial derivada del calculo de Ry para determinar la estabilidad

global del punto de equilibrio libre de enfermedad.

Proposicion 3.4.1 (Irreducibilidad de la matriz FV ! ). Considérese el sub-sistema
infeccioso

X = <L7117[27I37A)T7

cuyas ecuaciones reducidas en el equilibrio libre de enfermedad (DFE) Ey son

L=p3S (I +L+1I3+&A) — (n+p)L,

L =pnL+ely — (0 +v+w +p)li,

Iy = pnL + 61, + eIy — (e + 6 + 7 +ws + p) Iy,
Iy = psnL + 61y — (e + v + w3 + p) s,

A=(1—-p1—p2—ps)nL — (v + p)A.

Sean F' y V' las matrices del método de la siguiente-generacion, definidas en
(3.10) y (3.11), respectivamente (Van den Driessche y Watmough, 2002):

Entonces la matriz FV ! es no negativa e irreductible.

Demostracion.

La matriz V es triangular inferior con diagonal estrictamente positiva, de modo
que detV = [[; Vi; > 0; por tanto V es invertible. Ademas, V' es una M-matriz no
singular: todas sus entradas fuera de la diagonal son no positivas y la diagonal es

positiva. Se sigue que V! > 0 (Berman y Plemmons, 1994).

Por su parte, F' > 0 y sélo la primera fila es no nula, con Fj; > 0 para j €

{I1, I, I3, A}. Esto significa que cada clase infecciosa distinta de L genera nuevos
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individuos en L.

Finalmente, desde L existen trayectorias hacia todas las clases Iy, I3, I3, A a
través de los términos p;n y las transiciones §. Por tanto, para cualquier par (i, 7)
de compartimentos infecciosos existe un camino dirigido 5 — L — 7 en el grafo de
FV~1. Esto implica que el grafo asociado es fuertemente conectado, luego F'V ™! es
irreductible. [

Observaciéon 3.4.1 (Implicancias sobre la irreducibilidad de la matriz FV ™! ).
La irreductibilidad de FV = garantiza, por el teorema de Perron-Frobenius (Meyer,
2023), que:

» el radio espectral p(FV ') es un autovalor real, positivo y simple;

» existen autovectores derecho e izquierdo asociados con entradas estrictamente

positivas.

En el contexto epidemioldgico, se define
iRO - p(Fvil)v

que representa el numero reproductivo bdsico. La positividad de los vectores propios

y la simplicidad del autovalor son condiciones necesarias para aplicar los criterios
de bifurcacion de Castillo-Chavez y Song (2004).

3.4.6. Estabilidad global del punto de equilibrio libre de en-

fermedad

Teorema 3.4.1. El punto de equilibrio libre de enfermedad dado en (3.6) para el

sistema dindmico (3.3) es global asintoticamente estable si Ry < 1.

Demostracion.

Tomando en consideracién las matrices definidas previamente en (3.9), (3.8),
(3.10) y (3.11), verificamos los supuestos del Teorema 2.1 en Shuai y van den Driess-
che (2013) para construir la funcién de Lyapunov del modelo (3.3). Se observa que
todas las entradas de la matriz F' son no negativas (F > 0, definida en (3.10))
y que todas las entradas de V! son estrictamente positivas (V=1 > 0, donde V

estd definida en (3.11)). Ademas el sistema (3.3) puede escribirse en forma matricial
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CcOo1mo

v =(F=V)z—f(zy)

donde 2T = (L, I, I5, I5, A) y y* = (S, R), mientras que definimos

f(x7y) = (F—V)I—ﬁr(l’,y)—i-\?(l‘,y),

[ BIA—(v+p)S|(I1+12+I3+EA) ]
v+

0

f(z,y):

0
0
0

BIA=(v+p) S](I1 +1a+13+EA)
v+

es no negativo. Tomando en consideracion la acotacion hallada N < % tenemos que

De esta tltima expresion es necesario analizar si el término

S < % y no es posible verificar directamente que S < ﬁ, por consiguiente se
procede a realizar la siguiente acotacion, de (3.43a) tenemos que:
as
T =ABL A b+ I+ EA)S— (vt ) S

por lo tanto,

ds
< A=
o < (v+p)S

y resolviendo la desigualdad diferencial

ds
— <A
I +(v+pS<

con el factor de integracion e +#? t, = 0,5 (0) = Sp:

2?&ﬂﬁ+wy+#ﬁ&ﬂms < Aewrur
(v+p)t
d (Se ) Y
dt =
td(SetmT t
/ —( )dT < / AeW T dr
0 dr 0
S(t) e — g () et < A wrar A
T vtp o
S(t) et — g () e < A wwae_ A
vt U V+pu
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A A

S(t)yetmt < et 1 5(0)
V4l V+u
A A
S(t) < +<smy— )aWWﬁ
v+ u v+ u
A
S(t) < + Spe~ vt
v+ u
A
li <
t:g;supS%t) S Tia

por lo tanto, S < ﬁ, estoes, A\—(v+pu)S >0,y

BIAN=(v+p) S| (L + L+ I3+ £A)
v+ u

>0= f(x,y) >0en Q.

Considerando el caso cuando Ry < 1, cumplimos las condiciones del Teorema 2.1 en
Shuai y van den Driessche (2013) para construir la funcién de Lyapunov (Ly), esto
es

Ly =wlV g

donde w? es el autovector a la izquierda de la matriz no negativa V~'F asociado
al autovalor R (equivalente a calcular el autovalor a la derecha de [V~'F]"), para

nuestro caso

S=lo g g1
Ademaés, para aplicar el Teorema 2.2 de Shuai y van den Driessche (2013), se requiere
que la matriz V1 F sea irreducible. La verificacién de esta propiedad se presenta en
la Proposicion 3.4.1 y sus implicancias se mencionan en la Observacién 3.4.1. Una
vez asegurado ello, proseguimos diferenciando Ly con respecto a las soluciones del

sistema dado en (3.3) y acotando, tenemos

L/V — valx/

Ly = WVIHF=V)z— f(z,y)]

Ly = TV HF-V)z -tV (2,y)
Ly < WTVHF-V)2

Ly < W (VIF-VIV)2

£y < Wt (V*lF - 15) z,

S
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donde I5 es la matriz identidad de quinto orden, ademaés
WT(VIF-L) = [0 L2(®Ry-1)
W(VIF-1) = (Re—1)[0
W (VI = I5) = (Re— 1"

1
3

por lo tanto,
L/V < (:R() — 1) le’

Te =0,

Por lo cual, para que £'yy < 0en Q. Si Ry < 1y L'y =0, implica que w
pero w > 0, por lo tanto x = 0, el cual se cumple en punto de equilibrio libre de
infeccién f (0,y) = 0, ya que el Gnico conjunto invariante en Q C RY donde z = 0
es el conjunto unitario {Fy}; y por el principio de invarianza de LaSalle (Teorema

2.8.1) Ej es global asintéticamente estable en €.

Si Ry = 1, entonces L'y = 0, lo cual implica que f(x,y) = 0; ademas si
flr,y) =0 — S = ﬁ V(I;=0ANI,=0ANI3=0AA=0). Asi que, para

cualquier caso se verifica que el mayor conjunto invariante para el sistema es el
singleton {Fy} y por el principio de invarianza de LaSalle (La Salle, 1976) Ej es

global asintéticamente estable en €2 cuando Ry = 1. [ |

3.4.7. Estabilidad global del punto de equilibrio endémico

Teorema 3.4.2. El punto de equilibrio endémico dado en (3.34) del sistema (3.3)

es global y asintoticamente estable si Rg > 1.

Demostracién.

A partir del punto de equilibrio endémico obtenido en (3.34), sabemos que

A

SF = — = A=5"Ry (v + 3.50
Ro 0+ 1) o (v +pu) (3.50)
y
. A(Ry—1)
r = 07
Ro (0 + 1)
Ron+p) L = ARo—1)
Rom+p)L" —ARy = —A
A
Ry = 3.51
" A—(n+p) L (351

152



reemplazando (3.51) en (3.50)

) A
A =S (A—(U+M)L*>(V+M>
A= An+p)L* = S*Aw+np)

A=Al +p) L+ 5" (v+p)] = 0
MA= [+ L+ S w+pl} = 0 (3.52)

como A > 0, a partir de (3.52) se tiene que

A=S"(v+p)+ L (n+p (3.53)

Para construir la funcién de Lyapunov, consideramos

—§5— 5" —5n (;) (3.54)

diferenciando estas expresiones y factorizando apropiadamente

P - [A—ﬂ([1+12+13+§A)S—(u+u)5] (S_S*)

S
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reemplazando (3.53) y (3.32), tenemos

Bi = [SHw AL ) -+t e s -+ s (T0)
5 [Sﬂu+u%%ﬁ0f+%;iijav)yim+u)—6ar+b+13+&”s_(V+MS](S;Sj
By = [ (4w + AU+ I+ AN S~ B+ Do+ Ta+€4) S — v+ 8] (225
D = = EFTE s - s (1- ) o+ s - ses (1- 5}
+{ises s —pesr (1= )+ {pesa —sesa (1- ) }
A R <151111>(1i~)]
+ :55*12* (1 ;%) (11)]
(- 2) %)
e 20 (2
D = —(u+u)%+ psIi (1—5?;—?*2)]

[ SI, S I
+,BS*I2*(1 2 =42

s<1; S 1;)]

se sabe que 1 — z + Inx < 0,Vz > 0, utilizando esta desigualdad, podemos acotar

. . 8 . SIy _ Shh _ Sl
la expresién anterior, ya que , 1 S < ln(s*1f>, 1 S < ln(s*lg)’

SI SI: SA SA
1— 5*13; < —1In (S*fg)’ - <—-In (W)? por lo tanto

- - SI S T
D, < BSI; l—ln(s*;f>—+1‘|

SL\ S I
X Tk _l - _a
TS [ " (S*@) S 15‘]
o SL\ S 1L
+BS*1; [ In (S*If)f) 5 + 15,"]
o SAN S A
+hESA [—m (S*A*) G AJ
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ademas podemos reescribir

1 ShY
s<rx) |

ST, I

-1 =1
“<&@> _
I SIs\ |
sz ) |

SA

m(ym)_

=

E
P i

=3

N — 0

Lwn Rn Rln

N
2| wn
N———

entonces la acotacién de D estd dada por

D;

IN

59ﬁ[—m<gv
+@¢g[—m(gv
+@¢g[—m(sj
+5§SU¥{—ln(

I
5yqll—m

Iy

+@¢gl
+@¢gl

S
S
S

S*
S

I
Iy

)-m(

+
=

+
=

+
=

+
E

A
A*

L | (2

5 \n

Iy L\ L
B (2=
I ) I
() -
A M\ a) T I

~
—

~
R

e e
Bopl Pealitr] ey

N—— N N~

VR
AES

)5
S

a12G12 + a13G13 + a14G 14 + a15G5

con ajp = BS*IT, a1z = BS*I;, 14 = BS*]?T Yy a5 = ﬁgS*A*

ﬁsz—U—Lﬂﬂ(

L*

)

diferenciando estas expresiones y factorizando apropiadamente
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1 1
Dy, = L’—(L*-L-L*-L’>
L*
. L*
D, = ['-—L
. L
B = ri-7)
~ L—-L
D, = L’( . )
- LI
D, = [5([1+12+[3+§A)5—(77+H)L]< 17 )
B(I;+I;+I5+EA*)S*

ademés, a partir de (3.32), se sabe que (n+ p) =
lo deducido previamente en esta tultima expresion, tenemos

i , reemplazando

~ /B I*+I*+I* +£A* S* L_L*
Dy = [ﬁ(11+12+13+$A)S— (1 2 L*3 ) L ( - )
O O L)
1 = 1 I
S*I* L*
STy — =
#{[psr-0==] (-7
S*I* L*
STz — =
#{[psn-0=] (- F))
S*A* L*
54— 1- =
#{[pesa -5 (- )
N I L L*
D, = |BS*I; Sho L (1——)
S Iy L* L
[ SI, L L
S| == -=(1-=
P (S*I; L*) ( L)}
[ Sz L L*
s == - =) (1-=
P (S*I§ L*) ( L)}
I SA L L*
S+ A* - =) (1-=
e (- ) (- 7))
L SnS* I sn L ShLL*
D, = s (1— -2 4= S If - = 1
! [5 1( Sy S I;) AT (5*1; L* S*]{L+ )]
SIL,  S* I Sl L SLL*
s 13 1- - 4+= 813 - = - 1
P 2( sz S +12>+B 2 (5*1; L S*I;L+ )
SI; 8% Iy Sls _ L _ SIsL*
s*rs(1- -2 42 S*Ix - =
- {5 3 ( S*1; S +1;) A8 (5*1; L*  S*I;L
SA 5% A SA L SAL*
sFA* (1 - = S*A* - = 1
* [/35 ( 5ar 5 A*) e (S*A* I+ SAL )}
- S —5%)2 S* 1, ShLL* L
D/ — _ ( S*I* 2_7 I _
1 (V+:u) S + B 1 S + I* S*I* L*
[ T LL* L
+|Bs*I (2- == L _ ShBL*
s I3 S*I3L L*
[ * I3 SI3L* L
s 15 (2 - S22
e 3( 5 "I T 5L L):|
I S* A SAL* L
SFA* (224 2 222 2 ,
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se sabe que 1 —z+1Inz < 0,Vz > 0, utilizando esta desigualdad, podemos acotar la

ié i _5 < s _ SnrL* _ SnLL* S L*
expresion anterior, ya que 1 — % < —In ( S), 1 ST < —In (S*I;*L)’ 1 ST <

1w ((SKL* _ SIL* 14 (SIsL* _ SAL* _ SAL*

y s\ I SLL\ L
D, < BSIF |~ () + k- -
L= 88 1[ H(S>+If hl(S*IfL) L*]

- S* Iy S, L* L
+BS5"1, [ ln(s> + Is In (S*IQ‘L) L*l

. L (SIL
B _ b
I S*IZL) L

. 1% S* A SAL* L
+685°A [-m( > t <S*A*L) - L]

+8S*I3 [— In

ademas podemos reescribir

~
i

n(Gr) =@ e (f) n (%)) —n(%)-w(3) ()
~In (2@;) . [m (£)+1n (L) +1n (LT)] —In (i,) ~In (Z) +1In (LL)
“In <§I§3LL) - [m (£)+n (L;) +In (%)] —In (“Z) “In <Z’) +1In (LL)

1 (;iLL) - [m (L) +1n (L) +1n (%)} —In (‘Z) “In (i) +In (LL>

entonces la acotacién de D] esta dada por

< o) () -n(3) on(E) -
s n(g) e o) () on () - 7]
st [on ()« fom(3) () +n(F) -
() A () w(2) ()
BS*I? [2 —In (2) _ LL n (f)]
o () o ()
ol (i) )

[ -n(2)-f on(E)

=: a;2Gra2 + a13G13 + a14G1a + a15G15 (3-58)

D

IA
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con ayp = BS*IY, a13 = BS*I5, arg = BSTIT y a5 = BESTA™.

De forma similar sea

X I
Do=1—I—1I;In (;) (3.59)
1

diferenciando esta expresion y simplificando algebraicamente

- 1 1
D, = ]{—(1{-11-1*-]{)
T* 1

~ L - I
D2 = Ii( 7 1)

~
=%

. I — I
Dy [plﬁL+€f2—(5+’Y+w1+M)Il]( 7 1)
1
ademas, a partir de (3.13), se sabe que (0 +v +wy + ) = M, entonces
g M 7
1
~ L* 1 L -1I7
D, = [me tely — (pm e 2) 11] ( L 1)
I; I
. L L I
/ . _ * L *7 _ L
Dy, = [plnL +els —pinL T el If] <1 Il)
~ L I I I, I I
D), = L' =—-—=)(1-3 o(=-=)(1-%
o= (g (7)o (5-5) (- 7)
N L LI} I L, LI} L
2 L* LI, I 2\ L I
por la desigualdad 1 —x+1Inz < 0,Ve > 0, podemos expresar 1 — LL*III; < -—In ( LL*III;)

LI}
I;1

y también 1 — < —In (IQIT), por lo tanto

1

. L LI} I I LI} I
D) < L* | = -1 L) = L= -1 L) - —
o= [z () -] e 5 () -

ademas podemos reescribir

entonces la acotacion de D) esta dada por

. L L L I Is I I I
DY <pinl* | = —In (=) - L 4w (2L B2 -m(2) -2 ym(L
2 SPii] {L* “(L*) Tra n(ﬁ*ﬂ el L; “(I;) I n(H‘ﬂ

= a91Go1 + ag3Gas (3.61)
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con ag; = p1nL* y ags = €l;. Igualmente para

. I
Ds=1I—1I;—n < 2) (3.62)
I3

diferenciando esta expresion y simplificando

- 1 1
I 2

f)/ _ /(I2_I§>
3 = 1o
I
. I, — I
D, = [p217L—{—(511+613—(5+(5+’y+w2+,u)12]< 7 2)
2
ademés, a partir de (3.15), se sabe que (¢ + 0 + v+ wo + p) = W entonces
~ L* I 13 I — I3
Dy = [p2UL+5I1+EI3—<p277 +i1+63)12}(2 2)
13 I
) L I I
Dy = [pgnL+511+513—p2nL F_le* ISI*K —ﬁ)
- L I I L I I I; I I3
/ _ N 2 - 42 2 -5 fa T2
2 = ot (o) (o) oo (- 55) 0 2) oo () (- 2)
~ L LI I I Ly I
’p * 2 2 g (2L 2t f2
3 P2 (L* LI I2+)+51<I{‘ L I

I ;15 I
+ely (3 -2 2 1) (3.63)

=—Ih (L*Ia)

asi como 1 — 252 < —In (III ) y también 1 — ﬁi? < —In (1312) por lo tanto

~ L LI I L LI I
D, < L*( = —In 2 S —In 2) =
3 p2n ( <L*12) I*)+ 1 <I* " <1*12 I

I LI\ I

(2 2

e (1; “(1;12) Is)

ademas podemos reescribir

por la desigualdad 1 —z+Inz < 0,Vz > 0, podemos expresar
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entonces la acotacién de Dj estd dada por

~ L L I2 IQ Il Il IQ IQ
Dy <ponl* |— —In(—= ) - = +1n = —-In(=)|-=+mn(=
3 =P {L* ! (L) ;" (Iﬂ ol [Ii“ B (H‘) TR (Igﬂ

I I I I
+ €I3 [ i In ( i) — % +1In (i)] = a31G31 + a3oG3o + a34G34 (3.64)
I ) I I
con agy = panlL*, ase = 017, agy = €lj.
Asimismo, sea
~ I
Dy=1—I}—IIn <[3> (3.65)
3

~ 1 1
& 3

- LI
Ph = ]§<313 )

- I3 — I3
D, = [p3nL+6IQ—(8+’y+w3+u)]3]( 7 3)
3
7 . p3nL*+015
ademads, a partir de (3.14), se sabe que (€ + v + w3 + p) = -, entonces
D) = [P377L +0I — (pgnL :_ ol; ) 13] (Ig et )
T I
N I I I
D, = L Iy — LY — 6= |(1-—=
/) [p:m + 01y — p3n I5 4 2]5{] ( Ig)
~ L 13 I I2 13 I3
/ _ * [~ 1o 3 -2 3 _ 3
o= (o) () e () (0 3)
o (L L L (L2 LIy I3
D, = psnlL (L* T, T + 1> + 613 (If Ll L + 1> (3.66)

por la desigualdad 1 —x+Inz < 0,Ve > 0, podemos expresar 1 — - 1*3 < —1In ( ffi)

y también 1 — gff; < —In Gﬁi ) por lo tanto
~ L LI} 1. I I3 1.
D, < L* | = —1 ) -2l 4o |2 —m (22 ) -2
v () g [ e () -5
ademas podemos reescribir
LI yA3
o (L*Is> - LT?’
3
I,
12
I3
I

IQI; x
-1 = —1
D(ISI:s) n[?’
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entonces la acotacién de D) esta dada por

. L L I3 I3 I, I I3 I3
D, < L*|— —1 — ) — —=+1n = —n(=)-=2+1In
15P30 {L* " (L) I (Iﬂ ok {I* (IQ) I (Igﬂ

= a41Gq1 + a43G43 (3.67)

con ayg; = psnL*, ay3 = 01;. De forma analoga, sea
A
—A— AT — A'In (A*> (3.68)

diferenciando esta expresion y simplificando algebraicamente

D, = A’—(A*- L 1-,4’)

s
-, ,(A— A"
by = A( A
- A— A
B, = [(L=p—pe—p)ul—(r+m) A ()

ademds, a partir de (3.19), se sabe que (y + p) = U222PIl” - g demas de (3.42)
tenemos que 1 — p; — ps — p3 = P, entonces

Dy = :(1 —p1—p2—p3)nL — ((1 —n _Zi_pB)nL*) A] (A_AA*)

D, = -PnL— (P;’f*> A} (A;A*>

D = PnL PnL* . jﬂ <1 ‘f)

- () (-4

D5 = Palt (LL - ETA/; - % + 1) (3.69)

por lo tanto

- L LA* A
ro< x|~ A
Dy o< | o (f) -

ademas podemos reescribir

() wlE] @) ) ) e
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entonces la acotacién de Di estd dada por

~ L L A A
con az; = PnlL*.

Para nuestro caso, no se consideran una funcién de Lyapunov para R, ya que su
dindmica no influye en el resto de variables, por ello es posible simplificar el analisis,
considerando el resto de variables. Con el objetivo de aplicar una metodologia por
medio de grafos para la construccion de la funciéon de Lypaunov, presentada por
Shuai & van den Driessche (Shuai y van den Driessche, 2013), se construye un

digrafo dirigido el cual consta de cinco vértices, el cual es mostrado en la Figura 3.2.

Figura 3.2: Digrafo ponderado construido para el modelo SLITTARM

Del digrafo ponderado construido se verifica que a;; > 0;Vi,j = 1,---,5;
ademas la existencia de seis ciclos: Gig + Goy = 0, G133+ G331 = 0, Gy + Gy =
0,G15 + G551 = 0, Gog + G320 = 0y Gyz + G34 = 0. Por el Teorema 3.5 presentado
por Shuai & van den Driessche (Shuai y van den Driessche, 2013), la funcién de

Lyapunov para el sistema en estudio es la siguiente:
D = Clﬁl + CQEQ + C3E3 + C4E4 + C5E5 (371)

Para estimar el valor de los coeficientes de la funcién de Lyapunov en (3.71), se hace
uso del Teorema 3.3 presentado por Shuai & van den Driessche (Shuai y van den
Driessche, 2013) junto con las expresiones obtenidas en (3.58), (3.61), (3.64), (3.67)

y (3.70). Debido a que dt (5) = 1, se tiene que cja;5 = csas;, de lo cual se tiene

que ¢, BES*A* = e PnL*, por lo tanto, ¢5 = ﬁff;’f* - ¢1. Considerando solo los nodos
1 y 4 conjuntamente, se cumple que d*(4) = 1, entonces cja;y = cya41, €sto es
a1 BS*I; = cypsnL*, por lo tanto, ¢y = iwLi cC.

Por otro lado, para el vértice 3, tenemos que se cumple lo siguiente csaz; +

C3034 = €113 + C4043, PO lo tanto, cspanLl® + c3eli = 1 S*15 + (ﬁfn£3cl) 0L5, y
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p3nL*+015
panL* (panL*+el})
que para el vértice 2 se cumple la siguiente relacion coagy + coa93 = c1a12 + c3a32, por

lo tanto, copinL* +coely = 1 fS* I} + {65*15‘ Lgnffg;;zii@)] -cl} 617, y se deduce

- ¢1. De forma similar, tenemos

de esto se establece que c3 = S*I;

s | panLt (panLt+ely) 4613 (panL 4313
due ez = F5°; { panL* (panL*+el} ) (pinL*+el})
de ¢; = 1, tenemos que la funcién de Lyapunov dada en (3.71), queda definida como:

} -¢1. Tomando en particular, el valor

- L* (pnL* + eI3) + 613 (pL* +615)] -
D:Dﬁﬁs*qlpgn (ponL* +el3) + 615 (panl” + 3)]

Do+
psnL* (panL* + eI3) (pinL* + <13) ’
L*+ 01 - S*IF - S*A* -
panL* + 01 ]D?)JFB 35 +B€

S*I* D 3.72
b le:mL* (ponL* + 1) psnL* ' PpL* "’ (3.72)

Mas atn, reemplazando (3.56), (3.59), (3.62), (3.65) y (3.68) en esta ultima

expresion, obtenemos que

D(S,L, 1,15, 15, A) = [S—S* — S*In (5) +L—-L*—L*In <LL>} +

L* L* I I L* I I
ﬁS*If |:p377 (p277 +€ 3)t6 2(p277 +*5 3):| {h—]f—]{ln( 1):|
psnL* (panL* + el3) (pinl* +€l3)

+ BS*I. L—0—-Ln|l—
B 2 |:p37’]L* (pQT]L* +8I§) 2 2 2

it | (3)
+ L-I;-IIn|{—
panls [0 AL

+ 5]5;?;‘3* {A A A (A)] (3.73)

donde D = D (S, L, I, I, I3, A), esta funcién verifica que D (S*, L*, IT, I}, I, A*) =
0y D(S,L,I,,I5, I3, A) > 0 en Q — (S*, L*, I}, I3, I, A*), ademds se tiene que to-

mando la derivada de la expresion (3.72)

panL* (ponL* + el3) + 015 (panL* 4 613)
psnL* (ponL* + €I3) (pinLl* + I3)

psnL* + 61 . BS'I BES A" -, (374)
psnL* (panL* +eli) | psnL* PpL* '

D+

D' =D} + BS*I; l

BS*I; [ D, +

y reemplazando con (3.57), (3.60), (3.63), (3.66) y (3.69), la expresién (3.74) queda
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de forma explicita como

- S — 5%)? S* I, SLL* L
D/ _ ( S rr (9 — = 41 1 o
tn) =g+ [5 ! ST TS T
[ S* I, SLL* L
*x & 42 w22/ M
+ _55 2 (2 s I; S*IZL L)]
[ S* Iy SI;L* L
S (o2 232l &
P9 ( S T TSI L)]
[ S* A SAL* L
S*A* (o2 £ 28y &
e ( stTaT T saL L)]
+{ﬂS*I [psnL* (ponL* + I3) + 615 (panL* + 61%) punL* L LG L
VT panLt (panlt +e3) (pinl” +e13) Y\ T L T
s 'psnL* (P20l +elg) + 015 (panL” + 0151\ o (L2 BIT L
panL* (ponL* + eI5) (p1nL* + €l3) 2\ L I
o[ psnLr 461 ] } ( L LI L )
+< BS*IZ L= - =22 _24
{B 2 _pgﬂL* (pan* + 5]'5) p2mn L* L*IQ Iék
[ psnL* 4013 } i <11 LI, I )
+ o =——=—=-2=+1
{ﬂ > IpsnLl* (ponl* +cl3) | " \I} L, I
[ pgﬁL* + 5[3 } « <13 Igfg IQ )
+ el | = -+ -+ +1
{B _PSUL* (panLl* + eI3) | 3 Iy LL, I
L (B L L I
D3 nL* L L*I; I3
n 55’*[3 2_1213_5 )
panL* Iy LI, I3
BES* A* (L LA* A
+ ( oL L T TR (3.75)
Simplificando
- S — 5%)? S+ I, SnLL* L
D/ — ( S*I* 9_ =2 et S
tn —g—+ [ﬂ ] ST T SnL I
[ S* I, SLL* L
S (o2 42 222
P ( ST TSI L)]
[ S* Iy SI3L*
S 12— = . _
|7 3( STk SnL ZQ/)]
[ S* SAL*
S*A* (2 - = 28
e < s TA T SAL ZZ)]
n {BS*I [panL* (panL* + el3) + 615 (panl* + 5[;)} }p nL* L Ly L,
Y panLr (panL* + eI (pinL* + el ! L 'L, I
n {5 . [p3nL* (panL* +el3) + 615 (panL* + 613) (B _RI L
panL* (panL* + eI}) (pinL* + el}) *\I; LL I
psnL* + 613 } . < L LI I )
+ ) Pl e — ———— |
{ﬂ _p377L* (panL* + €I3) | p27 L L*L, I}
[ pgﬁL* —+ (SIS): } % <Il 1115 IQ >
+ Ol =——=—=-2=+1
{B * | psnL* (ponL* +el}) | ! Iy L, L
wre | p3ML*+ 0I5 ] Is LI I
S*I 2 222 22 g
+{5 2 LpsnL* (panL* +€I3) | s Iy I, I3 +
S*I LI
Qe ) (2~ 1, £ 41)
L LI I
+( *)51 (*—*—*+1)
3L 2\ LL I

164



BES* A LA*
+( PnE* >M</Z[L*/_m_7g+l>

Por lo tanto al simplificar y reordenar la expresion (3.75), se obtiene

D= BT

RN i [P

N R P
2

B2 2 -

S*  SAL*
S S*A*L

+ BES A" (2 SR

L LI I +1)

L LI I
P oonlS | = - 272 2 4
+ Capa (L* L1, [;+)
L LI L
o i e B
R VA 7 Lﬁ)
L LI I
ol = R B
T\ T T oL I;+)
L LIX I
IS £ = S N
FOSL T 1;;+)
o L LIF I
+<BS 3)51; 2 s 2
panL* I3 1313 I
L LA A
U L .
+ S (L* o A*+) (3.76)

donde
psnL” (panL” + el3) + 015 (panLl” + 613)

panL* (panL* + el3) (pinLl* + €13)
. psnL* + 013
psnL* (panLl* + el3)

Cl = BS'I;

I

Co = BS*L;
Ambos son explicitamente positivos (ya que todos los parametros y S*, 7, L*

I
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son positivos en el contexto epidemiolégico).

Verificacién de la condicién D’ <0

Definimos las funciones

f(z):=x—1—Inz (>0 Vz>0), g(z):=1—z+Inz (<0 Vz>0).

Cada paréntesis que aparece en la expresién de D’ en (3.76) puede reescribirse
como combinacién de funciones f(-) y g(+). Por ejemplo, el bloque multiplicado por

BS*I; es
S* N L SLL* L

Reordenando términos y aplicando identidades algebraicas, podemos expresar

B} como

B =f(#) - (%) - 1 (35) + 9 (&)
Dado que f(-) > 0y g(-) <0, se concluye que B} < 0.

Otro ejemplo ilustrativo, para un bloque con coeficiente C{pnL*, de la forma

L L/ I
Byi=———— =41
SR R AV £ *
(es decir, combinaciones anédlogas a las que aparecen en D’ ), observamos la identidad

algebraica

L L L/, L/ Lo
B’:<—1—1>—< 11 ) (1— 1).
’ " /1 o) U TR T

Dadoque z — 1 —Inxz >0y 1—2+Inx < 0 para todo x > 0, cada uno de los
tres términos de la derecha estd acotado (el primero y el segundo > 0, el tercero
< 0) y, al multiplicar por los coeficientes positivos adecuados que aparecen en D,
se obtiene que el bloque original queda acotado por una combinacién de cantidades

de signo conocido. Repetimos esta operacién para cada paréntesis de D’.

El mismo procedimiento se aplica a los demés paréntesis de D’ (los que mul-
tiplican a I3, I}, A*, asi como los términos con coeficientes C7, C%). En cada caso
se obtiene una combinacién de f(-) y g(-) multiplicada por un coeficiente positivo
(recordando que los coeficientes 3S*I;, Cy, Co, pinL*, eI}, 617, BES™ A*, etc., son
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todos positivos), por lo que el resultado total es no positivo.

En consecuencia,
D'(t) <0, Y(S,L, LI 15 A) € Q.

es decir, D es una funcién no creciente a lo largo de soluciones del sistema en la

region positiva ().

Caracterizacion del conjunto invariante

La igualdad D’ (t) = 0 exige que cada uno de los sumandos que hemos acotado
por la desigualdad se anule. Como las constantes que multiplican dichos sumandos
son estrictamente positivas, esto ocurre si y solo si cada paréntesis interior es igual

a cero. Puesto que f(z) =0y g(x) = 0 tinicamente cuando x = 1, se deduce que

S L L I, Iy A

:—_——7—7—7:1
ST L L L I A

Por lo tanto, D'(t) = 0 ocurre exactamente sobre la tnica 6rbita (punto) don-
de (S, L, I, I, I3, A) = (S*, L*, I}, 1}, 15, A*), es decir, sobre el punto de equilibrio

endémico Fj.

Conclusién

La funcién D es positiva definida respecto a F; (este existe y es positivo siempre
y cuando Ry > 1), su derivada satisface D’ < 0 en la regién biolégicamente relevante
Q. vy D' = 0 tnicamente en E;. Por lo tanto, por el Principio de Invariancia de LaSalle

concluimos que

E es globalmente asintéticamente estable en (2.
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3.5. Analisis de bifurcacion

Teorema 3.5.1. El sistema (3.43) posee una bifurcacion transcritica hacia adelante

(forward) en Ro = 1.

Demostracion.
En esta seccién se aplicard el Teorema 2.13.1 de Castillo-Chavez y Song (2004)
al sistema (3.43), usando como parametro de bifurcacion 5y evaluando en el punto

de equilirbio libre de enfermedad dado en Ey = (Sp,0,0,0,0,0) con Sy = %ﬂ, nos

brinda un caso de punto de equilibrio no hiperbdlico, cuya matriz Jacobiana posee

un autovalor simple cero.

El objetivo es mostrar que hay una bifurcacién transcritica en Ry = 1 (i.e. en
f = (%) y determinar el signo de a y b del teorema. Para llevar a cabo esto, se

realizan los siguientes pasos:

1. Reescritura del Jacobiano evaluado en el punto libre de enfermedad: Conside-

remos el sistema (variables en el orden z = (S, L, I1, I, I3, A)):

[=8"=AN=-08S(1+L+13+E&A)— (v+p)S,
o=L=pS(Li+L+1+E&A) —(n+p)L,
fs=I=pinL — (6 +~v +wi + p)i +els,
fa=IL,=pmL+6L — (e 4+ 0 +7+ws+ p)ly+cls,
fs =1, =psnL + 0L, — (¢ + v + w3 + p)Is,
fo=A"= (1 —p1—p2—p3)nl — (v + p)A.

El equilibrio libre de enfermedad (ELE) es Ey = (.Sp,0,0,0,0,0), donde Sy =
A/(v + p). El jacobiano en Ej es

—(v+p) 0 -s —s -3 —&s
0 —(n+n) s s {s
J(Ey) = 0 i —Cy e 0 0 |
0 D21 o —-Cy ¢ 0
0 D3N 0 O O 0
0 (I=pi—p2—ps)n 0 0 0 —(v+n
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con los cambios de variables establecidos en (3.39), (3.40), (3.41), tenemos que

s:= (S, Ci=7y+ptitw, Cy=v+ptetitwy, Cs=7+ptetws.

. Reescritura de R y del pardametro umbral o critico §*: A partir de la definicion
de Ry dada en (3.12), reescribimos:

Apn Ay Ao As (1—p1 —p2—ps3)é& Apn
Ry= —— | D+ g+ pa — K,
T wrm+p BT BT B vt (v + p)(n + 1)

El umbral Ry = 1, fija al pardmetro:

(v +p)(n+ p)
AnK '

g =

En g = p* J(Ep) tiene un autovalor cero simple y el resto con parte real
negativa (por la estructura disipativa de los bloques diagonales). Esta tltima
aseveracion es una condicion para la aplicacion del Teorema de Castillo-Chavez

y Song (2004), por ende se realizard su verificacién a continuacién:

a) Desacoplo por bloques de la matriz Jacobiana evaluada en el punto libre
de enfermedad:
En Ey = (S0,0,0,0,0,0) con Sy = A/(v+pu), el Jacobiano tiene la primera
columna con ( —(v + u),0,0,0,0,0)" y el bloque inferior derecho 5 x 5
(sobre (L, Iy, I5,135,A) ) no depende de S. Eso significa que J (Ep) es

triangular por bloques:

—(v+p) uf
0 Js

-

con ul = (0,—s,—s,—s,—&s) de modo que sus autovalores son \; =
—(v+ p) < 0y los autovalores de J5 (el bloque de ( L, I1, I, I3, A) ).

Para el bloque epidémico J5 como F' — V' entonces el sub-sistema lineali-

zado sobre y = (L, I, I5, I3, A) toma la forma estdndar

y = (F—V)y,
donde:

= F' contiene nuevas infecciones: solo la fila de L es no nula, F' =
0 s s s &s

0000 0 |,cons:=pS.
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» V' contiene transiciones y salidas (diagonal estrictamente positiva,
fuera de diagonal < 0 ); es una Matriz no singular para parametros
bioldgicos.

Entonces Ry = p (FV ™) (radio espectral). Equivalentemente, 0 es auto-
valor de Js = F —V siy solosi det(V —F) =0siysolosi p(FV™!)=1.
b) Simplicidad del autovalor 0 en Ry = 1:

La matriz FV ™! es no negativa y, en el modelo, de rango 1 (solo una fila
de F es no nula). Por el Teorema de Perron Frobenius, su radio espectral
es un autovalor simple con autovector positivo. Cuando p (FV™!) = 1
(i.e. Rg = 1), se tiene det(V — F') = Oy, por tanto, A = 0 es autovalor
simple de J; = F — V.

Como el otro autovalor de J (Ey) que no estd en J; es —(v 4+ u) < 0,
concluimos:

» En § =" (0 Ry =1 ), exactamente un autovalor es 0 y es simple.

» Para Ry < 1(B< B*), p(FV™1) <1y F—V es Hurwitz (todos los
autovalores con parte real negativa).

» Para Ry > 1 (5 > %), el maximo autovalor real de F'—V es positivo.

3. Determinacion del autovector derecho v tal que Juv = 0 (en f = [*): Sea

v = (v1, V9, V3, Uy, Us, 216)T. De las dos primeras filas:
— (v + vy — s (v3vg + v5 + Evg) =0
— (n+ p)ve + s (v3 + g + v5 + Evg) =0

Definamos ¥ := v3 + v4 + v5 + £vg. Entonces

- i 27 Vo = i
v+ p N+ p

by

V1 =

Las filas 3-6 dan un sistema lineal en (vs,v4,vs5,v6) con vy como factor. En

particular:
Civs — vy = p1nvy
—0vg + Covy — V5 = Panuo
—0vy + Cv5 = p3nug
(v + v = (1 — p1 — pa — p3) o2
Es decir,
Cl —£ 0 V3 P1
- _(1—]01—]02—]93)77
—0 Oy —¢ Vg | =NV2 | P2 |, Vs = V3.
v+
0 —0 03 Us Dps3
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Cl —& 0 b1
Llamemos M :=| —6 Cy —c |yr:=| po
O —5 03 b3

Entonces

1—p —py —
<U37’U4705)—r - nUQM_1T7 Vg = ( P1 D2 p3) 771)2‘
Y+

Con esto,

Y= nuy <1TM’17“) +
— TR
parte clinico-infecciosa

donde exactamente K es parte de Ry (Su cédlculo se muestra la observacion

3.5.1).

Sustituyendo en vy = n—iuz obtenemos la condicién de no-trivialidad
S
L YR B U CL U o
n+p n+p n+tp

lo cual se cumple en [ = 3*.

Podemos fijar la escala tomando v, = 1. Entonces:

1 —pr — po —
vy = 1, UGZ< L pg)n, (v3,v4,05) =nM"'r,
Y+ p
Y =nkK, vlz—n—i_’u.
v+ u

4. Célculo del autovector izquierdo w tal que w'J =0 (en § = §* ):

T . .,
Resolver J'w = 0conw = (wy, ..., ws) . De la primera ecuacién:

—v+puw=0=w =0

Las ecuaciones sobre (ws, w4, ws) forman

w3

s§

MT Wy = SU)Ql, Wg = —W
7+ u

2,

Ws

(n 4+ p)ws = n (prws + powy + psws + (1 — p1 — p2 — ps) we) ,

con el mismo M de antes definido y s = 35y. En = 3* esta compatibilidad

se satisface (de nuevo por Ry = 1 ). Podemos fijar escala con wy > 0 arbitrario
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T

y, al final, normalizar para que w'v = 1 si se requiere.

. Célculo de &y b (Teorema de Castillo-Chavez y Song (2004))

Primero trasladamos al punto de equilibrio libre de enfermedad: y = — Ey y

¢ = B — [*. El teorema implica calcular los siguientes coeficientes

A 6 i 6 ank §
a = Z wkvivjm(Emﬁ )7 Z Wgv za .08 Eoﬁ )
% J i=1

En nuestro sistema, las tinicas no linealidades provienen del término de in-
cidencia S (I; + I + I3+ £A). Por tanto, los tnicos segundos derivados no

nulos son:

9? * . 92 *
ssor =~ J =123 gobh =B

8fa * - . 0%f *
8552‘ - +6 y J = 17273a 853?4 - +6 57

todas las demas segundas derivadas son 0.

Sea ¥ = v3 + v4 + v5 + &g (definido previamente). Notese que las segundas
derivadas solo relacionan S con ( Iy, 1ls, I3, A ). Por simetria del Hessiano,

cuando se evaltua

0% f
Z Vit o0z, Ox;0x;’

los términos cruzados (i # j) aparecen dos veces en la sumatoria (por simetria

0?f|0x;0x; = 0*f /0x;0x; ). Es habitual reorganizar la suma como

Zwle i Zw2Hn—|—2Zwlw] ije

1<j

Es el segundo sumando el que produce el factor 2. Por lo tanto, obtenemos
a=2(w; v =08 +wy vy - [+87%]) = 28701 X (wy — wy)
Usando los resultados del tercer paso:

n+pu
v+’

v = — Y=nK, w =0

y recordando s = *Sy = 5*A/(v + p), también puede escribirse @ como

(n + p)* wovs T

A 9
“ A wlov

( tras normalizar de modo que w
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Conclusion de signo: como wy > 0,v5 > 0, A > 0, resulta

a < 0.

Para b, necesitamos aigkﬁ (Ep, 5*). Como 0f1/08 = =S (L1 + b+ I35+ EA) y

0f2/0B = S(L1+ Is+ 13+ EA), en Ey (donde I; = A = 0, pero derivamos

respecto a x; ):

Pho(Ey) =Sy, j=1,2,3; 28 (Ey)=—¢£Sy;

8812]-85 88,;185
arss (Bo) = S0, j=1,2,3; 3355 (Eo) = £Su;

todas las demés derivadas son 0.

Por tanto,

ZA? = Wq - [—S()E] + waq - [S()E] = S()E (U)Q — wl) = SOEU}Q.
Conclusién de signo: Después de normalizar (w v =1),

~ SeX
h— 20222y

w'v

ya que X > 0,5y > 0, wy > 0 para pardmetros biolégicamente relevantes.
6. Conclusion del tipo de bifurcacion:

» En g = §* (equivalentemente Ry = 1) el Jacobiano tiene un autovalor

nulo simple.
= Los coeficientes del teorema satisfacen a < 0,5 > 0.

» Por Castillo-Chavez y Song (2004), esto implica una bifurcacién transcriti-

ca hacia adelante (forward):

e Si < f*(Ro<1):el punto de equiibrio libre de enfermedad (FEj)
es localmente asintéticamente estable y no hay equilibrio endémico
cercano.

e Si > p*(Ry>1): el punto de equiibrio libre de enfermedad (Ey)

es inestable y aparece un equilibrio endémico estable cerca de Ej.

Observacion 3.5.1. En este apartado se detalla el producto de la multiplicacion y
equivalencia de
Aipr + Agps + Asps

1M Y =
" B
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Recordemos que

Ol —& 0 D1
M=|-§ C —¢], r=|p2|;
0 —(5 03 P3

con
Ci=0+v+wi+p Co=c+d+v4+we+pu, C3=c+v+ws+ .
Buscamos u = M~'r = (uy,uq,us) ", es decir, la solucién de

Ciuy — eug = pu,
—ouy + Coug — €us = pa,

—(SUJQ + CgUg = P3.
Su determinante es
det(M) = 010203 — 0155 — 03(58 =:D.

Resolviendo el sistema (p.ej. por eliminacion o regla de Cramer) se obtiene

_ CyC3p1 + Csepy — dep1 +°py

Uy = )
D

_ C1C3py + Cieps + C30 py

Uy = )
D

_ C1Cyps+ Ciopy + 0% pr — deps

Uz = D .

En particular, el vector que necesitamos en el autovector derecho es
T -1
(v3,v4,05) =nugu=mnve M,

y ademds
o (1—]91 —]92—]93)7]
Vg = V2.
VA

Comprobacién del producto 1"M~'r. Sumando las componentes de u,

Npl p1+ NPQ D2 + Np3 b3

1"M 'y =
T D s
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donde los coeficientes por N, son

Ny, = (CoCs — Ge) + C36 + 0° = CoC3 + 6(C5 — £ + ),
Ny, = Cse + C1C5 + C16 = Cs (e + C1) + O,
Ny, = 2+ Cie + C1Cy — de = C (02 + 5) + (g2 - Je).

Usando Cy = d+~v+wi+u, Co =c+0+v+we+pu, C5 = c+v+ws+ u, se verifica

que

=(Y+putetw)(y+p+d+e+wy)+0(y+pu+0+ws) = A,

Npl
Npw = (7 + p e ) (y+ b 8 & ws) +8(y 4 8 +ws) =2 Ay,
Nps:(7+N+5+w1)<7+u+(5+8—|—w2)—|—g(fy_|_,u_|_g+w1) —- Ag.

Asimismo, expandiendo D = det(M) con las definiciones de Cy,Cy, Cy se recupera

exactamente B (la expresion cibica dada en la Seccion de Ry). Por tanto,

Avpr + Asps + Asps

1My =
T B y

Y, en CONSECUENCLA,

1—p —py —
Y =03+ vy + v5 + v = N V2 <1TM17"+( h _fQ p3)§>:77U2K,
Y

con K igual al corchete de Ry. Esto plasma la consistencia del cdlculo con el umbral
Ro.

3.6. Simulaciones

Para ilustrar los casos, las condiciones iniciales para pequenas poblaciones (figu-
ras 3.3y 3.4) consideradas fueron: (Sy, Lo, I1,, I2,, I3,, Ao, Ro, My) = (1988,0,12,0,0,0,0,0),
mientras que, para grandes poblaciones se consider6: (So, Lo, 1., L2, 135, Ao, Ro, Mo)
= (1 x 10°,0,20,0,0,0,0,0). Asimismo, los rangos de valores de los pardmetros estan

dados en la Tabla (3.1).

Tabla 3.1: Pardmetros del modelo SLIITTARM

Parametro Significado Valor Referencia

1

A Tasa de reclutamiento (0.2, 10] personaxdia~ Asumido

(Contintda en la siguiente pdgina)
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Parametro Significado

Valor

Referencia

I6] Tasa de transmisién [0.1, 10] x 10~*(personaxdia) ~! Asumido
13 Tasa de atenuacion [0.30,0.70] Asumido®
% Periodo de incubacién' [1,14] dias Cilloniz
et al
(2022);
Xin
et al
(2022)
i Tasa de transicion latente- [0.071,1] dia™? Estimado
infeccioso
D1 Probabilidad de tener sintomas [0.08,0.8] Asumido
leves
Do Probabilidad de tener sintomas mo-  [0.01, 0.4] Asumido
derados
D3 Probabilidad de tener sintomas [0.01,0.2] Asumido
severos
L=p1— " L
Probabilidad de ser asintoméatico [0.17,0.9] Abrams
b2 = Ps et al
(2021);
Agui-
lar
et al
(2020)
% Tiempo de infecciosidad [3.2,37] dias Abrams
et al
(2021);
Agui-
lar
et al
(2020)
¥ Tasa de recuperacion [0.0270, 0.3125] dia™! Estimado
w1 Letalidad para sintométicos leves  [0.0032,0.00448] dia~! Aguilar
et al
(2020)°

(Continia en la siguiente pdgina)
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Parametro Significado Valor Referencia
W Letalidad para sintomaticos mo-  [0.000094, 0.18] dia™* Abrams
derados et al
(2021)¢
w3 Letalidad para sintomaticos seve-  [0.000094, 0.18] dia™! Abrams
ros et al
(2021)¢
L Tasa de muerte natural [2.5,5] x 107 dia~! Asumido
) Tasa de transicién 0.2,2.0] dia™! Asumido
£ Tasa de reversién de sintomas 0.1,0.7] dia™" Asumido
v Tasa de vacunacién [0.001,0.05] dia=! Asumido?
Ro Ntmero basico de reproducciéon  [0.5,21.9] Cilloniz
et al
(2022)

dia.

t Considerando el periodo de incubacién y de latencia similares para obtener el rango del
intervalo y posterior estimacién de 7, a pesar que clinicamente el periodo de incubacién es el
lapso de tiempo desde la infeccion hasta la aparicion de sintomas y el periodo de latencia se
refiere al tiempo desde que un individuo infectado es infeccioso Xin et al. (2022). ¢ Basado en
un valor promedio de 0.5 en Arino et al. (2006), 0.51 en Abrams et al. (2021) y 0.55 en Aguilar
et al. (2020). *Considerando la tasa de muerte inducida por la enfermedad. “Asumido a partir
de la tabla B2 en el material suplementario en Abrams et al. (2021). 9La tasa de vacunacién
representa la velocidad a la cual se inmuniza, por ejemplo una tasa de 0.001 que afecta una

poblacién de susceptibles significa que el 0.1 % de la poblacién susceptibles se inmuniza por

Las simulaciones fueron implementadas en lenguaje Python version 3.8, mien-

tras que el andlisis de sensibilidad con el Tornado Plot fue realizado en lenguaje R

version 4.1. con el paquete Shiny. En las Figuras 3.3 y 3.4 se muestran los casos libre

de infecciéon y endémico, donde las poblaciones de infectados tienden a desaparecer

o mantenerse constantes, respectivamente; esto se ve corroborado por los diagramas

de fases simulados para 180 dias en ambos casos.
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Poblaciones

Infectado sintomatico moderado

Modelo SLIIARM con inmunidad total

Latentes

Sintomaticos leves

—— Sintomaticos moderados
—— Sintomaticos severos
Asintomaticos

500 1

400 4

w
o
S

s

200 1

100 4

T T T T T

20 40 60 80
Tiempo (dias)

T T
100 120

(a) Dindmica temporal de los infectados.

Plano de fase /1(t) vs I»(t)

140 1 —— Punto de equilibrio (0.07,0.04)

—— Orbita en el espacio de fase

120 4

100 4

80 -

60 -

40 4

Pardmetros: A= 1, 8= 0.00058, £= 0.51, v= 0.01, u= 0.00005,
20 n= 0.2, p;= 0.55, p,= 0.03, p3= 0.01, 6= 0.20, y= 0.0582,
£= 0.22, w; = 0.005, w, = 0.025, w3 = 0.07

100 150 200 250

Infectado sintomatico leve

(b) Retrato fase Iy vs Is.

Figura 3.3: Curvas solucién y retrato de fases en el caso libre de infeccién con
Ro = 0.63.
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Modelo SLIIARM con inmunidad total

600 1

—— Latentes

—— Sintomaticos leves

—— Sintomaticos moderados
500 1 —— Sintomaticos severos
—— Asintomaticos

400 1

Poblaciones
w
o
o

200 1

100 1

T T T T T

0 20 40 60 80 160 1£0
Tiempo (dias)

(a) Dindmica temporal de los infectados.

Plano de fase /1(t) vs I»(t)

—e— Punto de equilibrio (11.81,6.36)
1401 —— Orbita en el espacio de fase

-

N

o
s

100 4

®
o
L

o
o
L

o
o
s

Infectado sintomatico moderado

Parédmetros: A= 5, 8= 0.00058, £= 0.51, v= 0.01, u= 0.00005,
n= 0.2, p; = 0.55, p,= 0.03, p3= 0.01, 6= 0.20, y= 0.0582,
201 g= 0.22, w1 = 0.005, w, = 0.025, w3 = 0.075
0
0 50 100 150 200 250 300

Infectado sintomatico leve

(b) Retrato fase Iy vs Is.

Figura 3.4: Curvas solucion y retrato de fases en el caso endémico con Ry = 3.13.

El diagrama de bifurcacion hacia adelante mostrado esta acorde al analisis cua-

litativo realizado.

179



Diagrama de bifurcacién para Infectados Severos (/3) con respecto a Ry

Parémetros: B €[0.000001,0.001], A= 5, &= 0.51, v= 0.01,
p= 0.00005, n= 0.2, py = 0.55, p = 0.03, p3= 0.01, 6= 0.20,
y= 0.0582, e = 0.22, w; = 0.005, w, = 0.025, w3z = 0.075.

ELE Estable ELE Inestable

Ro

Figura 3.5: Diagrama de bifurcacién hacia adelante. Se muestra la variacion de
los puntos de equilibrio para la poblaciéon de infectados sintométicos severos I3
conforme varia el valor de Ry. Las lineas continuas representan el caso estable,
mientras que las discontinuas representen la inestabilidad del punto, con un punto
de bifurcacién R = 1. ELE: Equilibrio libre de enfermedad.

Para el andlisis de sensibilidad computacional de las soluciones numéricas, se
analizo el efecto de la variacion de los parametros sobre la poblacién de infecta-
dos moderados porque representa un estadio critico entre una mejor diagnosis (sin-
tomatico leve) o no (sintomatico severo). Al mejorar la eficiencia del tratamiento -
disminuyendo el tiempo en que se revierten los sintomas (valores crecientes de ¢) y
al aumentar la tasa de vacunacién, disminuyen los casos moderados (Figuras 3.6 y
3.7); esto nos indica que son factores relevantes en el control de enfermedades. Con
respecto al efecto de las condiciones iniciales, notamos que en pequenas poblaciones
(Figuras 3.6a y 3.7a) el tratamiento y la vacunacién disminuyen el nimero de infec-
tados en aproximadamente un tercio y la mitad de casos, respectivamente; mientras
que, en grandes poblaciones (Figuras 3.6b y 3.7b) el efecto de la vacunacion dismi-
nuye su intensidad. Como se puede observar, la Figura 3.3 muestra el caso libre de
infeccién cuando Ry < 1, mientras que en la Figura 3.4 se ilustra el caso cuando
Ro > 1, por ende el valor de Ry = 1 representa un punto de bifurcacion Rj, el cual es
ejemplificado en la Figura 3.5, la cual fue realizada variando el valor del parametro
B en el rango dado en la Tabla 3.1, ello ocasiona una variacién de Ry en el rango de

valores mostrado en la figura.
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Infectados sintomaticos moderados

Infectados sintomaticos moderados

Sensibilidad a la variacién del pardmetro €

—— £=0.1,Rp=2.97, lymax =152, ;=4
—— £=0.3,Rp=3.22, lyman =139, /;=5
—— £=0.5,Rp=3.36, loman =119, 13=5
£=0.7, Ro=3.45, ly(max) =101, [; =4

140 1

1201

100 1

80 1

60

40

20+

0 20 40 60 80 100 120
Tiempo (dias)

(a) Condiciones iniciales S (0) = 1988 e I; (0) = 12.

Sensibilidad a la variacién del pardmetro €

10000 1 —— £=0.1,Rp=2.97, lymax) =9923, ;=7
—— £=0.3,Ro=3.22, lyimax)=8719, ;=9
—— £=0.5,Ro=3.36, logmay = 7370, I; = 10

—— £=0.7, Ro=3.45, ly(max) = 6252, I3 =10
8000 1

Pardmetros: A= 5, = 0.00058, £= 0.51, v= 0.01, u= 0.00005, n= 0.2, p1 = 0.55,
p2= 0.03, p3= 0.01, y= 0.0582, 6= 0.20, w; = 0.005, w, = 0.025, w3= 0.075

6000 1

4000

2000 1

6 2‘0 4‘0 60 50 160 1%0
Tiempo (dias)

(b) Condiciones iniciales S (0) =1 x 105 e I (0) = 20.

Figura 3.6: Sensibilidad al pardmetro € para la curva de infectados moderados,
con condiciones iniciales diferentes y mismos valores de parametros.
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Sensibilidad a la variacién del pardmetro v

—— v=0.008, Ro=3.91
—— v=0.010,Ro=3.13
1409 —— v=0.030, Ro=1.05
— v=0.050,Ro=0.63

= =
o ® o ~
S S S S

Infectados sintomaticos moderados
N
8

20+

60 80 100 120
Tiempo (dias)

(a) Condiciones iniciales S (0) = 1988 e I; (0) = 12.

Sensibilidad a la variacién del pardmetro v

—— v=0.008, Rp=3.91
—— v=0.010,Ro=3.13
—— v=0.030,Rp=1.05

8000 —— v=0.050, Rg=0.63

Pardmetros: A= 5, = 0.00058, = 0.51, 6= 0.20, u= 0.00005, n= 0.2, p; = 0.55,

6000 p2= 0.03, p3= 0.01, y= 0.0582, e = 0.22, w; = 0.005, w, = 0.025, w3 = 0.075

4000

2000

Infectados sintomaticos moderados

0 20 40 60 80 100 120
Tiempo (dias)

(b) Condiciones iniciales S (0) =1 x 105 e I (0) = 20.

Figura 3.7: Sensibilidad al pardmetro v para la curva de infectados moderados,
con condiciones iniciales diferentes y mismos valores de parametros.

Para el estudio de sensibilidad de R, se utilizaron los coeficientes de correlacion
por rangos parciales (PRCC) con un muestreo de hipercubo latino (LHS) donde se
asumio una distribucién normal con media 0.5 y desviacion estandar de 0.2 para &,
en cambio para el resto de parametros se utilizé una distribucion uniforme con los
rangos dados en la Tabla 3.1 (Figura 3.8a). El resultado de este andlisis muestra
una fuerte correlacién negativa para v (PRCC index absolute value: 0.62283) y v
(PRCC index absolute value: 0.83119), asi como una alta correlaciéon positiva para
A (PRCC index absolute value: 0.82605) y 5 (PRCC index absolute value: 0.75256).
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Los resultados de sensibilidad nos indican que disminuir el flujo de entrada y/o la
tasa de transmision, asi como aumentar las tasas de vacunacién y/o de recupera-
cién, permite disminuir el Ry y controlar el desarrollo de una epidemia. Ahora bien,
conforme crece el valor de €, Ry aumenta en pequenia magnitud (0.48, en Figura 3.6
y esto se corrobora por la correlacién positiva obtenida en la Figura 3.8a), disminuye
el pico de infectados (I3(mar)) Pero tiende a aumentar el valor de equilibrio (I5) de

los infectados sintométicos moderados (Figura 3.6).

Aunado a esto, se construyé una superficie de decisién de Ry en funciéon de v
y A, junto al plano Ry = 1 (Fig. 3.8b, plano en color morado), con el objetivo de
ejemplificar el analisis del efecto conjunto de dos parametros con efectos antagénicos
sobre Ry. Se observa que existe una regién de control amplia (tonalidades en azul)
donde podemos combinar estrategias de vacunaciéon y nivel del flujo de entrada que

eviten la endemia de la enfermedad y nos dirijan al punto libre de infeccién.
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PRCC

v ~0.83119
A 0.82605
B 0.75256
Y E ~0.62283
g - 0.19646

w3 -+ | ~0.17569

P1 0.10506

P3 0.09519

P2 0.08083

w2 ~0.06127
8 ~0.05708
e i 0.04113
n : 0.01998
i R ~0.00662

o1 — 0.00125

-10 -08 -06 -04 -02 00 02 04 06 08 10

PRCC

(a) Tornado Plot de Rg en funcién de los pardmetros.

R en funcién de los parametros

Pardmetros: = 0.00058, £= 0.51, 6= 0.20, u= 0.00005, n= 0.2, p; = 0.55,
p2= 0.03, p3= 0.01, y= 0.0582, ¢ = 0.22, w; = 0.005, w, = 0.025, w3 = 0.075

Valores de Rq
3.0 7 3.127

2.843
25 2.559
2.274
2.0 7 1.990
1.706
1.421
1.137
0.853
0.569

0.284

0.000

(b) Superficie de Rg en funcién de v y A.

Figura 3.8: Sensibilidad de Ry con respecto a los pardmetros.
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Capitulo 4

Modelo matematico perturbado

4.1. Hipétesis y descripcion del modelo

El modelo propuesto consta de las siguientes hipétesis:

= Similar al modelo bésico, este modelo considera dinamica vital, i.e. un flujo
de entrada de nuevos individuos susceptibles y muerte natural. Donde la en-
fermedad transcurre a través del contagio de individuos infecciosos (/;, Vi =
1,2,3; A) con susceptibles (5), luego de la transmisién se produce un estado
de latencia (L) donde los individuos estén infectados pero no pueden propa-
gar la enfermedad. Posteriormente, los latantes se convierten en infecciosos
(con probabilidades py, pa, p3, 1 — p1 — p2 — p3), para lo cual se estratifica a
la poblacién de los infectados sin sintomas (asintomaticos, A) o con sintoma-
tologia en tres compartimentos: I; que son los infectados con sintomas leves
, Iy infectados con sintomas moderados, I3 infectados son sintomas severos y
criticos. Ulteriormente, estos individuos pueden morir por la enfermedad (M)

o recuperarse (R).

= Los tres estados de individuos infecciosos sintoméaticos pueden propagar la
enfermedad con igual intensidad. Mientras que Los individuos asintométicos
(A) también pueden transmitir la enfermedad, pero de forma atenuada, con
una tasa de atenuacion &, estos individuos se recuperan y no fallecen a causa

de la enfermedad.

= Los factores exdgenos considerados son la inmunizacion total a través de va-
cunacién y se considera un compartimiento nuevo para su contabilizacién. La

inmunizacion se lleva a cabo con una tasa de vacunacién v.
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= Se consideran tasas de transmision, atenuacién y remocion constantes, ademas
las tasas de recuperacion 7 son similares para cada poblacién en contraste,
las tasas muerte por la enfermedad w;,Vi = 1,2,3, son diferentes, en cada

compartimento de infectados sintomatologicos.

» La poblacién total (N (¢)) en cualquier instante de tiempo estd dada por la
siguiente expresion: N (t) = S(t) + L(t) + I (t) + L (t) + I3 (t) + A(t) +
R(t)+V (t), donde S (t) es la poblacion de susceptibles, L (¢) es la poblacion
de latentes, A (t) es la poblacién de asintomaticos, R (t) es la poblacién de
recuperados y V' (t) es la poblacién vacunada, en cualquier instante de tiempo
t.

= Teniendo en cuenta que las enfermedades respiratorias agudas son susceptibles
a la cantidad de patogenos con los cuales se tiene el contagio, se considera una
funcién que contabiliza la carga viral (o microbiana) promedio poblacional, la
cual es representada con C(t) y ésta puede estar presente en el ambiente y
se ve incrementada por la replicacion viral acaecida en cada individuo de la

poblacién de infectados.

El diagrama de flujo del modelo es el siguiente:

Figura 4.1: Diagrama de flujo del modelo SLITTARVMC
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Considerando la incidencia como ® (C;I) S, y la fuerza de la infeccion viene

dada por:
Q(C.I)=p(C)(L+ L+ +EA), 1= (;1yI13A), (I)?Ri — Ry

Donde la tasa de transmision dependiente de la carga viral, cumple las siguientes

propiedades:
dg (C)
/
dicha tasa de transmisién estda dada por:
aC
5(0)—504-[)_’_707 Bo>0

ademas se considera un vector de parametros del modelo como:

0= (aa b7 aq, (g, O3, Oy, P, A: 57 v, i, 1,p1,P2,P3, 57 v, Wi, W2, Cdg) S R?i-o (41)
Donde:
= S(t) = S, representa la poblacion de individuos susceptibles dentro de la

poblacién en un instante de tiempo t.

» L) = L, representa la poblacion de individuos latentes, es decir, infectados

pero no infecciosos dentro de la poblaciéon en un instante de tiempo t.

» [1(t) = I, representa la poblacién de individuos infecciosos con sintomas leves

dentro de la poblaciéon en un instante de tiempo t.

» [5(t) = I, representa la poblacion de individuos infecciosos con sintomas mo-

derados dentro de la poblaciéon en un instante de tiempo t.

» [3(t) = I3, representa la poblacion de individuos infecciosos con sintomas se-

veros y criticos dentro de la poblacién en un instante de tiempo t.

» A(t) = A, representa la poblaciéon de individuos infecciosos y asintoméaticas

dentro de la poblacion en un instante de tiempo t.

» R(t) = R, representa la poblacién de individuos recuperados dentro de la

poblacién en un instante de tiempo t.

» M(t) = M, representa la poblacién de individuos muertos debido a la enfer-

medad dentro de la poblacién por instante de tiempo t.

» V(t) = M, representa la poblacién de individuos susceptibles vacunados por

instante de tiempo t.
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C(t) = M, representa la carga viral (o microbiana) por instante de tiempo t.
La cual puede ser medida en copias de particulas virales o microbianas por mL.
En el caso de COVID-19 u otras cargas virales de enfermedades respiratorias,
se puede medie en (copias de ARN)/mL (LoPresti et al., 2022) .

N(t) = N, representa la poblacién total de individuos vivos del sistema. Por

lo cual es la suma de todos los compartimentos excepto M y C.
A, representa la tasa de nuevos nacimientos.
i, representa la tasa de mortalidad natural independiente de la enfermedad.

£,0 < ¢ < 1, es la tasa de atenuacion de la transmision para las personas

asintomaticas.

1, es la tasa de transicion de latente a infectado sintomatico o asintomatico.

%, es el tiempo promedio que demora un individuo latente en convertirse en

infectado (sintomaticos o asintomaéticos).

pi, Vi =1,2,3, es la proporciéon o probabilidad de que la poblacion de latentes

se convierte en uno de los posibles estados de infecciosos sintomaticos.

Mientras que 1 — >, p;, Vi = 1,2, 3 es probabilidad de que una proporcién

de la poblacién de latentes se pase al estado de infeccioso sintomatico.

0;,Vi = 1,2, es la tasa de transicién entre los distintos niveles de infectados

sintomaéticos.

%,W = 1,2, es el tiempo promedio que demora un individuo sintomatico en
1

agravar sus sintomas.

7, es la tasa de recuperacién de la infeccion para los infectados (sintométicos

y asintoméaticos).

%, es el tiempo promedio que demora un individuo infectado (sintométicos y

asintomaticos) en recuperarse.

w;, Vi = 1,2, 3, es la tasa de letalidad de la infeccion para los infectados sin-
tomaticos. La tasa de letalidad considera la muerte por enfermedad en propor-
cién de la cantidad de enfermos por dia. Mientras que una tasa de mortalidad
en general, consideraria la muerte por enfermedad en proporcion a la cantidad

total de la poblacién por dia.

L Vi = 1,2,3, es el tiempo promedio que demora un individuo infectado

w;?

sintométicos en fallecer.
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= v, es la tasa de vacunacién. Mide la velocidad de vacunacion promedio, es
decir, cuantifica la proporcién de personas vacunadas con respecto al tamano
total de la poblacion por dia. Por ejemplo, si es posible vacunar 1000 personas
por dia de una poblacion de 10 000 personas, entonces la tasa de vacunacion
es 0.1, y en el mododelo significa que 10 % de la poblacién de susceptibles es

vacunada por dia.

= [y, representa la tasa de transmisién basal, debido a la carga viral ambiental
basal constante, asumiendo que existen agente patologicos en el ambiente (en

superficies, volatilizadas, etc.).

= a,representa la maxima tasa de replicacion viral o microbiana promedio en un

individuo infectado de la poblacion.

= b, representa la constante de saturacion media para la curva de la carga viral

o microbiana producida por los individuos infectados.

m ;1 = 1,2,3,4, representa la tasa de emision promedio de particulas virales o

microbiana por cada tipo de individuo infeccioso.

= p, representa la tasa aclaramiento o eliminacién de particulas virales o micro-

bianas.

4.2. Modelo SLIITARVMC

Considerando las hipotesis antes mencionadas, la dinamica puede ser descri-
ta por el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias con condiciones

iniciales:
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ds
E:A—(I)(C;])S—(VJFN)S, S(0)=S5y0>0 (4.2a)
d
dg =vS =V, V(0)=V,>0 (4.2b)
dL
EZCI)(C;I)S—HL—ML L(0)=Ly>0 (4.2¢)
dl;
5 Pl (01 4+ +wi+p) I, L(0)=1,>0 (4.2d)
dly
e panL + 6101 — (62 + v + wa + ) Iy, L(0) =1, >0 (4.2e)
dl3
T pa3nL + 02l — (v + w3 + p) I, I5(0) = I3, > 0 (4.2f)
dA
— = (L=p1=p—ps)nl —yA - pA, A(0) =49 >0  (4.2g)
dR
o =t bty tyAd - pk, R(0)=Ry >0  (4.2h)
dM
o wily + waly + wsls, M(0) =My >0 (4.21)
dC .
E = &1]1 + 012[2 + 013[3 + OZ4A — pC, C(O) = C() Z 0 (42])
O € RY (4.2k)

Donde © es el vector de pardmetros previamente definido en (4.1). Asumiendo
restrictivamente y por simplicidad que las tasas de transicion, asi como, las tasas
de emisién viral son homogéneas entre las poblaciones de infectados (esto es, que
no existe una diferencia significativa en la cantidad de particulas virales liberadas

al ambiente por cada clase de infectados), se considera lo siguiente:

1] =0y =03 =0y =«

ademads se puede desacoplar la ecuacién (4.2i) que expresa la dindmica del compar-
timento de muertos por la enfermedad cuya dindmica depende exclusivamente de

los infectados sintoméaticos:

dM
o wily + woly +wsls, Mgy = My >0
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y como ¢ (C;I) = B(C)(I1 + I+ I3+ £A), donde 5(C) = [y + bi—%’ podemos

reescribir el sistema como:

dS

= A=) (Lt Lt I+ EA)S = (v + 1) S, S0)=5,>0 (4.3a)

d

CZ — S -V, V(0)=Vo>0 (43D)

dL

o PO+ L+ I+ EA)S = (n+p) L L(0)=Ly>0 (4.3¢)

dl,

%meL—(5+7+wl+u) I, L(0)=1,>0 (4.3d)

dl,

a7 =panL + 0Ly — (6 + v + w2 + p) I, ,(0) =1, >0 (4.3¢)

dls

5 Lt ol — (v + ws + ) I, (0) = I3, >0 (4.3f)

dA

E:(l—P1—P2—P3)UL—(7+M)A, A(0)=A4y>0 (4.3g)

dR

— = vh oyl oyl + A - pR, R(0) =Ry >0 (4.3h)

dC .

= = aly + aly + als + aA — pC, C0)=Cy>0 (4.3i)
(&7 67047p7A7§> 1/7,uvnaplap27p3757’77w1>w27w3> € R}J (43J)

La poblacién total para el sistema (4.3) en el instante ¢ se considera:
S+V+L+L+L+I3+A+R=N.

Donde N = N (t) representa a la poblacién total en el instante t. De lo cual

AN _dS AV dL  dl  dl_ dly  dA  dR
dt  dt dt dt = dt dt dt — dt = dt

Asimismo, sumando las ecuaciones del sistema (4.3), se obtiene

dN
E =A- [,LN — (wlll + CUQIQ + W3]3) (44)
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4.3. Propiedades cualitativas basicas

4.3.1. Existencia y unicidad

Teorema 4.3.1. El sistema (4.3) con condiciones iniciales S (0) = S,V (0) =
VO’L(O) = Lo, I (O) = Iy, I (0) = Iy, I3 (0) = I3ovA( ) Ao, R (0> Ry, C (O)
Co no negativas, posee soluciones unicas S,V, L, I, I, I3, A, R,C : [0, oo) [0, oo)9

en el intervalo t € [0, 00).

Demostracioén.

A partir del sistema (4.3), se definen:

—A—(ﬁo—FaC’) (Il+[2+]3+£A)S_(V+M)S,

Fi (@) b+ C

Fy(z) =vS —pV,

By () = (B 52 ) (it Byt Ty 4 €4)S — () L
Fy(r) =pmL — 0+~ +w +p) I,

Fs (@) = ponl + 01y — (0 + 7 +wa + ) I,

Fs(x) = psnL + 01y — (v + ws + p) I3,

Fr(z) = (1 —p1—p2—p3)nl — (v +p) A,

Fy(z) =L + vIy + vl + vA — uR,

Fy () = aly + aly + als + aA — pC,

donde = = (S,V,L, 11, 15,13, A, R,C). Obsérvese que las componentes de F =
(Fi,...,Fy) son funciones racionales definidas en R}, y ademds el denominador
b+ C' satisface

b+ C >0,

puesto que b > 0 y C' > 0. Por consiguiente, cada F; es de clase C*° en ]Ri. En
particular, F' es localmente Lipschitz continua en R%. Ademds, se verifica que el
campo vectorial apunta hacia el interior de RS sobre cada hiperplano coordenado.
En efecto,

Fils—o = A >0, Fyly—o =vS >0,

y analogamente

F3lp—0 >0, Fiylp=0>0, Fslp=0>0, Fglr—0>0,
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Frlazo >0, Fglp—0 >0, Fylc—o>0.

Por lo tanto, ]RS)r es positivamente invariante para el sistema. Por consiguiente, cum-
pliéndose los requerimientos del Teorema A.4 presentado en el apéndice A de Thie-
me (2003), para cada zo = (So, Vo, Lo, L1y, L2, I3,, Ao, Ro, Co) € R = [0, o), existe
una solucién tnica del sistema @’ = F (x), 2 (0) = z¢, con valores en RY, que estd
definida en algtin intervalo ¢ € [0,b) con b > 0. Ademas, si el intervalo maximal de
existencia fuese finito, es decir, si b < oo, entonces por el Teorema A.4 de Thieme
(2003) deberia cumplirse

%i_r}gsup[S(t) +V@)+ L)+ L)+ L)+ 13(t)+A{)+R(t)+C(t)] = oc.
Suponer que b < ooy como N (t) = S(t)+V (t) + L(t)+ 1 (t) + I (t) + I5(t) +
A(t) + R (t) representa la poblacion humana total, se define M(t) = N(t) + C(¢)
entonces sumando las ecuaciones del sistema (4.3), se obtiene

M/(t) =A- /LN(t) — w1]1 — CUQIQ - w3]3 + Oé([l + ]2 + ]3 + A) - pC(t)
Como todas las variables son no negativas, se sigue que

—wily — waly —wsls <0,

y ademas
L+L+I+A<N<M.

Por consiguiente,

M@t)<A+a(lL+L+13+ A
<A+ aN(t)
< A+aM(t).

en consecuencia
M'(t) < A+ aM(t)

resolviendo la inecuacion diferencial, se tiene que

«

M(t) < (M(O) + A> e, tel0,b),

Por lo tanto, M(t) permanece acotada en todo intervalo [0,b), lo cual contradice el

criterio de explosién establecido en el Teorema A.4 de Thieme (2003), segtn el cual
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toda solucion maximal con b < co debe satisfacer
lim sup ||z(t)|| = oc.

t—b—

En consecuencia, no puede ocurrir explosion en tiempo finito y necesariamente b =
oo. Por consiguiente, las soluciones del sistema existen de manera tnica para todo

9
t € [0,00) y permanecen en RY .

4.3.2. Positividad

Teorema 4.3.2. Las soluciones del sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias
del modelo (4.3) con las condiciones iniciales S (0) > 0, L (0) > 0,1; (0) > 0,15 (0) >
0,15 (0) > 0,A(0) >0,R(0) >0,V (0)>0,C(0) >0, es positiva en RVt > 0.

Demostracién.

» Positividad de S (¢): De la ecuaciéon (4.3a):

5 _ )\ _ Kﬂ0+a0> (11+12+13+§A)+(V+M)}s

dt b+C
% > —Kﬁwb‘fC)(11+12+13+£A)+(v+u>}5
InS(t)—InS(0) > —/OtKﬁw&)(Iﬁfﬁfﬁ&)ﬂyw)}m
InS(t) > 1n5(0)—/0t[<50+b‘_‘fc> (Il+Ig+13+§A)+(u+u)}dr
S > S(O)exp{—/otKﬁo—i-bj_CC) (11+12+13+§A)+(v+u)] dT}

Por lo tanto
S(t) >0, VS (0)>0

= De manera analoga es posible probar la positividad del resto de variables.
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4.3.3. Acotacion

Teorema 4.3.3. La region factible invariante del sistema de ecuaciones diferenciales
(4.3), es una region no negativa definida como:

0= {<s<t>,v<t>,L<t>,h (). L (1) I (1), A (1) R(1).C (1)) € RS : N (1) < 2 .0(1) < C“A}

o
donde N(t) =S ({t)+V @)+ L)+ 1L (t)+1L(t)+13(t) +A(t)+ R(2).

Demostracioén.

De la ecuacion (4.4), tenemos que:

dN
E =A- /LN — (w1]1 + CUQIQ + OJ3]3)

de lo cual se sigue que:

resolviendo la inecuacién diferencial de primer orden:

AN
Y L UN<A
a THY S

Sea el factor de integracién et

(Ve

d
dt

< Aett

Integrando:
N(t)<e ™ (/ e Adt + K)

A
N(t)< =+ Ke
0

y cuando t — o0:
lim N (t) <

t—00

==

De la misma forma, analizamos la acotacién de la carga viral, de la ecuacién (4.3i),
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tenemos que:

dC

E = &([1+[2+[3+A)—p0
ac
E—#—pC’ = Oé(]l+[2+13—|—A)

y por la acotacién previa, se tiene que:

dC A
dt 1
dC al
b Cc < =
dt T s W

al resolver la inecuacién diferencial, tenemos que

A
C(t) <22 — Ke
Hp
por lo tanto,
A
lim C(t) < az
t—ro0 P
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4.4.

4.4.1.

Analisis de estabilidad

Calculo del punto de equilibrio libre de infeccion

Se procede a analizar el sistema:

as aC

av

—=vS—puV =0 (4.5b

Tk (4.5b)
dL aC'

dt—<50+b+0>(11+]2+13+§A)S—(U+M)L =0 (4.5c)
dl,

CTLLZPWL—@‘FV-FM—FM)E =0 (4.5d)
dly

EZP2UL+5[1—(5+V+WQ+M)[2 =0 (4.5e)
dls

o panL + 01y — (v +ws +p) I3 =0 (4.5f)
dA

%:(1—]91—]92—173)7711—(74‘#)14 =0 (4.5g)
dR

o = h b+l tyAd—pR =0 (4.5h)
ac )
o =aly +als + al; + aA — pC =0 (4.51)
Para el punto de equilibrio libre de infecciéon se cumple que:

L=L=L=1I3=A=0
Reemplazando esta condicién en el sistema (4.5), se tiene que:
» De la ecuacién (4.5a):
A—(v+p)sS=0
A
S8 = (4.6)
V+u

» De la ecuacién (4.5b):
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vS—uV =0

vS
I

reemplazando (4.6) en esta ultima expresién:

V:

V- vA
' p(v+p)
» De la ecuacién (4.5h):
—uR =0
S R=0
» De la ecuacion (4.51):
—pC =0
S C=0

Entonces el punto de equilibrio libre de infeccién es:

A A
E0:< i ,o,o,o,o,o,o,o) (4.7)
v+ (vt p)

4.4.2. Calculo de R, mediante la matriz de la préxima ge-

neracion

Conforme a la metodologia antes utilizada, se analizara el sistema formado por

los compartimento de infectados:
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dL aC

- = L+ L+1 A)S — L 4.

= (B4 ) (M R L+ €A S — -+ ) (1.80)
dl

dftl =pinL — (6 +v+wi +p) N (4.8b)
dl,

g Penktoh— (0+7+wr+p) (4.8¢)
dls

s =psnL + 01 — (v +ws + ) I3 (4.8d)
dA

%:(1—p1—p2—p3)nL—(7+u)A (4.8¢)

A partir de este sistema (4.8), formaremos la matriz de tasas de apariciéon de nuevas
infecciones F(1, 1, 1,.15,4), ¥y la matriz de tasas de transferencias V(y, 1, 1,,1,,4) para el

modelo perturbado, que en este caso toman la forma:

F (Bo+ £2%) (I + L+ I+ €A) S
n 0
Fonnnay=F=| F, | = 0
F1, 0
Fa 0
Vi 0
V}Ll pinL
VELL,ILIQ,I?,,A) =Vi=| Vi | = panL + 01,
Vi, psnL + 61y
Vi (1 —p1 —pa —ps)nL
Vi (n+mp) L
Vi (O+y+w +p)h
v(_LJlJstvA) =V = Vi | = (0 +v+wy+p) L
Vi, (v +ws+p) I3
Va (v+n A

_ - At
V(L7[17[27I37A) - V(L,Il,IQ,IS,A) V(L,Il,lg,lg,A)
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(n+p) L
(0+~v+w +p) 1 —pinL
V=V —V'=| (6+vy+ws+pu)ly—pnL -5l
(v +ws + p) Iy — panL — 15
(v+p) A= (1 —=p1—p2—p3)nL
Procedemos a calcular el Jacobiano o matriz de derivadas de las matrices V, JF, eva-
luandolas en el punto de equilibrio libre de infeccién Ey = ( A —vA_(0,0,0,0,0 0)

v p(vtp)
ast AT 9T L T, affL
ey ailEy Sl ey TAlE)
83”11 71, 771, a7, d:TIl
| Eo) “an |(E0) BIg ‘(Eo) 0I5 ‘(Eo) ‘ Eo)
F— 0F; o 63”12 71, 871, 871, 8?12
T O |E0 - | Eo)  an, |(Eo) o1 |(Eo) a3 ‘(Eo) ‘ Ey)
KA
6?13 971, 071, 891, 8?13
|(E0 an | (&0) oI, |(Eo) ols |(E0) ‘ (Eo)
63",4 0F 4 0F 4 OF A 85,4
ey Sl FEley  Fle) Tl
0 BoA BoA BoA BoéA
(vtp)  (v4p)  (v4p)  (v4w)
0 0 0 0 0
F=10 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
Ny Ny 247 vy 6VL
oL |(Eo) ol |(Eo oI, |(Eo) ol |(Eo) ’ (Eo)
v, vy, v, oV, avll
il FrtlEn Tl Fnlen  Fale
V= A% - av,2 vy, vy, vy, avlz
= 5. 1m0 = | Sl Brtley Brtlen rtlen il
T
8V13 oy, | oy, oV, avIB I |
ey Frtley atle) a5l (Bo)
avA v, V4 V4 6\7A
2l ey File  Ftlen  FalE)
(n+p) 0 0 0 0
—p1n (+~v+w+p) 0 0 0
V = —p2n -4 (0+v+w2+p) 0 0
—p3n 0 -4 (v +ws +p) 0
—(1—p1—p2—p3)n 0 0 0 (v+ p)
s necesario hallar la matriz inversa de V:
E hallar 1 t de V
(n+m)~?t 0 0 0 0
CEmIcE=z=rE=m) F+v+wr+mt 0 0 0
V-l= e g ) e G (Gt ytw ! 0 0
”“‘;*”*Z?II)’&“IJIL‘IBK&*—,%Zi?Ew’iti%iiif”“’” (5+'Y+w2+u)(6+$iw1+M(v+w3+u) (5+w+w2+3)(w+w3+u) (r+ws+ w7t 0

_ (=14p1+potp3)n 0 0 0

- —1
(n+w) (v+1) (v +n)
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y luego se calcula el producto matricial K = FV~! denominado matriz de la

préoxima generacién K = F'V 1. Cuyo polinomio caracteristico estd dado por:

Py _
+w+p)@+y+wr+u) @+u)+u)(@+v+wi+p)@@+y+ws+p) v+ (n+p)(y+n

_BoAn((+v+wa+p) (+v+wi+pps+3 ((p2+p1)6+p2(u+'v+w1))>)
w+pw+p)@+y+wr+p)+v+w2+p)(y+ws+p)

4 ( BoAnp1 BoAn (6p1 + (8 + v + w1 + ) p2) BoAn (1 —p1 —p2 — p3) &

El niimero béasico de reproduccion esta definido como el radio espectral de la matriz

de la préxima generacion, esto es, como el mayor de los autovalores:
Ro=p(FV) = p(K)

En este caso:

ABon
Ry = 1 R 1 R R R 4.9
0 (V+N)(77+N) [( +QZ+Q2QS) 01‘|’( +Q3) 0, + Roy +¢ OA] ( )
donde:
D1
Ro, = 4.10
T Sty twitp (4.10)
D2
R = 4.11
. O+ 4w+ p (4.11)
D3
Ry, = ——m—— 4.12
03 7_‘_w3+u ( )
R, = L PLTP2TPs (4.13)
Y+
0
= 4.14
Y P (4.14)
)
= — 4.15
q3 Y+t ( )
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4.4.3. Existencia del punto de equilibrio endémico

Teorema 4.4.1 (Existencia de caso endémico). El modelo matemdatico-epidemioldgi-

co dado en (4.3), presenta los siguientes valores umbrales:

A =RoAx (By + a) {yom (B +a) (RE = 1) = 4.60b (1 = Ro) (1 + u)} ,

RE = = =
0 Bo+ a

_ Robob(n+ p) + A [ Bo bn+p) 1
RoAK/ (,80 + CL) Ak :RQ ’

y posee:

= Un dnico punto de equilibrio endémico si Ry > 1 y A > 0, cuyas coordenadas

vienen dadas por:
Ey, = (S, V* L}, 1], 15,15, A", R*,C")

= Un dnico punto de equilibrio endémico si Ry < 1, RE <1 y A =0, cuyas

coordenadas vienen dadas por:
E2 = (S*v V*> L; [; [;7 [§7 A*> R*> C*)
= Dos puntos de equilibrio endémicos si Rg < 1, RY <1 y A >0, cuyas coorde-

nadas vienen dadas por:

Es = (S*,V* L3, I, 15,15, A", R*,C™)

Ey= (S V* L}, I, I, I;, A", R*,C™)

donde:

Ao

St =
akL7y , .
Ro (v + 1) (50 + s g;;;)

2
1

V*
Iy :R0177L>f,2,3,4
I5 = (Ro, + @2Ro,) 77Ly1ﬁ,2,3,4
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]g = (RO:’, + Q3:R02 + q2q3fR01) 77[7{,2,3,4

A” :ROAT/LT,2,3,4

g7 [Rolv ) (0t p)
mo ABy

+Ron(1=E&)| Lisz4

..gz 1
Cc* :j _ o (v +Aﬂﬁ)o(n 1) + Ro,m (1 — f)_ Lis34
con
o A(1-=p) /%%Nﬂ%+aw®ﬂEWW+®@%—1y—4%b“_RMW+“ﬂ
hs==0xn * 2Ro~ (Bo +a) (1 + p)
()
EEICEany
L A(-%F) [ Rol (o -+ ) [RoAr (B +a) (R —1)? = 4 6o b (1= Ro) (1 + )]
- _

2(n + 1) 2Rok (Bo+a)(n+ )

LY [Ro(v+u)(n+u)

2 [0 L o1 - 6)

ademds de Ry y sus componentes definidos previamente en (4.9), (4.10), (4.11),
(4.12), (4.13), (4.14) y (4.15).

Demostracion.

Para el célculo del punto de equilibrio endémico se analiza el sistema (4.5), a

partir del cual se deduce que:

= A partir de la ecuacién (4.5b), tenemos que:

T (4.16)
W

= De la ecuaciéon (4.5d), tenemos que:

_ pinL
d+7v+w +up

1

Reemplazando (4.10) en esta tltima expresion:

I = Ro,nL (4.17)

203



» Ademés de la ecuacion (4.5e), se obtiene que:

panL Y

= + 'Il
O+y+twat+pu O+y+tw+pu

I

Reemplazando (4.17):

L o
I, = pan + Ro, 1L
O0+7+wr+ i O+7+w +

D2 0
I, = + Ro, | nL
P ity twtp <5—|—’y—i—w1—|—,u> 0]77
Reemplazando (4.11) y (4.14) en esta tltima expresion:

]2 = (:R[b + QQR()l) 77L (418)

» Asimismo de la ecuacién (4.5f), se puede despejar:

. p3nL 0
3= + - Lo
Ytwstp ytwstp

Reemplazando (4.18) en esta expresion:

p3nL 0

I; = + Ro, + @R L

STy twstp 7+w3+ﬂ( o t2Ro,)
b3 X d

Ytwstp yYtwstp

I3 = (Ro, + @2Ro,) | nL

Se puede reemplazar (4.12) y (4.15) en esta ultima igualdad, obteniendo que:
[3 = (IR()S + (]3:R02 + ngngol) 77L (419)
= Del mismo modo, de la ecuacién (4.5g), se puede despejar:

(1—p1—p2—p3)77L
YA

A=

Reemplazando (4.13), se obtiene:
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Es posible despejar a partir de (4.9):

Ro (v + ) (n+ p)

[(1+ g2 + q2g3) Ro, + (1 +q3) Ro, + Ro, +ERo, |1 = A
0

(4.21)
y
[(1+ g2 + q2q3) Ro, + (1 + q3) Ro, + Ro,y 1 = Rl JFA/QO(?7 U ERo.m
(4.22)

Por otro lado, se procede a calcular la siguiente relacion a partir de las ecua-
ciones (4.17), (4.18), (4.19), (4.20) :

L+ 1o+ 134E6A = Ro,nL+(Ro, + @2Ro, ) nL+(Ro, + ¢3Ro, + ¢2q3Ro, ) nL+ERe ,nL

L+ L+ Is+ A = (Ro, + Ro, + 2Ro, + Ro, + @3Ro, + ¢293R0, + ERo, ) NL

L+ 1+ I3+ EA =[(1+ g2 + ¢203) Ro, + (1 + q3) Ro, + Ro, + ERo, | L

Podemos reemplazar (4.21) en esta expresion, donde hallamos que:

Ro (v + ) (n + p)
ABo

Como en el caso precedente podemos hallar lo siguiente:

L+ L+ I+ A= L (4.23)

Il—i‘IQ—'—Ig—i‘A = fRolnL—i‘(RQQ + QQ:R-()l) 77L+<:R03 + q?,fRoz + QQQ3fR01) 7’}L+:R0AT]L

factorizando adecuadamente

L+ L+ I3+ A={[(14+ ¢+ ¢q3) Ro, + (1 + g3) Ro, + Ro,] n+ Ro,n} L
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Podemos reemplazar (4.22) en esta expresion, donde hallamos que:

Ro (v + ) (n + )
ABy

[1+[2+[3+A:[ —f.{ROA’U—i—:ROAT]‘|L

Ro (v +p) (n+p)
ABy

11+IQ+13+A:l +:R0AT](1—£)]L (424)

A partir de la ecuacién (4.5h), se puede despejar:
7
R= ;(114—[2—1-13—1-14)
Reemplazando (4.24) en esta tltima relacién, obtenemos:

Ro (v + ) (0 + )
ABy

R= Z FRon(1—8)| L (4.25)

A partir de la ecuacién (4.51), se puede despejar:
a
Reemplazando (4.24) en esta tltima relacién, obtenemos:

o @Rl tpmtp
P Apo

Con el objetivo de simplificar la notacién para un calculo posterior, esta iltima

+Ron(1-)| L (4.26)

expresion se puede escribir como:

Q
Il

KL (4.27)

donde:

o @ Ro(vtp)(n+p)
p Ao

esta expresion es positiva ya que 0 < ¢ < 1. Considerando (4.4.3), podemos

+Ro,n(1=¢) >0 (4.28)

reescribir x, como
o
K= ” {l(1+ @2 + q2q3) Ro, + (1 + q3) Ro, + Ro,] + Ro, } 1 (4.29)

esta ultima expresién indica que k no depende explicitamente de Sy, la cual

sera util mas adelante para el andlisis de bifurcacion de Hopf.
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= A partir de las ecuacién (4.5¢):

<BO+Z)C—L|—OC’) (Lh+1L+13+EA)S=Mn+np L
(n+p) L
(BO‘HLLFCC) (L + I+ I3 + £A)

esta ultima expresion puede ser reescrita usando las equivalencias dadas en
(4.23) y (4.27), como sigue

(n+p) L
(50 + anLL) (RO(VTB)O(MH) ’ L)

S:

ABy
S = 4.30
Ro (v +p) (BO + b(f;fL) 430

» A partir de las ecuaciones (4.5a):
(6 +“C)(1 VLt L+ EAS=A—(vt+p)S
0Ty o 1T L2 T I3 = v

y (4.5¢):

(ﬁo—i-bj_co) (Lh+1L+13+EA)S=Mn+np L

se puede despejar S en funciéon de L, como sigue:

M+ L=A=(w+pS

A—m+pL

4.31
—y (4.31)

S:

de esta ecuacion se desprende la condicion de positividad para S:

A—(n+p)L>0

A
L <——
n+u

por otro lado, de la acotaciéon previamente analizada, sabemos que

A
N < —
1

207



por lo tanto, se observa que como L < N, entonces

A A
L < — < —
n+uop

y por ende la expresion es siempre acotada y positiva cuando exista L.

= Con la finalidad de encontrar una expresion explicita en L, utilizamos la ecua-

cién (4.5¢) y reemplazamos con lo encontrado en las ecuaciones (4.23) y (4.27)

akL >fRo(V+M)(77+:u>.L,S_(n+M)L:0

b+ kL AB,

reemplazando (4.31) en esta tltima ecuacion, tenemos que:

(50 +

<ﬁo+ bCfﬁL) Ro (v +A’20(7’+“) L [A _(u(TLul)L)L] ~(n+u)L=0
(5“ bTﬁL) ROMTBZW’E lA W)L] =

Ro [Bob + (Bo + @) KL} [A = (n+ p) L] — (b+ kL) ABy = 0

Ro [BobA — Bob (0 + 1) L+ A (B + a) L —  (Bo + a) (n + p) ]
- bABO - I{AB()L =0

Rok (Bo + a) (0 + p) L* + {kABo + Ro [Bob (n + 1) — Ak (6o + a)]} L
+ bA Sy — RoBpbA =0

factorizando y re-ordenando adecuadamente, tenemos que
asl* + a1 L+ ag =0 (4.32)
donde:
Ay = 930/@(50%—@) (77+M) >0
a; = Ro[Bob(n+ pn) — Ara] + £BeA (1 — Ry)

apg = Aﬁob(l—fRo)

Se observa que as es siempre positivo. Ademas ag es positivo si Ry < 1y

negativo cuando Ry > 1.

208



Por otro lado, el valor de a; puede reescribirse como

a; = JQ() [ﬁob (7] + [1,) — Alia] + IiﬁoA (]_ — RO)
ay = RoBob(n+ u) — RoAka + koA — Rok oA

y su signo puede quedar determinado por las siguientes condiciones:

a1 > 0 < RoBob (7] + ,U) — RoAka + kB — RokBgA > 0
RoBob (n + 1) + KBoA

>0& > 1
@ fRQAI{ (50 + CL)
por lo que se define un nuevo valor umbral como:
Rofob (n + ) + KB/ Bo \|bmtm 1
0 :R()A/i (60 + Cl) ﬁo +a Ak IRO ( )

donde se verifica que RE > 0, y por lo tanto,
a >0e R >1

Aplicando la regla de Descartes para determinar la cantidad de soluciones
positivas de L, tenemos que al analizar el polinomio dado por (4.32), el signo

de algunos de sus coeficientes viene dado por las siguientes condiciones:

. SIRO>1

Polinomio asl? | +a1L | +ag
Coeficiente as a Qo
Caso 1: Signo | + + —
Caso 2: Signo | + — —

el nimero de cambios de signo entre los coeficientes equivale a la cantidad
maxima de raices positivas que puede poseer el polinomio. En este caso
tiene un solo cambio de signo en cualquiera de los casos, por ende posee

solamente una raiz positiva.

Por otro lado, como
P(—L)=ayLl? — a1 L + aqg

para el cual

209



Polinomio asL? | —a L | +ag
Coeficiente a9 —a ao
Caso 1: Signo | + — —
Caso 2: Signo | + + —

el nimero de cambios de signo entre los coeficientes equivale a la cantidad
maxima de raices negativas que puede poseer el polinomio. En este caso
posee un cambio de signo, i.e., una raiz negativa en cada caso. Resumien-

do:

Tabla 4.1: Raices del polinomio P(L) cuando Ry > 1

Raices | Caso 1 | Caso 2
R* 1 1
R~ 1 1
C 0 0

De la regla de signos de Descartes, podemos concluir que el polinomio
posee una raiz real positiva en cualquier caso (ya sea que el coeficiente ay
sea positvo o negativo). Por lo tanto, existe un tnico punto de equilibrio

endémico.

SiRy <1y RV >1

Polinomio asL? | +a1L | +ag
Coeficiente as aq ag
Caso 1: Signo | + + +

En este caso no existe cambio de signo, por ende no posee raiz positiva y

no existe punto endémico.

Por otro lado, como
P(~L) = ayL* — a1 L + ag

para el cual

Polinomio asL? | —a L | +ay
Coeficiente as —ay ao
Caso 1: Signo | + — +

En este caso posee dos cambios de signo, i.e., dos raices negativas, o puede

no poseer ninguna raiz negativa.
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e SiRy<1lyRY <1

Polinomio asL? | +a L | +ao
Coeficiente Qs a ao
Caso 2: Signo | + — +

En este caso existen dos cambios de signo, por ende puede poseer dos

raices positivas y dos puntos endémicos, o ninguna raiz positiva.

Por otro lado, como

para el cual

P(—L) = ayL? — a1 L + ag

Polinomio asL? | —a L | +ayg
Coeficiente a9 —a ao
Caso 2: Signo | + + +

En este caso

no posee cambios de signo, i.e., no existen raices negativas.

Estos casos pueden resumirse como

Tabla 4.2: Raices del polinomio P(L) cuando Ry < 1

Raices | Caso 1 (posibilidad 1) | Caso 1 (posibilidad 2) | Caso 2 (posibilidad 1) | Caso 2 (posibilidad 2)
R* 0 0 2 0
R~ 2 0 0 0
C 0 2 0 2

Por lo antes mencionado, la existencia del punto de equilibrio endémico (po-

sitivo) estd condicionado por los valores umbrales Ry y RE, esto se resume en

las Tablas 4.1 y 4.2, ademas podemos explicitarlo en siguiente Tabla 4.3:

Tabla 4.3: Condiciones para la naturaleza de raices del polinomio P(L) = ayL?+

a1L + ag
Condiciones as | a1 | ag | Raiz RT™ | Raiz R~ | Raiz C
Ro>1, R >1 ]+ | + | — 1 1 0
Ro>LRE<1 |+ |- | -] 1 1 0
Ro< 1, RE>T1|+ | + |+ 0 2,0 0.2
Ro< LRE<1|+|—|+] 20 0 0,2

Con el objetivo de encontrar las coordenadas explicitas del punto de equilibrio

en cada caso, se presenta la solucion de la ecuacion de segundo grado del
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polinomio P(L) = asL? + a1 L + ag vy se reescriben los coeficientes en funcién

de Ry y RE como sigue:
az = Rok(Bo+a)(n+p)
a1 = RoAr(By+a) (RE —1)

apg = Aﬁob(l-fRo)

Ademas el discriminante (A = a? — 4asap) de la ecuacién (4.32) en funcién de

los parametros del modelo esta dado por:

A = RN (o + a)* (RE —1)" =4 Gob(1—Ro) Ro (fo +a) (n + p)

A = RoAr (B + a) [:ROM (Bo+a) (RE—1)" = 450b (1= Ro) (n+ 1)
(4.34)
y se debe cumplir que:
A>0

para la existencia de raices reales, pudiendo reescribir el discriminante en

términos de los pardametros y (4.33):
2
RoAk (8o + a) |RoAk (By + a) (fROE — 1) —4Bb(1—=Ro) (n+p)| >0

y se presentan los siguientes casos:

a) Caso 1: Ry > 1y R = 1 entonces A > 0. Por lo que la ecuacién (4.32)

presenta una tnica raiz positiva y en el punto critico toma la forma:

L:1<—a1+\/5>
2

Q2

RoAn (B0 +a) (1 - RF) + \/mgAw (Bo+a)2 (RE 1) — 44806 (1~ Ro) Ro w (80 + a) (n + )

2Ro k (Bo + a) (n + p)

L =

A (1 7%5) \/RoAn(ﬁo +a) [ROAn(ﬁo +a) (9%{;3 — 1)2 —4B0b(1—Ro) (n+ )

L==aww * I CETICEY (4.35)

b) Caso 2: Ry < 1, RY <1y A =0. Entonces la ecuacién (4.32) presenta

una raiz positiva de multiplicidad algebraica 2 y en el punto critico toma

L—1 (‘“1)
2 asg
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 RoAk (B +a) (1—RE)

2Ro K (Bo +a) (n+ p)
A(1-RE)
2(n+p)

c) Caso 3: Ry < 1, R <1y A > 0. Entonces la ecuacién (4.32) presenta

(4.36)

dos raices positivas diferentes y toman la forma:

L:1<M>

2 a9

) \/ROAH (Bo + a) [ROAH (Bo + a) (SR{;; - 1)2 —4B0b(1 —Ro) (n+ ,u)}

CA(1-®E
EECE R 2Ror (Bo +a) (1 + 1)
y
oL (ru-VA
2 a9
2
Ao \/ozom(ﬁo+a> [RoAn(ﬁoJra) (®5 —1) f4ﬁob(1fﬁo)(n+u)} .

2(n+p) 2Rok (Bo +a) (n+p)

De todos los célculos previos (4.16), (4.17),(4.18),(4.19),(4.20),(4.25),(4.26),
(4.30), (4.35),(4.36), (4.37),podemos decir que existen uno o dos puntos de equi-

librio endémicos, dados por:

En el caso que exista un solo punto de equilibrio endémico y Ry > 1

S* . ABO
- akL*
:RO (V+M) (BO + b+f€L*>

v vS*
0
If =Ro,nL*

I5 = (Ro, + @2Ro, ) nL*
I3 = (Roy + ¢3Ro, + 023R0, ) nL*

A* =Ry nL*

o Y| Ro (w4 p) (n+ p) B ]
R _,u Aﬁo -l-fRoAU(l 5) L
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o =2
P

lfRo(VJru)(n+u) Ren(1—0)| 1

APo

A(1- %) \/fRoA/‘é (Bo + a) [RoAr (Bo + a) (RF —1)° = 480 (1 = Ro) (n + )|
ICE 2R (Bo +a) (1 + )

*_

ademds, cuando Ry < 1 la coordenada en L* estd dada por (4.36). Mientras que si
existen dos punto de equilibrio endémicos, sus coordenadas estan dadas por (4.36)
y (4.37). [

Observacion 4.4.1. A diferencia de la formulacion cldsica de los umbrales epi-
demioldgicos, en el presente modelo se define RE como un pardmetro condicional

dependiente de Rq, es decir,

RE _ Roﬁob(ﬁ‘i‘ﬂ)“"fﬁof\'
0 Ro Ak (Bo+ a)

Esta definicion no pretende establecer un umbral independiente, sino describir una
relacion funcional entre los pardmetros que caracteriza el comportamiento del dis-
criminante A y la existencia de soluciones endémicas. En consecuencia, RE actia
como un modificador dinamico de la posicion del equilibrio endémico L* y no como

un valor critico en el sentido estricto de la teoria de bifurcaciones epidemiologicas.

4.4.4. Estabilidad local

En el sistema de ecuaciones diferenciales no lineal dado en (4.3), se observa
que la dinamica de V' y R quedan determinadas por el resto de variables, y éstas no

influyen sobre la dinamica de S, L, I, I3, I3, A, por este motivo se realizard el analisis
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cualitativo para el sistema reducido

as _
dt
dL
dt
i,
dt
dl,
dt
dy
dt
%
dt
ac
dt

- (BO+bC—L|—CO) (]1+Ig+]3+§A)S—(V+/JJ)S,
= (60 ) (h 4 B+ I+ E4)S — (a4 ) L,

=pnL — (0 +~v+wi +p) I,
=ponL + 01 — (0 + v+ we + p) Iy,
=panL + 61y — (v + w3 + p) I,
=(1—=p1—p2—p3)nL — (v +p) A,

=al; +aly + alz; + aA — pC

Sean las funciones de varias variables:

S(0)>0 (4.38)
L(0) >0 (4.38b)
L(0) >0 (4.38)
L(0) >0 (4.38d)
L(0) >0 (4.38)
A(0) >0 (4.38f)

C(0) >0 (4.38g)

C
Fl_A—(50+bj_c)([1+12+[3+§A)S_(V+N)S,
F—(B+ aC >(I VLt L+ EA)S — (4 ) L
2= | Po bt C 1 2 3 n-r+p) L,

Fy=pnL — (6 +v+wi +p) I,
Fy=pnL +6 — (6 + 7+ w2 + p) I,
Fs = panLl + 0l — (v +ws + p) I3,
Fs=1=p1i—pa—ps)nl — (v +p) A,

F7 = Oé]l—FOéIQ—i‘O{Ig—i‘OéA—pC,

Para el analisis de la estabilidad local, se calcula la matriz Jacobiana del sistema,

la cual esta dada por:
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o oF oOF o oF oOF o
oS oL ol ola ol3 0A oC

oF, Ok 9Fy OFy, OF, 9 OF
95 oL oL 9l 9Is 0A OC

OF3 OF3 OF3 OF3 OF3 OF3 OF3

oS 0L oI 09I, 9I3; 8A OC

8S 9L 8L, 08I, 08Iz 8A 8C

oFy oFs5 OFy oFy oFs OFy oFy

s 9L oL 9l 93 HA  aC

OFg OFg O0OFg OFg OFg 0OFg OFg

o) OL oI Ol ol3 0A ocC

orF; O0F; 0OF; OF; 0F; O0F; OF;
oS OL ol ol ol3 0A oC

—(Bo+ ) (I + Lo + Iy + €4) — (v + p) 0 —(Bo+22) s
(Bo+ £2%) (L + L + Iy + €A) —(n+p) (Bo+ %) S
0 pin —(0+7 4w +p)
J = 0 pan 0
0 D3n 0
0 (L=p1—pa—p3)n 0
0 0 «

—(Bo+ %) S —(Bo+%)S —(h+ %) €S —[aie| i+ L+ L+84)S

(Bo+25)8  (ho+i%)S  (Bo+%)eS  [pipl(h+ b+ h+ea)s
0 0 0 0
— (047 +wr+p) 0 0 0
s —(y+ws+p) 0 0
0 0 —(y+mn 0
«@ « Q@ —p

4.4.4.1. Estabilidad del punto de equilibrio libre de enfermedad

Teorema 4.4.2. El punto de equilibrio libre de infeccion dado en (4.7) del sistema

(4.5) es local y asintéticamente estable si y solo si Ry < 1.
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Demostracion.

Evaluando la matriz Jacobiana en el punto de equilibrio libre de infeccion Ey =
(ﬁ, 0,0,0,0,0, O) (previamante calculado en (4.7) para el sistema reducido (4.38)),
tenemos que:

SOV e e X
0 —(ntw) o o a0
0 pin —(0+y 4w+ p) 0 0 0 0
J (Eo) = 0 D21 d —(6+v+w2+p) 0 0 0
0 pan 0 4 —(ytws+p) 0 O
0 (I—p1—p2—p3)n 0 0 0 —(y+p) 0
0 0 « « « « —p
(4.39)
Esta matriz posee dos autovalores negativos dados por Ay = — (v 4+ ), y Ay =

—p, por lo tanto, se reduce al analisis de la sub-matriz Jacobiana:

>
>

BoA BoA Ba Boé

—(+n) vt vtp vt vt

p1n —(0+v+wi+p) 0 0 0

Js (Eo) = p2n g —(0+y+w2+p) 0 0

p3n 0 9 —(y+ws+p) O
(1—p1—p2—p3)n 0 0 0 —(r+w

Reescribiendo utilizando las definiciones establecidas previamente en Ry y sus
componentes (4.9), (4.10), (4.11), (4.12), (4.13), (4.14) y (4.15); junto con la apli-
cacion del corolario del Teorema del Circulo de Gershgorin, para asegurar que el
polinomio caracteristico posee raices reales negativas o complejas con parte real

negativa, se deben cumplir las siguientes desigualdades:

1. Primera fila:

) < _(&A L BoA Bl +505A>
v+p o vH+p o o v+p o vt
A

(n+p) > (Vﬁiu)(1+1+1+§)

1 > folk (1+1+1+€) (4.40)

(v + ) (n+ )
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2. Segunda fila:

—(0+y+ptw) < —(pn)
O+y+p+w) > pin

1 pin
(0 +7+p+w)
3. Tercera fila:
—(0+v+p+w) < —(pm+9)
(6+y+p+w) > pm+0
1 pan i J
O+v+p+w) (O+7+p+w)
se observa que Ry, <1y ¢ < 1.
4. Cuarta fila:
—(y+ptws) < —(psn+9)
(Y+p+ws) > psm+6
1 p3n i 0
(v+utws) (v+ptws)
1 > Ro,n+qs (4.43)

se deduce que Ry, <1y g3 < 1.

5. Quinta fila:

—(v+p) < —(Q—=pr—p2—p3)n
(y+p) > (I—pr—p2—p3)n
(1—p1—p2—p3)n

(v + 1)
1 > Ron (4.44)

De la relacion (4.40), y multiplicando cada sumando del paréntesis por (4.41), (4.42),
(4.43) y (4.44), respectivamente, obtenemos que:

Lo
(v + ) (n+ p)

1> (RO1U+RUQU+Q2+30377+Q3+€':R0A77)

ademas como Ry, n < 1, entonces g2 > g2R¢,n; del mismo modo, como Ryp,n+¢q2 < 1,
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entonces g3 > g3 (Ro,n + ¢2); por lo tanto, se obtiene que:

BoA
(v+u) (n+p)

BoA
(v + ) (n+ p)

asimismo, como Ry, 1 < 1, entonces ¢2q3 > q2q3Ro,n; por lo que se obtiene

Bo/A
(v+mu) (n+p)

1> [Ro, 1 + Ro,n + @2Ro,n 4 Royn + g3 (Ro,n + q2) + ERo 1]

[Ro,n + Ro,n + ¢2Ro, 1 + Royn + q3Ro,1 + q2q3 + R, 7]

1> [Ro, 1 + Ro,n + @2Ro,m 4 Royn + ¢3R0,1 + q2G3R0, 1 + ERo 1]

la cual podemos factorizar algunos términos y reordenar, y se observa que:

ABon
(v + ) (n+ )

1> (14 g2 + q203) Ro, + (1 + g3) Ro, + Ro, + ERo,]
ya que el lado derecho de esta tltima expresion es la definicién de Rg, lo cual nos
lleva a concluir que

1> :Ro

y todas las condiciones dadas por el corolario se cumplen cuando se cumple esta

desigualdad, con esto concluye la demostracion.

4.4.4.2. Estabilidad del punto de equilibrio endémico

Teorema 4.4.3 (Estabilidad local de los equilibrios endémicos). Considérese el
sistema reducido (4.38), con los puntos de equilibrio endémicos presentados en el
teorema 4.4.1, el numero bdsico de reproduccion Ry y discriminante A definido en
(4.34). Sean Ly los valores criticos dados en (4.57), y R§™* los umbrales en (4.60)
y coordenadas del punto de equilibrio endémico con L} < Lj < L; = L}. Entonces

se cumple:

1. SiRo>1y A >0, existe un unico endémico . Este es localmente asintdti-

camente estable siempre que L ¢ [L_, L,].

2. SiRy <1, A=0y Ry <RI, aparece un tdnico endémico Fy. Su estabilidad
estd determinada por la positividad del polinomio h(L3}) definido en (4.56).

3. SiRy <1, A>0yRT" < Ry < RS, coexisten dos puntos endémicos Es

y Ey. En este caso:
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Si Ly < L_ < Lj < Ly < Lj se presenta una bifurcacion hacia atrds: Ey

y E5 son estables, mientras que Eo (si existe) es inestable.

SiL_ < L; < Ly < L. < Lj se presenta una bifurcacion hacia atrds:
Ey es inestable y E5 es estable, mientras que Fy (si existe) es inestable

(punto degenerado, de colapso de Ey y E3 en Es).

w Si[L_, L] cubre todo el intervalo {L}, L, L}, ninguno es estable.

St Ly <Lj o6 L_> L3, todos los endémicos son estables.

En todos los casos, ademds de las condiciones anteriores, deben cumplirse las des-
iqualdades obtenidas a partir del corolario del Teorema del Circulo de Gershgorin:

(4.49)—(4.53).

Demostracion.
Para simplificar la notacién y calculos desprendidos en esta demostracion, proce-

deremos a derivar relaciones entre las variables de estudio en el equilibrio endémico.

De la ecuacion (4.5¢), podemos obtener que:

aC
b+C

) (L + I+ 13+ EA) = (77+/~L)£ (4.45)

(ﬁo + g

asimismo

aC L
<B‘)+b+c>sz(’7+“) (Lt L+ L 1 €A)

en esta ultima expresion podemos reemplazar la relacién dada en (4.23), y simplifi-

cando obtenemos

aC (n+p) L
(60 + > = RoGr) (L
b+ C ( +go)j(xn+u)L
aC BoA
B O
(ﬂ0+b—|—0> Ro (v + )

Evaluando la matriz Jacobiana en cualquier punto de equilibrio positivo E; =
(S*, L IT, 15,15, A*,C*) para el sistema reducido (4.38), y utilizando las relacio-

nes encontradas en (4.23) y (4.45), tenemos que:
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—(+u) s —(v+n 0
(n+ 1) & —(n+ 1)
0 nn
J (E1> = 0 p2m
0 P31
0 (I—=p1—p2—p3)n
0 0
_ BOA _ ﬁ()A
Ro (v+u) Ro(v+u)
BoA BoA
Ro(v+p) Ro(v+p)
0 0
—(0+7+w+p) 0
0 —(v+ws+p)
0 0
« (0%
donde
B ab
(b4 C*)?

__ BoA
Ro(v+u)

BoA
Ro(v+p)

)
0
0
o
_Rf(?i/—\u) _II- RO(WXLB)O(MM) .S* . L*
SRR S
0 0
0 0
0 0
—(v+m) 0

(4.46)

Utilizando los desigualdades por filas del Corolario del Teorema del Circulo de

Gershgorin:

1. Primera fila:

L BoA TR0 (v + ) (1 + 1) S°L*
—tp) g —wtn) < _[<W>(3+€)+ Ao }
: BoA IIRo (v + ) (n +p) S*L*
(n+u)§+(u+u) > (Ro(f+#)> (B+&)+ — by (4.47)
2. Segunda fila:
B B L* [ BoA IR (v + p) (n + p) S™L*
e < = lorn G (o) 6ros o
L [ BN IRo (v + p) (n + p) S*L*
I ¢ e [EAROR L
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- e > (i) Bro+ Tt ERITNEE

Desde la tercera a la sexta fila, notamos que son las mismas desigualdades
obtenidas previamente para el caso del punto de equilibrio libre de enfermedad,
dadas en (4.41), (4.42), (4.43) y (4.44), por lo que se pueden omitir los célculos

y recordar que

3. Tercera fila:

4. Cuarta fila:
1> Ro,n+ ¢ (4.50)
5. Quinta fila:
1> Ro,n+qs (4.51)
6. Sexta fila:
1> Ro,n (4.52)
7. Séptima fila:
—p < —do
P 4o
1 - o
4 p
Q@
1 > — 4.53
P (4.53)

es decir, que la pérdida o depuracion de la carga viral ambiental domina la

generacion de carga viral ambiental por parte de los infectados infecciosos.

Sumando las desigualdades (4.47) y (4.48), obtenemos que:

(v+p)+m+p)>2

(60/\) (B+&)+ [Ro (v +p) (0 + 1) S*L*] |

Ro (v + 1) Apo
multiplicando por m:
1 1 A MRy S* L*
+ >2[< /302 )(3+§)+°],
vHpo At p Ro (v +p)” (n+ p) Abo
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luego multiplicando por u:

7 7 BoA IR S* L*
vrn e [(RO(V+M)2(77+M)> B9+ %5 1 ’

finalmente, multiplicando por %, llegamos a acotar:

1 " BoA IR, S* L*
1>2<V+u+n+u>>Ml<ﬁo(v+u)2(n+u)>(3+€)+ Afo ]

1>p

( BolA

IRy S* L*
Ro(v+u)2(n+u)>(3+§)+ ]

Ao

H BolA plIRyS™ L*
e <V+M> [(fRo(VﬂLu)(nJru)) CH@] " ABy

De esta ultima desigualdad se deduce que:

= El primer término debe ser

e (Vipo) Kﬁo (v f/ij)x(n +u)> @ +£)1

como (ﬁ) < 1 y utilizando las desigualdades (4.49), (4.50), (4.51), (4.52),

y la misma estrategia de acotaciones que para el caso libre de enfermedad

(%) (34 &) < 1, podemos deducir que

R0>O

En particular, si
Ro > 1, (4.54)

siempre se cumple esta desigualdad. Igualmente, si

Tl o= (Vf:u> l((”+£0é7+ﬂ)><3+5)]

Ry < Ro < 1, (4.55)

esto es,

también se cumple dicha desigualdad, con R} = (ﬁ) [(%) (3+ f)}
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= y del segundo término
ILLH:R()S*L* <1

ABo

donde reemplazando los valores de S* y II, y simplificando llegamos a que

pabL*
(v + p) [Bo (b+ kL*) + axL] (b+ KL*)

<1

reordenando y factorizando, obtenemos que
h(L*) = dyL** 4 d  L* + dy > 0, (4.56)

donde
dy = (v+p)(Bo+a)k >0,

dy = (v + ) (260 + a) 5 — pab,
dO = (V + M)BOb2 > 07

esta desigualdad cuadratica, permite clasificar la estabilidad (via Gershgorin)
de cada rama endémica F;,7 = 1,2, 3,4 evaludndola en su L;. Como dy > 0, h

es concava hacia arriba, con raices reales (si existen)

—di VA,

Ly , Agi=db — 4dydy (4.57)
2dy
Entonces, de forma exacta y explicita:
h(L})>0<«<= (L} —L_)(L; —Ly)>0 (4.58)

es decir, L7 < L_ 6 L7 > L. Con esto se puede decidir la estabilidad local
para cada equilibrio endémico concreto. Ademas, podemos abordar dos casos

generales a partir de la forma del polinomio cuadratico y sus soluciones:

e« Si Ay <06d; >0 (equivalente a (v + u) (28p + a) kK > pab) entonces
f(Ly) > 0 para todo L7 € R;i =1,2,3,4.
Conclusién: Bajo las condiciones dadas en (4.49) hasta (4.53) y (4.54)
(6 (4.55)), cualquier endémico que exista F (L)) (sea Lj, L3, L5, L; ) es

estable por Gershgorin.

e Si Ay > 0 entonces f(L}) > 0 sélo fuera del intervalo [L_, L.].
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En este caso, la estabilidad de cada rama se reduce a comparar su L] con

L. Donde el discriminante en funcién de los pardmetros es:

Ag = [(v+ 1) (260 + a) k — pab® — 4(v + p)* (Bo + @) KBob”

» SiA;=0(L_=Ly)yd; <O0entonces f(L}) > 0paratodo L > Ly € R i =
1,2,3,4. Por lo tanto, cualquier endémico que exista £ (L}) (sea Li, L3, L%, L})
debe cumplir esta condicion por Gershgorin como uno de sus requisitos para

ser localmente estable.

De las desigualdades precedentes para asegurar la estabilidad local (4.49) -
(4.55) y con las definiciones dadas en (4.57) - (4.58), que son condiciones suficientes,

se pueden deducir reglas practicas para determinar la estabilidad en los casos cuando

Ad>0.

Sea [L_, Ly]el intervalo inestable de h. Como Lj < Lj < Lj, basta ver dénde
cae [L_, Ly]respecto de {Lj, L}, L}}.

» Intervalo inestable a la izquierda: Ly < Lj.
Entonces Lj, L, L5 > L, = h(L}) > 0 para todas las ramas.

Conclusién: si ademas si todas las desialgades deducidas por la aplicacién del
Corolario del Teorema del Circulo de Gershgorin valen, todas las endémicas

existentes son estables.

» Intervalo inestable a la derecha: L_ > Lj.
Anélogo: L}, L5, Ly < L_ = h(L}) > 0 para todas.
Conclusién: todas estables.

» Intervalo inestable cubre todo el abanico: L_ < L} y Ly > Lj.
Entonces L}, L3, L5 € (L_, L) = h(L}) < 0 para todas.

Conclusion: ningin punto de equilibrio cumple el criterio Gershgorin.
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= Caso de bifurcacion hacia atras (Backward) tipico (clasificacién por ramas en

un gréafico de bifurcacion L* — Ry):

L_<Ly<Ly, L)y<L_<Li<Ly<L;j
En este patrén:

o Lj<L_= h(L;) >0 (rama baja estable),

o« Lie (L_,Ly)= h(L3) <0 (siexiste, la rama media o punto es inesta-
ble),

o Li> L, = h(Lj) >0 (rama alta estable).

Asimismo,
L_<Ly<Li<Ly L;<Lj

En este patronm:

o L} <L_= h(L};) >0 (rama baja inestable),

e Lie(L_,Ly)= h(L;) <0 (punto degenrado,si existe, la rama media o

punto es inestable),

o« LY> L, = h(L}) >0 (rama alta estable).

Esto recupera la fenomenologia tipica de bifurcacién hacia atras: un endémico
estable y otro inestable con un punto degenerado (bajo condiciones adicionales
como (4.49) - (4.53)).

Estos casos, se presnetaran mas adelante en las simulaciones.

De lo antes mencionado, y recordando el polinomio cuadratico (4.56) deducido
de la primera y segunda desialgadad de Gershgorin, es posible establecer lo siguiente
con respecto de la estabilidad de cada punto endéico E; (considerando cada punto
endémico del Teorema (4.4.1)) dependiende del respectivo valor de L},i = 1,2,3,4
y donde A fue definido en (4.34).:

1) Estabilidad local para E;.
Caso tnico Ey (Ry > 1,A > 0). Como

VA
2Rok (Bo + a) (n + 1)

Li=M+
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_ A(=RF)
con M = SICmEE

Si

M > L. 6 VA > 2Rok (By + a) (n+ p) (Ly — M),
entonces L7 > L, = h(L7) > 0.

2) Estabilidad local para Es.
Caso FEs (L), cuando A =0 :

h(L3) = doLy” +dy Ly +do >0
esto brinda una condiciéon puramente paramétrica.

3) Estabilidad local para Ej3. Caso similar a L.

4) Estabilidad local para E4. Para E, (L}): Como

B VA
2Rok (B + a) (1 + 1)

L=M

Si
M < L_oVA>2Rek(Bo+a)(n+p) (M—L.),

entonces L < L_ = h(L}) > 0.

Lo cual se puede resumir en la Tabla 4.4 de forma general, como

Tabla 4.4: Regla de decisién (Gershgorin) para estabilidad local endémica.

Posicién de L} respecto a [L_, L] | Estabilidad local
Ly < L_ E; estable (h(L}) > 0)
L <Lf<Ly E; inestable (h(L}) < 0)
Ly > L, E; estable (h(L}) > 0)

Con el objetivo de realizar una mejor caracterizacion del colapso de los puntos

endémicos Lj y Lj, cuando existen dos puntos de equilibrio a uno solo - L3, se

procederd a deducir un valor critico del ntimero bésico de reproduccién (R§™) cuando

A =0:

= El discriminante que controla la existencia de soluciones endémicas L* > 0 es
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A= R()Ali (50 + a) {:ROAH (60 -+ CL) (fRéE — 1)2 . 46()() (1 — Ro) (77 + ,u)} .

El punto critico ocurre cuando A = 0, y equivale a

Rodr (B +a) (RE = 1)" = 4o (1= Ro) (n+ 1) (459)
Con
RE _ RoBob(n +p) + kBN Bo (b + p) N 1
0 fRoA/'i (ﬁo + CL) N ﬁo +a Ak ZRO .

Se define los siquientes pardmetros positivos

a b(n + p)
=—, X:=
T By A

Entonces

1 1 X—r 1
RE 1 — (X )—1_ .
0 1+ +9€0 1+r+(1+7’)3Q0

Sustituyendo esto en (4.59), y haciendo el cambio y := 1/R; (esto elimina el

1/Ry dentro del cuadrado), se obtiene una cuadratica convexa en y :

K (Boy + co)’ = 4BoB (B + a) (y — 1),

donde K := Ak, B :=b(n+p) y co := Bo(X — 1) — a. Resolverla da dos raices
reales y4 (cuando hay colapso), y al volver a Ry = 1/y se obtienen los umbrales

criticos.

Tras simplificar, las dos soluciones criticas se pueden escribir como:

= (VTFVIF X £ ViV

crit ,+
Ro

es decir,

crit,£
Ry =

1
5 (4.60)
a b(n+p) a  [b(ntp)
(JTF g1+ 2 /55)
Propiedades inmediatas:
e 0 < iR(C)rit’+ < Rgrit,— )
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. . crit ,+ 1
e Sia — 0 (i.e. 7 — 0 ), ambas coalescen en R — 1x (no hay
bifurcacion hacia atras: solo un punto critico degenerado).

1

e sib—00A— oo (ie. X — 0 ), también coalescen en R§ ™= — T

Los resultados de existencia y estabilidad local de los puntos de equilirbio

endémicos, se pueden resumir como sigue:

Tabla 4.5: Resumen de existencia y estabilidad de los equilibrios endémicos del

modelo.

‘ Condicién sobre Ry y A ‘ Equilibrios existentes ‘ Posicién relativa de L ‘ Estabilidad local ‘
Ro>1, A>0 E, tnico Ly ¢ [L_, L] Estable
Ro<1l, A=0 E, tnico h(L3) >0 Estable

Ly<L_<Li<L,<Li| Ej E;estables
f i E 4 2 + 3 35 Foa
Ro <1, A>0 By, By (y Bz st Ro < Ry) (bifurcacion backward) E5 inestable
FEj3 estable y
. L_<Li<L;<Ly<Lj -
Ro<1, A>0 B3, Ey (y By si Ry < RE) (biftlI'C4‘1Ci(/)112baCk\_:7aI' Q) 3 E, inestable
° E5 inestable
Ro<1l, A>0 Es, By L, <L;6L_>1Lj Todos estables
Ro<1l, A>0 Es B, L_<L; L5 L <Ly Ninguno estable

4.5. Analisis de bifurcacion

4.5.1. Bifurcaciones Forward y Backward

Teorema 4.5.1 (Bifurcacion transcritica en Ry = 1). Sea Ry el nimero reproductivo
basico asociado al sistema (4.38). Entonces, en el umbral Ry = 1, el punto de equili-
brio libre de enfermedad Eo presenta una bifurcacion transcritica. La naturaleza de
la bifurcacion (hacia adelante o hacia atrds) estd determinada por los coeficientes a

Y b definidos segin el método de Castillo-Chavez y Song (2004):
T 7 82fk R T ank
a Zzzwkvvjaxlal,]( 0 50) ;;wkv axzaﬁo( 0 60)

donde v y w son los autovectores derecho e izquierdo normalizados asociados al

autovalor cero de J(Ey) en By = B y en nuestro caso toman la forma:

[A? = U}LSOEg > 0,
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En cuanto a a, se descompone en dos contribuciones:

a=a" +al,

donde
*\2
A(S):—QUJLSO (60) E§<0, CAL(C)ZQU)LSQQEEE§>O
(v +p) bp
Ast,
*\2
o= 208, |- s g )
v+ b p

El signo de a depende de la competencia entre la retroalimentacion negativa
por agotamiento de susceptibles y la retroalimentacion positiva inducida por la carga

viral ambiental. En particular,

a>0 «<—

con wy, = wy > 0 es la segunda componente del autovector izquierdo mormalizado

(asociado a la variable L) y

A
v+

So = Y = U3+ 4 + 5 + &Ug = v, + V1, + v, + &g,

Y i=w3+ vy + U5+ Vs = vy + U, + v + VA

Bajo las hipdtesis anteriores:

m Sia<0y b > 0, el sistema experimenta una bifurcacion hacia adelan-
te (forward) (supercritica): el equilibrio endémico aparece unicamente para
:R() > 1.

» Sia >0y b > 0, el sistema experimenta una bifurcacion hacia atrds
(backward) (subcritica): pueden coexistir equilibrios endémicos incluso para
IRO < 1.

Demostracién.

En la presente demostracion se aplicard nuevamente el Teorema de Castillo-Chavez
y Song (2004), para evaluar el tipo de bifurcacién cuando Ry = 1, en dicho caso la
matriz Jacobiana sera no hiperbdlica, ya que posee un autovalor simple cero. El

sistema es
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C
f1=S’:A—(BoJrbiC>S(h+lz+Ig+§A)—(y+u)S,
aC

fo= U= (Bt 55 g ) S+ Lo+ I+ €4) = ()L,
fa=T1 =pnL — (0 +v+w + p)ly + el
fa=1=pmL + 0L — (e + 0+ +wy + p)lz + el

fs = Iy =psnL + 0l — (e + v +ws + p) s,
fo=A"=(1—=p1—p2s—p3)nL — (v + p)A,
fr=C"=al +al, + al3 + aA — pC.

Se realiza en los siguientes pasos:

1. Reescritura del Jacobiano evaluado en el punto libre de enfermedad y verifi-

cacion que en fy = G5, J (Ep) tiene un autovalor 0 simple y el resto con parte

real negativa:

a)

De la definicién de Ry definida en (4.9), podemos reescribirlo como sigue:

ABon
(v + ) (n+ )

con K = [(1 —|—QQ +QQQ3) R01 -+ (1 —|—Q3) R02 +R03 —|—€R0A] En :RO =1

resolvemos por f3;:

W+MMV+qu

Evaluando Ej presentado en (4.7), en el Jacobiano (4.39), éste se puede

escribir por bloques

—(v+mp) uf
J(Eo) == O JS O )
0 uy —p

donde Jg es la submatriz que actia sobre y = (L, I}, 15, I3, A), u] =

A A A A T
(O,—ﬁ—#,—fi#,—fiu,—ﬁfu) y uy = (0,a,a,0,a) (fila que enlaza [;

con C'). Las columnas correspondientes a C' en las filas de S, L, I;, A son

nulas en el punto de equilibrio libre de enfermedad (porque derivadas de
la funcién saturada aC'/(b+C') multiplicadas por I; o A valen 0 al evaluar

I; =0,A =0). Por lo tanto, el acoplamiento lineal desde C' hacia los
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demaés es 0 en la linealizacién; el acoplamiento va de los infectados hacia
C' (entradas «a ).

c¢) Por bloques, los autovalores de J (Ep) son:

= A\ =—(v+p) <0,

» los autovalores de Jg = F' — V (este bloque es el que contiene la
dindmica epidémica),

= \; = —p < 0 (por la ecuacion de la carga viral).

d) El operador FV ™! para el sub-sistema infectivo es no negativo y de rango
1 (porque sélo la fila de nuevas infecciones -la que produce L - es no
nula en F ). Por Perron-Frobenius su radio espectral p (FV™!) es un
autovalor simple. La condicién p(FV™!) = 1 es exactamente Ry = 1.
Entonces det(V — F) = 0 y 0 es autovalor simple de Jg. Por tanto en
Bo = B exactamente uno de los autovalores de J (Ep) es 0 y los deméds

(incluyendo —(v + p) y —p ) tienen parte real negativa.

2. Célculo del autovector derecho v (en fy = 55, equivalente a Ry = 1, es decir,

donde v = (vy,...,v7)" es el autovector derecho asociado al autovalor 0 de
J (Ep) en [y = [%):

Buscamos v = (vl,vg,vg,v4,v5,v6,v7)T tal que J (Ep; 8*)v = 0. Siguiendo la
estructura de ecuaciones (primera y segunda filas dan relaciones para vy, vs ),

definimos como antes
Y = v3+vs+vs+Evs  (la suma de las entradas infectivas con peso { para A ).
De la fila 1 y 2 (al evaluar en Ejy, con s = 35S ):

—(v+pvy —s38e =0, —(n—+p)va+sXe=0

De aqui:
s s

= e, Uy =
vp T T

Las filas 3-6 (las de Iy, I, I3 y A ) forman el mismo sistema que en el modelo

V1 =

g

anterior para (vs, vy, vs)-es decir

U3 b1
a — s | p vﬁ—(l_pl_p2_p3)nv2
4 - 2 ) -
YA
Us b3
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con M la misma 3 x 3 tridiagonal:

Cl —& 0
M = ) CQ —& 5
0 —6 Cj

y C1, Cy, C5 como definiste. Por lo tanto,

(U3,U47U5)T =nuuM~'r, r= (p1>p2>p3)T :

Finalmente la fila 7 (la de la carga viral C" de la tltima fila: a (v3 4+ v4 + v5 + vg)—

pvr = 0) da

o
a(vg+uvs+vs+uvg) —prr=0 = v7:EZ.

donde ¥ = v3 4+ vy + v5 + vg y si fijamos en particular vo = 1 (conveniente y
tipico), entonces

1= —po —
Uy = 17 (U3JU47U5)T - WMilT, Vg = ( i P2 p3) n,

i

« S

dle.
v+ u ¢

Ademas al reordenar y sustituir ¥y = nK (exactamente como en el caso ante-

rior) donde se puede recuperar la condicién no trivial Ry = 1.

Es importante remarcar que las entradas vs, v4, vs, vg (las componentes infec-

tivas) son positivas porque
T -1
(v3,v4,05) = nuaM ™~ r

con r = (pl,pg,pg)T y M una matriz tipo M (diagonal positiva, sub-/super-
diagonales no positivas), por lo que M~! es no negativo y el producto con
r > 0 da vectores no negativos; ademas vy > 0. Por tanto 3 > 0. Todo esto es

estandar y riguroso para matrices de ese tipo.

. Célculo del autovector izquierdo w (en f* ):

T

T o .
Donde w = (wy, ..., w7) el autovector izquierdo normalizado con w' v = 1.

Buscamos w tal que w' J (Ey) = 00 (J (Ey))" w = 0. Procedimiento:

» De la primera ecuacién transpuesta se obtiene w; = 0 (como previamente

se obtuvo para el andlisis de bifurcacién del modelo bésico).

= Para las componentes w3, wy, w5 se obtiene un sistema
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w3
T _
M wy | = swol
Ws
este valor de M es similar del calculado previamene para el andlisis de

bifurcacion del modelo basico y ademés

S
7+ u

We Wy, (N+p)wa = N (prws + ppws + psws + (1 — p1 — p2 — p3) we) -
= w; (componente de la carga viral) se obtiene de la ecuacién transpuesta
correspondiente; como las entradas de la columna 7 en filas 1---6 son
0, la tinica contribucién viene de la tltima fila transpuesta: —pw; + 0 =
0 — wy = 0. (El acoplamiento desde I; hacia C' no genera en la ecuacién
transpuesta una entrada que obligue w; # 0; en general w; resulta 0
porque la columna 7 en J(EO0) esta vacia salvo en su ultimo valor de la

diagonal principal de posicién (7,7))

» También wy > 0 - es la componente relevante del autovector izquierdo
(en la practica se obtiene positiva por Perron-Frobenius para el bloque

infectivo F'V~1; y aparece en la normalizacién w'v =1).

luego normalizamos imponiendo w'v = 1.

. Segundas derivadas no nulas en el cdlculo del de los coeficientes @ y b del
Teorema de Castillo-Chavez y Song (2004): El término no lineal principal es

la incidencia saturada

aC
b+ C

BO)S L+ I+ 13 +EA), B(C) = py +

Evaluando en Ey (donde C'=0,1; =0,A=0,5 =Sy ) se tienen las segundas

derivadas no nulas relevantes:

» Segundas derivadas con respecto a S'y I;:

2
(Eo) = —Po, ;;gz (Eo) = +5

> fi
0801,

y analogas con A con factor .

» Novedad por la dependencia en C' : las segundas mixtas con C'y I; (o A)
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son no nulas porque

0 ab
S B(C) -2
C o, +0) b
Por tanto (evaluando en Ej ):
Th (my=-Ts, Zf(gy-4ls
acor, "~ " acar; VT T

y las mismas con A introduciendo factor &.

» Todas las demés segundas derivadas (entre variables infectivas que no

involucren S o C' o que no provengan de la incidencia) son 0 en Fj.

= Las segundas derivadas analogas de f; existen pero su coeficiente esta
multiplicado por w; y sabemos w; = 0; por tanto los términos de f;

desaparecen de la sumatoria.

= Para el calculo de b (derivadas mixtas con respecto a [o):

0% fi 0 fo B
01305 (o) = =50 01,08 (Eo) = +50
y similares con A con factor &:
0* fi - 0 f -

La derivada de 5(C') respecto a 3y es 1.

Respecto al caso anterior (andlisis de bifurcacion del modelo bésico) apare-
cen términos adicionales en a procedentes de las segundas derivadas mixtas
9%/0Co1; y 0*/0CHA que son proporcionales a —%Sy (para f; ) o +%S; (pa-
ra fy ). Esos términos pueden afectar el signo de a y por ello habilitar la

posibilidad de bifurcacion hacia atras si la contribucién total hace a > 0.

. Formulas para a y b Recordando la férmula de Castillo-Chévez & Song:

0% f, 77T 7 021,
"= kX: RS 0 Or;0x; (Eo, o) = ;;;wwiwm (Ev, By)
P2y —1i ]
A O fy . 77 92, )

Analizamos primero el coeficiente a. Del inciso anterior con el célculo de las
derivadas parciales, se observa que sélo k = 2 (fila L ) aporta, y la doble

sumatoria se agrupa en dos partes: términos con (i = S, j = I; o A) y términos
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con (1 = C,j=1;0A). Las segundas derivadas andlogas de f; existen pero su
coeficiente esta multiplicado por w; y sabemos w; = 0; por tanto los términos
de f; desaparecen del sumatorio. Usando sélo las derivadas no nulas listadas,
se puede reescribir @ como suma de 4 bloques (por simetria de 7, j se multiplica

por 2 cuando corresponda):

a) Término S —I; y S — A (idéntico al caso del modelo basico):

d(s) = 2?}1 ZU2+j 50 + wsy - 2U1 ZU2+] —l—ﬁo
(aqui el indice 2 + j recorre Iy, I5, I3, A, con factor £ en la componente
A). Simplificando (y usando w; = 0 como en el caso anterior):
0% = 2850, Sewy (o similar segiin la escala).

Para obtener una definiciéon explicita y en relaciéon a las variables de
las poblaciones epidemiolégicas, se procede a calcular (con wy = wy y
v = vg):

La ecuacion de L es

fo=08(C)S (1 + I, +Is+EA) — (n+ p)L.

En Ej se tiene £ (Cy) = fp. Por tanto,

0’f1
9501y,

*f1
DS0A|,

= ﬁ()a = Bﬁga (k = 17 27 3)7

y todas las demas segundas derivadas “tipo S-infectado” se anulan.

Definimos las combinaciones como anteriormente hicimos

Del sistema lineal Jv = 0 (primera fila, ecuacién de S ) en el umbral,

BoSo

-  BSoXe = 0 = vg =
(v + p)vs — BoSo>e vg ——

Se(—1).

El signo ( -1 ) indica que vg es negativo (porque v en el bloque infeccioso
es no negativo).

Con esto, la contribucién a® proviene sélo de k = L y de las deriva-
das mixtas (5, infectado), y por simetria de segundas derivadas (i, j)

y (j,7) aportan dos términos iguales (entonces la suma interior (para
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k = L) da, al reunir pares (S, ;) y (I, S), tenemos que 3 v; Pl —
i?j

UJ O0x;0x;
> (vsviBo + vEvsBo) = 2PovsEe):
ke{l1,I2,13,A}

82fL 3
= D WL | = 2wy, | Y vsvr,fo + vsva ol
7] 0 ]Czl
S
= QUJLﬁo’USEg = 2wL50 (— B(_)'_ ZE£> Ef
= —2wpSyp—2— % <0 (4.61)
vt p

b) Término C' — I; y C — A (aportacién nueva debida a la carga viral am-

biental):

O fi
Zwkz Z Uﬂ]jaoa E
i=C je{l I, I3, A} Lj

va que, s6lo f; y fo tienen segundas derivadas con C, y las mismas son
F(a/b)Sy (menos para fi, mas para fy ), por lo que el término resulta
proporcional a (a/b)Sy combinado con las componentes ve = v7 y v;,y
los pesos w; = wg, ws = wy,. Algebraicamente,

o) @ . ST
al% = ESO ( combinacion lineal en vz, v;, wy, ws) .

Cuando se expande quedara explicito en términos de v y w (sustituyendo
—a
VU7 = pE )

Del mismo modo que en el inciso anterior, podemos hallar una expresion

en funcién de las variables epidemiolégicas como sigue:

Como p'(C) = ﬁ, se tiene 3'(0) = ¢ > 0. De nuevo en fr,
82fL . , . £ a 82fL . , . a

Ademas, de C" = « (I} + Iy + I3 + A) — pC en el equilibrio libre de en-

fermedad,

—pve+aX=0= v = gE(> 0).
p

Por tanto,

ank * aZfL
Zwkvz/uja 0 ( E, By) = wi 2 vits Ox;0x;

k,i,j 7;7]'6{]17127[37‘470}
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c)

3
a¢ = 2wy, (Z 'Uc'U[kS()% + UCUASO§Z>
k=1

R a
(IC = QTULS(]EUC (Ull + V1, + Uy + éUA)

&C = 211)[/5()gg (

b P vn + U1, + (s + UA) (U[l + U1, + (A + fUA)

~al = 2wLSO%9225 > 0. (4.62)
P

En el modelo, las tinicas no linealidades relevantes provienen del término
de infeccién B(C)S (I} + I + I3 + EA) en las ecuaciones de S y L. Por
ello, separamos

a=a"+a“,
donde:

5 recoge las segundas derivadas mixtas 92/950 (infectado) debidas

al producto S x ((infectados)) con 5(C) = fp fija en Ey (esto es el

efecto “agotamiento de susceptibles” y da una contribucién negativa).

" g

» 4% recoge las segundas derivadas mixtas 92/0C9 (infectado) debidas

a la dependencia S(C) (esto es el “feedback ambiental” y da una
contribucién positiva).

o)

= Si la contribuciéon a(©) es positiva y suficientemente grande puede

cambiar el signo final de a respecto al caso sin carga viral.

Coeficiente total a y condicién umbral:

Sumando @ = a° + a“, dados en (4.61) y (4.62), respectivamente:

53
V4 u

a

bp

a = 2w,Sy |— X+ =X

Como wy, > 0,5y > 0y X, > 0, el signo de a lo fija el corchete:

5
v+

bpXe v+u

a>0<=>99225>
bp

B v vt tva
e vr Fvr, v, Hva
condicién suficiente que no requiere conocer v es

Se deduce que > 1yaque 0 <¢ < 1. Por tanto, una

2
aa B '
bp v+upu

En el umbral 5y = 5 (con Ry = 1), la desigualdad viene dada por:
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aa () oo ()

a>0<— a )
bp ~ vtp a (v+p)

(4.63)

En términos bioldgicos, el término negativo o< 53/(v + p) es la retroali-
mentacién negativa por agotamiento de susceptibles (hace a° < 0 ); el
término positivo « (a/b)(a/p) es la retroalimentacion positiva via am-
biente (hace @° > 0 ). Cuando el feedback ambiental domina a la pérdida

de susceptibles, @ > 0 y la bifurcaciéon en Ry = 1 es hacia atras.

Para b se obtiene (idéntico al caso sin carga viral ambiental, porque la depen-

dencia de f3j es directa y no a través de C' en la derivada respecto a f3y):
b= SoXew, (salvo factor de normalizacién si se impone w'v =1 ).

ya que, s6lo fr, depende de By a primer orden:

*fr I’ fr
=50, arae| =S
0L0Bs |y 0ADBy |, o8

Asi,
IA) = wry, [S{) (U[l + U1, + 1113) + SQf’UA} = U)LSO (U[l + (5 + Vs + 5’(),4)

B = st’Ozﬁ > 0.
b>0 tipicamente, porque Sy > 0,%¢ > 0, ws = wy, > 0, biolégicamente. Por

lo tanto:

= Sia <0y b> 0 bifurcacién hacia delante (supercritica).
= Sia>0yb> 0 bifurcacién hacia atras (subcritica) — posibilita equili-

brios endémicos para Ry < 1.

6. Para el escenario de bifurcacién hacia atras (caso Rp < 1, RE¥ < 1):

= A > 0 (dos endémicos) cuando Ry € (iRSrit’ o, 1).
= A =0 (colapso de ramas) en Ry = R .
» A <0 (no hay endémicos) cuando Ry € (R(C]rit7+ | R )

» Para Ry < REUT vuelve a cumplirse A > 0, pero esa “rama lejana”
suele no ser relevante epidemiolégicamente (depende ademds de RY y
positividad de L*).

Para Ry > 1, A > 0 existe un tnico endémico (L7).

239



El umbral 1til que marca el comienzo de la aparicion de dos endémicos bajo
it,— . it . .
Ry < 1 es R™ ™, mientras que el valor RY™ " aparece por la solucién algebraica,

pero al tener una cota inferior al otro valor critico no es el mas relevante.

Equilibrio endémico

| Ro

(a) Bifurcacién hacia adelante (forward).

Equilibrio endémico

>

hY
R

! RCI‘.it ,: RO
0

Equilibrio endémico

‘:Rcrit,\— :RO
0

(b) Bifurcacién hacia atras con ramas endémicas estables e
inestables.

Figura 4.2: Esquemas de bifurcaciones en el punto Ry = 1. En azul: equilibrio
libre de enfermedad (linea continua estable, discontinua inestable). En rojo: equi-
librios endémicos (continuos estables, discontinuos inestables).

el modelo presenta bifurcaciéon hacia atras (backward bifurcation) y/o bifurca-
cién hacia adelante (forward); por tanto, controlar la enfermedad requiere reducir

Ry por debajo de RE™ * no solo por debajo de 1.

En la teoria de sistemas dinamicos aplicados a epidemiologia, la dindmica de
la enfermedad suele caracterizarse a partir del niimero reproductivo béasico Ry. En
el caso mas clésico, cuando Ry < 1 el equilibrio libre de enfermedad es localmente

asintéticamente estable y no existe ningtin equilibrio endémico; cuando Ry > 1, surge
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un unico equilibrio endémico estable mientras que el equilibrio libre de enfermedad
se vuelve inestable. Este escenario corresponde a una bifurcacion hacia adelante
(forward bifurcation), representada esquemdticamente en la Figura 4.2a. En este

caso, la condicion Ry < 1 es suficiente para la erradicacion de la enfermedad.

Sin embargo, diversos modelos mas complejos (con heterogeneidad en transmi-
sién, latencia, multiples clases infecciosas o reinfecciones) pueden exhibir una bifur-
cacion hacia atrds (backward bifurcation). En este escenario, aun cuando Ry < 1
pueden coexistir varios equilibrios endémicos junto con el equilibrio libre de enfer-
medad, tal como se ilustra en la Figura 4.2b. Algunos de estos equilibrios endémicos
resultan estables, lo que implica que la mera condiciéon Ry < 1 no garantiza la eli-
minacién de la enfermedad. En tales situaciones, se requiere un esfuerzo de control
mas fuerte para forzar a la dinamica hacia el equilibrio libre de enfermedad, pues

existen estados endémicos estables que actian como atractores alternativos.

En sintesis, el tipo de bifurcacién (forward o backward) determina el umbral
epidemiolédgico relevante y el grado de intervencion necesario. Mientras que la bifur-
cacion hacia adelante refuerza la interpretacion clasica de Ry como umbral epide-
miolégico estricto, la bifurcacién hacia atras revela fendémenos de multiestabilidad

que complican las estrategias de control.

4.5.2. Bifurcacion de Hopf

Bifurcacién de Hopf en el modelo SLIITARVMC (reduccién 2D (S, L))
Consideremos la reduccién a dos dimensiones del modelo SLIITTARVMC 4.3:

{ Fy (S, L; fo) == A = B(L; fo) LS = (v + ) S = 0, (4.64)

F3 (S, L; fo) == B (L; Bo) LS — (n + p)L = 0,
donde la incidencia no lineal esta definida por

akL
b+ kL’

B(L; Bo) = Bo +

siendo k la constante definida en (4.29). La reduccion a (S, L) estéa justificada porque
las demés variables dependen linealmente de L en el equilibrio endémico. La proyec-
cién al plano (S, L) (susceptibles y latentes) se considera debido a que estas variables
concentran la entrada de individuos susceptibles y el inicio de la cadena de trans-
mision. Ademas, cerca del equilibrio endémico, las demas variables epidemioldgicas
pueden expresarse funcionalmente en términos de L, lo que permite obtener un sub-

sistema reducido bidimensional que captura la dinamica local dominante. Ademaés,
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cerca del equilibrio endémico, las demés variables epidemioldgicas pueden expresar-
se funcionalmente en términos de L, lo que permite obtener un sistema reducido
bidimensional que captura la dependencia local dominante de la transmisién. Esta
reduccion no pretende demostrar una equivalencia dinamica completa con el sis-
tema original, sino proporcionar un marco analitico para estudiar la aparicion de

inestabilidades locales mediante el criterio clasico de Hopf en dimensién dos.

Denotamos por (S*(5y), L*(y)) una rama de equilibrios endémicos positivos
del sistema reducido, la cual depende diferenciablemente del pardmetro 3, siempre

que se satisfagan las hipotesis del teorema de la funcién implicita.

El Jacobiano del sistema en (S, L) es

J&Laﬁwzz(_<302fﬁ%+(y+un —(B%M%%aB@m%»S>’
(L; Bo) L B'(L)LS

y utilizando el Jacobiano par el punto de equilibrio endémico presentado en 77, se

puede reescribir el Jacobiano del sistema reducido como

—m+mL—@+u)—UnmL+B@DS
AT B(L)LS
con (L) — dB  akb B(L) — d*B  2ax’b
0= = s B = =

De aqui se obtiene:

trJ = —WS”)L —(v+u)+B(L)LS,
det J = — (WSM)L + (v + u)) B (L)LS+ (B'(L)L+ B(L)) S - WS“)L

A continuacion se establece una condicién suficiente para la existencia de un valor
critico del pardmetro de transmision BO y un equilibrio endémico positivo (Sy, L)
donde la traza del Jacobiano reducido se anula. Este punto constituye un candidato
para una bifurcacion de Hopf, cuya existencia como tal requiere verificar adicional-

mente la condicion de positividad del determinante y la condicién de transversalidad.

Teorema 4.5.2 (Existencia de un equilibrio candidato a Hopf en el sistema redu-

cido ). Sea (S*(Bo), L*(Bo)) una rama de equilibrios endémicos positivos del sistema
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reducido (4.64). Definamos
U(L, Bo) = tr J(S™(Bo), L*(Bo); Bo)-
es continua para L > 0. Ademds,

ltm W(L, By) > 0,

L—0t

y ademads

l}ggoqj([ﬁﬁ[)) < 07
Si el parametro By satisface

ar(n + )

0< By < :
P

entonces existe al menos un punto critico Ly > 0 tal que

(L, Bo) = tr J(S™(Bo), La; o) = 0.

Por lo tanto, para un valor fijo del parametro By que satisface la condicion anterior,
el sistema reducido posee un equilibrio endémico donde la traza del Jacobiano se

anula.

Demostracion.
En un equilibrio endémico positivo se tiene L* > 0. De la segunda ecuacion del

sistema reducido,
B(L; Bo)LS — (n+ p)L =0,

se obtiene
B(L; 30)S = n+ p,

por lo tanto

* N+ [
Sf= —————.
B<L;50)

La traza del Jacobiano reducido esta dada por

(URaDLE

trJ = —
g S

—(v+p)+B(L)LS.
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Sustituyendo la expresién de S*, obtenemos

+ p)L
U(L, By) = —B(L; fo) L — Byt WL
Ahora analizamos el comportamiento de esta funcién. Primero consideremos el limite

cuando L — 0*. Como

akL
B(L; o) = Bo + A

se tiene

M B(L; o) = o
' lim B(L) = ¥

L0+ b
Por consiguiente,

ak(n + p)

Jim W(L, fo) = = (v +p).

bBo
Por lo tanto, para valores suficientemente pequetios de L, la condicién necesaria para

que este limite sea positivo es

ar(n + )

> v+ L.
bBo H

Equivalentemente, puede expresarse mediante la condicién sobre (3,

ak(n + 1)

o < b(v+p)

se obtiene
ng& W(L,By) > 0.

Por otro lado, cuando L — oo,
ngl;QB(L; Bo) = Bo +a,

mientras que
akbL
B'(L)L = —+—— — 0.
(L) (b+ kL)?
Por consiguiente,

Lh_r};o U(L,By) = —(Bo+a) <0.
lim B'(L) = 0.
L—oo
Asi, la funcion W(L, fy) es continua para L > 0, positiva para valores suficientemente

pequenos de L y negativa para valores suficientemente grandes. Por el teorema del
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valor intermedio existe al menos un
Ly >0

tal que
\D(LHa 50) =0.

Esto implica que
tr J(S*, LH7 ﬁo) =0.

Este valor Ly corresponde a un equilibrio endémico donde un par de autovalores

del Jacobiano tiene parte real nula.

Finalmente, como el equilibrio endémico satisface
B(Ly)S*(Ly) =n+u,

el valor Ly determina un equilibrio positivo y, mediante la relacién entre B(L) y

Bo, se obtiene un valor

o~

Bo
tal que
tr J(S™, L*; Bo) =0.
Por tanto, existe un parametro candidato para la bifurcacién de Hopf. [ |

Lema 4.5.1 (Continuidad de la funcién de traza sobre la rama endémica). Sea

(S*(Bo), L*(Bo)) una rama de equilibrios endémicos positivos del sistema reducido
(4.64). Definamos la funcion

®(B) = tr J(S*(Bo), L*(Bo); Bo)-

St la rama de equilibrios es diferenciable respecto a [y, entonces ® es continua.
Ademds, un valor By corresponde a un punto donde la traza del Jacobiano reducido

se anula si y solo si

Demostracién.
Por hipétesis, la rama de equilibrios endémicos (S*(8y), L*(By)) es diferenciable

respecto al parametro 3y, y por tanto es continua.
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Ademas, los elementos del Jacobiano reducido

J(S7L;BO)

son funciones continuas de sus argumentos, debido a que B(L; 3y) y sus deriva-

das respecto a L son continuas para L > 0.

En consecuencia, la composicién

Bo = J(S™(Bo), L*(Bo); Bo)

es continua, y por lo tanto también lo es su traza:

D(Bo) = tr J(S™(Bo), L™ (Bo); Bo)-

Finalmente, por definicion de ®, se tiene directamente que:

si y solo si

tr J(S*(Bo), L*(Bo); Bo) = 0.

Esto concluye la demostracion. |

La existencia explicita del valor critico Bo no puede obtenerse en forma cerrada
debido a la complejidad algebraica del equilibrio endémico. Sin embargo, su existen-
cia es consistente con el andlisis tedrico anterior y se complementa con verificacion
numérica, donde se observa el cambio de signo de la traza del Jacobiano mientras el

determinante permanece positivo.

Para que este punto corresponda a una bifurcaciéon de Hopf, los autovalores
del Jacobiano reducido deben ser un par complejo conjugado puramente imaginario.

Debido a que el sistema es bidimensional, esto se garantiza si adicionalmente

det J(S*, Ly; 50) > 0.
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Finalmente, la condicion

d
—trJ #0
a5, "7

asegura que el cruce de los autovalores por el eje imaginario es transversal. Por lo
tanto, se cumplen las hipotesis del Teorema de Hopf y el sistema reducido presentaria

una bifurcacién de Hopf local.

El teorema anterior garantiza que, para valores fijos del pardmetro f, bajo
cierta condicion, existe un estado endémico donde la traza del Jacobiano se anula.
Para determinar si dicho punto corresponde a un valor critico del pardametro de

transmision, se estudia la funcién

(Bo) = tr J(S™(Bo), L™ (Bo); Bo)

a lo largo de la rama de equilibrios endémicos.

La existencia de un valor critico [y requiere encontrar un cero de esta funcion,

es decir,

®(fo) = 0.

Esta condicion sera complementada con las hipotesis de determinante positivo

y transversalidad para establecer una bifurcacién de Hopf.

Estas condiciones se garantizan en el teorema siguiente.

Teorema 4.5.3 (Condicion de bifurcacién de Hopf en (S, L) ). Sea (S*(5o), L*(5o))

un equilibrio positivo del sistema reducido (4.64). Si existe 30 tal que:

(i) tr J(S*, L*; By) = 0,
(ii) det J(S*, L*; By) > 0,

(iii) ®'(Bo) # 0, donde
O(Bo) = tr J(S*(Bo), L*(Bo); Bo),

~

entonces en By = Py el sistema reducido experimenta una bifurcacion de Hopf local.
Bajo la hipotesis de que la reduccion bidimensional representa la dindmica local

dominante cerca del equilibrio endémico.

247



Demostracién.

1. El polinomio caracteristico de J es
p(A) = A% — (tr J)A + det J.
2. Si (i) y (ii) se cumplen, entonces p(\) = A\* 4 w? para algiin w > 0. Por tanto,
los autovalores son \ = +iw, es decir, un par puramente imaginario.

3. Para verificar transversalidad, diferenciamos

®(B) = tr J(S*(Bo), L*(Bo); Bo)-

Aplicando la regla de la cadena:

otrJ oOtrJdS* OtrJdL*

V) =5 a5 am T oL by

Para obtener una expresion andlitica, necesitamos calcular las siguientes derivadas

parciales para aplicar la regla de la cadena:

. g—g; = 0, porque ¢ depende de f3; solo a través de S* (fy), L* (6o) vy B'(L) no

depende de Sy (ya que B’ = 0B/JLy 0B'/05, = 0 ). Por tanto la contribucién

parcial directa de 3, es cero.

« 00 = WL 4 B

« 92— _mie  (B"(L)L+ B'(L))S.

Por la regla de la cadena:

708, T 89S dBy, | OLdBy

+ )L ds* n+pu dL*
o' (g) = (WL L (— B'L+B S)
0 = (g ) 5 (T ) s) O
4. Las derivadas implicitas dS*/dfy y dL*/dfy se obtienen de: F; = 0y Fy = 0,

derivando ambas igualdades respecto de 5y y aplicando la regla de la cadena:

OF,dS* OF;dL* OF,

 =1.2
95 by T oL dge "m0 T h

Es decir, en forma matricial
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oOF,  O0F ds* oF
0S oL dfo | — _ [ 9bo
OFy  0Fp dL* oy |-
as oL dfo 9Bo
—_————
M

donde Fi, Fy son las funciones de equilibrio en (4.64). Esto garantiza una férmula

explicita de ®'(f3y) en términos de S*, L* y pardmetros.

La validez de esta identidad proviene del teorema de la funcién implicita (si
det M # 0 entonces S*, L* son funciones diferenciables de [y y la ecuacién matri-
cial se obtiene derivando las igualdades de equilibrio). Como 0B/df, = 1 (porque
B (L; o) = fo + %L v k es idenpendiente de Sy, segtin (4.29)), por tanto

b+rkL?
0F,
g = BIL)L—(v+p),
8F1 /
57 = ~(BLL+B(L)S,
OF, OB
5o 9B
y
OF,
—g = BWL,
OF:
- = B/(LILS + B(L)S — (n+ p),
OF, 0B
22— LS=LS.
dBo 9B

Sustituimos las derivadas parciales en M :

o [ TBL- 0w —(B'L+B)S
B BL B'LS+BS—(n+p) )’

- (gg“) B _(-LS) B ( LS )
or, LS LS

Definimos Ay, = det M = (aﬁ) (ﬂ) — (@) (@) Entonces la solucion es (regla

y el vector

25 ) oL oL ) \'as
de Cramer):
as* 1 | LS —(B'L+B)S __(n+pLS
dfo Ay | —LS B'LS+ BS— (n+p) Ay 7
dL* 1 | =BL—(v+pu) LS (v+p)LS
dbo  Am BL —-LS Ay

249



donde
Any = (—BL—(v+u))- (B'LS + BS — (n+u)) — (- (BL+B)S) - (BL),

Ay=n+p)(BL+p+v)—(n+v)S(B'L+B).

Ahora, necesitamos calcular las siguientes derivadas parciales para aplicar la regla

de la cadena:

= (;)T;I; = 0, porque la dependencia es solo implicita, ya que ® depende de [, solo
a través de S* (fo) , L* (o) y B'(L) no depende de 3y (ya que B’ =0B/0L y

0B'/06y = 0 ). Por tanto la contribucién parcial directa de 3, es cero.

- gg (77+M)L + B (L)L

» 20— _nte 4 (B"(L)L+ B'(L)) S.

Por la regla de la cadena:

Bl & (5) = o0 @dS* +8£dL*

B0 0 aﬁo S dB, = OLdBy
, + )L\ ds + , N\ dLF
' (By) = (WJFBL) A (—77S“+(B L+B)S) X

Sustituyendo dS*/dfBy y dL*/dfy obtenemos una forma compacta para ¢’ :
LS
' (Bo) = TQ(S’ L)
M

donde
trJ otrJ

Q) =~y +m L 4 ()2

= O+ ) oy~ 0+ WBDL ~ (4 v)n+ )5+

(u+v)(B"(L)L+ B'(L))S
Asi, la condicién de transversalidad @’ (Bo) # 0 equivale (si LS # 0y Ay #0)

Q (5%, L") #0.

Esta deduccion es valida cuando Ay; # 0, si Ay = 0 la funcién implicita falla y
ya no se garantiza diferenciabilidad de S*, L* en . Por ultimo, como tenemos las

expresiones analiticas de B'(L) y B”(L), explicitamente tenemos que:
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Q(S, L) = —(n+u)2;2 - (77+u)(bjfsz)2L— (M+V)(n+u);
2ak?b akb
) (‘(me)SL“L (b+nL)2> o

Asi, la condicién de transversalidad
P’ (Bo) # 0
equivale (si LS #0y Ay #0) a

Q(S", L") # 0.

Ademas, esta condicién equivale a exigir que la parte real de los autovalores del
Jacobiano no permanezca tangente al eje imaginario en el punto critico. En efecto,
si A(Bp) representa una rama de autovalores del Jacobiano reducido, entonces la

condicién de transversalidad del teorema clasico de Hopf requiere que

d
TN Re(A(o)) o # 0.

5. La condicién @’ (BO) # 0 o equivalentemente Q(S*, L*) # 0, garantiza que el
par de autovalores complejos conjugados cruza el eje imaginario con velocidad no
nula cuando el parametro 3, atraviesa el valor critico Bo- Esta condicién evita un
contacto tangencial con el eje imaginario y asegura que el cambio de estabilidad sea
genuinamente una bifurcacién de Hopf; lo que cumple la condicion de transversalidad
del teorema de Hopf clésico (Kuznetsov, 1998). |

4.5.2.1. Alcance del analisis de bifurcacion de Hopf y consideraciones

sobre el parametro critico

El analisis realizado permite establecer rigurosamente la existencia de puntos de
traza nula en el sistema reducido (S, L), asi como las condiciones necesarias para la
aparicion de una bifurcaciéon de Hopf. Sin embargo, debido a la estructura no lineal
del equilibrio endémico, no se obtiene una expresion cerrada para el valor critico del

parametro de transmision [.

En particular, el primer resultado tedrico establece que, para un valor fijo del

parametro 3y que satisface la condicion
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ar(n + )

0< By < ,
% b(v + p)

la funcién

W(L; Bo) = tr J(S™(L; Bo), L; Bo)

presenta un cambio de signo entre los limites L — 07 y L — oo. Por continui-

dad, existe entonces al menos un valor Ly > 0 tal que

(L fo) = 0.

Por lo tanto, se demuestra la existencia de un equilibrio endémico del sistema
reducido donde la traza del Jacobiano se anula. Este resultado identifica un punto

critico de estabilidad en el espacio de estados para un parametro de transmision fijo.

Posteriormente, mediante la definicién de la funcién

D(Bo) = tr J(S™(Bo), L™ (Bo); Bo),

los valores criticos de Hopf se caracterizan como aquellos parametros que satis-

facen

®(fo) = 0.

La existencia efectiva de dicho pardametro critico requiere analizar la continuidad
y el comportamiento de ®(5) a lo largo de la rama de equilibrios endémicos. En este

trabajo, esta condicion se complementa mediante el andalisis numérico de la funcién

®, donde se identifica un valor

By ~ 3.75 x 1074,

para el cual la traza del Jacobiano se anula mientras que el determinante per-

manece positivo.

Por otro lado, el segundo resultado tedrico establece que si existe un valor Bo
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que satisface

tr J<S*J L*7BO> = 07

det J(S*, L*; By) > 0,

y la condicién de transversalidad

(I)/(ﬂO) 7& 07

entonces el sistema reducido presenta una bifurcacién de Hopf local.

En consecuencia, los resultados analiticos no constituyen una demostracion ce-
rrada de la existencia global de un tinico parametro critico 30, sino que proporcionan
las condiciones matematicas bajo las cuales dicho punto genera un cambio cualitati-
vo en la dinamica del sistema. La confirmaciéon de la existencia del valor critico para
el conjunto de pardmetros utilizado se obtiene mediante la verificacion numérica

posterior.

Esta separacion entre resultados analiticos y validaciéon numérica permite inter-
pretar correctamente el fenémeno observado: el modelo posee un mecanismo interno
capaz de generar pérdida de estabilidad del equilibrio endémico y la apariciéon de

oscilaciones periddicas asociadas a una dinamica epidémica recurrente.

4.5.2.2. Interpretaciéon epidemiolégica de la bifurcacién de Hopf

La aparicién de una bifurcacién de Hopf en el sistema reducido (S, L) tiene una
interpretacion epidemioldgica relevante dentro del contexto del modelo SLITTARVMC.
En particular, el cambio de estabilidad del equilibrio endémico no conduce a una
transicion directa hacia un nuevo estado estacionario, sino a la emergencia de solu-

ciones periodicas.

Desde el punto de vista epidemioldgico, este comportamiento corresponde a
la aparicion de oscilaciones sostenidas en el nimero de individuos susceptibles y
latentes alrededor del equilibrio endémico. En consecuencia, la dindmica del sistema

deja de ser monodtona y estacionaria, dando lugar a ciclos epidémicos.
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Estas oscilaciones pueden interpretarse como la presencia de brotes recurrentes
de la enfermedad, en los cuales el niimero de individuos en estado latente L aumenta
y disminuye periédicamente, seguido por una respuesta retardada en la poblacion
susceptible S. Este fenémeno es caracteristico de sistemas epidemiolégicos con retro-
alimentacién no lineal en la fuerza de infeccion, como la funcién B(L; ) considerada

en este modelo.

En particular, la dependencia no lineal de la incidencia efectiva

akL

B(L:fo) = b+ 57

introduce un mecanismo de saturaciéon en la transmision que, combinado con la
dindmica de entrada y salida de individuos susceptibles y latentes, puede generar

inestabilidad oscilatoria en el equilibrio endémico.

El pardmetro critico [, actiia entonces como umbral de transicion entre dos

regimenes dindmicos:

= Régimen estable: para 8, < [, el equilibrio endémico es asintéticamente

estable y la enfermedad converge a un nivel constante.

= Régimen oscilatorio: para 5, > 30 (o en el entorno del cruce critico, depen-
diendo del signo de la bifurcacién), el equilibrio pierde estabilidad y aparecen

soluciones periddicas que describen ciclos epidémicos.

Desde el punto de vista bioldgico, estos ciclos pueden interpretarse como fluctua-
ciones periddicas en la intensidad de transmision de la enfermedad, las cuales pueden
ser inducidas por la interaccién entre la saturacion de la incidencia, la dindmica de

los individuos latentes y la retroalimentacion del sistema.

Finalmente, la bifurcacién de Hopf proporciona un mecanismo mateméatico para
explicar la aparicion de brotes recurrentes en ausencia de forzamiento externo, lo cual
es una caracteristica importante en modelos epidemiolégicos con dindmica endégena

no lineal.

Observaciéon 4.5.1 (Comentario sobre el alcance del Teorema de Hopf 4.5.3).
Obsérvese que el resultado anterior es de cardcter condicional: establece que, si exis-
te un valor critico Bo para el cual la traza del Jacobiano se anula y el determinante

permanece positivo, entonces el sistema reducido experimenta una bifurcacion de

Hopf local.
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La existencia efectiva de dicho valor critico depende de la estructura algebrai-
ca del equilibrio endémico (S*, L*) y de los pardametros epidemioldgicos del modelo.
Debido a la complejidad no lineal del sistema, esta verificacion se realiza posterior-
mente mediante evaluacion analitica parcial y simulaciones numéricas (ver Figuras
4.22, 4.21 y 4.23).

La existencia del valor critico Bo no se obtiene mediante una expresion cerrada
debido a la naturaleza no lineal del equilibrio endémico. Sin embargo, mediante eva-
luacién numérica de la funcion ®(By) se identifica un cambio de signo alrededor de
Bo ~ 3.75 x 1074, lo que confirma la presencia de un punto donde la traza del Jaco-
biano se anula (numéricamente se verifica en el apartado de bifurcacién de Hopf
y candidato de ,@0 en la subseccion 4.6.4, donde se observa un cambio de signo
en trJ mientras que det J permanece positivo, para un valor de Bo ~ 3.75 x 1074,

confirmando la aparicion de una bifurcacion de Hopf).

4.6. Simulaciones

Para corroborar el andlisis cualitativo, en todas las graficas de esta seccion
se asumieron las siguientes condiciones iniciales para los graficos de soluciones:
S(0) = 1988, L(0) = 0, 1,(0) = 12, I,(0) = 0, I3(0) = 0, A(0) = 0, R(0) = 0, M(0) =
0,V(0) =0,C(0) = 50 y un tiempo de simulacién de 150 dias; mientras que para las
graficas de retratos fase, se variaron las condiciones iniciales como se indica en cada
figura y un tiempo de simulacién de 1000 dias. Ademaés, los valores de parametros

se indican en el recuadro en cada grafica.

Para el analisis de sensibilidad se utilizaron los intervalos dados en la Tabla 3.1
y en la Tabla 4.6

Tabla 4.6: Pardmetros del modelo SLITTARVMC

Parametro Significado Valor (Unidad) Referencia

Bo Tasa de transmisién basal [1,10]x10~*(personaxdia)™*  Asumido

a Tasa maxima de transmi- [0.00099, 0.01](personaxdia)~! Asumido’
sién por replicacion viral

b Constante de saturacién me-  [80, 120]Copiasx (mLxdfa)~*  Asumido’
dia

. . Copi ]
a Tasa de emision de [0.001,0.1] Grrbit e Asumido

particulas virales

(Continia en la siguiente pdgina)
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Parametro Significado Valor Referencia

p Tasa de aclaramiento o eli- [0.01, 1]dia™? Asumido

minacién de carga viral

T Considerando como valor promedio del intermedio los utilizados en Almocera et al. (2018).

4.6.1. Soluciones numéricas y retratos fase

Para el caso del equilibrio libre de enfermedad tenemos que las soluciones

numéricas mostradas a continuacion:

Modelo SLIIIARVMC con inmunidad total

2000 A
Pardmetros: A= 0.95, Bo=0.00058,£ = 0.51, v= 0.01, u= 0.00005, n= 0.2,

p1= 0.55,p, = 0.03, p3= 0.003, 6= 0.20, a= 0.01,a= 0.01,

1750 b= 100,0= 0.02, y= 0.0582, w;= 0.005, w, = 0.025, w3 = 0.100

1500

Susceptibles

Latentes

Sintomaticos leves
Sintomaticos moderados
Sintomaticos severos
Asintomaticos
Recuperados
Vacunados

Muertos

Carga viral

1250

1000 -

Poblaciones

750 1

500 1

250 1

0 20 40 60 80 100 120 140
Tiempo (dias)

Figura 4.3: Curvas solucién de todas las poblaciones para el caso libre de enfer-
medad con Ry = 0.96879.

256



Modelo SLIIARVMC con inmunidad total

—— Latentes
—— Sintomaticos leves
] —— Sintomaticos moderados
1000 —— Sintomaticos severos
—— Asintométicos
- Carga viral
800 -
§ 6001 Parametros: A= 0.95, Bo = 0.00058,£ = 0.51, v= 0.01, u= 0.00005, n= 0.2,
s p1= 0.55,p,= 0.03, ps= 0.003, 6= 0.20, a= 0.01,a= 0.01,
3 b= 100,0= 0.02, y= 0.0582, w;= 0.005, w, = 0.025, w3 = 0.100
400
200
0

T
0 20 40 60 80 100 120 140
Tiempo (dias)

Figura 4.4: Curvas solucién de infectados para el caso libre de enfermedad con
Ro = 0.96879.

Modelo SLIIIARVMC con inmunidad total

2000 4 —— Susceptibles
—— Recuperados
Vacunados
Muertos
17504
1500 A
12504
g
2 10004 Pardmetros: A= 0.95, Bp=0.00058,§= 0.51, v= 0.01, u= 0.00005, n= 0.2,
s p1= 0.55,p,= 0.03, p3= 0.003, 6= 0.20, a= 0.01,a= 0.01,
& b= 100,0= 0.02, y= 0.0582, w;= 0.005, w, = 0.025, w3 = 0.100
750 1
500 1
250 1
0 ==
6 2‘0 4b G‘O éO 160 1%0 1/'10

Tiempo (dias)

Figura 4.5: Curvas soluciéon de no infectados para el caso libre de enfermedad
con Ry = 0.96879.

y también se muestran los retratos fase para este caso
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Plano de fase S(t) vs L(t)
[Parémetros: A= 0.95, Bp=0.00058,£= 0.51, v= 0.01, u= 0.00005,n= 0.2, p; = 0.55,p, = 0.03, p3= 0.003,]

6= 0.20,a= 0.01,a= 0.01, b= 100.00,0= 0.02, y= 0.0582, w;= 0.005, wp = 0.025, w3 = 0.100

2009
@® Punto de equilibrio (177.58,0.00)

C.l.: (560,0,10,5,0,0,0,0,0,50)

C.l.: (460,7,50,15,0,0,0,0,0,50)
C.l.: (360,10,35,130,0,0,0,0,0,50)
C.1.: (200,15,100,200,0,0,0,0,0,50)

1251

754

50+

254

Figura 4.6: Retrato fase entre susceptibles y latentes para el caso libre de enfer-
medad con Ry = 0.96879. Con diferentes condiciones iniciales (C.I) indicadas en
la figura.

Plano de fase /1(t) vs I(t)

Pardmetros: A= 0.95, Bo =0.00058,§ = 0.51, v= 0.01, u= 0.00005,n= 0.2, py = 0.55,p, = 0.03, p3 = 0.003,
6= 0.20, a= 0.01,a= 0.01, b= 100.00,0= 0.02, y= 0.0582, w;= 0.005, w, = 0.025, w3 = 0.100

2004 @ Punto de equilibrio (0.00,0.00)
—— C.I.: (560,0,10,5,0,0,0,0,0,50)
—— C.l.: (460,7,50,15,0,0,0,0,0,50)
— C.1.: (360,10,35,130,0,0,0,0,0,50)

C.l.: (200,15,100,200,0,0,0,0,0,50)

,_.
o
3

,_.
N
&

~
&

Infectado sintomatico moderado
i
o
3

504

254

0 20 40 60 80 100
Infectado sintomatico leve

Figura 4.7: Retrato fase entre infectados sintomaticos leves y moderados para el
caso libre de enfermedad con Ry = 0.96879. Con diferentes condiciones iniciales
(C.I) indicadas en la figura.

Para el caso del equilibrio endémico cuando Ry > 1 tenemos las soluciones

numéricas mostradas a continuacion:
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Poblaciones

Modelo SLIIARVMC con inmunidad total

1600

1400

1200 -

1000 -

800

600

400 1

200

Latentes

Sintométicos leves
Sintomaticos moderados
Sintomaticos severos
Asintomaticos

Carga viral

Pardmetros: A= 100, Bo = 0.00008,E = 0.51, v= 0.01, u= 0.00005, n= 0.2,
p1= 0.55,p,= 0.03, ps= 0.003, 6= 0.20, a= 0.01,a= 0.01,
b= 100,0= 0.02, y= 0.0582, wy= 0.005, w,= 0.025, w3= 0.100

T
0 20 40 60 80 100 120 140
Tiempo (dias)

Figura 4.8: Curvas solucién de infectados para el caso endémico con Ry =
14.0659.

y sus respectivos retratos de fase

Latente

Plano de fase S(t) vs L(t)
[Parémetros: A= 100, Bo=0.00008,6£ = 0.51, v= 0.01, u= 0.00005,n= 0.2, p; = 0.55,p, = 0.03, p3= 0.003,

6= 0.20,a= 0.01,a= 0.01, b= 100.00,0= 0.02, y= 0.0582, w;= 0.005, w, = 0.025, w3 = 0.100

1200

1000 1

800 1

600 +

400 1

200 +

® Punto de equilibrio (24.31,499.23)
— C.1.: (560,0,1,0,0,0,0,0,0,50)
—— C.1.: (280,15,10,40,5,0,0,0,0,55)
— C.1.: (180,30,40,120,6,0,0,0,0,60)
— C.1.: (80,50,100,200,10,0,0,0,0,70)

200 400 600 800 1000 1200 1400
Susceptible

Figura 4.9: Retrato fase entre susceptibles y latentes para el caso endémico con
Ro = 14.0659. Con diferentes condiciones iniciales (C.I) indicadas en la figura.
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Plano de fase /1(t) vs I»(t)

[Parémetros: A= 100, B = 0.00008,£ = 0.51, v= 0.01, 4= 0.00005,7= 0.2, p = 0.55,0, = 0.03, p3 = 0.003,]

6= 0.20,a= 0.01,a= 0.01, b= 100.00,0= 0.02, y= 0.0582, w;= 0.005, w>= 0.025, w3= 0.100

200 1

150

100

Infectado sintomatico moderado

50 > @® Punto de equilibrio (208.61,157.87)
— C.1.: (560,0,1,0,0,0,0,0,0,50)

—— C.l.: (280,15,10,40,5,0,0,0,0,55)
—— C.I.: (180,30,40,120,6,0,0,0,0,60)
0+ — C.1.: (80,50,100,200,10,0,0,0,0,70)

0 50 100 150 200 250 300 350
Infectado sintomético leve

Figura 4.10: Retrato fase entre infectados sintomaticos leves y moderados para
el caso endémico con Ry = 14.0659. Con diferentes condiciones iniciales (C.I)
indicadas en la figura.

Para el caso del equilibrio endémico cuando Ry < 1, R¥ < 1, A > 0 tenemos las

soluciones numéricas mostradas a continuacion:

Modelo SLIIARVMC con inmunidad total

—— Latentes
12001 —— Sintomaticos leves
—— Sintomaticos moderados
—— Sintomaticos severos
—— Asintométicos
1000 ——— Carga viral
Parémetros: A= 5, Bo = 0.00008,€ = 0.51, v= 0.01, u= 0.00050,
n= 0.1, p; = 0.55,p,= 0.03, p3= 0.003,6= 0.15, a= 0.01,a= 0.01,
800 | b= 100,0= 0.05, y= 0.0382, w;= 0.005, w, = 0.025, w3= 0.120
g 600
3
400 4
2001
04

T
0 20 40 60 80 100 120 140
Tiempo (dias)

Figura 4.11: Curvas soluciéon de infectados para el caso endémico con Ry =
0.8629, RY = 0.1074, A = 0.00002.
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Modelo SLIIARVMC con inmunidad total

2000 + —— Susceptibles

—— Recuperados
Vacunados
Muertos
1750 A —— Carga viral
1500 A
1250 A

Poblaciones
=
)
S
o

750 4
500 A
Pardmetros: A= 5, B =0.00008,§ = 0.51, v= 0.01, u= 0.00050,
n= 0.1, py = 0.55,p,= 0.03, p3= 0.003,6= 0.15, a= 0.01,a= 0.01,
250 4 b= 100,0= 0.05, y= 0.0382, w;= 0.005, w, = 0.025, w3 = 0.120
o EA//k

T
0 20 40 60 80 100 120 140
Tiempo (dias)

Figura 4.12: Curvas solucion de no infectados para el caso endémico con Ry =
0.8629, RY = 0.1074, A = 0.00002.

y los retratos de fase

Plano de fase S(t) vs L(t)
[Parémetros: A= 5.0, Bo=0.0001,§= 0.51, v= 0.01, u= 0.00050,n= 0.1, p; = 0.55,p, = 0.03, p3= 0.003,]

6= 0.15, a= 0.01,a= 0.01, b= 100.00,0= 0.05, y= 0.0382, w; = 0.005, wp= 0.025, w3= 0.120

500
C.1.: (560,0,10,5,0,0,0,0,0,50)

C.l.: (460,7,50,15,0,0,0,0,0,50)

C.l.: (360,10,35,130,0,0,0,0,0,50)
C.l.: (200,15,100,200,0,0,0,0,0,50)
C.l.: (940,20,1,10,0,0,0,0,0,50)

® Punto de equilibrio 1 (107.21,54.44)
® Punto de equilibrio 2 (912.68,0.58)

300

Latente

200

100

Susceptible

Figura 4.13: Retrato fase entre susceptibles y latentes para el caso endémico con
Ro = 0.8629, RE = 0.1074, A = 0.00002. Con diferentes condiciones iniciales (C.I)
indicadas en la figura.
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150
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Infectado sintomatico moderado
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Plano de fase /1(t) vs /5(t)

Parametros: A= 5.0, Bo =0.00008,£ = 0.51, v= 0.01, u= 0.00050,n= 0.1, p; = 55,p2= 0.03, p3 = 0.003,
6= 0.15, a= 0.01,a= 0.01, b= 100.00,0= 0.05, y= 0.0382, w; = 0.005, w, = 0.025, w3 = 0.120

~
&

C.l.: (560,0,10,5,0,0,0,0,0,50)

C.l.: (460,7,50,15,0,0,0,0,0,50)
C.l.: (360,10,35,130,0,0,0,0,0,50)

C.1.: (200,15,100,200,0,0,0,0,0,50)
C.l.: (940,20,1,10,0,0,0,0,0,50)

® Punto de equilibrio 1 (12.37,9.29)

® Punto de equilibrio 2 (0.13,0.10)

0 20 40 60 80 100
Infectado sintomético leve

Figura 4.14: Retrato fase entre infectados sintomaticos leves y moderados para
el caso endémico con Ry = 0.8629,RY = 0.1074, A = 0.00002. Con diferentes
condiciones iniciales (C.I) indicadas en la figura.

También se pueden obtener soluciones oscilatorias en este caso:

Poblaciones

Modelo SLIIIARVMC con inmunidad total

70+

60 -

50

IS
o
L

w
o
L

20 A

101

—— Latentes

—— Sintomaticos leves

—— Sintométicos moderados
—— Sintométicos severos
—— Asintométicos

—— Carga viral

MAAMUAUUAAA

T T T T T
0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000
Tiempo (dias)

Figura 4.15: Curvas soluciéon de infectados para el caso endémico con Ry =
0.4220, RE = 0.1191, A = 0.00002.
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Modelo SLIIIARVMC con inmunidad total

- Susceptibles
50000 —— Recuperados
Vacunados
Muertos
——— Carga viral
40000 -
30000 +
g Pardmetros: A= 3, Bo=0.00008,£= 0.51, v= 0.01, u= 0.00005,
F] n= 0.2, p1= 0.55,p2= 0.03, p3= 0.003, 6= 0.20, a= 0.01,a= 0.01,
$ b= 100,0= 0.02, y= 0.0582, w;= 0.005, w,= 0.025, w3 = 0.100
20000 +
10000 +
04

0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000
Tiempo (dias)

Figura 4.16: Curvas solucién de no infectados para el caso endémico con Ry =
0.4220, RE = 0.1191, A = 0.00002.

y sus respectivos retratos de fase

Plano de fase S(t) vs L(t)

Pardmetros: A= 3.0, Bo=0.0001£= 0.51, v= 0.01, = 0.00005,7= 0.2, p; = 0.55,0,= 0.03, p;= 0.003,
6= 020, a= 0.01,a= 0.01, b= 100.00,0= 0.02, y= 0.0582, w; = 0.005, w, = 0.025, w3 = 0.100

C.l.: (560,0,10,5,0,0,0,0,0,50)

C.l.: (460,7,50,15,0,0,0,0,0,50)

C.l.: (360,10,35,130,0,0,0,0,0,50)
C.l.: (200,50,100,200,0,0,0,0,0,50)
C.l.: (940,20,1,10,0,0,0,0,0,50)

@® Punto de equilibrio 1 (154.30,10.90)
® Punto de equilibrio 2 (487.00,2.24)

250

150

100

Susceptible

Figura 4.17: Retrato fase entre susceptibles y latentes para el caso endémico con
Ro = 0.4220, RF = 0.1191, A = 0.00002. Con diferentes condiciones iniciales (C.I)
indicadas en la figura.
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Plano de fase S(t) vs L(t)

.0, Bo=0.0001,§ = 0.51, v= 0.01, u= 0.00005,n= 0.2, p; = 0.55,p, = 0.03, p3 = 0.003,
= 0.01, b= 100.00,0= 0.02, y= 0.0582, w;= 0.005, w, = 0.025, w3 = 0.100

Pardmetros: A= 3
6= 0.20,a= 0.01,a

50
—— C.1.: (560,0,10,5,0,0,0,0,0,50)

—— C.l.: (460,7,50,15,0,0,0,0,0,50)
— C.1.: (360,10,35,130,0,0,0,0,0,50)
— C.1.: (200,50,100,200,0,0,0,0,0,50)
C.1.: (940,20,1,10,0,0,0,0,0,50)
Punto de equilibrio 1 (154.30,10.90)
Punto de equilibrio 2 (487.00,2.24)

40

304

Latente

204

Figura 4.18: Retrato fase entre susceptibles y latentes para el caso endémico con
Ro = 0.4220, RE = 0.1191, A = 0.00002. Con diferentes condiciones iniciales (C.I)
indicadas en la figura. Imagen agrandada correspondiente a la figura anterior.

Plano de fase /1(t) vs I,(t)

Parametros: A= 3.0, Bo=0.00008,£ = 0.51, v= 0.01, u= 0.00005,7= 0.2, p; = 0.55,p, = 0.03, p;= 0.003,
6= 020, a= 0.01,a= 0.01, b= 100.00,0= 0.02, y= 0.0582, w; = 0.005, w, = 0.025, w3 = 0.100

3

C.l.: (560,0,10,5,0,0,0,0,0,50)
C.l.: (460,7,50,15,0,0,0,0,0,50)
C.l.: (360,10,35,130,0,0,0,0,0,50)
C.1.: (200,50,100,200,0,0,0,0,0,50)
C.l.: (940,20,1,10,0,0,0,0,0,50)
150 ® Punto de equilibrio 1 (4.55,3.45)
® Punto de equilibrio 2 (0.94,0.71)

175

,_.
I~
&

Infectado sintomatico moderado
-
< 1
& S

0 20 40 60 80 100 120
Infectado sintomatico leve

Figura 4.19: Retrato fase entre infectados sintomaticos leves y moderados para
el caso endémico con Ry = 0.4220,5%53 = 0.1191, A = 0.00002. Con diferentes
condiciones iniciales (C.I) indicadas en la figura.
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Plano de fase /1(t) vs I»(t)

C.l.: (560,0,10,5,0,0,0,0,0,50)
C.l.: (460,7,50,15,0,0,0,0,0,50)
C.l.: (360,10,35,130,0,0,0,0,0,50)
C.1.: (200,50,100,200,0,0,0,0,0,50)
C.l.: (940,20,1,10,0,0,0,0,0,50)
@® Punto de equilibrio 1 (4.55,3.45)
@® Punto de equilibrio 2 (0.94,0.71)

Infectado sintomatico moderado
w IS

~

Infectado sintomético leve

Figura 4.20: Retrato fase entre infectados sintométicos leves y moderados para
el caso endémico con Ry = 0.4220, RY = 0.1191, A = 0.00002. Con diferentes con-
diciones iniciales (C.I) indicadas en la figura. Imagen agrandada correspondiente
a la figura anterior.

A continuacién se muestran las simulaciones correspondientes para la visuali-
zacion de una bifurcacion de Hopf, con ciclo limite atractor. Donde

Modelo SLIIIARVMC con inmunidad total

Parametros: A= 3.0, Bo = 0.00008,E = 0.51, v= 0.01, u= 0.00005,7= 0.2, p; = 0.55,0,= 0.03, p; = 0.003,
5= 020, a= 0.01,a= 0.01, b= 100.00,0= 0.02, y= 0.0582, w;= 0.005, w,= 0.025, w3 = 0.100

18 7 — Latentes con C.l.: (154,10,4,3,4,15,0,0,0,14)

16

14

Poblaciones

101

T T T T T
0 5000 10000 15000 20000 25000
Tiempo (dias)

Figura 4.21: Curvas solucién de la poblacién latente con Ry = 0.4220, Ry =
0.1191, A = 0.00002.
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Modelo SLIIARVMC con inmunidad total

160 - —— Latentes con C.I.: (154,10,4,3,4,15,0,0,0,14)

140+
Parametros: A= 3, Bp=0.00008,£ = 0.51, v= 0.01, u= 0.00005,
n= 0.2, p;= 0.55,p,= 0.03, p3= 0.003, 6= 0.20, a= 0.01,a= 0.01,

1204 b= 100,0= 0.02, y= 0.0582, w;= 0.005, w,= 0.025, w3 = 0.100

100

80 1

Poblaciones

60

404

204

T T T T T
0 5000 10000 15000 20000 25000
Tiempo (dias)

Figura 4.22: Curvas solucién de la poblacién latente con Ry = 0.4220, Ry =
0.1191, A = 0.00002.

Plano de fase S(t) vs L(t)

Parémetros: A= 3.0, Bo=0.00008,§ = 0.51, v= 0.01, y= 0.00005,n= 0.2, p; = 0.55,0, = 0.03, p3 = 0.003,
6= 020, a= 0.01,a= 0.01, b= 100.00,0= 0.02, y= 0.0582, w; = 0.005, w, = 0.025, w3 = 0.100

160
—— C.l.: (154,10,4,3,4,15,0,0,0,14)

— C.1.: (560,0,1,0,0,0,0,0,0,50)
@® Punto de equilibrio 1 (154.30,10.90)
® Punto de equilibrio 2 (487.00,2.24)

140
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e . S,
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Figura 4.23: Retrato fase de L vs S, con Ry = 0.4220, RF = 0.1191, A = 0.00002.

4.6.2. Tipos de bifurcacion

Como ejemplo numérico de los resultados analiticos de bifurcacion, se procedio
a calcular los valores umbrales dados por los teoremas de estabilidad para los puntos
libre de enfermedad y endémicos, asi como, el calculo de estabilidad estimando los

autovalores del sistema numéricamente, para contrastar su validez.
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4.6.2.1. Caso 1: Bifurcaciéon hacia adelante (Forward)

En esta seccién se presenta un ejemplo numérico en el que el modelo exhibe
una bifurcaciéon hacia adelante en Ry = 1, y para valores de (3, tales que Ry > 1
se obtiene un equilibrio endémico localmente asintoticamente estable. Para ilustrar

este comportamiento se consideran los siguientes pardmetros:

A =1.0, a = 0.005, b = 100, ¢ =0.51, v = 0.00526,

1 = 0.00005, n=02 p =055 py,=0.03  p;=0.003,
§=0.1, v = 0.085, wy = 0.005, wy = 0.025, wy = 0.1,
a=0.01, p = 0.02, By € [107%,1077).

El parametro de bifurcaciéon primaria sera [y, y el sistema se analiza conside-

rando la estabilidad de los equilibrios endémicos y libres de enfermedad.

Umbrales y ntimero reproductivo basico

El ntiimero reproductivo bésico estimado para By = 8 x 107 es:

Ry ~ 1.1678 > 1.

Por tanto, se espera la apariciéon de un tnico equilibrio endémico estable, co-

rrespondiente a una bifurcacién hacia adelante (forward bifurcation).

Equilibrio endémico

Usando las formulas del Teorema 4.4.3 - de existencia del equilibrio endémico:

k=~ 1.0156, RE ~ 2.8352.

El discriminante del equilibrio latente cumple A ~ 2.332 x 10~ > 0, por lo que
existe un unico equilibrio positivo; ya que de las dos raices de la cuadratica solo una

resulta positiva. El valor de L* (latentes en equilibrio) obtenido numéricamente fue:
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L* =~ 0.9623 (unica solucién biolégica positiva) |,

Y, usando S* = Mo se obtiene:
RO(V+“)<BO+6+NL*)

S* ~ 1.5207 x 10> (aprox. 152.07).

El resto de coordenadas en el equilibrio (valores numéricos aproximados) son:

C* = kL = 09770,  V* = ”j ~ 1.60 x 10%,

I[P~ 01115, I} ~0.0968, I}~ 0.0711,

A* ~ 0.0800, R* ~ 5.83 x 10°.

Estabilidad local: condiciones de Gershgorin
A partir de la matriz Jacobiana evaluada en el equilibrio endémico, las desigual-
dades de Gershgorin consideradas (filas 3-7) son:

Tabla 4.7: Verificacién de las desigualdades de Gershgorin para el equilibrio
endémico.

Condicion  Expresién  Valor numérico ;Se cumple?

(2) 1> Ry N+ qs 0.5046 Si
(3) 1> Ro3n + g5 0.5436 i
(4) 1> Roan) 0.9806 Si
(5) 1>a/p 0.5 Si

Conclusion: todas las condiciones de Gershgorin se cumplen, lo que implica que
los discos espectrales estan contenidos en el semiplano izquierdo del plano imaginario

y el equilibrio endémico es localmente asintéticamente estable.
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Autovalores en el equilibrio L*

Los autovalores del Jacobiano evaluado en L* son:

MR~ —=5.0x107% Xy~ —5.0x107°,

Mg ~ —0.31496, M\~ —0.22793, A5 ~ —0.22793,
¢ &~ —0.09939, A\; ~ —0.001689, Mg~ —0.001689,
Ao ~ —0.023244.

Interpretacion: todos los autovalores tienen parte real negativa, lo cual corro-

bora la estabilidad asintdtica local del equilibrio endémico (EY) y la validez de las

condiciones de Gershgorin.

Coeficientes de Castillo-Chavez & Song

Los coeficientes de bifurcacién se calcularon como:

5
v+ u

a

Y b= wrSpY
b o el WO,

a= QwLSQ — Zg +
donde Y¢ = v3 + vg + v5 + Evs.

Evaluando en los parametros del modelo:

A~ —22147x 107 <0, b~ 1.9312x107*> 0.

Dadoquea <0y b > 0, el sistema exhibe una bifurcacién hacia adelante

(forward bifurcation), indicando que cuando Ry cruza 1 desde abajo, aparece un

equilibrio endémico estable y el libre de enfermedad se torna inestable.

Interpretacién general

» El equilibrio libre de enfermedad (FEy) es estable para Ry < 1.
= Al alcanzar Ry = 1 se produce una bifurcaciéon hacia adelante.

» Para Ry > 1, aparece un tnico equilibrio endémico (E*) estable.
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Representacion grafica

Diagrama de bifurcacién de L™ respecto a %, con B €[0.000001, 0.001]

Parémetros: A= 1.0, £= 0.51, v= 0.01, u= 0.00005,n= 0.2, p; = 0.55,p, = 0.03, p3 = 0.003,
6= 0.10,a= 0.01,a= 0.01, b= 100.00,0= 0.02, y= 0.0850, w;= 0.005, w, = 0.025, w3 = 0.100

—— L (Latentes estables)
—— =1

1.75 1 === ELE estable

= = ELE inestable

1.50 1

oL

1.254

1.00

Latentes en equilibrio (L

Figura 4.24: Diagrama esquemaético de bifurcacién hacia adelante para el modelo
SLIITARVMC, mostrando la estabilidad de las ramas en funcién de Rg.

Conclusiones:

= Con los valores A = 1 y 3 en el rango [1,10] x 1074, el sistema presenta un

unico equilibrio endémico estable.
= Las condiciones de Gershgorin y los autovalores corroboran la estabilidad local.

» Los coeficientes de Castillo-Chavez y Song son positivos, lo que confirma el

caracter forward de la bifurcacién.

4.6.3. Caso 2: Bifurcacién hacia atras (Tipo I)

Gershgorin - comprobaciones y clasificaciéon de estabilidad local (numéri-

ca)

Las desigualdades derivadas de las filas 3—7 de la demostracion tedrica propor-

cionan las siguientes condiciones de estabilidad local segtn el criterio de Gershgorin:
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Z) 1> Rﬂl 7,

(
(
(i1) 1> Royn + gs, (4.65)
(
(

donde los parametros intermedios se definen como:

R — P1 R — P2
BT Sy twi b T Sy tw
P3 L —p1—p2—p3
Roy = —"—, Ro, = ; :
® Ty twst o v+ u (4.66)
) o
e v twmtn Py Twstp

Con los valores:
A =05, By =8x10"", a=0.008, b= 100, £ =0.51, v =0.00526, 1 =5x10"", n=0.2,

p1 = 0.55, ps = 0.03, p3 = 0.003, 6 = 0.2, v =0.0582, w; = 0.005, wy = 0.025, w3 =0.1,
a=0.01, p=0.02.
Ademas se exploré el rango de bifurcaciéon 8y € [1-107%, 31073

Tabla 4.8: Comprobaciones numéricas de las condiciones de Gershgorin
para el caso de bifurcaciéon hacia atras tipo I.

Cond. Expresion Valor numérico i Satisfecha?
0.55

i 1>R 1 > . Si
(@) 07l 0.2 + 0.0582 + 0.005 + 0.00005 '

02=1>042
(ii) 1> Ro,n+ 1> 003 0.2+ St
11 - U.

021 T 2 0.2 +0.0582 +0.025 +0.00003
: = 1 >
0.2 + 0.0582 + 0.025 + 0.00005
0.92
0.003
i 1>%R 1 . 0.2 N
(iff) > RoaT + a3 = 00582 + 0.1+ 0.00005 + ©
: —~1>125

0.0582 + 0.1 + 0.00005
W 152 L L=055-003=0.008 .
1 - U. 1
v 047 0.0582 + 0.00005

0.73
(v) 1>a/p 1> 0.01/0.02 = 0.5 St
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Resultado global: Se cumplen 4 de las 5 condiciones de Gershgorin. La desigualdad
(iii) asociada a la clase I3 no se satisface, generando una posible inestabilidad local,

consistente con la rama inestable del diagrama de bifurcacion en la Figura 4.25.

Autovalores del Jacobiano evaluados en los equilibrios endémicos
Los valores de equilibrio hallados analiticamente son:

L3 ~ 0.34543655496, L3 ~ 11.9355850772, L} ~ 23.5257335994.

Tabla 4.9: Autovalores del Jacobiano J(L*) y clasificacién local para el
caso de bifurcaciéon hacia atras tipo I

Equilibrio Autovalores )\; (reales) Clasificacién

L} (—3.53 x 1071, -2.63 x 1071, —8.15 x 1072, -3.29 x Inestable
1072, +1.10x 1072, —5.17x 1073, =5x 103, —5x 10~5)

L (—3.64 x 1071, —2.55 x 1071, —8.92 x 102, —3.17 x Inestable
1072, +1.85% 1072, —6.07x 1073, —5x 1073, —5% 10?)

L; (—4.22 x 1071, -2.83 x 107, -9.12 x 1072, -4.19 x Estable

1072, —2.84x1072, —1.22x1072, =5x 107", =5x107?)

Conclusidn: Los equilibrios L} y Lj son inestables (un autovalor positivo), mientras
que Lj es estable. Esto confirma el patron caracteristico de una bifurcacién hacia
atrds (backward bifurcation), donde Ry < 1 pero coexisten multiples estados

endémicos, dos de ellos inestables.

Nota: Todos los resultados fueron obtenidos mediante la evaluacién directa del

Jacobiano y las condiciones de Gershgorin con los parametros propuestos.
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Diagrama de bifurcacién en funcién de %g

Parametros: A= 5.0, Bo =0.00008,§= 0.51, v= 0.01, u= 0.00005,n= 0.2, py = 0.55,p; = 0.03, p3= 0.003,
6= 0.20,a= 0.01,a= 0.01, b= 100.00,0= 0.02, y= 0.0582, w;= 0.005, wy= 0.025, w3z = 0.100

254

204

154

101 — L, (Estable)

--- L3 (Inestable)

Valores de Equilibrio (L;")

e L, (Punto Degenerado)
Ro=1

=== Ro,crit

Lerie
—— ELE estable
_________________________________ ELE inestable

1.5 2.0 2.5 3.0
o

Figura 4.25: Diagrama de bifurcaciéon para L vs Rg, con Ry = 0.7032, Ry =

_RE .
0.1032, Lepiy = L* = % = 11.2071 y Ro.rir = RS = 0.2307.

4.6.4. Caso 3: Bifurcacion hacia atras (Tipo III)

Se estudia el modelo SLITTARVMC con parametros:

A =30 a=0005 b=100, £=051, v=0.00526, p=>5x10"",
n=202 p =055 p,=003 p;3=0.003 §=02 ~=0.0582,
wi = 0.005, wy=0.025 w3=01, «a=0.01, p=0.02,

y se toma como caso representativo By = 8 x 107°. Ademds se exploré el rango de

bifurcacion fy € [1-107%, 3-107?%], donde se localizaron candidatos a bifurcacién de
Hopf.

Umbrales y cantidades auxiliares

Con By = 8 x 107° se obtuvieron numéricamente:

Ro ~ 0.421978 < 1, Kk~ 1.28464.

El polinomio (cuadréatico) en L asociado al equilibrio latente tiene discriminan-

te A > 0, por lo que existen dos raices reales positivas en este caso (dos puntos
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endémicos posibles para Ry < 1).

Equilibrios endémicos (raices encontradas) — coordenadas numéricas

Se encontraron las dos raices positivas (rama grande y rama pequena) y el punto
degenerado (vértice de la parabola, que para una cuadratica asL? + a1 L +ag = 0 es

Ldeg = —(11/(2(12) == (L1 + LQ)/2)

» Raiz 1 (rama superior del diagrama de bifurcacion):
L] ~ 11.1982, ST ~ 151.1009.

Coordenadas (aproximadas):

IF 4681, IF~3542, I~ 4.521,
A*~16.03, R*~33490.5, V*~15896.7, C*~ 14.38.

(El valor de R* y V* son grandes debido a /u y v/ respectivamente).
» Raiz 2 (rama inferior del diagrama de bifurcacién):
L5~ 224871,  Si~ 486.011.
Coordenadas (aproximadas):

I} ~0.940, I} ~0.711, I}~ 0.907,
A*~ 322, R*~6726, V*a~511284, C*~ 2.89.

» Punto degenerado (vértice de la parabola):

Li+L; _ 11.1982+ 2.24871
2 7 2

Ldeg = ~ 672345,

A —(n+ 1) Laeg
V4l

~ 311.69.

Sdeg ~

Las deméas componentes en el degenerado siguen las mismas formulas que para

los L* anteriores.
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Clasificacién en la reduccién 2D (S, L)

Para cada raiz se evalud el Jacobiano reducido bidimensional

SOy (B L+ B(D)S
Jop(5, L) = S(YUJFN)L ’
UROL B(L)LS
arL arb

con B(L) = By + vonL Y B'(L) = bRl

Los valores numéricos encontrados en la reduccion fueron:

s Para L7 = 11.1982: tr Jop ~ 0.0629352, det Jop ~ 0.0011468.
= fijo inestable en la reduccién (traza positiva, determinante positivo —

foco/nodo inestable).

» Para L = 2.24871: tr Jop ~ 0.060077, det Jop ~ —0.00025298.

= silla (saddle) — siempre inestable (determinante negativo).

» Para el degenerado Lge,: es el vértice algebraico entre ambas ramas (1til para
el diagrama de bifurcacién); su estabilidad se marca cambiando el signo de A

y observando la colapso de ramas en la parabola (ver diagrama).

Autovalores del Jacobiano (sistema completo) en cada equilibrio
A continuacion se presentan los autovalores numeéricos (lista representativa) del

Jacobiano completo evaluado en cada equilibrio (se muestra la lista ordenada —

solo cifras significativas):
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Tabla 4.10: Autovalores del Jacobiano (sistema completo) en los puntos endémi-

COS

Equilibrio Autovalores (parte real +, parte imaginaria si aplica)

L; =11.1982 {=4.998 x 1075, —5.000 x 107>, —0.35406, —0.26380 =+
0.09742¢, —0.07845, —0.0003207 +
0.0177714, —0.04243}.
(todos con parte real < 0 salvo que la reducciéon 2D
muestra tr> 0 — interpretacion: Todos los autovalores
tienen parte real negativa salvo dos muy cercanos a cero,
pero la traza positiva del 2D reducido marca inestabili-
dad.

L; = 2.24871 {=4.9999x 1075, —5.0004x107°, —0.35295, —0.26286+

0.09696i, —0.08089, —0.04156, 0.016154, —0.004317}.

(presencia de autovalor real positivo ~ 0.01615 = ines-
tabilidad clara).

Interpretacién: los autovalores del Jacobiano completo coinciden con el diagndstico
de la reduccién: ambos endémicos son inestables (uno foco/nodo inestable; el otro
un saddle). Por tanto, para este fy con Ry < 1 aparecen dos endémicos inestables

— fendémeno compatible con la presencia de una backward bifurcation en el sistema.

Comprobaciones numéricas de las condiciones de Gershgorin

Las cinco cantidades evaluadas en las filas relevantes (filas 3-7 del Jacobiano

reducido) fueron:

Tabla 4.11: Comprobaciones numéricas de las condiciones de Gershgo-
rin (caso 3y =8 x 1079)

Cond. Expresion Valor numérico (evaluacion) ¢ Satisfecha?
i) 1>Ren 1> 0.41785 Si
() 1> R+ 1> 0.72727 Si
(i) 1> Ro,n+qs 1 < 1.26761 No
(iv) 1> Ro,m 1 < 1.43176 No
(v 1>a/p 1>05 St

Conclusién Gershgorin: no se cumplen todas las desigualdades (falla (iii) y (iv));
por lo tanto, el criterio de Gershgorin no garantiza estabilidad para estos endémicos

— de hecho los autovalores confirman inestabilidad.
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Coeficientes de Castillo-Chavez & Song (a,b)

Se evalué el punto critico 5§ tal que Ro(55) = 1. Numéricamente:

A
B: ~ 1.8958326377738286 x 107, Sy = & 564.9717514124204,
v+ p

El célculo numérico directo (diferencias finitas y tensores de segundas derivadas)
arrojo las siguientes estimaciones para los coeficientes de Castillo-Chavez & Song

(evaluados en el punto de equilibrio libre de enfermedad en Sy = 35):

a =~ 3.2925 x 107% (pequetio y = 0 en la primera normalizacién) vy,

b — resultado sensible al condicionamiento de los autovectores v, w :Normali-
zacion directa (Descomposicion en valores singulares - SVD): b~ 8.43288 x 10°

(muy grande).

» a~ 0.010057

A~

» Normalizacién “robusta / orientada” forzando wy > 0, vy > 0: bropusta &
276.0686 (positivo y moderado).

= Debido al fuerte mal condicionamiento del Jacobiano en el DFE, el coeficiente
a muestra sensibilidad a la elecciéon de la normalizacién de los eigenvectores.

Usamos la normalizacién estdndar w'v = lconw; > 0, recomendada en

Kuznetsov (1998), obteniendo @ = 0.01006.

Para evitar ambigiiedades asociadas al signo de los vectores propios izquierdo
y derecho en la reduccién normal, seguimos el criterio propuesto en la literatura
(Kuznetsov, 1998; Castillo-Chavez y Song, 2004), que consiste en fijar la orientacion

geométrica mediante las condiciones:

v >0, wp >0,

donde L denota la variable responsable del cruce del autovalor en el punto de
bifurcacién ( A =0 ). Esta normalizacion elimina el grado de libertad asociado a la
inversién simultanea (v, w) — (—v, —w), que de otro modo puede alterar el signo de

los coeficientes reducidos sin modificar la dindmica real del sistema.

Tras imponer esta orientacion estandar, los coeficientes de la forma normal

toman los valores:
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donde b > 0 coincide con el comportamiento tipico de modelos epidemiologi-
cos con incidencia no lineal. El valor positivo de b refleja la curvatura estandar de
la variedad central cuando el eje propio esta correctamente orientado, y permite

interpretar la bifurcacién en el marco habitual de Castillo-Chavez y Song (2004).

Comentario sobre condicionamiento numérico de los coeficientes de bifur-

Tv en el equilibrio

cacion: En varias ejecuciones se observé que el producto bruto w
libre de enfermedad era |w - v| < 1 (valor pequeno), lo que indica mal condiciona-
miento numérico al normalizar y causa gran sensibilidad en b. Por eso presento aqui
b en dos formas: (i) la normalizacion directa arrojé un niimero muy grande (debido a
divisién por cantidad pequena), (ii) aplicando la orientacion forzada que impones en
tu teorema (wy > 0, vy, > 0) y una normalizacién numérica mas robusta se obtiene
Erobusta > 0. Biologicamente interesa el signo de 13; con la orientacién adecuada se

obtiene b > 0, consistente con las hipotesis tedricas del teorema.

La combinacién de orientacion forzada + normalizacién robusta convierte un
problema originalmente mal condicionado (propenso a invertir signos y producir
coeficientes no realistas biolégicamente) en un procedimiento estable, fiable y ma-

tematicamente correcto para calcular a y b.

Interpretacién bifurcacional (segin signos)

= Con b > 0 numéricamente (orientacién forzada) y a > 0 (pequefio y positivo
para la normalizacion inicial), la teorfa de Castillo-Chévez & Song predice una
bifurcacién hacia atras (subcritica): pueden coexistir equilibrios endémi-
cos para Ry < 1. Esto concuerda con la observacion numérica de dos raices

positivas L* cuando Ry < 1 (caso observado aqui).

= Sien alguna normalizaciéon a < 0 o b cambiara de signo por problemas numéri-
cos, hay que advertir la falta de robustez numérica y repetir la normalizacién
forzada (tal como se hizo), justificando en el texto la eleccién (e.g. se exige
wy, > 0, vy, > 0 para respetar el sentido biologico de las componentes latentes

e infectivas).
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Bifurcaciéon de Hopf y candidato en el barrido de (3,

En el barrido fino 8y € [1-1078, 3-107?] se encontré un candidato a Hopf en:
Bo ~ 3.7525335398083036 x 107*, L ~ 13.14697, S ~ 69.67003,

para el cual tr Jop = 0y det Jop > 0. La derivada numérica que indica la condicién de
transversalidad da @’ (BO) ~ —185.49 # 0, por lo que B es un candidato valido para
una bifurcaciéon de Hopf en la reduccién (ver el enunciado y prueba del teorema de
Hopf que se incluye en el capitulo de teoria). En la practica, los resultados numéricos
muestran oscilaciones para condiciones iniciales apropiadas (posible ciclo limite; se
necesita un andlisis mas fino de la forma normal para confirmar un bifurcacion

super /sub-critica del Hopf).

Es importante mencionar que no se observa una bifurcacién de Hopf real en el
sistema completo, sino soélo en el sistema reducido 2D, que no representa toda la
dindmica.

Diagrama de bifurcacién en funcién de %g

Parametros: A= 3.0, Bo = 0.00008, = 0.51, v= 0.01, u= 0.00005,7= 0.2, p = 0.55,0, = 0.03, p3 = 0.003,
6= 0.20, a= 0.01,a= 0.01, b= 100.00,0= 0.02, y= 0.0582, w; = 0.005, w, = 0.025, w3= 0.100

14
12

10+

--- L, (Inestable)
--- L3 (Inestable)

Valores de Equilibrio (L")
[ - S——"

e L (Punto Degenerado)
Ro=1
=== Ro,crit

=== Lcrit
Sso —— ELE estable
————————————————————————————————————— ELE inestable

00 05 1.0 15 20 25 30
Ro

Figura 4.26: Diagrama de bifurcacién para L vs Ry, con Rg = 0.4219,3%0}3 =

_RE .
0.1414, Lopis = L* = % = 6.4381 y R orir = RT™™ = 0.3404.

De acuerdo con el Teorema de Hopf, la anulaciéon de la traza con determinante
positivo, junto con la derivada transversal no nula, constituye una senal robusta de
que el sistema reducido ( S, L ) experimenta una bifurcacién de Hopf para dicho
valor de [y. Este comportamiento sugiere que la interaccion entre susceptibles y

carga latente puede dar lugar a oscilaciones periddicas en la reduccion, coherentes
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con brotes epidémicos recurrentes.

Sin embargo, al extender el andlisis al sistema completo de 9 ecuaciones, la
situacién cambia de manera significativa. El calculo explicito del espectro del jaco-
biano completo en el mismo rango de parametros muestra que todos los autovalores
mantienen parte real negativa, sin que ningin par complejo atraviese el eje imagi-
nario. Esto implica que, a pesar de la senal de Hopf en la reduccién, no se produce

una bifurcacién de Hopf en el sistema completo.

Este fenémeno es matematicamente consistente y tiene una explicacion estruc-
tural. El modelo completo contiene multiples compartimentos adicionales (trata-
miento, progresion a fases avanzadas, carga acumulada, etapas asintomaticas e in-
munoldgicas parciales), cuyos modos propios evolucionan en escalas temporales mas
rapidas. Dichos modos actiian como mecanismos disipativos, anadiendo amortigua-
miento a la dindmica global e impidiendo que las oscilaciones del submodelo (.S, L)
se amplifiquen. En términos espectrales, el sistema completo presenta la estructu-
ra siguiente con el Jacobiano del sistema reducido (Jyp) y de los compartimentos

disipativos (Jyspido)

J. J
J = 2D 1 7
<]2 Jrépido

donde J; y Jo son otras matrices por bloques del Jacobiano del sistem, por lo que

la estabilidad esta determinada por el espectro total,

o(J) =0 (Jap) U o (Jrapido) »

y la presencia de modos rapidos suficientemente estables evita el cruce de au-

tovalores complejos a través del eje imaginario en la dindmica completa.

Desde el punto de vista epidemioldgico, este contraste entre la reduccién 2D y
el sistema completo tiene una interpretacion clara. El niicleo susceptible-latente cap-
ta adecuadamente la tendencia intrinseca del sistema a oscilar, lo que corresponde
a la alternancia entre acumulaciéon de susceptibles y apariciéon de nuevos infecta-
dos. No obstante, los procesos adicionales incluidos en el modelo -particularmente
tratamiento, progresion clinica, recuperacion parcial, y pérdidas por mortalidad na-
tural— estabilizan la dindmica global e impiden la formacién de ciclos limite. En
consecuencia, el modelo completo predice oscilaciones amortiguadas, pero no ciclos

epidémicos sostenidos.
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En resumen, aunque la reduccién (S, L) presenta condiciones suficientes para
una bifurcacion de Hopf, el sistema de 10 dimensiones no desarrolla dicha bifurcacion
debido al efecto estabilizador de los modos rapidos. Esto confirma que la reduccion
2D captura la geometria local del sistema, pero no determina por si sola la estabilidad

global del equilibrio endémico.

4.6.5. Sensibilidad numeérica

La sensibilidad numérica de las soluciones con respecto a los parametros se
muestra a continuacion, se seleccionaron los parametros mas relevantes como son
los relacionados con la vacunaciéon y carga viral. En cada grafica se ve un aumento

del 100 % en cada parametro desde el menor al mayor valor.

Como podemos observar en la Figura 4.27 que al aumentar la carga viral am-
biental (fy), la curva de infectados llega a su valor maximo mucho més temprano
y su valor maximo es ligeramente mayor. El mismo comportamiento se observa al
aumentar la tasa maxima de transmisién por replicacion viral (a) (Figura 4.28).
Mientras que, al aumentar el valor de la constante de saturacién media (b) se obser-
va que el pico de infectados es cada vez menor y se retrasa la aparicion del mismo
(Figura 4.29). Mientras que al aumentar la tasa de vacunacién (v), si bien se dis-
minuye el pico de infectados, al parecer se producen aproximadamente en el mismo
tiempo (Figura 4.30). Ademads se puede constatar que bajo los valores de parametros

simulados, en todos los casos nos encontramos en el caso endémico.

Sensibilidad a la variacion del parametro By
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Figura 4.27: Sensibilidad de la curva solucién de infectados leves respecto a .
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Sensibilidad a la variacién del pardmetro a

300

250

200

Pardmetros: A= 20, &= 0.51,v= 0.01, u=
p1= 0.55,p,= 0.03, p3= 0.00, 6= 0.20, a= 0.01,8, = 0.0006,
b= 100,0= 0.02, y= 0.058, w; = 0.005, w, = 0.025, w3 = 0.10
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Figura 4.28: Sensibilidad de la curva soluciéon de infectados leves respecto al
parametro a.

Sensibilidad a la variacién del pardametro b
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Figura 4.29: Sensibilidad de la curva solucién de infectados leves respecto a al
parametro b.
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Sensibilidad a la variacién del pardmetro v
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Figura 4.30: Sensibilidad de la curva soluciéon de infectados leves respecto a v.

Adicionalmente, se realizé un analisis de sensibilidad de Ry y R¥ con respecto
a los parametros que los definen. Para este andlisis se utiliz6 una muestra de 5000
muestreos aleatorios usando la metodologia del hipercubo latino (LHS), asumiento
una distribuciéon uniforme para todos los parametros en los rangos de valores esta-
lecidos en las Tabla 4.12 y posteriormente estimando el coeficiente de correlacion
por rangos parciales (PRCC). Los resultados se muestran en las Figura 4.31, y sus

intervalos de confianza en las Tablas 4.13 y 4.14.
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Tabla 4.12: Parametros y distribuciones utilizadas en el analisis de sensibilidad
mediante muestreo del hipercubo latino y construccién del tornado plot.

Parametro Distribucién Limite inferior / Media Limite superior /
Desviacién estandar

Bo Uniforme 0.0001 0.001

n Uniforme 0.071 1

A Uniforme 0.2 10

7 Uniforme 0.000025 0.00005

v Uniforme 0.001 0.05

) Uniforme 0.2 2

y Uniforme 0.027 0.3125

w1 Uniforme 0.0032 0.00448

w9 Uniforme 0.000094 0.18

w3 Uniforme 0.000094 0.18

P1 Uniforme 0.08 0.8

D2 Uniforme 0.01 0.4

P3 Uniforme 0.01 0.2

13 Normal 0.5 (media) 0.2 (desviacién estandar)

a Uniforme 0.00099 0.01

b Uniforme 80 120

Q@ Uniforme 0.001 0.1

p Uniforme 0.01 1

Aunque los pardmetros a y b no aparecen explicitamente en la formulacién
analitica del nimero basico de reproduccién Ry, si influyen de manera indirecta en
el nimero de reproduccién asociado al equilibrio endémico R¥. Esto se debe a que
la tasa de transmision efectiva 5(C') esta dada por una funcién no lineal de la carga

viral ambiental C,
BO) = fo+ o

de modo que las variaciones en a y b modifican la fuerza de infeccién efectiva §*
a través del nivel estacionario C*. En este contexto, un valor elevado de a o una
rapida eliminacion viral (p) tienden a reducir RY, indicando un efecto amortiguador
sobre la transmision. Por tanto, los parametros asociados al control de la replicacion
viral —la tasa méxima de transmision ambiental a (PRCC = —0.723, p < 0.001)
y la tasa de eliminacién de la carga viral p (PRCC = 0.124, p < 0.001)— ejercen
una influencia significativa sobre el potencial epidémico, reflejando que la mitigacion
efectiva depende tanto de la dindmica viral ambiental como del flujo demografico de

susceptibles.
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PRCC
A 0.81232
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a 0.72319
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(a) Tornado Plot de R{ en funcién de los pardmetros.
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(b) Tornado Plot de Ry en funcién de los pardmetros.

Figura 4.31: Sensibilidad de RE y Ro con respecto a los pardmetros.
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Tabla 4.13: Intervalos de confianza del coeficiente de correlacién por rangos par-
ciales (PRCC) obtenidos mediante muestreo del hipercubo latino para el anélisis
de sensibilidad de Ry.

Parametro PRCC  IC inferior (95 %) IC superior (95%)  p-valor

A 0.83106 0.81084 0.84929 <107P
v —0.81807 —0.83759 —0.79647 <1070
Bo 0.74687 0.71812 0.77307 <1070
0 —0.63407 —0.66974 —0.59549 <1071
w3 —0.27901 —0.33520 —0.22084 2.4 x 10716
D1 0.06281 0.00082 0.12432 0.04706
Wa —0.05175 —0.11338 0.01028 0.10196
n —0.03650 —0.09827 0.02556 0.24890
wi —0.03400 —0.09579 0.02805 0.28278
D3 0.03110 —0.03096 0.09291 0.32590
'3 0.02905 —0.03300 0.09088 0.35878
—0.01913 —0.08103 0.04292 0.54571
D2 0.00597 —0.05604 0.06794 0.85032
o 0.00354 —0.05846 0.06552 0.91088

Tabla 4.14: Coeficientes de correlacién parcial de rango (PRCC) para el nimero
reproductivo efectivo RE .

Parametro PRCC IC inferior (95%) IC superior (95%) p-valor

A -0.81232 -0.83240 -0.79012 0.00000
v 0.80753 0.78483 0.82807 0.00000
a -0.72319 -0.75149 -0.69223 0.00000
vy 0.63371 0.59509 0.66940 0.00000
w3 0.26919 0.21071 0.32574 0.00000
@ -0.23921 -0.29680 -0.17988 0.00000
13 -0.14856 -0.20863 -0.08737 0.00000
p 0.12427 0.06276 0.18484 0.00008
Bo 0.09760 0.03582 0.15863 0.00200
D1 -0.08296 -0.14421 -0.02107 0.00868
) 0.04949 -0.01254 0.11114 0.11781
Wa 0.04494 -0.01710 0.10664 0.15556
D2 -0.03752 -0.09928 0.02453 0.23582

0.02501 -0.03704 0.08687 0.42943
Ui -0.02369 -0.08555 0.03836 0.45436
1 -0.01950 -0.08140 0.04254 0.53791
D3 0.01813 -0.04392 0.08003 0.56695
Wi -0.01782 -0.07972 0.04423 0.57364
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El anélisis de sensibilidad mediante los coeficientes de correlacién parcial por
rangos (PRCC) permitié identificar los pardmetros con mayor influencia sobre el
niumero basico de reproduccién Ry. Los resultados muestran que la tasa de reclu-
tamiento A (PRCC = 0.831; p < 0.001 ) y la tasa de transmisién basal 5, (PRCC
= 0.747;p < 0.001 ) son los factores que mas amplifican el potencial de propaga-
cion inicial del patogeno, lo que evidencia la importancia del ingreso constante de
susceptibles y del contacto efectivo entre individuos en la dindamica infecciosa. Por
el contrario, la tasa de vacunacion v presenta un coeficiente fuertemente negativo
(PRCC = -0.818; p < 0.001 ), confirmando su papel determinante en la reduccién
de Ryy, por ende, en el control de la transmision. De igual modo, los pardmetros
asociados al control de la replicacion viral -la tasa maxima de transmision ambiental
a( PRCC = —0.723;p < 0.001) y la tasa de eliminacién de la carga viral p (PRCC
= +0.124;p < 0.001 )- presentan efectos opuestos sobre R¥. Mientras un incremento
de a reduce de manera significativa el potencial epidémico, un aumento de p produ-
ce una ligera elevacion del mismo, posiblemente debido a interacciones no lineales
entre la depuracion viral y la reposicion de susceptibles. En conjunto, estos resulta-
dos sugieren que el control efectivo de la transmision no solo depende del ritmo de
vacunacion, sino también de la dinamica viral ambiental y demogréfica, integrando

tanto mecanismos poblacionales como fisiologicos en la mitigacion epidémica.

Respecto al ntimero de reproduccién efectivo asociado al caso endémico RE, el
andlisis revela un patréon de sensibilidad complementario. La tasa de reclutamien-
to A mantiene una influencia negativa pronunciada (PRCC = -0.812; p < 0.001 ),
lo que sugiere que, en condiciones endémicas, el aumento del flujo de individuos
hacia la poblacion susceptible puede favorecer la estabilidad del equilibrio al diluir
la prevalencia relativa de infecciéon. En contraste, la tasa de vacunacién v exhi-
be nuevamente un efecto positivo (PRCC = 0.808;p < 0.001), implicando que la
inmunizacién, aunque reduce la transmision inicial, modula de manera maéas com-
pleja el equilibrio endémico al modificar la estructura poblacional y las tasas de
reemplazo susceptibles-inmunizados. Entre los factores viroldgicos, la tasa de repli-
cacién maxima a( PRCC = —0.723;p < 0.001) y la tasa de recuperaciéon v( PRCC
= 0.634;p < 0.001) resaltan como variables clave: un aumento de a tiende a re-
ducir RE al saturar la transmisiéon indirecta mediada por la carga viral, mientras
que una mayor ~ incrementa el valor efectivo del parametro al acelerar la transicion
de individuos infecciosos hacia la recuperacion, afectando la persistencia viral en el
entorno. Por tltimo, la letalidad de los casos severos (ws; PRCC = 0.269; p < 0.001
) v la tasa de emisién viral ( @; PRCC = -0.239; p < 0.001 ) muestran efectos
secundarios pero coherentes: mientras la mortalidad condiciona la duraciéon de la

infeccion, la emision de particulas virales regula el equilibrio entre transmision y
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aclaramiento. En conjunto, el comportamiento de RE refleja una interaccion entre
inmunizacién, recuperacion y replicacion viral que define la magnitud y estabilidad

del estado endémico del sistema epidemioldgico.
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Capitulo 5

Estudio de caso

Con el proposito de aplicar el modelo béasico propuesto a un caso real, se consi-
der6 implementar una metodologia escalable en casos de brotes epidémicos, la cual

consta de las siguientes fases:

= Desarrollo de un modelo de clasificacién de pacientes en funcion a la gravedad
de sus sintomas, utilizando datos clinicos tomados diariamente. El modelo de

clasificacién permite determinar si un paciente es moderado o severo.

» Considerando un periodo de tiempo de 3 meses como minimo, se realiza un
acopio de datos longitudinal, posteriormente con esos datos en series de tiempo

se realiza una estimaciéon de parametros para ajustar el modelo a datos reales.

= Finalmente, se analiza el impacto de factores exégenos como la vacunacion y

el tratamiento sobre la dinamica de la epidemia en estudio.

Para la obtencion de los datos utilizados en el primer modelo matematico para
la clasificacion de los pacientes de acuerdo a la severidad de sus sintomas y en
funciéon de marcadores clinicos - inmunolédgicos, se realizo la toma de muestras en el
hospital Guillermo Almenara Irigoyen desde el 07/01/2021 hasta el 23/04/2021 y el
procesamiento de muestras se llevd a cabo en los laboratorios del referido hospital
y de la Facultad de Ciencias Biolégicas de la Universidad Nacional Mayor de San
Marcos y fue financiado por la partida presupuestal de los Proyectos de Investigacion
con Financiamiento para Grupos de Investigacion 2020 (Cédigo: B2010002m; RR
N° 016238-R-20).

Para el procesamiento y seleccion de datos se tomé en cuenta a aquellos pa-

cientes clasificados como: Leves, moderados o severos, y cuyos valores de conteo de
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células CD4+ (células por milimetro cibico), concentracion de IL-6 (pg/mL) y ni-
veles de TRPV-1 estuviesen medidos. Sin embargo, debido al bajo nivel del tamano
de muestras para los casos leves (5 casos), solo se analizaron los casos moderados y

severos. Obteniéndose los siguientes datos filtrados:

Tabla 5.1: Data filtrada

Paciente | CD4+ IL-6 TRPV-1

Moderado 118 1019.555 1.22
Moderado 468 635.519 4.75
Moderado 623 157.522 0.14
Moderado 589 150.574 0.14
Moderado 277 167.584 1.78
Moderado 227 117.235 1.63
Moderado 414 420.064 0.37

Moderado 927 69.011 0.10
Moderado 257 297.445 0.08
Moderado 173 61.738 2.62

Moderado 143 144.992 6.92
Moderado 131 188.541 0.10
Moderado 488 205.775 0.19
Moderado 759 115.602 7.22
Moderado 539 188.541 0.82
Moderado 288 230.288 0.06
Moderado 259 290.581 0.07
Moderado 172 175.751 0.22
Moderado 426 209.219 1.33
Moderado 256 1316.621 10.46
Moderado 425 338.247 14.14
Moderado 560 324.459 2.87
Moderado 221 82.73 9.46
Moderado 382 169.79 0.78
Moderado 79 162.611 0.60
Moderado 379 262.779 0.27
Moderado 254 211.388 13.66
Moderado 289 236.535 2.28
Moderado 220 576.765 1.17
Moderado 148 557.141 0.38

(Continta en la siguiente pdgina)
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Paciente | CD4+ IL-6 TRPV-1
Moderado 522 204.319 0.51
Moderado 358 314.282 3.54
Moderado 104 250.983 0.53
Moderado 542 183.547 0.27
Moderado 227 299.958 0.13
Moderado 500 89.796 0.19
Moderado 211 105.625 0.33
Moderado 171 64.077 0.46
Moderado 924 122.16 0.80
Moderado 423 126.985 3.98
Moderado 389 109.267 2.18
Moderado 445 396.954 9.26
Moderado 456 100.765 17.35
Moderado 216 294.283 18.15
Moderado 86 119.684 18.21
Severo 81 341.011 0.22
Severo 385 41.13 1.22
Severo 134 139.903 3.73
Severo 351 209.866 0.12
Severo 184 680.701 1.13
Severo 407 443.718 2.68
Severo 240 510.71 0.28
Severo 224 119.275 3.88
Severo 278 366.596 0.03
Severo 499 258.7 0.94
Severo 187 579.759 3.38
Severo 37 321.429 0.99
Severo 101 761.351 0.27
Severo 105 41.35 0.09
Severo 100 915.084 1.10
Severo 57 573.067 0.11
Severo 100 811.458 2.08
Severo 70 117.104 1.36
Severo 254 337.055 4.21
Severo 472 480.335 3.73
Severo 585 276.336 11.75

(Continta en la siguiente pdgina)
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Paciente | CD4+ IL-6 TRPV-1

Severo 188 870.248 12.60
Severo 124 218.664 0.79
Severo 374 44.78 9.99
Severo 185 1546.417 0.21
Severo 181 505.228 0.26
Severo 293 608.721 0.29

Severo 52 1060.532 0.64
Severo 100 1067.737 0.87
Severo 123 384.87 1.31

Severo 202 668.142 0.56
Severo 205 221.016 0.38
Severo 534 454.676 0.11
Severo 176 232.034 1.70
Severo 127 125.583 4.44
Severo 160 394.945 2.94
Severo 207 787.205 3.11

Severo 102 44.02 0.16
Severo 588 356.218 0.59
Severo 90 105.625 1.82
Severo 103 65.425 1.86
Severo 330 605.124 7.21
Severo 98 598.984 4.04

5.1. Modelo de clasificacién de pacientes usando

Machine Learning

A continuacién se muestran los resultados de dos modelos construidos con
méquinas de soporte vectorial (SVM). En el primero de ellos se estandarizé los
valores de las variables (IL-6, CD4+ y TRPV-1) con media igual a cero y desviacion
estadar igual a la unidad, previo a la construccion del modelo; mientras que, en el

segundo no se estandarizaron las variables y se construyo el modelo directamente.

En ambos casos se considerd contruir un hiperplano de separaciéon y la frontera
de decision (clasificaciéon) utilizando un kernel de funcion de base radial (RBF) el cual

permite conformar fronteras de decision no lineales en espacios de dimensiéon alta
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con curvas mas complejas. La funcién RBF se define como (Wilson, 2008; Adankon
y Cheriet, 2009):

K(xy,29) = exp (—F- |x1 — xQHz)

donde z; v x2 son dos muestras en el conjunto de datos, mientras que I' es un
)
parametro que controla el alcance de la influencia de cada muestreo, y ||x; — xo|| es

la distancia euclidiana entre xy y x».

El pardametro I': Es un pardmetro para el kernel RBF que define cuanta influen-
cia tiene un solo ejemplo de entrenamiento, con valores bajos que implican 'lejania’
y valores altos que implican “cercania”. Valores pequetios de I' indican que la funcién
de kernel tiene un alcance amplio, lo que significa que la influencia de un solo ejem-
plo es mas general. Por otro lado, valores altos de I' hacen que la funciéon de kernel
tenga un alcance mas local, lo que significa que cada ejemplo tiene un impacto mas

fuerte y se ajusta mas a los datos de entrenamiento.

Por otro lado, al construir un SVM, existe un parametro C: El cual es un
parametro de regularizaciéon en SVM que controla la compensacion entre tener un
margen mas amplio y clasificar correctamente todos los puntos de entrenamiento.
Un valor bajo de C' hace que el clasificador sea méas suave, permitiendo puntos
de entrenamiento en el margen y potencialmente clasificando erroneamente algunos
de ellos. Un valor alto de C' hace que el clasificador se ajuste mas a los datos de

entrenamiento, posiblemente incurriendo en un sobreajuste.

En resumen, el parametro C' controla la suavidad de la frontera de decision
(Noble, 2006; El Bouchefry y de Souza, 2020), mientras que I' controla la flexibili-
dad o complejidad del modelo. Ajustar adecuadamente estos pardmetros es crucial
para obtener un rendimiento 6ptimo del modelo SVM. Por ello, es que en la imple-
mentacién del modelo SVM, se selecciond aquel cuyo valor de C'y I' optimizaba la

puntuacion de ajuste y la matriz de confusion.

Para cada par de variables, se realiz6 una busqueda individual de los hiper-
pardmetros C' y I' éptimos utilizando GridSearchCV (del paquete “sklearn” de
Python 3.8). Estos valores éptimos pueden diferir entre los modelos generados para
cada par de variables debido a la variaciéon en la distribucion y relacion de esos

conjuntos de caracteristicas.

En cuanto a la cantidad de datos utilizados para el entrenamiento, se usa la
técnica de validacién cruzada con un valor de “cv=3" en la funcién “GridSearchCV”.

Esto implica que el conjunto de entrenamiento se divide en 3 subconjuntos, donde se
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entrena el modelo en 2 de ellos y se evaltia en el tercero. Este proceso se repite tres
veces, utilizando cada subconjunto como datos de prueba una vez. Por lo tanto, se
estaria ajustando el modelo en diferentes porciones del conjunto de datos de entre-
namiento para obtener los valores 6ptimos de los hiperpardametros C' y I". El hecho
de que se encuentren los mismos valores 6ptimos de C y gamma para ambos modelos
(escalado y no escalado) dependera de la distribucién y naturaleza de los datos. Es
posible que en algunos casos los hiperparametros éptimos sean los mismos, pero no
es una regla general. Puede variar dependiendo de la escala de las caracteristicas y

coémo afectan al rendimiento del modelo SVM.

A continuacién se presentan las tablas y graficas de los modelos de SVM con

kernel radial optimizados y sus respectivas métricas.

Tabla 5.2: Métricas y pardmetros de forma optimizados para las maquinas de
soporte vectorial para cada par de variables.

SVM CD4+ - IL-6 SVM CD4+ - TRPV-1
Meétrica No estandarizado Estandarizado No estandarizado Estandarizado
Exactitud 0.4444 0.4444 0.6111 0.6111
Matriz de 71 71 5 3 5 3
confusiéon [9 11 [9 11 [4 6] [4 6]
C 6ptimo 1 1 1 10
I' 6ptimo 0.1 0.1 1 0.1

Tabla 5.3: Métricas y parametros de forma optimizados para las maquinas de
soporte vectorial para cada par de variables.

SVM IL-6 - TRPV-1

Meétrica No estandarizado Estandarizado
Exactitud 0.4444 0.5
Matriz de 71 7 1
confusion 9 1 8 2
C 6ptimo 0.1 10
I' 6ptimo 0.1 0.1
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SVM con datos estandarizados(CD4+, IL-6) SVM sin estandarizacion de los datos(CD4+, IL-6)

100 200 300 400 500
CD4+ CD4+

(a) SVM con datos estandarizados. (b) SVM con datos sin estandarizar.

Figura 5.1: Hiperplanos de decisién para la clasificacién por SVM de los pacientes
moderados (azul) y severos (amarillo) en funcién de CD4+ e IL-6.

SVM con datos estandarizados(CD4+, TRPV-1) SVM sin estandarizacion de los datos(CD4+, TRPV-1)

TRPV-1

CD4+

(a) SVM con datos estandarizados. (b) SVM con datos sin estandarizar.

Figura 5.2: Hiperplanos de decisién para la clasificacién por SVM de los pacientes
moderados (azul) y severos (amarillo) en funcién de CD4+ e TRPV-1

SVM con datos estandarizados(IL-6, TRPV-1) SVM sin estandarizacién de los datos(IL-6, TRPV-1)

TRPV-1

L
L
560 860 1C|IOD lzbﬂ 14'00
IL-6
(a) SVM con datos estandarizados. (b) SVM con datos sin estandarizar.

Figura 5.3: Hiperplanos de decisién para la clasificacién por SVM de los pacientes
moderados (azul) y severos (amarillo) en funcién de TRPV-1 e IL-6.
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TRPV-1

(a) SVM clasificador y con superficie de decisién 3D con
datos estandarizados.

(b) SVM clasificador y con superficie de decisién 3D con
datos sin estandarizar.

Figura 5.4: Hiperplanos de decision para la clasificaciéon por SVM de los pacientes
moderados (azul) y severos (amarillo) en funcién de CD4+, IL-6 y TRPV-1.
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5.2. Ajuste del modelo basico a los datos en series

de tiempo

Recordar que el modelo epidemiolégico basico corresponde a un sistema de
ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO) que describe la dindmica compartimental
de la transmisién de COVID-19, con estados susceptibles (S), latentes (L), infecciosos
en distintos grados de severidad ( leves I, moderados Iy, severos I3 ), asintomaticos

(A), recuperados (R) y fallecidos por la enfermedad (M).

Una vez que se realizo la clasificacion de los pacientes con el modelo basado en
maquinas de soporte vectorial (SVMs, por sus siglas en inglés), se procedi6 a tabular
los datos en serie de tiempo como se muestra en los Anexos 7, esta data nos sirve
para estimar los parametros presentados en la Tabla 3.1 en una poblacién real y
como en dichas fechas no se habia realizado campafia de vacunacién alguna o imple-
mentado un tratamiento farmacolégico en la poblacién de estudio, se consideraron

los parametros de la velocidad de vacunaciéon v y el tratamiento € como nulos.

El proceso de estimaciéon de parametros se fundamenté en la utilizacion del
modelo compartimental basico presentado inicialmente en esta tesis, que incorpora
estratificacion clinica de la infeccién en tres niveles de severidad (moderada, severa
y critica), asi como una clase de asintométicos. Un aspecto central en la formulacion

fue la decision de trabajar con flujos de incidencia en lugar de prevalencias directas.

Epidemiolégicamente, los datos disponibles de vigilancia de casos suelen re-
gistrarse en forma de casos nuevos diarios o acumulados, lo cual corresponde a la
integral temporal de los flujos de entrada en las clases de infectados (Anderson y
May, 1992b). Por tanto, para asegurar la coherencia entre modelo y datos, se ex-
trajeron del sistema de ecuaciones diferenciales los términos de transicién relevantes
hacia los compartimentos I (casos moderados) y I3 (casos severos). De esta manera,
el ajuste se realizé directamente sobre los acumulados simulados, que son la suma
de los flujos diarios de entrada a cada clase (Keeling y Rohani, 2011). A diferencia
de modelos que ajustan directamente el nimero de individuos en cada comparti-
mento, en este trabajo se emplearon flujos de transicién entre compartimentos como
variables de observacién. Por ejemplo, el flujo hacia los casos moderados se define

COImo:

Fi, () = panL(t) + 0L (1),
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y el flujo hacia los casos severos:

Fr(t) = panL(t) + 0 L5(2).

Estos flujos representan la tasa instantanea de nuevos ingresos a cada clase
clinicamente diferenciada, la cual se corresponde epidemiolégicamente con el inci-
dencia diaria de moderados y severos, respectivamente. Dado que los datos disponi-
bles corresponden a acumulados diarios de casos y no a prevalencias puntuales, la

comparacion con los datos se realiza mediante la integraciéon de dichos flujos:

t t
Casos acumulados (t) = / F(rydr =Y F(k), keZi
0

k=0

cuyo acumulado en el tiempo se corresponde con la suma observable en los
datos epidemiolédgicos. Este razonamiento se aplicd para los casos moderados y se-
veros. Con ello se garantiza que las magnitudes comparadas en el proceso de estima-
ci6én (curvas observadas y simuladas) sean estadisticamente homogéneas (Diekmann
et al., 2013).

Para la inferencia estadistica se empleé un procedimiento de bootstrap pa-
ramétrico con base en flujos de Poisson. La eleccién de esta distribucion se justifica
porque la incidencia de casos, al ser conteos discretos, sigue de forma natural un pro-
ceso de tipo Poisson (King et al., 2015). En cada réplica de bootstrap se generaron
200 series sintéticas de datos, perturbando los flujos simulados con ruido Poisson, y
sobre cada una se recalibr6 el modelo utilizando el método de minimos cuadrados no
lineales como optimizador en la bisqueda de los parametros éptimos sobre el espacio
de pardmetros (L-BFGS-B, el cual es eficiente en problemas de alta dimensionalidad
y con restricciones de caja o intervalos en los pardmetros). Esto permitié obtener
distribuciones empiricas para cada parametro, a partir de las cuales se derivaron
intervalos de confianza al 95% y una estimacion robusta de la variabilidad de los
ajustes (Efron y Tibshirani, 1994).

En este esquema de bootstrap paramétrico sobre flujos, se asume que las obser-
vaciones epidemioldgicas son realizaciones de un proceso de conteo discreto gober-
nado por una distribucion de Poisson, lo que resulta apropiado dada la naturaleza

discreta y aleatoria de los contagios diarios.

Asi, para cada réplica bootstrap b = 1,...,n con n = 200, los datos sintéticos

Se generaron como:c
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yjt(b) ~ Poisson () ,

donde §j; corresponde a los flujos esperados simulados por el modelo en el ajuste
inicial. Cada conjunto sintético se ajusté nuevamente, obteniéndose una distribucion

empirica de pardmetros, curvas y métricas de ajuste.

Este procedimiento permite derivar intervalos de confianza (IC) del 95 % tanto
para las trayectorias de los compartimentos de interés (bandas de confianza en las

curvas de incidencia acumulada) como para los pardmetros epidemiol6gicos.

El uso de bootstrap sobre flujos, en lugar de sobre acumulados, tiene la ventaja
de preservar la estructura temporal de los datos y reducir los sesgos derivados de la
correlacion serial inducida por la acumulacion. De este modo, la metodologia integra
fundamentos epidemioldgicos y estadisticos para lograr una estimacion mas realista

y consistente de los pardmetros del modelo.

Como la estimacién de parametros consiste en calcular los valores de las ta-
sas epidemioldgicas del modelo basico comparando recursivamente las soluciones
obtenidas por la simulaciones del sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias y
compararlas con los datos provistos por las poblaciones de infectados moderados y
severos. Es necesario seleccionar una funcién de costo, que nos permite cuantificar
el error y el buen ajuste de las curvas soluciéon a nuestros datos. En nuestro caso

especifico se hizo uso de la funcién de costo:

con una funciéon de penalizacién

Hp) = 0, p1+p2+p3 <1
10° X (p1+p2+p3—1), pr+pa+ps>1

donde © representa el vector de parametros, N es el nimero total de datos,
y; (©) representa el valor de la solucion del sistema de ecuaciones diferenciales para
el i-ésimo dato (en el i-ésimo dia) dado el conjunto de valores de pardmetros O,
mientras que, g; simboliza la cantidad real acumulada al i-ésimo dia. Por otro lado,
H(p) = es la funcién de penalizacién que sera ttil para descartar todos aquellos

juegos de parametros donde la suma de probabilidades de desarrollar algiin sintoma
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o ser asintomatico sea mayor que la unidad, esto se considera debido a que en la
busqueda dentro del hiperespacio de parametros, éstos podrian encontrar minimos
locales donde la suma de probabilidades sea mayor a uno, y esto no tiene asidero en

la realidad.

En la Tabla 5.4 se muestran los pardmetros optmizados obtenidos, asi como,
los valores utilizados como estimaciones iniciales para empezar la bisqueda en el
hiperespacio de pardmetros. Ademaés, se precisan las condiciones iniciales dadas para
dicha busqueda. Es importante acotar que la busqueda fue realizada considerando

el rango de valores de pardametros presentados en la Tabla 3.1.

Tabla 5.4: Pardmetros optimizados para el modelo basico SLITTARM.

Condicién Estimacion

inicial o e Valor optimizado I.C.2.5% I.C. 97.5%

, inicial

parametro
S(0) 1000 441.489151 329.425173  716.400916
L(0) 0 0 0 0
L,(0) 0 0 0 0
1,(0) 1 1.45653691 0.670848 2.077600
13(0) 0 0 0 0
A(0) 0 0 0 0
R(0) 0 0 0 0
A 5 0.20114715 0.200002 0.290434
16 0.0009 9.9165e-04 0.000954 0.001000
& 0.4 0.43381112 0.387740 0.505220
n 0.5 0.97911305 0.952799 0.995931
D1 0.4 0.08397448 0.080008 0.092808
D2 0.1 0.13650681 0.048414 0.296078
D3 0.05 0.01114282 0.010000 0.032861
vy 0.07 0.22088211 0.170071 0.312316
0 0.5 0.20026394 0.200000 0.354988
w1 0.004 0.00400309 0.004002 0.004004
Wo 0.04 0.00141161 0.000247 0.039369
w3 0.04 0.01674515 0.012596 0.019996
1 3e-05 3.0086e-05 0.000030 0.000030

Para evaluar el mejor ajuste utilizando la data acumulada de ambos tipos de
infectados, se encontré que el coeficiente de determinacién (R?) fue de 0.9880 y
0.9886 para las poblaciones de infectados moderados y severos, respectivamente. Este
ajuste, se puede visualizar comparando los datos acumulados y las curvas soluciéon
acumuladas obtenidas con el conjunto de parametros optimizados, como se muestra

en la Figura 5.5.
Para realizar esta estimacion se utilizo el paquete “lmfit 1.3.1” (Newville et al.,

300



Moderados (acumulados) - ajuste + bandas bootstrap

60
—— Modelo acumulado (moderados)
@® Datos acumulados (moderados)
50 4 IC 95% (bootstrap)
n 40
o
el
©
3
E 304
1%
©
0
o
g 20 4
(]
101
04
o & o Q> ) Q> o
‘\,’Q\/ ‘\,’61/ ‘\,’Qq, \,’& \,’6)’ \,’Qb( \,’Qv
{V {V {V v v v v
D QD D Q2 D Q2 D
(a) Ajuste de curva a los datos acumulados de infectados moderados.
Severos (acumulados) - ajuste + bandas bootstrap
60 A
—— Modelo acumulado (severos)
x Datos acumulados (severos)
50 4 IC 95% (bootstrap)
0 40
o
Eel
©
3
E 304
%
©
w
o
g 20 4
(8]
101
0 -

N [N ~? [N = 1N >
be

N N
Q) )
Q' ’19

(b) Ajuste de curva a los datos acumulados de infectados severos.

Figura 5.5: Curvas acumuladas obtenidas con los parametros optimizados versus
la data acumulada de pacientes.
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2016) en Python 3.8, ademés para minimizar la funcién de costo J (0O) se utilizd
la funciéon “minimize” y el método de optimizacién seleccionado fue “Ibfgsb”. Para
reproducibilidad se utilizé una semilla aleatoria utilizando Numpy: “np.random.seed
(12345)”, (donde np es la abrevaitura de numpy) y para la construccién de los

intervalos de confianza se utilizaron 200 réplicas de bootstrap.

Bajo la estimacion realizada, es importante mencionar que la alta probabilidad
de ser asintomatico encontrada en nuestra etimacion: P = 1—p; —po,—p3 = 0.768376,
es aceptable, y esta dentro de los rangos de valores con respecto a lo reportado tanto
en poblacién hospitalaria en el extranjero (Ruiz Napoles y Ruiz Népoles, 2021b,a),
como en poblacién no hospitalizada el Peri (Reyes-Vega et al., 2021) y en el mundo
(Petersen y Phillips, 2020; Byambasuren et al., 2020; Oran y Topol, 2020), altos
valores de poblacién asintomdtica enfermas de COVID-19 que superan el 40 %, el
50% o hasta el 80% de frecuencia, respectivamente. Asimismo, se ha reportado
una alta frecuencia de asintoméaticos infectados por el Virus Sincitial Respiratorio,
llegando incluso a rondar el 80 % (Cohen et al., 2024, 2021).

5.3. Efecto de la vacunacién y tratamiento

Con el objetivo de analizar el potencial efecto de intervenciones de salud publica
para controlar la diseminacién de la epidemia se comparé el efecto de implementar
un tratamiento sintomatolégico para pacientes severos (Figura 5.6a) y también se
considera la implementacién de una campana de vacunacién (Figura 5.6b). Asimis-
mo, con respecto a las condiciones para las simulaciones se utilizé una poblacién ad
hoc de susceptibles de 3000 individuos (S(0) = 3000), y cada una de las poblaciones
infectadas sintomaticas con un individuo ([;1(0) = 1, I5(0) = 1, I3(0) = 1), el resto

de condiciones igual a cero.

En la figura 5.6a, se constata que aumentar la rapidez en la cual el tratamiento
revierte la gravedad de la enfermedad nos permite disminuir apreciablemente el pico
de infectados (I = 101, sin tratamiento) desde un valor de 77 casos hasta uno
de 25 casos, considerando el valor minimo de ¢, esto representa una disminucion del
23.78 % aproximadamente, solo el hecho de recibir tratamiento farmacol6gico. Por
otro lado, al ser Ry poco sensible a la variacién de £, nos mantenemos en el caso libre

de enfermedad con impactos no significativos sobre el niimero bésico reproductivo.

Como se puede observar en la Figura 5.6b, el efecto de la vacunacion, es decir,

aumentando la velocidad de vacunaciéon tiende a disminuir ligeramente el [,,,, =
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Sensibilidad a la variacion de ¢

Parémetros: A= 0.201, = 0.0010, £ = 0.4338, n= 0.9791, p; = 0.0840, po = 0.1365, p3 = 0.0111,
v= 0.001,y= 0.2209,w; = 0.0040, w, = 0.001, w3 = 0.02, u= 0.0000301, 6 = 0.200

—— £=0.10, Rp =0.48938, I3(max) =77
—— £=0.30, Rp =0.49064, /3(max) =49
—— £=0.50, Rp =0.49117, I5(max) =34
—— €=0.70, Rp =0.49142, I5(max) =25
80 —e— Curva ajustada Rp = 0.48816, I3(max) = 101

100+

o
=]
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(a) Efecto del tratamiento en la poblacién infectada severa.

Sensibilidad a la variacion de v

Parémetros: A= 0.201, B= 0.0010, £ = 0.4338, n= 0.9791, p; = 0.0840, p, = 0.1365, p3 = 0.0111,
£= 0.001,y= 0.2209,w; = 0.0040, w, = 0.001, w3 = 0.02, u= 0.0000301, 6= 0.200

—— v=0.001, Ry =0.48816, I3(max)=101
—— v=0.005, Rp =0.09997, I3(max) =97

—— v=0.010, R; =0.05013, /3(max) =92

—e— Curva ajustada Ro = 0.48816, I3(max) = 101
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(b) Efecto de la vacunacién la poblacién infectada severa.

Figura 5.6: Efecto de los factores exdgenos sobre la poblacion infectada severa
I3. La dindmica de los datos ajustados considerando € = 0,v = ( se marcan en
color rojo.
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101 casos (sin vacunacién ni tratamiento), disminuyendo como méximo a 92 casos
asumiendo la maxima velocidad de vacunacion, es decir, nos permite a lo sumo dis-
minuir un 8.91 % el pico de infectados. Sin embargo, el solo hecho de implementarla,
asi sea a la minima velocidad asumida en este caso, nos permite disminuir de manera
inversa y proporcional el valor de Ry en un orden de magnitud. Potencialmente per-
mite cambiar de un escenario endémico (Ry > 1) a un escenario libre de enfermedad
(Ro < 1). Esto corrobora nuestro andlisis de sensibilidad mostrado en la Figura 3.8a,
pero muestra que la soluciéon y por ende la cantidad de infectados severos no se ve

afectada en gran medida.

Por lo antes mostrado, una estrategia mixta, que combine una adecuada cam-
pana de vacunacion y la implementacion de un tratamiento sintomatolégico podria
equilibrar ambos efectos y disminuir el pico de infectados apreciablemente cambian-

do conjuntamente a un estado libre de enfermedad.
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Capitulo 6

Discusion

La presente investigacion es importante ya que nos permite formalizar un sis-
tema dindmico determinista de un fenémeno natural mediante un sistema de ecua-
ciones diferenciales ordinarias autéonomas, del cual se posee una teoria matematica
desarrollada en relacién a su estudio cualitativo y numérico, pudiéndose utilizar ele-
mentos de la teoria de la estabilidad local, global y métodos numéricos adaptables
a este problema, asimismo permite el desarrollo de un estudio de caso para un pro-
blema inverso en la identificaciéon de parametros a partir de datos empiricos. Por
otro lado, esta investigacion extiende el modelado a casos generales para cualquier
tipo de enfermedad respiratoria causada por un agente microbiano. Asimismo, nos
permite desarrollar un marco metodolégico de modelaciéon para este tipo de enfer-
medades infecto - contagiosas al captar las variables mas importantes del fenémeno
y someter el modelo a sucesivas mejoras en funciéon a la validacion con los datos

empiricos disponibles.

El desarrollo de los modelos de clasificacion mediante las maquinas de soporte
vectorial han sido ampliamente utilizados en ecologia, geociencias y big data, debido
a su gran capacidad de discriminacién en problemas de clasificacién de dos clases,
basicamente se puede trabajar datos estandarizados o no estandarizados, sobre los
cuales se realiza una busqueda sobre todos los posibles planos (hiperplanos en senti-
do general) de separacién de datos que pertenecen a dos clases distintas (pacientes
infectados con sintomas moderados versus paciente con sintomas severos), el fin de
la bisqueda se da cuando maximizamos la distancia de separacién de dos datos cua-
lesquiera, esto se da cuando el margen de separacién es maximo y podemos trazar
un limite o frontera de decision lineal o no lineal, dependiendo la complejidad de los
datos y su distribucion. En caso que los atributos o caracteristicas usadas para la

discriminacién de los datos no es optimizable con facilidad, se recurre a aumentar la
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dimension (caracteristicas) para que el hiperplano de separaciéon sea més facilmente
seleccionado, a este se le conoce como el truco del kernel (Mishra y Datta-Gupta,
2017; Noble, 2006; Adankon y Cheriet, 2009; Wilson, 2008). En nuestro caso se uti-
liz6 un kernel de base radial que es uno de los usados para mejorar la construcciéon del
hiperplano de separacién, asimismo, se puede observar que el mejor modelo se logra
cuando estandarizamos los datos. Pese a que la mejora es marginal con respecto al
modelo con datos no estandarizados, éste solo se diferencia en la exactitud (0.5 en el
modelo estandarizado versus 0.44 en el modelo no estandarizado), en los casos falsos
positivos (8 en el modelo estandarizado versus 9 en el modelo no estandarizado) y
verdaderos negativos (2 en el modelo estandarizado versus 1 en el modelo no estan-
darizado) en el plano formado por las variables de decisién correspondientes al 11.-6
y al TRPV-1, esto nos indica que el modelo estandarizado clasifica adecuadamente
los casos positivos (de pertenencia en cada clase) en comparacién al no estandari-
zado para este par de variables. Para mejorar esta diferencia en la exactitud seria
necesario someter al modelo a un mayor flujo de entrenamiento con mayor cantidad
de datos.

Del modelo epidemiolégico basico observamos que los resultados nos indican
que al mejorar la eficiencia del tratamiento - disminuyendo el tiempo en que se
revierten los sintomas (valores crecientes de €) y al aumentar la tasa de vacunacion,
disminuyen los casos moderados (Figuras 3.6 y 3.7); esto nos indica que son factores
relevantes en el control de enfermedades. Con respecto al efecto de las condiciones
iniciales, notamos que en pequenas poblaciones (Figuras 3.6a y 3.7a) el tratamiento
y la vacunacion disminuyen el nimero de infectados en aproximadamente un tercio
y la mitad de casos, respectivamente; mientras que, en grandes poblaciones (Figuras
3.6b y 3.7b) el efecto de la vacunacion disminuye su intensidad. Como se puede
observar, la Figura 3.3 muestra el caso libre de infecciéon cuando Ry < 1, mientras
que en la Figura 3.4 se ilustra el caso cuando Ry > 1, por ende el valor de Ry = 1
representa un punto de bifurcacion Rg, el cual es ejemplificado en la Figura 3.5, la
cual fue realizada variando el valor del parametro (3 en el rango dado en la Tabla 3.1,
ello ocasiona una variaciéon de Ry en el rango de valores mostrado en la figura. El
diagrama de bifurcacién hacia adelante mostrado estd acorde al analisis cualitativo

realizado.

Los resultados de sensibilidad de R, con respecto a sus parametros, nos indican
que disminuir el flujo de entrada y/o la tasa de transmision, asi como aumentar
las tasas de vacunacién y/o de recuperacién, permite disminuir el Ry y controlar el
desarrollo de una epidemia. Ahora bien, conforme crece el valor de £, Ry aumenta en
pequena magnitud (0.48, en Figura 3.6 y esto se corrobora por la correlacion positiva

obtenida en la Figura 3.8a), disminuye el pico de infectados (I3(mas)) pero tiende a
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aumentar el valor de equilibrio (13) de los infectados sintoméaticos moderados (Figura
3.6).

De la superficie de decisién construida (Figura 3.8b) observamos que mantener
una campana de vacunacién con velocidad incluso minima de 0.01 puede dirigir la
dindmica de la enfermedad hacia el punto de equilibrio libre de enfermedad, siempre
y cuando mantengamos un control sobre los flujos de entrada de la poblacion (i.e.
evitar la inmigracién hacia nuestra poblacion o mantenerla en flujos muy bajos),
la efectividad de esta estrategia se vio implementada en la ultima pandemia de

COVID-19 al priorizarse la inmovilidad social.

En el caso del modelo epidemioldgico perturbado, se observa un comportamiento
cualitativo més interesante, ya que cabe la posibilidad de que exista una bifurcacion
hacia atrés o de un tipo mas complejo, debido a la existencia de uno o dos puntos de
equilibrio endémicos, por ello, la estabilidad global no es determinada. Sin embargo,
la estabilidad local es asegurada para valores de Ry < 1 en el caso libre de enfermedad
(Figuras 4.3, 4.4 /4.5), el cual es un escenario deseable y se puede lograr segin los
resultados de la estabilidad computacional si se aumenta la velocidad de vacunacion
(v, Figura 4.30), si se disminuye la carga viral ambiental (f3y, Figura 4.27) y la tasa
de saturacion media aumenta (b, Figura 4.29). En contraste, si Ry > 1, se observa
que existe un equilibrio endémico atractor (Figuras 4.8, 4.10 ,4.10) y se tiende a este
escenario si la tasa de replicacién viral aumenta nos dirigiriamos a un aumento en
el pico de infectados y al punto de equilibrio endémico (a, Figura 4.28) por lo que
tendriamos la posibilidad de un nuevo brote epidémico en la misma poblacion en el

futuro.

Se observa bifurcacién hacia atrds (dos equilibrios endémicos cuando Ry < 1)
en simulaciones y esto concuerda con el caso a > O,B > 0. La presencia de la carga
viral ambiental C' y la no linealidad en 3(C) pueden crear una contribucién a(©)
positiva que haga el total a positivo. Las causas fisicas plausibles en el modelo son
la saturacién de la transmision via carga viral ambiental (términos con aC'/(b+ C))

y la retroalimentacién ambiental (pardmetro o ) que amplifican la no linealidad.

Que en algunas ocasiones ambos puntos endémicos sean repulsores (inestables,
ver Figura 4.26) o uno repulsor y otro atractor (Figura 4.25) depende de la estabili-
dad local de cada rama - en un esquema de bifurcacién hacia atras la rama endémica
“inferior” (méas cercana al punto de equilibrio libre de enfermedad) suele ser inesta-
ble y la rama “superior” estable, pero pardmetros y folds (puntos de giro) pueden
producir inestabilidades adicionales o colisiones que generen ciclos (Hopf) — eso es

posible, no lo contradice el teorema; requiere un analisis numérico (continuacién)
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para caracterizarlo completamente. Para caracterizar completamente las ramas (es-
tabilidad de los dos equilibrios endémicos, posibles folds o ciclos) se sugiere usar un
software de continuacién (AUTO, MatCont) o realizar un barrido numérico fino de
Bo v buscar puntos de giro (folds) y cambios de estabilidad (autovalores cruzando el

eje imaginario).

En el andlisis de bifurcacién transcritica alrededor del equilibrio libre de en-
fermedad (DFE), los coeficientes criticos @ y b determinan, respectivamente, (i) la
naturaleza del término cuadratico que define la curvatura de las trayectorias en la
variedad central y (ii) el término lineal asociado a la variacién del pardmetro bi-
furcante. Sin embargo, el calculo numérico directo de estos coeficientes suele ser
altamente sensible a la escala, el signo y la orientaciéon de los vectores propios iz-
quierdo (w) y derecho (v) asociados al valor propio nulo del Jacobiano evaluado en

el punto critico 8 = ;.

Durante los experimentos iniciales observamos que el producto interno w'v

podia tomar valores extremadamente pequefios (del orden de 107 — 107! ), lo
cual indica mala condicion numérica. Esta situacion produce inestabilidad en los
denominadores de las férmulas clasicas de a y b, generando cambios artificiales en

el signo de a y dificultando la clasificaciéon correcta del tipo de bifurcacién.

Para evitar este problema se implementé un procedimiento robusto basado en

tres pasos:

1. Obtencién de los espacios nulos derecho e izquierdo mediante SVD, lo cual
garantiza estabilidad numérica frente a matrices casi singulares.
2. Forzado de orientacién (orientation forcing):

Se impuso que la componente del vector propio derecho asociada a la variable
latente L sea estrictamente positiva (vy, > 0), y de forma simétrica que wy, > 0.
Esta condicién elimina ambigiiedades de signo, ya que los espacios propios son

invariantes ante el cambio v — —v, w — —w.

3. Normalizacién robusta mediante w'v =1 :

Una vez fijado el signo, se reescala el vector propio derecho como:

v
R
wlv’

lo que garantiza que el producto interno sea exactamente 1, estabilizando las

expresiones analiticas de a y b.
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Este procedimiento elimina casi por completo los problemas de mala condicion
numérica y produce valores estables, reproducibles y correctos de los coeficientes
criticos. En consecuencia, se obtiene una clasificacion fiable del tipo de bifurcacion

(hacia adelante o hacia atras) y se mejora la interpretacion bioldgica del modelo.

El anélisis de bifurcacion para el caso del sistema reducido a la variables S — L
del modelo perturbado, mostraron un posible ciclo de Hopf en el valor critico de
Bo ~ 3.7525 x 10~* (Figura 4.26), el cual constituye una posibilidad valida para el
modelo ya que computacionalmente se encontraron oscilaciones con aparente am-
plitud constante (Figuras 4.20,4.18,4.23). Esto indica la presencia de oscilaciones
asociadas a la interaccién entre susceptibles (S) y latentes (L). Sin embargo, el
analisis espectral completo del sistema de 9 ecuaciones muestra que todos los auto-
valores mantienen parte real negativa en el rango considerado, por lo que no existe

una bifurcacién de Hopf real en el sistema completo.

Este fenémeno es consistente con la teoria: las caracteristicas adicionales del
sistema (tratamiento, recuperacion, progresion de fases, reinfeccién y mortalidad
natural), que operan en escalas temporales mas rapidas, actian como mecanismos
disipativos que amortiguan la inestabilidad detectada en la reduccion. La reduccion
2D captura la geometria del sistema (la tendencia a oscilar), pero el sistema completo

determina la estabilidad real, impidiendo que el par complejo cruce el eje imaginario.

Epidemiol6gicamente, esto implica que aunque la transmision y la dinamica
de la infeccién latente pueden generar brotes recurrentes en la escala reducida, los
procesos adicionales del modelo completo estabilizan la epidemia y s6lo producen

oscilaciones amortiguadas, no ciclos limite sostenidos.

Estos hallazgos se ven reforzados con la visualizacién del retrato de fase para el
equilibrio libre de enfermedad, donde se ve que las trayectorias para los infectados
tienden a cero y la poblacion susceptible tiende a ser constante (Figuras 4.6,4.7) y
se observa que la carga viral tiende a extinguirse en la poblacién (Figura 4.5). En el
caso endémico, se observa que siempre se mantiene cierto nivel de infectados en la
poblacién (Figura 4.8) lo cual hace factible la aparicién de un rebrote o nueva ola,
esto se ve confirmado por el retrato fase cuyo punto atractor es positivo y distinto

de cero para todas las poblaciones (Figuras 4.9,4.10).

Con el modelo perturbado considerando la carga viral se abre la posibilidad de
realizar un estudio multiescala planteando un modelo personalizado (within-host),
donde el nivel de carga viral promedio por individuo de la poblaciéon puede ser la
conexion hacia un modelo que considere la dindmica de infeccion viral o bacteriana

y su interaccion con las células susceptibles (epiteliales o neuronales, por ejemplo) y
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el sistema inmune (considerando los niveles de 11-6, CD44 o TRPV-1, que medien

la respuesta pro inflamatoria).

Es importante destacar que la metodologia abordada desde la modelizacion para
la clasificacién de pacientes (modelo con maquinas de soporte vectorial) y la pos-
terior dinamica poblacional considerando influencias exdégenas como la vacunacion
(modelos bésico y perturbado) y la terapia farmacolégica (modelo basico) pueden
ser abordados de manera complementaria, acercandonos a modelizar de forma més

rigurosa la fenomenologia de estas enfermedades respiratorias agudas.
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Capitulo 7

Conclusiones

= Se logr6 la determinacion de un modelo de clasificacion para los pacientes
moderados y severos con COVID-19 en particular usando maquinas de soporte
vectorial con fronteras no lineales y kernel con funcién de base radial para
datos estandarizados y no estandarizados (considerando marcadores clinicos
como los niveles de CD4+-, IL-6 y TRPV-1), los cuales muestran un poder de

discriminaciéon comparables.

» Fue posible la formulacién de modelos matematicos (basico y perturbado) para
la dinamica de propagacién poblacional de enfermedades infecciosas respira-
torios agudas mediante sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias, que
consideren la estratificacién por sintomatologia (asintoméaticos, sintométicos
leves, sintométicos moderados y sintomaticos severos) y la dependencia de la

severidad de los mismos con respecto a la carga viral.

= Los modelos formulados consideran influencias exégenas como tratamiento sin-
tomatologico que mejore la prognosis de la enfermedad (g) y vacunacién con

inmunidad total (v).

= Se determiné la estabilidad local y global para los puntos de equilibrio libre de
enfermedad y endémico para el modelo basico. El punto de equilibrio libre de
enfermedad siempre existe y es global y local asintéticamente estable si Ry < 1,
mientras que el punto de equilibrio endémico existe y es local y asintéticamente
estable si Ry > 1.

= El modelo matematico perturbado siempre posee un punto de equilibrio libre
de enfermedad que es local y asintéticamente estable si Ry < 1. Puede po-

seer uno o dos puntos de equilibrio endémicos que son local y asintoéticamente
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estables si Ry < 1 y se cumplen otras condiciones adicionales, lo cual posibi-
lidad que ambos puntos sean inestables y se presenten posibles oscilaciones y

bifurcacién de Hopf en el andlisis del sistema reducido (S, L).

El modelo matematico basico SLIITTARM, posee una bifurcaciéon hacia adelante
en Ry = 1; mientras que el modelo matematico perturbado puede exhibir tanto
bifurcacién hacia adelante (forward bifurcation) como hacia atras (backward
bifurcation), esto debido a la presencia de una tasa de transmisién dependiente

de la carga viral en la forma matematica de una funcién saturada sigmoidea.

Todos los escenarios tedricos lograron corroborarse por simulacion computacio-
nal, determinandose tres diagramas de bifurcacion y verificando la sensibilidad
y efecto de los factores exdgenos (tratamiento y vacunacion) sobre la dindmica
del sistema. Se determiné que un aumento en la velocidad de vacunacién (v) y
la tasa de saturacién media viral (b) permite disminuir el nimero maximo de
individuos infectados, mientras que, un aumento en la tasa maxima de repli-
caciéon (a) o la carga viral ambiental basal (/3y) aumentan el nimero méximo

de infectados y la tienden a mantener un estado de endemia de la enfermedad.
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Glosario

Los presentes conceptos pueden ser profundizados en (98; 32; 23; 114; 27; 20):

= Infeccidon respiratoria aguda: Son aquellas enfermedades infecto - conta-
giosas causadas por agentes bioldgicos como virus, bacterias u hongos, que
emergen repentinamente y su evoluciéon clinica es muy rapida, donde el pa-

ciente puede agravarse aceleradamente.

= Brote epidémico: Se refiere a la emergencia de una enfermedad infecto -

contagiosa de forma imprevista en un espacio y tiempo especificos.

» Epidemia: Se refiere a la expansion de un brote epidémico en una zona

geografica y tiempo determinados.

= Endemia: Se refiere a la presencia constante en el tiempo de una enfermedad
infecto - contagiosa dentro de una poblacién y delimitacion espacial determi-

nada.

» Ntmero reproductivo béasico (Ryp): Esté definido como el niimero prome-
dio de casos nuevos que un solo agente infeccioso puede causar dentro de una

poblacién propensa a contraer una enfermedad.

= Carga microbiana: Mide la concentracion de un agente biol6gico microscépi-
co (virus, bacterias u hongos) dentro de los fluidos corporales o tejidos de un

individuo infectado por dicho agente.

= Susceptible: Es el estado epidemioldgico que carateriza a una poblacion que

es capaz de contraer una infeccion por la presencia de un agente infeccioso.

= Expuesto o latente: Es el estado epidemiolégico en el cual la poblacién ha

sido infectada, pero no es capaz de infectar a otros individuos de la poblacién.

= Infeccioso: Es el estado epidemioldgico en el cual la poblacién ha sido infec-

tada, y disemina la enfermedad infectando a otros individuos de la poblacién.
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Asintomaticos: Se refiere a individuos infecciosos, pero que no muestran

sintomas clinicos caracteristicos de la enfermedad.

Removidos: Es el estado epidemiologico que carateriza a la poblaciéon que ha
muerto o se ha recuperado de la enfermedad, por ende no es capaz de propagar

la infeccion.
Sistema dinamico: Es cualquier sistema cuya evoluciéon depende del tiempo.

Modelo matematico: Es una representacion reducida de la realidad median-
te formalizaciéon matematica de algiin fenémeno de interés donde se pueda

identificar la relacién de dos o mas variables.

Modelos matematicos compartimentales: Son modelos matematicos que
representan los diversos estados de un sistema dindmico en compartimentos

unidos a través de flechas que representan la transicion de un estado a otro.
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Apéndice A: Cobdigos en Python

Se especifican a continuacion el codigo en Python 3.12.12 utilizado para las

simulaciones.

Ejemplo de graficas del capitulo teérico

Funciéon de Lyapunov de la figura 2.8

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
from mpl_toolkits.mplot3d import Axes3D

return a * x1**x2 + b *x x2%*

np.linspace(-3, 3, )

x2 = np.linspace(-3, 3, )

x1, x2 = np.meshgrid(xl, x2)
V_values = V(x1, x2)

plt.figure(figsize=(12, 6))

fig.add_subplot (121, projection=
.plot_surface(xl, x2, V_values, cmap=

.contour (x1, x2, V_values, , cmap=

.set_xlabel(
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.set_ylabel(
.set_zlabel(
.set_title(

.view_init(elev=30, azim=

ax2 = fig.add_subplot(122)

contour = ax2.contour(xl, x2, V_values,

ax2.set_xlabel( )
ax2.set_ylabel( )
ax2.set_title(

fig.colorbar(contour, ax=ax2)

.tight_layout ()

.savefig( , bbox_inches=
.savefig( , bbox_inches=
.savefig( , bbox_inches=
.show ()

Funcién de Lyapunov de la figura 2.8

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

from mpl_toolkits.mplot3d import Axes3D

from sklearn.kernel_approximation import RBFSampler

from sklearn.svm import SVC

np.random. seed (42)
n_samples =

theta = np.linspace(0, 2*np.pi, n_samples//2)

X_inner * np.c_[np.cos(theta), np.sin(theta)]
y_inner = np.zeros(len(theta))

X_outer * np.c_[np.cos(theta), np.sin(theta)]

y_outer = np.ones(len(theta))

np.vstack([X_inner, X_outer])

np.hstack([y_inner, y_outer])
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rff = RBFSampler (gamma=gamma, n_components=D, random_state=0)
X _rff = rff.fit_transform(X)

clf_1in = SVC(kernel=
clf_lin.fit(X_rff, y)
w = clf_lin.coef [0]

clf_lin.intercept_[0]

margin =

x0_min, x0_max = X_rff[:,0] .min() - margin, X_rff[:,0].max() + margin
x1_min, x1_max = X_rff[:,1].min() - margin, X_rff[:,1].max() + margin
XX, yy = np.meshgrid(np.linspace(x0_min, x0_max, ),

np.linspace(x1l_min, x1_max, ))

if abs(w[2]) >
zz = —(w[0]*xx + w[il*yy + b) / w[2]
else:

zz = np.zeros_like(xx)

plt.figure(figsize=(15, 8), constrained_layout=True)

fig.add_subplot(i, 2, 1)
.scatter (X[y==0,0], X[y==0,11, c=
.scatter (X[y==1,01, X[y==1,1]1, c=
.set_title(

.axis(
.legend )
.grid(alpha=

= fig.add_subplot(l, 2, 2, projection= )

.scatter (X_rff [y==0,0], X_rffly==0,1]1, X_rff[y==0,2], c=
)

.scatter (X_rff [y==1,0], X_rffly==1,1], X_rff[y==1,2], c=
)

.plot_surface(xx, yy, zz, color= , alpha=

.set_title(

.set_xlabel ( )

.set_ylabel( )

.set_zlabel( , labelpad=20)

.legend ()

.savefig( , dpi= , bbox_inches= , pad_inches=2)

.savefig( , dpi= , bbox_inches= , pad_inches=2)
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plt.savefig( , dpi=300, bbox_inches=

plt.show()

Modelo SLIITTARM

Dinadmica del sistema

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

from scipy.integrate import odeint
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gamma =
epsilon=
omegal
omega2

omega3d

[so, Lo, I10, I20, I30, AO, RO, MO]

S, L, I1, I2, I3, A, R, M= v

dS = Lambda - ((betax(I1 + I2 + I3 + xi*A)) + nu + mu)*S

dL = (betax(I1l + I2 + I3 + xi*A))*S - (eta + mu)*L

dI1 = pl*xeta*L + epsilon*I2 - (delta + gamma + omegal + mu)*Il

dI2 = p2*xeta*L + delta*Il + epsilon*I3 - (epsilon + delta + gamma + omega2 +
mu) *I12

dI3 = p3*eta*L + delta*I2 - (epsilon + gamma + omega3 + mu)*I3

dA = (1 - p1 - p2 - p3)*eta*L - (gamma + mu)=*A
dR = gamma*(I1 + I2 + I3 + A) + nu*S - mu*R
dM = omegal*Il + omega2*I2 + omega3*I3

return np.array([dS, dL, dI1, dI2, d4I3, dA, dR, dM])




Al = (gamma+mu+epsilontomega3) * (gamma+mut+deltatepsilontomega2) +
deltax(gamma+mu+delta+omega3)

A2 = (gamma+tmu+epsilon+omegal)* (gamma+mu+deltat+epsilon+omega3) +
delta*(gamma+mu+delta+omega3)

A3 = (gamma+mu+deltatomegal) * (gamma+tmutdeltatepsilontomega2) +

epsilon*(gamma+mut+epsilon+omegal)

= ((gamma+mu+delta+tepsilon+omega?2) * (gamma+mu+delta+omegal)* (gamma+mu+epsilon |

+omega3)

- (delta*epsilon*(2*(gamma+mu)+delta+epsilon+omegal+omega3)))
- pl -p2-p3

nu + mu

eta + mu

((Lambda*beta*eta) /(D*E)) * ((Alxpl)/B + (A2xp2)/B + (A3%p3)/B +
(p*xi) / (gamma+mu) )
print ([ , str(Ro)1)

= np.linspace(0,
sol = odeint(f, yO,

print( % max(soll[:,1]))

print( % max(soll[:,2]))

print( % max(sol[:,3]1))
print( % max(soll:,4]))
print( % max(soll[:,5]))

print( % soll[:,0]1[-11)
print(

for i, var in enumerate([ , , M)
print( sol[:,i] [-11}")

plt.figure(figsize=(14,8))

plt.plot(t,sol[:,0],label= ,color= ,linewidth=2)
plt.plot(t,soll[:,1],label= ,color= ,linewidth=2)
plt.plot(t,sol[:,2],label= ,color= ,linewidth=2)




.plot(t,sol[:,3],label= ,color= ,linewidth=2)
.plot(t,sol[:,4],label= ,color= ,linewidth=2)
.plot(t,sol[:,5],label= ,color= ,linewidth=2)
.plot(t,sol[:,6],label= ,color= ,linewidth=2)
.plot(t,sol[:,7],label= ,color= ,linewidth=2)

.title( ,8ize=20)
.ylabel( ,size=16)

.xlabel( ,8ize=16)

.legend (loc=0,prop={ 1141

.grid(True)

.savefig( ,bbox_inches=

.savefig( ,bbox_inches=

.savefig( ,bbox_inches=

.show()

.figure(figsize=(14,8))

.plot(t,sol[:,2],label= ,color= ,linewidth=2)
.plot(t,sol[:,3],label= ,color= ,linewidth=2)
.plot(t,sol[:,4],label= ,color= ,linewidth=2)
.plot(t,sol[:,5],label= ,color= ,linewidth=2)

.title( ,8ize=20)
.ylabel( ,8ize=16)

.xlabel ( ,8ize=16)

.legend (loc=0,prop={ :143)

.grid(True)

.savefig( ,bbox_inches=

.savefig( ,bbox_inches=

.savefig( ,bbox_inches=

.show ()

.figure(figsize=(14,8))

.plot(t,sol[:,1],label= ,color= ,linewidth=2)
.plot(t,soll[:,2],label= ,color= ,linewidth=2)
.plot(t,sol[:,3],label= ,color= ,linewidth=2)
.plot(t,sol[:,4],label= ,color= ,linewidth=2)
.plot(t,sol[:,5],label= ,color= ,linewidth=2)

.title( ,8ize=20)
.ylabel( ,8ize=16)

.xlabel( ,8ize=16)

.legend(loc=0,prop={ :143)

.grid(True)

.savefig( ,bbox_inches=

.savefig( ,bbox_inches=

.savefig( ,bbox_inches=




.figure(figsize=(14,8))

.plot(t,sol[:,0],label=
.plot(t,sol[:,6],label=
.plot(t,sol[:,7],label=

.title(
.ylabel(
.xlabel(
.legend(loc=
.grid(True)
.savefig(
.savefig(
.savefig(
.show ()

,linewidth=2)
,linewidth=2)
,linewidth=2)

,color=
,color=

,color=

,8ize=20)
,8ize=16)

,8ize=16)

,prop={ :143)

,bbox_inches=
,bbox_inches=

,bbox_inches=

.figure(figsize=(14,8))
.plot(sol[:,0],s0l[:,1],1label=

,color=

,linewidth=2)

.plot(soll[:,0][-1],s01[:,1][-1],

label=

color=
.title(
.ylabel(
.xlabel(

%(sol[:,01[-11,s01[:,11[-11),
,marker= ,markersize=10)
,8ize=20)
,8ize=16)

,8ize=16)

.legend(loc=0,prop={ 114}1)

.grid(True)

.savefig(
.savefig(
.savefig(
.show ()

,bbox_inches=
,bbox_inches=

,bbox_inches=

.figure(figsize=(14,8))
.plot(sol[:,0],s0l[:,2],label=

,color=

,linewidth=2)

.plot(soll[:,0] [-1],s01[:,2] [-1],

label=

color=
.title(
.ylabel(
.xlabel(

%h(sol[:,0][-11,s01[:,2]1[-11),
,marker= ,markersize=10)
,8ize=20)

)




222 .legend (loc=0,prop={ 1143)

223 .grid(True)

224 .savefig( ,bbox_inches=
225 .savefig( ,bbox_inches=
226 .savefig( ,bbox_inches=
227 .show()

228

229

230 .figure(figsize=(14,8))
231 .plot(sol[:,0],s0l[:,3],label=
,color= ,linewidth=2)
232 .plot(sol[:,0]1[-11,s01[:,3][-1],
233 label= %(soll[:,01[-1],s01[:,3]1[-11),
234 color= ,marker= ,markersize=10)
235 .title( ,8ize=20)
236 .ylabel( ,S8ize=16)
237 .xlabel( ,8ize=16)
238 .legend(loc=0,prop={ 1141
239 .grid(True)
240 .savefig( ,bbox_inches=
241 .savefig( ,bbox_inches=
242 .savefig( ,bbox_inches=
243 .show()

244

245

246 .figure(figsize=(14,8))
247 .plot(soll[:,2],s0l[:,3],label=
,color= ,linewidth=2)
248 .plot(sol[:,2] [-1],s01[:,3][-1],
249 label= %h(soll:,2][-11,s01[:,31[-11),
250 color= ,marker= ,markersize=8)
251 .title( ,8ize=20)
252 .ylabel( ,size=16)
253 .xlabel ( ,size=16)
254 .legend (loc=0,prop={
255 .grid(True)
256 .savefig( ,bbox_inches=
257 .savefig( ,bbox_inches=
258 .savefig( ,bbox_inches=
259 .show ()

338



Ejemplo de graficas de sensibilidad

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
from cycler import cycler

from scipy.integrate import odeint

c = plt.get_cmap( ) .colors

plt.rcParams[ ] = cycler(color=c)

pl
p2
p3

delta
gamma =

epsilon

omegal
omega?2

omega3d




S, L, I1, I2, I3, A, R, M= v

dS = Lambda - (((beta * (I1 + I2 + I3 + xi * A))) + nu + mu) * S

dL = ((beta * (I1 + I2 + I3 + xi * A))) * S - (eta + mu) * L

dIl = pl * eta * L + epsilon * I2 - (delta + gamma + omegal + mu) * Il

dI2 = p2 * eta * L + delta * Il + epsilon * I3 - (epsilon + delta + gamma +
omega2 + mu) * I2

dI3 = p3 * eta * L + delta * I2 - (epsilon + gamma + omega3 + mu) * I3

dA = (1 - pl - p2 - p3) * eta * L - (gamma + mu) * A

dR = gamma * I1 + gamma * I2 + gamma * I3 + gamma * A + nu * S - mu * R

dM = omegal * I1 + omega2 * I2 + omega3 * I3

return np.array([dS, dL, d4I1, dI2, d4I3, dA, 4R, dM])

A1l = (gamma+mu+epsilon+omega3)* (gamma+mu+delta+epsilon+omega2) +
delta*(gamma+mu+delta+omega3)

A2 = (gamma+mutepsilontomegal) * (gamma+mut+deltatepsilontomega3) +
delta*(gamma+mu+delta+omega3)

A3 = (gamma+mu+deltatomegal) * (gamma+mu+deltatepsilon+omega2) +

epsilon* (gamma+mu+epsilon+omegal)

= (gamma+mu+delta+epsilon+omega?2)* (gamma+mu+delta+omegal) * (gamma+mu+epsilon+

omega3)

- (deltaxepsilon*(2*gamma + 2%mu + delta + epsilon + omegal + omega3))

- pl-p2-p3
nu + mu

eta + mu

= ((Lambda * beta * eta)/(D * E)) * (
(A1 * p1)/B + (A2 * p2)/B + (A3 * p3)/B + (p * xi)/(gamma + mu)
)
print ([ , str(Ro)])

fig = plt.figure(figsize=(14, 8))
ax = fig.add_subplot(l, 1, 1)

ax.set_prop_cycle(cycler(color=[
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for beta in [ , 5
yo = [S0, Lo, I10, I20, I30,
t = np.linspace(0, ) )
sol = odeint(f, yO0, t)

Ro = ((Lambda * beta * eta)/
(A1xp1)/B + (A2%p2)/B +

ax.plot(t, sol[:, 3], label=

.set_xlabel (

.set_ylabel(

.set_title(

.grid(True)

.legend(loc= , prop={

bbox = dict(boxstyle=

ax.annotate(

% (Lambda, xi, nu, mu, eta,
omega2, omega3),

xy=(80, ), xytext=(

horizontalalignment=

fontsize=14, bbox=bbox

.tight_layout ()

.savefig(

.savefig(

.savefig(
.show ()

, 1:
A0, RO, MO]

(D * E)) * (
(A3%p3) /B + (p*xi)/(gamma+mu)

% (beta, Ro))

pl, p2, p3, delta, gamma, epsilon, omegal,

), textcoords=

, verticalalignment=

, bbox_inches=
, bbox_inches=

, bbox_inches=
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Grafica de superficie de sensibilidad de Ry 3D

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
from matplotlib import cm

import matplotlib.ticker as tk

fig = plt.figure(figsize=(10, 8), dpi=
ax = fig.add_subplot(projection= )

ax.view_init(elev=10, azim=-

delta
gamma =
epsilon
omegal
omega?2

omega3d

.arange(0, 5, )
.arange( R s
np.meshgrid(x, y)

Al = (gamma + mu + epsilon + omega3) * (gamma + mu + delta + epsilon + omega2) +
delta * (gamma + mu + delta + omega3)
A2 = (gamma + mu + epsilon + omegal) * (gamma + mu + delta + epsilon + omega3) +

delta * (gamma + mu + delta + omega3)




A3 = (gamma + mu + delta + omegal) * (gamma + mu + delta + epsilon + omega2) +

epsilon * (gamma + mu + epsilon + omegal)

B = (gamma + mu + delta + epsilon + omega2) * (gamma + mu + delta + omegal) *

(gamma + mu + epsilon + omega3)
- (delta * epsilon * (2 * gamma + 2 * mu + delta + epsilon + omegal +
omega3) )
- pl -p2-p3
Y + mu

eta + mu

Z = ((X * beta * eta) / (D * E)) * (((A1 * p1) / B) + ((A2 * p2) / B) + ((A3 *
p3) / B) + ((p * xi) / (gamma + mu)))

Z.max ()

Z.min()
, ROmax)
, ROmin)

levels = np.linspace(ROmin, ROmax, , endpoint=True)

surf = ax.plot_surface(X, Y, Z, cmap=cm.jet, linewidth=0, antialiased=False,
rstride=1, cstride=1,

vmin=ROmin, vmax=ROmax)

fmt_color = tk.FuncFormatter(lambda val, pos: val )

clb = fig.colorbar(surf, shrink= , aspect=14, pad= , ticks=levels,
format=fmt_color, extend= )

clb.ax.tick_params(labelsize=10)

clb.ax.set_title( , fontsize=

.set_title( , size=20)
.set_xlabel( )

.set_ylabel( , labelpad=
.zaxis.set_rotate_label(False)

.set_zlabel( , rotation=0)

plt.yticks(fontsize=10, rotation=60)




A X1, Y1 = np.meshgrid(xl, y1)
N 71 = np.ones((np.size(yl), np.size(x1)))
89 surf_threshold = ax.plot_surface(X1, Y1, Z1, color= , linewidth=0,

alpha=0.5)

90
91
92
93

94 textstr =
95
96

97 % (beta, xi, delta, mu, eta, pl, p2, p3, gamma, epsilon, omegal,
omega2, omega3))
98
99 ax.text2D( s , s=textstr, family= , transform=ax.transAxes,
100 fontsize=12, ha= , va= s
101 bbox=dict (facecolor= , alpha=1, edgecolor=
linewidth= , boxstyle= ))

105

106 .tight_layout ()
107 .savefig( , bbox_inches=
108 .savefig( , bbox_inches=

109 .savefig( , bbox_inches=

110 .show()

Modelo SLIITARVMC

Punto libre de enfermedad con R; < 1

Il inport numpy as np
P import matplotlib.pyplot as plt
EE from scipy.integrate import odeint
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(v,t):

(s,L,I11,I2,13,A,R,V,M,C)=v
dS = Lambda - (((beta+(a*xC)/(b+C))*(I1+I2+I3+xi*A))+nu+mu)*S
dL = (((beta+(a*C)/(b+C))*(I1+I2+I3+xi*A)))*S - (eta+mu)+*L
dIl = plxeta*L - (deltatgamma+omegal+mu)*I1
dI2 = p2*eta*L + delta*Il - (deltatgamma+omega2+mu)*I2
dI3 = p3*eta*L + delta*I2 - (gamma+tomega3+mu)*I3
dA = (1-pl-p2-p3)*eta*l - (gamma+mu)*A
dR = gamma*Il+gamma*I2+gamma*I3+gamma*xA-mu*R
dV = nu*S-mux*V
dM = omegal*Il + omega2*I2+omega3*I3
dC = alpha*I1 + alpha*I2 + alpha*I3 + alpha*A - rhox*C
return np.array([dS,dL,dI1,dI2,dI3,dA,dR,dV,dM,dC])

Rol=p1l/(delta+gamma+omegal+mu)
Ro2=p2/(delta+gamma+omega2+mu)

Ro3=p3/ (gamma+omega3+mu)




RoA=(1-p1-p2-p3)/ (gamma+mu)

g2=delta/(delta+gamma+omega2+mu)

g3=delta/ (gamma+omega3+mu)

Ro=((Lambda*beta*eta)/((nu+mu)* (eta+mu)))* ((1+q2+q2*q3) *Rol1+(1+q3) *Ro2+Ro3+xi*R |
o)

NumRo=[ ,str(Ro)]

print (NumRo)

y0=[so0, L0,I10,I20,I30,A0,R0,V0,M0,CO]
t=np.linspace(0,150,300)
solaprox=odeint (f,y0,t)

print( %max (solaprox[:,1]))

print( %max (solaprox[:,2]))

print( %max (solaprox[:,3]))
print( %max (solaprox[:,4]))
print( %max (solaprox[:,5]))

print( %solaprox[:,0][-1])

print(
%solaprox[-1])

print( %solaprox[:,0][-11)
print ( %solaprox[:,1]1[-11)
print ( %hsolaprox[:,2] [-1])
print( %solaprox[:,3][-1])
print ( %solaprox[:,4]1[-11)
print ( %solaprox[:,5] [-11)
print %solaprox[:,6][-11)
print( %solaprox[:,7]1[-11)
print ( %solaprox[:,8] [-11)
print ( %solaprox[:,9][-11)

fig,ax=plt.subplots( , figsize=(14,8))

plt.plot(t,solaprox[:,0],label= ,color= ,linewidth=2)
plt.plot(t,solaprox[:,1],label= ,color= ,linewidth=2)
plt.plot(t,solaprox[:,2],label= ,color= ,linewidth=2)
plt.plot(t,solaprox[:,3],label= ,color= ,linewidth=2)
plt.plot(t,solaprox[:,4],label= ,color= ,linewidth=2)
plt.plot(t,solaproxl[:,5],label= ,color= ,linewidth=2)
plt.plot(t,solaprox[:,6],label= ,color= ,linewidth=2)
plt.plot(t,solaprox[:,7],label= ,color= ,linewidth=2)
plt.plot(t,solaproxl[:,8],label= ,color= ,linewidth=2)
plt.plot(t,solaprox[:,9],label= ,color= ,linewidth=2)
plt.title( )




plt.ylabel(
plt.xlabel(
plt.legend(loc=0)
plt.grid(True)

bbox = dict(boxstyle =
ax.annotate(

%(Lambda,beta, xi, nu, mu, eta,
pl,p2,p3, delta,alpha,a,b,rho,gamma, omegal,omega2,omega3),
xy=(50, ), xytext =( ) ) ,textcoords= ,
horizontalalignment= , verticalalignment=
backgroundcolor=None, fontsize=14,
bbox = bbox)
plt.savefig( , bbox_inches=
plt.savefig( , bbox_inches=
plt.savefig( , bbox_inches=
plt.show()

fig,ax=plt.subplots( , figsize=(14,8))

plt.plot(t,solaprox[:,1],label= ,color= ,linewidth=2)
plt.plot(t,solaproxl[:,2],label= ,color= ,linewidth=2)
plt.plot(t,solaproxl[:,3],label= ,color= ,linewidth=2)
plt.plot(t,solaprox[:,4],label= ,color= ,linewidth=2)
plt.plot(t,solaprox[:,5],label= ,color= ,linewidth=2)
plt.plot(t,solaprox[:,9],label= ,color= ,linewidth=2)
plt.title( )

plt.ylabel(

plt.xlabel(

plt.legend(loc=0)

plt.grid(True)

bbox = dict(boxstyle

ax.annotate(

%(Lambda,beta, xi, nu, mu, eta,
pl,p2,p3, delta,alpha,a,b,rho,gamma, omegal,omega2,omega3),
xy=(50, ), xytext =( s ) ,textcoords= s
horizontalalignment= , verticalalignment=
backgroundcolor=None, fontsize=14,
bbox = bbox)

plt.savefig( , bbox_inches=

plt.savefig( , bbox_inches=
plt.savefig( , bbox_inches=
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plt.show()

fig,ax=plt.subplots(

plt.plot(t,solaproxl[:
plt.plot(t,solaproxl[:
plt.plot(t,solaproxl[:
plt.plot(t,solaproxl[:

plt.title(
plt.ylabel(
plt.xlabel(
plt.legend(loc=0)
plt.grid(True)

bbox = dict(boxstyle

ax.annotate(

, figsize=(14,8))
]1,label= ,color= ,linewidth=2)
],label= ,color= ,linewidth=2)
],label= ,color= ,linewidth=2)
],label= ,color= ,linewidth=2)
)

% (Lambda,beta,

pl,p2,p3, delta,alpha,a,b,rho,gamma, omegal,omega2,omega3),

xy=(50, ), xytext

horizontalalignment=

s ) ,textcoords= s

, verticalalignment=

backgroundcolor=None, fontsize=14,

bbox = bbox)
plt.savefig(
plt.savefig(
plt.savefig(
plt.show()

, bbox_inches=
, bbox_inches=

, bbox_inches=

Retratos fase con Ry < 1

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

import matplotlib.lines as mlines

import matplotlib.patches as mpatches

from scipy.integrate import odeint
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S0, LO, I10, I20, I30 =
AO, RO_, VO, MO, CO = 0O, O,

I102, I202, I302
Vo2, M02, CO2 =

1103, I203, I303
Vo3, M03, CO03 =

1104, 1204, I304
Vo4, M04, C04 =




(s, L, I1, I2, I3, A, R, V, M, C) = v

ds Lambda - (((beta + (a*C)/(b+C))*(I1+I2+I3+xi*A)) + nu + mu)*S

dL = ((beta + (a*C)/(b+C))*(I1+I2+I3+xi*A))*S - (eta+mu)*L
pl*etaxL - (delta + gamma + omegal + mu)*Il
p2*etaxL + delta*Il - (delta + gamma + omega2 + mu)*I2
p3*etaxL + delta*xI2 - (gamma + omega3 + mu)*I3

dA (1-p1l-p2-p3)*etaxL - (gamma + mu)*A

dR gamma*(I1 + I2 + I3 + A) - mu*R

av nu*xS - mu*V

dM omegal*Il + omega2+*I2 + omega3*I3

dc alpha*(I1 + I2 + I3 + A) - rhoxC

return np.array([dS, dL, d4I1, dI2, d4I3, dA, dR, dV, dM, dC]l)

pl / (delta + gamma + omegal + mu)
p2 / (delta + gamma + omega2 + mu)
p3 / (gamma + omega3 + mu)

(1 - pl - p2 - p3) / (gamma + mu)

g2 = delta / (delta + gamma + omega2 + mu)
g3 = delta / (gamma + omega3 + mu)

Ro = ((Lambda*betaketa)/((nu+mu)*(eta+tmu))) *
((1+g2+g2%q3)*Rol + (1+g3)*Ro2 + Ro3 + xix*RoA)
print ([ , Rol)

kappa = (alpha/rho)*(((Ro*(nu+mu)*(eta+mu))/(Lambda*beta)) + RoAxetax(1-xi))

RoE = (Rox*betaxb*(etatmu) + kappaxbeta*Lambda) / (Ro*Lambdaxkappa*(beta+a))
print ([ » RoEI)

Rocritico = (kappax*betaxLambda) / (Lambdaxkappa*(betata) - betaxb*(nut+mu))
print ([ , Rocriticol)

discriminante = (Ro**2)*(Lambda**2)* (kappa**2)*((betata)**2)*(1-RoE) **
- 4xLambdax*beta*b* (1-Ro)*Roxkappa* (beta+a)* (eta+mu)

print ([ , discriminante])




L_eq = (Ro*Lambdaxkappax*(betata)*(1-RoE) + np.sqrt(discriminante)) /
(2xRoxkappa* (beta+a) * (eta+mu))

S_eq = (Lambdax*beta) / (Ro*(nutmu)*(beta + (axkappaxL_eq)/(b+kappa*L_eq)))

V_eq = nu*xS_eq/mu

I1_eq = Rolxeta*L_eq

I2_eq = (Ro2 + g2*Rol)*eta*L_eq

I3_eq = (Ro3 + g3*Ro2 + g2*q3*Rol)*eta*L_eq

A_eq = RoAxetaxL_eq

R_eq = (gamma/mu)* (((Ro*(nu+mu)* (eta+mu))/(Lambdaxbeta)) + RoAxeta*(l-xi))*L_eq
C_eq = kappax*L_eq

np.linspace(0,

[so, Lo, 110, 1I20, 1I30, AO, RO_, VO, MO, cO]
y02 [S02, L02, I102, I202, I302, AO2, RO2, V02, M02, CO02]
y03 [S03, L03, I103, I203, I303, A03, RO3, V03, M0O3, C03]
y04 [S04, L04, I104, I204, I304, AO4, RO4, V04, MO4, C04]

solaprox = odeint(f, yoO,
solaprox2 = odeint(f, y02,
solaprox3 = odeint(f, y03,
solaprox4 = odeint(f, yo04,

(axes, line, arrow_locs=[ s s s 1,
arrowstyle= , arrowsize=1, transform=None):
if not isinstance(line, mlines.Line2D):

raise ValueError(

X, y = line.get_xdata(), line.get_ydata()
S

= np.cumsum(np.sqrt(np.diff (x)**2 + np.diff (y)**2))

arrow_kw = {
: arrowstyle,
* arrowsize,
: line.get_color(),

: line.get_linewidth()

if transform is None:




transform = axes.transData

arrows = []
for loc in arrow_locs:
n = np.searchsorted(s, s[-1]*1loc)
tail = (x[n], y[nl)
head = (np.mean(x[n:n+2]), np.mean(y[n:n+2]))
p = mpatches.FancyArrowPatch(tail, head, transform=transform,
**arrow_kw)
axes.add_patch(p)

arrows.append (p)

return arrows

fig,ax = plt.subplots(figsize=(14,8))

plt.plot(solaprox[:,0] [-1], solaprox[:,1][-1], , markersize=10,
label= b
(solaprox[:,0][-1], solaprox[:,1]1[-11))

.title( , pad=60)
.xlabel (
.ylabel(

sol, col, CI in [

(solaprox, , (so, L0,I110,I20,1I30,A0,RO_,VO,M0,CO)),
(solaprox2, , (802,L02,1102,1202,1302,A02,R02,V02,M02,C02)),
(solaprox3, , (803,L03,1103,1203,1303,A03,R03,V03,M03,C03)),
(solaprox4, , (S04,L.04,1104,1204,1304,A04,R04,V04,M04,C04))

line, = ax.plot(sol[:,0], soll[:,1], col+ , linewidth=2,
label= % (CI,))

add_arrow_to_line2D(ax, line, arrow_locs=np.linspace(0,1,20))

.legend(loc=0, prop={ 11431
.grid(True)

.savefig( bbox_inches=
.savefig( bbox_inches=
.savefig( bbox_inches=
.show ()

fig,ax = plt.subplots(figsize=(
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.plot(solaprox[:,2] [-1], solaprox[:,3][-1], , markersize=10,

label=

h

(solaprox[:,2]1[-1], solaprox[:,3][-11))

.title(
.xlabel(
.ylabel(

sol, col, CI in [

(solaprox, , (so, L0,I10,I20,I30,A0,RO_,V0,M0,CO)),

(solaprox2, , (S02,L02,1102,1202,1302,A02,R02,V02,M02,C02)),
(solaprox3, , (S03,L03,1103,1203,1303,A03,R03,V03,M03,C03)),
(solaprox4, , (S04,L04,1104,1204,1304,A04,R04,V04,M04,C04))

line, = ax.plot(sol[:,2], sol[:,3], col+ , linewidth=2,

label=

% (CI,))

add_arrow_to_line2D(ax, line, arrow_locs=np.linspace(0,1,20))

.legend(loc=0, prop={
.grid(True)

.savefig(
.savefig(
.savefig(
.show()

B

, bbox_inches=
, bbox_inches=

, bbox_inches=

Calculo de los coeficientes de Castillo-Chavez &
Song para el modelo perturbado SLIITARVMC

Grafica bifurcaciéon con barrido en [

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

from scipy.integrate import odeint

Lambda =

beta_min, beta_max

a, b = s
xi, nu, mu, eta =

pl, p2, p3 =
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delta, gamma = s
omegal, omega2, omega3 =
alpha, rho = s

so, LO, I10, I20, I30, AO, RO, VO, MO, CO =

def f(v, t, beta):

s, L, I1, I2, I3, A, R, V, M, C=v

dS = Lambda - (((beta + (axC)/(b+C))*(I1+I2+I3+xi*A)) + nu + mu)*S

dL = ((beta + (a*C)/(b+C))*(I1+I2+I3+xi*A))*S - (eta + mu)*L
plxetaxL - (delta + gamma + omegal + mu)*Il
p2*etaxL + deltaxIl - (delta + gamma + omega2 + mu)*I2
p3*etaxlL + delta*I2 - (gamma + omega3 + mu)*I3

dA (1 - pl - p2 - p3)*etaxL - (gamma + mu)*A

dR gammax(I1 + I2 + I3 + A) - mu*R

av nuxS - mu*V

dM omegal*Il + omega2*I2 + omega3*I3

dC alpha*(I1 + I2 + I3 + A) - rho*C

return [dS, dL, d4I1, d4I2, d4I3, dA, dR, dv, dM, dC]

betas = np.linspace(beta_min, beta_max,
L_eq, RO_values = [], []

for beta in betas:
Rol = pl / (delta + gamma + omegal + mu)
Ro2 = p2 / (delta + gamma + omega2 + mu)

Ro3 = p3 / (gamma + omega3 + mu)

RoA = (1 - pl - p2 - p3) / (gamma + mu)
g2 = delta / (delta + gamma + omega2 + mu)
g3 = delta / (gamma + omega3 + mu)
((Lambda * beta * eta) / ((nu + mu) * (eta + mu))) * (
(1 + 92 + g2 * g3) * Rol + (1 + g3) * Ro2 + Ro3 + xi * RoA

= np.linspace (0, , )
sol = odeint(f, [SO, LO, I10, I20, I30, AO, RO, VO, MO, CO], t,
args=(beta,))
L_eq.append(sol[-1, 1])
RO_values.append (RO)

.figure(figsize=(12, 8))
.plot(RO_values, L_eq, lw=2, color= , label=
)
.axvline(x=1, color= , 1ls= , lw= , label=
.hlines(y= , color= , linestyle= = , xmin=0, xmax=

)




plt.hlines(y=0, color= linestyle=

label=
plt.xlabel( , fontsize=13)
plt.ylabel( , fontsize=13)
plt.title(

% (beta_min, beta_max), fontsize=16, pad=60)

plt.legend()
plt.grid(True)

bbox = dict(boxstyle=
plt.annotate(

% (Lambda, xi, nu, mu, eta, pl, p2, p3, delta, alpha, a, b, rho, gamma,
omegal, omega2, omega3),

xy=( , 1), xytext=( s ), textcoords=

horizontalalignment= , verticalalignment=

backgroundcolor= , fontsize=14, bbox=bbox

.tight_layout ()
.savefig(
.savefig(
.show ()

Grafica bifurcacién con barrido en R

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt




(RO, beta):

RoA = (1 - pl - p2 - p3) / (gamma + mu)

kappa = (alpha / rho) * (((RO * (nu + mu) * (eta + mu)) / (Lambda * beta)) +
RoA * eta * (1 - xi))

RoE = (RO * beta * b * (eta + mu) + kappa * beta * Lambda) / (RO * Lambda *
kappa * (beta + a))

discriminante = (

(RO ** 2) * (Lambda ** 2) * (kappa ** 2) * ((beta + a) ** 2) *x (1 - RoE)
k%

* Lambda * beta * b * (1 - RO) * RO * kappa * (beta + a) * (eta +
mu)
)

return RoE, discriminante

(RO, ROE, beta, tol=

RoA = (1 - pl - p2 - p3) / (gamma + mu)
kappa = (alpha / rho) * (((RO * (nu + mu) * (eta + mu)) / (Lambda * beta)) +
RoA * eta * (1 - xi))
discriminante = RO * Lambda * kappa * (beta + a) * (
RO * Lambda * kappa * (beta + a) * (1 - RoE) *x * beta * b * (1 -
RO) * (eta + mu)

if discriminante < -tol:

return None, discriminante
elif abs(discriminante) < tol:

L_eq3 = (Lambda * (1 - RoE)) / (2 * (eta + mu))

return ((L_eq3,) if L_eq3 >= 0 else None), discriminante
else:

sqrt_disc = np.sqrt(discriminante)




L_eql = (Lambda * (1 - RoE)) / (2 * (eta + mu)) + sqrt_disc / (2 * RO *
kappa * (beta + a) * (eta + mu))

L_eq2 = (Lambda * (1 - RoE)) / (2 * (eta + mu)) - sqrt_disc / (2 * RO *
kappa * (beta + a) * (eta + mu))

L_eql = L_eql if L_eql >= else None

L_eq2 = L_eq2 if L_eq2 >= 0 else None

if L_eql is None and L_eq2 is None:
return None, discriminante

else:

return (L_eql, L_eq2), discriminante

RO_values = np.linspace( , , )
disc_values = np.array([calcular_RoE_y_discriminante(RO, beta)[1] for RO in
RO_values])

sign_changes = np.where(np.sign(disc_values[:-1]) * np.sign(disc_values[1:]) <

) [0]

if len(sign_changes) ==
idx_min = np.argmin(np.abs(disc_values))
RO_critico = RO_values[idx_min]

else:

i = sign_changes[0]
left, right = RO_values[i], RO_values[i + 1]
for _ in range(50):
mid = * (left + right)
_, dleft = calcular_RoE_y_discriminante(left, beta)

_, dmid = calcular_RoE_y_discriminante(mid, beta)
if np.sign(dleft) * np.sign(dmid) <=
right = mid
else:
left = mid
RO_critico = * (left + right)

RoE_critico, _ = calcular_RoE_y_discriminante(RO_critico, beta)
L_critico = (Lambda * (1 - RoE_critico)) / (2 * (eta + mu))

Rol = pl / (delta + gamma + omegal + mu)

Ro2 = p2 / (delta + gamma + omega2 + mu)

Ro3 = p3 / (gamma + omega3 + mu)

RoA = (1 - pl - p2 - p3) / (gamma + mu)

g2 = delta / (delta + gamma + omega2 + mu)




g3 = delta / (gamma + omega3 + mu)
Ro = ((Lambda * beta * eta) / ((nu + mu) * (eta + mu))) * ((

Rol + (1 + g3) * Ro2 + Ro3 + xi * RoA)
print(

+q2+q2*q3)*

RO_critico
print( RoE_critico
print( L_critico

print ( )

L_eql_values, L_eq2_values, L_eq3_values = [], [1, []

for RO in RO_values:
RoE, _ = calcular_RoE_y_discriminante(RO, beta)
equilibrios, _ = calcular_equilibrios(RO, RoE, beta)
if equilibrios:

if len(equilibrios) ==

L_eq3_values.
L_eql_values.
L_eq2_values.
else:
L_eql, L_eq2
L_eql_values.
L_eq2_values
L_eq3_values.

else:

append(equilibrios[0])
append (None)
append (None)

= equilibrios

append(L_eql)

.append(L_eq2)

append (None)

L_eql_values.append(None)
L_eq2_values.append(None)
L_eq3_values.append(None)

.figure(figsize=(13, 8))

label=
1lw=2, label=
label=

.plot (RO_values, L_eql_values, , lw=2,
.plot (RO_values, L_eq2_values, s
.plot(RO_critico, L_critico, , lw=3,

)

label=

, 1w=2,

.axvline(l, color= , linestyle= , 1lw=2,

.axvline (RO_critico, color=
label= )
.hlines(y=L_critico,
label= )

.hlines(y=0, xmin=0, s

, linestyle=

xmin= , color= , linestyle= , lw=

color= , linestyle= , 1lw=2, label=




147 .hlines(y=0, xmin= , Xmax= , color= , linestyle=

)

P plt.x1label ( , fontsize=14)
IV plt.ylabel ( , fontsize=14)
I plt.title( , fontsize=20,

pad=60)

P plt.legend (loc=0, prop={
LT plt.grid(True)

IEYEll bbox = dict(boxstyle=
LI D1t . annotate (

157

158 % (Lambda, beta, xi, nu, mu, eta, pl, p2, p3, delta, alpha, a, b, rho,
gamma, omegal, omega2, omega3),

159 xy=(1.5, 5),

160 xytext=(0.5, ),

161 textcoords=

162 horizontalalignment=

163 verticalalignment=

164 backgroundcolor=None,
165 fontsize=14,

166 bbox=bbox

167
168
L pl1t.tight_layout ()
LA plt.savefig(

LBl plt.show()

Durante las distintas ejecuciones se observé que |w'v| < 1, lo cual indica un
mal condicionamiento en la normalizacion lineal de los autovectores. En estas condi-
ciones, la formula para b es extremadamente sensible a la escala y a la orientacién de
w y v. Para fines interpretativos, resulta mas consistente adoptar la normalizacién
orientada (wy, > 0, vy > 0), que evita la divisiéon por un escalar cercano a cero y

mantiene coherencia bioldgica en las componentes latentes e infectivas.
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Calculo de puntos de equilibrio, autovalores y estabilidad

import numpy as np

from numpy.linalg import eigvals
from scipy.integrate import odeint
from scipy.optimize import brentq
import math

import matplotlib.pyplot as plt




Rol = p1 / (delta + gamma + omegal + mu)
Ro2 = p2 / (delta + gamma + omega2 + mu)
Ro3 = p3 / (gamma + omega3 + mu)

RoA = (1 - p1 - p2 - p3) / (gamma + mu)

g2 = delta / (delta + gamma + omega2 + mu)
g3 = delta / (gamma + omega3 + mu)

return Rol, Ro2, Ro3, RoA, g2, g3

Rol, Ro2, Ro3, RoA, g2, g3 = compute_RO_components ()

def (beta) :

return ((Lambdaxbeta*eta)/((nu+mu)*(eta+mu))) * (

(1+92+q2*q3) *Rol + (1+g3)*Ro2 + Ro3 + xi*RoA

(RO_local, beta_local):

return (alpha/rho) * (
(RO_local*(nu+mu) * (eta+mu) / (Lambda*beta_local))
+ RoAxeta*(1-xi)

(L, beta_local, kappa_local):

return beta_local + (a * kappa_local * L)/(b + kappa_localxL)

(beta_local):

RO_local = compute_RO(beta_local)
kappa_local = compute_kappa(RO_local, beta_local)

a2 = RO_local * kappa_local * (beta_local + a) * (eta + mu)
al = RO_localx*(beta_local*b*(eta+tmu) - Lambdaxkappa_local*(beta_local + a))

+ kappa_local*beta_local*Lambda* (1 - RO_local)




a0 = Lambdax*beta_local*b*(1 - RO_local)

return a2, al, a0, RO_local, kappa_local

(beta_local):

a2, al, a0, RO_local, kappa_local = poly_coeffs_L(beta_local)

D = al*x2 - 4x%xa2x*al

roots = []

if D >=
sqrtD = math.sqrt(D)
L1 = (-al + sqrtD)/(2*a2)
L2 = (-al - sqrtD)/(2*a2)
for L in (L1, L2):
if L >
Bval = B_of_L(L, beta_local, kappa_local)
S = (Lambdax*beta_local)/(RO_local*(nu+mu)*(beta_local +
(axkappa_local*L)/(b + kappa_localx*L)))
roots.append ({ : L, : S, : RO_local,
kappa_local, : Bvall})

return roots

(S, L, beta_local, kappa_local):

B = B_of_L(L, beta_local, kappa_local)
Bp = (a * kappa_local * b)/((b + kappa_local*L)**2)

J2 = np.array([
[ -((eta+mu)*L)/S - (nu+mu), -((BpxL + B)*S) 1,
[ ((eta+mu)*L)/S, Bp*L*S ]

D

return J2, np.trace(J2), np.linalg.det(J2), Bp




roots = roots_positive_L(betal)
print( , beta0,
print( , len(roots),

for r in roots:
print(
1, r's'], rl 1, rl D))

J2, tr, det, Bp = jacobian_2D(r[ ], betalO, rl[ 1)
print( % (tr, det))

if det > and tr <
print(

if det > and tr >
print(

: Rolxeta,

: Ro2*eta + g2,

: Ro3*eta + g3,

: RoAxeta,
alpha/rho

(L, beta_local):

a2, al, a0, RO_local, kappa_local = poly_coeffs_L(beta_local)

S = (Lambdax*beta_local)/(RO_local*(nu+mu)*(beta_local + (axkappa_localx*L)/(b




V =

nu*S/mu

I1 = Rol * eta * L

I2
I3
A

(Ro2 + g2xRol) * eta * L
(Ro3 + g3*Ro2 + g2*q3*Rol) * eta * L
RoA * eta * L

Rval = (gamma/mu) * (

) *
C:

(RO_local* (nu+mu)* (eta+mu) / (Lambda*beta_local)) + RoAxeta*(l-xi)
L
kappa_local * L

return np.array([S,L,I1,12,13,A,Rval,V, ,C1), RO_local, kappa_local

S,L,
B =

(v):

I1,12,13,A,R,V,M,C = v
beta0 + (axC)/(b+C)

infection = B*(I1+I2+I3+xi*A)

ds
dL

dA
dR
s\
dM
dC

Lambda - (infection + nu + mu)*S

infection*S - (eta+mu)*L

pl*etaxL - (delta+gamma+omegal+mu)*I1

p2*eta*L + delta*Il - (deltatgamma+omega2+mu)*I2
p3*etaxL + delta*xI2 - (gamma+omega3+mu)*I3

(1-p1-p2-p3)*etaxlL - (gamma+mu)*A
gammax (I1+I2+I3+A) - mux*R

nu*S - muxV

omegal*Il + omega2*I2 + omegald*I3
alpha* (I1+I2+I3+A) - rho*C

return np.array([dS,dL,dI1,dI2,dI3,dA,dR,dV,dM,dC])

print(

eps =

for r in roots:

eqve
f0 =

mask
Jred

eigs

c, _, _ = build_equilibrium_from_L(r['L'], betal)
f_full(eqvec)

len(eqvec)

np.zeros((n,n))

i in range(n):

v2 = eqvec.copy(); v2[i] += eps

J[:,i] = (£_full(v2) - £0)/eps

[i for i in range(n) if i !=
J[np.ix_(mask,mask)]
eigvals(Jred)




print(
for ev in eigs:

print( , ev)

(beta_try):

roots_b = roots_positive_L(beta_try)
if not roots_b:

return None

r = roots_b[0]
J2, tr, det, Bp = jacobian_2D(r['S'], r['L'], beta_try, r[
return tr, det, r['S'], r['L"]

betas = np.linspace(
trs = []

for btry in betas:
out = trace_for_beta(btry)

trs.append(out[0] if out is not None else np.nan)

brackets = []
for i in range(l, len(trs)):
if not (up.isnan(trs[i-1]) or np.isnan(trs[i])):
if trs[i-1]l*trs[i] <
brackets.append((betas[i-1], betas[i]))

print(

print (brackets)

if brackets:
bL, bR = brackets[0]
def (b):
out = trace_for_beta(b)

return out[0] if out is not None else

beta_hat = brentq(tr_obj, bL, bR)

print( , beta_hat)
out = trace_for_beta(beta_hat)

print( , out[0], , out[1])

print( , out[2], , out[3])




Phi_prime = (tr_obj(beta_hat+h)-tr_obj(beta_hat-h))/(2xh)
print( , Phi_prime)

except Exception as e:

print( , )

(v, t, beta_par):

return f_full(v)

t = np.linspace(0,800, )
solA odeint(lambda y,t: f_sys(y,t,betal), yOa, t)
solB = odeint(lambda y,t: f_sys(y,t,betald), yOb, t)

plt.figure(figsize=(10,6))
plt.plot(t, solA[:,0], label=
plt.plot(t, solA[:,1], label=

]
]

plt.plot(t, solB[:,0], , label=
]

plt.plot(t, solB[:,
plt.legend ()
plt.xlabel(
plt.ylabel(
plt.title(
plt.show()

s , label=

plt.figure(figsize=(10,6))

infectA = solA[:,2] + solA[:,3] + solA[:,4] + solA[:,5]
infectB solB[:,2] + solB[:,3] + solB[:,4] + solB[:,5]
plt.plot(t, infectA, label= )
plt.plot(t, infectB, , label=

plt.legend ()

plt.xlabel(

plt.ylabel(

plt.title(

plt.show()




A

Verificacion de condiciones para calculo de coeficientes a y b

import numpy as np

from numpy.linalg import eig

(x, beta):
s,L,I11,12,13,A,R,V,C = x

(I1 + I2 + I3 + xix*A)

-(beta*xF_I + nu + mu)

-beta*S
-beta*S
-betax*S

-beta*xi*S

betaxF_I




dL_dL = -(eta + mu)
dL_dI1l beta*S
dL_dI2 betaxS
dL_dI3 betax*S
dL_dA beta*xxi*S
dL_dR

dL_dv

dL_dC

dI1_ds

dI1_dL = plxeta

dI1_dI1 = -(delta + gamma + omegal + mu)
dI1_dI2

dI1_di3

dI1_dA

dI1_dR

dI1_dv

dI1_dc

dI2_ds

dI2_dL = p2*eta

dI2_dI1 = delta

dI2_dI2 = -(delta + gamma + omega2 + mu)
dI2_dI3

dI2_dA

dI2_dR

dI2_dv

dI2_dcC

dI13_ds

dI3_dL = p3*eta

dI13_dI1

dI3_dI2 = delta

dI3_dI3 = -(gamma + omega3 + mu)
dI3_dA

dI3_dR

dI3_dv

dI3_dcC

(1 - p1 - p2 - p3)*eta

-(gamma + mu)




dC_ds
dC_dL
dC_dI1
dC_dI2
dC_dI3
dC_dA
dC_dR
dC_dv
dC_dC -rho

np.array ([
[dS_dS,dS_dL,dS_dI1,dS_dI2,dS_dI3,dS_dA,dS_dR,dS_dV,dS_dC],
[dL_dS,dL_dL,dL_d4I1,dL_dI12,dL_dI3,dL_dA,dL_dR,dL_dv,dL_dC],
[dI1_dS,dI1 dL,dI1 _dI1,dIl dI2,dIl dI3,dI1 dA,dI1 dR,dI1_dV,dI1 _dC],
[dI2_dS,dI2_dL,dI2_dIl,dI2 dI2,dI2 dI3,dI2_dA,dI2 dR,dI2_dV,dI2_dCl,
[dI3_dS,dI3_dL,dI3_dI1,dI3_dI2,dI3_dI3,dI3_dA,dI3_dR,dI3_dV,dI3_dcCl,
[dA_dS,dA_dL,dA_dI1,dA_dI2,dA_dI3,dA_dA,dA_dR,dA_dv,dA_dC],
[dR_dS,dR_dL,dR_dI1,dR_dI2,dR_dI3,dR_dA,dR_dR,dR_dV,dR_dC],
[dV_dS,dV_dL,dv_dI1,dV_dI2,dV_dI3,dV_dA,dV_dR,dvV_dV,dv_dc],
[dC_dS,dC_dL,dC_d4I1,dC_dI2,dC_dI3,dC_dA,dC_dR,dC_d4v,dC_dcC]

1, dtype=float)




return J

SO0 = Lambda/ (nu+mu)
VO = nu*S0/mu
DFE = np.array([S0,0,0,0,0,0,0,V0,0], dtype=float)

(OF

(
(Lambda*eta) / ((nu+mu) * (etat+mu)) *
(

pl/(deltatgamma+omegal+mu) * (1 + delta/(deltatgamma+omega2+mu)* (1 +

delta/(gamma+omega3+mu))) +
p2/ (delta+gamma+omega2+mu) * (1 + delta/(gamma+omega3+mu)) +
p3/ (gamma+omega3+mu) +

xix(1-pl-p2-p3)/ (gamma+mu)

)

return /K

beta_c = beta_crit()

J_full(DFE, beta_c)

eigvals, eigvecs = eig(Jc)

idx = np.argsort(np.abs(np.real(eigvals)))
eigvals_sorted = eigvals[idx]

print(

print( , beta_c)
print( , eigvals_sorted)

near_zero = [ev for ev in eigvals if abs(ev.real) <

print(
print (near_zero)

print( , len(near_zero))

if len(near_zero) ==
print(
print(

else:

print(
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A

Calculo de coeficientes a y b con normalizaciéon directa

En esta seccién se utiliz6 la descomposicion en valores singulares (SVD = Sin-

gular Value Decomposition), una descomposicién matricial fundamental:

A=UxVT,
Se usa para:

= Obtener bases ortogonales,
= calcular autovectores estables numéricamente,

» evitar explosiéon/colapso de condicionalidad numérica.

En particular, para calcular los coeficientes de la formula normal de Castillo-

Chévez & Song, se necesita:

Juv=0, wl'J=0, wlv=1.
Pero cerca del punto critico:

= J es casi singular,
= Jos autovectores son mal condicionados,

= pequenas diferencias generan cambios enormes.

Usar SVD nos permite:

= Obtener v ortogonal al espacio imagen de J,

» obtener w ortogonal al espacio imagen de J7,
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= controlar la norma,

= evitar que v o w exploten a valores astronémicos.

import numpy as np
from numpy.linalg import svd, norm

import math

SO = Lambda/ (nu+mu)
DFE = np.array([SO, , (nux*S0)/mu, 1, dtype=float)

(x, beta):
S,L,I11,I12,13,A,R,V,C = x

B = beta + (axC)/(b + C) if (b + C) != else beta + (axC)/b

dS = Lambda - (B*(I1 + I2 + I3 + xi*A) + nu + mu)*S
dL = (B*(I1 + I2 + I3 + xi*A))*S - (eta + mu)*L
plxeta*L - (delta + gamma + omegal + mu)*Il
p2*etaxL + deltaxIl - (delta + gamma + omega2 + mu)*I2
p3*etaxL + delta*I2 - (gamma + omega3 + mu)*I3
(1 - pl - p2 - p3)*etaxL - (gamma + mu)*A
gammax*(I1 + I2 + I3 + A) - mu*R
nu*xS - muxV
alpha*(I1 + I2 + I3 + A) - rhoxC




return np.array([dS,dL,dI1,dI2,dI3,dA,dR,dV,dC], dtype=float)

(fsys, x0, beta, eps=

n = len(x0)
J = np.zeros((n,n), dtype=float)
f0 = fsys(x0, beta)
for i in range(n):

xp = x0.copy()

xp[i]l += eps

fp = fsys(xp, beta)

J[:,i] = (fp - £0)/eps
return J

(A, tol=
U, s, VT = svd(A)
rank = (s > tol).sum()
ns = VT[rank:].conj(O).T

return ns

(x0):
S,L,11,12,13,A,R,V,C = x0

vec = np.zeros_like(x0, dtype=float)
vec[0] = -8
vec[l] = S

return

(fsys, x0, beta, eps_list=[
n = len(x0)
H_acc = np.zeros((n,n,n), dtype=float)
count =
for eps2 in eps_list:
f0 = fsys(x0, beta)
H = np.zeros((n,n,n), dtype=float)
for j in range(n):
ej = np.zeros(n); ejl[j]l = eps2
f_plus = fsys(x0 + ej, beta)
for k in range(n):
ek = np.zeros(n); ek[k] = eps2
f_pp = fsys(x0 + ej + ek, beta)
fp fsys(x0 + ek, beta)
H[(:,j,k] = (f{_pp - f_plus - f_p + £0)/(eps2**2)
H acc += H
count +=

return H_acc/count




J = numeric_jacobian(f_sys, DFE, beta_c, eps=

ns_r = nullspace(J, tol=
ns_1 = nullspace(J.T, tol= )
if ns_r.size == or ns_l.size ==

raise RuntimeError(

v_raw = ns_r[:,0].real

w_raw = ns_1[:,0] .real

dot_wv_raw = float(np.dot(w_raw, v_raw))

print( , dot_wv_raw)

fb = analytic_df_dbeta_at_DFE(DFE)

dot_w_£fb_raw = float(np.dot(w_raw, £fb))

print( , dot_w_fb_raw)

print( , v_raw)

print( , W_raw)

if abs(dot_wv_raw) <

raise RuntimeError(

w_norm = w_raw / dot_wv_raw

b_hat = float(np.dot(w_norm, fb))
print( , b_hat)

H = second_deriv_tensor(f_sys, DFE, beta_c, eps_list=[

vv = np.outer(v_raw, v_raw)

Hv = np.tensordot(H, vv, axes=([1,2],[0,1]))
a_hat = * float(np.dot(w_norm, Hv))
print( , a_hat)




A

Calculo de coeficientes a y b con normalizacion orientada

i. Problema matematico original: Los vectores propios v y w del Jacobiano en el

punto critico no son tnicos:

Pueden aparecer con signos arbitrarios,
pueden estar pobremente condicionados,
el producto w v puede ser casi cero,

pequenas perturbaciones numéricas pueden cambiar el signo de a.

Esto es un problema clasico en bifurcacién de codimensiéon 1 para sistemas

epidemioldgicos.

ii. Solucién introducida: Se implementaron dos modificaciones clave que cambian

radicalmente la estabilidad numérica del procedimiento:

Orientacion forzada (forced orientation)

Es un criterio geométrico:

UL>O, wyr, > 0.

La componente L es la tinica variable latente central en la bifurcacion epi-

demiologica, por lo que es natural fijar su signo para eliminar ambigiiedad.

Esto hace que:

« El espacio propio quede anclado a una referencia epidemioldgica,
e no se produzcan cambios artificiales de signo en los coeficientes,

o los resultados sean comparables entre simulaciones.

Normalizacién robusta usando w'v = 1

La teoria de bifurcaciones (Kuznetsov, 1998) (90) requiere esta condicién

para que las féormulas de a y b sean validas.

T es muy pequeio, dividir por ¢l produce explo-

Sin embargo, cuando w
siones numéricas. La mejora consistio en:

a) Calcular w ' v;

b) si el valor es muy pequeno, reescalar ambos vectores usando como

referencia la componente en L;

¢) sino, aplicar la normalizacion estandar:

V< .
wlov
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import numpy as np

from numpy.linalg import svd, norm
from math import isfinite

import warnings

warnings.filterwarnings(

(beta) :
pl/(delta+gamma+omegal+mu)
p2/ (deltat+gamma+omega2+mu)
p3/ (gamma+omega3+mu)
(1-p1-p2-p3) / (gamma+mu)

g2 = delta/(deltat+gamma+omega2+mu)

g3 = delta/(gamma+omega3+mu)

pref = (Lambdax*beta*eta)/((nu+mu)*(eta+mu))

combo = (1+g2+g2*q3)*Rol + (1+g3)*Ro2 + Ro3 + xi*RoA
Ro = pref * combo

return Ro, Rol, Ro2, Ro3, RoA, g2, g3, combo

(Ro, beta):
RoA = (1-p1l-p2-p3)/(gamma+mu)
return (alpha/rho) * (((Ro*(nu+mu)*(eta+mu))/(Lambdaxbeta)) +
RoAxeta*(1-xi))




(beta) :
Ro, Rol, Ro2, Ro3, RoA, g2, g3, combo = RO_components(beta)
if not isfinite(Ro) or Ro <=

return [], None, Ro, Nome

kappa = kappa_from_Ro(Ro, beta)

a2 = Ro * kappa * (beta + a) * (eta + mu)

al = Ro * (beta * b * (eta+tmu) - Lambda * kappa * (beta + a)) + kappa * beta
* Lambda * (1 - Ro)

a0 = Lambda * beta * b * (1 - Ro)

disc = al**2 — 4*a2xal

if disc <

return [], disc, Ro, kappa

sqrt_disc = np.sqrt(max(0, disc))
Lp = (-al + sqrt_disc)/(2*%a2) if a2 != 0 else None
Lm = (-al sqrt_disc)/(2*a2) if a2 != else None

roots = []
for L in (Lp, Lm):
if L is None:
continue
if L >
Spos = (Lambda - (eta+mu)*L)/(nu+mu)
if Spos >
roots.append(float(L))

roots = sorted(list(set([round(zr, ) for r in roots])), reverse=True)

return roots, disc, Ro, kappa

L):

return (Lambda - (eta+mu)*L)/(nu+mu)

(S, L, beta, kappa):
B = beta + (axkappax*L)/(b + kappax*L)
Bp = (a * kappa * b)/((b + kappa*L)**2)

J11 = -((eta+mu)*L)/S - (nu+mu)
J12 = -(Bp * L + B) * S

J21 = ((eta+mu)*L)/S

J22 =Bp * L * S

J = np.array([[J11, J12], [J21, J22]], dtype=float)
return J, B, Bp

(x, beta):




s, L, I1, 12, 13, A, R, V, C = x
B = beta + (axC)/(b+C) if (b+C) != else beta + (a*C)/b

dS = Lambda - (B*(I1+I2+I3+xi*A) + nu + mu)*S

dL = (B*(I1+I2+I3+xi*A))*S - (eta+mu)*L
= plxeta*L - (delta+gamma+omegal+mu)*I1
= p2*eta*L + delta*Il - (deltatgamma+omega2+mu)*I2
= p3*eta*L + delta*I2 - (gamma+omega3+mu)*I3

dA = (1-pl-p2-p3)*eta*lL - (gamma+mu)*A

dR = gammax*(I1+I2+I3+A) - mu*R

dV = nuxS - mux*V

dC = alphax*(I1+I2+I3+A) - rhoxC

return np.asarray([dS, dL, dI1, dI2, dI3, dA, dR, dV, dC], dtype=float)

(A, tol=
U, s, VT = svd(A)
rank = (s > tol).sum()
ns = VT[rank:].conj(O).T

return ns

O:
def (beta) :
Ro, *_ = RO_components(beta)

return Ro -

bmin

bmax

if Ro_minus_1(bmin)*Ro_minus_1(bmax) >=
bmax =
if Ro_minus_1(bmin)*Ro_minus_1(bmax) >=

raise RuntimeError (
from scipy.optimize import brentq
beta_c = brentq(Ro_minus_1, bmin, bmax)
return beta_c

(beta_c, force_orientation=True, eps_second=

S0 = Lambda/ (nu+mu)

dfe = np.array([SO, , (nuxS0)/mu,

n = len(dfe)
eps =
f0 = f_sys(dfe, beta_c)




np.zeros((n, n))

for i in range(n):

v2 = dfe.copy()
v2[i] += eps
J[:, i1 = (f_sys(v2, beta_c) - £0)/eps

ns_r = nullspace(J, tol=

ns_1 = nullspace(J.T, tol=

if ns_r.size == or ns_1l.size ==

raise RuntimeError(

v_raw = ns_r[:, 0].real

w_raw = ns_1[:, 0].real

dot_raw = float(unp.dot(w_raw, v_raw))

v_raw.copy ()

w_raw.copy ()

if abs(v[L_idx]) < or abs(w[L_idx]) <
if dot_raw ==

dot_raw =

v_raw / dot_raw

w_raw.copy ()

if wlL_idx] <
v = -V

W = ~W

else:
if v[L_idx] <
v = -V
if wlL_idx] <

-W

denom = float(np.dot(w, v))
if abs(denom) <
/ vI[L_idx]
/ wlL_idx]
= float(np.dot(w, v))

denom
f_beta = np.zeros(n)

f_betal0] = -SO
f_betal1] = SO




b_hat_direct = float(np.dot(w, f_beta))

def (v0, beta, eps2=eps_second):
n = len(v0)
H = np.zeros((n, n, n))
f0 = f_sys(v0, beta)

for j in range(n):
ej = np.zeros(n)
ejlj]l = eps2
f_plus_j = f_sys(v0 + ej, beta)

for k in range(n):
ek = np.zeros(n)
ek[k] = eps2

f_pp = f_sys(v0 + ej + ek, beta)
f_p = f_sys(vO + ek, beta)

H[:, j, k] = (f_pp - f_plus_j - f_p + £0)/(eps2**2)

return H

second_deriv_tensor(dfe, beta_c, eps_second)
v_outer = np.outer(v, v)
temp = np.tensordot(H, v_outer, axes=([1, 2], [0, 1]1))
a_hat = * float(np.dot(w, temp))

dot_wv = float(np.dot(w_raw, v_raw))
cond = abs(dot_wv) <

return {

: dot_raw,
dot_wv,
: b_hat_direct,
a_hat,

cond




243 if __name__

244 from scipy.optimize import brentq
245 print(

246 beta_c = find_beta_c()

247 print( , beta_c)

248

249 res = compute_CC(beta_c, force_orientation=True)

251 print( )
252 print(

253 print(
255 print(
256 print(

257 print(

259 print(

260 print(

262 print(

Calculo de /3, para bifurcacién de Hopf del sistema
2D reducido

10
11
12
13
14
15

16
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import numpy as np

from numpy.linalg import eig, svd, norm
from scipy.optimize import brentq
import math

import warnings

warnings.filterwarnings(

Rol = p1 / (delta + gamma + omegal + mu)
Ro2 = p2 / (delta + gamma + omega2 + mu)
Ro3 = p3 / (gamma + omega3 + mu)

RoA = (1 - pl - p2 - p3) / (gamma + mu)

g2 = delta / (delta + gamma + omega2 + mu)

g3 = delta / (gamma + omega3 + mu)

pref = (Lambda * beta * eta) / ((nu + mu) * (eta + mu))

combo = (1 + g2 + g2*q3) * Rol + (1 + g3) * Ro2 + Ro3 + xi * RoA
Ro = pref * combo

return Ro, Rol, Ro2, Ro3, RoA, g2, g3, combo




(Ro, beta):

RoA = (1 - pl - p2 - p3) / (gamma + mu)
return (alpha / rho) * ((Ro * (nu + mu) * (eta + mu)) / (Lambda * beta) +
RoA * eta * (1 - xi))

Ro, *rest = RO_components(beta)
if not np.isfinite(Ro) or Ro <=

return [], None, Ro, None

kappa = kappa_from_Ro(Ro, beta)

a2 = Ro * kappa * (beta + a) * (eta + mu)

al = Ro * (beta * b * (eta + mu) - Lambda * kappa * (beta + a)) + kappa *
beta * Lambda * (1 - Ro)

a0 = Lambda * beta * b * (1 - Ro)

disc = al*x2 - * a2 * al
if disc <

return [], disc, Ro, kappa

sqrt_disc = math.sqrt(max(0, disc))
Lp = (-al + sqrt_disc) / (2 * a2)
Lm = (-al - sqrt_disc) / (2 * a2)

roots = []
for L in (Lp, Lm):
if L >
Spos = (Lambda - (eta + mu) * L) / (nu + mu)
if Spos >
roots.append(float (L))




roots = sorted(set([round(r, ) for r in roots]), reverse=True)

return roots, disc, Ro, kappa

n):

return (Lambda - (eta + mu) * L) / (nu + mu)

def (S, L, beta, kappa):

B = beta + (a * kappa * L) / (b + kappa * L)
Bp = (a * kappa * b) / ((b + kappa * L)**2)

J11 = -((eta + mu) * L) / S - (nu + mu)
Ji12 = - (Bp * L + B) * 3

J21 ((eta + mu) *x L) / S

J22 = Bp * L * S

return np.array([[J11, J12], [J21, J22]], float), B, Bp

(beta_min= , beta_max=

betas = np.linspace(beta_min, beta_max, N)
trace_vals = np.full(N, np.nan)

det_vals = np.full(N, np.nan)

Lvals = np.full(N, np.nan)

for i, b in enumerate(betas):
roots, disc, Ro, kappa = compute_L_roots(b)
if roots:
L = roots[0]
S = S_from_L(L)
J, _, _ =J2D(S, L, b, kappa)
trace_vals[i] = np.trace(J)
det_vals[i] = np.linalg.det(J)
Lvals[i] =




candidates = []

for i in range(N - 1):

if np.isnan(trace_vals[i]) or np.isnan(trace_vals[i + 1]):

continue

if trace_vals[i] * trace_vals[i + 1] <
bl = betas[i]
b2 = betas[i + 1]

def (bb) :
roots, _, _, kappa = compute_L_roots(bb)
if not roots:
return np.nan
L = roots[0]
S = S_from_L(L)
J, _, _ =J2D(S, L, bb, kappa)
return float(np.trace(J))

try:
bhat = brentq(lambda z: tr_of_beta(z), bl, b2, maxiter=
except Exception:

continue

roots, disc, Ro, kappa = compute_L_roots(bhat)
if not roots:
continue
Ls = roots[0]
Ss S_from_L(Ls)
Jhat, _, _ = J2D(Ss, Ls, bhat, kappa)
trhat = float(up.trace(Jhat))
dethat = float(np.linalg.det(Jhat))

if dethat >
candidates.append ({
: bhat,
: Ls,
Ss,
: trhat,
dethat
b

return candidates, betas, trace_vals, det_vals, Lvals

)




(beta_hat, h=

bh = beta_hat
h_use = h * max( , abs(bh)) if abs(bh) >=

def (beta):
roots, _, _, kappa = compute_L_roots(beta)
if not roots:
return np.nan
L = roots[0]
S = S_from_L(L)
J, _, _ =J2D(S, L, beta, kappa)
return float(up.trace(J))

tr_at(bh - h_use)
tr_at(bh + h_use)

not (np.isfinite(tl) and np.isfinite(t2)):
for factor in [10, s ]:
h2 = h_use * factor
t1 = tr_at(bh - h2)
t2 = tr_at(bh + h2)

if np.isfinite(tl) and np.isfinite(t2):
h_use = h2

break

if not (up.isfinite(tl) and np.isfinite(t2)):

return np.nan

return (t2 - t1) / (2 * h_use)

(beta):
Ro, *_ = RO_components(beta)

return Ro -

bmin

bmax




if Ro_minus_1(bmin) * Ro_minus_1(bmax) >=
bmax =
if Ro_minus_1(bmin) * Ro_minus_1(bmax) >=

raise RuntimeError(

return brentq(Ro_minus_l, bmin, bmax)

U, s, VI = svd(4)
rank = (s > tol).sum()
return VT[rank:].conj(O.T

(beta_c):

S0 = Lambda / (nu + mu)

dfe = np.array([S0, , (mu * S0) / mu, 0.])

(v, beta):
s, L, I1, 12, 13, A, R, V, C=1v
B=Dbeta+ (a*xC)/ (b+C) if (b +C) != else beta + (a *C) / b

dS = Lambda - (B * (I1 + I2 + I3 + xi * A) + nu + mu) * S
dL = (B * (I1 + I2 + I3 + xi * A)) * S - (eta + mu) * L
pl * eta * L - (delta + gamma + omegal + mu) * Il
p2 * eta * L + delta * I1 - (delta + gamma + omega2 + mu) * I2
= p3 * eta * L + delta * I2 - (gamma + omega3 + mu) * I3
dA = (1 - pl - p2 - p3) * eta * L - (gamma + mu) * A
dR = gamma * (I1 + I2 + I3 + A) - mu * R
dV=nu*S -mu *xV

dC = alpha * (I1 + I2 + I3 + A) - rho * C

return np.asarray([dS, dL, dI1, d4I2, dI3, dA, dR, 4V, dC], float)




n = len(dfe)

eps =

J = np.zeros((n, n))

f0 = f_sys(dfe, beta_c)

for i in range(n):
v2 = dfe.copy()
v2[i] += eps
f2 = f_sys(v2, beta_c)
J[:, i1 = (£2 - £0) / eps

ns_r = nullspace(J, tol=
if ns_r.size ==
raise RuntimeError (

v = ns_r[:, 0].real

ns_1 = nullspace(J.T, tol=
if ns_l.size ==
raise RuntimeError(

ns_1[:, 0].real

denom = float(np.dot(w, v))
if abs(denom) <
denom +=

w / denom

(v0O, beta, eps2=
H = np.zeros((n, n, n))
f0 = f_sys(v0, beta)
for j in range(n):
ej = np.zeros(n)
ejlj]l = eps2
f_plus = f_sys(v0 + ej, beta)
for k in range(n):
ek = np.zeros(n)
ek[k] = eps2
f_pp = £f_sys(vO + ej + ek, beta)
f_p = f_sys(v0 + ek, beta)
HL:, j, k] = (f_pp - f_plus - f_p + £0) / (eps2*x2)
return H

H = second_deriv_tensor_at(dfe, beta_c, eps2=




fb = (f_sys(dfe, beta_c + ) - f_sys(dfe, beta_c - )) / (

a_hat = * np.dot(w, np.tensordot(H, np.outer(v, v), axes=([1,

DN
b_hat = float(np.dot(w, fb))

return {

float(a_hat),
float(b_hat)

if _name_ _ ==

print(

cands, betas, trvals, detvals, Lvals = find_hopf_candidates(
N= )

print( , cands)

if len(cands) >
for ¢ in cands:
bh = c[ ]
print( , bh, , cl'L'],
phi_p = compute_Phi_prime(bh)
print( , phi_p)

beta_c = compute_beta_crit_RO()

cc = compute_CC_coeffs(beta_c)
print( , ccl D
print( , ccl D

print( , ccl

print( , ccl

print(

except Exception as e:

print(
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Apéndice B: Cdédigos utilizados al
implementr y analizar el modelo

de clasificacion con Support
Vector Machine - SVM

Aqui se muestran los scripts correspondientes a los figuras y métricas utilizadas.

Cédigo de graficas 2D y métricas

Para Tablas 5.2 y 5.3, ademas de las Figuras 5.1, 5.2 y 5.3.

import pandas as pd

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

from sklearn.svm import SVC

from sklearn.preprocessing import StandardScaler

from sklearn.model_selection import train_test_split, GridSearchCV

from sklearn.metrics import accuracy_score, confusion_matrix

data = pd.read_excel(

X = datal[
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combinations = [(

X_train, X_test, y_train, y_test = train_test_split(X, y, test_size=

random_state=42)

scaler = StandardScaler()
X_train_scaled = scaler.fit_transform(X_train)

X_test_scaled = scaler.transform(X_test)

for feature_x, feature_y in combinations:

idx_x = X.columns.get_loc(feature_x)

idx_y = X.columns.get_loc(feature_y)

svm = SVC(kernel= )
X_subset = X_train.iloc[:, [idx_x, idx_y]l]

svm.fit(X_subset, y_train)

y_pred_unscaled = svm.predict(X_test.iloc[:, [idx_x, idx_yl]l)
accuracy_unscaled = accuracy_score(y_test, y_pred_unscaled)
conf_matrix_unscaled = confusion_matrix(y_test, y_pred_unscaled)




print( feature_x feature_y
print( accuracy_unscaled}")
print( )

print (conf_matrix_unscaled)

param_grid_unscaled = {'C': [0.1, 1, 10], : [0.1, 1, 101}

grid_search_unscaled = GridSearchCV(svm, param_grid_unscaled, cv=3)

grid_search_unscaled.fit(X_subset, y_train)

best_svm_unscaled = grid_search_unscaled.best_estimator_

print( feature_x feature_y})")
print( best_svm_unscaled.get_params()['C']}")
print( best_svm_unscaled.get_params() [
print ()

x_min, x_max = X_subset.iloc[:, 0].min() - 1, X_subset.iloc[:, 0].max() +
y_min, y_max = X_subset.iloc[:, 1].min() - 1, X_subset.iloc[:, 1].max() +
XX, yy = np.meshgrid(

np.linspace(x_min, x_max, ),

np.linspace(y_min, y_max, )

svm.predict(np.c_[xx.ravel(), yy.ravel()])

Z.reshape (xx.shape)

.figure()

.contourf (xx, yy, Z, alpha= , cmap= )

.scatter (X_subset.iloc[:, 0], X_subset.iloc[:, 1], c=y_train,

cmap= )

.xlabel (feature_x)

.ylabel (feature_y)

.title( feature_x feature_y
.savefig( .format(feature_x, feature_y))
.savefig( .format(feature_x, feature_y))
.show()




param_grid { [ , 1, 1,

svm_scaled = SVC(kernel= )

grid_search = GridSearchCV(svm_scaled, param_grid, cv=3)
grid_search.fit(X_train_scaled[:, [idx_x, idx_yl], y_train)
best_svm = grid_search.best_estimator_

print( feature_x feature_y})")
print( best_svm.get_params()['C']}")
print( best_svm.get_params() [
print ()

y_pred_scaled = best_svm.predict(X_test_scaled[:, [idx_x, idx_yl]l)
accuracy_scaled = accuracy_score(y_test, y_pred_scaled)

conf_matrix_scaled = confusion_matrix(y_test, y_pred_scaled)

print( feature_x feature_y
print( accuracy_scaled}")
print( )

print (conf_matrix_scaled)

x_min, x_max = X_train_scaled[:, idx_x].min() - 1, X_train_scaled[:,

idx_x] .max() +

y_min, y_max = X_train_scaled[:, idx_y].min() - 1, X_train_scaled[:,

idx_y] .max() +
xx, yy = np.meshgrid(
np.linspace(x_min, x_max, ),

np.linspace(y_min, y_max, )

best_svm.predict(np.c_[xx.ravel(), yy.ravel()])

Z.reshape (xx.shape)

.figure()

.contourf (xx, yy, Z, alpha= , cmap= )
.scatter(X_train_scaled[:, idx_x], X_train_scaled[:, idx_yl], c=y_train,
cmap= )

.xlabel (feature_x)

.ylabel(feature_y)

.title( feature_x feature_y}) ')
.savefig( .format (feature_x, feature_y))
.savefig( .format(feature_x, feature_y))
.show()




Cédigo de graficas 3D

Para la Figura 5.4 (a), considerando solo moderados y severos (estandarizando

- normalizando datos, con media = 0 y desviacion estandar = 1).

import pandas as pd

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

from sklearn.svm import SVC

from sklearn.preprocessing import StandardScaler

from sklearn.model_selection import train_test_split, GridSearchCV

from mpl_toolkits.mplot3d import Axes3D

= pd.read_excel(

scaler = StandardScaler()
X_scaled = scaler.fit_transform(X)

param_grid = {

svm = SVC(kernel= )
grid_search = GridSearchCV(svm, param_grid, cv=3)
grid_search.fit(X_scaled, y)

best_svm = grid_search.best_estimator_

x_min, x_max = X_scaled[:, 0].min() - 1, X_scaled[:, 0].max() +
y_min, y_max = X_scaled[:, 1].min() - 1, X_scaled[:, 1].max() +
z_min, z_max = X_scaled[:, 2].min() - 1, X_scaled[:, 2] .max() +

XX, VY, np.meshgrid(




np.linspace(x_min, x_max,
np.linspace(y_min, y_max,

np.linspace(z_min, z_max,

= np.c_[xx.ravel(), yy.ravel(), zz.ravel()]

best_svm.predict (XYZ)
Z.reshape (xx.shape)

fig = plt.figure(figsize=(14,12))
ax = fig.add_subplot( , projection=

.scatter(X_scaled[:, 0], X_scaled[:, 1], X_scaled[:, 2], c=y, cmap=

s=50)

.set_xlabel(
.set_ylabel(
.set_zlabel(

.plot_trisurf (XYZ[:, 0], XYZ[:, 1], XYZ[:, 2],

triangles=None, cmap= , alpha=

.title(

size=18)

.savefig(

.savefig(




Para la Figura 5.4 (b).

import pandas as pd

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

from mpl_toolkits.mplot3d import Axes3D
from sklearn.svm import SVC

data = pd.read_excel(

= SVC(kernel=

Fit(X, y)

fig = plt.figure(figsize=(14,12))
ax = fig.add_subplot( , projection=

x_min, x_max = X.iloc[:, 0].min() - 1, X.iloc[:, 0].max() +

y_min, y_max = X.iloc[:, 1].min() - 1, X.iloc[:, 1].max() +

xx, yy = np.meshgrid(np.linspace(x_min, x_max, ),
np.linspace(y_min, y_max, ))

zz = np.zeros_like(xx)

i in range(xx.shape[0]):
for j in range(yy.shapel[1]):
predictions = svm.predict([[xx[i, jl, yyl[i, jl, zz[i, j111)
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zz[i, j] = predictions[0]

.plot_surface(xx, yy, zz, alpha=

.scatter(X.ilocl[:,

.view_init (elev=

ax.set_xlabel(
ax.set_ylabel(
ax.set_zlabel(
plt.title(

B

size=

plt.savefig(

plt.savefig(

plt.show()

)

B

1, X.ilocl:,

azim=-

)

1, X.iloc[:,
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Apéndice C: Datos y cédigo
utilizados en la estimacion de

parametros

Aqui se muestran los datos tomados para el desarrollo del ajuste del modelo en

la estimacion de parametros del estudio de caso y el script correspondiente.

Datos considerados en la estimaciéon de parametros

indice | Fecha Moderados | Moderados | Severos Severos
diarios acumula- diarios acumula-
dos dos
0 1/7/21 1 1 0 0
1 1/8/21 0 1 0 0
2 1/9/21 0 1 0 0
3 1/10/21 0 1 0 0
4 1/11/21 0 1 0 0
5 1/12/21 3 4 1 1
6 1/13/21 0 4 0 1
7 1/14/21 1 5 0 1
8 1/15/21 0 5 0 1
9 1/16/21 0 5 0 1
10 1/17/21 0 5 0 1
11 1/18/21 0 5 0 1
12 1/19/21 0 5 0 1
13 1/20/21 0 5 1 2

(Contintda en la siguiente pdgina)
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Indice | Fecha Moderados | Moderados | Severos Severos
diarios acumula- diarios acumula-
dos dos
14 1/21/21 0 5 0 2
15 1/22/21 0 5 0 2
16 1/23/21 0 5 0 2
17 1/24/21 0 5 0 2
18 1/25/21 0 5 0 2
19 1/26/21 0 5 0 2
20 1/27/21 0 5 0 2
21 1/28/21 0 5 0 2
22 1/29/21 0 5 1 3
23 1/30/21 0 5 0 3
24 1/31/21 0 ) 0 3
25 2/1/21 0 ) 0 3
26 2/2/21 1 6 0 3
27 2/3/21 0 6 0 3
28 2/4/21 3 9 0 3
29 2/5/21 2 11 1 4
30 2/6/21 0 11 2 6
31 2/7/21 0 11 0 6
32 2/8/21 0 11 0 6
33 2/9/21 1 12 4 10
34 2/10/21 0 12 0 10
35 2/11/21 0 12 1 11
36 2/12/21 1 13 0 11
37 2/13/21 1 14 2 13
38 2/14/21 0 14 0 13
39 2/15/21 1 15 2 15
40 2/16/21 0 15 0 15
41 2/17/21 2 17 0 15
42 2/18/21 1 18 1 16
43 2/19/21 0 18 0 16
44 2/20/21 0 18 2 18
45 2/21/21 0 18 0 18
46 2/22/21 2 20 0 18
47 2/23/21 2 22 1 19

(Continia en la siguiente pdgina)
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Indice | Fecha Moderados | Moderados | Severos Severos
diarios acumula- diarios acumula-
dos dos
48 2/24/21 0 22 1 20
49 2/25/21 0 22 0 20
50 2/26/21 0 22 1 21
51 2/27/21 0 22 0 21
52 2/28/21 0 22 0 21
53 3/1/21 0 22 0 21
54 3/2/21 1 23 1 22
5%) 3/3/21 0 23 0 22
56 3/4/21 3 26 1 23
57 3/5/21 2 28 1 24
58 3/6/21 0 28 0 24
59 3/7/21 0 28 0 24
60 3/8/21 2 30 0 24
61 3/9/21 0 30 0 24
62 3/10/21 2 32 2 26
63 3/11/21 0 32 0 26
64 3/12/21 2 34 1 27
65 3/13/21 0 34 0 27
66 3/14/21 0 34 0 27
67 3/15/21 0 34 0 27
68 3/16/21 0 34 4 31
69 3/17/21 0 34 1 32
70 3/18/21 0 34 1 33
71 3/19/21 0 34 0 33
72 3/20/21 0 34 0 33
73 3/21/21 0 34 0 33
74 3/22/21 0 34 0 33
75 3/23/21 0 34 1 34
76 3/24/21 0 34 3 37
7 3/25/21 4 38 2 39
78 3/26/21 0 38 0 39
79 3/27/21 0 38 0 39
80 3/28/21 0 38 0 39
81 3/29/21 0 38 0 39

(Continia en la siguiente pdgina)
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Indice | Fecha Moderados | Moderados | Severos Severos
diarios acumula- diarios acumula-
dos dos
82 3/30/21 1 39 0 39
83 3/31/21 0 39 0 39
84 4/1/21 0 39 0 39
85 4/2/21 0 39 0 39
86 4/3/21 0 39 0 39
87 4/4/21 0 39 0 39
88 4/5/21 0 39 0 39
89 4/6/21 0 39 0 39
90 4/7/21 0 39 0 39
91 4/8/21 3 42 1 40
92 4/9/21 0 42 1 41
93 4/10/21 0 42 0 41
94 4/11/21 0 42 0 41
95 4/12/21 0 42 0 41
96 4/13/21 0 42 0 41
97 4/14/21 0 42 0 41
98 4/15/21 0 42 0 41
99 4/16/21 0 42 0 41
100 4/17/21 0 42 0 41
101 4/18/21 0 42 0 41
102 4/19/21 0 42 2 43
103 4/20/21 0 42 0 43
104 4/21/21 0 42 0 43
105 4/22/21 0 42 0 43
106 4/23/21 3 45 0 43

donde se trabajo con los datos acumulados para las poblaciones de pacientes

moderados y severos.
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Cédigo en Python 3.12 utilizado para la estimacion

de parametros

Los resultados de la estimacion de pardmetros se muestran en la Tabla 5.4 y la

Figura 5.5.

import numpy as np
import pandas as pd

import matplotlib.pyplot as plt

from scipy.integrate import solve_ivp

from Imfit import Parameters, Minimizer, report_fit

from tqdm import tqdm
import time

import os

DATA_FILE =
SAVE_PREFIX =
N_BOOT =
MAX_NFEV_BOOT =
SEED =
np.random. seed (SEED)

df = pd.read_excel(DATA_FILE)
dates = pd.to_datetime(df[ iD)
t = np.arange(len(dates))

data_moderate = df[

data_severe = df[

datos_observados = np.vstack([data_moderate, data_severe]).T

def (tt, y, p):
S, L, I1, I2, I3, A, R, M=y

].values

].values
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A =pl
g =rpl
§ =pl
pl = pl
v =pl
wl = pl
p = pl

force = # * (I1 + I2 + I3
dS = A - force * S - pu *
dL force * S - (n + p) * L
pl*n*xL - (6 +~v+wl+ * I1
p2 * p *x L+ *x I1 - (v + + p) * I2
p3 *m *x L+ x I2 - (v + + p) x I3
dA (1 -pl -p2-p3) *np*xL - (y+p)*xA
dR v *% (I1 + I2 + I3 + A) - u * R
dM wl * I1 + w2 * I2 + w3 * I3
return [dS, dL, d4I1, d4I2, 4I3, dA, dR, dM]

(t_arr, p_dict, yO):
sol = solve_ivp(lambda tt, yy: ode_system(tt, yy, p_dict),
[t_arr[0], t_arr[-1]], yO, t_eval=t_arr, method=
atol= , rtol= )

if sol.y.shape[1] != len(t_arr):
from scipy.interpolate import interpld
Y =1
for i in range(sol.y.shapel[0]):
f = interpld(sol.t, sol.y[i, :], bounds_error=False,
fill_value= )
Y.append (f (t_arr))
return np.array(Y)

return sol.y

(params, t_arr, data_obs):
p = params.valuesdict()
yo = [pl 1, pl 1, pl 1, pl 1, pl
sol = solve_model(t_arr, p, yO)
S, L, I1, I2, I3, A, R, M = sol

pl 1 = pl ] L+ pl
pl 1 *pl ] L+ pl

np.cumsum(new_I2)

np. cumsum(new_I3)




model_accum = np.vstack([accum_I2, accum_I3]).T
resid = model_accum - data_obs

total_p = pl 1 +pl 1 +pl
if total_p >
pen = * (total_p -

resid = np.vstack([resid, np.ones((l, resid.shape[1])) =*
penl) .T.flatten()

return resid.flatten()

= Parameters()

.add ( , value= , min= , max=
.add( , value=0, vary=False)
.add( , value=0, vary=False)
.add ( , value=1, min=0)

.add ( , value=0, vary=False)

.add( value=0, vary=False)

.add( value=0, vary=False)

.add( value=5, min= , max=10)
.add( value= , min=
.add ( value= min=
.add( value= min=
.add( value= min=
.add ( value= min=
.add ( value= , min=
.add ( value= , min=
.add( value= min=
.add( value= , min=
.add ( value= , min=
.add( value= , min=

.add( value= , min=

print(

t0 = time.time()

minimizer = Minimizer(residual_with_penalty, params, fcn_args=(t,
datos_observados))

res_local = minimizer.minimize (method= , max_nfev=

print( time.time()-t0 )

report_fit(res_local)




p_best = res_local.params.valuesdict()

y0_best =

sol_best =

new_I2_ best
new_I3_best

[p_best[
p_best[
solve_model(t, p_best, yO_best)
S_b, L_b, I1_b,

1, p_best[
1, p_bestl[

1, p_bestl 1, p_best[
1, p_bestl[ 1, ]

I12_b,
= p_best[
= p_best[

I3_b, A_b, R_b, M_b = sol_best
] * p_bestl[ ] * L_b + p_best[
] * p_best[ ] * L_b + p_best[

accum_best_I2 = np.cumsum(new_I2_best)

accum_best_I3 = np.cumsum(new_I3_best)

def
ss_res
ss_tot

return

(y_true, y_pred):
np.sum((y_true - y_pred)**2)
np.sum((y_true - np.mean(y_true))**2)

- ss_res/ss_tot if ss_tot>0 else np.nan

r2_mod = r_squared(data_moderate, accum_best_I2)

r2_sev = r_squared(data_severe, accum_best_I3)

P_est =
print(
P_est

print(

t_boot_start

- (p_best[ ] + p_best[

r2_mod

] + p_best[ 1)

r2_sev

= time.time()

param_names = list(res_local.params.keys())

boot_list =

curves_mod =

(]
(]

curves_sev = []

n_ok =

mean_I2_for_sampling

mean_I3_for_sampling

np.clip(new_I2_best,
np.clip(new_I3_best,

for i in tqdm(range(N_BOOT), desc=

sim_I2_daily
sim_I3_daily

np.random.poisson(lam=mean_I2_for_sampling)

np.random.poisson(lam=mean_I3_for_sampling)

sim_acc_I2 = np.cumsum(sim_I2_daily)

sim_acc_I3 np.cumsum(sim_I3_daily)

fake_obs = np.vstack([sim_acc_I2, sim_acc_I3]).T

1,




parsO = res_local.params.copy()
minb = Minimizer(residual_with_penalty, parsO, fcn_args=(t, fake_obs))
try:

res_b = minb.minimize (method= , max_nfev=MAX_NFEV_B0OT)

boot_list.append([res_b.params[n].value for n in param_names])

pbo = res_b.params.valuesdict()

yOb = [pbol[ 1, pbol 1, pbol 1, pbol 1, pbol 1,
pbo[ 1, pbol 1, ]

sol_b = solve_model(t, pbo, yOb)

S_bb, L_bb, I1_bb, I2_bb, I3_bb, A_bb, R_bb, M_bb = sol_b

newI2_b = pbol[ ] * pbol ] * L_bb + pbol ] *x I1_bb

newI3_b = pbol ] * pbol ] * L_bb + pbol ] * I2_bb

curves_mod.append (np. cumsum(newI2_b))

curves_sev.append (np. cumsum(newI3_b))

n_ok +=

except Exception:

continue

boot_array = np.array(boot_list) if len(boot_list) > 0 else np.empty((0,

len(param_names)))

curves_mod = np.array(curves_mod)

curves_sev = np.array(curves_sev)

print( n_ok}/{N_BOQOT
time.time()-t_boot_start )

if boot_array.size ==
print(

else:
df _boot = pd.DataFrame(boot_array, columns=param_names)
ci_df = df_boot.quantile([ , , D.T
ci_df.columns = [ , R ]

ci_df[ ] = [res_local.params[n].value for n in param_names]

ci_df = ci df[[ 1]

print( )
print(ci_df)

ci_df.to_csv(f"{SAVE_PREFIX , index=True)

}.issubset (df _boot.columns):




P_boot = - (df_boot [ ] + df _boot[ ]
P_ci = np.percentile(P_boot.values, [ )
print( P_est
P_ci[0] P_ci[1]
else:

print(

if curves_mod.size !=
low_mod, high mod = np.percentile(curves_mod, [
low_sev, high_sev = np.percentile(curves_sev, [
else:

low_mod = high _mod = low_sev = high_sev = None

os.makedirs( exist_ok=True)

def (fig, fname):

+ df_boot[ D
D

P_cil[2]

fig path = os.path.join( , fname)

fig.savefig(fig_path + i bbox_inches=

fig.savefig(fig_path + i bbox_inches=

fig.savefig(fig_path + i bbox_inches=

fig = plt.figure(figsize=(10,5))

plt.plot(dates, accum_best_I2, , label=

plt.scatter(dates, data_moderate, c= , marker=
)

if low_mod is not Nomne:

plt.fill_between(dates, low_mod, high_mod, color=
label= )
plt.title(
plt.xticks(rotation=45); plt.ylabel(
plt.legend(); plt.tight_layout()
save_all(fig, SAVE_PREFIX + )
plt.show()

fig = plt.figure(figsize=(10,5))
plt.plot(dates, accum_best_I3, , label=
plt.scatter(dates, data_severe, c= , marker=
)
if low_sev is not None:
plt.fill_between(dates, low_sev, high_sev, color=
label=

)
); plt.grid(True);

, alpha=




SO plt.title( )

SICI plt . xticks (rotation=45); plt.ylabel( ); plt.grid(True);
plt.legend(); plt.tight_layout()
SICI save_all(fig, SAVE_PREFIX + )

PIedI plt . show()

282
283
284

285

287

288

289

290

SCI pd . Series (p_best) .to_csv(f"{SAVE_PREFIX

IVl i f boot_array.size !=

293 ci_df.to_csv( SAVE_PREFIX

294 pd.DataFrame (curves_mod) .to_csv(f"{SAVE_PREFIX
index=False)

295 pd.DataFrame (curves_sev) .to_csv(f"{SAVE_PREFIX

index=False)

296

SV print (

408
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