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RESUMEN

Aplicacion del Teorema de Punto Fijo de Schaefer a un
Problema Eliptico No Lineal
Nelly Mariel, Barahona Olivares

Diciembre, 2020

Asesor : Mg. Willy David, Barahona Martinez.

Titulo obtenido : Licenciada en Matemética.

En este trabajo de tesis, consideramos el problema eliptico no lineal con una condicién
de frontera de Dirichlet homogénea, dado por
—Au(r) + v’ (r) = g(z), €N

(P)
u(z) =0, z €.

donde © C R? es un dominio acotado bien regular.

El objetivo de este trabajo, es demostrar la existencia de soluciones débiles utilizan-
do el Teorema de Punto Fijo de Schaefer.

Ademas se presenta otra alternativa de solucion, a través de la formulacion variacional.

Palabras claves: Ecuacién eliptica no lineal, Soluciéon débil, Espacios de Sobolev,

Teorema de punto fijo de Schaefer, Formulacion variacional.



ABSTRACT

Application of Schaefer’s Fixed Point Theorem to a Nonlinear Elliptic
Problem
Barahona, Nelly

December, 2020

Adviser : Mg. Willy David, Barahona Martinez.
Obtained : Graduate in Mathematics.

In this thesis work, we consider the non-linear elliptical problem with a homogeneous

Dirichlet boundary condition, given by

—Au(z) + v’ (z) = g(z), z€Q

()

u(z) =0, z €.
where 0 C R? is a very regular bounded domain.
The objective of this work is to prove the existence of weak solutions using Schaefer’s
Fixed Point Theorem.
In addition, another alternative solution is presented, through the variational formula-
tion.
Keywords:Nonlinear elliptic equation, Weak solution, Sobolev spaces, Schaefer’s fixed

point theorem, Variational formulation.



Introduccion

El estudio de las EDP es muy importante en el modelamiento matematico y en
la descripcion de fenémenos fisicos en la mecanica de los medios continuos, Quimica,
Biologia, teoria de la relatividad, dindmica poblacional entre otras, parte importante
de estas ecuaciones son del tipo eliptico no lineal. Obtener aproximaciones a priori asi
como la imposibilidad de obtener una estructura variacional, proporcionan un obstaculo
natural a la aplicacién de las técnicas mas sencillas para determinar la existencia de la

solucion débil de este tipo de ecuaciones.

Una gran ventaja es obtener una solucion débil, desde soluciones clasicas con de-
rivadas continuas, a soluciones débiles con derivadas débiles, resultando asi, mas facil
probar la existencia de soluciones débiles, para luego estudiar sus propiedades, tales

como singularidad y regularidad.

En nuestro caso, demostramos la existencia de soluciones débiles utilizando el Teo-
rema de Punto Fijo de Schaefer, a su vez presentamos otra alternativa de solucion. El
presente trabajo lo realizamos con el objetivo de mostrar una alternativa poco utilizada
mediante el teorema de punto fijo de Schaefer y a vez una forma didactica del metodo
variacional; hemos dividido el trabajo en 4 capitulos: En el capitulo 1 hacemos un re-
cuento de las propiedades bésicas del analisis funcional y topicos inherentes al problema
objeto de estudio, en el capitulo 2 mencionamos los teoremas de punto fijo, haciendo
énfasis en el Teorema de Punto Fijo de Schaefer ya que resolveremos nuestro problema
aplicando dicho teorema. En el capitulo 3 resolvemos el problema planteado a través del

teorema de punto fijo de Schaefer y se adiciona una alternativa mediante la formulacién



variacional y el método de Galerkin y finalmente en el capitulo 4 mostramos nuestras

conclusiones y recomendaciones.



Preliminares

Comencemos introduciendo algunas nociones bésicas del andlisis funcional, que son

indispensables en el desarrollo del presente trabajo.

1.1. Espacios Métricos

En la geometria del espacio tridimensional donde convivimos, definimos la distan-
cia, longitud, dngulo, perpendicularidad pues utilizados frecuente. En matemaéticas es
cotidiano agrupar ciertos elementos en espacios abstractos y establecer relaciones seme-
jantes entre ellos, similares a las de los puntos del espacio ordinario. Entre los espacios
abstractos y el euclideano se establece el paralelismo que nos permite observar y lograr
un analisis profundo de estos elementos. Para el estudio de esta aplicaciones, la manera

mas sencilla que se puede abordar es utilizar las propiedades del espacio métrico.

Para definir un espacio métrico no es necesario contar con una estructura algebraica
definida en él. Es muy frecuente el uso de espacios métricos que son a su vez espacios
vectoriales, con una métrica que proviene de una norma, estos son llamados espacios

normados.

El concepto de métrica es importante en el contexto de los espacios de Banach,
pues la propiedad de completitud, que veremos mas adelante, depende de la nocién de
métrica. Sin embargo, una métrica se define en un conjunto arbitrario no vacio y, no
requiere ser definida en un conjunto con estructura algebraica, como por ejemplo en
un espacio vectorial; pero si ademas dicho conjunto posee una estructura de espacio

vectorial, ciertas métricas daran lugar a la nocion de norma.

1.1.1. Nocién de distancia y métrica

Sea X un subconjunto no vacio y sea d una funcién o aplicacion de X x X en el

conjunto R de los niimeros reales.



Definicién 1. La funcion d es una métrica en X si, y solo si las siguientes propiedades

se cumplen para cada x,y,z de X.

M1) d(xz,y) > 0; (d es real no negativa)

M2) d(xz,y) =0 <= x=y; (d es una identidad)

M3) d(z,y) =d(y,z); (d es simétrica)

My) d(xz,y) < d(z,z)+d(z,y); (propiedad de desigualdad triangular)

La funcién d se denonomina distancia y d(z, y) se lee distancia de x a y. Las métricas
se denotan por diferentes letras o por una combinacién de diversos simbolos. Si fuese

necesario distinguir entre varias funciones distancia lo denotaremos por
d* 6 dx
y para casos especificos, usaremos
dy, deo, dy, d, d,.., etc

cuando sea necesario usaremos la notacién completa (X, d).

Si Y C X definimos:
d |Y><Y: dv

El par (Y, 67) se llama subespacio métrico de X, donde d es llamada Métrica Indu-

cida en Y por d.
Observacion 1. Los elementos del conjunto X se llaman puntos.
A continuacién daremos unos ejemplos de espacios métricos.

Ejemplo 1. Sea R el conjunto de los niumeros reales, donde d es una funcion determi-

nada por

d : RxR—R

(z,y) = d(2,y) = |r —y|.

Entonces d, es una métrica en R, llamada métrica usual o fundamental de R y

se representard por d = d,.



Ejemplo 2. §i X es un conjunto cualquiera y la funcion d se define mediante

d : XxX—R
0, st x=y

1, si z#vy

(z,y) — d(x,y) =

entonces, d es una métrica en X, llamada también métrica discreta o trivial.

Ejemplo 3. Sea Cla,b] la clase de todas las funciones reales continuas definidas sobre
el intervalo cerrado [a,b]. Si f, g son elementos de Cla,b] y si d es una funcion definida
por

d : Cla,b] x Cla,b] — R

(f.9) > d(z,y) = max|f(z) — g(z)|.

a<z<b

Entonces, d es una métrica en Cla,b.

Ejemplo 4. Sea B(A) = {f/f A — R fes acotada} y sea d la funcidn definida por:

d : B(A)x B(A) — R

(F9) > d(f.g) = 5w f2) — gla)
Entonces d es una métrica en B(A).

Proposicién 1. (Desigualdad de Cauchy — Schwarz). Si a;,b; € R; i =1,2,...,n,

entonces: )
b

1
i=1 =1 =1

Demostracion. En efecto para todo a;, b;, A de R se tiene

n

> (@i = Ab)* > 0

=1

entonces
n

> (af = 22ab; + A7) > 0

=1

i=1 1=1

=1

luego



lo que entrana
n

A b - 2/\zn:aibi+zn:af >0
=1 =1

i=1

ordenando el polinomio en A, se tiene

(i bf) 22— <2iaibi>)\ + (i a§> > 0. (1.1)

Luego, para que la ecuacion (1.1), tenga solucién para cualquier valor real A, el discri-

minante debe ser menor o igual que cero, es decir:

n 2 n n
i=1 i=1 i=1
entonces

n 2 n n
[l <[5
i=1 i=1 i=1
Por lo tanto

Ejemplo 5. Sea R™ = {x = (z1,x9, -+ ,xy,) tal que x; € R para i = 1,2,...,n} Y sea

e, una aplicacion determinada por:
e, : R'XR" —R

(z,y) > enl(r,y) =

La funcion e, es una métrica en R", llamada métrica Fuclideana.

Ejemplo 6. Dado R" = {x/x = (1,29, -+ ,x,) tal que x; € R parai=1,2, ,n} y

sean S,, my, aplicaciones definidas por:
s, : RPxR" —R

<x7@/) '—>Sﬂ('xay)22|xi_yi’7
i=1
m, : R"xR"'"—R
(x,y) +— my(z,y) = méx{|z; —y;|/i = 1,2,...,n}.

Entonces, tanto s, como m, son métricas en R"™, llamadas métrica de la suma y del

mdzimo respectivamente.



Para n = 2 las métricas ey, sp, ms en R? tienen la interpretaciéon geométrica:

A
y2 ...................... y
c
b
ol ..... z
: a
T Y1
Figura01

En el tridangulo rectangulo: el valor de la hipotenusa es la distancia euclideana de z a y;
el valor de la suma de los catetos es la distancia suma entre x e y; el mayor valor de los

catetos es la distancia del maximo de x a y; es decir,
ery)=c 5 sy =atb ;  mz,y) =a

Ejemplo 7. Sea R el conjunto de los niimeros reales y sea d una aplicacion caracterizada

por

d : RxR—R
Entonces, d no es una métrica en R, puesto que la funcion d no cumple la desigualdad

triangular.

Ejemplo 8. Sea C el conjunto de los numeros complejos y sea ¢ una funcion definida

por

¢c : CxC—R

(2,9) — elz,y) = V(e —c)* + (0 - d)?,

donde x =a+bi, y=c+di, i =/—1. Entonces ¢ es una métrica en C.

Ejemplo 9. Sea (X,d) un espacio métrico, k un nimero real positivo y la funcion kd

caracterizada por:

kd : X xX —R

(z,y) — kd(z,y) = kld(z, y)].

Entonces (X, kd) es un espacio métrico.



Ejemplo 10. Sea (X,d) un espacio métrico y sea m una funcion definida mediante

m : XxX—R
(z,y) — m(z,y) = min{1,d(z, y)}.
Entonces (X, m) es un espacio métrico.

Ejemplo 11. Dado el espacio métrico (X,d) y la aplicacion

e : X xX —R

d(z,y)
z,y) —e(x,y) = ——————,
(z,9) (%) = T a9
entonces se tiene que (X, e) también es un espacio métrico.

Proposiciéon 2. Sean X un conjunto no vacio, el par (E,ds) un espacio métrico y

f: X — (F,ds) una aplicacion inyectica, tal que para todo xz, y de X se cumple

Entonces, dy es una métrica en X.

Demostraciéon. Ver [17]pag. 05.

La aplicacion d; se llama también métrica inducida en el conjunto X por la funcién f.

Proposicién 3. Sea (X, d) un espacio métrico cualquiera. Para todo x, y, x, w puntos

de X, se cumple que:
d(.l?, y) - d(Z, U)) < d(iL‘, Z) + d(ya ’LU)

Demostraciéon. Ver [12]pag. 27.

Corolario 1. Si el par (X,d) es un espacio métrico, entonces para todo x, y, z de X,

se cumple :

d(z,y) —d(z,y)| <d(z,2z).

Demostracién. Ver [13]pag. 49.

Definicién 2. Si (X, d) es un espacio métrico y A es un subconjunto de X, el subcon-

Junto A dotado de la misma distancia (A,d) se denomina subespacio métrico de (X, d).

10



Ejemplo 12. Sea (R, d) espacio métrico, donde d es la métrica usual, es decir,

V (x,y) € R? : d(z,y) = |xr —y|; y sea Z C R. Entonces:

V(p,q) € Z* : d(p,q) = Ip — dl,
luego (Z,d) es un espacio métrico.

Definicién 3.  (Isometria). Sean (X,d) y (X',d’) dos espacios métricos. Llamamos

Isometria de X sobre X' a toda biyeccion I de X en X' tal que:
V(z,y) € X x X :d'(I(x), I(y)) = d(z,y).

Entonces dice que los espacios métricos X y X' son isométricos o que I preserva dis-
tancias.

Por lo tanto, dos espacios métricos (X,d) y (X', d") son isomélricos, si, y solo si, existe
una funcion biyectiva:

I X—X'

tal que
V(z,y) € X x X : d'(I(x),1(y)) = d(z,y).

Proposicion 4. Sean los espacios métricos (C, ¢) y (R?, e3), donde:

c: CxC — R

1
2
)

(a+bi,c+di) — cla+bi,c+di)= [(a—c)2~|—(b—d2)]

ey : R? x R? — R
2

((z1,11), (22,92)) +— 62((551,91)7(952,?42)) = [Z(fﬂz —yz’)Q]%;

=1

Entonces C es isométrico a R?.

Demostracion. Basta aplicar la definiciéon de isometria.

Definicién 4. (Limite de una Sucesion)
Sea (x,),cy una sucesion en un espacio métrico (X,d);x € X decimos que (x,),cy
converge a x, denotado por x, — x si v — 400, cuando d(z,,xr) — 0 si v — 400, €s

decir:

Ve >0,3Ny=Ny(e) e N/ d(z,,x) < e;Vv > N.

11



Notacion 1.

z,—x = lim z, = x.
v——+00

Sea p > 1 un numero real, definimos el conjugado de p como p* = ¢ mediante la
igualdad
1 1

4+ Z=1
p q

y observamos que también 1 < ¢ < oo, asi la relacién entre p y ¢ es simétrica: ¢* = p.

1 1
Lema 1. (Desigualdad de Young). Sea 1 < p < +oo, — + — =1 entonces
p g

popa
ab< 4+ 2. vabeR*
p q

Mas generalmente, para cada € > 0 se verifica

P pe
ab< =+ = (1.2)
pe g

Demostraciéon. Ver [09]pag. 09.

En los espacios LP({2) tenemos la siguiente desigualdad
(a+b)P < 2071 (a? + bP) (1.3)

que se cumple para 1 < p < ooy a,b> 0.
Demostraciéon. Ver [14]pag. 220.

Ahora enunciaremos las desigualdades clasicas de Holder y Minkowski.

Lema 2. (Desigualdad de Hoélder). Sean x1,xs, ..., Ty, Y1, Y2, .., Yo, NUMeros reales

arbitrarios, p,q > 1 conjugados, entonces se satisface

n n l/p n 1/‘1
S e < (zw) (zw) (1.4
=1 =1 =1

Demostraciéon. Ver [09]pag. 10.

Lema 3. (Desigualdad de Minkowski). Si x;,y; son nimeros reales, para cada

1 € N yp>1, entonces se satisface la siguiente desigualdad

400 400 1/p 400 1/p
il < (z mva) N (Zw) (1.5
=1 =1 =1

12



Demostraciéon. Ver [09]pag. 12.

Definicién 5. (Sucesion de Cauchy). Una sucesion (X,),oy sobre el espacio métrico

(X,d); es llamada sucesion de Cauchy si
Ve >0,dN =N (¢) e N/d(z,,z,) < & Yv,m > N.

Definicién 6. (Espacio Completo). Un espacio métrico (X,d) es completo, si cada

sucesion de Cauchy en X converge a un elemento de X.

1.2. Espacios de Banach

Definicién 7. Un espacio vectorial V se dice normado si, y solo si, existe una funcion

| -1 : V=R (denominada norma en V) tal que, para todo u,v € V satisface:
(i) (Positividad) ||u]| >0 y ||ul]| =0 si, y sdlo si, u = Oy.

(ii) (Producto por un escalar) || u|| = |a|||u|| para cualquier escalar .

(iii) (Desigualdad triangular) ||ju +v|| < ||u|| + ||v|| para todo u,v € V.

Al par (V,||.||) se le denomina Espacio vectorial normado.

Observacion 2. Si en (i) no se ezige la sequnda parte, la funcion ||.|| se llama semi-
norma.
La distancia asociada a una norma || - || es

d(z,y) = ||z =yl

Se verifica que efectivamente d es una métrica.

Definicién 8.  (Espacio de Banach).Decimos que el espacio vectorial normado X
es un espacio de Banach, st X es un espacio métrico completo, es decir, toda sucesion

de Cauchy es convergente en X.

V(x,)pen C X : lim d(z,,z,) =0 = dreX: limaz, ==z

vV,m—00 V—00
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Lema 4. Sea d una métrica en X inducida por una norma || - || en X, entonces:

1. i) dx+a,y+a)=d(z,y), Vr,y,aecX

2. 1) d(Bx, By) = |Bld(z,y), Vz,ye X, VeK.

1.3. Los espacios L?((})

Definicién 9. (Funcion escalonada). Sea 2 un subconjunto compacto de R,
decimos que la funcion

s:QCR" =R
es escalonada en 2, si existe una particion R de Q tal que
s(x) = ¢k, x € Qg
Si s es escalonada en €, decimos que s € S(£2)

Definicién 10.  (Funcidén medible). Sea f : QQ CR" — R, se dice que f es medible

en Q, si existe una sucesion de funciones escalonadas en 2, si (S,),en tal que
sy(x) = f(z), ctp.x €
Si f es medible en €2, decimos que f € 9M(Q)

Definicién 11.  (Funcion simple).Sea Q) C R", Q € M; se llama funcién simple
en £ a una funcion medible s : 2 — R que solo toma un niumero finito de valores, es

decir, tal que s(2) = {ay, as, ...,ar}. En este caso s puede expresarse de la forma

s(x) = Z a; X a,(2)

donde A; = s7'({a;}) = {x € Q : s(x) = a;} y xa, es la funcion caracteristica del

conjunto A;.

Teorema 1. Sean Q C R", Q € M y f : Q@ — R una funcion medible no negativa.

FExiste una sucesion de funciones simples de §2 en R tales que

1) 0 < sp(2) < spr1(x) para todo x € Q y todo n € N.

2) lim s, (x) = f(x) para todo z € ().

Demostracion. Ver [06]pag.63.
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1.3.1. La Integral de Lebesgue

Ante la existencia de dificultades en algunos problemas con la integral de Riemann,
estos aparecen cuando se hace interactuar a la integral de Riemann con operaciones de
limites. Es asi que es necesario ampliar el concepto de integral. La generalizacion de la

integral es conocida como integral de Lebesgue.

Deﬁn1c10n 12. Sean 2 C R™, Q € Dﬁ y s :Q — R una funcion simple no negativa,

S—Z%XA“AQA @sm;éijA—Q

Se deﬁne la integral de s en 2 por

/Qs::gaim(A)

con el convenio de que 0 - oo = 0.
Algunos resultados importantes:

1) La integral es no negativa, y puede ser infinita:

OS/sgoo.
Q

2) Geométricamente en R?, la integral de s es la suma de los voliimenes de los prismas

de base A; y altura a;.

Proposicién 5. Sean Q CR™, Q € M y 51,52 : 0 = R funciones simples no negativas.

Entonces

Z)/Q(SmLsz):/Qsﬁ—/Qsz

2) Para todo o € R, /Ozsl:a/sl.
Q 0

3) Si existe E C Q con m(E) = 0, tal que s1(x) < sy(x) para todo x € Q — E,

/81§/82
Q Q

entonces

Demostracién. Ver [07]pag.16.
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Definicién 13. Sean Q CR™, Q€ M y f: Q@ — R una funcion medible, con f(x) >0
para todo x € (). Se define la integral de f en € por

/f;:sup{/s: s funcion simple, O§s§f}
0 Q

Definicién 14. Definimos la parte positiva f* y la parte negativa f~ de una funcién f

por
fT(x) == max{0, f(x)}, [~ () :=max{0,—f(z)}.

Ast, f = ft — f~, donde fT y f~ son funciones no negativas.

Definicién 15. Sean Q CR™, Qe M y f: Q — R una funcion medible. Se define la

oL

Una funcién u definida en casi todas partes (c.t.p.) en €2 es llamada localmente inte-

integral de f en € por

grable en ) siempre que u € L'(U) para cada abierto U € (2, en este caso denotaremos

u € L. ().

loc

Observacion 3. Si las integrales de f* y f~ son ambas oo no tiene sentido la expresion

oo — 0o. Decimos en este caso que la funcion f no es integrable.

Definicién 16 (Integral en un subconjunto). Sea H C Q2 C R"™ un conjunto medible,

se define la integral de f en H por

[ r@as = [

Teorema 2 (Propiedades bésicas de la integral). Sean f,g: Q2 C R" — R funciones

medibles, entonces:

(a) (Linealidad) Sea ¢ € R,
/Qc(f—i—g) (x)dx = C/Qf(x)dx—i-c/gg(a:)d:c.
(b) (Monotonia) Sea f(x) < g(x) para todo x € €2,

/Qf(x)dxg/gg(a:) da.

(¢) (Monotonia) Si E,F son conjuntos medibles y E C F, entonces

[ twdr< [ fayas
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(d) |f| es integrable y

/Q f(x) da| < / f1(@) de.

(e) Si / |f|(z) dz =0, entonces f =0 en casi todas partes.
Q

Demostracién. Ver [07]pag.17

Teorema 3. (Convergencia Mondétona). Si(f,), .y s una sucesion de funciones

integrables no negativas, entonces

n—o0 n—oo

/ lim inf f,, dz < lim inf / fndx.
Q Q
Demostracion. Ver [05]pag.55.

Teorema 4. (Convergencia Dominada de Lebesgue). Sea (f,), .y €5 una su-

cesion de funciones integrables; supongamos que:

1. 1) folz) = f(x) c.t.p. en Q.

2. 1) Eziste una funcion g € L*(Q) tal que, para todo n; |f(z)] < g(x) c.t.p. en

entonces,

n—o0

lim [ fo(x)de = / f(z)da.
Q Q
Demostracién. Ver [18]pag.18.

Teorema 5. Sea f : R™* — [0, +00] medible, entonces:

(i) La funcion de la variable y € R, f(z,-) : y — f(x,y), es medible para casi todo
xr € R™.

(i) La funcion g, definida para casi todo x por g(x) = /f(x,y) dy es medible.

(111) /gdx = /f, es decir la integral de f coincide con sus integrales iteradas.

Demostracién. Ver [11]pag. 18.

Teorema 6. (Teorema de Fubini). Sea f : R™* — [0, +o0| integrable. Entonces:
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(i) La funcién de la variable y € R*, f(x,-) : y — f(z,y), es integrable para casi
todo x € R™.

(ii) La funcion g, definida para casi todo x por g(z) = /f(x,y) dy es integrable.

(iii) /gdx:/f.

Demostracién. Ver [11]pag.19.

Teorema 7. (Teorema de Lusin). Si f es una funcion medible, f(x) = 0 para

x ¢ A donde m(A) < oo ye >0, entonces existe una funcion g € Co(R™) tal que

jeuﬂgg(aﬁ < sup fl) y m{xzeR": f(z) #g(x)}) <e.

Demostracién. Ver [07]pag.15.

Diremos que dos funciones son equivalentes, si ellas son iguales casi todo punto de €2.

Definicién 17. (Espacio LP(2)). Sea Q un subconjunto abierto en R™ no wvacio y
1 < p < o0. Denotamos por LP(2) a la clase de funciones medibles u definidas en )

para la cual
/ lu(z)|P doe < co. (1.6)
Q
Los elementos de LP(£2) son clases de equivalencia de funciones medibles cumpliendo

(1.6). Para 1 < p < oo se define

() = Epg(f) ~ e @)},

El funcional || - ||, definido por:

1/p
lull, = (/ ru<x>\pdx) Cl<peo
Q

es una norma en LP(£2).

Definicién 18.  (Espacio L>(Q2)). Una funcion u medible en Q0 es llamada esen-
cialmente acotada en Q) si existe una constante K > 0 tal que |u(x)| < K c.t.p en Q. La
mayor de las cotas inferiores K es llamada supremo esencial de |u| en ) y se denota

por esssup |u(x)].
z€eQ

Denotamos por L>(§2) el espacio vectorial de todas las funciones u que son esencial-

mente acotadas en ).
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La funcional ||u| = esssup |u(z)| define una norma en L>°(2).
z€)

Teorema 8. (Desigualdad de Hélder para integrales). Sean f € LF(Q) y g €
1 1

L) con —+ - =1;p*=q yp>1, entonces:
p q

() f-ge ().
(i) / -9l < 1l gl oy

Demostracién. Ver [10]pag. 28.
A partir de la desigualdad de Hélder obtenemos una desigualdad para integrales equi-

valente a la de Minkowski:

( /Q !u<:v)+v(x)lpdx) " < ( /Q \u(a:)]pdx> 1/p+ ( /Q ]v(a:)]pda:> v (1.7)

Se verifica que, si u € LP(Q2) y ¢ € R, entonces cu € LP().

Definimos las operaciones suma y producto por un escalar en LP()) por

(cf)(@) =cf(x), vy (f+9)@):=f(z)+g(z)
es conveniente verificar que LP(£2) es un espacio vectorial.

Para verificar que la suma de dos funciones en LP(f2), hacemos uso de la desigualdad

(1.7) con la cual tendremos que si u,v € LP(QQ)
u(z) + (@) < (Ju(@)] + [o(@)])” < 277 (ju(@) P + (@) ]). (1.8)

Asi de esta tltima desigualdad (1.8) y (1.5) se concluye que u + v € LP(2); de hecho

LP(2) es un espacio normado.”
Teorema 9. S5i1 <p < oo,u,v € LP(Q), entonces
u+v e LP(Q),

lu 4l < flully + [v]l,

Demostracién. Ver [11]pag. 08.

Teorema 10. El espacio vectorial normado LP(S)) es un espacio de Banach, para 1 <

p < +o00.
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Demostracién. Ver [05]pag. 57.

Definicién 19. (Soporte). El soporte de una funcion f : X — R, denotado por
Sop(f), es la clausura del conjunto {x € X : f(zx) # 0}.

Asi, el soporte de f es el complemento del conjunto abierto méas grande donde f se
anula.

Denotaremos por Cy(X) al espacio vectorial sobre K de todas las funciones
f X — K que tiene soporte compacto.

Sea © un dominio en R"™, denotaremos por C°(Q) = C(f2) al conjunto de todas las

funciones continuas sobre € y, si k es un entero no negativo, hacemos

CHQ) ={u/u:Q—=R, DuecC’Q), 0<la| <k}

CE(Q) == C*(Q) N {u/ sop(u) es compacto sop(u) C N}
C=(Q):= [ C™(9Q).
m=0
Sobre C'(2) se define la norma de convergencia uniforme, como

[flloo := sup [ f ()],
e
con la cual es un espacio de Banach.

Proposicién 6. Sea (f,),en una sucesion creciente en Co(S2), que converge puntual-

mente a una funcion f € Co(). Entonces (f,)ven converge uniformemente a f.

Demostracién. Ver [11]pag.14.

Notemos que, si X, Y son espacio vectoriales sobre un mismo campo, la funcién
T:X->Y

que satisface

T(az + B2) = oT(x) + BT(2)

para escalares a, 8 v x, 2z € X, es llamado operador lineal.

Dados X, Y dos espacio normados, damos la nocién de un operador lineal acotado, y

concluiremos que su acotacién es equivalente a su continuidad.
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Definicién 20. Sean X,Y dos espacios normados. Un operador lineal T : X — Y es

acotado, si existe una constante M > 0 tal que
| Tz||y < M|z||x, paratodo z¢€ X.

Definicién 21. §i T : X — Y es un operador lineal acotado, definimos la norma del

operador T mediante

[Ty
||| := sup o T = sup ([ Tell; [T = sup [Tz

w20 |zl Iz <1 =1
Teorema 11. Todo operador lineal, es continuo si, y solo si, es acotado.
Demostracién: Ver [10]pag.64.
A L(X,Y) lo denotamos como el conjunto de todos los operadores lineales que aplican
de X enY,ya B(X,Y) como el conjunto de todos los operadores en L(X,Y) que son

acotados. L(X,Y’) es un espacio de Banach, siempre que Y sea un espacio de Banach.

Definicién 22.  (Inmersion). Sean V, W espacios de Banach tales que V-C W como

espacios vectoriales, probablemente con normas diferentes. Si la aplicacion de inclusion
1 Vo — W
r = i(r)=u=z.
es continua, se dice que V' estd inmerso continuamente en W, y se denota V — W.
Esta definicién es equivalente a

3C >0 |Jollw < Clolly, Vo € V. (1.9)

Teorema 12. (Desigualdad de interpolacion). Sean 1 < p < q < r < oo tales que
1 6 1-40
—=—+4+ —— para algin 0, 0 < 0 < 1. Siu e LP(Q) N L"(2) entonces u € LI(2) y
q p r
lullg < llully [l

Demostracién. Ver [14]pag. 238.

Teorema 13. (Teorema de inmersion para los espacio LP). Sea §) acotado de

R™ 1 <p <py <00 yue€ LP*(Q), entonces u € LP*(Q) y
lullp, < Vol(Q)771 [Jull,. (1.10)

esto es,

LP2(Q) — LPY(Q). (1.11)
Demostracién. Ver [07]pag.28.
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Aproximaciones por funciones continuas

Lema 5. Sean: 1 < p < oo y S la clase de todas las funciones simples reales definidas

sobre §). Entonces S es denso en LP(§2).
Demostracion. Ver [11]pag. 27.

Teorema 14. Si 1 < p < 00, entonces Cy(2) es denso en LP(S2).
Demostracién. Ver [10]pag.332.

Teorema 15. Si 1 < p < 0o entonces, LP(Q) es separable.

Demostracién. Ver [05]pag.62.

La clausura o cerradura de un conjunto G es denotado por G.

Definicién 23. (Continuamente compacto). Si G C R" es no vacio, diremos

que G € Q si, y sélo si, G C Q y G es compacto.

Definicién 24.  (Convolucién).La convolucion de dos funciones u y v sobre R" es

la funcion

(we)@) = [ ul)vi-pdy= [ we-pu@dy seRL (112
Para probar que, C§°(2) es denso en LP(Q2) utilizamos la convolucién.

La convolucién
Joxule) = [ a ) uly) dy (1.13)
definida para una funcién u para la cual (1.12) tenga sentido, es llamada regularizacién

de u.

Corolario 2. J. aproxima al Delta de Dirac, por lo cual se espera que la convolucion

en (1.12) aproxime a u.
El siguiente teorema resume algunas propiedades de Regularizacion.

Teorema 16. (Propiedades de Regularizacion).Sea u una funcion definida en

R™ y nula en el exterior de ).

1) Siu e L (R") entonces J. x u € C®(R").

loc
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2) Siu € L}, () y Sopp(u) € Q, entonces J.xu € C(Q); sie < dist(Sopp(u),d9Q).
3) Siue LP(Q), para 1 < p < 00, entonces J. xu € LP(§). Ademds

| Jexull, <|lull, y Hm ||J;*u—ul,=0.
—0t

4) SiueC() ysiGeEQ entonces lim J. xu(z) = u(z) uniformemente en G.

e—0t

5) Siue C(Q) entonces h’m+ J. * u(r) = u(x) uniformemente en €.
e—0

Demostracién. Ver [07]pag.36.

1.4. Espacios de Hilbert

Definicién 25. Sea X un espacio vectorial sobre K (R ¢ C). Un producto escalar

o producto interno definido en X es una aplicacion
()X xX =K
que verifica:
(i) (Aditiva) (u+ v, w) = (u,w) + (v,w) para todo u,v,w € X.
(i) (Homogénea) {au,v) = alu,v) para todo u,v € X y todo o € K.
(iii) (Hermitica) (u,v) = (v,u) para todo u,v € X.
() (Definida positiva) (u,u) >0 y (u,u) =0 si y solo si u = 0.

Toda aplicacion que verifica (i), (ii) y (iii) se llama forma sesquilineal hermitica.

En este caso X es llamado espacio con producto interno o Pre-Hzilbert.

Note que todo espacio Pre-Hilbert es normado, con la norma
]l = v/, )
y por tanto es también métrico, con la distancia
d(z,y) =z =yl = V{z —y,z —y).
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Sea V un espacio vectorial con producto interno. Para cualquier u,v € V, se cumple
[ (u, 0} < lul [|o]-

estas desigualdad es conocida como Desigualdad de Cauchy-Schwarz.

De donde resulta natural, estudiar el caso en que un espacio Pre-Hilbert es completo.

Definicién 26.  (Espacio de Hilbert). Un Espacio de Hilbert es un espacio pre-
Hilbert completo con respecto a la métrica asociada. Equivalentemente todo espacio de

Hilbert es un espacio de Banach con la norma inducida por el producto interno.

Teorema 17. El espacio L*(2) con el producto interno dado por

(u,v) = / u(z)o(x) dx
Q
es un espacio de Hilbert.

Demostracién. Ver [11]pag.27.

Definicién 27. Una sucesion (f,),en en un espacio normado, es convergente a un

elemento f del espacio si, dado € > 0, existe N € N tal que para todo v > N tenemos

If=fll <e.
Observacion 4. Si (f,),en converge a [ escribimos f =lim f, 6 f, — f.

Definicién 28. Un espacio normado es completo, si toda sucesion de Cauchy en el
espacio es convergente; es decir, si para toda sucesion de Cauchy (f,).en en el espacio

normado, existe f en el espacio tal que, f, — f.

o0

Definicién 29. Una serie E fi en un espacio normado, es llamada convergente a la
i=1
suma s, si s estda en el espacio y la sucesion de sumas parciales de la serie converge,

esto es,

— 0.

§— Zfi
i=1

(e 9]
En este caso se escribe s = E fi-

i=1
00

La serie Z fi es llamada absolutamente convergente si
i=1

o
Z”fZ” < 00, n — +oo.
i=1
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Proposicion 7. Un espacio normado lineal X es completo si, y solo si, cada serie

absolutamente convergente, es convergente en X.
Demostracién. Ver [09]pag.30.

Definicién 30. (Espacio dual algebrdico).Sea X un espacio vectorial sobre R;

llamamos espacio dual algebrdico de X, que denotamos por, X*, al R espacio vectorial
X ={2": X > R/z* es lineal y continuo}.

En este espacio disponemos de una norma que se puede expresar de varias formas, como

son
|lz*]| = min{K > 0: |z"(z)| < K ||z|| para todo x € X}
= sup{le”(z)] : € X, [lz]| <1}
para z* € X*.

La completitud de R permite que X* sea un espacio completo, al espacio de Banach
X* para diferenciarlo del dual algebréico lo llamaremos Espacio dual topolégico del

espacio normado X.

Teorema 18. (Teorema de representacion de Riesz).Sea X un espacio de

Hilbert y un funcional lineal x* € X* entonces existe un unico y € X tal que
2 (z) = (x,y), Ve € X
y en este caso ||x*||x+ = ||y|lx-
Demostracién. Ver [05] pag.81.

Teorema 19. Sea X un espacio de Banach, (u,),>1 C X, u € X. La sucesion (u,),>1

converge a u sequn la topologia débil T si y solo si

fuy) = f(u),Vfe X'

Demostracién. Ver [10]pag.266.

En este caso denotamos u, — u, y decimos que (u,) converge débil a u (en X).
Corolario 3. Sea H un espacio de Hilbert. Entonces
u, —~u en H <& (uy,v)g — (u,v)g, YveE H.
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Demostracién. Ver [05]pag. 40.

Teorema 20. (Teorema de Hanh Banach, 1927).Sea Y un subespacio de un

espacio normado X. St y* € Y* entonces existe x* € X* tal que

lz*|x- =y llv= v 2°(y) =y (y)VyeY

Demostracién. Ver [10]pag.43
Podemos inferir que, todo funcional continuo sobre un subespacio de X admite una

extension lineal y continua a todo X.

Teorema 21. Sea H un espacio de Banach (u,)neny C H, entonces se cumple:
1. u, = u en H si, y solamente si, F(u,) — F(u), V F € H'.
2. Siu, —u en H, entonces ||ul| < liminf ||u,||.

Demostracién. Ver [05],pag.35.

Teorema 22. Sea X un espacio de Banach uniformemente convexo. Para toda sucesion

(tn),enC X, con

u, ~u en X

lim sup [, | < [Jul].

Se sigue que

u, > u en X.

Demostracién. Ver [05],pag.52.

Teorema 23. Sea I un espacio de Banach reflexivo y (xy),,cy una sucesion acotada en

E. Entonces existe una subsucesion (xnj)njeNQ(fﬂn)neN con
T, —x en F.

J

Demostracién. Ver [05],pag.50.
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Teorema 24. Sea (fy), oy una sucesion sobre LP(QY) y f € LP(Q) tal que

[ fn = fllzo@) — 0. Entonces existe una subsucesion (fn, ), cnC(fa)nen tal que:
(1) fo, — f(z) c.t.p en L
(i1) | fu,(2)| < h(z) c.t.p en Q, para todo k, con h € LP(Q).

Demostracién. Ver [01],pag.58.

1.5. Espacio de Sobolev

1.5.1. Distribuciones

Consideramos a 2 como un conjunto abierto en el espacio Euclidiano R" y ) como

el conjunto nulo o vacio.

Definicién 31. A la n-upla o = (o, @, ..., ay,) la llamaremos multi-indice si a es una

Qn
n ’

n-upla de enteros no negativos. Ademds, denotaremos por X* el monomiox(*,...,x

de grado || = Zaj, la suma de dos multi-indices, o, f es a + 8 = (a1 + P1,as +
j=1
Bas ..oy 0y + ). Decimos que < a si §; < o para todo j = 1,2, ...,n. Para denotar la

derivada parcial haremos

I

e
0x{"  0x5 Oxon

D¢ = :Dill.Dg%..Dgn,
conviniendo que D00 ¢ = ¢.

Por otra parte, el gradiente de una funcién de valores reales ¢ es denotado por

Do(x) = (D1¢(x), Dagp(x), ..., Dp(x)).

Definicién 32. El espacio formado por las funcionales infinitamente diferenciables con

soporte compacto es dado por
D(Q) = {(b : Q — R/¢ges infinitamente diferenciable con soporte compacto enQ}

Sea € un dominio de R”, una sucesion (¢;),eny de funciones en C§°(£2) es llamada
convergente en el sentido del espacio D(£2) a la funcién ¢ € C§°(£2) si satisface las

siguientes propiedades:
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1. Existe K € 2 tal que Sopp(¢; — ¢) C K para cada j.
2. ]lggo D%¢;(x) = D“¢(x) uniformemente en K para cada multi-indice a.
Observacion 5. Notemos la siguiente inmersion continua
D(Q2) — LP(Q), 1 < p < 4o0.

Al espacio dual D'(Q2) de D(£2) lo llamaremos espacio de distribuciones en 2, a sus

elementos se les conoce como distribuciones.

Notacién 2. Espacio de Schwartz 6 de Distribuciones
D'(Q) = {T : D(Q) — R/Tes lineal y contmua}

Este espacio es dotado con la topologia débil estrella, asi que una sucesién (T,)
converge a T' € D'(Q)  si T,(¢) = T(¢) para todo ¢ € D(Q).
En este caso, se dice que (7,,) converge a T" en el sentido distribucional.

Para S, T € D'(2) y ¢ € R, entonces se define las operaciones
w (S+T)(¢p) =S5(¢p) +T(¢), para cada ¢ € D(RQ).
v (cT)(¢) = cT'(¢), para cada ¢ € D(QQ).

Ejemplo 13. Para cada u € L},.(Q), el funcional

loc
T.(¢) == /Qu(x) ¢(x)dx, ¢ € D(Q), (1.14)
es una distribucion.

Corolario 4. No todas las distribuciones T € D'(Q) tienen la forma T, definida en
(1.14) para algin u € L} (9).

loc

Demostracién. Ver [11],pag.40.

Notacion 3. Se cumple la siguiente inmersion

Line(92) = D'(Q).
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1.5.2. Derivada de una distribucién

Definicién 33. Sea 2 C R™ un conjunto abierto y T € D'(Q) una distribucion. Dado

un multi-indice o definimos la a— ésima derivada de T

D*: D(Q) — D(Q)
T —  D*T.

donde
(DT, ¢) = (=1)l°UT, D*¢), para todo ¢ € D(R).

o equivalentemente a
(DT (¢) = (=) T (DY), para todo ¢ € D(R).
Proposicién 8. Para toda T € D'(Q2) se cumple que
DT
es una distribucion

Demostracién. Ver [11],pag.42.

Veamos los siguientes ejemplos:

1. Si0 ey deD(Q)es la distribucién de Dirac entonces, D0 viene dada por:

D*5(¢) = (~1)!*'D*(0).

2.5iQ =Ry H € L} () es una funcién escalonada definida por:

loc

H(z) 1, si >0
€Tr) =
0, si z<0.
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Sea ¢ € D(R) con soporte compacto en [—a, a] entonces

(TH)¢ = (-)"'TH (¢
=-TH(¢)
(

_ _/RH ©) &' (x) dz
- [ H@d @
_ /_ 0 Hz) ¢/(x) dz — /0 " H(z) ¢/ () da
__ /0 " H(2) ¢ () da

= — /Oa ¢ (v) dx
~o(x)|

= —(6(a) — ¢(0))
= ¢(0) = 4(¢).

Por lo tanto (TH)' es la distribucién de Dirac por lo que (T'H)' es una distribu-

cién.”

Definicién 34. Sea Q C R"™ un conjunto abierto, u € L},.(Q) y a un multi-indice. Si

1

existe una funcion v, € L,

(Q) de tal manera que

T,.(6) = D°Tu(¢) para todo ¢ € D(S),
entonces v, es llamada la a—ésima derivada distribucional o débil de T,,.
Lema 6. Sea (u,) C LP(Q2), u € LP(Q) , 1 < p < 400 talque

u, — u, en LP(Q)

entonces

u, — u, enD'(Q)

Demostracién. Ver [05],pag.37.

Observacién 6. Recuerde que estamos identificando
Tu = u.
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Observacion 7. Decimos que si T € D'(Q)) entonces :
TeL*Q) e e L*(N)/T(p) =v(¢), Vo € D(N)

Aqui tenemos T = v.

1.5.3. Espacios de Sobolev

A continuacién introducimos los espacio de Sobolev de orden entero y establecemos

algunas de sus mas importantes propiedades.

Definicién 35. Sean 2 C R™ un conjunto abierto y 1 < p < oo. Si m es un entero
no negativo, u € LP(Q) y existe la derivada distribucional D*u para cualquier o con
0 <l|a| <m, tal que

D% € LP(QY), para todo |a| < m.

Entonces se dice que uw € W™P(Q2).

WmP(Q) = {T :Q — R/u, D € LP(Q2),V|a| < men el sentido distribucional}

Wm™P(Q) es llamado Espacio de Sobolev sobre (2. cuyos elementos son clases de
equivalencia (uRv < u = ve.t.penf)). En el espacio de Sobolev definimos la siguiente

norma

B =

lullwmo@) = lullmp = | D [ID%ully ]+ si 1<p<oo. (1.15)

0<|al<m

Teorema 25. FEl espacio de Sobolev
W™P(Q) es un espacio de Banach.

Demostracién. Ver [05]pag.121

C LP(Q) yu,v, € LP(Q) tal que u, — u

Proposicién 9. Sea o un multi-indice, (uy,),,cnC

y D%u, — v, en LP(S2). Entonces v, = D"u.

Demostracion. Ver [11],pag.47.
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Teorema 26. Sean Q2 C R™ un conjunto abierto no vacio, m > 1 un entero yp € [1,00).

Se tiene
(a) W™P(Q) es un espacio reflexivo si p € (1,00).
(b) W™P(Q) es un espacio separable sip € [1,00).
Demostracién. Ver [07|pag.121.
Observacién 8. Los espacios W™(Q) y W™>(Q) no son reflexivos.

Definicién 36. Sea m > 1 un entero y p € [1,00). Definimos Wy""(Q) como la clausura

de D(Q2) en W™P(Q), es decir,
WrP(Q) = mll'\\m,p‘
Cuando p = 2, denotamos HJ'(2) = W™*(Q).
Observacion 9. Se cumple que:
1. D(Q) es siempre denso en HJ'(Q).
2. HJ"(Q) es un subespacio cerrado de H™(2).
3. Siu € H™(Q) con soporte compacto en ), entonces u € H'(S2) .
4. D(Q) — HM"Q).
Definicién 37. Denotamos con H=™(2) al dual topoldgico (y algebrdico) de HJ*(2)
H(Q) = (Hg"‘(Q)>* = {T c H'(Q)) = R /T lineal y continua}

SiT: H"(Q) — R es un operador lineal continuo, definimos la norma del operador

T mediante

Tx
|T|| gr-m) == sup | H
€ HP () [Ea

Observacion 10. Se cumple que:

1. H"(2) es un espacio de Hilbert, entonces

Hy (@) = (HP(Q)) = H ().
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2. D(Q) — H™™(Q) — D'(Q).
3. H™™(Q), define un espacio de distribuciones.

4. Se define el operador Laplaciano

A:HNQ) — HY(Q)
2 82

Por otro lado consideremos las siguientes observaciones

Observacion 11. u € W""(Q) si, y solo si, existe una sucesion (¢), C D(Q) tal que
w0, — uen W™P(Q), esto es, existe (p,)en, tal que D%, — D%u en LP(QY), para todo

0<|al <m.

Observacion 12. Utilizando la convolucion con una sucesion reqularizante, podemos

comprobar que CJ*(Q2) C Wi"*(Q2), para todo m > 1, p € [1,00).

1) Uno de los espacios de Sobolev muy importante es el de funciones cuadrado inte-
grable, es decir los W™?2 (), los que seran denotados H™ (€2). Estos son espacios

de Hilbert separables.
Wm2(Q) = H™ () = {u e L2(Q), D% € LA(Q),¥]a| < m}
Entre los espacios H™ (£2) méas importantes tenemos H' () y H* (Q)

2) L? () C D' () toda la funcién de L? () es derivable en el sentido de las distri-

buciones. En general esta derivada no esté en L? ().

3) Se llama Espacio de Sobolev H' () a la siguiente expresion.

H(Q) = {y e L2(Q): gxz

y se define en H' (Q2) el producto escalar:

ou Ov
v = /Z<8mz3xl ) du

y la norma correspondiente:

GLQ(Q),lgz’gn}

1
HVHHl(Q) (v, V>H1(Q)

= ov
el sy = <||u||§+z(\ >
i=1
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1.6. Teoremas de Inmersion.

Teorema 27. Seanm >1 y 1 < p < oco. Entonces:

1 1 1
1. Sz’——@>0, Wwmr(Q) C LK), -
p n qg p n
1 m
2 S 5 — E =0, Wm,p(Q) C Lq(Q), para q € [p, oo)

|
3. i~ — <0, Wme(Q) C L=(Q).
Y% n

Demostracién. Ver [02],pag.79.

Observacién 13. D(Q2) — HJ*(Q).

Teorema 28. (Teorema de Inmersién continua de Sobolev).Sea 2 un dominio

reqular en R™, m >0 y 1 < p < oo. Entonces, para cualquier j > 0 las inmersiones de

abajo son continuas:

1. Sim < g, Witmp(Q) < Wi(Q), p < p <
2. Sim = E, Witm2(Q) — WH(Q), p < q < 0.
p
3. Sim > 2, Witme(Q) < C5(Q).
p

4. Sim—-1< g <m, Witmr(Q) — C9(Q), 0 < « gm—g

donde denotamos por Cé(Q) al espacio de Banach de funciones u : {2 — R de clase

(Y tales que u y todas sus derivadas de orden j son acotadas con la norma:

= maxsup | D%u(x)|.
lo|<j ze

||U|\cg(9)

Asf mismo, C**(R™), 0 < A < 1, es el espacio de Banach de las funciones u € C§(R")

tales que u y todas sus derivadas de orden k son Holder continuas (Holderiana) con
exponente A (A—Hélder continuas), esto es:

, | D%u(x) — D*u(y)|
maxsup N
|| <k r#y "1. - y‘

< 0Q.

La norma de C**(R") es dada por

Deu(z) — D°
||| orx@ny = méx sup | Du(x)| + max sup | D%u(x) 8 u(y)|
[|<j ze | <k po£y ‘.’L’ — y‘
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Demostracién. Ver [03],pag.102.

Observacion 14. Dada la inyeccion candnica, entonces:
1 1
Hy(Q) — H(Q)
es una immersion continua.

Teorema 29. (Teorema de Inmersion Compacta de Rellich-Kondrachov).Sea
Q un dominio acotado con frontera reqular en R™, j >0, m >0y 1 < p < co. Entonces

para cualquier 3 > 0, las inmersiones de abajo son compactas:

1 Sim < Witmp(Q) < WiQ), p< p < =p.
p

2. Sim =", WiHtmr(Q) — Wi(Q), p < q < oo.
p
3. Sim > E,'
p
Wj+m,p(Q) s Wj,q(Q)’ 1<q< oo Wj+m,p(Q) 3 ija(Q); Wj+m,p(Q) . Cj<ﬁ).

4. Sim—-1< g <m, WItmP(Q) — C(Q), 0 < p < m — g

Demostracion. Ver [03],pag.103.

Observacion 15. Dadas las siguientes inyecciones canonicas, entonces:
1. HY(Q) < L*(Q) es una inmersién compacta.
2. H} () — L*(Q) es una inmersion compacta.

Afirmacién 1. H}(Q) — L5(Q) — L*(Q) — H1(Q)

Ahora enunciaremos los principales resultados que utilizaremos.
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Teorema (T.1)(Lax-Milgram) Sea H un espacio de Hilbert y a : H x H — R una

forma bilineal verificando:

1. a(-,-) es continua, esto es, existe M > 0 tal que
la(u,v)] < M |lull|[vll, V u,ve H;
2. af(+,-) es coercivo, osea, existe o > 0 tal que
alu,u) > allul|®*, ¥ ue H,;
Sea T : H — R un funcional lineal continuo, existe un tunico v € H satisfaciendo:
a(u,v) =T(v), V veH.

Demostracién. Ver [10],pag.139.

Teorema (T.2)(Desigualdad de Poincaré.) Sea 2 un abierto acotado de R™. En-

tonces, existe una constante C' = C(€2, p) > 0 tal que

1
|| Lr) < C (/ |Vu|pdx)p , Y ueW,P(Q), 1<p<oo.
Q

Demostracién. Ver [07],pag.183.

Teorema (T.3) Sea L un operador eliptico estricto en € con a” € C%*(Q), b, ¢’ €
L®(Q). Si 9Q € C*? y existe ¢ € WH22(Q) con u — ¢ € W,*(Q). Entonces u €
W’“’Q’Q(Q) y:

lullweszay < € (Iullza@ + 1flwesaaoy + lellweraae )-

Demostracién. Ver [04],pag.177.
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Teorema (T.4) (Desigualdad de Markov). Supongamos que g : R — R es una
funcién par positiva; g () > 0si x > 0y decreciente en [0,00 > . Si f es funcién medible

finita sobre (€2, A, a) entonces para todo a > 0

oo a

ullf] 2 0] < s

Demostracién. Ver [11],pag.81.

Teorema (T.5) (Eberlein-Smulian). Un subconjunto de un espacio de Banach es
relativamente débilmente compacto si y solo si es relativamente débilmente secuencial-
mente compacto. En particular, un subconjunto de un espacio de Banach es débilmente
compacto si y solo si es débilmente secuencialmente compacto.

Demostracién. Ver [11],pag.287.

Teorema (T.6)(Teorema de la Divergencia). Sea 2 un dominio acotado cuya
frontera 9 es una Hiperficie de clase C! y v es el vector unitario normal a 9. Para

cualquier funcién F': Q — R", FF € C(Q) N C*(Q) tenemos que:

/didex:/ (F,v)dS.
Q G)

Demostracién. Ver [08],pag.17.
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Teoremas de Punto Fijo

En lo que sigue consideraremos a X un espacio de Banach.

2.1. Teorema de punto fijo de Banach

Definicién 38.  (Punto fijo). Un punto fijo de la aplicacion T : X — X es un
punto v € X, tal que T (v) = x.

Definicién 39. (Contraccion). Sean X = (X,d) e Y = (Y,d) espacios métricos.
Una aplicacion T : X — X es llamada contraccion,si existe un niumero real 0 < ¢ < 1

tal que para todo x,y € X se tiene: d (T(x),T(y)) < cd (z,y)

Teorema 30. (Teorema del Punto Fijo de Banach).Sean (X,d) un espacio
métrico completo, M no vacio y cerrado M C X y T : M — M wuna contraccion,

entonces T' posee un unico punto fijo x € M.

Demostracién. Ver [15|pag.2.

2.2. Teorema de punto fijo de Brouwer

Llamaremos bola n — dimensional unitaria al conjunto:
B"={zxeR":|z| <1}
y la esfera n — dimensional unitaria al conjunto:
St ={z eR": |z| =1}
y B, (c¢) denotard la bola de radio r > 0 centrada en ¢ € R”
B, (¢)={xeR": |z —¢| <r}

Teorema 31. (Teorema del Punto Fijo de Brouwer).

Cada funcion continua T : B™ — B"™ tiene un punto fijo. Es decir existe v € B™ tal que

T (z) = .
Demostracién. Ver [15]pag.07.
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2.3. Teorema de punto fijo de Schauder

Definicién 40. Sea Y C X llamaremos envoltura convexa de Y, y denotamos por

conv(Y'), al menor convexo que contiene Y .

El teorema que a continuacion presentamos, es un resultado sobre envoltoria convexa

de conjuntos compactos.

Teorema 32. En un espacio métrico localmente convexo, la cerradura de la envoltoria

convexa de un conjunto compacto es compacto.
Demostracién. Ver [16]pag.50.

Teorema 33. (Teorema del Punto Fijo de Schauder).
Suponga que K C X, es compacto y convexo. Si T : K — K es continua, entonces T

posee por lo menos un punto fijo.
Demostracién. Ver [16]pag.52.

Corolario 5. Sea C' C X wun subconjunto convexo y cerrado. Si T : C — C es una
aplicacion continua con T(C) C K C C, donde K es un conjunto compacto, entonces

T posee un punto fijo.

Demostracién. Ver [16]pag.53.

2.4. Teorema de punto fijo de Schaefer

Definicién 41. Sea X un espacio de Banach, T : X — X es una aplicacion compacta
si para toda sucesion acotada (ry),cy la sucesion (T (xy))yey POSEE una subsucesion

(T (xkj))jeN convergente en X.

Teorema 34. (Teorema del Punto Fijo de Schaefer).

Suponga que T : X — X, es una aplicacion continua y compacta. Si el conjunto
F= {,uEX:,u:)\(T(,u)), para algin X\ € [O,l]}

es acotado, entonces T posee por lo menos un punto fijo.
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Demostracion:

Supongamos que F' es acotado, entonces 3M > 0 tal que

||l < M sip = X\ (T(n)) para alginA € [0, 1]

Definimos: 7: X — X , de la siguiente manera

N T(u; st TWl<sM
T () =19 MT (p)

T & 1TwilzM

Aﬁrmamon@ Si T es una aplicaciéon compacta, entonces 1" es compacta

En efecto: Sea (pix),cy © X una sucesién acotada en X entonces existe (T (,uk ))

JEN
convergente a v € X, esto es T’ (,ukj) —veX;j— 400

1. Si|jv|| > M, 3M > 0 tal que'H,uH > M, si j > N; por lo que la subsucesién
(f (ﬁ%)) converge a
N
(TV (M@))

2. Si [jv]] < M, IN € N tal que:

(T (ukj))M —veX,

W € X esto es

|| ||€Xj>Nj—>+OO

] — 4o00.

3. Si [Ju]| = M, existe una subsucesion (1" (uy, )) tal que:
(i) |lv|| < M,¥j €N 6

(ii) |lv|]| > M,¥j €N 6

(iii) [lv] = M,Vj € N

Los caso (i) y (ii) recaen en las casos (1) y (2) dados anteriormente. Para el caso (iii)
bastara observar que

T(u) =T (n)

De la definicién de f, tenemos que

T(u) C B[0,M]C X

Asi podemos considerar la aplicacién

T: B0, M] — B[0, M]
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Sea K la cerradura del menor convexo que contiene T (B [0, M]); como toda bola cerrada

es convexa y cerrada, entonces

K = conv (T (B0, M])) C B0, M]

Aﬁrmacién@. K es compacto y convexo.
Dada una sucesién (px)yey © X , tal que las preimagenes de T' forman una sucesion

acotada asi

_ T(u) s TGl <M

TUI=9 MTG ) >

1T ()|
luego toda sucesién (TV (uk)>k€N C B0, M] con (pix) ey € B [0, M] ; posee una subsu-
cesion <TV ('ukj)>jeN convergente en B [0, M] ; por lo tanto la aplicacién T es compacta.
Como T (B [0, M]) es compacto, tenemos que la cerradura de la envoltura convexa del

compacto T (B [0, M]) es compacto es decir

ConvT (B0, M])) = K es compacto

La convexidad de K se da, por ser K la cerradura de un conjunto convexo.

Consideremos la restriccién de T sobre K
T/K : K — K, Kes compacto y convexo

y T:B [0, M| — B [0, M] continua; por el teorema del punto fijo de Shauder, existe un

punto o € K tal que g =T (o).

Aﬁrmacién@‘ 4o es un punto fijo de T
Por el absurdo, supongamos que po # T (po), po € K luego, ||T (uo)|| > M, pués si
1T (10)]] < M, por la definicién de Ty T (ju0) = o, tenemos que

o =T (o) =T (o)

ademas, por definicién de T y F, tenemos

_ MT (po) _ M

po = ———5 = NI (o) ; para A = ———— < 1
DT (o)l ’ 17" (110
pero
T MT (po)
ol = T (o)l = Il
’ ’ 1T (o)
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es decir ||up]| = M; lo cual es una contradiccién con
|l < M sip = A (T (u)) para algin € [0, 1]

asi mismo con

_ MT () _ M
T TG~ ko) para A=y <1

Por lo tanto, concluimos que 1o = T (o), asi po es punto fijo de T.

Ho

Corolario 6. (Teorema de punto fijo para conjuntos Convexos).
Sea K un subconjunto convexo de un espacio de Banach X, con 0 € K .

ST : K — K es una aplicacion continua compacta para el conjunto
Fz{uEK:,u:)\(u), para algin \ € [0,1]}
es acotado, entonces T tiene un punto fijo.

Para demostrar este corolario, observemos que si 0 € K y 0 € B0, M] entonces

K N B0, M] es no vacio y convexo VM > 0, asi mismo definimos
T:KNB[0,M] — KnBI0,M]

como K N B0, M] es convexo, y ademés

ConvT (K N B0, M])) € KN B0, M]

aplicando el teorema de punto fijo de de Schaefer se obtiene lo requerido.
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Problema Principal

En este capitulo presentamos el resultado principal del trabajo de tesis, partimos
considerando un problema eliptico abstracto.

Sean X,Y dos espacios de Banach con inmersiones densas y compactas
Y > X<Y"
Asumimos un operador lineal acotado, dado por:
AY =Y~
y una aplicacién continua (no lineal)
B:X—->Y"
que lleva conjuntos acotados en conjuntos acotados, tal que satisfacen

(Au,u) > el|ul2,Vu € Y (3.1)

(Bu,u) > —c(1 4 ||Jully), Vu € X (3.2)

para algin € > 0, ¢ > 0y «a € [0,2[; donde (-, -) denota el producto de dualidad de Y*

con Y, donde Y* es el espacio dual de los funcionales lineales y acotados definidos en Y.

La ecuacién abstracta, estda dada por
Au+ B(u) =g (3.3)

Dada g € Y™, buscamos probar la existencia de al menos una solucion débil de la

ecuacién (3.3).
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3.1. Existencia de soluciones débiles del problema

Consideramos el problema eliptico no lineal:

Problema:
—Au(z) + v’ (z) = g(x), €
(P)
u(z) =0, z €.
donde € C R? es un dominio acotado bien regular.

Utilizaremos el teorema de punto fijo de Schaefer para mostrar la existencia de

soluciones débiles del problema (P).

Para conseguir nuestro objetivo, seguiremos la siguiente estrategia
@ Identificacion de los espacios, operadores e inmersiones:

Los espacios de Banach, estan definidos sobre € C R?; asi tenemos

X = L%(Q), Y = Hy(Q)
Y* = (Hy(Q) == H(Q)

también los siguientes operadores: A Operador Laplaciano

A:HY Q) — HY(Q)

0? 0?
u = Au(z,y) = @U(Ly) + 8_y2u(x’y)

A=—A:H\ Q) — H'(Q)

u — —Au
B:=h:LQ) — H Q)
v = h(v) =0°

Ademés las inmersiones continuas, densas y compactas en € C R2.
Hi(Q) — LY(Q) — L*(Q) — H ().
Para v € L5(Q), sea w una solucién de la ecuacién
—Aw=g—h(v)=g—-1° (3.4)
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Afirmacién(1) El operador —A define una isometria lineal suryectiva de H(€2) en
H7Y(Q).
Tenemos que

A:HY Q) — HY(Q)

0? 0?
u = Au(z,y) = @u(w,y) + a_y2u(x7y)

1. INYECTIVIDAD:
Sea u € H}(Q) tal que —Au =0
como (—A) es lineal, debemos probar que u = 6, vector nulo.

En efecto, tomando ¢ € D(2) tenemos:

(—Au, ) = (u, Q) =0V p € D(Q)

asi tenemos que, para u € Hy(f2) , existe una sucesién

(r)ken © D(Q)

tal que:

¢ — wen H(Q), cuando k — +o0

por la densidad y continuidad del producto interno y, como € C R? es acotado,

(D)(Q2) = H'(Q) tenemos que

<U, u>H1(Q) = 0

por lo tanto

2. SURYECTIVIDAD:

Sea z € H 1(Q) = (H}(Q))*, por el teorema de la representacién de Riesz, existe

un unico
v, € H(Q)
tal que:
(z,0) = (v.,v) = (=Av,,v), Yv & Hy(Q)
entonces

~Av, =z en H'(Q)
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ademéds
HZ||H*1(Q) = ||Uz||H3(Q)
luego
| — AUz”H—l(Q) = ||Uz||H3(Q)>

asi de 1 y 2 tenemos que:

—A es una isometria lineal de H}(Q) a H~(Q).

Luego debido a la inyectividad de (—A) sobre H~() y, como (—A)~! es un operador

lineal acotado de H () sobre HJ (), por el teorema de la aplicacién abierta, tenemos:
w=(=AT)(-Aw) = (=A) (g — ")
es decir,
w=(=A)"(g—v") € Hy(Q) (3-5)
Asi, definimos la aplicacién
fLMQ) — L9
v fv)=(=8)" (g —0")

Afirmacién(2) f es una aplicacién continua y compacta.

Tenemos que:
FoI8Q) — L5(Q)
v flo)=(=A)T (g -0

con g € H1(Q) yve LQ).
En efecto, tenemos que (—A)~! es continua de L*(Q) a H}(Q) , como Q C R? se tienen

las inmersiones compactas:
H)(Q) — L) — L*()
y por composicién de aplicaciones continuas, tenemos que
(=A)"H (g =) = f(v)

es una funcién continua de L°(Q) a L5(Q).

Supongamos que, para algin A € R, existe un uy tal que
uy = Af(uy)
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Esto nos dice que u, es solucion de la ecuacion
— Auy + A} = g (3.6)
Tomando el producto de dualidad, en ambos miembros de (3.6) con uy, tenemos;
(—Auy + M3, uy) = (g, uy)

entonces

(=Auy, up) + 13, uyn) = Mg, uy) (3.7)
de (3.1) y (3.2) tenemos que:
(—Auy,uy) > 8||UA||12L13(Q)7 para algin € > 0 vy Yuy € Hy(Q) (3.8)
(uy, uy) > —c(1+ ||u,\||§}6(9)), para algin ¢ > 0,a € [0,2] y Vuy € L%(©2)  (3.9)
reemplazando convenientemente, (3.8), (3.9) en (3.7), obtenemos
)\<ga u>\> = <_AU’>\7 U)\> + /\<U§, U)\>
> ellunliZye — Al + lualZya)
luego,

elulling < Acl+llunllf @) + Mg, wn)

< A AclluallF ) + Mg ua)

por la desigualdad de Holder, tenemos

elluallia o) < Ae+ Aclluallay @) + Mgl - luallmyo) (3.10)
@ El Conjunto F' es acotado.

F= {u,\ € Hy(Q) : uy = Mf(uy), para algin A € [0, 1]}

Tomando A € [0, 1] y usando la desigualdad de Young, conveniente y adecuadamente,
tenemos

elluall® < Ae+ Acllual|* + Algllluall < e+ clluall* + lglllual (3.11)

Consideramos: 0 < a < 2; p = % > 1, entonces

=24 la =2
2 g q—2—a

> 1
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2 2

ademas para ¢ > 0y a,b > 0 se cumple que ab < % + - Entonces, aplicando esta
€

propiedad generalizada de la desigualdad de Young, tenemos:

62/2—04 (||u>\||a)2/a 2« o
. a — 2/2—a | 2
® ¢ dul < g—n+ L= (252 ) e Gl

2 2
® ol < 9 IO > o

Reemplazando (2) y (b) en (3.11), se tiene:

lgf*

cllusl? < e+ &

(2-a) 2/2—a
5 c +

« 1%
+ Sl + S (312)

tomando § = v > a en (3.12), entonces

2 9 _ 2
elluy]] <o (222 ey lal” _ ko: ko > 0
2 2 £

luego:
Jusllmyey < 1/ 2 (ko) = M, Yur € HY(©)
Por lo tanto: IM > 0 tal que |luxllyy) < M, Yuy € Hy(Q2), para algin A € [0, 1]; asf
tenemos que el conjunto F' es acotado.
@Aplicacién del teorema de punto fijo de Schaefer al problema (P).

Dado que el conjunto
F={u€ H)Q) :u=\f(u); para algin X € [0,1]}
F={uec Hy):u=A-A)""g—u); para algin \ € [0,1]}
o equivalentemente
F = {u € Hy(Q) : —Au+ M’ = \g; para algin \ € [0, 1]} (3.13)

es acotado en HJ (€2), y de acuerdo a las condiciones del teorema de punto fijo de Schaefer,
concluimos que f tiene un punto fijo u € H}(Q) que es solucién débil del problema (P).

Por lo tanto, existe por lo menos una solucién débil u € H} () del

Problema:
—Au(z) + v’ (z) = g(z), €0
(P)
u(z) =0, z €.

donde Q C R? es un dominio acotado bien regular.
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3.2. Unicidad de la Solucién débil del problema (P)

Sean u,v € Hj () dos soluciones del problema (P), es decir

—Au(z) + v’ (z) = g(x), €Q

u(z) =0, z €.

—Av(z) + v’(x) = g(z), €N

v(x) =0, x €.

hacemos w = u — v € H}(Q), entonces

entonces

~Au—v)(2) + (v’ —0°)(2) =0, z€Q

multiplicando por ¢ € HJ () y aplicando el Teorema de Green, como se muestra en el

desarrollo variacional que se presenta después en (3.3), tenemos

/ V(u—v)Vedz + /(u5 —v°)pdr = 0, Y € H) ()
Q 0

en particular para ¢ = u — v tenemos

/QV(u —0)V(u —v)dx + /Q(u5 —°)(u —v)dz =0, Yo € Hy(Q)

Ccomo

/Q(u5 —°)(u — v)dz >0 y/ﬂV(u—v)V(u—v)dm:/Q\V(u—v)]de

entonces
0< /Q |V (u—2))?dr <0
luego
0< flu— UHH&(Q) <0
asi

|u =g =0

49



entonces

u = v, c.t.p.

por lo tanto se tiene la unicidad de la solucién débil del problema (P).

3.3. Otra alternativa para resolver el problema (P)

Sea € C R? es un dominio acotado bien regular. Determine la existencia y unicidad

de la solucion débil del problema eliptico no lineal

—Au(z) + v’ (z) = g(x), €
(P)
u(z) =0, z €.

Demostracion :

Sea ¢ € C§°(2) una funcién de prueba (arbitraria y fija), entonces de (P) se tiene que:

—Au(z)p(z) + u’(2)p(r) = g(z)p(z), v € Q,

e integrando respecto a {2:

[ -autet@ar+ [ woptars = [ gorptais 3.11)

y aplicando el Teorema de Gauss, para el Laplaciano (Teorema de Green), obtenemos:

/ —Au(z)p(z)dr = / Vu(z)Vedx +/ %ga(a:)df (3.15)
Q Q o0 On
luego, por la condicién de frontera del problema (P) y de (3.14) y (3.15) deducimos la
igualdad:
/ Vu(xz)Vedr + / u®(z)p(x)dr = / g(z)p(z)dx,Yp € CF(Q) (3.16)
Q Q Q

Ahora, definimos el operador:
A:HYQ) x HY}() — R
(u,v) — A(u,v) = /QVu(x)V(:L’)d:c
A es una forma bilineal, pues A(ajuy + agus, v) = [, V(aquy + azus)(z)Vo(z)de
A(aquy + aug,v) = /QV(alul + avus) (z)Vo(z)dr

= /Q(OQVul(:c) + aaVug(z))Vu(x)dx

= o / Vu,Vo(z)de + a2/ VusVou(x)dx
Q Q
= o A(ur, v) + agA(ug,v), Yuy, ug, v € Hy(Q),Vay, ay € R,
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Andlogamente, A(u, ajv; + aove) = a A(u, v1) + agA(u, v).
Luego, de (3.16) y teniendo en cuenta que C’(‘)’O(Q)MHI(Q) = H}(Q) y el producto interno
en L*(Q):
() LX(Q) x L*(Q) — R
(Fa) = (f0) = [ f@lala)da
se obtiene que:
Afuyv) + (08, 0) = (g,0), Yo € HY(Q) (3.17)

de esta manera, u es llamada una solucién débil de (P) si u € H}(Q2) y verifica (3.17).

A continuacién, probaremos la existencia de u € Hj(Q) solucién débil para (P).
En efecto, siendo HJ(£2) un espacio de Hilbert separable, entonces existe una base de
Hilbert {w;}ien (numerable), esto es

Dado v € H} (), existe una sucesiéon de escalares (o, )neny C R tal que

y definiendo W, = ({wy,ws, ..., w,}), se tiene que:

—_— —~—

LW, CWyC ... CW, C Wy C ...

”'HHI(Q)

2. Jw, = HL(Q)
n=1
Para cada S C {w; }ien v finito, se tiene que S es L.I. Ahora, sea

n
Up = E QpWj
J=1

tal que
Ay, wj) + <qu,wj) = (g,w;), j €{1,2,...,n} (3.18)

En forma algebraica (o matricial) obtenemos:

<u27w1> <g,W1>

(7, wn) {9, wn)

o1



Asi, tenemos

AnCh + G(Cy) = J,,

A1y
donde A,, = (Aij)nxn, Aij = fQ wi(z)w;(x)dx y C,, = : En consecuencia, como

ann
{w; }ien es una base, se tiene que A, es invertible (filas L.I). Luego,

Cp, = A, — G(C)] (3.19)

y por el Teorema del punto fijo de Brouwer, existe un C,, que verifica (3.19) y es tnica.

Por lo tanto, existe un tnico
n
Up = E A jpWj
j=1

que verifica (3.18).

Dado n € N se tiene que:
A(tp, wj) + <u2,wj> = (g,w;), j €{1,2,...,n},

entonces

A(Un, alnw1)+ <Ui, Oélnwl> = <97 alnw1>
A(um OanWQ)—I— <u§z7 a2nw2> = <g7 a2nw2>
A(una C(nnwn)—i_ <U2, Cknnwn> = <g7 &nnwn>

Ademas, como
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obtenemos:

n n n

D Altn, aguwy) + D _(up, jw;) =Y (g, anw;)

j=1 j=1 j=1
A(un7 Z ajnwj) + <u?z> Z ajnwj> = <ga Z ajnwj>
7j=1 7j=1 7j=1
At up) + <u2, Un) = (g, Un)

/QVun(:U)Vun(x)dmjL/ui(:v)un(x)dx = /Qg(x)un(x)dx

Q

/Q V()2 + /Q fup (2)[ Oz = /Q o(2)un(2)dz

entonces
ey + oy = | glehun(oe (3.20)
Por otro lado, aplicando la desigualdad de Holder, se obtiene que:
[ st@yun(@)de < lglze, -l oo (3.21)
Q
Luego, de (3.20) y (3.21):
lunllFr 0y < Munllz @) + lunllzo@) < 9llz2ellunllz2@)

Asi,
lunllZa 0y < Nlgllza)llunllzec) (3.22)

Debido a la inmersion compacta de
HY(Q) — L(Q) — L*(Q), Q C R?
y aplicando las inmersiones continuas, convenientemente
Hy(Q) = H'(Q), LY(Q) — LY(Q) — L*(Q)
obtenemos:
Hy(Q) — HY(Q) — L%(Q) — LY(Q) — L*(Q) — H 1(Q)

Por lo tanto, existe

i Hy(Q) — L*(Q)
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lineal y compacto. Luego, Yu € Hj (), existe C(Q) > 0 tal que
[ull2@) < CQ)][ull o
En particular, tomando u,, € H}(Q), Vn € N y obtenemos la desigualdad:

[unllr2@) < CQ)unllmy0) (3.23)

Por consiguiente, de (3.22) y (3.23):

||Un||§{5(§z) < C(Q)||9||L2(Q)‘||Un||Hg(Q)

lunllmyey < CEgllz@) = R < +oo.

En consecuencia, hemos probado que (u,)nen € Hp(€2) es acotada. Ademds, como Hy (£2)
es un espacio de Hilbert, entonces H} () es reflexivo y esto implica gracias al Teorema
de Eberlein-Smulian, que existe una subsucesion (uy,;)jen C (Un)neny y un u € HJ(Q)
tales que

Up; — U

FHNQ), HY(Q) — lim uy; = u (3.24)

Jj—+oo
Por otro lado, dado v € H1(2) y de (3.24) aplicando un resultado de la convergencia
débil en H}(Q)

j—+oo
También, podemos aplicar el Teorema de Representacion de Riesz y asegurar que: Jz, €
H(Q) tal que,

U(tn;) = (unj, 2y),

de esta manera,

m ) (un;) = Hm (U, 2y) = V(u) = (u, 2y),

Jj—+oo Jj—+oo

para todo ¢ € H} ().

Como ¢ € Hj(Q) es arbitrario, z, también lo es y hemos obtenido la convergencia
en producto interno:

Hm (u,;,v) = (u,v), Yo € Hy(Q) (3.25)

Jj—+oo
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Ahora, veamos la parte no lineal de (P):
Afirmacidn:

lim (u®.,v) = (u’,v), Yo € Hy ()

j—+o0 ny’
En efecto, definimos la funcién:

G:R —- R
z = G(z)=27°

y asi, podemos considerar la sucesion (G (um)> . con G(unj) = n],
J

1. (i) Veamos que <G(un])> es acotada en L?(Q).

jEN

NGt @Pds = [ 1, @Pds = [ o)

luego de (3.26) aplicamos la inmersién continua y compacta dada por

Sea

H}(Q) — LY°Q), QcCR.
y en consecuencia, existe C'(€2) > 0 tal que
[tnl[100) < C(Q)[unll iz

Por lo tanto, de (3.26) y (3.27):

/Q Glun)@)Pdz < (GO g [ Dy
(E()°(C() gl 2@ = Ra

IN

Esto es, ||G(unj)|l12(0) < VR1 < 400. Asi, G(uy;)jen es acotada en L*(Q).

Vj e N.

(3.26)

(3.27)

2. (ii) Veamos que G(un;(z)) — G(u(z)) ct.p x € Q. En efecto, aplicando la

inmersién compacta:

Hy () = L*(Q)

(3.28)

y como (un;)jen C Hg () es acotada, entonces de (3.28) se infiere que, existe una

subsucesion <um~m) C (upj)jen y un zo € L*(Q) tales que:
meN
lim  w,;, = 2
m——+00

%)

(3.29)



Luego, de (3.24) y (3.29), como 7(HJ(Q2), H () es de Hausdorff, se deduce que
u = zp, es decir, como

T(Hy(Q), H () — lMm =,

m—r+00

, 2
lim  w,;, = z0enl?(Q),
m—r+00

implica

T(H&(Q),H‘l(ﬂ)) — lim wu,j, =2

m——+00

asi, por la unicidad del limite tenemos que u = 2.
Por otro lado, dado € > 0, aplicando la desigualdad de Markov y teniendo en
cuenta la inmersién continua L?(2) < L'(9) :

< Jo [t (x) — ula)|de

A({té()ﬂumﬁﬁw——u@ﬂ|25}>

de donde se obtiene la convergencia

0 < lmlAGer:m%A@—u@ﬂ25U

~ m—+oo
¢t (Joltn () @)l
m——+o0o I

)=0
Asi, hemos probado

lim /\<{x € Q: upy,, () — u(z)] > 6}) =0

m——+00

es decir, u,;, — u (convergencia en medida), entonces por un resultado de teoria de la

medida:
3 (unjmk)keN c <unjm>meN
tal que
kgriloo Unj,, () =u(z), c.t.pz € Q.
Luego,
kgrfoo uijmk (z) =u’(z)ct.pr € Q.

Por consiguiente, de (i) y (ii), aplicando el Lema de Lions: con



En consecuencia, obtenemos:

(w?. vy — (u’,v), Yo € L*(Q) (3.30)

njmk7

y siendo: A(“ijkW) +(ud. L v) = (g,v),Yv € Hy(Q) de (3.30) se tiene que:

njmkﬂ
lim A(us. U>+ lim (u®. . v) = v
k—+o0 my? k—>+oo< my? ) ={9:v)

Alu,v) + (u,v) = (g,v),Vv € Hj(Q)

es decir,

/QVu(x)Vv(x)dw+/Qu‘r’(x)v(x)dac:/g(x)v(x)dx,VvE H;(Q)

Q

y por lo tanto existe una solucién débil u € H}(2) que verifica (P).
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Conclusiones y/o Sugerencias

1. El problema (P) planteado, fue adaptado sin ninguna dificultad a las hipdtesis del

teorema de punto fijo de Schaefer, logrando el objetivo.

2. Alinvestigar la unicidad de la solucion, se concluye que la solucion es tnica, debido

a las condiciones y el espacio de definicién del problema.

3. La formulacion variacional es una herramienta de gran utilidad y facil adaptabili-
dad a una variedad de problemas, pues nos permite estudiar las soluciones en un

contexto general.

4. El Método de Galerkin es una técnica muy aplicada para probar la existencia
de soluciones débiles de problemas no locales, por lo que mostramos como una

alternativa.

5. Se pueden estudiar diversos casos relacionados al problema (P). Por ejemplo
cuando el operador Laplaciano A es reemplazado por el p-laplaciano A, para

1 < p < 400, con condiciones de frontera no homogéneas, sobre el espacio R"™.
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