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RESUMEN

Presentamos la Teoría Homotópica de Tipos, que uniformiza los conceptos de pro-
posiciones y de conjuntos en uno solo más general, el de “tipos”. Desarrollamos
las nociones principales de esta teoría, y observamos que esta tiene una profunda
estructura, que puede ser vista desde tres perspectivas distintas, la categórica,
la lógica y la homotópica. Formalizamos algunos conceptos clásicos de topología
algebraica, como contractibilidad, retracciones, secciones y equivalencias homotó-
pica. Finalmente, culminamos con una demostración de que π1(S

1) = Z, a modo
de aplicación. Adicionalmente, comprobamos todos nuestros resultados a través
de un asistente de pruebas, Agda.
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cas, Teoría de Categorías, Grupo Fundamental.
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Abstract

We present Homotopy Type Theory, which combines the concepts of propositions
and sets in a more general one, that of “types”. We develop the main notions of this
theory, and observe that it has a very deep structure, which can be seen through
three different lenses, categorical, logical, and homotopical. We formalize some
classic concepts from algebraic topology, like contractibility, retractions, sections,
and homotopic equivalences. Finally, we finish with a proof that π1(S

1) = Z, as
an application. Additionally, we check all our results through the use of a proof
assistant, Agda.

Keywords: Type Theory, Algebraic Topology, Homotopic Equivalences, Category
Theory, Fundamental Group.
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Introducción

En la actualidad, la mayoría de las matemáticas está basada en teoría de
conjuntos. Así, se pueden construir a los reales como cortes de Dedekind de los
racionales; los cuales, a su vez, son clases de equivalencias de los enteros, que se
construyen a partir de los naturales, y estos finalmente pueden ser definidos en
términos puramente de conjuntos [8].

Sin embargo, este procedimiento se da en realidad en dos niveles distintos.
En el primero, el puramente lógico, los objetos de análisis son las proposiciones,
y las reglas de la lógica indican qué inferencias y deducciones son correctas, al
asumir ciertas hipótesis como verdaderas. En el segundo, los objetos de estudio
son los conjuntos, y son los axiomas de la teoría de conjuntos los que permiten
definir qué operación o relación está bien definida. Nótese que estos dos niveles
están completamente separados: la lógica sola no puede razonar sobre la teoría
de conjuntos (o cualquier otra teoría), mientras que la teoría de conjuntos sola
no puede razonar sobre proposiciones o inferencias lógicas.

En contraste, la Teoría Homotópica de Tipos unifica estos dos constructos,
las proposiciones y los conjuntos, y solo usa una noción central, la de “tipos’’.
Así, podemos expresar diversas proposiciones, por ejemplo, que existe el tipo de
los reales (· ⊢ R : Ui), o que π es un elemento de este tipo (· ⊢ π : R). También
tendremos que las proposiciones mismas pueden ser representadas por un tipo,
con expresiones como · ⊢ p : 32 = 9 dando a entender que p es una demostración
de que 32 = 9.

Además de tener una mayor elegancia teórica, existen múltiples ventajas de
esta nueva teoría, mencionaremos solo algunas de ellas. Primero, permite forma-
lizar algunos conceptos que intuitivamente deberían de existir y, sin embargo, son
imposibles de formalizar en teoría de conjuntos. Por ejemplo, la función identi-
dad universal, aplicable a cualquier conjunto, no está bien definida puesto que su
“conjunto’’ de dominio y de llegada es la colección de todos los conjuntos, y este
no es un conjunto, sino una clase propia.

Segundo, y más importante aún, es qué las proposiciones y las demostraciones
se vuelven también objetos de estudio en el mismo nivel que otras estructuras
matemáticas, como los grupos o los espacios vectoriales, por lo que se pueden
analizar y manipular como es común en otras áreas de estudio. Esto será vital
para la interpretación homotópica que detallaremos en el Capítulo 3, en donde
una demostración de que a = b se interpretará como un camino en cierto espacio
topológico.

Finalmente, esta teoría permite una mayor facilidad para formalizar las de-
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finiciones y la demostración de proposiciones en computadora. Hemos realizado
este trabajo para todos los resultados aquí presentados, y se puede ver el código
en la siguiente página web https://fernandochu.github.io/MastersThesis/.

Dada que la teoría es substancialmente distinta a lo visto comunmente, la
introduciremos lentamente. En el Capítulo 1 presentaremos algunos conceptos de
Teoría de Categoría que utilizaremos a lo largo de este documento. En el Capítulo
2 presentaremos la Teoría de Tipos Dependientes, la teoría base que utilizaremos
para desarrollar la Teoría Homotópica de Tipos. En el Capítulo 3 veremos la
relación entre los tipos dependientes y la homotopía. En el Capítulo 4 explora-
remos algunos conceptos y resultados de topología algebraica, formalizados en
esta nueva teoría. En el Capítulo 5 resumimos lo desarrollado, y realizamos unos
comentarios adicionales.



Capítulo 1

Preliminares categóricos

En este capítulo mencionaremos algunas definiciones clave de teoría de cate-
gorías. Seguiremos las convenciones de Riehl [20].

Definición 1.1. Una categoría C consiste de

una colección Ob(C) de objetos X, Y, Z, . . . , y
una colección Ar(C) de morfismos f , g, h, . . . ,

tales que:

Cada morfismo tiene dos objetos asociados, su domino y su codominio.
Escribiremos f : X → Y para referirnos a un morfismo f con dominio X y
codominio Y.
Cada objeto X tiene un morfismo identidad asociado idX : X → X. De estar
sobreentendido, omitiremos el subíndice.
Para cada par de morfismos f : X → Y y g : Y → Z, existe un morfismo
g ◦ f : X → Z, llamado la composición de g y f .

Adicionalmente, se requiere que se cumplan las siguientes condiciones:

Para todo f : X → Y, se tiene que

idY ◦ f = f ◦ idX = f .

Para todos f : X1 → X2, g : X2 → X3, h : X3 → X4, se tiene que

( f ◦ g) ◦ h = f ◦ (g ◦ h).

Nótese que utilizamos el concepto de colección, no de conjunto; pues necesi-
tamos una mayor generalidad para las categorías que veremos a lo largo de la
presente tesis.

Ejemplo 1.1. La categoría Set tiene como objetos conjuntos, y como morfismos
funciones entre conjuntos. El morfismo identidad es la función identidad, y la
composición de morfismos es la composición de funciones usual. Las dos condi-
ciones adicionales se cumplen inmediatamente.
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Al igual que en el ejemplo previo, en la mayoría de casos la satisfacción de las
dos últimas condiciones es inmediata. De esta forma, el morfismo identidad y la
composición de morfismos es usualmente la función identidad y la composición
de funciones usual, respectivamente. Por estos motivos, omitiremos mención de
estos detalles en los ejemplos siguiente, salvo la construcción sea diferente.

Ejemplo 1.2. La categoría VecK tiene como objetos espacios vectoriales sobre el
cuerpo K, y como morfismos transformaciones K-lineales entre espacios vectoria-
les. Nuevamente, el morfismo identidad es la función identidad, y la composición
es la usual.

Ejemplo 1.3. La categoría Top∗ tiene como objetos pares (X, x), donde X es un
espacio topológico y x es un elemento de X, el cual es llamado el elemento base.
Los morfismos son funciones continuas que preservan elementos base.

Ejemplo 1.4. La categoría 0 no tiene ningún objeto ni ningún morfismo. La
categoría 1 tiene un solo elemento, ⋆, y solo un morfismo id⋆.

Ejemplo 1.5. Sea C una categoría, podemos definir una nueva categoría Cop, la
categoría opuesta o dual. Esta está definida de la siguiente manera: los objetos
son los mismos que en C, pero los morfismos tienen el dominio y codominio
intercambiado. Es decir, asignamos a cada morfismo f : X → Y un morfismo
f op : Y → X.

Finalmente, la composición entre dos morfismos f op : Y → X y gop : Z → Y
la definimos por

f op ◦ gop := (g ◦ f )op.

Ejemplo 1.6. Sea C una categoría y sean X y Y objetos de C. A partir de estos
datos, podemos formar una nueva categoría CX,Y.

Sus objetos son triples (Z, f , g), donde Z es un objeto de C, y f : Z → X y
g : Z → Y son morfismos. Un morfismo α : (Z, f , g) → (Z′, f ′, g′) es un morfismo
h : Z → Z′ tal que f ′ ◦ h = f y g′ ◦ h = g.

En otras palabras, se requiere que h : Z → Z′ sea tal que el siguiente diagrama
conmute.

Z

X Z′ Y

f

f ′

g

g′

h

La composición de morfismos es la usual composición de morfismos.

Ejemplo 1.7. Veamos la construcción dual a la previa, es decir Cop

X,Y.
Sea C una categoría y sean X y Y objetos de C. A partir de estos datos,

podemos formar una nueva categoría CX,Y.
Sus objetos son triples (Z, f , g), donde Z es un objeto de C, y f : X → Z y

g : Y → Z son morfismos. Un morfismo α : (Z, f , g) → (Z′, f ′, g′) es un morfismo
h : Z′ → Z tal que h ◦ f ′ = f y h ◦ g′ = g.
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En otras palabras, se requiere que h : Z′ → Z sea tal que el siguiente diagrama
conmute.

Z

X Z′ Y

f

f ′

g

g′

h

La composición de morfismos es la usual composición de morfismos. Nótese que
el diagrama resultante es el mismo que el del ejemplo anterior, solo que con todas
las flechas volteadas.

Procederemos con algunas definiciones comunes involucrando objetos y mor-
fismos en una categoría.

Definición 1.2. Sea C una categoría, entonces:

Un objeto X es inicial si para todo objeto Y existe un único morfismo
f : X → Y.
Un objeto X es terminal si para todo objeto Y existe un único morfismo
f : Y → X.
Un morfismo f : X → Y es un isomorfismo si existe un morfismo f−1 :

Y → X tal que f ◦ f−1 = idY y f−1 ◦ f = idX. Cuando esto se de, deci-
mos que f−1 es una inversa de f , y que X y Y son isomórficos, lo cual
denotamos por X ≃ Y.

Nótese que ser un objeto terminal en C es lo mismo que ser un objeto inicial
en Cop. Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 1.8. En Set, el conjunto vacío ∅ es inicial, puesto que dado un conjunto
X, la única función ! : ∅ → X es la trivial. Por otro lado, cualquier conjunto T con
un solo elemento es terminal, pues la única función X → T es la que lleva todos
los elementos de X al único elemento de T. Finalmente, una función f : X → Y es
un isomorfismo si y solo si es una biyección, siendo el morfismo inverso la función
inversa usual.

Ejemplo 1.9. En VecK, el espacio vectorial 0 de dimensión 0 es ambos inicial
y terminal, pues dado un espacio vectorial V, la única función ! : 0 → V es la
que lleva el 0 al 0, y la única función V → 0 es la que lleva todos los vectores
de V a 0. Finalmente, un morfismo es un isomorfismo exactamente cuando es un
isomorfismo de espacios vectoriales.

Nótese que existen múltiples objetos terminales en Set, pero todos estos son
isomórficos entre sí. Esta no es una casualidad.

Teorema 1.1. Si X y Y son objetos terminales en una categoría C, entonces
X ≃ Y. Lo mismo se cumple si X y Y son ambos iniciales.
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Demostración. Por ser Y terminal, existe una única función f : X → Y. Por ser
X terminal, existe una única función g : Y → X. Pero ahora vemos que tenemos
dos funciones X → X, las cuales son (g ◦ f ) y idX. Por unicidad, concluimos que
g ◦ f = idX. De manera similar, concluimos que f ◦ g = idY. Entonces, X ≃ Y.

La demostración cuando X y Y son iniciales es análoga.

Veamos unos ejemplos más de objetos iniciales y terminales, en las categorías
introducidas en los Ejemplos 1.6 y 1.7.

Ejemplo 1.10. Sean X y Y conjuntos. En la categoría SetX,Y, el producto usual
X × Y junto con las proyecciones es un objeto terminal. En efecto, dados Z,
f : Z → X y g : Z → Y, la única forma de definir una función h : Z → (X × Y)
tal que el diagrama conmute es por h(z) = ( f (z), g(z)).

Z

X X × Y Y

f

πX

g

πY

h

Ejemplo 1.11. Sean X y Y conjuntos. En la categoría SetX,Y el coproducto usual
X +Y junto con las inserciones naturales es un objeto inicial. En efecto, dados Z,
f : X → Z y g : Y → Z, la única forma de definir una función h : (X + Y) → Z
tal que el diagrama conmute es por h(x) = f (x) y h(y) = g(y).

Z

X X + Y Y

f

ιX

g

ιY

h

Similares resultados aplican para otras categorías, por lo que formularemos
las siguientes definiciones.

Definición 1.3. Sea C una categoría y sean X y Y objetos de C. Si Z es un objeto
terminal de CX,Y, diremos que Z es el producto de X y Y, y lo denotaremos por
X × Y. Si Z es un objeto inicial de CX,Y, diremos que Z es el coproducto de X
y Y, y lo denotaremos por X + Y.

Los fundadores de la teoría de categorías mencionaron que el concepto de
categoría se creó para poder definir lo que es un functor, y los functores se defi-
nieron para poder definir lo que es una transformación natural [15]. Veamos estos
conceptos ahora.

Definición 1.4. Sean C y D categorías. Un functor consiste de

un objeto F(X) en D para cada objeto X en C, y
un morfismo F( f ) : F(X) → F(Y) en D para cada morfismo f : X → Y en
C.
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tales que se cumplen las siguientes dos condiciones

Para todo par de morfismos f : X → Y y g : Y → Z en C, se tiene que
F(g ◦ f ) = Fg ◦ F f .
Para todo objeto X en C, se tiene que F(idX) = idF(X).

Ejemplo 1.12. El functor identidad idC : C → C lleva cada objeto a sí mismo,
y cada morfismo así mismo. Las dos condiciones adicionales se cumplen inmedia-
tamente. Omitiremos mención de estas en los futuros ejemplos.

Ejemplo 1.13. El functor conjunto potencia P : Set → Set lleva objetos a su
conjunto potencia, y funciones f : X → Y a la función P( f ) : P(X) → P(Y)
definida por

P( f )(S) := { f (s) | s ∈ S}

En general, cuando tengamos un functor F : C → C que va de una categoría C

hacia si misma, diremos que es un endofunctor.

Ejemplo 1.14. El functor espacio dual (–)∗ : VecK → Vec
op

K lleva cada espacio
vectorial V a su espacio dual V∗, y lleva una transformación lineal f : V → W a
su dual f ∗ : W∗ → V∗, definida por

f ∗(α)(v) := α( f (v)).

En casos como este, cuando tengamos F : C → Dop, diremos que F es un
functor contravariante; caso contrario, diremos que es covariante.

Ejemplo 1.15. Dados dos functores F : C → D y G : D → E, podemos definir
un nuevo functor G ◦ F : C → E, definido por

(G ◦ F)(c) = G(F(c)) y (G ◦ F)( f ) = G(F( f )),

en objetos y morfismos, respectivamente.

Para los siguientes ejemplos, necesitaremos una definición adicional.

Definición 1.5. Sea C una categoría. Diremos que C es una categoría local-
mente pequeña si para todo par de objetos X, Y de C la colección de morfismos
con dominio X y codominio Y es un conjunto, y lo denotaremos por HomC(X, Y).
Escribiremos también Hom(X, Y) cuando la categoría esté sobrentendida.

Ejemplo 1.16. Para todo objeto Z en una categoría C localmente pequeña,
tenemos un functor contravariante

HomC(– , Z) : C → Setop,

el cual lleva objetos X al conjunto HomC(X, Z), y morfismos f : X → Y a una
función de conjuntos

HomC( f , Z) : HomC(Y, Z) → HomC(X, Z)
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definida por
HomC( f , Z)(α) = α ◦ f

Análogamente, tenemos un functor covariante

HomC(Z, –) : C → Set,

el cual lleva objetos X a el conjunto HomC(Z, X), y morfismos f : X → Y a una
función de conjuntos

HomC(Z, f ) : HomC(Z, X) → HomC(Z, Y)

definida por
HomC(Z, f )(α) = f ◦ α

Ejemplo 1.17. La colección de todas las categorías localmente pequeñas es una
categoría Cat, siendo los objetos las categorías, y los morfismos los functores entre
las categorías.

Sean C y D categorías localmente pequeñas, se puede verificar que la categoría
que tiene como objetos pares (X, Y) con X ∈ C y Y ∈ D, y como morfismos
h : (X, Y) → (X′, Y′) pares ( f , g) de morfismos f : X → X′ y g : Y → Y′ es el
producto de C y D en Cat [15].

Definición 1.6. Dadas dos categorías C y D, y dos functores F, G : C → D, una
transformación natural τ : F → G consiste de

un morfismo τc : F(X) → G(X) para cada X : C, llamado el componente
de τ en X

tal que para todo morfismo f : X → Y en C, el siguiente diagrama conmute

F(X) G(X)

F(Y) G(Y)

τX

G( f )

τY

F( f )

Ejemplo 1.18. Tenemos una transformación τ : idSet → P , definiendo cada
componente por τX(x) = {x}. Necesitamos comprobar que para toda función
entre conjuntos f : X → Y el siguiente diagrama conmuta

X P(X)

Y P(Y)

τX

P( f )

τY

f

Pero ahora tenemos que para todo x ∈ X

P( f )(τX(x)) = P( f )({x})

= { f (x)}

= τY( f (x))
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Ejemplo 1.19. Tenemos una transformación natural τ : idVecK
→ (−)∗∗, donde

el functor (−)∗∗ es el functor espacio dual aplicado dos veces. Esta transformación
está definida en cada componente por τV(v)(α) = α(v). Sea α : V → W, vemos
que el siguiente diagrama conmuta

V V∗∗

W W∗∗

τV

f ∗∗

τW

f

pues para todo v ∈ V y β ∈ W∗ tenemos

f ∗∗(τV(v))(β) = τV(v)( f ∗(β))

= f ∗(β)(v)

= β( f (v))

= τW( f (v))(β)

Lo interesante del ejemplo previo es que, restringiéndonos al caso de espacios
vectoriales de dimensión finita, cada componente es un isomorfismo.

Definición 1.7. Dadas dos categorías C y D, y dos functores F, G : C → D.
Diremos que una transformación natural τ : F → G es un isomorfismo natural
si cada componente τc es un isomorfismo, y escribiremos F ∼= G.

Notamos que las transformaciones naturales se pueden componer en el siguien-
te sentido, si τ : F → G y η : G → H son transformaciones naturales, podemos
definir η ◦ τ : F → H por (η ◦ τ)c = ηc ◦ τc. Para ver que esta definición satis-
face el requerimiento de conmutatividad, observamos que el siguiente diagrama
conmuta

F(x) G(x) H(x)

F(y) G(y) H(y)

F( f )

τx

τx

G( f )

ηx

H( f )

ηy

pues cada uno de los cuadrados individuales conmuta.
Esto hace que la colección de functores HomCat(C, D) sea una categoría, siendo

los objetos los functores, y los morfismos las transformaciones naturales entre
ellos.

De esta manera, vemos que un isomorfismo en esta categoría es un isomorfismo
natural τ, pues podemos definir una transformación natural inversa τ−1 : G → F
dada por (τ−1)d = (τd)

−1, y esta satisface que τ ◦ τ−1 = id y τ−1 ◦ τ = id.
Sin embargo, este propiedad rara vez se da en aplicaciones, una definición

similar, y más conveniente es la siguiente.

Definición 1.8. Una equivalencia de categorías consiste de dos functores
F : C → D y G : D → C tales que existen isomorfismos naturales F ◦ G ∼= idD y
G ◦ F ∼= idC. Cuando se de esto, escribiremos C ≃ D.
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Ejemplo 1.20. Un ejemplo clásico de equivalencia es la adjunción Tensor-Hom
de espacios vectoriales, o de una manera más general, de R-módulos:

Hom(M × N, P) ≃ Hom(M, Hom(N, P)),

para todo trío de R-módulos M, N, P. La demostración de este resultado se puede
encontrar en [3].

Más general aún es la siguiente equivalencia entre las categorías

HomCat(X × Y, Z) ≃ HomCat(X, HomCat(Y, Z)),

la cual se puede encontrar en [15].

Por último, presentamos las siguientes definiciones.

Definición 1.9. Una categoría C es una subcategoría de una categoría D si
todos los objetos de C son objetos de D, y todos los morfismos de C son morfismos
de D.

Decimos que C es una subcategoría completa si HomC(X, Y) = HomD(X, Y),
para todo par de objetos X, Y en C.

Ejemplo 1.21. La categoría SetFin, que tiene como objetos conjuntos finitos y
como morfismos funciones entre estos conjuntos, es una subcategoría completa de
Set.

Ejemplo 1.22. Dada una colección de objetos C de una categoría D, la subcate-
goría completa generada por C es aquella que tiene como objetos los objetos de
C, y tiene como morfismos de X, Y en C, la colección HomD(X, Y). La identidad
y la composición son las de D.



Capítulo 2

Teoría de Tipos Dependientes

En este capítulo daremos una descripción formal y rigurosa de la Teoría de
Tipos Dependientes (DTT, en adelante, por sus siglas en inglés), haciendo una
comparación a la Matemática Clásica (MC, en adelante) cuando sea conveniente.

2.1. Expresiones, términos y contextos

Dado que las proposiciones y las demostraciones son objetos mismos en DTT,
es necesario tener mayor precisión respecto a los significados de ciertos términos.

Definición 2.1.1. Una signatura Sg es una colección de símbolos tipográficos.
Una expresión ExpSg es una secuencia finita de símbolos provenientes de la
signatura Sg.

Ejemplo 2.1.2. La Matemática Clásica utiliza como signatura la colección que
contiene a los caracteres alfanuméricos, los conectores lógicos y a los operadores;
es decir,

Sg = {‘1’, ‘(’, ‘n’, ‘+’, ‘Σ’, ‘xi’, . . . }.

Una expresión típica de MC es 〈‘1’, ‘+’, ‘1’, ‘=’, ‘2’〉Sg.

Notación 2.1.3. Asumiremos siempre que esta misma signatura está implícita
en todas las próximas expresiones que escribamos. Además, las expresiones se
escribirán sin comillas, sin corchetes y sin hacer referencia a esta signatura.

Justificación. Puesto que la signatura será la misma para el resto de este docu-
mento y dado que existe una sola forma de interpretar una expresión simplificada
como una secuencia de caracteres, no habrá riesgo de ambigüedad.

La justificación de esta notación es simple, pero se ha dado para enfatizar
que alguna justificación es necesaria. En las próximas notaciones, omitiremos las
justificaciones triviales y solo justificaremos las más complicadas de realizar.

Para nuestras próximas definiciones, necesitaremos el siguiente concepto.

Definición 2.1.4. Una metavariable es una variable que puede tomar como
valor cualquier expresión, a excepción de aquellas que contienen alguno de los
símbolos ‘≡’, ‘:’, ‘⊢’ o ‘ctx’.
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La razón por la que omitimos estos cuatro símbolos de la definición es porque
estos son caracteres reservados, los cuales tienen un significado particular y serán
introducidos en la próxima sección.

Definición 2.1.5. Sean a y A metavariables, dada una expresión de la forma
((a) : (A)), diremos que A es un tipo y que a es un término o elemento del
tipo A.

Ejemplo 2.1.6. En la expresión ((2 + n) : (N)), N es un tipo y (2 + n) es un
término de tipo A.

Notación 2.1.7. En la mayoría de casos, omitiremos los paréntesis, entendiendo
que el símbolo ‘:’ tiene menor precedencia que otros símbolos por introducir, a
excepción de los símbolos ‘,’ (en contextos), y ‘⊢’ y ‘ctx’ (en juicios).

Para el resto de este documento utiliaremos metavariables sin mencionar que
lo son, dejando la tarea de discernirlas al lector.

Existen ciertas semejanzas entre a : A en DTT y a ∈ A en MC, pero también
hay algunas diferencias importantes. Primero, a no es un elemento que existe
independientemente de A; es decir, un término siempre debe estar acompañado
del tipo al que corresponde. Relacionado a esto, un término pertenece únicamente
a un tipo (con una excepción, ver Sección 2.3), mientras que en teoría de conjuntos
un elemento puede pertenecer a varios conjuntos.

Definición 2.1.8. Un contexto es una lista finita de expresiones de la forma
a : A. Es decir, un contexto es una expresión de la forma

〈x1:A1, x2:A2, . . . , xn:An〉.

Los xi son llamados variables.

Ejemplo 2.1.9. La expresión 〈n:N, v:Rn, M:Rn×n, Mv:Rn〉 es un contexto.

Notación 2.1.10. Omitiremos siempre los corchetes, entendiendo que los sím-
bolos ‘,’ en la lista tienen menor precedencia que otros símbolos por introducir, a
excepción de los símbolos ‘⊢’ y ‘ctx’ en juicios. Además, denotamos el contexto
vacío con el símbolo ‘·’.

Nótese que las expresiones y los contextos pueden no estar bien formadas; es
decir, pueden ser una secuencia de símbolos sin significado alguno, como

∫

0/0 :

sin Q. Los juicios evitan este problema.

2.2. Juicios y reglas de inferencia

Definición 2.2.1. Sea Γ es un contexto, un juicio es una expresión de una de
las tres siguientes formas:

(Γ) ctx (Γ) ⊢ (a : A) (Γ) ⊢ (a ≡ a′ : A)
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Notación 2.2.2. Omitiremos siempre los paréntesis, entendiendo que los símbo-
los ‘⊢’ y ‘ctx’ tienen menor precedencia que todos los otros símbolos. En el caso
de los últimos dos tipos de juicios, omitiremos la mención del contexto Γ y el
símbolo ⊢ cuando el contexto no sea relevante o este implícito.

La noción de juicios en DTT toma un rol similar al de proposiciones en MC.
El significado de estos juicios es detallado en el siguiente cuadro.

Juicio Interpretación
Γ ctx Γ es un contexto bien formado; es decir, una lista

de suposiciones bien formadas.

Γ ⊢ a : A El contexto Γ implica que a es un elemento del tipo
A.

Γ ⊢ a ≡ a′ : A El contexto Γ implica que a y a′ son objetos iguales
por definición del tipo A.

Cuadro 2.1: Juicios en DTT y su significado.

Notamos que el tercer tipo de juicios se refiere solo a igualdades por definición,
en la Sección 2.10 introduciremos otra noción de igualdad. Por otro lado, los
primeros dos juicios formalizan la noción de que una expresión tenga “sentido”.

Definición 2.2.3. Una expresión de la forma a se dice bien tipada si es que
existe un contexto Γ y un tipo A tal que Γ ctx y Γ ⊢ a : A.

Similarmente, una expresión de la forma b : B se dice bien tipada si es que
existe un contexto Γ tal que Γ ctx y Γ ⊢ b : B.

De esta manera, veremos que la expresión previa,
∫

0/0 : sin Q, no está bien
tipada. Para llegar a esta conclusión, debemos entender el proceso a través del
cual llegamos a estos juicios: la aplicación de reglas de inferencia.

Definición 2.2.4. Una regla de inferencia es de la forma

H1 · · · Hk
NOMBRE

C

donde H1, . . . ,Hk y C son expresiones. Las expresiones H1, . . . ,Hk son llamadas
hipótesis, mientras que C es llamada la conclusión.

Escribimos a la derecha el nombre de la regla, para ser referenciada posterior-
mente. Cabe notar que una regla puede tener restricciones adicionales que deben
ser corroboradas antes de poder ser aplicada. Si la lista de hipótesis es muy larga,
las apilaremos unas sobre otras (ver Reglas 2.7.7). Las reglas toman un rol similar
al de la deducción lógica en MC.

Definición 2.2.5. Una derivación de un juicio es un árbol invertido con el
juicio por derivar en la raíz del árbol, donde el paso de un nodo a otro nodo está
justificado por una regla de inferencia.

Ejemplo 2.2.6. Con las reglas que presentaremos posteriormente, el siguiente
árbol es una derivación de · ⊢ 0 + 1 : U0.
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ctx-EMP
· ctx

0-FORM
· ⊢ 0 : U0

ctx-EMP
· ctx

1-FORM
· ⊢ 1 : U0

+-FORM
· ⊢ 0 + 1 : U0

Con los conceptos previos ya definidos, comenzaremos a introducir las reglas
de inferencias de DTT.

2.3. Universos

Como mencionamos previamente, todo término es un elemento de un tipo.
Para ser manipulados efectivamente, estos, a su vez, son elementos de otro tipo.

Definición 2.3.1. El tipo de un tipo es llamado un universo.

A fin de evitar la paradoja de Russell1, un universo no es un elemento de
sí mismo. Al contrario, existe una infinita jerarquía de universos, la cual se ve
formalizada en las siguientes reglas.

Reglas 2.3.2. (Reglas básicas de universos)

Γ ctx Ui-INTRO
Γ ⊢ Ui : Ui+1

Γ ⊢ A : Ui Ui-CUMUL
Γ ⊢ A : Ui+1

La primera regla indica que si Γ es un contexto bien formado, entonces Γ

implica que el universo Ui es un elemento del universo Ui+1. La segunda regla
indica que si Γ implica que A es un elemento del universo Ui, entonces Γ implica
que A también es un elemento del universo Ui+1.

Dado que son las primeras reglas introducidas, hemos brindado una interpre-
tación de ellas. Para las próximas reglas no realizaremos este tipo de comentarios,
salvo para aclarar alguna posible confusión. La lista completa de reglas presenta-
das en esta sección se encuentra en el Apéndice A.

Notación 2.3.3. Omitiremos los subíndices de los universos en la mayoría de es-
cenarios, por lo que interpretaremos expresiones sin sentido como U : U agregando
índices adecuados, obteniendo Ui : Ui+1. Esta práctica puede traer inconsisten-
cias si no es manejada con precisión, pero la usaremos igualmente para reducir la
carga notacional.

Nótese que los subíndices no son elementos del tipo de los naturales, sino son
parte del símbolo ‘Ui’; es decir, consideramos a ‘Ui’ como un solo caracter. Por
este motivo, expresiones como n : N ⊢ A : Un no están bien formadas.

Con los universos ya definidos, introducimos las reglas respecto a la formación
de contextos.

1La paradoja de Russell [21] es la siguiente: sea X el conjunto de todos los conjuntos que no
se contienen a sí mismos. Si X se contiene a sí mismo, no debería de contenerse a sí mismo por
definición. Si X no se contiene a sí mismo, sí debería de hacerlo por definición. Entonces ambos
casos llevan a una contradicción.
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Reglas 2.3.4. (Reglas básicas de contextos y variables)

ctx-EMP· ctx
x1:A1, . . . , xn−1:An−1 ⊢ An : Ui

ctx-EXT
(x1:A1, . . . , xn:An) ctx

(x1:A1, . . . , xn:An) ctx
Vble

x1:A1, . . . , xn:An ⊢ xi : Ai

donde la regla ctx-EXT tiene la condición adicional de que la variable xn debe ser
distinta a las demás variables x1, . . . , xn−1, y la regla Vble requiere que 1 ≤ i ≤ n.

Nótese que la regla ctx-EMP tiene 0 hipótesis, por lo que siempre es posi-
ble aplicarla. A continuación, detallamos el comportamiento de igualdades por
definición.

Reglas 2.3.5. (Reglas básicas de igualdades por definición)

Γ ⊢ a : A
Γ ⊢ a ≡ a : A

Γ ⊢ a ≡ b : A
Γ ⊢ b ≡ a : A

Γ ⊢ a ≡ b : A Γ ⊢ b ≡ c : A
Γ ⊢ a ≡ c : A

Γ ⊢ a : A Γ ⊢ A ≡ B : Ui

Γ ⊢ a : B

Γ ⊢ a ≡ b : A Γ ⊢ A ≡ B : Ui

Γ ⊢ a ≡ b : B

Las tres primeras reglas de ≡ indican que esta es una relación de equivalencia,
mientras las otras formalizan el buen comportamiento de juicios respecto a tipos
iguales por definición.

En las siguientes secciones introduciremos reglas para la formación, introduc-
ción y eliminación de algunos constructos. Para cada una de estas reglas, existe
una regla correspondiente indicando que estas reglas preservan la igualdad por
definición. Como es común en la presentación de reglas de DTT, estas serán
omitidas.

2.4. El tipo de funciones

El concepto de una funciones es fundamental en las diferentes áreas de in-
vestigación de la Matemática Clásica, en esta sección presentaremos la versión
análoga a esta noción en Teoría de Tipos Dependientes.

Definición 2.4.1. Dados dos tipos A y B, el tipo A → B es llamado el tipo de
funciones de A a B. Un elemento f : A → B es llamado una función. En este
caso, decimos que A es el dominio de f y B es el codominio de f .

Intuitivamente, para construir una función f : A → B, es suficiente que, dado
x : A, podamos generar una expresión b : B que esté bien definida, donde b puede
contener la variable x dentro de ella. Esto sugiere las siguientes reglas.

Reglas 2.4.2. (Reglas de formación de funciones)

Γ ⊢ A : Ui Γ ⊢ B : Ui
→-FORM

Γ ⊢ A → B : Ui

Γ, x : A ⊢ b : B
→-INTRO

Γ ⊢ λ(x : A). b : A → B
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La expresión λ(x : A). b puede entenderse como la función f : A → B definida
por f (x) = b, solo que se ha omitido el nombre f . Por este motivo, a veces en
la literatura estas funciones se llaman funciones anónimas. En este documento
nosotros las llamaremos funciones lambda, el nombre original que les dio Alonzo
Church [6].

En la expresión λ(x : A). b, se dice que x es una variable ligada en b. Esto
es similar a cómo las expresiones ‘’∀x’ o ‘’

∫

− dx’ ligan la variable x dentro de
estas. Si una variable no es ligada, se dice que es una variable libre.

Si f es una función de A en B, entonces podemos aplicarla a un elemento a : A
para conseguir un elemento de b : B. Intuitivamente, esto se da reemplazando
todos las apariciones de x por a. Este proceso se ve formalizado a través de las
siguientes reglas.

Reglas 2.4.3. (Reglas de aplicación de funciones)

Γ ⊢ f : A → B Γ ⊢ a : A
→-ELIM

Γ ⊢ f (a) : B

Γ, x : A ⊢ b : B Γ ⊢ a : A
→-COMP

Γ ⊢ (λ(x : A). b)(a) ≡ b[a/x] : B

donde la expresión b[a/x] indica que reemplazaremos todas las apariciones libres
de x con a.

Nótese que la regla →-COMP implica que la imagen de una función es única,
mientras que en MC una función se define como una relación que cumple esta
propiedad.

Ejemplo 2.4.4. Para este ejemplo, asumiremos la existencia del tipo de los na-
turales N, el cual será introducido posteriormente.

Formaremos la función identidad en N y la aplicaremos en 0. Sea Γ igual a
N:U , entonces

Γ
ctx-Ext

Γ, n:N ctx
Vble

Γ, n:N ⊢ n : N
→-INTRO

Γ ⊢ λ(n : N). n : N → N

Esto muestra que la función existe y tiene el tipo adecuado. Sea Γ igual a
N:U , 0:N, veremos que la función se comporta adecuadamente

Γ
ctx-Ext

Γ, n:N ctx
Vble

Γ, n:N ⊢ n : N
Γ

Vble
Γ ⊢ 0 : N

→-COMP
Γ ⊢ (λ(n : N). n)(0) ≡ n[0/n] : N

Γ ⊢ (λ(n : N). n)(0) ≡ 0 : N

Definición 2.4.5. Sea A un tipo, la función identidad idA : A → A está definida
por

idA :≡ λ(x : A). x
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Notación 2.4.6. Usaremos el símbolo :≡ para dar definiciones. Una definición
debe considerarse solo como una abreviación. El símbolo :≡ no pertenece a DTT
per se, sino solo es un mecanismo para reducir la notación en la práctica mate-
mática.

Como mencionamos en la introducción, ya esta función simple representa una
mejora respecto a MC. Dado el tipo de todos los conjuntos Set, la función idSet es
la función identidad en todos los conjuntos, un concepto imposible de formalizar
en MC.

Notación 2.4.7. Omitiremos a veces el tipo de una expresión y su contexto
asociado, cuando estos no sean relevantes o sean posibles de inferir fácilmente. De
esta forma, escribiríamos el juicio derivado en el ejemplo previo como idN(0) ≡ 0.

Para introducir funciones de varias variables, podríamos introducir el tipo
de productos A × B y definir f : (A × B) → C. Una alternativa equivalente,
pero más conveniente, es introducir el uso de funciones “currificadas” (curried
functions), nombradas así en honor a Haskell Curry [7].

La currificación de una función f : (A × B) → C es una función f ′ : A →
(B → C), de tal forma que si a : A y b : B, entonces f ′(a)(b) : C.

Ejemplo 2.4.8. Formaremos una función A → (B → A), la cual ignora el
valor de la segunda variable, y solo devuelve el valor de la primera variable. Sea
Γ :≡ A:U , B:U , tenemos

Γ
ctx-Ext

Γ, x:A ctx
ctx-Ext

Γ, x:A, y:B ctx
Vble

Γ, x:A, y:B ⊢ x:A
→-INTRO

Γ, x:A ⊢ λ(y : B). x : B → A
→-INTRO

Γ ⊢ λ(x : A). (λ(y : B). x) : A → (B → A)

Poniendo Γ′ :≡ A:U , B:U , a:A, b:B, el buen comportamiento es mostrado por

Γ′
ctx-Ext

Γ′, x:A ctx
ctx-Ext

Γ′, x:A, y:B ctx
Vble

Γ′, x:A, y:B ⊢ x : A
→-INTRO

Γ′, x:A ⊢ λ(y : B). x : B → A
Γ′

Vble
Γ′ ⊢ a : A

→-COMP
Γ′ ⊢ λ(x : A). (λ(y : B). x)(a) ≡ (λ(y : B). x)[a/x] : B → A

Γ′ ⊢ λ(x : A). (λ(y : B). x)(a) ≡ λ(y : B). a : B → A

y

Γ′
ctx-Ext

Γ′, y:B ctx
Vble

Γ′, y:B ⊢ a : A
Γ′

Vble
Γ′ ⊢ b : B

→-COMP
Γ′ ⊢ (λ(y : B). a)(b) ≡ a[b/y] : A

Γ′ ⊢ (λ(y : B). a)(b) ≡ a : A
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Juntando estas dos derivaciones, obtenemos que

λ(x : A). (λ(y : B). x)(a)(b) ≡ (λ(y : B). a)(b) ≡ a

Notación 2.4.9. Cuando puedan ser inferidas o no sean relevantes, omitiremos
también el tipo de las variables dentro de una función lambda. Por ejemplo,
escribiríamos λ(x : A). λ(y : B). Φ como λx. λy. Φ.

Si tenemos f : A1 → · · · → (An−1 → An), escribiremos f (x1)(x2) · · · (xn)
como f (x1, x2, . . . , xn). Esto no traerá ambigüedad, puesto que el tipo de f indi-
cará si es una función currificada o una función cuyo dominio es un producto de
tipos.

Una operación común entre funciones es la composición, la siguiente derivación
muestra que esta operación efectivamente existe.

Ejemplo 2.4.10. Sea Γ :≡ A:U , B:U , C:U , primero veremos que podemos ex-
pandir este contexto adecuadamente; es decir Γ ⊢ Γ, g:B → C, f :A → B, x:A ctx.

Γ ctx
Vble

Γ ⊢ B : U ctx
Γ ctx

Vble
Γ ⊢ C : U ctx

→-FORM
Γ ⊢ B → C : U

ctx-Ext
Γ, (g:B → C) ctx

Además,

Γ, (g:B → C) ctx
Vble

Γ, (g:B → C) ⊢ A : U

Γ, (g:B → C) ctx
Vble

Γ, (g:B → C) ⊢ B : U
→-FORM

Γ, (g:B → C) ⊢ A → B : U
ctx-Ext

Γ, (g:B → C), ( f :A → B) ctx
Vble

Γ, (g:B → C), ( f :A → B) ⊢ A : U
ctx-Ext

Γ, (g:B → C), ( f :A → B), (x : A) ctx

Ahora, tenemos que

Γ, (g:B → C), ( f :A → B), (x:A) ctx
Vble

Γ, (g:B → C), ( f :A → B), (x:A) ⊢ f : A → B

Γ, (g:B → C), ( f :A → B), (x:A) ctx
Vble

Γ, (g:B → C), ( f :A → B), (x:A) ⊢ x : A

Juntando estas dos derivaciones, obtenemos

Γ, . . . , (x:A) ⊢ f : A → B Γ, . . . , (x:A) ⊢ x : A
→-ELIM

Γ, (g:B → C), ( f :A → B), (x:A) ⊢ f (x) : B

Similarmente, tenemos que

Γ, (g:B → C), ( f :A → B), (x:A) ctx
Vble

Γ, (g:B → C), ( f :A → B), (x:A) ⊢ g : B → C

Finalmente, llegamos a
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Γ, . . . , (x:A) ⊢ g : B → C Γ, . . . , (x:A) ⊢ f (x) : B
→-ELIM

Γ, (g:B → C), ( f :A → B), (x:A) ⊢ g( f (x)) : C
→-INTRO

Γ, (g:B → C), ( f :A → B) ⊢ λ(x : A). g( f (x)) : A → C
→-INTRO

Γ, (g:B → C) ⊢ λ f . (λ(x : A). g( f (x))) : (A → B) → (A → C)
→-INTRO

Γ ⊢ λg. λ f . (λ(x : A). g( f (x))) : (B → C) → (A → B) → (A → C)

Esto muestra que la función

compA,B,C : (B → C) → (A → B) → (A → C)

compA,B,C :≡ λ(g : B → C). λ( f : A → B). (λx:A. g( f (x)))

existe. La prueba de que esta función se comporta como esperaríamos, es decir
que compA,B,C(g, f , x) ≡ g( f (x)), es semejante a la del Ejemplo 2.4.8, y por lo
tanto la omitiremos.

También se puede verificar el hecho conocido de que la composición es aso-
ciativa; es decir, que se tiene

compA,C,D(h, compA,B,C(g, f )) ≡ compA,B,D(compB,C,D(h, g), f )

Con esta operación de composición de funciones entonces obtenemos una ca-
tegoría.

Definición 2.4.11. La categoría Type tiene como objetos tipos, y como morfis-
mos funciones entre tipos. El morfismo identidad asociado a un objeto A está
dado por la función identidad idA.

La última regla de funciones indica que si formamos una nueva función lamb-
da, que recibe x y devuelve f (x) entonces esta es la misma función que la f
original.

Reglas 2.4.12. (Principio de unicidad para funciones)

Γ ⊢ f : A → B
→-UNIQ

Γ ⊢ f ≡ (λ(x : A). f (x)) : A → B

Nótese que esta regla no dice que si tenemos dos funciones f , g : A → B tales
que f (x) ≡ g(x) para todo x, entonces f ≡ g. Esta propiedad, apropiadamente
modificada, será introducida en la Sección 3.7.

2.5. El tipo de funciones dependientes

En MC, una práctica común es utilizar sucesiones infinitas de elementos xi

de un conjunto X. Formalmente, esto corresponde a una función f : N → X.
Similarmente, a veces es necesario indexar no solo elementos, sino conjuntos con
cierta estructura por otros conjuntos.

Por ejemplo, a cada punto p en una variedad M, le corresponde su espacio
tangente TpM. Se entiende que esta última construcción está asociada a cier-
ta función g : M →

⋃

p∈M{TpM}. En este último caso, es común decir que
{TpM}p∈M es una familia de conjuntos indexada por p ∈ M. Presentamos el
constructo análogo en DTT.
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Definición 2.5.1. Si tenemos que Γ, x : A ⊢ B : U , entonces diremos que B es
una familia de tipos indexada por x : A.

Recordamos que B no es el carácter ‘B’, sino una metavariable, por lo que esta
puede contener la variable x dentro de sí. Además, notamos que el requerimiento
que Γ, x : A ⊢ B : U es equivalente a que exista una función f : A → U , por lo
que en este caso también diremos que f es una familia de tipos.

Ejemplo 2.5.2. Cada punto x en un espacio topológico X tiene asociado un
grupo, su grupo fundamental. Es decir, Γ, x : X ⊢ π1(x, X) : U .

Ejemplo 2.5.3. Sea B : U un tipo, para todo a : A, se tiene Γ, a : A ⊢ B : U . En
este caso, decimos que B es una familia constante.

Nótese que en el caso de familias constantes, una función f : A → B asigna
a cada a : A un elemento f (a) : B. Esto se puede generalizar para familias
arbitrarias.

Ejemplo 2.5.4. Sea X un espacio topológico, para cada x : X podemos escoger
un elemento de π1(x, X) : U , el elemento neutro de ese grupo 0π1(x,X).

En este último ejemplo tenemos una regla de correspondencia, por lo que se
esperaría que podamos formar una función f con el tipo X → π1(x, X). Sin em-
bargo, este tipo previo no está bien tipado, pues el x que aparece en el codominio
no está definido. El problema es que el codominio depende del x : X escogido en
el dominio, para estos casos necesitaremos el tipo de funciones dependientes
de A en B, denotado por ∏(x:A) B.

Reglas 2.5.5. (Reglas de formación de funciones dependientes)

Γ ⊢ A : Ui Γ, x : A ⊢ B : Ui
Π-FORM

Γ ⊢ ∏(x:A) B : Ui

Γ, x : A ⊢ b : B
Π-INTRO

Γ ⊢ λ(x : A). b : ∏(x:A) B

donde la expresión ∏(x:A) B liga a x hasta el final de esta.

Con estas reglas, se puede definir el tipo ∏(x:X) π1(x, X), y una de las funcio-
nes pertenecientes a este tipo sería λ(x : X). 0π1(x,X).

Igual que en el caso de funciones no dependientes, tenemos reglas que nos
indican el proceso de aplicación de estas funciones, así como un principio de
unicidad.

Reglas 2.5.6. (Reglas de aplicación de funciones)

Γ ⊢ f : ∏(x:A) B Γ ⊢ a : A
Π-ELIM

Γ ⊢ f (a) : B[a/x]

Γ, x : A ⊢ b : B Γ ⊢ a : A
Π-COMP

Γ ⊢ (λ(x : A). b)(a) ≡ b[a/x] : B[a/x]

Γ ⊢ f : ∏(x:A) B
Π-UNIQ

Γ ⊢ f ≡ (λ(x : A). f (x)) : ∏(x:A) B
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Notamos que estas reglas son generalizaciones directas de las reglas de fun-
ciones introducidas en la sección anterior. En efecto, tomaremos estas como las
reglas oficiales y definiremos el tipo A → B como ∏(x:A) B; puesto que en este
caso B es una familia constante, y se tiene que B[a/x] es B, con lo que se obtienen
las reglas originales.

Notación 2.5.7. Las variables ligadas por Π tienen menor precedencia que
otros operadores dentro de un tipo, por lo que ∏(x:A) B → C se entiende co-
mo ∏(x:A)(B → C), por ejemplo. Además, para acentuar el énfasis de la (posi-
ble) dependencia de B sobre x, escribiremos ∏(x:A) B(x), entendiendo por esto
como simplemente ∏(x:A) B. Finalmente, mencionamos que existe otra notación
alternativa para ∏(x:A) B(x), como

∏
x:A

B(x) y Π(x : A), B(x).

El uso del símbolo Π sugiere que este tipo puede ser interpretado también
como el producto cartesiano de lo Bi, como lo muestra el próximo ejemplo. La
siguiente discusión es informal, y utilizaremos algunos términos de teoría de con-
juntos para ayudar la exposición. Sin embargo, estas nociones no están definidas
para DTT en este punto.

Ejemplo 2.5.8. Sea A un tipo con tres elementos a1, a2, a3 y sean X, Y, Z tres
tipos con m, n y p elementos respectivamente. Podemos asignar al elemento a1

el tipo X, al elemento a2 el tipo Y y al elemento a3 el tipo Z. Esto nos da una
familia de tipos B : A → U .

Una función f : ∏(x:A) B asigna a cada x : A un elemento de B(x).

x : A B(x)
a1 B(a1) ≡ X ≡ {x1, . . . , xm}
a2 B(a2) ≡ Y ≡ {y1, . . . , yn}
a3 B(a3) ≡ Z ≡ {z1, . . . , zp}

Definamos la función fi,j,k : ∏(x:A) B(x) por f (a1) = xi, f (b1) = yj, f (a3) =
zk donde 1 ≤ i ≤ m, i ≤ j ≤ n, 1 ≤ k ≤ p. De esta forma, vemos que
los elementos de ∏(x:A) B(x) corresponden exactamente a triples (x, y, z) con
x : X, y : Y y z : Z.

Así, el número de funciones en ∏(x:A) B(x), es el número de elecciones posibles
para cada ai, es decir

∣

∣

∣

∣

∣

∏
x:A

B(x)

∣

∣

∣

∣

∣

= ∏
x:A

|B(x)| = |X| · |Y| · |Z|

El hecho de que |A → B| = |B||A| es un caso particular de esto.

Una pequeña limitación de la función idA : A → A es que está definida solo
para el tipo A. Formalmente, tendríamos que crear una nueva función idT para
cada tipo T. Las funciones dependientes evitan la repetición de este proceso.
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Ejemplo 2.5.9. Existe una función id que asigna a cada A : U , su función
identidad idA : A → A.

A : U ctx
ctx-Ext

A : U , x : A ctx
Vble

A : U , x : A ⊢ x : A
→-INTRO

A : U ⊢ λ(x : A). x : A → A
Π-INTRO

· ⊢ λ(A :U ). λ(x : A). x : ∏(A:U ) A → A

La derivación de su buen comportamiento es similar al Ejemplo 2.4.8, y será
omitida.

Dados estos últimos ejemplos, vemos que dada una función lambda bien tipa-
da, es un proceso simple (pero tedioso) generar la derivación de su existencia y
buen comportamiento. Por este motivo, en las secciones siguientes comenzaremos
a escribir solamente la función lambda, omitiendo las derivaciones asociadas.

Notación 2.5.10. Es común en MC definir funciones a partir de reglas de co-
rrespondencia; es decir, definiendo f por su comportamiento en un x arbitrario.
Utilizaremos esta misma práctica, entendiendo estas definiciones como una abre-
viación de funciones lambda. Por ejemplo, la definición de la función

id : ∏
A:U

A → A

id :≡ λ(A :U ). λ(x : A). x

Puede ser reescrita simplemente como

id : ∏
A:U

A → A

id(A, x) :≡ x

Finalmente, para funciones currificadas de varios parámetros, se asociaran apli-
caciones repetidas de ‘→’ por la derecha, por lo que A → B → C se entiende
como A → (B → C), por ejemplo. Todos los demás constructos por introducir
asociarán hacia la izquierda, de tal forma que A × B × C es (A × B)× C.

Ejemplo 2.5.11. Existe una función swap que invierte el orden de las variables
de una función de dos parámetros.

swap : ∏
(A:U )

∏
(B:U )

∏
C:U

(A → B → C) → (B → A → C)

Y esta está definida por

swap(A, B, C, f ) :≡ λ(b : B). λ(a : A). f (a, b)

Notamos que de acuerdo a la notación anterior, esta también pudo haber sido
definido como:

swap(A, B, C, f , b, a) :≡ f (a, b)
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Como se esperaría, podemos generalizar la definición de composición de fun-
ciones del Ejemplo 2.4.10.

Definición 2.5.12. Podemos definir la función de composición de funciones

comp∗ :≡ ∏
(A:U )

∏
(B:U )

∏
(C:B→U )

(

∏
y:B

C(y)

)

→ ∏
( f :A→B)

∏
(x:X)

C( f (x))

dada por
comp∗(A, B, C, g, f , x) :≡ g( f (x))

Esta función generaliza a la función del Ejemplo 2.4.10, en el sentido de que

compA,B,C(g, f ) ≡ comp∗(A, B, C, g, f )

Como es usual, escribiremos g ◦ f en vez de comp∗(A, B, C, g, f ), dejando los tipos
A, B y C implícitos.

2.6. El tipo de pares dependientes

Así como el tipo de funciones A → B es un caso particular del tipo de fun-
ciones dependientes ∏(x:A) B(x), el tipo de pares A × B es un caso particular del
tipo de pares dependientes ∑(x:A) B donde B puede depender de x : A.

Intuitivamente, dados dos elementos a : A y b : B(a) es posible generar el par
(a, b). Las siguientes reglas formalizan esto2.

Reglas 2.6.1. (Reglas de formación de pares dependientes)

Γ ⊢ A : Ui Γ ⊢ B : A → Ui
Σ-FORM

Γ ⊢ ∑(x:A) B : Ui

Γ ⊢ B : A → Ui Γ ⊢ a : A Γ ⊢ b : B(a)
Σ-INTRO

Γ ⊢ (a, b) : ∑(x:A) B

donde la expresión ∑(x:A) B liga a x hasta el final de esta.

Notación 2.6.2. En caso B sea una familia constante, escribiremos también
A × B en vez de ∑(x:A) B. Los variables ligadas por Σ tienen menor precedencia
que otros operadores dentro de un tipo, por lo que ∑(x:A) B → C se entiende
como ∑(x:A)(B → C), por ejemplo.

En el caso del producto ‘×’, este tiene mayor precedencia que ‘→’, por lo que
A× B → C se interpreta como (A× B) → C. Lo mismo aplica para el coproducto
‘+’ definido en la próxima sección.

2El uso del tipo de funciones en estas reglas podría hacer parecer que estas tienen un rol
más fundamental que el de pares dependientes; sin embargo, es posible formalizar estas reglas
sin hacer mención a las funciones, ver [25, Apéndice A.2.]
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Además, para acentuar el énfasis de la (posible) dependencia de B sobre x,
escribiremos ∑(x:A) B(x), entendiendo por esto como simplemente ∑(x:A) B. Fi-
nalmente, mencionamos que existe otra notación alternativa para ∑(x:A) B(x),
como

∑
x:A

B(x) y Σ(x : A), B(x).

Similarmente al caso de funciones dependientes, el uso del símbolo Σ sugiere
que este tipo puede ser interpretado también como una suma (disjunta) de los
Bi, como lo muestra el próximo ejemplo informal.

Ejemplo 2.6.3. Sea A = {a1, a2, a3} y sean X, Y, Z, B como en el Ejemplo 2.5.8.
El tipo de pares dependientes ∑(x:A) B contiene pares (a, b) con a : A y b : B(a).
Por ejemplo, podemos definir un par (a1, xi) : ∑(x:A) B.

De esta forma, los elementos de ∑(x:A) B corresponden exactamente a elemen-
tos de la unión disjunta de los elementos de X, Y y Z. En efecto, tenemos

∣

∣

∣∑(x:A)B
∣

∣

∣
= Σx:A|B(x)| = |X|+ |Y|+ |Z|

Las reglas previas solo muestran cómo formar pares, para que estos sean úti-
les es necesario ver cómo se pueden usar; es decir, cómo formar funciones cuyo
dominio sea un tipo de pares dependientes.

Reglas 2.6.4. (Reglas de eliminación de pares dependientes.)

Γ ⊢ C : (∑(x:A) B) → Ui Γ ⊢ g : ∏(a:A) ∏(b:B(a)) C((a, b))

Γ ⊢ p : ∑(x:A) B
Σ-ELIM

Γ ⊢ ind
C,g,p

∑(x:A) B : C(p)

Γ ⊢ C : (∑(x:A) B) → Ui Γ ⊢ g : ∏(a:A) ∏(b:B(a)) C(a, b)

Γ ⊢ a : A Γ ⊢ b : B[a/x]
Σ-COMP

Γ ⊢ ind
C,g,(a,b)
∑(x:A) B ≡ g(a)(b) : C((a, b))

Aquí, ind
C,g,p

∑(x:A) B es un primitivo, un elemento que afirmamos existe, y es un

elemento de C(p). En otras palabras, para cada C, g y p que satisfagan los
requisitos de la regla, Σ-ELIM indica que exite este primitivo, el cual depende de
estas tres metavariables. Similarmente para la regla Σ-COMP.

Estas dos reglas nos dan el siguiente principio de inducción para pares depen-
dientes.

Teorema 2.6.5. Sea A un tipo, B : A → U una familia de tipos sobre A,
entonces existe una función

ind∑(x:A) B(x) : ∏
(C:(∑(x:A) B(x))→U )

(

∏(a:A)∏(b:B(a))C((a, b))
)

→ ∏
(p:∑(x:A) B(x))

C(p)

tal que
ind∑(x:A) B(x)(C, g, (a, b)) ≡ g(a)(b) : C((a, b))
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Demostración. Definimos la función por

ind∑(x:A) B(x)(C, g, p) :≡ ind
C,g,p

∑(x:A) B : C(p),

el cual existe por la regla Σ-ELIM, mientras que la regla Σ-COMP nos indica que
se comporta apropiadamente en pares.

El principio de inducción para pares dependientes captura la adjunción Hom
(Ejemplo 1.20):

Hom(A × B, C) ∼= Hom(A, Hom(B, C))

En efecto, es esta equivalencia la que aprovechamos para nuestra definición de
funciones currificadas.

Veamos como podemos utilizar este principio para mostrar la existencia de
las funciones de proyección en cada uno de las coordenadas.

Teorema 2.6.6. Sea A un tipo y B una familia de tipos sobre A. Entonces existen
funciones pr1 y pr2 tales que pr1(a, b) = a y pr2(a, b) = b.

Demostración. Sean

C :≡ λp. A : ∑
x:A

B(x) → U

g :≡ λx. λy. x : ∏
(a:A)

∏
(b:B(a))

A

Notando que C((a, b)) ≡ A, y aplicando el principio de inducción obtenemos

pr1 :≡ ind∑(x:A) B(x)(C, g) : ∏
p:∑(x:A) B(x)

A

pr1(a, b) ≡ ind∑(x:A) B(x)(C, g, (a, b)) ≡ g(a)(b) ≡ a

De manera similar, tomando

C′ :≡ λp. B(pr1(p)) : ∑
x:A

B(x) → U

g′ :≡ λx. λy. y : ∏
(a:A)

∏
(b:B(a))

B(a)

y notando que C((a, b)) ≡ B(pr1((a, b))) ≡ B(a), aplicando el principio de in-
ducción obtenemos

pr2 :≡ ind∑(x:A) B(x)(C
′, g′) : ∏

p:∑(x:A) B(x)

B(pr1(p))

pr2 ≡ ind∑(x:A) B(x)(C
′, g′, (a, b)) ≡ g′(a, b) ≡ b

Por lo que ambas proyecciones existen.

Aplicar directamente el principio de inducción requiere cierto nivel de cuidado,
en MC clásica definiríamos la función pr2 simplemente como pr2((a, b)) :≡ b.
Veremos que esta práctica también se puede realizar en DTT.
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Notación 2.6.7. (Búsqueda de patrones para pares dependientes)
Sea A un tipo, B : A → U una familia de tipos sobre A y C : (∑(x:A) B(x)) → U .
Podemos definir una función f : ∏(p:∑(x:A) B(x)) C(p) por

f ((a, b)) :≡ Φ

donde Φ : C((a, b)) es una expresión que puede contener a o b.

Justificación. Dados a : A, b : B(a) y Φ : C((a, b)), podemos definir

g :≡ λ(a : A). λ(b : B(a)). Φ : ∏
(a:A)

∏
(b:B(a))

C((a, b))

Entonces,
f :≡ ind∑(x:A) B(x)(C, g) : ∏

p:∑(x:A) B(x)

C(p)

es tal que f ((a, b)) ≡ Φ.

Esto justifica el hecho “obvio” de que basta definir una función en un par
arbitrario para que la función esté bien definida en todo el tipo de pares depen-
dientes.

Notación 2.6.8. Omitiremos a veces los paréntesis de un par cuando estos es-
tén dentro de una aplicación de una función o dentro de otro par. Por ejemplo,
escribiremos C(a, b) en vez de C((a, b)), y (a, b, c) en vez de (a, (b, c)) o ((a, b), c).

2.7. 0, 1, 2 y el tipo del coproducto

El tipo 0

El tipo 0 : U representa el tipo vacío, por lo que si obtuviésemos un elemento
de él, esto sería un absurdo, y podríamos concluir cualquier cosa. Las siguientes
reglas capturan esta intuición.
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Reglas 2.7.1. (Reglas del tipo 0.)

Γ ctx
0-FORM

Γ ⊢ 0 : U0

Γ ⊢ C : 0 → U0 Γ ⊢ z : 0
0-ELIM

Γ ⊢ indC,z
0

: C(z)

Aquí, al igual que para el caso de los pares dependientes, indC,z
0

es un pri-
mitivo, el cual afirmamos que existe siempre que se satisfagan las condiciones
necesarias. Esto mismo aplica para los elementos indC,c,a

1
, inlaA+B y inrb

A+B intro-
ducidos posteriormente en esta sección.

El principio de inducción del 0 implica que, dado un z : 0, podemos generar
un elemento de un tipo que (posiblemente) depende de z.

Teorema 2.7.2. Existe una función

ind0 : ∏
(C:0→U )

∏
(z:0)

C(z)

Demostración. Definimos la función por

ind(C, z) :≡ indC,z
0

.

Nótese que, en particular, el principio de inducción del tipo 0 nos da una
función rec0(C) : 0 → C, para todo tipo C. En efecto, podemos definir

rec0(C, x) :≡ ind0(λx. C, x)

Esto nos da indicios de que el tipo 0 es un objeto inicial de la categoría Type, y
este es efectivamente el caso; pero la demostración de la unicidad de la función
rec0(C) tendrá que esperar (ver Proposición 3.7.2).

El tipo 1

De manera análoga, el tipo 1 : U representa el tipo con un solo elemento ⋆,
por lo que para generar una función con dominio es suficiente definirla en ⋆. Las
siguientes reglas dicen precisamente esto.

Reglas 2.7.3. (Reglas del tipo 1.)

Γ ctx
1-FORM

Γ ⊢ 1 : Ui

Γ ctx
1-INTRO

Γ ⊢ ⋆ : 1

Γ ⊢ C : 1 → Ui Γ ⊢ c : C(⋆) Γ ⊢ a : 1
1-ELIM

Γ ⊢ indC,c,a
1

: C(a)

Γ ⊢ C : 1 → Ui Γ ⊢ c : C(⋆)
1-COMP

Γ ⊢ indC,c,⋆
1

≡ c : C(⋆)

El principio de inducción para 1 es el siguiente.
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Teorema 2.7.4. Existe una función

ind1 : ∏
C:1→U

C(⋆) → ∏
x:1

C(x)

tal que
ind1(C, c, ⋆) :≡ c.

Demostración. La función definida por

ind1(C, c, a) :≡ indC,c,a
1

cumple los requisitos

El principio de inducción del 1 nos permite usar la siguiente notación.

Notación 2.7.5. (Búsqueda de patrones para 1)
Sea C : 1 → U una familia de tipos sobre 1. Podemos definir una función f :

∏(x:1) C(x) por
f (⋆) :≡ Φ

donde Φ : C(⋆).

Justificación. Dado Φ : C(⋆), podemos definir

f :≡ ind1(C, Φ) : ∏
x:1

C(x)

y este cumple que f (⋆) ≡ Φ.

Categóricamente, el tipo 1 es un objeto terminal de Type, pues dado un tipo
C arbitrario, podemos definir una función !1C : C → 1 por

!1C :≡ λ(x : C). ⋆

Verificaremos que esta función es única en la Proposición 4.2.3.

El tipo 2 y el tipo del coproducto

Podríamos ahora esperar poder definir 2, el tipo con dos elementos, como la
unión disjunta de 1 consigo mismo, a través de una un producto 2 :≡ X × 1,
donde X tiene dos elementos. Esto es posible, pero no tenemos ningún X que
satisfaga esta propiedad.

Una alternativa es usando la noción del coproducto. Dados dos tipos A y B,
su coproducto es denotado por A + B. Este puede ser entendido como una unión
disjunta de los dos tipos.
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Reglas 2.7.6. (Reglas de formación del coproducto.)

Γ ⊢ A : Ui Γ ⊢ B : Ui
+-FORM

Γ ⊢ A + B : Ui

Γ ⊢ A : Ui Γ ⊢ B : Ui Γ ⊢ a : A
+-INTRO1

Γ ⊢ inlA+B(a) : A + B

Γ ⊢ A : Ui Γ ⊢ B : Ui Γ ⊢ b : B
+-INTRO2

Γ ⊢ inrA+B(b) : A + B

De esta forma, inlA+B y inrA+B actúan como las inyecciones naturales hacia
el coproducto. Así, podemos definir 2 :≡ 1 + 1, y este posee dos elementos inl(⋆)
e inr(⋆).

Sin embargo, para poder utilizar un coproducto, debemos saber cómo definir
funciones cuyo dominio sean estos.

Reglas 2.7.7. (Reglas de eliminación del coproducto.)

Γ ⊢ C : A + B → Ui Γ ⊢ c : ∏(x:A) C(inl(x))

Γ ⊢ d : ∏(y:B) C(inr(y)) Γ ⊢ e : A + B
+-ELIM

Γ ⊢ indC,c,d,e
A+B : C(e)

Γ ⊢ C : A + B → Ui Γ ⊢ c : ∏(x:A) C(inl(x))

Γ ⊢ d : ∏(y:B) C(inr(y)) Γ ⊢ a : A
+-COMP1

Γ ⊢ ind
C,c,d,inl(a)
A+B ≡ c(a) : C(inl(a))

Γ ⊢ C : A + B → Ui Γ ⊢ c : ∏(x:A) C(inl(x))

Γ ⊢ d : ∏(y:B) C(inr(y)) Γ ⊢ b : B
+-COMP2

Γ ⊢ ind
C,c,d,inr(b)
A+B ≡ d(b) : C(inr(b))

Estas reglas justifican el hecho de que basta definir una función en A y en
B para que esté definida en A + B. Esto es el principio de inducción para el
coproducto.

Teorema 2.7.8. Sean A y B tipos. Entonces existe una función

indA+B : ∏
(C:(A+B)→U )

(

∏(x:A)C(inl(x))
)

→
(

∏(y:B)C(inr(y))
)

→ ∏(e:A+B)C(e)

tal que

indA+B(C, c, d, inl(a)) ≡ c(a) : C(inl(a))

indA+B(C, c, d, inr(b)) ≡ d(b) : C(inl(b))
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Demostración. La función definida por

indA+B(C, c, d, e) :≡ indC,c,d,e
A+B

satisface los requisitos.

Como en los tipos previos, podemos simplificar considerablemente la notación
realizando una búsqueda de patrones.

Notación 2.7.9. (Búsqueda de patrones para el coproducto)
Sean A, B tipos, y C : A + B → U una familia de tipos sobre A + B. Podemos
definir una función f : ∏(e:A+B) C(e) por

f (inl(a)) :≡ Φ0

f (inr(b)) :≡ Φ1

donde Φ0 : C(inl(a)) y Φ1 : C(inr(b)) son expresiones que pueden tener a ‘a’ o a
‘b’ respectivamente.

Justificación. Dados Φ0 : C(inl(a)) y Φ1 : C(inr(b)), podemos definir

f :≡ indA+B(C, λ(a : A). Φ0, λ(b : B). Φ1) : ∏
e:A+B

C(e)

y esta satisface f (inl(a)) :≡ Φ0 y f (inr(b)) :≡ Φ1.

Analizaremos con más detalle el tipo 2 :≡ 1 + 1. Escribiendo 02 :≡ inl(⋆) y
12 :≡ inr(⋆), y por el principio de inducción para el coproducto, vemos que para
definir una función ∏(x:2) C(x) es suficiente definir dos funciones f : 1 → C(02)

y g : 1 → C(12). Pero por el principio de inducción de 1, esto es lo mismo
que seleccionar dos elementos, uno de C(02) y otro de C(12). De esta forma,
obtenemos el principio de inducción para 2.

Teorema 2.7.10. Sea C : 2 → U una familia de tipos sobre 2. Entonces existe
una función

ind2 : ∏
(C:2→U )

C(02) → C(12) → ∏(x:2)C(x)

tal que

ind2(C, c0, c1, 02) ≡ c0 : C(02)

ind2(C, c0, c1, 12) ≡ c1 : C(12)

Sea C : 2 → U definido por C(02) :≡ A y C(12) :≡ B, es intuitivo que
∑(x:2) C(x) sea equivalente, en cierto sentido, a A + B. Este es efectivamente el
caso (ver Capítulo 2), y pudimos también haber introducido primero el tipo 2

y definir A + B a partir de este. Cuál es introducido primero no causa ninguna
diferencia en los resultados.
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2.8. El tipo de los naturales

Hemos introducido varios principios de inducción para diferentes tipos. Vea-
mos que para el tipo de los naturales, su principio de inducción en DTT coincide
con el principio usal de MC. Intuitivamente, el tipo de los naturales consiste del
conjunto {0, 1, 2, . . . }, pero nótese que, a excepción del 0, todo elemento m puede
ser escrito como n + 1 para algún n. Esto sugiere las siguientes reglas.

Reglas 2.8.1. (Reglas de formación de N.)

Γ ctx
N-FORM

Γ ⊢ N : Ui

Γ ctx
N-INTRO1

Γ ⊢ 0 : N
Γ ctx

N-INTRO2
Γ ⊢ succ : N → N

Aquí la función succ representa la función sucesor usual. Ahora, para formar
funciones que tengan como dominio el tipo N, necesitamos introducir las reglas
de eliminación.

Reglas 2.8.2. (Reglas de eliminación de N.)

Γ ⊢ C : N → Ui Γ ⊢ c0 : C(0)
Γ ⊢ cs : ∏(n:N) C(n) → C(succ(n)) Γ ⊢ n : N

N-ELIM
Γ ⊢ ind

C,c0,cs,n
N

: C(n)

Γ ⊢ C : N → Ui Γ ⊢ c0 : C(0)
Γ ⊢ cs : ∏(n:N) C(n) → C(succ(n))

N-COMP1

Γ ⊢ ind
C,c0,cs,0

N
≡ c0 : C(n)

Γ ⊢ C : N → Ui Γ ⊢ c0 : C(0)
Γ ⊢ cs : ∏(n:N) C(n) → C(succ(n)) Γ ⊢ n : N

N-COMP2

Γ ⊢ ind
C,c0,cs,succ(n)
N

≡ cs(n, ind
C,c0,cs,n
N

) : C(succ(n))

Aquí, nuevamente, ind
C,c0,cs,succ(n)
N

es un primitivo que pertenece a C(n). Con
estas reglas, obtenemos el principio de inducción usual.

Teorema 2.8.3. Existe una función

indN : ∏
(C:N→U )

C(0) →
(

∏(n:N)C(n) → C(succ(n))
)

→ ∏(n:N)C(n)

tal que

indN(C, c0, cs, 0) :≡ c0,

indN(C, c0, cs, succ(n)) :≡ cs(n, indN(C, c0, cs, n)).
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Demostración. La función definida por

indN(C, c0, cs, n) :≡ ind
C,c0,cs,n
N

cumple los requisitos.

Notación 2.8.4. (Búsqueda de patrones para los naturales)
Podemos definir una función con dominio N a una familia de tipos C : N → U
definiendo su comportamiento en 0 y succ(n), es decir

f (0) :≡ Φ0 : C(0)

f (succ(n)) :≡ Φ1 : C(succ(n))

donde n y f (n) pueden aparecer en Φ1.

Justificación. f puede ser definida como

f :≡ indN(C, Φ0, λn. λr. Φ∗
1)

donde Φ∗
1, es Φ con todas las ocurrencias de f (n) reemplazadas por r.

Definimos los símbolos usuales para los números naturales como aplicacio-
nes repetidas del constructo succ. Es decir 1 :≡ succ(0), 2 :≡ succ(1), 3 :≡
succ(2), . . . .

En el caso en el que la familia C : N → U es constante, el principio de
inducción se convierte en el principio de recursión.

Teorema 2.8.5. Existe una función

recN : ∏
C:U

N → (N → N) → (N → C)

Demostración. Podemos definir recN por

recN(C, c, f , 0) :≡ c : C

recN(C, c, f , succ(n)) :≡ f (recN(C, c, f , n)) : C

Es más, para todos los tipos existe un principio de recursión, el cual es sim-
plemente el principio de inducción aplicado a una familia constante, como ya lo
vimos para el caso del tipo 0. Veamos dos aplicaciones de esto.

Ejemplo 2.8.6. Existe una función double : N → N tal que duplica el valor su
input.

double : N → N

double(0) :≡ 0

double(succ(n)) :≡ succ(succ(double(n)))
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Por ejemplo,

double(2) ≡ double(succ(succ(0)))

≡ succ(succ(double(succ(0))))

≡ succ(succ(succ(succ(double(0)))))

≡ succ(succ(succ(succ(0))))

≡ 4

La función suma también es definida por recursión

Ejemplo 2.8.7.

add : N → N → N

add(0) :≡ idN

add(succ(n)) :≡ λm. succ(add(n)(m))

A forma de recordatorio que la notación previa es solo una simplificación, mos-
tramos la definición usando solo el principio de inducción:

add :≡ indN(λn. (N → N), idN, λn. λg. λm. succ(g(m)))

Como es común, utilizaremos a + b para referirnos a add(a)(b).

2.9. Proposiciones como tipos

En la introducción habíamos mencionado que las proposiciones eran represen-
tadas como tipos en DTT. Comenzaremos analizando cada uno de los constructos
lógicos principales en MC.

Para mostrar que se cumple P ∧ Q, es suficiente mostrar que se cumplen
ambos P y Q. Podemos entonces considerar una prueba de P ∧ Q como un
par de pruebas de P y Q.
Para mostrar que se cumple P ∨ Q, es suficiente mostrar que se cumple
alguno de P o Q. Podemos entonces considerar una prueba de P ∨ Q como
la unión disjunta de pruebas de P y Q.
Para mostrar que se cumple P =⇒ Q, es suficiente mostrar que dado P, se
puede mostrar que se cumple Q. Podemos entonces considerar una prueba
de P =⇒ Q como una función que toma una prueba de P y devuelve una
prueba de Q.
Para mostrar que se cumple ¬P, es suficiente mostrar que si es que tenemos
P, podemos llegar a una contradicción. Podemos entonces considerar una
prueba de ¬P como una función que toma una prueba de P y devuelve una
prueba de una contradicción.
Para mostrar que se cumple ∀x ∈ A, P(x), es suficiente mostrar que, dado
un x arbitrario en A, se puede mostrar que este satisface P(x). Podemos
entonces considerar una prueba de ∀x ∈ A, P(x) como una función que
toma cualquier elemento x ∈ A y devuelve una prueba de P(x).
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Para mostrar que se cumple ∃x ∈ A, P(x), es suficiente mostrar que existe
un a ∈ A tal que P(a). Podemos entonces considerar una prueba de ∃x ∈
A, P(x) como un par, el cual consiste de un elemento a ∈ A y una prueba
de P(a).

La interpretación de estos constructos de esta manera es llamada la inter-
pretación BHK, debido a los nombres de sus principales proponentes L. E. J.
Brouwer, Arend Heyting, y Andrey Kolmogorov. Notemos su similitud con las
reglas de introducción para los tipos que ya hemos introducido.

Por ejemplo, la regla de introducción para el tipo del producto indica que
para construir un elemento de P × Q es suficiente mostrar dos elementos a : P y
b : Q, y el nuevo elemento construido sería el par (a, b) de estos. Así, los tipos se
interpretan como proposiciones y los elementos de estos tipos se interpretan como
pruebas o evidencia de estas proposiciones. Esta correspondencia entre lógica y
tipos es llamada el isomorfismo de Curry-Howard.

Matemática Clásica Teoría de Tipos Dependientes
A ∧ B A × B
A ∨ B A + B
A =⇒ B A → B
A ⇐⇒ B (A → B)× (B → A)
¬A A → 0

∀x ∈ A, P(x) ∏(x:A) P(x)
∃x ∈ A, P(x) ∑(x:A) P(x)

Cuadro 2.2: Isomorfismo de Curry-Howard.

La correspondencia es relativamente simple por lo que no la explicaremos más
a detalle, solo el caso de ¬A merece una mayor atención. En DTT, el 0 toma
el rol de un absurdo, puesto que su mismo principio de inducción indica que es
posible formar una función con cualquier codominio dado un elemento de 0. Por
este motivo, interpretamos A → 0 como ¬A.

Definición 2.9.1. Diremos que dos tipos A y B son lógicamente equivalentes
cuando se tiene A ⇐⇒ B; es decir, tenemos dos funciones f : A → B y
g : B → A, como indicado en el Cuadro 2.2.

Veamos algunos ejemplos de lógica proposicional y lógica predicativa.

Ejemplo 2.9.2. Una de las leyes de Morgan indica que para todo par de propo-
siciones A y B tenemos

¬A ∨ ¬B =⇒ ¬(A ∧ B).

El equivalente en DTT es la existencia de una función

f : ∏
(A:U )

∏
(B:U )

(A → 0) + (B → 0) → (A × B → 0)
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En efecto, combinando la búsqueda de patrones en el coproducto y en el producto,
podemos definir f como

f (A, B, inl( f1), (a, b)) :≡ f1(a)

f (A, B, inr( f2), (a, b)) :≡ f2(b)

Notación 2.9.3. A veces omitiremos la mención explícita de los Π tipos invo-
lucrados, cuando estos toman el rol lógico de “para todo”, entendiendo que el
término que estamos construyendo es una función dependiente con un dominio
apropiado.

Ejemplo 2.9.4. Consideremos la siguiente implicación usada comúnmente

∃x ∈ A,¬P(x) =⇒ ¬(∀x ∈ A, P(x))

Esta es representada por la existencia de una función

f : ∑(x:A)(P(x) → 0) → (∏(x:A)P(x)) → 0

Esta puede ser definida por

f ((a, g), h) :≡ g(h(a))

Ejemplo 2.9.5. El axioma de elección en MC indica que dada una colección de
conjuntos no vacíos X, es posible crear una función f : X →

⋃

X que selecciona
un elemento de cada conjunto. Es decir,
(

∀x ∈ X, ∃y ∈
⋃

X, (y ∈ x)
)

=⇒
(

∃ f : X →
⋃

X, ∀x ∈ X, ( f (x) ∈ x)
)

En DTT, esto podría ser entendido3 como un caso particular de

ac :

(

∏(x:A)∑(y:B)R(x, y)
)

→
(

∑( f :A→B)∏(x:A)R(x, f (x))
)

Podemos definir esta función como

ac(h) :≡
(

λx. pr1(h(x)), λx. pr2(h(x))
)

Esta función está bien definida puesto que

λx. pr1(g(x)) : A → B,

λx. pr2(g(x)) : ∏(x:A)R(x, pr1(g(x))).

como es requerido por el tipo del codomino de ac.

Definición 2.9.6. Dado un tipo A, si existe un elemento a tal que a : A, diremos
que A es un tipo habitado.

Así, se dice una proposición P es verdadera cuando es un tipo habitado. El
ejemplo previo muestra que el axioma de elección es verdadero en esta teoría.

3La verdadera formalización del axioma de elección como visto de manera clásica, es ligera-
mente distinta a la presentación actual, ver [25, Sección 3.8].
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2.10. El tipo de identidades

De acuerdo a la interpretación de proposiciones como tipos, debería haber
un tipo que refleje la propiedad de que dos elementos sean iguales. Es decir, si
tenemos x, y : A, tenemos un tipo de identidades entre x y y, el cual denotamos
por x =A y.

Reglas 2.10.1. (Reglas de formación del tipo de identidades.)

Γ ⊢ A : Ui Γ ⊢ a : A Γ ⊢ b : A
=-FORM

Γ ⊢ a =A b : Ui

Γ ⊢ A : Ui Γ ⊢ a : A
=-INTRO

Γ ⊢ refla : a =A a

Intuitivamente, el tipo x =A y representa la noción de igualdad, y este está
habitado justamente cuando x es igual a y. En particular, x =A x siempre está
habitado, puesto que por =-INTRO tenemos una función

refl : ∏
x:A

x =A x,

definida por refl(x) :≡ reflx. Además, notemos que es imposible formar el tipo de
igualdades para dos elementos en dos tipos distintos.

La introducción de este tipo permite enunciar y probar teoremas que involu-
cren la igualdad.

Ejemplo 2.10.2. Por definición, para todo n : N tenemos 0 + n :≡ n, por lo
que podemos definir

λn. refln : ∏
n:N

(0 + n =N n)

Por otro lado, la demostración de ∏(n:N)(n + 0 =N n) requiere de otros resulta-
dos, como el principio de inducción para el tipo de identidades.

De manera análoga a los casos de la suma dependiente y el coproducto, dado
que la forma canónica de introducir un elemento del tipo de identidades es por
reflx, basta definir una función dependiente en estos elementos para que esté
definida en todo x =A y. Este razonamiento nos da:

Reglas 2.10.3. (Reglas de eliminación del tipo de identidades.)

Γ ⊢ C : ∏(x,y:A)(x =A y) → Ui Γ ⊢ c : ∏(z:A) C(z, z, reflz)

Γ ⊢ a : A Γ ⊢ b : A Γ ⊢ p : a =A b
=-ELIM

Γ ⊢ ind
C,c,a,b,p
=A : C(a, b, p)

Γ ⊢ C : ∏(x,y:A)(x =A y) → Ui Γ ⊢ c : ∏(z:A) C(z, z, reflz)

Γ ⊢ a : A
=-COMP

Γ ⊢ indC,c,a,a,refla
=A

≡ c(a) : C(a, a, refla)
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Como en los tipos previos, ind
C,c,a,b,p
=A es un primitivo que existe bajo ciertas

condiciones, y estas reglas nos dan un principio de introducción y una búsqueda
de patrones.

Teorema 2.10.4. Para todo tipo A : U , existe una función

ind=A
: ∏
(C:∏(x,y:A)(x=Ay)→U )

(

∏(x:A)C(x, x, reflx)
)

→ ∏
(x,y:A)

∏
(p:x=Ay)

C(x, y, p)

tal que
ind=A

(C, c, x, x, reflx) :≡ c(x).

Demostración. Podemos definir ind=A
por

ind=A
(C, c, x, x, p) :≡ indC,c,x,x,p

=A
.

Notación 2.10.5. (Búsqueda de patrones para el tipo de identidades)
Podemos definir una función f : ∏(x,y:A) ∏(p:x=Ay) C(x, y, p) definiendo su com-
portamiento en reflx, es decir

f (reflx) :≡ Φ : C(x, x, reflx)

Justificación. La función f puede ser definida como

f :≡ ind=A
(C, λx. Φ)

Así, para definir una función f : ∏(x,y:A) ∏(p:x=Ay) C(x, y, p) basta asumir
que x es y, y definir el comportamiento de la función en los caminos reflx. Utili-
zaremos esto múltiples veces en los siguientes capítulos.

El tipo de identidades es quizás el que mayor riqueza trae a esta teoría, y el
siguiente capítulo estará dedicado principalmente a este.

Notación 2.10.6. Escribiremos x = y en vez de x =A y cuando no haya riesgo
de confusión.

Para diferenciar el tipo x =A y del juicio x ≡ y, a veces se llama al primero
de estos como una igualdad proposicional.

2.11. Grupos

Veamos cómo los tipos introducidos nos permiten formalizar en DTT el con-
cepto de un grupo. Recordemos que en MC un grupo es par (G, ∗), tal que G es
un conjunto y ∗ es una operación binaria en G tal que

∗ es asociativa,
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existe un elemento neutro e, tal que para todo g ∈ G se tiene que e ∗ g =
g ∗ e = g, y
para todo g ∈ G existe un g−1 ∈ G tal que g ∗ g−1 = g−1 ∗ g = e.

Esta estructura puede ser reflejada directamente en la siguiente definición

Definición 2.11.1. Dado un tipo A, diremos que este tiene una estructura de
grupo si es que el tipo

GroupStr(A) :≡ ∑
m:A→A→A

∏
x,y,z:A

(m(x, m(y, z)) = m(m(x, y), z))

× ∑
(e:A)

∏
(g:A)

(m(e, g) = g)× (m(g, e) = g)

× ∑
(i:A→A)

∏
(g:A)

(m(g, i(g)) = e)× (m(i(g), g) = e)

está habitado.

Cada línea de la definición previa corresponde a uno de los puntos de la
definición clásica. Con el concepto de estructura ya definido, podemos definir lo
que es un grupo.

Definición 2.11.2. Un grupo es un tipo junto con una estructura de grupo. Es
decir, un elemento del tipo

Group :≡ ∑
A:U

GroupStr(A)

Nótese que, a diferencia de MC, sí tenemos un tipo de todos los grupos, el
cual es Group.

Es claro que una formalización similar aplica para la gran mayoría de teorías
algebraicas, como las de los anillos, módulos, categorías, etc.

2.12. Metateoría de DTT

Hemos introducido las reglas de DTT que usaremos en lo que sigue del presente
documento. En la presente sección discutiremos sobre las reglas mismas, y sobre
las propiedades de la teoría que estas generan; es decir, la metateoría.

En primer lugar, parecería que existe cierta inconsistencia en algunas reglas.
Por ejemplo, consideremos la siguiente regla ya introducida

Γ ⊢ a : A
Γ ⊢ a ≡ a : A

Se tiene Γ ⊢ a : A en la hipótesis; sin embargo, no estamos afirmando que A
sea un tipo, por lo que podría ser posible que a : A sea una expresión sin sentido.

Esta inquietud, aunque válida, no está justificada, pues tenemos el siguiente
resultado.
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Teorema 2.12.1. Si se tiene Γ ⊢ a : A para algún Γ, también se tiene que
Γ ⊢ A : Ui.

Nótese que a diferencia de los resultados y ejemplos previos, este resultado es
un resultado sobre la teoría misma. Los teoremas de incompletitud de Gödel [11]
están en este mismo nivel.

Demostración. La técnica a través la cual se muestran este tipo de teoremas en
DTT es a través de inducción estructural. Recordemos que una derivación de un
juicio es en realidad un árbol invertido con el juicio por derivar en la raíz del árbol.
Por lo tanto, podemos utilizar inducción en el árbol, de acuerdo a la última regla
usada para llegar a Γ ⊢ a : A.

Por ejemplo, si la última regla usada fue N-INTRO1, tenemos que Γ ⊢ 0 : N,
y por N-FORM sabemos que N es un tipo. Un razonamiento análogo por casos
para cada regla relevante concluye la demostración.

Otros dos resultados importantes, que ya hemos utilizado libremente en los
ejemplos son:

Teorema 2.12.2. (Substitución) Si se tiene Γ ⊢ a : A y Γ, x : A, ∆ ⊢ b : B,
entonces es posible derivar Γ, ∆[a/x] ⊢ b[a/x] : B[a/x].

Teorema 2.12.3. (Debilitación) Si se tiene Γ ⊢ A : Ui y Γ, ∆ ⊢ b : B, entonces
es posible derivar Γ, x : A, ∆ ⊢ b : B.

La demostración de estos teoremas para teorías similares se puede encontrar
en [19], por ejemplo.

El último metateorema que presentaremos sobre DTT es que esta teoría es
consistente, es decir no se puede derivar una contradicción a partir de las reglas
ya introducidas.

Teorema 2.12.4. (Consistencia de DTT) No es posible derivar una contradicción
en DTT, es decir · ⊢ x : 0 para algún x; asumiendo que la teoría usual de MC
también es consistente.

Omitimos también la demostración de este resultado, que se puede encontrar
en [17].

2.13. Comentarios adicionales

La complejidad de DTT

La introducción de las reglas y la derivación de juicios podría hacer parecer
que DTT es una teoría mucho más complicada que la lógica clásica; sin embargo,
este no es el caso. La lógica clásica en realidad también está formalizada de una
forma similar, por ejemplo se tiene la siguiente regla para la introducción de la
conjunción:
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ϕ ψ
∧-INTRO

ϕ ∧ ψ

Así existen reglas para cada constructo lógico (∀, ∃,∧,∨,¬, =⇒ ), y resulta-
dos análogos a los de la sección previa [5], los cuales son asumidos implicitamente
por los matemáticos, razón por la que los omitimos también para DTT.

La diferencia es entonces que las reglas de la lógica clásica son usualmente
introducidas de manera informal, mientras que hemos decidido presentar las reglas
de DTT formalmente en este trabajo. Diversas presentaciones de DTT introducen
los constructos de forma informal, como [18] y [10].

Constructivismo

La lógica subyacente en DTT es una lógica constructiva, también llamada
lógica intuicionista. Por ejemplo, en esta no es posible demostrar P ∨ ¬P, la
ley del medio excluido. Es posible añadir esta ley como una regla adicional4, pero
esto no será necesario en el desarrollo actual.

Ante cierta inspección, es fácil notar que esta ley es en cierto sentido proble-
mática. Esta permite afirmar la existencia de objetos que no han sido construidos
explícitamente, o simplificar problemas de una forma no obvia. Por ejemplo, con-
sideremos la siguiente proposición:

Proposición 2.13.1. Existe un número natural n, tal que n = 0 si y solo si la
hipótesis de Riemann es verdadera.

Demostración. Si la hipótesis de Riemann es verdadera, entonces n es 0. Si la
hipótesis de Riemann es falsa, entonces podemos poner n = 1.

Este número n refleja la veracidad de la hipótesis de Riemann de una forma
no obvia. Por otro lado, si la prueba fuese constructiva, habríamos generado un
n específico, y podríamos verificar fácilmente si este es o no diferente de 0.

No asumir la ley del medio excluido significa que todos los elementos de los
cuales tenemos información has sido construidos paso a paso, por lo que además
de su existencia, podemos indagar sobre otras propiedades relevantes que pueden
tener.

Otro principio relacionado es el de reducción al absurdo, ¬¬P =⇒ P. Este es
en realidad equivalente a la ley del medio excluido, y permite probar la existencia
de elementos sin saber cuáles son. Por ejemplo:

Proposición 2.13.2. En la expansión decimal de π, existen dos dígitos que se
repiten infinitas veces.

Demostración. Si no fuese así, se tendría que un solo dígito se repite infinitas
veces, o que ningún dígito se repite infinitas veces. En ambos casos, concluimos
que π es un racional, lo cual es un absurdo.

4Esto es posible en DTT, pero una vez introducido el axioma de univalencia esto se vuelve in-
consistente. En cambio, se puede introducir un axioma similar, que solo involucra proposiciones
simples (ver Sección 4.2.10).
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Sin embargo, en esta prueba no hemos hallado cuáles son estos dos dígitos; es
decir, la prueba no es constructiva.

Esto no quiere decir que no podamos utilizar nunca el razonamiento de P∨¬P,
solo que para utilizarlo es necesario primeramente demostrar que esto se cumple
para el tipo P en cuestión. Realizaremos esto para las igualdades en los naturales
en la Sección 3.9.

Asistentes de pruebas

Incluso grandes matemáticos como Leibniz, Gauss, Andrew Wiles, entre otros,
han cometido graves errores en sus demostraciones, y ellos no fueron los primeros
ni serán los últimos. A fin de evitar esto, existen los llamados asistentes de
pruebas, programas que verifican que una demostración es correcta. La mayo-
ría de estos usan DTT en vez de teoría de conjuntos, consideremos el siguiente
ejemplo tomado de [1] para ver por qué:

Proposición 2.13.3. Sean U y V espacios vectoriales y f : U → V una función
lineal. Entonces f (2x + y) = 2 f (x) + f (y).

La proposición es fácilmente entendida por un lector que conozca estos con-
ceptos, y pareciese que se ha presentado con precisión los variables necesarias,
pero veamos la gran cantidad de información omitida:

Se ha entendido que existe un campo K subyacente a U y a V.
Se ha entendido que f es en realidad una función entre los conjuntos sub-
yacentes f : |U| → |V|, recordemos que un espacio vectorial U es un triple
(|U|, ·,+).
Se ha entendido que x y y son elementos arbitrarios de |U|.
Se ha entendido que el ‘+’ en la izquierda de la ecuación es la suma asociada
a U, mientras que el ‘+’ en la derecha es el asociado a V.
Finalmente, se ha entendido que 2 es 1 + 1, donde 1 es el neutro de la
multiplicación del campo K.

Esta gran cantidad de información no puede ser inferida correctamente por
computadoras que formalicen la teoría de conjuntos. Uno de los principales pro-
blemas es que la estructura que tiene cierto constructo, como los espacios vec-
toriales, no es reflejada de una manera única en teoría de conjuntos. Por poner
otro ejemplo, dada la construcción de los reales como cortes de Dedekind, no solo
tiene sentido la proposición ‘0Q ∈ 1R’; peor aún, es verdadera.

En contraste, en DTT, los elementos de un tipo pertenecen a un único tipo (a
excepción de los tipos mismos), y la estructura adicional es parte esencial y única
de una definición (ver 2.11.2, por ejemplo). Estos hechos permiten la inferencia
del significado de variables no completamente especificadas, en la gran mayoría de
los casos. Esto hace que DTT sea una teoría más apropiada para la formalización
de las matemáticas a través de programas de computadoras.

Ya existe un gran esfuerzo a nivel global de traducir la matemática clási-
ca al lenguaje de DTT, usado por los asistentes de pruebas, y así permitir la
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verificación de estos resultados por computadora. Entre estos, mencionamos las
formalizaciones [16] y [24], proyectos con más de 250 contribuidores en conjunto.

Gran parte de resultados que consideramos básicos, y que se enseñan a nivel de
pregrado ya están formalizados. Sin embargo, también se han verificado algunos
resultados más modernos y complicados. El teorema de Feit-Thompson [9], que
indica que todo grupo de orden finito e impar es soluble, fue verificado usando el
programa Coq en el 2013 [12].

Otro ejemplo es la verificación de un resultado avanzado de geometría alge-
braica de Peter Scholze, ganador del premio Fields 2018, en colaboración con
Dustin Clausen. El proceso de formalización comenzó como un reto de Scholze a
la comunidad de asistentes de pruebas [23]:

Considero que este teorema es de una gran importancia fundacional,
por lo que estar 99.9 % seguro no es suficiente… Pasé mucho del 2019
obsesionado con la prueba de este teorema, casi volviéndome loco
sobre esta. Al final logramos escribir el argumento en un artículo,
pero creo que nadie más se ha atrevido a ver los detalles de este, así
que todavía tengo algunas pequeñas dudas.

Solo 6 meses después, con la ayuda de varios matemáticos y científicos de
la computación, Scholze escribe que su reto era prácticamente un éxito: aunque
todavía no se había demostrado el teorema, todos los lemas que causaban cierta
duda ya estaban formalizados [22]. A través de este ejercicio, él comenta, no solo
encontró múltiples errores (que afortunadamente fueron posibles de solucionar),
también profundizó el entendimiento de su propia prueba.

Esta es la propuesta de los proponentes de los asistentes de pruebas: intro-
ducir a las computadoras como una herramienta más en el arsenal que posee un
matemático, y obtener una mejor comprensión del tema de estudio, así como la
posibilidad de no volver a equivocarnos nunca más5.

El presente trabajo advoca esta posición, por lo que todos los resultados aquí
descritos has sido formalizados en un asistente de pruebas, llamado Agda. El códi-
go se encuentra disponible en línea, a través de la siguiente página web interactiva
https://fernandochu.github.io/MastersThesis/.

Enfatizamos que la posibilidad de la formalización en un asistente de pruebas
es solo una ventaja más de DTT. Como mencionamos, la ventaja principal es el
tratamiento uniforme de proposiciones y tipos, la cual será aprovechada en los
siguientes capítulos.

5Podría preguntarse uno, ¿qué garantiza que el programa no cometa un error? La respuesta
es: matemática. Se puede razonar de una forma similar a la de inducción estructural, y verificar
que cada paso del programa es correcto, y por lo tanto, el algoritmo entero.



Capítulo 3

La Interpretación Homotópica

3.1. Homotopía y caminos

Para facilitar la siguiente discusión, utilizaremos la notación y nomenclatura
de MC. Veremos que los tipos se comportan como espacios topológicos, y, por lo
tanto, también se pueden interpretar como ∞-grupoides. Para esto, recordaremos
unas nociones previas.

Dado un espacio topológico X, y dos puntos x, y ∈ X, podemos generar el
conjunto de caminos de x a y. Sin embargo, este conjunto es muy fino, general-
mente no es importante el camino exacto tomado p, solo su clase de homotopía
[p].

Esto es, la clase de equivalencia bajo la relación p ∼ q si y solo si existe
una homotopía entre p y q rel ∂I; es decir, que existe una función continua
H : I × I → X tal que

H(0, t) = x, H(1, t) = y, H(s, 0) = p(s), H(s, 1) = q(s),

donde I = [0, 1].
De esta manera, el conjunto relevante es:

HomX(x, y) = {[p] | p : I → X, p(0) = x, p(1) = y}

Como es conocido, podemos generar una operación de concatenación y de
camino inverso que respeta las clases de homotopía.

� : HomX(x, y)× HomX(y, z) → HomX(x, z)

(–)−1 : HomX(x, y) → HomX(y, x)

donde la concatenación es asociativa, tiene como neutro al camino constante reflx,
y es preservada adecuadamente por funciones continuas. Así, estas operaciones
le dan una estructura de grupo a HomX(x, x), el cual es llamado el grupo funda-
mental de X, y es denotado por π1(X, x).

Por otro lado, el espacio X puede ser entendido también como una categoría
que tiene como objetos los puntos en X, y como morfismos caminos de x, y (de
ahí nuestra notación HomX(x, y)). La concatenación de caminos es entonces la
composición de morfismos, y el camino constante reflx es el morfismo identidad.
Como categoría, X tiene una propiedad adicional, cada morfismo es invertible.
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Definición 3.1.1. Un grupoide es una categoría en donde todo morfismo es
invertible.

Hemos descrito el grupoide fundamental Π1(X) de X, y observamos que el
grupo fundamental usual π1(X, x) aparece como la subcategoría completa gene-
rada por {x}.

Pero este solo es el nivel 1 de una jerarquía infinita de homotopías y de
estructuras algebraicas. Una homotopía H usual entre dos caminos p y q puede ser
entendida también como una superficie tal que sus bordes coinciden exactamente
con p y q; es decir, H es un 2-camino entre 1-caminos. Un 3-camino sería una
homotopía entre dos homotopías H y G que mantiene los bordes del 2-camino
que generan.

Generalizando, dados dos n-caminos P y Q con el mismo borde, definimos por
recursión que un (n + 1)-camino entre P y Q, es un mapa H : In+1 → X tal que
∂Im(H) = P ∪ Q.

Se puede verificar que las clases de homotopía de estos n-caminos poseen
una operación de concatenación y una operación que genera caminos inversos, y
además satisfacen algunas reglas adicionales, llamadas reglas de coherencia,
las cuales los hacen n-grupoides para todo n ∈ Z+. Esto muestra que los espacios
topológicos tienen estructura de ∞-grupoides1.

Denotamos la estructura de n-grupoide de X por Πn(X). Y se tiene que, como
en el caso del grupo fundamental, πn(X, x) es la subcategoría completa de Πn(X)
generada por x.

Regresando a DTT, podemos entender una prueba p de que x = y como un
camino p de x a y. Las reglas del tipo de identidad nos permiten comparar si
dos pruebas (caminos) p, q : x =X y son iguales entre sí; es decir si existe un
r : p =(x=Ay) q. Este es justamente un 2-camino, y de manera análoga podemos
iterar infinitamente y observar una estructura de ∞-grupoides [14] [4].

En las siguientes secciones, verificaremos explícitamente la estructura de 1-
grupoide de los tipos y caracterizaremos (salvo homotopía) los caminos en algunos
de los tipos introducidos en la sección previa.

Veremos que varias definiciones y resultados pueden interpretarse de tres for-
mas distintas, de una forma lógica, de una forma homotópica, y de una forma
categórica. Esto se debe a la correspondencia Curry-Howard, al hecho de que los
tipos corresponden a tipos de homotopía de espacios topológicos y al hecho de
que también son ∞-grupoides, respectivamente.

3.2. Los tipos son 1-grupoides

Desagregamos todas las condiciones que se deben cumplir para que los tipos
sean 1-grupoides como descrito en la sección previa:

(i) Existe la composición de morfismos �.

1Dado que las reglas de coherencia solo se cumplen salvo homotopía, la estructura algebraica
generada es de ∞-grupoides débiles; cada vez que hablemos de grupoides nos referiremos a
grupoides débiles.
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(ii) Para cada objeto x, existe un morfismo identidad cx tal que cx � f = f � cy =
f para todo f : x → y.

(iii) La composición de morfismos es asociativa.
(iv) Existe un morfismo f−1 inverso para cada morfismo f : x → y, tal que

f−1
� f = cy y f � f−1 = cx.

Las primeras tres condiciones vienen de los axiomas de una categoría, mientras
que el último es la condición de un grupoide. Procederemos a demostrar estas
condiciones en orden.

Lema 3.2.1. Para todo tipo A y todo x, y, z : A existe la función de concatenación
de caminos

– � – : (x = y) → (y = z) → (x = z),

tal que reflx � reflx ≡ reflx.

Nótese que visto lógicamente, este lema enuncia la propiedad de transitividad
de la igualdad. Probaremos este lema dos veces; la primera, usando el principio
de inducción del tipo de identidades, y la segunda, usando búsqueda de patrones,
a fin de comparar estos dos métodos.

Demostración por inducción. Definiremos una función f : ∏(x,y:A)(x = y) →

∏(z:A)(y = z) → (x = z) por inducción. Sea D : ∏(x,y:A)(x = y) → U la familia
de tipos definida por

D(x, y, p) :≡ ∏
(z:A)

∏
(q:y=z)

(x = z).

Nótese que D(x, x, reflx) ≡ ∏(z:A) ∏(q:x=z)(x = z). Para obtener un elemento de
este tipo, volveremos a aplicar inducción, sea E : ∏(x,z:A) ∏(q:x=z) → U la familia
de tipos definida por E(x, z, q) :≡ (x = z). Podemos definir

e(x) :≡ reflx : E(x, x, reflx)

Por lo tanto, obtenemos una función

d : ∏
(x,z:A)

∏
(q:x=z)

E(x, z, q)

d :≡ ind=A
(E, e)

Con esta función, podemos definir

f : ∏
(x,y:A)

∏
(p:x=y)

D(x, y, p)

f :≡ ind=A
(D, d)

Finalmente, podemos definir

p � q :≡ f (x, y, p, z, q)
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Además, se tiene que

reflx � reflx ≡ f (x, x, reflx, x, reflx)

≡ ind=A
(D, d, x, x, reflx, x, reflx)

≡ d(x, x, reflx)

≡ ind=A
(E, e, x, x, reflx)

≡ e(x)

≡ reflx

Demostración por búsqueda de patrones. Buscamos una función

– � – : (x = y) → (y = z) → (x = z)

Podemos asumir que y es x y que el primer camino es reflx, por lo que reducimos
la tarea a encontrar una función reflx � – : (x = z) → (x = z).

Nuevamente, podemos asumir que z es x y el segundo camino también es
reflx, con lo que solo es necesario encontrar un elemento de (x = x). Tomando
reflx : x = x, podemos definir � por reflx � reflx :≡ reflx.

Es claro que la segunda prueba, aunque omite ciertos detalles, es mucho más
legible que la primera, mientras que conserva suficiente información para ser en-
tendible. En efecto, los asistentes de prueba pueden inferir correctamente todos
los datos omitidos. Por estos motivos, este es el estilo que tomaremos en las
siguientes demostraciones.

Lema 3.2.2. Para todo tipo A, x, y : A y p : x = y, se tiene que reflx � p = p y
p � refly = p.

Demostración. Podemos asumir que p es reflx, por lo que ambas ecuaciones se
reducen a reflx � reflx = reflx, lo cual se da por definición de �.

Este lema muestra que reflx toma el rol del camino constante, y genera dos
2-caminos refl-left : reflx � p =(x=Ay) p y refl-right : p � refly =(x=Ay) p. No nom-
braremos a todos los n-caminos que definiremos explícitamente.

Lema 3.2.3. Para todo tipo A, x, y, z, w : A, p : x = y, q : y = z y r : z = w se
tiene (p � q) � r = p � (q � r).

Demostración. A través de repetidas aplicaciones de búsqueda de patrones, po-
demos asumir que p, q y r son reflx, por lo que la ecuación se reduce a (reflx �

reflx) � reflx = reflx � (reflx � reflx), lo cual se da por definición de �.

Dado este último lema, no utilizaremos paréntesis cuando haya una concate-
nación de varios caminos, como es común en álgebra.

Lema 3.2.4. Para todo tipo A, x, y : A, y p : x = y, existe un p−1 : y = x, y
este satisface que p−1

� p = refly y p � p−1 = reflx.
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Demostración. Asumiendo que p es reflx, ponemos refl−1
x :≡ reflx. En este caso,

las dos ecuaciones se reducen a reflx � reflx = reflx, lo cual se da por definición de
�.

Nótese que el camino inverso representa el hecho lógico de que las igualdades
son simétricas. Juntando estos lemas, obtenemos:

Teorema 3.2.5. Los tipos son 1-grupoides, siendo los elementos los objetos, y
los caminos p : x = y los morfismos.

Otros dos resultados clásicos y útiles, que se derivan de las reglas de 1-
grupoides, son:

Lema 3.2.6. Para todo tipo A, x, y, z : A, y p : x = y, q : y = z, se tiene que
(p−1)−1 = p y (p � q)−1 = q−1

� p−1.

Demostración. Asumiendo que p y q son reflx, ambos lados de ambas expresiones
se reducen a reflx.

Resaltamos que, a diferencia de en topología, la operación de concatenación y
de inversas ha sido definida uniformemente para todos los caminos. Así, inmedia-
tamente todos que los resultados previos, y los de las próximas secciones, aplican
para cualquier n-camino.

3.3. Funciones y functores

En topología algebraica, es sabido que las funciones continuas entre espacios
topológicos inducen un homomorfismo de grupos entre los grupos fundamentales.
Pero más es cierto, las funciones continuas inducen un homomorfismo de ∞-
grupoides.

Este es el caso también para las funciones no dependientes en DTT; verificare-
mos este hecho para la estructura de 1-grupoides. Comenzamos con las funciones
no dependientes.

Lema 3.3.1. Sea f : A → B una función, para todo x, y : A existe una función

ap f : (x =A y) → ( f (x) =B f (y)).

tal que para todo x : A, se tiene que ap f (reflx) ≡ refl f (x).

Demostración. Asumiendo que el camino del dominio es reflx, necesitamos encon-
trar un camino f (x) =B f (x), pero tenemos que refl f (x) es un elemento de este
tipo.

Notación 3.3.2. En algunos casos, escribiremos f (p) o f p en vez de ap f (p),
como es común en teoría de categorías.
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Lógicamente, ap f refleja el hecho obvio de que la igualdad es preservada bajo
aplicación de funciones. Topológicamente, vemos que las funciones llevan caminos
a caminos, lo que nos indica cierta noción de continuidad de todas las funciones.
En efecto, las funciones entre tipos corresponden a funciones continuas entre tipos
de homotopías de espacios topológicos. Categóricamente, como sugerido por la
Notación 3.3.2, las funciones corresponden a functores entre grupoides.

Lema 3.3.3. Sea f : A → B una función, y p : x =A y y q : y =A z dos caminos
en A, entonces

ap f (p � q) = ap f (p) � ap f (q)

Demostración. Asumiendo que p y q son reflx, ambos lados se reducen a refl f (x),
por definición de � y ap f .

Con el Lema 3.3.1 en mano, podemos aplicar un razonamiento algebraico
sobre los caminos:

Lema 3.3.4. Sea f : A → B una función, y p : x =A y un camino, entonces se
tiene que ( f (p))−1 = f (p−1)

Demostración. El Lema 3.2.4 nos da un camino q1 : p−1
� p = refly. Entonces,

definiendo

g : (y = y) → ( f (y) = f (y))

g(r) :≡ ap f (r),

obtenemos un camino
g(q1) : f (p−1

� p) = refl f (y)

Por otro lado, el Lema 3.3.3 nos da un camino q2 : f (p−1
� p) = f (p−1) � f (p).

Juntando estos resultados, obtenemos que

q−1
2

� g(q1) : f (p−1) � f (p) = refl f (y)

Definiendo

h1 : ( f (y) = f (y)) → ( f (y) = f (x))

h1(r) :≡ r � ( f (p))−1,

obtenemos

h1(q
−1
2

� g(q1)) :

(

f (p−1) � f (p)
)

� ( f (p))−1 = refl f (y)
� ( f (p))−1

Por el Lema 3.2.2, tenemos caminos

q3 : f (p−1) � refl f (x) = f (p−1)

q4 : refl f (y)
� ( f (p))−1 = ( f (p))−1
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Por el Lema 3.2.4, tenemos el camino

q5 : f (p) � ( f (p))−1 = refl f (x)

Poniendo

h2 : ( f (x) = f (x)) → ( f (y) = f (x))

h2(r) :≡ f (p−1) � r,

vemos que

h2(q5) : f (p−1) �
(

f (p) � ( f (p))−1
)

= f (p−1) � refl f (x)

Por el Lema 3.2.3, existe un camino

q6 :

(

f (p−1) � f (p)
)

� ( f (p))−1 = f (p−1) �
(

f (p) � ( f (p))−1
)

Juntando estos resultados previos, obtenemos:

( f (p))−1 = refl f (y)
� ( f (p))−1 Por q−1

4

=
(

f (p−1) � f (p)
)

� ( f (p))−1 Por (h1(q
−1
2

� g(q1)))
−1

= f (p−1) �
(

f (p) � ( f (p))−1
)

Por q6

= f (p−1) � refl f (x) Por h2(q5)

= f (p−1) Por q3

Nótese que esta cadena de igualdades corresponde en realidad a la siguiente con-
catenación de caminos:

(q4)
−1

� (h1(q
−1
2

� g(q1)))
−1

� q6
� h2(q5) � q3 : ( f (p))−1 = f (p−1)

Utilizaremos la práctica común de escribir la cadena de igualdades, dejando
implícito el camino específico que se está usando, solo haciendo referencia al
resultado previo del cual este se deriva, si es necesario.

Hemos construido un 2-camino específico en la demostración del lema anterior,
pero nótese que este no es único. Pudimos, por ejemplo, utilizar inducción sobre
p. Uno esperaría que estos dos 2-caminos sean iguales; es decir, que existe un
3-camino que los relaciona. Este es efectivamente el caso, como se puede ver
por inducción, y es una de las consecuencias de las reglas de coherencia de un
2-grupoide.

No obstante, trabajar con las reglas de coherencia de n-caminos para n ≥ 2

se vuelve rápidamente muy complicado. Veremos luego que en varios casos es
posible reducir una pregunta sobre n-caminos, a una de 1-caminos, por lo que
nuestro énfasis es en estos.

Otros resultados útiles e inmediatos son los siguientes:
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Lema 3.3.5. Sean f : A → B y g : B → C funciones, y p : x =A y un camino,
entonces se tiene:

(i) ap(g◦ f )(p) = (apg ◦ ap f )(p)

(ii) apid(p) = p
(iii) Sean q, r : y =A z, con p � q = p � r, entonces q = r
(iv) Sean q : x =A y y r : y =A z, con p � r = q � r, entonces p = q

Demostración. Para (I) y (I I), asumiendo que p es reflx, ambos lados se reducen a
reflx. Para (I I I) y (IV), estos son consecuencia del Lema 3.2.2, cuando asumimos
que p y r son refly, respectivamente.

3.4. Funciones dependientes y fibraciones

Sea f : ∏(x:A) B(x) una función dependiente, dado un camino p : x = y, se
podría esperar que se tenga también un camino en f (x) = f (y). Sin embargo,
inspección de este último término muestra que este no tiene sentido: f (x) está
en B(x), mientras que f (y) está en B(y), y caminos entre tipos diferentes no
está definido. Lo que necesitamos es una forma de relacionar estos dos tipos, la
función transporte nos brinda esta posibilidad.

Lema 3.4.1 (Transporte). Sea B una familia de tipos sobre A, y sea p : x =A y
un camino, entonces existe una función

trB(p, –) : B(x) → B(y)

Demostración. Podemos asumir que p es reflx, en cuyo caso necesitamos una
función B(x) → B(x), tomamos a la función identidad idB(x) para esto.

Entendiendo B como una propiedad que un elemento puede tener, el lema
previo nos dice que, si x y y son iguales, entonces B(x) implica B(y). Aplicando
el transporte en el camino inverso, obtenemos que B(x) y B(y) son lógicamente
equivalentes. Así, podemos “transportar” propiedades B que tenga un elemento
x a un elemento y que sea igual a este.

Categóricamente, vemos que tenemos otra categoría cuyos objetos son de la
forma B(x) para algún x : A, y los morfismos son funciones f : B(x) → B(y). La
función transporte entonces lleva morfismos de A (visto como una categoría) a
morfismos en esta nueva categoría presentada. Como uno esperaría, el transporte
es un functor (contravariante):

Lema 3.4.2. Sea B una familia de tipos sobre A, y sean p : x =A y y q : y =A z
caminos, entonces

trB(p � q, –) = trB(q, –) ◦ trB(p, –)

Demostración. Podemos asumir que p y q son reflx, en cuyo caso la ecuación se
reduce a idB = idB ◦ idB, y podemos tomar reflidB

.
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Aunque el punto de vista categórico nos brinda mucha información, es aún
más útil considere la perspectiva homotópica la cual presentamos a continuación.

Dada una familia de tipos B : A → U , la idea es considerar el tipo B(x) como
la fibra sobre x, como se ve en la Figura 3.1. En efecto, en la primera proyección
pr1 : ∑(x:A) B(x) → A, aquellos elementos que son mapeados a a son justamente
de la forma (a, y), por lo que podemos identificarlos con los elementos y : B(a).
Es más, se puede demostrar que este concepto de fibra es equivalente al concepto
usual de preimagen (ver Proposición 3.5.10).

Figura 3.1: Tipos de familias como fibras

Con esta imagen en mente, dado un camino p : x = y, vemos que la función
transporte induce una función entre las fibras B(a) y B(y), tal que la concatena-
ción de caminos respeta la composición de las funciones inducidas. Así, un camino
puede ser “levantado” a una función entre fibras.

Otra noción aún más importante de levantamiento, es la de levantamiento de
caminos. Como ya mencionamos, no puede haber un camino entre elementos de
u : B(x) y v : B(y) pues son tipos distintos, pero sí puede haber un camino entre
los elementos (x, u), (y, v) : ∑(x:A) B(x).

Definición 3.4.3. Sea B : A → U una familia de tipos. Diremos que un camino
q : (x, u) =∑(x:A) B(x) (y, v) está sobre p : x = y, si pr1(q) = p. Utilizaremos la

notación q : u =B
p v para estos casos.

Con esta definición, podemos enunciar la siguiente propiedad.

Lema 3.4.4. (Propiedad de levantamiento de caminos) Sea B : A → U una
familia de tipos y sea u : B(x) para algún x : A. Entonces, para todo p : x = y
tenemos un camino

lift(u, p) : (x, u) = (y, trB(p, u))

tal que lift(u, p) está sobre p.



3.4. Funciones dependientes y fibraciones 50

Demostración. Podemos asumir que p es reflx, en cuyo caso necesitamos una
igualdad (x, u) = (y, trB(reflx, u)), pero el lado derecho de esta igualdad es (x, u),
por lo que podemos tomar refl(x,u).

Para ver que pr1(lift(u, p)) = p, supongamos nuevamente que p es reflx, en-

tonces nos queda probar appr1

(

refl(x,u)

)

= reflx. Pero esto es cierto por definición

de ap.

Aunque esta noción de caminos es muy natural y permite expresar y pro-
bar varias propiedades, no es muy fácil de manejar. Notando que existe un ca-
mino canónico lift(u, p) : (x, u) = (y, trB(p, u)), entonces vemos que todo ca-
mino q : (x, u) = (y, v) sobre p : x = y factoriza por lift(x, u) a un camino
r : (y, trB(p, u)) = (y, v) sobre el camino constante en y, ver Figura 3.2. Análo-
gamente, todo camino r : (y, trB(p, u)) = (y, v) sobre refly puede ser expandido
a un camino q : (x, u) = (y, v) sobre p, pre-concatenando con lift(x, u).

Figura 3.2: Caminos sobre caminos

Mostraremos luego que esta correspondencia es en realidad una equivalencia
(Proposición 3.5.11); es decir, tenemos que

(

(x, u) =∑(x:A) B(x) (y, v)
)

≃
(

trB(p, u) =B(y) v
)

El tipo de la derecha es mucho más manejable por lo que será el que utiliza-
remos para las aplicaciones.

Recordemos que una fibración p : E → X es un mapa que puede levantar
cualquier homotopía en X hacia una en E. Con el lema previo, vemos entonces la
relevancia del tipo ∑(x:A) B(x) en la perspectiva homotópica. El hecho de que haya
una proyección pr1 : ∑(x:A) B(x) → A, y que además tenemos esta propiedad de
levantamiento de caminos, nos da indicios de que pr1 es una fibración, con espacio
total ∑(x:A) B(x). Este es efectivamente el caso, y es demostrado en la Proposición
4.1.1.

Dado esto, podemos entender a las funciones dependientes f : ∏(x:A) B(x)

como secciones, pues toman un elemento de cada fibra B(x). Como se esperaría,
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dada una sección f : ∏(x:A) B(x), es posible levantar caminos p : x = y a caminos

p′ : f (x) =B
p f (y).

Lema 3.4.5. Sea f : ∏(x:A) B(x) una función dependiente, entonces existe una
función

apd f : ∏
(p:x=y)

(

trB(p, f (x)) =B(y) f (y)
)

Demostración. Podemos asumir que p es reflx, en cuyo caso necesitamos una
igualdad trB(reflx, f (x)) =B(x) f (x), pero el lado izquierdo de esta igualdad es
f (x), por lo que podemos tomar refl f (x).

Finalmente, retomando la perspectiva categórica, vemos que el transporte
tiene una propiedad asociatividad con las funciones (vistas como functores):

Lema 3.4.6. Sea B : A → U una familia de tipos sobre el tipo A, y sea f : A → A
una función. Para todos x, y : A y p : x = y se tiene

trB( f (p), –) = trB◦ f (p, –)

Lema 3.4.7. Sea B : A → U una familia de tipos sobre el tipo A. Para todos
x, y : A y p : x = y se tiene

trid(B(p), –) = trB(p, –)

Demostración. Por inducción en p, ambos lados de ambas ecuaciones se reducen
a la función identidad.

3.5. Equivalencias homotópicas

En MC, dos funciones son homotópicas cuando existe una deformación con-
tinua de sus imágenes. Dicho de otra forma, existe una función continua que une
uniformemente las dos imágenes de cada punto en el dominio a través de un
camino. Podemos generalizar esto para funciones dependientes:

Definición 3.5.1. Sean f , g : ∏(x:A) P(x) dos secciones. Una homotopía entre
estas es una funcioń H en el tipo

( f ∼ g) :≡ ∏
x:A

( f (x) = g(x))

Diremos que f y g son homotópicas cuando tengamos f ∼ g.

Es claro que la propiedad de ser homotópicas es una relación de equivalencia,
pues esto sigue del hecho de que las igualdades son una relación de equivalencia.

Desde la perspectiva lógica, una homotopía dice que dos funciones son iguales
en cada punto del dominio. Categóricamente, una homotopía es una transforma-
ción natural.
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Lema 3.5.2. Sea H : f ∼ g una homotopía entre las funciones f , g : A → B, y
sea p : x =A y. Entonces tenemos

H(x) � g(p) = f (p) � H(y).

Diagramáticamente,

f (x) f (y)

g(x) g(y)

H(y)

g(p)

H(x)

f (p)

Demostración. Por inducción, podemos suponer que p es reflx. Entonces, es sufi-
ciente demostrar

H(x) � reflg(x) = refl f (x)
� H(x).

Pero tenemos que ambos lados son iguales a H(x).

En topología clásica, cuando para una función f : A → B existe otra función
g : B → A tal que f ◦ g ∼ idB y g ◦ f ∼ idA, decimos que A y B tienen el mismo
tipo de homotopía, y f es llamada una equivalencia homotópica. En DTT, esto
correspondería a afirmar que el siguiente tipo está habitado.

qinv( f ) :≡ ∑
g:B→A

(

( f ◦ g ∼ idB)× (g ◦ f ∼ idA)
)

Categóricamente, y recordando que las homotopías son transformaciones na-
turales, este tipo indica la existencia de una equivalencia de categorías entre A y
B. Sin embargo, este tipo no corresponde adecuadamente al concepto equivalen-
cias homotópicas, ni al de equivalencias categóricas, sino al de quasi-inversas.

Definición 3.5.3. Sea f : A → B una función, una quasi-inversa de f es un
triple (g, α, β) perteneciente al tipo qinv( f ). Abusaremos la notación, y también
llamaremos quasi-inversa a las funciones f y g del triple.

Ejemplo 3.5.4. La función identidad idA : A → A es su propia quasi-inversa,
pues las dos homotopías requeridas se dan por reflexividad.

Ejemplo 3.5.5. Para todo p : x =A y y P : A → U , la función

trP(p, –) : P(x) → P(y)

tiene como quasi-inversa trP(p−1, –), por el Lema 3.4.2.

La razón por la cual el tipo anterior no corresponde a equivalencias homotó-
picas se debe a que dos elementos g, h : qinv( f ) podrían no ser iguales, lo cual
traería problemas adelante. Así, lo que necesitamos es una noción lógicamente
equivalente a qinv( f ), pero que todos los elementos en este tipo sean iguales en-
tre sí. Existen múltiples nociones que satisfacen este requisito, utilizaremos la de
mapas bi-invertibles, al ser la más sencilla.
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Definición 3.5.6. Decimos que una función f : A → B es bi-invertible si el
siguiente tipo está habitado:

isequiv( f ) :≡
(

∑
g:B→A

( f ◦ g ∼ idB)
)

×
(

∑
h:B→A

(h ◦ f ∼ idA)
)

.

Proposición 3.5.7. Para todo f : A → B, los tipos qinv( f ) y isequiv( f ) son
lógicamente equivalentes.

Demostración. Es fácil dar una función qinv( f ) → isequiv( f ), pues dado un tri-
ple (g, α, β) : qinv( f ), tenemos que (g, α, g, β) : isequiv( f ). Por otro lado, dado
(g, α, h, β), definamos γ como la homotopía

g
β
∼ h ◦ f ◦ g

α
∼ h,

es decir, γ(x) :≡ β(g(x))−1
� h(α(x)). Ahora definamos β′ : g ◦ f ∼ idA por

β′(x) :≡ γ( f (x)) � β(x). Entonces (g, α, β′) : qinv( f ).

La otra condición, que todos los elementos de isequiv( f ) sean iguales entre sí,
es un resultado técnico, el cual se asumiremos como dado (ver [25, Sección 4.3]).

Con el concepto de bi-invertibilidad en mano, podemos definir qué es una
equivalencia entre dos tipos.

Definición 3.5.8. Una equivalencia entre dos tipos A y B es una función
f : A → B junto con un p : isequiv( f ); es decir, una f junto con una prueba de
que esta es bi-invertible. Definiremos el tipo de equivalencias entre A y B por

(A ≃ B) :≡ ∑
f :A→B

isequiv( f )

Abusaremos el lenguaje, y diremos que f es una equivalencia cuando existe un
p : isequiv( f ). Recíprocamente, si tenemos g : (A ≃ B), escribiremos g(x), en
vez de pr1(g(x)).

La noción de equivalencia previamente descrita es la de una equivalencia entre
la estructura de tipos. Puesto que los tipos tienen una estructura natural de tipos
de homotopía de espacios topológicos, y tambíen la de ∞-grupoides, estas dos
estructuras se preservan automáticamente. Nótese que una equivalencia implica
inmediatamente una equivalencia lógica entre los dos tipos.

Asimismo, como la noción de bi-invertibilidad es lógicamente equivalente a
la de tener una quasi-inversa, podemos usar este segundo concepto a la hora de
realizar pruebas, como en el siguiente lema.

Lema 3.5.9. La equivalencia entre tipos es una relación de equivalencia.

Demostración. Hemos visto que la función identidad es su propia quasi-inversa,
por lo que ≃ es reflexiva.

Sea f : A → B una equivalencia, esta entonces debe tener una quasi-inversa
f−1 : B → A. Pero vemos que f es una quasi-inversa de f−1, por lo que f−1 es
una equivalencia B ≃ A.
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Finalmente, dados f : A ≃ B y g : B ≃ C con quasi-inversas f−1 y g−1;
tenemos que para todo x : A

f−1g−1g f x = f−1 f x = x

mientras que para todo y : C

g f f−1g−1y = gg−1y = y

Por lo tanto, f−1 ◦ g−1 es una quasi-inversa de g ◦ f , y concluimos A ≃ C.

Veamos las demostraciones de algunas equivalencias que habíamos menciona-
do previamente.

Proposición 3.5.10. Sea B : A → U una familia de tipos. Entonces, para todo
x : A tenemos

B(x) ≃ ∑
z:∑(a:A) B(a)

pr1(z) = x

Demostración. Fijamos un x y definimos

f : B(x) → ∑
z:∑(a:A) B(a)

pr1(z) = x

f (y) :≡ ((x, y), reflx)

En sentido contrario, definimos

g : ∑
z:∑(a:A) B(a)

pr1(z) = x → B(x)

g((x, y), reflx) :≡ y

Por cómo fueron definidas, es inmediato que son quasi-inversas.

Proposición 3.5.11. Sea B : A → U una familia de tipos. Entonces, para todo
x, y : A, p : x = y, u : B(x) y v : B(y) tenemos

(

∑
q:(x,u)=(y,v)

pr1(q) = p

)

≃
(

trB(p, u) =B(x) v
)

Demostración. Primero definimos

f : ∏
p:x=y

(

∑
q:(x,u)=(y,v)

pr1(q) = p

)

→
(

trB(p, u) =B(x) v
)

f (p, refl(x,u), reflp) :≡ reflu

En sentido contrario, definimos

g : ∏
p:x=y

(

trB(p, u) =B(x) v
)

→

(

∑
q:(x,u)=(y,v)

pr1(q) = p

)

g(p, refltrB(p,u)) :≡ (lift(u, p), q′)

donde q′ : pr1(lift(u, p)) = p es el camino dado por el Lema 3.4.4. Ahora, reali-
zando inducción en p, vemos que g(p) ◦ f (p) ∼ id y f (p) ◦ g(p) ∼ id, por lo que
son quasi-inversas.
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Con estos conceptos ya definidos, procedemos a caracterizar los caminos en
algunos de los tipos introducidos previamente.

3.6. Caminos entre pares dependientes

Dado un camino p : (a, b) =A×B (a′, b′), podemos proyectar el camino sobre
A y sobre B obteniendo dos caminos, pr1(p) : a =A a′ y pr2(p) : b =B b′.
Intuitivamente, el camino p está únicamente determinado (salvo homotopía) por
estos dos caminos.

Para el caso de pares dependientes, se esperaría un resultado similar. Es decir,
que caminos p : (a, b) =∑(x:A) B(x) (a′, b′) están determinados por un par de

caminos pr1(p) : a =A a′ y b =B
p b′. Este es efectivamente el caso.

Teorema 3.6.1. Sea P : A → U una familia de tipos sobre A, y sean w, w′ :

∑(x:A) P(x). Entonces existe una equivalencia

(w = w′) ≃ ∑
(p:pr1(w)=pr1(w

′))

pr2(w) =P
p pr2(w

′).

Demostración. Podemos definir una función

f : ∏
w,w′ :∑(x:A) P(x)

(w = w′) → ∑
(p:pr1(w)=pr1(w

′))

trP(p, pr2(w)) = pr2(w
′)

por inducción de caminos:

f (w, w, reflw) :≡ (reflpr1(w), reflpr2(w)).

En la dirección contraria, podemos definir

g : ∏
w,w′ :∑(x:A) P(x)

(

∑
p:pr1(w)=pr1(w

′)

trP(p, pr2(w)) = pr2(w
′)
)

→ (w = w′)

realizando inducción en w y en w′, por lo que es suficiente mostrar

(

∑
p:w1=w′

1

trP(p, w2) = w′
2

)

→ ((w1, w2) = (w′
1, w′

2)).

Realizando inducción nuevamente en ambos caminos del dominio, vemos que
podemos tomar refl(w1,w2) como el caso base.

Ahora, solo falta demostrar que f ◦ g ∼ id y g ◦ f ∼ id, pero esto es inmediato
por las definiciones, luego de aplicar inducción.

La función g definida arriba es particularmente útil, y la llamaremos pair=,
usualmente usándola omitiendo los puntos base w, w′.

Como un corolario, tenemos que los pares dependientes están caracterizados
por sus dos coordenadas.
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Corolario 3.6.2. Para z : ∑(x:A) P(x), tenemos z = (pr1(z), pr2(z)).

Demostración. Tenemos reflpr1(z)
: pr1(z) = pr1(pr1(z), pr2(z)), por lo que por el

teorema anterior es suficiente mostrar un camino

trP((reflpr1(z)
), pr2(z)) = pr2(pr1(z), pr2(z))

Pero ambos lados son iguales a pr2(z).

Este mismo argumento aplica para pares no dependientes, por lo que obtene-
mos el resultado mencionado al inicio de la sección.

Corolario 3.6.3. Sean A y B dos tipos, y sean w, w′ : A × B. Entonces existe
una equivalencia

(w = w′) ≃
(

pr1(w) = pr1(w
′)
)

×
(

pr2(w) = pr2(w
′)
)

.

3.7. Caminos entre funciones dependientes

En MC, cuando dos funciones f , g : A → B son iguales en cada punto del
dominio, estas son iguales. Entonces, uno esperaría tener

( f = g) ≃
(

∏
x:A

( f (x) =B(x) g(x))
)

Por un lado, podemos definir

happly : ( f = g) → ∏
x:A

( f (x) =B(x) g(x))

happly(p) :≡ λ(x : A). apλh. h(x)p

Para definir la quasi-inversa, se puede usar univalencia y una serie de argumentos
sofisticados (ver [25, Sección 4.9]). En el Teorema 4.3.3, veremos una demostra-
ción de esto para el caso de funciones no dependientes. En todo caso, es común
introducir el siguiente (redundante) axioma:

Axioma 3.7.1 (Extensionalidad de funciones). La función happly es una equi-
valencia.

Este axioma entonces, postula la existencia de un elemento ϕ en el tipo
isequiv(happly). Todos los axiomas en DTT son de esta forma; es decir, indi-
can la existencia de un elemento en algún tipo. En particular, el axioma previo
implica la existencia de una quasi-inversa de happly

funext :

(

∏
x:A

( f (x) = g(x))
)

→ ( f = g),

junto con homotopías happly ◦ funext ∼ id y funext ◦ happly ∼ id.
Topológicamente, estamos identificando las funciones homotópicas entre sí.

Esto sugeriría que podemos identificar espacios homotópicamente equivalentes,
lo cual realizamos en la siguiente sección.

Con la función funext en mano, podemos mostrar que el tipo 0 es un objeto
inicial en Type.
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Proposición 3.7.2. Para todo tipo C y función f : 0 → C, tenemos que f =
rec0(C).

Demostración. Para todo x : 0 podemos inmediatamente concluir que f (x) =
rec0(C)(x), por lo que f = rec0(C).

Veamos cómo interactúa el transporte en familias de tipos de funciones.

Lema 3.7.3. Sea X un tipo y A, B : X → U dos familias de tipos. Para todos
x1, x2 : X, p : x1 = x2, f : A(x1) → B(x1) y y : A(x2) se tiene que

trλ(x : X). A(x)→B(x)(p, f ) = trB(p, f (trA(p−1, x)))

Demostración. Por inducción, podemos asumir que p es reflx1
, en cuyo caso ambos

lados de la igualdad se reducen a x.

Lema 3.7.4. Sea X un tipo, y sean A : X → U y B : ∏(x:X) A(x) → U
dos familias de tipos. Para todos x1, x2 : X, p : x1 = x2, dos funciones f :

∏(y:A(x1))
B(x1, y) y g : ∏(y:A(x2)) B(x2, y).

Si para todos a1 : A(x1) y a2 : A(x2) y q : a1 =A
p a2 se tiene que

f (a1) =
λ(w : ∑(x:A) A(x)). B(pr1(w),pr2(w))

pair=(p,q)
g(a2)

entonces

f =
λ(x : X). ∏(a:A(x)) B(x,a)
p g

Demostración. Por extensionalidad de funciones, es suficiente mostrar que las
funciones son iguales cuando son aplicadas en un elemento arbitrario y : A(x2).
Por inducción, podemos asumir que p es reflx1

, en cuyo caso, aplicando la hipótesis
para q = refly, obtenemos que f (y) = g(y).

3.8. Caminos entre tipos

Una de las prácticas comunes de MC es identificar objetos isomórficos, pues
estos comparten todas las propiedades relevantes del área de estudio. Así, habla-
mos del grupo cíclico de orden 3, no de un grupo cíclico de orden 3.

Por un lado, vemos que tipos identificables son equivalentes entre sí:

Lema 3.8.1. Para tipos A, B : U , existe una función

idtoeqv : (A =U B) → (A ≃ B)

Demostración. Primero notamos que la función idU es una familia de tipos que
tiene como base el universo entero. Ahora, afirmamos que para todo p : A = B,
tridU (p, –) : A → B es una equivalencia. Aplicando inducción sobre p esta función
se reduce a idA, y sabemos que la identidad es una equivalencia, con lo que
concluimos el resultado.
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Sin embargo, no es posible, en general, generar una igualdad entre dos tipos
a partir de una equivalencia entre ellos. Para esto, es necesario otro axioma.

Axioma 3.8.2 (Univalencia). Para todos A, B : U , idtoeqv es una equivalencia.

Tenemos entonces (A = B) ≃ (A ≃ B), así como una quasi-inversa de
idtoeqv:

ua : (X ≃ Y) → (X = Y).

Este es el primer axioma que nos separa de Dependent Type Theory. DTT
usualmente asume también el axioma K, que indica que todos los caminos con
mismos extremos son homotópicos entre sí. Aunque esto no tiene sentido topo-
lógicamente, sí es intuitivo desde una perspectiva lógica, pues un camino es una
prueba de que x = y. Así, K postula que todas estas pruebas son iguales entre sí.

A fin de no colapsar la estructura que hay entre los caminos, no hemos in-
troducido este axioma; adicionalmente, si se asume este junto con el axioma de
Univalencia, la teoría se vuelve inconsistente [25, Lema 6.4.1.].

Entonces, hemos departido definitivamente de la teoría original, y comenza-
mos propiamente una nueva teoría llamada Homotopy Type Theory (HoTT), la
cual traducimos como Teoría Homotópica de Tipos. Si bien todos los resultados
previos se cumplen en DTT, varios de estos se cumplen trivialmente, al ser todos
los caminos iguales entre sí, asumiendo K.

En particular, el axioma de univalencia formaliza adecuadamente la práctica
mencionada de identificar objetos isomórficos. Si A y B son tipos equivalentes,
podemos generar un camino p : A = B; por lo que cualquier propiedad que tenga
A, también la tiene B, pues puede ser transportada a lo largo de p.

3.9. Caminos entre naturales

A diferencia de los otros tipos, caracterizar a los caminos entre naturales
requiere una técnica más sofisticada, la cual se llama el método encode-decode.
Se llama así pues encodificamos el tipo m = n en otro tipo más manejable, lo que
nos facilita realizar pruebas respecto al tipo m = n. Esta técnica se puede utilizar
para caracterizar el coproducto, un resultado que no necesitaremos, y también
para calcular el grupo fundamental del círculo (ver Sección 4.4).

Retornando a los naturales, encodificaremos caminos en los naturales por el
tipo

code : N → N → U

el cual está definido por

code(0, 0) :≡ 1

code(succ(m), 0) :≡ 0

code(0, succ(n)) :≡ 0

code(succ(m), succ(n)) :≡ code(m, n).

Nótese que code(m, n) corresponde al algoritmo que resta 1 a m y a n hasta
que al menos uno de los dos sea igual a 0.
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Teorema 3.9.1. Para todo m, n : N, se tiene que (m = n) ≃ code(m, n).

Demostración. Por un lado, para definir

encode : ∏
m,n:N

(m = n) → code(m, n),

notamos que podemos definir una función r : ∏(n:N) code(n, n) por inducción

r(0) :≡ ⋆

r(succ(n)) :≡ r(n)

De tal forma que podemos definir

encode(m, n, p) :≡ trcode(m,– )(p, r(m))

En sentido contrario, podemos definir

decode : ∏
m,n:N

code(m, n) → (m = n)

realizando inducción en ambos m y n:

decode(0, 0, c) :≡ refl0

decode(succ(m), 0, c) :≡ ind0(succ(m) = 0, c)

decode(0, succ(n), c) :≡ ind0(0 = succ(n), c)

decode(succ(m), succ(n), c) :≡ succ(decode(m, n))

Ahora, solo falta comprobar que estas funciones son quasi-inversas. Veamos
primero que

decode(m, n) ◦ encode(m, n) ∼ id.

Dado p : m = n, podemos realizar inducción y asumir que n es m; es decir, es
suficiente mostrar

decode(m, m, encode(m, m, reflm)) = reflm.

Pero por definición, encode(n, n, refln) ≡ r(n), así que solo es suficiente demostrar
que decode(n, n, r(n)) = refln, realizamos esto por inducción. Para el caso base,
vemos que decode(0, 0, r(0)) es igual a refl0 por definición; para el caso de un
succ(n) necesitamos mostrar que

succ(decode(n, n, r(n))) = reflsucc(n)

Pero por la hipótesis de inducción, decode(n, n, r(n)) = refln, por lo que obtene-
mos el resultado deseado.

Solo falta demostrar la otra homotopía,

encode(m, n) ◦ decode(m, n) ∼ id.
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Dado c : code(m, n), procederemos por inducción en ambos m y n. Cuando ambos
son 0, code(0, 0) ≡ 1, por lo que podemos asumir que c ≡ ⋆, y ambos lados se
reducen a ⋆. Si uno es un sucesor y el otro no, code(m, n) es 0, por lo que podemos
derivar cualquier resultado a partir de c : 0. Finalmente, si los dos son sucesores,
tenemos

encode(succ(m), succ(n), decode(succ(m), succ(n), c))

≡ encode(succ(m), succ(n), succ(decode(m, n, c))) (Def. de decode)

≡ trcode(succ(m),– )(succ(decode(m, n, c)), r(succ(m))) (Def. de encode)

= trcode(succ(m),succ(– ))(decode(m, n, c), r(succ(m))) (Lema 3.4.6)

≡ trcode(succ(m),succ(– ))(decode(m, n, c), r((m))) (Def. de r)

≡ trcode(m,– )(decode(m, n, c), r(m)) (Def. de code)

≡ encode(m, n, decode(m, n, c)) (Def. de encode)

= c (Hip. inductiva.)

Como una aplicación de esta caracterización, veamos que la función succ :

N → N es inyectiva.

Corolario 3.9.2. Sean m, n : N tal que succ(m) = succ(n), entonces, m = n.

Demostración. Dado p : succ(m) = succ(n), tenemos

encode(succ(m), succ(n), p) : code(succ(m), succ(n)) ≡ code(m, n),

por lo que
decode(m, n, encode(succ(m), succ(n), p)) : m = n.

Otra consecuencia es que la igualdad entre naturales es decidible; es decir,
tenemos el siguiente resultado.

Corolario 3.9.3. Sean m, n : N, entonces se tiene que (m = n) ∨ ¬(m = n).

Demostración. En otras palabras, la proposición nos indica que tenemos un ele-
mento del tipo

∏
m,n:N

(m = n) + ((m = n) → 0).

Lo generaremos por inducción en m y n. Cuando ambos son 0, podemos tomar
inl(refl0). Si el primero es de la forma succ(m) mientras que el segundo es 0, si
tuviésemos p : succ(m) = 0 entonces aplicando encode obtenemos un elemento
de ¬(m = n). Análogamente cuando el primero es 0 y el segundo es succ(n).

Finalmente, cuando tenemos succ(m) y succ(n), la hipótesis de inducción nos
dice que tenemos un elemento de (m = n) + ¬(m = n). Por inducción en el
coproducto, si tenemos m = n, podemos concluir succ(m) = succ(n), mientras
que si tenemos ¬(m = n), podemos generar una contradicción cuando succ(m) =
succ(n), por el corolario previo.
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3.10. Propiedades Universales

Con los conceptos ya introducidos, podemos ver que los tipos introducidos
tienen las propiedades universales esperadas.

Teorema 3.10.1. El tipo A × B es el producto de A y B en la categoría Type.

Demostración. Dados un tipo C : U , y un par de morfismos f : C → A y
g : C → B, buscamos encontrar una única función h : C → A × B tal que el
diagrama conmute.

C

A A × B B

f

pr1

g

pr2

h

Podemos definir h por h(c) :≡ ( f (c), g(c)). Por otro lado, si hubiese otra función
h′ : C → A × B que hace que el diagrama conmute, para obtener h′ = h basta
mostrar que h′(c) = h(c) para todo c : C, por extensionalidad de funciones.

Ahora, por Corolario 3.6.3, es suficiente mostrar que

pr1(h
′(c)) = pr1(h(c)) y pr2(h

′(c)) = pr2(h(c)),

pero esto se da por definición de h y por la condición de que h′ hace que el
diagrama conmute.

Teorema 3.10.2. El tipo A + B es el coproducto de A y B en la categoría Type.

Demostración. Dados un tipo C : U , y un par de morfismos f : A → C y
g : B → C, buscamos encontrar una única función h : A + B → C tal que el
diagrama conmute.

C

A A + B B

f

inl

g

inr

h

Podemos definir h por h(inl(a)) :≡ f (a) y h(inr(b)) :≡ g(b). Por otro lado,
si hubiese otra función h′ : A + B → C que hace que el diagrama conmute,
para obtener h′ = h basta mostrar que h′(x) = h(x) para todo x : A + B, por
extensionalidad de funciones.

Ahora, por inducción en A + B, basta que

h′(inl(a)) = h(inl(a)) y h′(inr(b)) = h(inr(b)),

pero esto se da por definición de h y por la condición de que h′ hace que el
diagrama conmute.

El tipo de los naturales también satisface una propiedad universal; es decir,
es el objeto inicial la siguiente categoría.
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Definición 3.10.3. La categoría TypeN tiene como objetos triples

(C, c, f ) : ∑
C:U

C × (C → C),

y como morfismos α : (A, a, f ) → (B, b, g) funciones h : A → B tales que h(a) = b
y h ◦ f = g ◦ h. Diagramáticamente:

A A a

B B b

f

h h

g

h

Teorema 3.10.4. El triple (N, 0, succ) es inicial en la categoría TypeN.

Demostración. Dado un triple (C, c, f ) en TypeN podemos definir una función
h : N → C por recursión; es decir, h :≡ recN(C, c, f ). Por definición de h, se
cumplen las dos propiedades requeridas:

N N 0

C C c

succ

h h

f

h

Ahora, dado otro h′ : N → C tal que h′(0) = c y h′ ◦ succ = f ◦ h′, mostraremos
que h′ = h. Por extensionalidad de funciones basta mostrar que h′(n) = n para
todo n : N. Realizaremos esto por inducción en los naturales.

Para el caso base, tenemos

h′(0) = c ≡ h(0),

mientras que para el paso inductivo tenemos

h′(succ(n)) = f (h′(n)) Por definición de h′

= f (h(n)) Por el supuesto inductivo

≡ h(succ(n)) Por definición de h

La razón de que N sea inicial en esta categoría específica se debe a los cons-
tructores de N; es decir, las formas en las que se pueden generar elementos de N.
Los naturales tienen dos constructores, el elemento 0 y la función succ : N → N;
de ahí que sea inicial en la categoría que tiene como objetos aquellos con la misma
estructura interna.

De este resultado se sigue que pudo haberse definido a los naturales como
aquel tipo que está libremente generado por los dos siguientes constructores:

un elemento 0 : N

una función succ : N → N.

Los tipos generados de esta manera se llaman tipos inductivos y veremos
una generalización de estos en la Sección 4.3.
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3.11. Metateoría de HoTT

Puestos que hemos introducido el axioma de univalencia, los resultados previos
descritos para la metateoría de DTT no necesariamente aplican en HoTT. Sin
embargo, existen modelos de HoTT, como el desarrollado en [13].

A grandes rasgos, un modelo es una estructura matemática que satisface todas
las reglas y axiomas de una teoría matemática. En el caso del modelo previo,
este es un modelo simplicial; los objetos son representados por ciertas clases de
conjuntos simpliciales, y las funciones son, a grosso modo, representadas por
(clases de equivalencia) de funciones continuas.

Resaltamos dos consecuencias de esto. Primero, tenemos un análogo del Teo-
rema 2.12.4.

Teorema 3.11.1. (Consistencia de HoTT) No es posible derivar una contradic-
ción en HoTT, es decir · ⊢ x : 0 para algún x; asumiendo que la teoría usual de
MC también es consistente.

Por otro lado, este resultado nos garantiza que podemos pensar en los tipos
como clases de homotopía de espacios topológicos, y, como ya habíamos sugerido,
las funciones realmente son continuas.



Capítulo 4

Teoría Homotópica de Tipos

En este capítulo, veremos algunas aplicaciones de HoTT en la topología alge-
braica. Analizaremos a mayor profundidad la estructura homotópica de los tipos,
y veremos algunos resultados clásicos involucrando conceptos como el de contrac-
tibilidad, CW complejos, y el grupo fundamental.

4.1. Topología y tipos

Puesto que los tipos son tipos de homotopía de espacios topológicos, se puede
formalizar varias propiedades clásicas que estos cumplen. Para comenzar, ahora
podemos ver la demostración completa de la proposición mencionada previamente
de que las familias de tipos son fibraciones.

Proposición 4.1.1. Sea P : B → U una familia de tipos sobre B, y f , g :

X → B dos funciones tales que existe una homotopía h entre ellas. Si existe un
levantamiento de f , f̃ : ∏(x:X) P( f (x)); entonces existe una homotopía h̃ entre f̃

y un levantamiento de g, tal que h̃ levanta a h,

Demostración. Podemos definir una homotopía

h̃ : ∏
x:X

( f (x), f̃ (x)) =∑(x:X) P(x)

(

g(x), trP(h(x), f̃ (x))
)

por h̃(x) = pair=(h(x), refl). Para ver que esta levanta a H, necesitamos compro-
bar que

∏
x:X

pr1(h̃(x)) = h(x)

Sin embargo, por inducción, es fácil notar que appr1
(pair=(p, q)) = p, para todo

p, q. Aplicando esto en la ecuación anterior, obtenemos el resultado deseado.

Notamos que, con los conceptos ya introducidos, es fácil formalizara varios
conceptos topológicos. Por ejemplo, podemos definir los conceptos de retracciones
y secciones.
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Definición 4.1.2. Una retracción es una función r : A → B tal que existe
una función s : B → A, su sección, y una homotopía ǫ : ∏(y:B)(r(s(y)) = y).
Cuando esto se de, decimos que B es un retracto de A.

Veamos cómo podemos hacer un análisis similar a otros conceptos.

4.2. n-tipos

En topología clásica, un espacio topológico es llamado contractible cuando la
función identidad es homotópica a una función constante. Esto sugiere:

Definición 4.2.1. Un tipo A es contractible cuando posee un elemento a : A,
llamado el centro de contracción, tal que a = x, para todo x : A. Es decir,
definimos la propiedad de ser contractible como:

isContr(A) :≡ ∑
(a:A)

∏
(x:A)

(a = x).

Ejemplo 4.2.2. El tipo 1 es contractible, pues para mostrar que ∏(x:1)(⋆ = x),
podemos asumir que x es ⋆, y podemos tomar el camino constante.

Con este resultado, podemos demostrar que el tipo 1 es un objeto terminal.

Proposición 4.2.3. Para todo tipo C y función f : C → 1, se tiene que f = !1C.

Demostración. Para todo x : C, se tiene f (x) = ⋆, por el resultado previo. Por
extensionalidad de funciones, entonces f = !1C.

Desde una perspectiva lógica, la contractibilidad indica que todos los elemen-
tos del tipo son iguales a un elemento en específico. Topológicamente, tenemos
una función continua que lleva cualquier punto x : A hacia a. Esto sugiere que el
tipo A es equivalente al tipo 1.

Proposición 4.2.4. Un tipo A es contractible sí y solo sí este es equivalente al
tipo 1.

Demostración. Sea (c, p) : isContr(A), podemos definir f : A → 1 por f (x) = ⋆.
En sentido contrario, tenemos g : 1 → A dado por g(y) = c. Ahora, por un lado,
realizando inducción en 1, vemos que para todo y : 1, f (g(y)) = ⋆. Por otro lado,
para todo x : A, tenemos g( f (x)) = c = x, donde la segunda igualdad se da por
p(x). Juntando estos resultamos, obtenemos que A ≃ 1.

Para mostrar la recíproca, supongamos que A ≃ 1, y sean f : A → 1 y
g : 1 → A las quasi-inversas. Por el ejemplo previo, tenemos que ⋆ = f (x). Así,
se tiene:

g(⋆) = g( f (x)) = x,

con lo que g(⋆) es el centro de contracción.

Veamos que este, al igual que en MC, esta propiedad se preserva bajo varias
operaciones, como productos y retracciones.
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Proposición 4.2.5. Sea B : A → U una familia de tipos. Si A es contractible y
para todo x : A, B(x) es contractible, entonces ∑(x:A) B(x) también lo es.

Demostración. Sea a0 : A el centro de contracción de A, y sea b0 : B(a0) el
centro de contración de B(a0). Mostraremos que (a0, b0) es un centro de contrac-
ción. Dado (a, b) : ∑(x:A) B(x), necesitamos mostrar camino p : a0 = a tal que

trB(p, b0) = b. Por un lado, este p existe por contractibilidad de A. Por otro lado,
tenemos:

trB(p, b0) = trB(p, trB(p−1, b)) Por contractibilidad de B(a0)

= trP(p−1
� p, b) Por el Lema 3.4.2

= trP(refla, b)

≡ b

Corolario 4.2.6. La contractibilidad se preserva bajo productos.

Demostración. Aplicación directa de la proposición anterior en el tipo λ(x : A). B.

Proposición 4.2.7. Sea B contractible y sea r : B → A una retracción. Entonces
A es contractible.

Demostración. Sea b : B el centro de contracción de B, y sea s : A → B la sección
correspondiente de r. Mostraremos que r(b0) es un centro de contracción de A,
en efecto, tenemos:

r(b0) = r(s(a)) Por contractibilidad de B

= a Por ser s la sección de r

Consideremos el tipo

∏
x,y:A

isContr(x =A y) ≡ ∏
(x,y:A)

∑
(p:x=y)

∏
(q:x=y)

(p = q) (4.1)

Este tipo indica que, para todo par de elementos de A, el tipo de caminos entre
ellos es contractible. En particular, para todo x, y : A, tenemos un camino p : x =
y entre estos. Para ver que esta condición es también suficiente, necesitaremos un
lema previo.

Lema 4.2.8. Sea A un tipo, a, x1, y1 : A y p : x1 = x2, q : a = x1 caminos.
Entonces

trλx→a=x(p, q) = q � p

Demostración. Aplicando inducción a ambos caminos, ambos lados de la igualdad
se reducen a refla.
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Nótese que este lema corresponde a la acción functorial (covariante) del fun-
ctor Hom(a, –) mencionado en el Ejemplo 1.16. Existe un resultado análogo para
trλx→x=a, correspondiente a Hom(– , a), el cual no necesitaremos.

Proposición 4.2.9. Sea A un tipo. El tipo (4.1) está habitado sí y solo sí para
todo x, y : A, tenemos que x = y.

Demostración. Ya mostramos un lado de la implicación, veamos el caso de la
recíproca. Por hipótesis, tenemos una función f : ∏(x,y:A) x = y. Consideremos
la función g : ∏(z:A) x = z definida por g(z) = f (x, z).

Mostraremos que (g(x))−1
� g(y) es el centro de contracción. En efecto, dado

p : x = y tenemos:

(g(x))−1
� g(y) = (g(x))−1

� trλz→x=z(p, g(x)) Por el Lema 3.4.5

= (g(x))−1
� (g(x) � p) Por el Lema 4.2.8

= p

Ya habíamos encontrado esta propiedad previamente, en nuestra discusión
del axioma K en la sección 3.8, pues este axioma indica justamente que todos los
elementos del tipo x =A y son iguales entre sí. Desde una perspectiva lógica, las
proposiciones están caracterizadas por la propiedad de tener un valor de verdad,
ser verdaderas o falsas. No es relevante qué elemento en particular tenemos de una
proposición, por lo que podemos considerar a todas como iguales. Esto sugiere
que el tipo (4.1) previo corresponde a la propiedad de ser una proposición.

Definición 4.2.10. Decimos que un tipo P es una proposición simple si es
que el siguiente tipo está habitado.

isProp(P) :≡ ∏
x,y:A

(x = y)

Ejemplo 4.2.11. Todo tipo contractible es una proposición simple. En efecto,
sea (c, p) : isContr(A), entonces para todo x, y : A tenemos x = c = y. En
particular, el tipo 1 es una proposición simple.

Ejemplo 4.2.12. El tipo 0 es una proposición simple. Si tenemos x, y : 0 tene-
mos inmediatamente una contradicción, por lo que podemos derivar el resultado
deseado.

Ejemplo 4.2.13. Para toda f : A → B, isequiv( f ) es una proposición simple;
este es justo uno de los requisitos que habíamos pedido de una noción correcta
de equivalencia homotópica.

Ejemplo 4.2.14. Para todo m, n : N, el tipo m = n es una proposición simple.
Puesto que (m = n) ≃ (code(m, n)), es suficiente demostrar que code(m, n) es
una proposición simple. Procedemos por inducción en m y n. Cuando ambos son
0, entonces code(0, 0) ≡ 1, y ya hemos visto que esta es una proposición simple.
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Cuando uno es un sucesor y el otro no, code(m, n) ≡ 0, y sabemos que este
tipo también es una proposición simple. Finalmente, cuando tenemos succ(m)
y succ(n), entonces code(succ(m), succ(n)) ≡ code(m, n), por lo que podemos
aplicar la hipótesis de inducción.

Podemos volver a iterar, y preguntarnos qué propiedad satisfacen aquellos
tipos cuyos caminos son todos proposiciones simples; veremos que esta es justa-
mente la propiedad de ser un conjunto.

Definición 4.2.15. Un tipo A es un conjunto si el siguiente tipo está habitado

isSet(A) :≡ ∏
(x,y:A)

∏
(p,q:x=y)

(p = q)

Topológicamente, esta propiedad nos indica que todo par de caminos con los
mismos extremos son homotópicos entre sí. Es decir, tienen el mismo tipo de
homotopía que un espacio con la topología discreta. Así, lo único relevante en un
conjunto son sus elementos diferentes, lo que captura la noción usual de MC.

Ejemplo 4.2.16. El tipo 0 es un conjunto, pues de x, y : 0 se deriva un absurdo.

Ejemplo 4.2.17. El tipo N es un conjunto, pues por el Ejemplo 4.2.14, para
todo m, n : N, m = n es una proposición simple.

Nótese que con este tipo, podemos hacer definiciones como el tipo de todos
los conjuntos:

SetU :≡ ∑
A:U

isSet(A)

Es claro que podemos siguer iterando este tipo de preguntas al infinito. Po-
demos indigar respecto a todas estas propiedades, definiendo la siguiente familia
de tipos.

Definición 4.2.18. Definimos ser un n-tipo, a través de recursión en los naturales
de la siguiente forma

is-(n − 2)-type : U → U

is-(0 − 2)-type(A) :≡ isContr(A)

is-(succ(n)− 2)-type(A) :≡ ∏
x,y:A

is-(n − 2)-type(A)

Así, los (−2)-tipos son los tipos contractibles, los (−1)-tipos las proposicio-
nes simples, los 0-tipos los conjuntos, etc. La razón de empezar desde el −2 es
porque ahora tenemos la siguiente descripción más sugerente: para n : N, el tipo
A es un n-tipo si solo tiene m-caminos no-triviales para m ≤ n. Esta es una
noción comúnmente estudiada en topología algebraica, llamada ahí el n-tipo de
homotopía.

Dada esta nueva interpretación, nuestra intuición geométrica sugiere una serie
de resultados. Mostraremos aquí algunos.
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Proposición 4.2.19. La jerarquía de n-tipos es cumulativa; es decir, si A es un
n-tipo, también es un succ(n)-tipo.

Demostración. Procedemos por inducción en n. Para el caso base, sea A un tipo
contractible, necesitamos mostrar que los caminos en A son contractibles. Sea
(c, p) : isContr(A), y sean x, y en A. Primero, tenemos que p(x)−1

� (p(y)) :

x = y. Queremos mostrar que este es el centro de contracción. Dado otro camino
q : x = y, por inducción, es suficiente mostrar que p(x) � (p(x))−1 = reflx, lo que
ya hemos visto previamente.

Para el caso general, si A es un succ(n)-tipo, tenemos que x = y es un n-tipo
por definición, por lo que por la hipótesis de inducción concluimos que x = y
también es un succ(n)-tipo

Proposición 4.2.20. Los n-tipos se preservan bajo retracciones. Es decir, para
todo n ≥ −2, si r : B → A es una retracción y B es un n-tipo, entonces A
también es un n-tipo.

Demostración. Realizaremos la prueba por inducción en n. El caso base, lo mues-
tra la Proposición 4.2.7. Entonces, supongamos que B es un succ(n)-tipo, y sean
s : A → B la sección de r, y ǫ : r ◦ s ∼ id la homotopía correspondiente.

Dados a1, a2 : A arbitrarios, necesitamos mostrar que a1 = a2 es un n-tipo,
pero por la hipótesis de inducción, es suficiente mostrar que tipo es un retracto
de s(a1) = s(a2). Realizaremos esto a continuación.

Para la sección, tomamos

aps : (a1 = a2) → (s(a1) = s(a2)),

mientras que la retracción t : (s(a1) = s(a2)) → (a1 = a2) la definimos por

t(q) :≡ ǫ−1
a1

� r(q) � ǫa2
.

Para concluir la prueba, necesitamos t ◦ ap∼id; es decir, que para todo p : a1 = a2

se tenga que
ǫ−1

a1
� r(s(p)) � ǫa2

= p,

pero esto es una consecuencia del Lema 3.5.2.

Como una consecuencia de esta proposición, podemos obtener el siguiente
resultado sin usar univalencia.

Corolario 4.2.21. Los n-tipos se preservan bajo equivalencias.

Demostración. Una la existencia de una equivalencia A ≃ B implica que A es
una retracción de B, por lo que si B es un n-tipo, entonces A también lo es.

Finalmente, presentamos la generalización de la Proposición 4.2.5.

Proposición 4.2.22. Los n-tipos se preservan bajo sumas dependientes. Es decir,
sea para todo n ≥ −2, si A es un n-tipo y la familia de tipos B : A → U satisface
que B(a) es un n-tipo para todo a : A, entonces ∑(x:A) B(x) es un n-tipo.
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Demostración. Realizaremos la prueba por inducción en n. El caso base, lo mues-
tra la Proposición 4.2.5. Entonces, supongamos que A es un succ(n)-tipo y B(a)
es un succ(n)-tipo para todo a : A. Dados (a1, b1), (a2, b2) : ∑(x:A) B(x) arbi-
trarios, necesitamos mostrar que (a1, b1) = (a2, b2) es un n-tipo. Pero por la
caracterización de caminos dependientes, tenemos:

((a1, b1) = (a2, b2)) ≃ ∑
p:a1=a2

(trB(p, b1) = b2)

Pero el tipo de la derecha es un n-tipo por la hipótesis de inducción, por lo que,
por el Corolario 4.2.21, el tipo de la izquierda también lo es.

4.3. Tipos Inductivos Superiores

Como ya mencionamos en la Sección 3.10, los tipos que hemos introducidos
hasta ahora, pueden ser considerados como aquellos libremente generados por sus
constructores, aquellas constantes y funciones que nos permiten formar elemen-
tos del tipo. Así, por ejemplo, los naturales están libremente generados por la
existencia de un elemento 0 : N y la función succ : N → N.

Podemos expandir este procedimiento para que los constructores incluyan
no solo elementos del tipo, sino también caminos entre los elementos. Aquellos
tipos que incluyen constructores de caminos son llamados Tipos Inductivos
Superiores, o HITs, por su nombre en inglés, Higher Inductive Types. Veamos
uno de estos.

Definición 4.3.1. El intervalo, denotado I, es el tipo generado por

un punto 0I : I,
un punto 1I : I, y
un camino seg : 0I = 1I .

Este tipo representa un camino abstracto; es decir, el tipo de homotopía de
un intervalo cerrado en los reales. Nótese que la definición logra esto sin hacer
ninguna mención a toda la maquinaria usual de MC (distancia, bolas, topología,
clases de equivalencia, etc).

El principio de recursión de los tipos indica que estos pueden ser mapeados
hacia tipos que comparten su estructura interna. En efecto, existe un algoritmo
que permite deducir el principio de recursión (y el de inducción), dado los cons-
tructores de un tipo. No abordaremos este tema, y daremos estos principios para
los tipos que usaremos.

En el caso del tipo del intervalo, el principio de recursión dice que dado un
tipo B junto con

un punto b0 : B,
un punto b1 : B, y
un camino s : b0 = b1,
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existe una única función f : I → B tal que f (0I) ≡ b0, f (1I) ≡ b1, y f (seg) = s.
Nótese que las primeras dos igualdades son por definición, mientras que la tercera
de estas es una igualdad proposicional.

El principio de inducción de un tipo, como ya hemos mencionado, es el princi-
pio de recursión generalizado para familias dependientes. Entonces, para el caso
dice que dado una familia de tipos P : I → U , junto con

un punto b0 : P(0I),
un punto b1 : P(1I), y
un camino levantado s : P(b0) =

P
seg P(b1),

existe una única función f : ∏(x:I) P(x) tal que f (0I) ≡ b0, f (1I) ≡ b1, y
apd f (seg) = s. Con este principio, podemos demostrar que, como se esperaría,
este tipo es contractible.

Proposición 4.3.2. El tipo I es contractible.

Demostración. Mostraremos que 0I es un centro de contracción. Así, necesitamos
una función ∏(x:I)(0I = x). Por el principio de inducción, podemos definir f por:

f (0I) :≡ refl0I
: 0I = 0I ,

f (1I) :≡ seg : 0I = 1I .

junto con el hecho de que existe un camino p : refl0I
=λx. 0I=x

seg seg. Pero por el
Lema 4.2.8, esto es equivalente a un camino refl0I

� seg = seg, el cual tenemos por
el Lema 3.2.2.

Por este resultado, junto con la Proposición 4.2.4, el tipo I es equivalente al
tipo 1. A pesar de esto, este tipo igual es interesante, pues nos permite realizar
otros tipos de argumentos.

Teorema 4.3.3. Sean f , g : A → B funciones tales que para todo x : A se tiene
que f (x) = g(x). Entonces, f = g.

Demostración. Por recursión, podemos definir una función α : A → (I → B) por

α(x)(0I) :≡ f (x): B,

α(x)(1I) :≡ g(x): B.

notando que por suposición, tenemos un camino p : f (x) = g(x). Ahora, podemos
invertir el orden de las variables, generando una función

β :≡ λ(x : I). λ(y : A). α(y)(x) : I → (A → B).

Finalmente, vemos que β(seg) : β(0I) = β(1I), pero β(0I) ≡ f y β(1I) ≡ g.

Otro HIT, quizás más interesante, es el círculo, el cual estudiaremos a más
detalle en la próxima sección.

Definición 4.3.4. El círculo, denotado S1, es el tipo generado por



4.3. Tipos Inductivos Superiores 72

un punto base : S1, y
un camino loop : base = base.

Su principio de recursión indica que dados

un punto b : B, y
un camino ℓ : b = b,

existe una única función f : S1 → B tal que f (base) ≡ b y f (loop) = ℓ. El
principio de inducción dice que dada una familia de tipos P : S1 → U , junto con

un punto b : B(base), y
un camino ℓ : b =B

loop b,

existe una única función f : ∏(x:S1) B(x) tal que f (base) ≡ b y apd f (loop) = ℓ.

Similarmente, usando esta misma técnica, podemos definir la esfera.

Definición 4.3.5. La esfera S2 es el tipo generado por

un punto base : S2, y
un 2-camino surf : reflbase = reflbase,

Este tipo de definiciones es análogo a la construcción de algunos espacios como
CW complejos. Veamos el caso del toro.

Definición 4.3.6. Podemos definir al toro T2 como el tipo generado por

un punto b : T2,
un camino p : b = b,
otro camino q : b = b, y
un 2-camino camino t : p � q = q � p,

Esta definición corresponde al toro como un cuadrado con los lados opuestos
identificados. Nótese la mayor elegancia y simplicidad de esta construcción, que
evita apelar a nociones técnicas como lo es la topología cociente.

Los HITs no solo sirven para crear espacios topológicos (salvo homotopía), sino
también permite la implementación de algunas operaciones sobre tipos, veamos
un ejemplo.

Definición 4.3.7. Dado un tipo A, podemos definir su 0-truncación ‖A‖0

como el tipo generado por

una función |– |0 : A → ‖A‖0, y
para todo par de puntos x, y : ‖A‖0 y par de caminos p, q : x = y, una
igualdad p = q.

Su principio de recursión indica que dados

una función g : A → B, y
para todo par de puntos x, y : B y par de caminos p, q : x = y, una igualdad
p = q,
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existe una única función f : ‖A‖0 → B tal que f (|x|0) ≡ g(x), para todo x : A,
y ap f lleva el camino de p = q en ‖A‖0 en el camino especificado f (p) = f (q)
en B.

Este tipo efectivamente trivializa los 1-caminos, pues todos se vuelven homo-
tópicos entre sí. Por otro lado, esto es lo único que hace, como uno esperaría, deja
a los conjuntos intactos.

Proposición 4.3.8. Sea A un conjunto, entonces ‖A‖0 = A.

Demostración. Por univalencia, es suficiente demostrar que ‖A‖0 ≃ A. Por un
lado, tenemos una función f : ‖A‖0 → A definida por recursión, con f (|x|0) ≡ x.
Por otro lado, tomamos |– |0 : A → ‖A‖0 como la quasi-inversa.

Por definición de f , vemos que f ◦ |– |0 ∼ id. Para ver que |– |0 ◦ f ∼ id, por
unicidad de la función proveniente de recursión, solo necesitamos comprobar que

(|– |0 ◦ f ◦ |– |0)(x) = |x|0,

pero nuevamente esto se da por definición de f .

Existen n-truncaciones para n ≥ −1, las cuales “truncan” A hacia un n-tipo,
pero no abordaremos estas construcciones.

Finalmente, los HITs permiten la definición de tipos de una manera más conci-
sa. Por ejemplo, el tipo de los enteros Z generalmente se define como un cociente
de N × N; sin embargo, la siguiente descripción [2] es más útil (y más elegante).

Definición 4.3.9. El tipo de los enteros Z es el tipo generado por

un elemento 0Z : Z

una equivalencia succZ : Z ≃ Z,

junto con el hecho de que Z es un conjunto.

Aquí, la equivalencia succZ corresponde al hecho de que la función sucesor
posee una quasi-inversa, la función predecesor.

El principio de recursión de Z indica que dados

un punto b : B, y
una equivalencia s : B ≃ B,

existe una única función Z → B tal que f (0Z) ≡ b y para todo x : Z,
f (succZ(x)) = s( f (x)).

El principio de inducción, lo omitimos, pues no lo necesitaremos.

4.4. El grupo fundamental del círculo

El grupo fundamental π1(X) permite generar un objeto algebraico, a partir
de las operaciones de concatenación de los 1-caminos en X. Sin embargo, esto se
puede generalizar para n-caminos, para n ≥ 1.
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Definición 4.4.1. El espacio de n-caminos cerrados en un tipo A con base a : A,
es el tipo

Ω0(A, a) :≡ (A, a)

Ωsucc(n)(A, a) :≡ Ωn ((a =A a) , refla)

Definición 4.4.2. Sea n ≥ 1 y sea A un tipo con a : A, definimos el n-ésimo
grupo de homotopía de A centrado en a como el tipo

πn(A, a) :≡ ‖pr1 (Ω
n(A, a))‖0

El objetivo de esta sección es demostrar que π1(S
1, base) = Z. De hecho,

demostraremos algo aún más fuerte, que (base = base) ≃ Z. Comencemos con el
regreso de las quasi-inversas.

Lema 4.4.3. Existe una función loopˆ : Z → (base = base).

Demostración. Por el principio de recursión de los enteros, necesitamos un ele-
mento de base = base, el cual escogemos que sea reflbase, junto con una equiva-
lencia s : (base = base) ≃ (base = base). Definiremos esta equivalencia como la
asociada al siguiente par de quasi-inversas, f (p) :≡ p � loop y g(p) :≡ p � loop−1.

f (g(p)) ≡ p � loop−1
� loop = p

g( f (p)) ≡ p � loop � loop−1 = p

Esta función lleva al 0Z al camino constante, lleva a los enteros positivos n a
n concatenaciones de loop, y enteros negativos −n a n concatenaciones de loop−1,
de igual manera que en la demostración usual de MC.

Para generar una función (base = base) → Z utilizaremos el método encode-
decode, caracterizando el tipo de caminos (base = x), para x : S1.

Definición 4.4.4. Definimos la función Cover : S1 → U por recursión en el
círculo:

Cover(base) :≡ Z

Cover(loop) := ua(succZ)

Así, Cover representa el espacio de cubrimiento usual del círculo. Podemos
realizar cálculos con este tipo, por ejemplo, que transportando un natural a lo
largo de loop es lo mismo que sumarle uno.

Lema 4.4.5. Para todo x : Z, se tiene que

trCover(loop, x) = succZ(x)
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Demostración. Tenemos que

trCover(loop, x) ≡ trid◦Cover(loop, x) (Def. de id)

= trid(Cover(loop), x) (Lema 3.4.7)

= trid(ua(succZ), x) (Def. de Cover)

≡ pr1(idtoeqv(ua(succZ))) (Def. de idtoeqv)

= succZ (Def. de ua)

Procederemos a demostrar ahora la equivalencia (base = x) ≃ Cover(x),
para todo x : S1. Tenemos que generar las dos quasi-inversas y mostrar que sus
composiciones son homotópicas a la identidad.

Lema 4.4.6. Tenemos una función

encode : ∏
x:S1

(base = x) → Cover(x)

Demostración. Definimos encode por encode(x, p) :≡ trCover(p, 0Z).

Intuitivamente, encode toma un camino base = x y lo lleva al tipo asociado
transportando 0Z.

Lema 4.4.7. Tenemos una función

decode : ∏
x:S1

Cover(x) → (base = x)

Demostración. Definimos decode usando el principio de inducción sobre la familia
de tipos

C :≡ λ(x : S1). (Cover(x) → (base = x))

Para esto, primero necesitamos un elemento de C(base), tomaremos a loopˆ como
este. Para completar la inducción necesitamos un camino loopˆ =C

loop loopˆ. Pero
observamos que

tr(λx. (Cover(x)→(base=x)))(loop, loopˆ)

= trbase=– (loop, –) ◦ loopˆ ◦ trCover(loop−1, –) (Lema 3.7.3)

= (− � loop) ◦ loopˆ ◦ trCover(loop−1, –) (Lema 4.2.8)

= loopˆ ◦ succZ ◦ trCover(loop−1, –) (Def. de loopˆ)

= loopˆ ◦ trCover(loop, –) ◦ trCover(loop−1, –) (Lema 4.4.5)

= loopˆ ◦ trCover(loop−1
� loop, –) (Lema 3.4.2)

= loopˆ ◦ trCover(reflbase, –) (Lema 3.2.4)

= loopˆ (Def. de tr)
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Intuitivamente, decode toma un elemento de Cover(x) y lo lleva al tipo aso-
ciado inducido por loopˆ.

Ahora, la primera de las dos homotopía requeridas es inmediata.

Lema 4.4.8. Para todo x : S1 y p : base = x, tenemos que

decode(x, encode(x, p)) = p

Demostración. Por inducción, podemos asumir que p es reflbase, pero entonces:

decode(base, encode(base, reflbase)) ≡ decode(base, trCover(reflbase, 0Z))

≡ decode(base, 0Z)

≡ loopˆ(0Z)

≡ reflbase

La otra homotopía es más complicada, y necesitaremos uno lemas previos.

Lema 4.4.9. Sea f : Z → Z una función tal que f (0Z) = 0Z y tal que

f ◦ succZ ∼ succZ ◦ f ,

entonces f ∼ id.

Demostración. Nótese que la función identidad cumple que

id ◦ succZ ∼ succZ ◦ id,

por lo que, por la unicidad de la función preveniente de recursión, f ∼ id.

Este resultado indica que la identidad es la única función que conmuta con la
función sucesor.

Lema 4.4.10. Para todo x : S1, p : x = base y y : Cover(x) se tiene que

trCover(p � loop, y) = succZ(tr
Cover(p, y))

Demostración. Por inducción, podemos asumir que p es reflbase. Entonces, se tiene
que

trCover(reflbase
� loop, y) = trCover(loop, y) = succZ(y).

Este resultado indica cuando transportamos Cover a lo largo de un camino
p � loop, esto es lo mismo que haber transportado a lo largo de p, y luego sumarle
1.

Lema 4.4.11. Para todo x : Z, se tiene que

encode(base, loopˆ(x)) = x
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Demostración. Por el Lema 4.4.9, es suficiente mostrar que la función

h = λ(x : Z). encode(base, loopˆ(x))

satisface que evaluada en 0Z es 0Z, y que conmuta con succZ. Por un lado, vemos
que

h(0Z) ≡ encode(base, reflbase) ≡ 0Z

Por otro lado, tenemos que

h(succZ(x)) ≡ encode(base, loopˆ(succZ(x))) (Def. h)

≡ trCover(loopˆ(succZ(x)), 0Z) (Def. encode)

= trCover(loopˆ(x) � loop, 0Z) (Def. loopˆ)

= succZ(tr
Cover(loopˆ(x), 0Z)) (Lema 4.4.10)

≡ succZ(encode(base, loopˆ(x))) (Def. encode)

≡ succZ(h(x)) (Def. h)

Con todos estos lemas, procedemos a mostrar la última homotopía.

Lema 4.4.12. Para todo x : S1 y p : Cover(x), se tiene que

encode(x, decode(x, p)) = p

Demostración. Sea

C = λ(x : S1). ∏
p:Coverx

encode(x, decode(x, p)) = p.

El lema es equivalente a mostrar una función λ(x : S1). C(x). Probaremos la exis-
tencia de esta función usando el principio de inducción del círculo. Primero, de-
bemos dar un camino

q : encode(base, loopˆ(x)) = x,

el cual tenemos por el lema previo. Ahora, necesitamos un camino q =C
loop q. Pero

por el Lema 3.7.4, es suficiente que para todo camino β : a1 =Cover
loop a2 se tenga

que

q(a1) =
λ((x,y) : ∑(x:S1)

Cover(x)). encode(x,decode(x,y))=y

pair=(loop,α)
q(a2)

Pero puesto que Z es un conjunto, ambos caminos son iguales inmediatamente.

Con todos estos resultados, obtenemos una caracterización del tipo de caminos
base = x.

Proposición 4.4.13. Para todo x : S1, tenemos que base = x ≃ Cover(x).



4.4. El grupo fundamental del círculo 78

Aplicando esto en x :≡ base, por univalencia obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 4.4.14. El tipo base = base es igual a el tipo de los enteros Z.

Finalmente, podemos calcular el grupo fundamental del círculo.

Corolario 4.4.15. El grupo fundamental del círculo es Z.

Demostración. Tenemos que ‖Z‖0 = Z por la proposición 4.3.8. Entonces, como
base = base es Z, obtenemos π1(S

1) = Z.



Capítulo 5

Conclusiones

Hemos introducido la Teoría Homotópica de Tipos, en donde el concepto
principal es de tipos y elementos de tipos. Hemos visto que esta teoría puede
interpretarse desde tres perspectivas distintas, la lógica, la categórica y la homo-
tópica.

Desde la perspectiva lógica, los tipos representan proposiciones y los elemen-
tos representan las pruebas de estas. Desde la perspectiva categórica, los tipos
son ∞-grupoides, siendo los objetos los elementos del tipo, y los morfismos las
igualdades entre ellos. Desde la perspectiva homotópica, los tipos son tipos de
homotopía de espacios topológicos, y las funciones entre tipos corresponden a
funciones continuas.

Hemos visto que, utilizando un número muy limitado de reglas y axiomas,
esta teoría permite formalizar de una forma más abstracta conceptos comunes de
la matemática como lo son los grupos, caminos, homotopía, entre otros.

En particular, vemos que podemos definir CW complejos de una forma más
elegante, utilizando Tipos Inductivos Superiores, y podemos manejarlos de una
manera similar a la usual, lo que nos ha permitido demostrar que π1(S

1) = Z, a
modo de ejemplo.

HoTT todavía es una rama nueva en desarrollo, y existen múltiples grupos
que están traduciendo la matemática clásica a este nuevo lenguaje. Creemos que
en el futuro HoTT, o una variante similar a esta, será la teoría principal sobre
la cual se desarrollará las matemáticas, y la teoría de conjuntos ya no será la
herramienta principal para formalizar conceptos.

Finalizamos exhortando al lector a indagar más sobre HoTT, y a contribuir
en algunas de las organizaciones que promueven su adopción, como lo son Agda-
Unimath y 1Lab.



Apéndice A

Lista de reglas

Reglas A.1. (Reglas básicas de universos)

Γ ctx Ui-INTRO
Γ ⊢ Ui : Ui+1

Γ ⊢ A : Ui Ui-CUMUL
Γ ⊢ A : Ui+1

Reglas A.2. (Reglas básicas de contextos y variables)

ctx-EMP· ctx
x1:A1, . . . , xn−1:An−1 ⊢ An : Ui

ctx-EXT
(x1:A1, . . . , xn:An) ctx

(x1:A1, . . . , xn:An) ctx
Vble

x1:A1, . . . , xn:An ⊢ xi : Ai

donde la regla ctx-EXT tiene la condición adicional de que xn debe ser distinta a
las demás variables x1, . . . , xn−1, y la regla Vble requiere que 1 ≤ i ≤ n. La regla
ctx-EMP tiene 0 hipótesis, por lo que siempre es posible aplicarla.

Reglas A.3. (Reglas básicas de igualdades por definición)

Γ ⊢ a : A
Γ ⊢ a ≡ a : A

Γ ⊢ a ≡ b : A
Γ ⊢ b ≡ a : A

Γ ⊢ a ≡ b : A Γ ⊢ b ≡ c : A
Γ ⊢ a ≡ c : A

Γ ⊢ a : A Γ ⊢ A ≡ B : Ui

Γ ⊢ a : B

Γ ⊢ a ≡ b : A Γ ⊢ A ≡ B : Ui

Γ ⊢ a ≡ b : B

Reglas A.4. (Reglas de funciones dependientes)

Γ ⊢ A : Ui Γ, x : A ⊢ B : Ui
Π-FORM

Γ ⊢ ∏(x:A) B : Ui

Γ, x : A ⊢ b : B
Π-INTRO

Γ ⊢ λ(x : A). b : ∏(x:A) B

donde la expresión ∏(x:A) B liga a x hasta el final de esta.

Γ ⊢ f : ∏(x:A) B Γ ⊢ a : A
Π-ELIM

Γ ⊢ f (a) : B[a/x]
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Γ, x : A ⊢ b : B Γ ⊢ a : A
Π-COMP

Γ ⊢ (λ(x : A). b)(a) ≡ b[a/x] : B[a/x]

Γ ⊢ f : ∏(x:A) B
Π-UNIQ

Γ ⊢ f ≡ (λ(x : A). f (x)) : ∏(x:A) B

Reglas A.5. (Reglas de pares dependientes)

Γ ⊢ A : Ui Γ ⊢ B : A → Ui
Σ-FORM

Γ ⊢ ∑(x:A) B : Ui

Γ ⊢ B : A → Ui Γ ⊢ a : A Γ ⊢ b : B(a)
Σ-INTRO

Γ ⊢ (a, b) : ∑(x:A) B

donde la expresión ∑(x:A) B liga a x hasta el final de esta.

Γ ⊢ C : (∑(x:A) B) → Ui Γ ⊢ g : ∏(a:A) ∏(b:B(a)) C((a, b))

Γ ⊢ p : ∑(x:A) B
Σ-ELIM

Γ ⊢ ind
C,g,p

∑(x:A) B : C(p)

Γ ⊢ C : (∑(x:A) B) → Ui Γ ⊢ g : ∏(a:A) ∏(b:B(a)) C(a, b)

Γ ⊢ a : A Γ ⊢ b : B[a/x]
Σ-COMP

Γ ⊢ ind
C,g,(a,b)
∑(x:A) B ≡ g(a)(b) : C((a, b))

Reglas A.6. (Reglas del tipo 0.)

Γ ctx
0-FORM

Γ ⊢ 0 : U0

Γ ⊢ C : 0 → U0 Γ ⊢ z : 0
0-ELIM

Γ ⊢ indC,z
0

: C(z)

Reglas A.7. (Reglas del tipo 1.)

Γ ctx
1-FORM

Γ ⊢ 1 : Ui

Γ ctx
1-INTRO

Γ ⊢ ⋆ : 1

Γ ⊢ C : 1 → Ui Γ ⊢ c : C(⋆) Γ ⊢ a : 1
1-ELIM

Γ ⊢ indC,c,a
1

: C(a)

Γ ⊢ C : 1 → Ui Γ ⊢ c : C(⋆)
1-COMP

Γ ⊢ indC,c,⋆
1

≡ c : C(⋆)

Reglas A.8. (Reglas del coproducto.)

Γ ⊢ A : Ui Γ ⊢ B : Ui
+-FORM

Γ ⊢ A + B : Ui

Γ ⊢ A : Ui Γ ⊢ B : Ui Γ ⊢ a : A
+-INTRO1

Γ ⊢ inl(a) : A + B

Γ ⊢ A : Ui Γ ⊢ B : Ui Γ ⊢ b : B
+-INTRO2

Γ ⊢ inr(b) : A + B
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Γ ⊢ C : A + B → Ui Γ ⊢ c : ∏(x:A) C(inl(x))

Γ ⊢ d : ∏(y:B) C(inr(y)) Γ ⊢ e : A + B
+-ELIM

Γ ⊢ indC,c,d,e
A+B : C(e)

Γ ⊢ C : A + B → Ui Γ ⊢ c : ∏(x:A) C(inl(x))

Γ ⊢ d : ∏(y:B) C(inr(y)) Γ ⊢ a : A
+-COMP1

Γ ⊢ ind
C,c,d,inl(a)
A+B ≡ c(a) : C(inl(a))

Γ ⊢ C : A + B → Ui Γ ⊢ c : ∏(x:A) C(inl(x))

Γ ⊢ d : ∏(y:B) C(inr(y)) Γ ⊢ b : B
+-COMP2

Γ ⊢ ind
C,c,d,inr(b)
A+B ≡ d(b) : C(inr(b))

Reglas A.9. (Reglas del tipo N.)

Γ ctx
N-FORM

Γ ⊢ N : Ui

Γ ctx
N-INTRO1

Γ ⊢ 0 : N
Γ ctx

N-INTRO2
Γ ⊢ succ : N → N

Γ ⊢ C : N → Ui Γ ⊢ c0 : C(0)
Γ ⊢ cs : ∏(n:N) C(n) → C(succ(n)) Γ ⊢ n : N

N-ELIM
Γ ⊢ ind

C,c0,cs,n
N

: C(n)

Γ ⊢ C : N → Ui Γ ⊢ c0 : C(0)
Γ ⊢ cs : ∏(n:N) C(n) → C(succ(n))

N-COMP1

Γ ⊢ ind
C,c0,cs,0

N
≡ c0 : C(n)

Γ ⊢ C : N → Ui Γ ⊢ c0 : C(0)
Γ ⊢ cs : ∏(n:N) C(n) → C(succ(n)) Γ ⊢ n : N

N-COMP2

Γ ⊢ ind
C,c0,cs,succ(n)
N

≡ cs(n, ind
C,c0,cs,n
N

) : C(succ(n))

Reglas A.10. (Reglas del tipo de identidades.)

Γ ⊢ A : Ui Γ ⊢ a : A Γ ⊢ b : A
=-FORM

Γ ⊢ a =A b : Ui

Γ ⊢ A : Ui Γ ⊢ a : A
=-INTRO

Γ ⊢ refla : a =A a

Γ ⊢ C : ∏(x,y:A)(x =A y) → Ui Γ ⊢ c : ∏(z:A) C(z, z, reflz)

Γ ⊢ a : A Γ ⊢ b : A Γ ⊢ p : a =A b
=-ELIM

Γ ⊢ ind
C,c,a,b,p
=A : C(a, b, p)

Γ ⊢ C : ∏(x,y:A)(x =A y) → Ui Γ ⊢ c : ∏(z:A) C(z, z, reflz)

Γ ⊢ a : A
=-COMP

Γ ⊢ indC,c,a,a,refla
=A

≡ c(a) : C(a, a, refla)
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