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TEORIA HOMOTOPICA DE TIPOS
Fernando Rafael Chu Rivera

Diciembre - 2022

Asesor : Dr. Jorge Alberto Coripaco Huarcaya
Grado obtenido : Magister en Matematica

RESUMEN

Presentamos la Teoria Homotépica de Tipos, que uniformiza los conceptos de pro-
posiciones y de conjuntos en uno solo mas general, el de “tipos”. Desarrollamos
las nociones principales de esta teoria, y observamos que esta tiene una profunda
estructura, que puede ser vista desde tres perspectivas distintas, la categorica,
la l6gica y la homotopica. Formalizamos algunos conceptos clasicos de topologia
algebraica, como contractibilidad, retracciones, secciones y equivalencias homotoé-
pica. Finalmente, culminamos con una demostracién de que 711 (S') = Z, a modo
de aplicacion. Adicionalmente, comprobamos todos nuestros resultados a través
de un asistente de pruebas, Agda.

Palabras clave: Teoria de Tipos, Topologia Algebraica, Equivalencias Homotépi-
cas, Teoria de Categorias, Grupo Fundamental.



HOMOTOPY TYPE THEORY
Fernando Rafael Chu Rivera

February - 2022

Advisor : Dr. Jorge Alberto Coripaco Huarcaya
Degree obtained : Master in Mathematics

Abstract

We present Homotopy Type Theory, which combines the concepts of propositions
and sets in a more general one, that of “types”. We develop the main notions of this
theory, and observe that it has a very deep structure, which can be seen through
three different lenses, categorical, logical, and homotopical. We formalize some
classic concepts from algebraic topology, like contractibility, retractions, sections,
and homotopic equivalences. Finally, we finish with a proof that 7; (Sl) =7, as
an application. Additionally, we check all our results through the use of a proof
assistant, Agda.

Keywords: Type Theory, Algebraic Topology, Homotopic Equivalences, Category
Theory, Fundamental Group.
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Introduccion

En la actualidad, la mayoria de las matematicas esta basada en teoria de
conjuntos. Asi, se pueden construir a los reales como cortes de Dedekind de los
racionales; los cuales, a su vez, son clases de equivalencias de los enteros, que se
construyen a partir de los naturales, y estos finalmente pueden ser definidos en
términos puramente de conjuntos [§].

Sin embargo, este procedimiento se da en realidad en dos niveles distintos.
En el primero, el puramente légico, los objetos de andlisis son las proposiciones,
y las reglas de la légica indican qué inferencias y deducciones son correctas, al
asumir ciertas hipétesis como verdaderas. En el segundo, los objetos de estudio
son los conjuntos, y son los axiomas de la teoria de conjuntos los que permiten
definir qué operacién o relacion esta bien definida. Notese que estos dos niveles
estan completamente separados: la légica sola no puede razonar sobre la teoria
de conjuntos (o cualquier otra teoria), mientras que la teoria de conjuntos sola
no puede razonar sobre proposiciones o inferencias logicas.

En contraste, la Teoria Homotépica de Tipos unifica estos dos constructos,
las proposiciones y los conjuntos, y solo usa una nociéon central, la de “tipos”.
Asi, podemos expresar diversas proposiciones, por ejemplo, que existe el tipo de
los reales (- = IR : U;), o que 7T es un elemento de este tipo (- - 77 : R). También
tendremos que las proposiciones mismas pueden ser representadas por un tipo,
con expresiones como - = p: 3?2 = 9 dando a entender que p es una demostracion
de que 32 = 9.

Ademas de tener una mayor elegancia tedrica, existen multiples ventajas de
esta nueva teoria, mencionaremos solo algunas de ellas. Primero, permite forma-
lizar algunos conceptos que intuitivamente deberian de existir y, sin embargo, son
imposibles de formalizar en teoria de conjuntos. Por ejemplo, la funcién identi-
dad universal, aplicable a cualquier conjunto, no esta bien definida puesto que su
“conjunto’” de dominio y de llegada es la coleccién de todos los conjuntos, y este
no es un conjunto, sino una clase propia.

Segundo, y més importante ain, es qué las proposiciones y las demostraciones
se vuelven también objetos de estudio en el mismo nivel que otras estructuras
matematicas, como los grupos o los espacios vectoriales, por lo que se pueden
analizar y manipular como es comun en otras areas de estudio. Esto serd vital
para la interpretacion homotopica que detallaremos en el Capitulo 3, en donde
una demostracion de que a = b se interpretard como un camino en cierto espacio
topologico.

Finalmente, esta teoria permite una mayor facilidad para formalizar las de-
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finiciones y la demostracion de proposiciones en computadora. Hemos realizado
este trabajo para todos los resultados aqui presentados, y se puede ver el cédigo
en la siguiente pagina web https://fernandochu.github.io/MastersThesis/.

Dada que la teoria es substancialmente distinta a lo visto comunmente, la
introduciremos lentamente. En el Capitulo 1 presentaremos algunos conceptos de
Teoria de Categoria que utilizaremos a lo largo de este documento. En el Capitulo
2 presentaremos la Teoria de Tipos Dependientes, la teoria base que utilizaremos
para desarrollar la Teoria Homotépica de Tipos. En el Capitulo 3 veremos la
relacion entre los tipos dependientes y la homotopia. En el Capitulo 4 explora-
remos algunos conceptos y resultados de topologia algebraica, formalizados en
esta nueva teoria. En el Capitulo 5 resumimos lo desarrollado, y realizamos unos
comentarios adicionales.



Capitulo 1

Preliminares categoricos

En este capitulo mencionaremos algunas definiciones clave de teoria de cate-
gorfas. Seguiremos las convenciones de Riehl [20].

Definicién 1.1. Una categoria C consiste de

= una coleccién Ob(C) de objetos X,Y,Z,...,y

» una coleccién Ar(C) de morfismos f,g,h, ...,
tales que:

= Cada morfismo tiene dos objetos asociados, su domino y su codominio.
Escribiremos f : X — Y para referirnos a un morfismo f con dominio X y
codominio Y.

» Cada objeto X tiene un morfismo identidad asociado idx : X — X. De estar
sobreentendido, omitiremos el subindice.

» Para cada par de morfismos f : X = Yy g:Y — Z, existe un morfismo
gof: X — Z, llamado la composicion de gy f.

Adicionalmente, se requiere que se cumplan las siguientes condiciones:
» Para todo f : X — Y, se tiene que
idyOf:fOidX :f

» Para todos f: X7 — Xp, §: Xo = X3, h: X3 — Xy, se tiene que

(fog)oh=fo(goh).

Notese que utilizamos el concepto de coleccion, no de conjunto; pues necesi-
tamos una mayor generalidad para las categorias que veremos a lo largo de la
presente tesis.

Ejemplo 1.1. La categoria Set tiene como objetos conjuntos, y como morfismos
funciones entre conjuntos. El morfismo identidad es la funcién identidad, y la
composicion de morfismos es la composicion de funciones usual. Las dos condi-
ciones adicionales se cumplen inmediatamente.
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Al igual que en el ejemplo previo, en la mayoria de casos la satisfaccion de las
dos tltimas condiciones es inmediata. De esta forma, el morfismo identidad y la
composicion de morfismos es usualmente la funcién identidad y la composicién
de funciones usual, respectivamente. Por estos motivos, omitiremos mencién de
estos detalles en los ejemplos siguiente, salvo la construccion sea diferente.

Ejemplo 1.2. La categoria Vecg tiene como objetos espacios vectoriales sobre el
cuerpo K, y como morfismos transformaciones K-lineales entre espacios vectoria-
les. Nuevamente, el morfismo identidad es la funcién identidad, y la composicion
es la usual.

Ejemplo 1.3. La categoria Top, tiene como objetos pares (X, x), donde X es un
espacio topoldgico y x es un elemento de X, el cual es llamado el elemento base.
Los morfismos son funciones continuas que preservan elementos base.

Ejemplo 1.4. La categoria 0 no tiene ningtin objeto ni ningin morfismo. La
categoria 1 tiene un solo elemento, x, y solo un morfismo idy.

Ejemplo 1.5. Sea C una categoria, podemos definir una nueva categoria C°P, la
categoria opuesta o dual. Esta estd definida de la siguiente manera: los objetos
son los mismos que en C, pero los morfismos tienen el dominio y codominio
intercambiado. Es decir, asignamos a cada morfismo f : X — Y un morfismo
for:y — X.

Finalmente, la composicién entre dos morfismos fP:Y — Xy g :Z =Y

la definimos por
fPog®i=(gof)™.

Ejemplo 1.6. Sea C una categoria y sean X y Y objetos de C. A partir de estos
datos, podemos formar una nueva categoria Cyx y.

Sus objetos son triples (Z, f, g), donde Z es un objetode C,y f: Z — Xy
¢ :Z — Y son morfismos. Un morfismo & : (Z, f,¢) — (Z/, f',¢’) es un morfismo
h:Z—Z talque ffoh=fyg oh=g.

En otras palabras, se requiere que h : Z — Z’ sea tal que el siguiente diagrama,

conmute.
Z
|
f I g
1
Z

X +— ! — Y
f g

La composicién de morfismos es la usual composicién de morfismos.

Ejemplo 1.7. Veamos la construccion dual a la previa, es decir C;)(l? y-

Sea, C una categoria y sean X y Y objetos de C. A partir de estos datos,
podemos formar una nueva categoria CXY.

Sus objetos son triples (Z, f,g), donde Z es un objetode C,y f: X — Z y
¢ Y — Z son morfismos. Un morfismo « : (Z, f,¢) — (Z/, ', ¢') es un morfismo
h:Z'— Ztalquehof =fyhog =g
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En otras palabras, se requiere que i : Z' — Z sea tal que el siguiente diagrama,
conmute.

o g
La composicion de morfismos es la usual composicion de morfismos. Notese que

el diagrama resultante es el mismo que el del ejemplo anterior, solo que con todas
las flechas volteadas.

Procederemos con algunas definiciones comunes involucrando objetos y mor-
fismos en una categoria.

Definicién 1.2. Sea C una categoria, entonces:

= Un objeto X es inicial si para todo objeto Y existe un tnico morfismo
f:X=Y.

= Un objeto X es terminal si para todo objeto Y existe un tinico morfismo
f:Yy—=X

= Un morfismo f : X — Y es un isomorfismo si existe un morfismo f~! :
Y — X tal que fof ! =idyy f-'of = idx. Cuando esto se de, deci-
mos que f ~1 ¢5 una inversa de f,y que X y Y son isomoérficos, lo cual
denotamos por X ~ Y.

Noétese que ser un objeto terminal en C es lo mismo que ser un objeto inicial
en C°P. Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 1.8. En Set, el conjunto vacio @ es inicial, puesto que dado un conjunto
X, la inica funcién ! : @ — X es la trivial. Por otro lado, cualquier conjunto T con
un solo elemento es terminal, pues la Unica funcién X — T es la que lleva todos
los elementos de X al inico elemento de T. Finalmente, una funcién f : X — Y es
un isomorfismo si y solo si es una biyeccion, siendo el morfismo inverso la funcion
inversa usual.

Ejemplo 1.9. En Vecg, el espacio vectorial 0 de dimensiéon 0 es ambos inicial
y terminal, pues dado un espacio vectorial V, la tnica funciéon ! : 0 — V es la
que lleva el 0 al 0, y la tnica funcion V' — 0 es la que lleva todos los vectores
de V a 0. Finalmente, un morfismo es un isomorfismo exactamente cuando es un
isomorfismo de espacios vectoriales.

Noétese que existen multiples objetos terminales en Set, pero todos estos son
isomorficos entre si. Esta no es una casualidad.

Teorema 1.1. Si X y Y son objetos terminales en una categoria C, entonces
X ~Y. Lo mismo se cumple si X y Y son ambos iniciales.
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Demostracion. Por ser Y terminal, existe una tnica funcién f : X — Y. Por ser
X terminal, existe una unica funcién g : ¥ — X. Pero ahora vemos que tenemos
dos funciones X — X, las cuales son (g o f) y idx. Por unicidad, concluimos que
go f =idx. De manera similar, concluimos que f o g = idy. Entonces, X >~ Y.
La demostracion cuando X y Y son iniciales es anédloga. O

Veamos unos ejemplos mas de objetos iniciales y terminales, en las categorias
introducidas en los Ejemplos 1.6 y 1.7.

Ejemplo 1.10. Sean X y Y conjuntos. En la categoria Setx y, el producto usual
X X Y junto con las proyecciones es un objeto terminal. En efecto, dados Z,
f:Z—Xyg:Z—Y, latnica forma de definir una funcién h: Z — (X x Y)
tal que el diagrama conmute es por h(z) = (f(z),g(z)).

zZ

)
1

X—— XXY —Y
X Ty

Ejemplo 1.11. Sean X v Y conjuntos. En la categorfa Set*Y el coproducto usual
X + Y junto con las inserciones naturales es un objeto inicial. En efecto, dados Z,
f:X—>Zyg:Y — Z, latnica forma de definir una funciéon h: (X +Y) — Z
tal que el diagrama conmute es por h(x) = f(x) y h(y) = g(y).

-
—=— N
oQ

X —— X+Y —F—Y

Similares resultados aplican para otras categorias, por lo que formularemos
las siguientes definiciones.

Definicién 1.3. Sea C una categoria y sean X y Y objetos de C. Si Z es un objeto
terminal de Cx y, diremos que Z es el producto de X y Y, y lo denotaremos por
X x Y. Si Z es un objeto inicial de CX¥, diremos que Z es el coproducto de X
y Y, v lo denotaremos por X + Y.

Los fundadores de la teoria de categorias mencionaron que el concepto de
categoria se cred para poder definir lo que es un functor, y los functores se defi-
nieron para poder definir lo que es una transformacion natural [15]. Veamos estos
conceptos ahora.

Definicién 1.4. Sean C y D categorias. Un functor consiste de

= un objeto F(X) en D para cada objeto X en C, y
» un morfismo F(f) : F(X) — F(Y) en D para cada morfismo f : X — Y en
C.
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tales que se cumplen las siguientes dos condiciones

» Para todo par de morfismos f : X = Yy g:Y — Z en C, se tiene que

F(gof)=FgoFf.
= Para todo objeto X en C, se tiene que F(idx) = idp(x).

Ejemplo 1.12. El functor identidad idc : C — C lleva cada objeto a si mismo,
y cada morfismo asi mismo. Las dos condiciones adicionales se cumplen inmedia-
tamente. Omitiremos mencion de estas en los futuros ejemplos.

Ejemplo 1.13. El functor conjunto potencia P : Set — Set lleva objetos a su
conjunto potencia, y funciones f : X — Y a la funcion P(f) : P(X) — P(Y)

definida por
P(f)(S) :={f(s) | s € S}

En general, cuando tengamos un functor F : C — C que va de una categoria C
hacia si misma, diremos que es un endofunctor.

Ejemplo 1.14. El functor espacio dual (—)* : Vecx — Vec;p lleva cada espacio
vectorial V a su espacio dual V*, y lleva una transformacion lineal f : V — W a

su dual f*: W* — V*, definida por

fH(@)(v) = a(f(0))-

En casos como este, cuando tengamos F : C — D°P, diremos que F es un
functor contravariante; caso contrario, diremos que es covariante.

Ejemplo 1.15. Dados dos functores F : C =+ D y G : D — E, podemos definir
un nuevo functor Go F : C — E, definido por

(GoF)(c) = G(F(c)) vy (GoF)(f) = G(F(f)),
en objetos y morfismos, respectivamente.
Para los siguientes ejemplos, necesitaremos una definiciéon adicional.

Definicién 1.5. Sea C una categoria. Diremos que C es una categoria local-
mente pequena si para todo par de objetos X, Y de C la colecciéon de morfismos
con dominio X y codominio Y es un conjunto, y lo denotaremos por Hom¢ (X, Y).
Escribiremos también Hom(X,Y) cuando la categoria esté sobrentendida.

Ejemplo 1.16. Para todo objeto Z en una categoria C localmente pequena,
tenemos un functor contravariante

Homc¢(—,Z) : C — Set®,

el cual lleva objetos X al conjunto Home(X, Z), y morfismos f : X — Y a una
funcién de conjuntos

Homc(f,Z) : Home(Y,Z) — Homc (X, Z)
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definida por
Homc(f,Z)(a) =wao f

Andlogamente, tenemos un functor covariante
Homc(Z,—) : C — Set,

el cual lleva objetos X a el conjunto Hom¢(Z, X), y morfismos f : X — Y a una
funcién de conjuntos

Homc(Z, f) : Home(Z, X) — Homc(Z,Y)
definida por
Home (7, f)(a) = f o

Ejemplo 1.17. La coleccién de todas las categorias localmente pequenias es una
categoria Cat, siendo los objetos las categorias, y los morfismos los functores entre
las categorias.

Sean C y D categorias localmente pequenas, se puede verificar que la categoria
que tiene como objetos pares (X,Y) con X € Cy Y € D, y como morfismos
h:(X,Y) — (X,Y') pares (f,g) de morfismos f: X = X'y g:Y — Y esel
producto de C y D en Cat [15].

Definicién 1.6. Dadas dos categorias C y D, y dos functores F, G : C — D, una
transformacién natural 7 : F — G consiste de

» un morfismo 7. : F(X) — G(X) para cada X : C, llamado el componente
de T en X

tal que para todo morfismo f : X — Y en C, el siguiente diagrama conmute

F(X) —*— G(X)

E(f )l lG(f )

F(Y) —=— G(Y)

Ejemplo 1.18. Tenemos una transformacion T : idses — P, definiendo cada
componente por Tx(x) = {x}. Necesitamos comprobar que para toda funcién
entre conjuntos f : X — Y el siguiente diagrama conmuta

X —% 4 P(X)
fl lp(f)
Y ——— P(Y)

Pero ahora tenemos que para todo x € X

P(f)(tx(x)) = P(f)({x})
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Ejemplo 1.19. Tenemos una transformacién natural T : idyec, — (—)**, donde
el functor (—)** es el functor espacio dual aplicado dos veces. Esta transformacion
estd definida en cada componente por Ty (v)(a) = a(v). Sea a : V. — W, vemos
que el siguiente diagrama conmuta

%4 v VA

fl l ;

W

pues para todo v € V' 'y B € W* tenemos

[ (0)(B) = w(v

Nl
> ™
Pl
=

= w(f(0))(B)

Lo interesante del ejemplo previo es que, restringiéndonos al caso de espacios
vectoriales de dimensién finita, cada componente es un isomorfismo.

Definicién 1.7. Dadas dos categorias C y D, y dos functores F,G : C — D.
Diremos que una transformacién natural T: F — G es un isomorfismo natural
si cada componente T, es un isomorfismo, y escribiremos F = G.

Notamos que las transformaciones naturales se pueden componer en el siguien-
te sentido, si T: F —+ G y  : G — H son transformaciones naturales, podemos
definir yo 7 : F — H por (570 7T), = 3. o T.. Para ver que esta definicién satis-
face el requerimiento de conmutatividad, observamos que el siguiente diagrama
conmuta

pues cada uno de los cuadrados individuales conmuta.

Esto hace que la coleccién de functores Homc,: (C, D) sea una categoria, siendo
los objetos los functores, y los morfismos las transformaciones naturales entre
ellos.

De esta manera, vemos que un isomorfismo en esta categoria es un isomorfismo
natural T, pues podemos definir una transformacién natural inversa 1 : G — F
dada por (t71); = (14) !, v esta satisface que Tot ! =id y T 1ot =1id,

Sin embargo, este propiedad rara vez se da en aplicaciones, una definicién
similar, y mas conveniente es la siguiente.

Definicién 1.8. Una equivalencia de categorias consiste de dos functores
F:C—=DyG:D — C tales que existen isomorfismos naturales Fo G = idp y
G o F = id¢c. Cuando se de esto, escribiremos C ~ D.



Ejemplo 1.20. Un ejemplo clésico de equivalencia es la adjunciéon Tensor-Hom
de espacios vectoriales, o de una manera méas general, de R-mdédulos:

Hom(M x N, P) ~ Hom(M, Hom(N, P)),

para todo trio de R-moédulos M, N, P. La demostracion de este resultado se puede
encontrar en [3].
Mas general ain es la siguiente equivalencia entre las categorias

Homeat (X X Y, Z) >~ Home,ae (X, Homeg (Y, Z)),
la cual se puede encontrar en [15].
Por tltimo, presentamos las siguientes definiciones.

Definicién 1.9. Una categoria C es una subcategoria de una categoria D si
todos los objetos de C son objetos de D, y todos los morfismos de C son morfismos
de D.

Decimos que C es una subcategoria completa si Hom¢ (X, Y) = Homp (X, Y),
para todo par de objetos X, Y en C.

Ejemplo 1.21. La categoria Setf;,, que tiene como objetos conjuntos finitos y
como morfismos funciones entre estos conjuntos, es una subcategoria completa de
Set.

Ejemplo 1.22. Dada una coleccién de objetos C de una categoria D, la subcate-
goria completa generada por C es aquella que tiene como objetos los objetos de
C, y tiene como morfismos de X,Y en C, la colecciéon Homp (X, Y). La identidad
y la composicion son las de D.



Capitulo 2

Teoria de Tipos Dependientes

En este capitulo daremos una descripciéon formal y rigurosa de la Teoria de
Tipos Dependientes (DTT, en adelante, por sus siglas en inglés), haciendo una
comparaciéon a la Matemaética Clasica (MC, en adelante) cuando sea conveniente.

2.1. Expresiones, términos y contextos

Dado que las proposiciones y las demostraciones son objetos mismos en DT'T,
es necesario tener mayor precisiéon respecto a los significados de ciertos términos.

Definicién 2.1.1. Una signatura Sg es una colecciéon de simbolos tipograficos.
Una expresion Expg, es una secuencia finita de simbolos provenientes de la
signatura Sg.

Ejemplo 2.1.2. La Matematica Clasica utiliza como signatura la coleccién que
contiene a los caracteres alfanuméricos, los conectores logicos y a los operadores;
es decir,
5_4174?(747427("
e={1,(,n, +,L,x’,... }.
Una expresion tipica de MC es (‘17,47,‘1, ‘=", ‘2’>5g.

Notacion 2.1.3. Asumiremos siempre que esta misma signatura estd implicita
en todas las préximas expresiones que escribamos. Ademas, las expresiones se
escribiran sin comillas, sin corchetes y sin hacer referencia a esta signatura.

Justificacion. Puesto que la signatura serd la misma para el resto de este docu-
mento y dado que existe una sola forma de interpretar una expresién simplificada
como una secuencia de caracteres, no habra riesgo de ambigiiedad. [

La justificaciéon de esta notacién es simple, pero se ha dado para enfatizar
que alguna justificacion es necesaria. En las préximas notaciones, omitiremos las
justificaciones triviales y solo justificaremos las méas complicadas de realizar.

Para nuestras proximas definiciones, necesitaremos el siguiente concepto.

Definicién 2.1.4. Una metavariable es una variable que puede tomar como
valor cualquier expresion, a excepcion de aquellas que contienen alguno de los
simbolos ‘=’, *’, ‘I’ o ‘ctx’.
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La razén por la que omitimos estos cuatro simbolos de la definiciéon es porque
estos son caracteres reservados, los cuales tienen un significado particular y seran
introducidos en la préxima seccion.

Definicién 2.1.5. Sean a y A metavariables, dada una expresién de la forma
((a) : (A)), diremos que A es un tipo y que a es un término o elemento del
tipo A.

Ejemplo 2.1.6. En la expresién ((2+n) : (IN)), N es un tipo y (2+ 1) es un
término de tipo A.

Notacién 2.1.7. En la mayoria de casos, omitiremos los paréntesis, entendiendo
que el simbolo ‘:” tiene menor precedencia que otros simbolos por introducir, a
excepcién de los simbolos ‘,” (en contextos), y ‘F’ y ‘ctx’ (en juicios).

Para el resto de este documento utiliaremos metavariables sin mencionar que
lo son, dejando la tarea de discernirlas al lector.

Existen ciertas semejanzas entre a : A en DTT y a € A en MC, pero también
hay algunas diferencias importantes. Primero, a no es un elemento que existe
independientemente de A; es decir, un término siempre debe estar acompanado
del tipo al que corresponde. Relacionado a esto, un término pertenece tinicamente
a un tipo (con una excepcién, ver Seccion 2.3), mientras que en teoria de conjuntos
un elemento puede pertenecer a varios conjuntos.

Definicién 2.1.8. Un contexto es una lista finita de expresiones de la forma
a: A. Es decir, un contexto es una expresion de la forma

(x1:A1, x2: A2, ..., X1 Ay).
Los x; son llamados variables.
Ejemplo 2.1.9. La expresion (n:IN, v:R"”, M:R"*", Mv:IR") es un contexto.

Notacién 2.1.10. Omitiremos siempre los corchetes, entendiendo que los sim-
bolos ‘,” en la lista tienen menor precedencia que otros simbolos por introducir, a
excepcion de los simbolos ‘F’ y ‘ctx’ en juicios. Ademads, denotamos el contexto
vacio con el simbolo ‘.

Notese que las expresiones y los contextos pueden no estar bien formadas; es
decir, pueden ser una secuencia de simbolos sin significado alguno, como f 0/0:
sin Q. Los juicios evitan este problema.

2.2. Juicios y reglas de inferencia

Definicién 2.2.1. Sea I' es un contexto, un juicio es una expresién de una de
las tres siguientes formas:

(T) ctx (T)F(a:A) M)k (a=d:A)
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Notacién 2.2.2. Omitiremos siempre los paréntesis, entendiendo que los simbo-
los ‘F’ y ‘ctx’ tienen menor precedencia que todos los otros simbolos. En el caso
de los tultimos dos tipos de juicios, omitiremos la mencién del contexto I' y el
simbolo F cuando el contexto no sea relevante o este implicito.

La nocion de juicios en DTT toma un rol similar al de proposiciones en MC.
El significado de estos juicios es detallado en el siguiente cuadro.

Juicio Interpretacion

I' ctx I' es un contexto bien formado; es decir, una lista
de suposiciones bien formadas.

'Fa:A El contexto I' implica que a es un elemento del tipo
A

T'a=da:A ElcontextoI implica que a y a’ son objetos iguales
por definicion del tipo A.

Cuadro 2.1: Juicios en DTT y su significado.

Notamos que el tercer tipo de juicios se refiere solo a igualdades por definicion,
en la Seccién 2.10 introduciremos otra nociéon de igualdad. Por otro lado, los
primeros dos juicios formalizan la nocién de que una expresion tenga “sentido”.

Definicién 2.2.3. Una expresion de la forma a se dice bien tipada si es que
existe un contexto I' y un tipo A tal que I' ctx y I'Fa : A.

Similarmente, una expresién de la forma b : B se dice bien tipada si es que
existe un contexto I' tal que I' ctx y I' - b : B.

De esta manera, veremos que la expresion previa, f 0/0 :sinQ, no esta bien
tipada. Para llegar a esta conclusion, debemos entender el proceso a través del
cual llegamos a estos juicios: la aplicacién de reglas de inferencia.

Definicién 2.2.4. Una regla de inferencia es de la forma

Hq Hy
C

donde Hq,...,Hy v C son expresiones. Las expresiones H1, ..., Hi son llamadas
hipétesis, mientras que C es llamada la conclusion.

NOMBRE

Escribimos a la derecha el nombre de la regla, para ser referenciada posterior-
mente. Cabe notar que una regla puede tener restricciones adicionales que deben
ser corroboradas antes de poder ser aplicada. Si la lista de hipotesis es muy larga,
las apilaremos unas sobre otras (ver Reglas 2.7.7). Las reglas toman un rol similar
al de la deduccion logica en MC.

Definicién 2.2.5. Una derivacién de un juicio es un arbol invertido con el
juicio por derivar en la raiz del arbol, donde el paso de un nodo a otro nodo esta
justificado por una regla de inferencia.

Ejemplo 2.2.6. Con las reglas que presentaremos posteriormente, el siguiente
arbol es una derivacion de - =0+ 1 : U.
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pom. ctx-EMP T ctx-EMP
—— 0-FORM —— 1-FORM
-|—0:Z/l0 +1:u0+FORM
FO4+1:Uy

Con los conceptos previos ya definidos, comenzaremos a introducir las reglas
de inferencias de DT'T.

2.3. Universos

Como mencionamos previamente, todo término es un elemento de un tipo.
Para ser manipulados efectivamente, estos, a su vez, son elementos de otro tipo.

Definicién 2.3.1. El tipo de un tipo es llamado un universo.

A fin de evitar la paradoja de Russell!, un universo no es un elemento de
si mismo. Al contrario, existe una infinita jerarquia de universos, la cual se ve
formalizada en las siguientes reglas.

Reglas 2.3.2. (Reglas basicas de universos)

I ctx L INTRO I'=A:U

U;-CUMUL
THU; U AU

La primera regla indica que si I' es un contexto bien formado, entonces I'
implica que el universo U; es un elemento del universo U; 1. La segunda regla
indica que si I implica que A es un elemento del universo U;, entonces I' implica
que A también es un elemento del universo U;, 1.

Dado que son las primeras reglas introducidas, hemos brindado una interpre-
tacion de ellas. Para las préoximas reglas no realizaremos este tipo de comentarios,
salvo para aclarar alguna posible confusion. La lista completa de reglas presenta-
das en esta seccion se encuentra en el Apéndice A.

Notacion 2.3.3. Omitiremos los subindices de los universos en la mayoria de es-
cenarios, por lo que interpretaremos expresiones sin sentido como U : U agregando
indices adecuados, obteniendo U; : U;, 1. Esta practica puede traer inconsisten-
cias si no es manejada con precision, pero la usaremos igualmente para reducir la
carga notacional.

Notese que los subindices no son elementos del tipo de los naturales, sino son
parte del simbolo ‘U;’; es decir, consideramos a ‘U4;’ como un solo caracter. Por
este motivo, expresiones como 1 : IN - A : U, no estan bien formadas.

Con los universos ya definidos, introducimos las reglas respecto a la formacion
de contextos.

1La paradoja de Russell [21] es la siguiente: sea X el conjunto de todos los conjuntos que no
se contienen a si mismos. Si X se contiene a si mismo, no deberia de contenerse a si mismo por
definicién. Si X no se contiene a si mismo, si deberia de hacerlo por definicién. Entonces ambos
casos llevan a una contradiccion.
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Reglas 2.3.4. (Reglas basicas de contextos y variables)

n ctx-EMP X11A1, ey xnfllAnfl H An : Ui
X (x1:A1, ..., x5:Ay) ctx

ctx-EXT

(x1:A1, ..., xn:Ay) ctx
x1:A1,. . .,anAn - X; . Ai

Vble

donde la regla ctx-EXT tiene la condicién adicional de que la variable x;, debe ser
distinta a las demas variables x1, ..., x,_1, y la regla Vble requiere que 1 <1 < n.

Noétese que la regla ctx-EMP tiene 0 hipotesis, por lo que siempre es posi-
ble aplicarla. A continuacion, detallamos el comportamiento de igualdades por
definicion.

Reglas 2.3.5. (Reglas basicas de igualdades por definicién)

I'ta:A I'a=b:A I'a=b:A IT'b=c: A
I'Fa=a:A I'b=a: A TFa=c: A
'a:A '-A=B:U; 'ra=b:A 'A=B:U;
I'a:B I'a=b:B

Las tres primeras reglas de = indican que esta es una relacién de equivalencia,
mientras las otras formalizan el buen comportamiento de juicios respecto a tipos
iguales por definicion.

En las siguientes secciones introduciremos reglas para la formacién, introduc-
cién y eliminacion de algunos constructos. Para cada una de estas reglas, existe
una regla correspondiente indicando que estas reglas preservan la igualdad por
definicién. Como es comun en la presentaciéon de reglas de DTT, estas seran
omitidas.

2.4. El tipo de funciones

El concepto de una funciones es fundamental en las diferentes areas de in-
vestigacion de la Matematica Clésica, en esta secciéon presentaremos la version
andloga a esta nocién en Teoria de Tipos Dependientes.

Definicién 2.4.1. Dados dos tipos A y B, el tipo A — B es llamado el tipo de
funciones de A a B. Un elemento f : A — B es llamado una funcién. En este
caso, decimos que A es el dominio de f y B es el codominio de f.

Intuitivamente, para construir una funcién f : A — B, es suficiente que, dado
x : A, podamos generar una expresion b : B que esté bien definida, donde b puede
contener la variable x dentro de ella. Esto sugiere las siguientes reglas.

Reglas 2.4.2. (Reglas de formaciéon de funciones)

F'FA:U, I'-B: U FORM I'x:AFDb:B _ INTRO
TFA—-B:U THA(x:A)Mb:A—B
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La expresién A(x: A).b puede entenderse como la funcién f : A — B definida
por f(x) = b, solo que se ha omitido el nombre f. Por este motivo, a veces en
la literatura estas funciones se llaman funciones anénimas. En este documento
nosotros las llamaremos funciones lambda, el nombre original que les dio Alonzo
Church [6].

En la expresién A(x:A).b, se dice que x es una variable ligada en b. Esto
es similar a cémo las expresiones “'Vx’ o ¢’ f —dx’ ligan la variable x dentro de
estas. Si una variable no es ligada, se dice que es una variable libre.

Si f es una funcion de A en B, entonces podemos aplicarla a un elemento a : A
para conseguir un elemento de b : B. Intuitivamente, esto se da reemplazando
todos las apariciones de x por a. Este proceso se ve formalizado a través de las
siguientes reglas.

Reglas 2.4.3. (Reglas de aplicacién de funciones)
'rf:A—B Tla:A
't f(a):B

I'x:AFb:B 'ta:A
' (A(x:A).b)(a) =bla/x]: B

—-ELIM

—-COMP

donde la expresién bla/ x| indica que reemplazaremos todas las apariciones libres
de x con a.

Notese que la regla —-COMP implica que la imagen de una funcién es tnica,
mientras que en MC una funcién se define como una relacién que cumple esta
propiedad.

Ejemplo 2.4.4. Para este ejemplo, asumiremos la existencia del tipo de los na-
turales IN, el cual sera introducido posteriormente.

Formaremos la funcién identidad en IN y la aplicaremos en 0. Sea I' igual a
IN:U, entonces

—F n']ll—\‘T oix ctx-Ext
TnNFn:N ' oe

—-INTRO
I'-A(m:N).n:N—N

Esto muestra que la funcién existe y tiene el tipo adecuado. Sea I' igual a

IN:U, 0:IN, veremos que la funciéon se comporta adecuadamente

_r

I, n:IN ctx Ctx{/i}ft r Vil

TnNFn:N ¢ FFO:]NHSOMP
T (A(n:N).n)(0) =n[0/n]: N

I'-(An:N).n)(0) =0:N

Definicién 2.4.5. Sea A un tipo, la funcién identidad id4 : A — A esta definida
por

idg ;== A(x:A).x
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Notacién 2.4.6. Usaremos el simbolo := para dar definiciones. Una definicion
debe considerarse solo como una abreviacion. El simbolo := no pertenece a DTT
per se, sino solo es un mecanismo para reducir la notacion en la practica mate-
matica.

Como mencionamos en la introduccion, ya esta funcién simple representa una
mejora respecto a MC. Dado el tipo de todos los conjuntos Set, la funcién idge; es
la funcién identidad en todos los conjuntos, un concepto imposible de formalizar

en MC.

Notaciéon 2.4.7. Omitiremos a veces el tipo de una expresion y su contexto
asociado, cuando estos no sean relevantes o sean posibles de inferir facilmente. De
esta forma, escribirfamos el juicio derivado en el ejemplo previo como idn(0) = 0.

Para introducir funciones de varias variables, podriamos introducir el tipo
de productos A x B y definir f : (A x B) — C. Una alternativa equivalente,
pero mas conveniente, es introducir el uso de funciones “currificadas” (curried
functions), nombradas asi en honor a Haskell Curry [7].

La currificacién de una funcién f : (A x B) — C es una funcién f' : A —
(B — C), de tal forma que sia: Ay b: B, entonces f'(a)(b) : C.

Ejemplo 2.4.8. Formaremos una funcion A — (B — A), la cual ignora el
valor de la segunda variable, y solo devuelve el valor de la primera variable. Sea

I' :== A:U, B:U, tenemos
_r
I',x:A ctx
I',x:A,y:B ctx
I,x:A,y:BF x:A
ILx:AFA(y:B).x:B— A
I'A(x:A).(AMy:B).x): A— (B— A)

ctx-Ext
ctx-Ext

Vble

—-INTRO
—-INTRO

Poniendo I'' := A:U, B:U, a: A, b:B, el buen comportamiento es mostrado por
1"/

I/, x:A ctx ctabixt
I/, x:A,y:B ctx ctabixt
I',x:A,yBFx: A Vble I/
I xAFA(y:B).x:B oA O T'Fa:A ¢
—-COMP

I"FA(x:A).(AMy:B).x)(a) = (A(y:B).x)[a/x] : B— A
I"'FA(x:A).(My:B).x)(a) =A(y:B).a:B— A

y
F/
ctx-Ext
I',y:B ctx /
4 Vble I Vble
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Juntando estas dos derivaciones, obtenemos que

A(x:A).(My:B).x)(a)(b) = (AMy:B).a)(b) =a

Notacién 2.4.9. Cuando puedan ser inferidas o no sean relevantes, omitiremos
también el tipo de las variables dentro de una funcién lambda. Por ejemplo,
escribirfamos A(x: A). A(y: B).® como Ax. Ay. P.

Si tenemos f : Ay — -+ — (Ay_1 — Ay), escribiremos f(xq)(x2) - - (xn)
como f(x1,x2,...,%,). Esto no traerd ambigiiedad, puesto que el tipo de f indi-
cara si es una funcion currificada o una funcién cuyo dominio es un producto de
tipos.

Una operacién comun entre funciones es la composicion, la siguiente derivacion
muestra que esta operacion efectivamente existe.

Ejemplo 2.4.10. Sea I' := A:U, B:U,C:U, primero veremos que podemos ex-
pandir este contexto adecuadamente; es decir I' = I', g:B — C, f:A — B, x:A ctx.
I ctx I' ctx
[FB:Ucx ' TEC:lUecx L rony
'EFB—>C:U

I, (g:B— C) ctx

ctx-Ext

Ademas,

I,(g:B— C) ctx Vbl I,(g:B— C) ctx Vhle
I[,(gB—>C)FA:U IL(gB—C)FB:U
T,(¢B—>C)FA—B:U oFORM
I,(¢:B—C),(f:A— B) ctx
I[,(¢B—C),(ffA—=BFA:U
I,(¢:B—C),(f:tA—B),(x:A) ctx

ctx-Ext
Vble

ctx-Ext

Ahora, tenemos que

I,(g:B—C),(f:A— B),(x:A) ctx
I,(gB—C),(ffA—B),(x:A)Ff:A—B

Vble

I,(¢:B—C),(f:A— B),(x:A) ctx

I,(¢B—C),(ftA—B),(x:A)Fx: A Vble

Juntando estas dos derivaciones, obtenemos

I,....(xA)Ff:A—=-B T,...,(x:A)Fx:A

T,(¢B > C),(f-A—B),(xA) F f(x):B M
Similarmente, tenemos que
I,(¢:B—C),(f:A— B),(x:A) ctx
Vble

I,(¢:B—C),(ffA—B),(x:A)Fg:B—C

Finalmente, llegamos a
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I,...,(xxA)Fg:B—=C I,...,(x:A)F f(x) : B
I,(¢:B—C),(f:A—B),(x:A)Fg(f(x)):C
I,(gB—C),(ftA—B)FA(x:A).g(f(x)):A—=C
[,(gB—C)FAf.(A(x:A).¢(f(x))): (A—B) — (A—C)
IAgAf.(AM(x:A).g(f(x))):(B—-C)— (A—B) = (A—C)

Esto muestra que la funcién

—-ELIM
—-INTRO
—-INTRO
—-INTRO

compypc:(B—C) = (A—B)— (A—=C)
compapc :=A(g:B— C).A(f:A— B). (Ax:A.g(f(x)))

existe. La prueba de que esta funcion se comporta como esperariamos, es decir
que compy g (8, f,x) = g(f(x)), es semejante a la del Ejemplo 2.4.8, y por lo
tanto la omitiremos.

También se puede verificar el hecho conocido de que la composicion es aso-
ciativa; es decir, que se tiene

CompA,C,D(h/ compy g c (& f) = CompA,B,D(CompB,C,D(hr 8). f)

Con esta operacion de composiciéon de funciones entonces obtenemos una ca-
tegoria.

Definicién 2.4.11. La categoria Type tiene como objetos tipos, y como morfis-
mos funciones entre tipos. El morfismo identidad asociado a un objeto A esta
dado por la funcién identidad id 4.

La ultima regla de funciones indica que si formamos una nueva funcién lamb-
da, que recibe x y devuelve f(x) entonces esta es la misma funcién que la f
original.

Reglas 2.4.12. (Principio de unicidad para funciones)
'f:A—B

I'f=(Ax:A).f(x)):A—B

Notese que esta regla no dice que si tenemos dos funciones f,g: A — B tales

que f(x) = g(x) para todo x, entonces f = g. Esta propiedad, apropiadamente
modificada, sera introducida en la Seccién 3.7.

—-UNIQ

2.5. El tipo de funciones dependientes

En MC, una practica comin es utilizar sucesiones infinitas de elementos x;
de un conjunto X. Formalmente, esto corresponde a una funcién f : N — X.
Similarmente, a veces es necesario indexar no solo elementos, sino conjuntos con
cierta estructura por otros conjuntos.

Por ejemplo, a cada punto p en una variedad M, le corresponde su espacio
tangente T, M. Se entiende que esta tltima construccién estd asociada a cier-
ta funcién ¢ : M — Upem{TpM}. En este tltimo caso, es comin decir que
{TyM}pem es una familia de conjuntos indexada por p € M. Presentamos el
constructo andlogo en DTT.
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Definicién 2.5.1. Si tenemos que I',x : A F B : U, entonces diremos que B es
una familia de tipos indexada por x : A.

Recordamos que B no es el caracter ‘B’, sino una metavariable, por lo que esta
puede contener la variable x dentro de si. Ademas, notamos que el requerimiento
que I, x : A B : U es equivalente a que exista una funciéon f : A — U, por lo
que en este caso también diremos que f es una familia de tipos.

Ejemplo 2.5.2. Cada punto x en un espacio topologico X tiene asociado un
grupo, su grupo fundamental. Es decir, T, x : X F 7r1(x, X) : U.

Ejemplo 2.5.3. Sea B : U un tipo, para todoa : A, se tieneI',a: A+ B:U. En
este caso, decimos que B es una familia constante.

Noétese que en el caso de familias constantes, una funcion f : A — B asigna
a cada a : A un elemento f(a) : B. Esto se puede generalizar para familias
arbitrarias.

Ejemplo 2.5.4. Sea X un espacio topoldgico, para cada x : X podemos escoger
un elemento de 711(x, X) : U, el elemento neutro de ese grupo 07z, (x,%)-

En este ultimo ejemplo tenemos una regla de correspondencia, por lo que se
esperarfa que podamos formar una funcién f con el tipo X — 71(x, X). Sin em-
bargo, este tipo previo no esta bien tipado, pues el x que aparece en el codominio
no esta definido. El problema es que el codominio depende del x : X escogido en
el dominio, para estos casos necesitaremos el tipo de funciones dependientes
de A en B, denotado por []y.4) B

Reglas 2.5.5. (Reglas de formacion de funciones dependientes)
I'-A:U; Ix:AFB:U;
' Tlea)y B Ui

II-FORM

Ix:AFb:B
F"/\(XA)I?H(XA)B

donde la expresion [],.4) B liga a x hasta el final de esta.

II-INTRO

Con estas reglas, se puede definir el tipo [Tx:x) ™M (x, X), y una de las funcio-
nes pertenecientes a este tipo serfa A(x: X). 0z, (4, x)-

Igual que en el caso de funciones no dependientes, tenemos reglas que nos
indican el proceso de aplicacion de estas funciones, asi como un principio de
unicidad.

Reglas 2.5.6. (Reglas de aplicacion de funciones)
FFfIH(x:A)B 'Fa:A
I't f(a):Bla/x]
I'x:AFDb:B I'ta:A
' (A(x:A).b)(a) =bla/x]: Bla/x|
I'EfiTlxa)B
I'f=(AMx:A).f(x)) : Tlz:a) B

IT-ELIM

IT-COMP

T1-UNIQ
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Notamos que estas reglas son generalizaciones directas de las reglas de fun-
ciones introducidas en la seccién anterior. En efecto, tomaremos estas como las
reglas oficiales y definiremos el tipo A — B como [1(x.4) B; puesto que en este
caso B es una familia constante, y se tiene que B[a/x] es B, con lo que se obtienen
las reglas originales.

Notaciéon 2.5.7. Las variables ligadas por Il tienen menor precedencia que
otros operadores dentro de un tipo, por lo que H(x: A) B — C se entiende co-
mo H(x: A)(B — C), por ejemplo. Ademés, para acentuar el énfasis de la (posi-
ble) dependencia de B sobre x, escribiremos [L(x.4) B(x), entendiendo por esto
como simplemente [](y.4) B. Finalmente, mencionamos que existe otra notacion
alternativa para [](y.4) B(x), como

I‘AIB(x) y II(x:A),B(x).

El uso del simbolo IT sugiere que este tipo puede ser interpretado también
como el producto cartesiano de lo B;, como lo muestra el préximo ejemplo. La
siguiente discusion es informal, y utilizaremos algunos términos de teoria de con-
juntos para ayudar la exposiciéon. Sin embargo, estas nociones no estan definidas
para DTT en este punto.

Ejemplo 2.5.8. Sea A un tipo con tres elementos a1,ap,a3 y sean X,Y,Z tres
tipos con m,n y p elementos respectivamente. Podemos asignar al elemento a;
el tipo X, al elemento ap el tipo Y y al elemento a3 el tipo Z. Esto nos da una
familia de tipos B: A — U.

Una funcién f : [](x.4) B asigna a cada x : A un elemento de B(x).

x: A B(x)
a B(a1) =X ={x1,...,xn}
ap B(a) =Y ={y1,...,yn}
as B(az) =Z ={z1,...,2p}

Definamos la funcién fi,]',k : H(x:A) B(x) por f(lll) = xi,f(bl) = y]',f(llg) =
zg donde 1 < i < m,i <j<mn 1<k < p De esta forma, vemos que
los elementos de J](y.4) B(x) corresponden exactamente a triples (x,y,z) con
x: X y:Yyz:Z

Asi, el nimero de funciones en [ ](,. ) B(x), es el niimero de elecciones posibles
para cada a;, es decir

[1B()

x:A

=];I|B(X)| = [X]-Y[-1Z]

El hecho de que |A — B| = |B|l4l es un caso particular de esto.

Una pequena limitacién de la funciéon idg : A — A es que estd definida solo
para el tipo A. Formalmente, tendriamos que crear una nueva funciéon idr para
cada tipo T. Las funciones dependientes evitan la repeticion de este proceso.
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Ejemplo 2.5.9. Existe una funcién id que asigna a cada A : U, su funciéon
identidad id4 : A — A.
AU ctx
A:U,x: A ctx
A:Ux AFx: A
A:UFAx:A)x:A— A
EAAU)AMx A)x [Tauy A — A

ctx-Ext
Vble

—-INTRO
II-INTRO

La derivacién de su buen comportamiento es similar al Ejemplo 2.4.8, y sera
omitida.

Dados estos tltimos ejemplos, vemos que dada una funcién lambda bien tipa-
da, es un proceso simple (pero tedioso) generar la derivacién de su existencia y
buen comportamiento. Por este motivo, en las secciones siguientes comenzaremos
a escribir solamente la funciéon lambda, omitiendo las derivaciones asociadas.

Notacién 2.5.10. Es comtn en MC definir funciones a partir de reglas de co-
rrespondencia; es decir, definiendo f por su comportamiento en un x arbitrario.
Utilizaremos esta misma practica, entendiendo estas definiciones como una abre-
viacién de funciones lambda. Por ejemplo, la definicion de la funciéon

id: [TA— A
AU
id:=A(A:U). A(x:A).x

Puede ser reescrita simplemente como

id:JJA— A
AU
id(A,x) :=x

Finalmente, para funciones currificadas de varios parametros, se asociaran apli-
caciones repetidas de ‘—’ por la derecha, por lo que A — B — C se entiende
como A — (B — C), por ejemplo. Todos los demds constructos por introducir
asociaran hacia la izquierda, de tal forma que A x B x C es (A x B) x C.

Ejemplo 2.5.11. Existe una funcion swap que invierte el orden de las variables
de una funcién de dos parametros.

swap: [[ J] [][(A—-B—C)—(B—A—C)
(AU) (BU) CU

Y esta esta definida por
swap(A,B,C, f):=A(b:B).A(a: A). f(a,b)

Notamos que de acuerdo a la notacién anterior, esta también pudo haber sido
definido como:

swap(A,B,C, f,b,a) := f(a,b)
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Como se esperaria, podemos generalizar la definicién de composiciéon de fun-
ciones del Ejemplo 2.4.10.

Definicién 2.5.12. Podemos definir la funcién de composicién de funciones
comp® H H H (H C(V)) - H H C(f
(C:B—=U) \y:B (f:A—B) (x

dada por
comp*(A,B,C,g, f,x) := g(f(x))

Esta funcién generaliza a la funcién del Ejemplo 2.4.10, en el sentido de que

compy (8, f) = comp™(A,B,C,g, f)

Como es usual, escribiremos g o f en vez de comp*(A, B,C, g, f), dejando los tipos
A, B y C implicitos.

2.6. El tipo de pares dependientes

Asi como el tipo de funciones A — B es un caso particular del tipo de fun-
ciones dependientes H(x: A) B(x), el tipo de pares A X B es un caso particular del
tipo de pares dependientes Z(X: A B donde B puede depender de x : A.

Intuitivamente, dados dos elementos a : A y b : B(a) es posible generar el par
(a,b). Las siguientes reglas formalizan esto?.

Reglas 2.6.1. (Reglas de formacién de pares dependientes)

I'-A:U; 'B:A—=U;
'Y (a) B Ui

2-FORM

I'-B:A—U; TFra:A TFb:B(a)
Fl—(a,b):z(x:A)B

donde la expresion ) .4y B liga a x hasta el final de esta.

>-INTRO

Notacién 2.6.2. En caso B sea una familia constante, escribiremos también
A X B en vez de ) (.4) B. Los variables ligadas por ¥ tienen menor precedencia
que otros operadores dentro de un tipo, por lo que Z(X: A) B — C se entiende
como Y (y.4)(B — C), por ejemplo.

En el caso del producto ‘X7, este tiene mayor precedencia que ‘—’, por lo que
A X B — C se interpreta como (A X B) — C. Lo mismo aplica para el coproducto
‘4’ definido en la préxima seccion.

2E] uso del tipo de funciones en estas reglas podria hacer parecer que estas tienen un rol
mas fundamental que el de pares dependientes; sin embargo, es posible formalizar estas reglas
sin hacer mencién a las funciones, ver [25, Apéndice A.2.]
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Ademds, para acentuar el énfasis de la (posible) dependencia de B sobre x,
escribiremos ) ;. a) B(x), entendiendo por esto como simplemente Y (v:A) B. FI-
nalmente, mencionamos que existe otra notaciéon alternativa para Z(x: A) B(x),

ZA B(x) y X(x:A),B(x).

Similarmente al caso de funciones dependientes, el uso del simbolo X sugiere
que este tipo puede ser interpretado también como una suma (disjunta) de los
B;, como lo muestra el préximo ejemplo informal.

Ejemplo 2.6.3. Sea A = {ay,4a;,a3} y sean X, Y, Z, B como en el Ejemplo 2.5.8.
El tipo de pares dependientes }(,.4) B contiene pares (a,b) cona: Ay b: B(a).
Por ejemplo, podemos definir un par (a1, x;) : Y(x:A) B.

De esta forma, los elementos de } (. 4) B corresponden exactamente a elemen-
tos de la unién disjunta de los elementos de X, Y y Z. En efecto, tenemos

() B| = ZealBx)| = [X] + Y] + 12

Las reglas previas solo muestran cémo formar pares, para que estos sean 1ti-
les es necesario ver como se pueden usar; es decir, como formar funciones cuyo
dominio sea un tipo de pares dependientes.

Reglas 2.6.4. (Reglas de eliminacién de pares dependientes.)

I'EC:(CwayB) = U TEg:Tlaa) ) C(a,b))
'+ p: Z(x:A) B

— e >-ELIM
It de(x;A) 5:C(p)
I'=C:(CeayB) = U TFg:Tl@aa) [Tp:pa) Clab)
'a:A TkFb:Bla/x|
- COMP

T+ ind%(g'(a’? = ¢(a)(b) : C((a, b))

x:A)

, . ,Cg, .. .
Aqui, mdzi :Z) g s un primitivo, un elemento que afirmamos existe, y es un

elemento de C(p). En otras palabras, para cada C, ¢ y p que satisfagan los
requisitos de la regla, 2-ELIM indica que exite este primitivo, el cual depende de
estas tres metavariables. Similarmente para la regla X-COMP.

Estas dos reglas nos dan el siguiente principio de induccién para pares depen-
dientes.

Teorema 2.6.5. Sea A un tipo, B : A — U una familia de tipos sobre A,
entonces existe una funcion

indy: .\ B(x) ° I (H(a:A)H(b:B(a))C((aI b))) - JI <
(C:(Z(XZA) B(x))_ﬂ/{) (p:Z(x:A) B(X))

tal que
inds,., 5(C., (a,0)) = g(a)(b) : C((a,b))
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Demostracion. Definimos la funciéon por

ind&x:A)B(x)(C,g,p) ind ii)B :C(p),

el cual existe por la regla 2-ELIM, mientras que la regla 2-COMP nos indica que
se comporta apropiadamente en pares. O

El principio de induccion para pares dependientes captura la adjuncion Hom
(Ejemplo 1.20):
Hom(A x B,C) = Hom(A, Hom(B, C))

En efecto, es esta equivalencia la que aprovechamos para nuestra definicién de
funciones currificadas.

Veamos como podemos utilizar este principio para mostrar la existencia de
las funciones de proyeccion en cada uno de las coordenadas.

Teorema 2.6.6. Sea A un tipo y B una familia de tipos sobre A. Entonces existen
funciones pry y pry tales que pri(a,b) =a y pry(a,b) = b.

Demostracion. Sean
C:=Ap.A: Z B(x) = U
g:=Ax Ay x: H H A
A) (b:B(a))
Notando que C((a,b)) = A, y aplicando el principio de induccién obtenemos
pry = indy B(x)(C &) : I[ A
P3Z x:A) B(x)
pri(a,b) = indz(m) B(x )(C g, (a,b)) =g(a)(b)=a
De manera similar, tomando
C':=Ap.B(pri(p)) : )_ B(x) = U
x:A
¢ =AxAyy: [ [ B
(a:A) (b:B(a))
y notando que C((a,b)) = B(pr;((a,b))) = B(a), aplicando el principio de in-

duccién obtenemos
pry i= i“dz(x:A)B(x)(C/rgl) : B(pr1(p))
Pl (x:a) B(x)
pro = indy, B(x)(C, &' (a,b)) =¢'(a,b) = b

Por lo que ambas proyecciones existen. [

Aplicar directamente el principio de induccion requiere cierto nivel de cuidado,
en MC clésica definirfamos la funcién pry simplemente como pry((a,b)) = b.
Veremos que esta practica también se puede realizar en DTT.
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Notacién 2.6.7. (Busqueda de patrones para pares dependientes)
Sea A un tipo, B : A — U una familia de tipos sobre Ay C : (L(yx.4) B(x)) = U.
Podemos definir una funcién f : Iipx o B C(p) por

f((a,b)) =@

donde @ : C((a,b)) es una expresién que puede contener a o b.

Justificacion. Dados a: A, b:B(a) y ®:C((a,b)), podemos definir

g:=Aa:A).A(b:B(a)).®: [ [] C((ab))
(a:A) (b:B(a))

Entonces,

f = lndZ(xA>B(X)(C/g) : H C(p)
p:Z(x:A) B(x)

es tal que f((a,b)) = ®. O
Esto justifica el hecho “obvio” de que basta definir una funcién en un par

arbitrario para que la funcién esté bien definida en todo el tipo de pares depen-
dientes.

Notacién 2.6.8. Omitiremos a veces los paréntesis de un par cuando estos es-
tén dentro de una aplicacion de una funciéon o dentro de otro par. Por ejemplo,
escribiremos C(a, b) en vez de C((a, b)),y (a,b,c) en vez de (a, (b,c)) o ((a,b),c).

2.7. 0,1, 2y el tipo del coproducto

El tipo 0

El tipo 0 : U representa el tipo vacio, por lo que si obtuviésemos un elemento
de él, esto seria un absurdo, y podriamos concluir cualquier cosa. Las siguientes
reglas capturan esta intuicion.



2.7. 0,1, 2y el tipo del coproducto 25

Reglas 2.7.1. (Reglas del tipo 0.)

T'HC: T'Fz:
I ¢tX o poRM C:0—=U 2:0 o BLiM

I'E0:U T+ ind5?: C(z)

Aqui, al igual que para el caso de los pares dependientes, indg’Z es un pri-
mitivo, el cual afirmamos que existe siempre que se satisfagan las condiciones
. . . . Cca . a - b .
necesarias. Esto mismo aplica para los elementos ind;"", inly g y inrj  p intro-
ducidos posteriormente en esta seccion.
El principio de induccion del 0 implica que, dado un z : 0, podemos generar
un elemento de un tipo que (posiblemente) depende de z.

Teorema 2.7.2. Existe una funcion

indo: [ I—I)C(z)

(C:0—=U) (z:0
Demostracion. Definimos la funciéon por
ind(C, z) := ind§"™.
O]

Notese que, en particular, el principio de induccion del tipo 0 nos da una
funcién reco(C) : 0 — C, para todo tipo C. En efecto, podemos definir

reco(C, x) := indg(Ax. C, x)

Esto nos da indicios de que el tipo 0 es un objeto inicial de la categoria Type, y
este es efectivamente el caso; pero la demostracion de la unicidad de la funcion
reco(C) tendrd que esperar (ver Proposicién 3.7.2).

El tipo 1

De manera anéloga, el tipo 1 : U representa el tipo con un solo elemento x,
por lo que para generar una funcién con dominio es suficiente definirla en . Las
siguientes reglas dicen precisamente esto.

Reglas 2.7.3. (Reglas del tipo 1.)
I ctx I ctx

TH1:U 1-FORM WI—INTRO
rEC:1—-U; TFrc:C(*x) TFra:1
— 1-ELIM
I'Find;“" : C(a)
r-C:1—=U; Thrc:C(%)
1-COMP

T FindS* = c: C(x)

El principio de induccion para 1 es el siguiente.
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Teorema 2.7.4. Fxiste una funcion

indi: [] Cx) —=]]Cx)

C1—-U x:1

tal que
ind1(C, ¢, x) :=c.

Demostracion. La funcién definida por
. — - 1Cca
ind1(C, c,a) := ind;

cumple los requisitos [
El principio de induccion del 1 nos permite usar la siguiente notacion.

Notacién 2.7.5. (Busqueda de patrones para 1)
Sea C : 1 — U una familia de tipos sobre 1. Podemos definir una funcién f :

H(x:l) C(x) por

donde @ : C(*).

Justificacion. Dado ® : C(x), podemos definir

f=ind1(C,P) : 1—1[ C(x)

y este cumple que f(*) = ®. ]

Categoricamente, el tipo 1 es un objeto terminal de Type, pues dado un tipo
C arbitrario, podemos definir una funcién 1¢: C — 1 por

Me:=A(x:C). %

Verificaremos que esta funcion es tnica en la Proposiciéon 4.2.3.

El tipo 2 y el tipo del coproducto

Podriamos ahora esperar poder definir 2, el tipo con dos elementos, como la
union disjunta de 1 consigo mismo, a través de una un producto 2 := X x 1,
donde X tiene dos elementos. Esto es posible, pero no tenemos ningin X que
satisfaga esta propiedad.

Una alternativa es usando la nociéon del coproducto. Dados dos tipos A y B,
su coproducto es denotado por A + B. Este puede ser entendido como una unién
disjunta de los dos tipos.
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Reglas 2.7.6. (Reglas de formacion del coproducto.)

I'EA:U; I'-B:U;
I'A+B:U;
I'-A:U; I'-B:U; 'Fa:A
Fl—inlA+B(a):A+B
I'-A:U; I'-B:U; '-b:B
I'Finrg,p(b): A+ B

+-FORM

+-INTRO;

+-INTRO,

De esta forma, inl4yp vy inrgp actian como las inyecciones naturales hacia
el coproducto. Asi, podemos definir 2 := 1+ 1, y este posee dos elementos inl(*)
e inr(x).

Sin embargo, para poder utilizar un coproducto, debemos saber cémo definir
funciones cuyo dominio sean estos.

Reglas 2.7.7. (Reglas de eliminacién del coproducto.)

'-C:A+B—U; FI_CZH(X:A)C(iM(x))
I'+d:[1p Clinr(y)) 'Fe:A+B

T Code +-ELIM
['Find 5 = Cle)
FEC:A+B—U  ThEc:]ya) Clinl(x))
I'=d:Tlq.p Clinr(y)) 'Fa:A
éi?m@) +-COMP,
['=ind, 7y = c(a) : C(inl(a))
FI—CA+B—>L{, Fl—c:]_[(x:A)C(inI(x))
I'=d:T],.g Clinr '-b:B
Cf%f)(i 2 +-COMP;,
I+ indA’fr’B’Inr =d(b) : C(inr(b))

Estas reglas justifican el hecho de que basta definir una funciéon en A y en

B para que esté definida en A + B. Esto es el principio de induccién para el
coproducto.

Teorema 2.7.8. Sean A y B tipos. Entonces existe una funcion

ndasp: [T (MeaCnix))) = (TmClinr®))) = Tieass Cle)

(C:(A+B)—U)

tal que

inda5(C,c,d,inl(a)) = c(a): C(inl(a))
indg.5(C,c,d,inr(b)) =d(b) : C(inl(b))
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Demostracion. La funciéon definida por
: — . 4Ccde
IndAJrB(C, c, d, €) = mdAJrB
satisface los requisitos. [

Como en los tipos previos, podemos simplificar considerablemente la notacion
realizando una busqueda de patrones.

Notacién 2.7.9. (Bisqueda de patrones para el coproducto)
Sean A, B tipos, y C : A+ B — U una familia de tipos sobre A + B. Podemos
definir una funcién f : IT(..+p) C(e) por

f(inl(a)) := g
f(inr(b)) := P4

donde @q : C(inl(a)) y @1 : C(inr(b)) son expresiones que pueden tener a ‘a’ o a
‘b’ respectivamente.

Justificacion. Dados ®g : C(inl(a)) y &1 : C(inr(b)), podemos definir

fi=indayp(C A(a:A). P, A(b:B).@1): J] Cle)

e:A+B
y esta satisface f(inl(a)) := Doy f(inr(b)) := Py. O
Analizaremos con mds detalle el tipo 2 := 1+ 1. Escribiendo 02 := inl(x) y
12 :=inr(%), y por el principio de induccién para el coproducto, vemos que para

definir una funcién [],.p) C(x) es suficiente definir dos funciones f : 1 — C(02)
y § : 1 — C(12). Pero por el principio de induccién de 1, esto es lo mismo
que seleccionar dos elementos, uno de C(02) y otro de C(1z2). De esta forma,
obtenemos el principio de induccién para 2.

Teorema 2.7.10. Sea C : 2 — U una familia de tipos sobre 2. Entonces existe
una funcion
indy : H C(Oz) — C(lz) — H(X:Z)C(X)
(C:2—U)

tal que

indz(C,Co,Cl,Oz) =cCp: C(Oz)
indz(C,Co,Cl,lz) =C1 - C(lz)

Sea C : 2 — U definido por C(02) := A y C(12) := B, es intuitivo que
Y(x2) C(x) sea equivalente, en cierto sentido, a A + B. Este es efectivamente el
caso (ver Capitulo 2), y pudimos también haber introducido primero el tipo 2
y definir A + B a partir de este. Cudl es introducido primero no causa ninguna
diferencia en los resultados.
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2.8. El tipo de los naturales

Hemos introducido varios principios de induccién para diferentes tipos. Vea-
mos que para el tipo de los naturales, su principio de induccién en DT'T coincide
con el principio usal de MC. Intuitivamente, el tipo de los naturales consiste del
conjunto {0,1,2,... }, pero nétese que, a excepcién del 0, todo elemento m puede
ser escrito como n + 1 para algin n. Esto sugiere las siguientes reglas.

Reglas 2.8.1. (Reglas de formaciéon de IN.)

I ctx
TFIN: VFORM
I ctx I ctx
ANT JINT
Tro.N VINTROL - O N S N VINTRO:

Aqui la funcién succ representa la funcién sucesor usual. Ahora, para formar
funciones que tengan como dominio el tipo IN, necesitamos introducir las reglas
de eliminacién.

Reglas 2.8.2. (Reglas de eliminacién de IN.)

FFC:N—>UZ' rl_C():C(O)
Ik ¢ : [Ty C(n) — C(succ(n)) 'Fn:NN

— Ccocont N-ELIM
I' Findy : C(n)
'FC:IN — U ['Fco:C(0)
I'tcs: ) C(n) — C(succ(n

Tl ) Clovee))
I+ ind ™" = ¢ : C(n)

'EFC:IN—U; rl_C():C(O)

I'kcg: a~y C(n) — C(succ(n I'tn:IN
+ Ty C(n) — Clsuce(n) -

N indﬂc\{co’cs’succ(n) = cs(n, indH%CO'CS’”) : C(succ(n))

, . ,C,co,cs,5ucc(n ..
Aqui, nuevamente, indg " ™) o5 un primitivo que pertenece a C(n). Con

estas reglas, obtenemos el principio de induccién usual.

Teorema 2.8.3. Fxiste una funcion

indy: [] C(0) — (H(n:N)C(n)%C(succ(n)D — TT(n) C ()
(C:N—U)

tal que

indn (C, co, ¢s,0) := o,
indn (C, co, ¢s, succ(n)) := cs(n, indN(C, co, cs,1)).
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Demostracion. La funciéon definida por
H «— 1 C/CO/CSITI
indn (C, co, cs, 1) := ind
cumple los requisitos. [

Notacién 2.8.4. (Busqueda de patrones para los naturales)
Podemos definir una funcién con dominio IN a una familia de tipos C : N — U
definiendo su comportamiento en 0 y succ(n), es decir

£(0) := Py : C(0)
f(succ(n)) := Py : C(succ(n))

donde n y f(n) pueden aparecer en ®.

Justificacion. f puede ser definida como
f = indN(C, q)(), An. Ar. CDT)

donde @7, es ® con todas las ocurrencias de f(n) reemplazadas por r. ]

Definimos los simbolos usuales para los ntimeros naturales como aplicacio-

nes repetidas del constructo succ. Es decir 1 := succ(0), 2 := succ(l), 3 :=
succ(2),....

En el caso en el que la familia C : IN — U es constante, el principio de
induccion se convierte en el principio de recursion.

Teorema 2.8.5. Fuxiste una funcion

reeny : [[IN— (N = N) — (N — C)
c:u

Demostracion. Podemos definir recp; por
reen(C, ¢, f,0) :==c: C
recen(C, ¢, f,succ(n)) := f(reen(C, ¢, f,n)) : C
]

Es mas, para todos los tipos existe un principio de recursion, el cual es sim-
plemente el principio de induccién aplicado a una familia constante, como ya lo
vimos para el caso del tipo 0. Veamos dos aplicaciones de esto.

Ejemplo 2.8.6. Existe una funcién double : N — IN tal que duplica el valor su
input.

double : IN — IN
double(0) :==0
double(succ(n)) := succ(succ(double(n)))
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Por ejemplo,

double(2) = double(succ(succ(0)))
= succ(succ(double(succ(0))))
succ(succ(succ(succ(double(0)))))

succ(succ(succ(succ(0))))
4

La funcién suma también es definida por recursion

Ejemplo 2.8.7.

add:IN - IN - IN
add(0) := idn
add(succ(n)) := Am.succ(add(n)(m))

A forma de recordatorio que la notacion previa es solo una simplificacion, mos-
tramos la definicién usando solo el principio de induccion:

add := indn(An. (N — IN), idN, An. Ag. Am. succ(g(m)))

Como es comun, utilizaremos a + b para referirnos a add(a)(b).

2.9.

Proposiciones como tipos

En la introduccién habiamos mencionado que las proposiciones eran represen-
tadas como tipos en DTT. Comenzaremos analizando cada uno de los constructos
légicos principales en MC.

Para mostrar que se cumple P A Q, es suficiente mostrar que se cumplen
ambos Py Q. Podemos entonces considerar una prueba de P A Q como un
par de pruebas de P y Q.

Para mostrar que se cumple PV Q, es suficiente mostrar que se cumple
alguno de P o Q. Podemos entonces considerar una prueba de PV Q como
la unién disjunta de pruebas de Py Q.

Para mostrar que se cumple P =—> Q, es suficiente mostrar que dado P, se
puede mostrar que se cumple Q. Podemos entonces considerar una prueba
de P = Q como una funciéon que toma una prueba de P y devuelve una
prueba de Q.

Para mostrar que se cumple =P, es suficiente mostrar que si es que tenemos
P, podemos llegar a una contradiccién. Podemos entonces considerar una
prueba de =P como una funcién que toma una prueba de P y devuelve una
prueba de una contradiccion.

Para mostrar que se cumple Vx € A, P(x), es suficiente mostrar que, dado
un x arbitrario en A, se puede mostrar que este satisface P(x). Podemos
entonces considerar una prueba de Vx € A, P(x) como una funcién que
toma cualquier elemento x € A y devuelve una prueba de P(x).
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» Para mostrar que se cumple Jx € A, P(x), es suficiente mostrar que existe
un 4 € A tal que P(a). Podemos entonces considerar una prueba de Jx €

A, P(x) como un par, el cual consiste de un elemento a € A y una prueba
de P(a).

La interpretacion de estos constructos de esta manera es llamada la inter-
pretacion BHK, debido a los nombres de sus principales proponentes L. E. J.
Brouwer, Arend Heyting, y Andrey Kolmogorov. Notemos su similitud con las
reglas de introduccién para los tipos que ya hemos introducido.

Por ejemplo, la regla de introduccion para el tipo del producto indica que
para construir un elemento de P X Q es suficiente mostrar dos elementos a : P y
b:Q, y el nuevo elemento construido serfa el par (a,b) de estos. Asi, los tipos se
interpretan como proposiciones y los elementos de estos tipos se interpretan como
pruebas o evidencia de estas proposiciones. Esta correspondencia entre logica y
tipos es llamada el isomorfismo de Curry-Howard.

Matematica Clasica Teoria de Tipos Dependientes

ANB A X B

AV B A+B

A= B A— B

A < B (A— B)x (B— A)
-A A—0

Vx € A, P(x) [T(z:a) P(x)

dx € A, P(x) Y(xa) P(x)

Cuadro 2.2: Isomorfismo de Curry-Howard.

La correspondencia es relativamente simple por lo que no la explicaremos mas
a detalle, solo el caso de = A merece una mayor atencién. En DTT, el 0 toma
el rol de un absurdo, puesto que su mismo principio de induccién indica que es
posible formar una funcién con cualquier codominio dado un elemento de 0. Por
este motivo, interpretamos A — 0 como —A.

Definicién 2.9.1. Diremos que dos tipos A y B son logicamente equivalentes
cuando se tiene A <= B; es decir, tenemos dos funciones f : A — By
g:B — A, como indicado en el Cuadro 2.2.

Veamos algunos ejemplos de logica proposicional y logica predicativa.

Ejemplo 2.9.2. Una de las leyes de Morgan indica que para todo par de propo-
siciones A y B tenemos

—~AV-B = —(AAB).

El equivalente en DTT es la existencia de una funciéon

f+J] JI(A—=0)+(B—0)— (AxB—0)
(AU) (BU)
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En efecto, combinando la bisqueda de patrones en el coproducto y en el producto,
podemos definir f como

f(A, Binl(f1), (a,b)) := fi(a)
f(A, Binr(f2),(a,b)) := fa(D)

Notacion 2.9.3. A veces omitiremos la mencién explicita de los IT tipos invo-
lucrados, cuando estos toman el rol légico de “para todo”, entendiendo que el
término que estamos construyendo es una funcién dependiente con un dominio
apropiado.

Ejemplo 2.9.4. Consideremos la siguiente implicacién usada cominmente
dx € A, -P(x) = —(Vx € A,P(x))
Esta es representada por la existencia de una funcién
f i Xa)(P(x) = 0) = (TTxa)P(x)) — 0
Esta puede ser definida por
f((a,8),h) = g(h(a))

Ejemplo 2.9.5. El axioma de eleccién en MC indica que dada una colecciéon de
conjuntos no vacios X, es posible crear una funciéon f : X — (J X que selecciona
un elemento de cada conjunto. Es decir,

(Vx €X,3ye UX,(yEx)) — (EIf:X—> UX,Vxe X, (f(x) € x)>

En DTT, esto podria ser entendido® como un caso particular de

act (M S REY)) = (Erass R (1))
Podemos definir esta funcién como
ac(h) := (Ax.pry (h(x)), Ax. pra((x)))
Esta funcion estd bien definida puesto que

Ax.pri(g(x)): A— B,
Ax.pra(g(x)) : TTxa)R(x, pri(g(x))).
como es requerido por el tipo del codomino de ac.

Definicién 2.9.6. Dado un tipo A, si existe un elemento a tal que a : A, diremos
que A es un tipo habitado.

Asi, se dice una proposicién P es verdadera cuando es un tipo habitado. El
ejemplo previo muestra que el axioma de eleccion es verdadero en esta teoria.

3La verdadera formalizacién del axioma de eleccién como visto de manera clasica, es ligera-
mente distinta a la presentacion actual, ver [25, Seccién 3.8].
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2.10. El tipo de identidades

De acuerdo a la interpretacién de proposiciones como tipos, deberia haber
un tipo que refleje la propiedad de que dos elementos sean iguales. Es decir, si
tenemos x,y : A, tenemos un tipo de identidades entre x y y, el cual denotamos

por x =4 V.
Reglas 2.10.1. (Reglas de formacion del tipo de identidades.)

'-A:U; 'Fa:A I'Eb: A
Fl—a:Ab:L{i
I'-A:U; I'Fa:A
I'kFrefl,:a=pa

=-FORM

=-INTRO

Intuitivamente, el tipo x =4 y representa la nocion de igualdad, y este estd
habitado justamente cuando x es igual a y. En particular, x =4 x siempre estd
habitado, puesto que por =-INTRO tenemos una funcion

refl : H X=4X,
x:A

definida por refl(x) := refly. Ademds, notemos que es imposible formar el tipo de
igualdades para dos elementos en dos tipos distintos.

La introduccién de este tipo permite enunciar y probar teoremas que involu-
cren la igualdad.

Ejemplo 2.10.2. Por definicién, para todo n : IN tenemos 0 + n := n, por lo
que podemos definir
An.refl, : [T (0+n =N n)
n:IN
Por otro lado, la demostracion de [, (n 4+ 0 =N 1) requiere de otros resulta-
dos, como el principio de induccién para el tipo de identidades.

De manera analoga a los casos de la suma dependiente y el coproducto, dado
que la forma canodnica de introducir un elemento del tipo de identidades es por
refly, basta definir una funcién dependiente en estos elementos para que esté
definida en todo x =4 y. Este razonamiento nos da:

Reglas 2.10.3. (Reglas de eliminacién del tipo de identidades.)

I'ECilxya(x=ay) > U Ttc:[lza) Clzzrefly)
'Fa:A I'Eb: A I'Ep:ra=40

. Ceabyp =ELIM
I'tind=,""" :C(a,b,p)
r=c: H(x,y:A) (x =A y) — U; I'+c: H(Z:A) C(Z, z, reﬂz)
'Fa:A __COMP

N indg'g'”"“'“"f"z =c(a) : C(a,a,refl,)
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Como en los tipos previos, ind= Ceabp o5 un primitivo que existe bajo ciertas

condiciones, y estas reglas nos dan un principio de introducciéon y una busqueda
de patrones.

Teorema 2.10.4. Para todo tipo A : U, existe una funcion
ind_, : I (]_[(X:A)C(x, x, refly) ) — H IT <ixyp)
(CTT(xy:n) (x=2y)—U) (xy:A) (p:x=ay)

tal que
ind—, (C, ¢, x, x,refly) := c(x).

Demostracion. Podemos definir ind—, por

1 = C/ rArry
ind—, (C,c,x,x,p) = ind= %P

]

Notacién 2.10.5. (Busqueda de patrones para el tipo de identidades)
Podemos definir una funcién f : [Ty y.4) 1 C(x,y, p) definiendo su com-
portamiento en refly, es decir

pix=ay)

f(refly) :== ®: C(x, x, refly)
Justificacion. La funcion f puede ser definida como
f:=ind—,(C,Ax. D)
N

Asi, para definir una funcion f : IT(yy.a) [T(px=,y) C(x,y, p) basta asumir
que x es y, y definir el comportamiento de la funcién en los caminos refl,. Utili-
zaremos esto miultiples veces en los siguientes capitulos.

El tipo de identidades es quizas el que mayor riqueza trae a esta teoria, y el
siguiente capitulo estard dedicado principalmente a este.

Notacién 2.10.6. Escribiremos x = y en vez de x =4 y cuando no haya riesgo
de confusion.

Para diferenciar el tipo x =4 y del juicio x = y, a veces se llama al primero
de estos como una igualdad proposicional.

2.11. Grupos

Veamos cémo los tipos introducidos nos permiten formalizar en DTT el con-
cepto de un grupo. Recordemos que en MC un grupo es par (G, *), tal que G es
un conjunto y * es una operacién binaria en G tal que

= X es asociativa,
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» existe un elemento neutro e, tal que para todo g € G se tiene que e x g =

g*xe=g,y
= para todo ¢ € Gexisteun g~ € Gtalque gx g ' =g lxg=e.

Esta estructura puede ser reflejada directamente en la siguiente definicién

Definicién 2.11.1. Dado un tipo A, diremos que este tiene una estructura de
grupo si es que el tipo

GroupStr(A) := AZ}L‘ ) HA (m(x,m(y,z)) = m(m(x,y),z))
mA—A—A xy,z:
< 3, T (mleg) =g) x (m(g,e) =g)

(e:A) (g:4)

esta habitado.

Cada linea de la definicion previa corresponde a uno de los puntos de la
definicién clasica. Con el concepto de estructura ya definido, podemos definir lo
que es un grupo.

Definicién 2.11.2. Un grupo es un tipo junto con una estructura de grupo. Es
decir, un elemento del tipo

Group := ) _ GroupStr(A)
AU

Notese que, a diferencia de MC, si tenemos un tipo de todos los grupos, el
cual es Group.

Es claro que una formalizacion similar aplica para la gran mayoria de teorias
algebraicas, como las de los anillos, modulos, categorias, etc.

2.12. Metateoria de DTT

Hemos introducido las reglas de DT'T que usaremos en lo que sigue del presente
documento. En la presente seccion discutiremos sobre las reglas mismas, y sobre
las propiedades de la teoria que estas generan; es decir, la metateoria.

En primer lugar, pareceria que existe cierta inconsistencia en algunas reglas.
Por ejemplo, consideremos la siguiente regla ya introducida

IT'a: A
TFa=a:A

Se tiene I' - a : A en la hipdtesis; sin embargo, no estamos afirmando que A
sea un tipo, por lo que podria ser posible que a : A sea una expresién sin sentido.

Esta inquietud, aunque valida, no estd justificada, pues tenemos el siguiente
resultado.
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Teorema 2.12.1. Si se tiene I' = a : A para algin T', también se tiene que
'-A: Ui.

Notese que a diferencia de los resultados y ejemplos previos, este resultado es
un resultado sobre la teoria misma. Los teoremas de incompletitud de Godel [11]
estan en este mismo nivel.

Demostracion. La técnica a través la cual se muestran este tipo de teoremas en
DTT es a través de induccion estructural. Recordemos que una derivacion de un
juicio es en realidad un arbol invertido con el juicio por derivar en la raiz del arbol.
Por lo tanto, podemos utilizar induccion en el arbol, de acuerdo a la tltima regla
usada para llegar a I' -a : A.

Por ejemplo, si la tltima regla usada fue IN-INTRO1, tenemos que I' = 0 : IN,
y por IN-FORM sabemos que IN es un tipo. Un razonamiento analogo por casos
para cada regla relevante concluye la demostracion. [

Otros dos resultados importantes, que ya hemos utilizado libremente en los
ejemplos son:

Teorema 2.12.2. (Substitucion) Si se tiene ' -a: A yT,x: A,AF b: B,
entonces es posible derivar T, Ala/x] - bla/x] : Bla/x].

Teorema 2.12.3. (Debilitacion) Si se tiene ' = A :U; yI,A+ b : B, entonces
es posible derivar T',x : A,A+b: B.

La demostracion de estos teoremas para teorias similares se puede encontrar
en [19], por ejemplo.

El dltimo metateorema que presentaremos sobre DTT es que esta teoria es
consistente, es decir no se puede derivar una contradiccién a partir de las reglas
ya introducidas.

Teorema 2.12.4. (Consistencia de DTT) No es posible derivar una contradiccion
en DTT, es decir - = x : 0 para algun x; asumiendo que la teoria usual de MC
también es consistente.

Omitimos también la demostracion de este resultado, que se puede encontrar
en [17].

2.13. Comentarios adicionales

La complejidad de DTT

La introducciéon de las reglas y la derivacién de juicios podria hacer parecer
que DT'T es una teoria mucho méas complicada que la légica clésica; sin embargo,
este no es el caso. La logica clasica en realidad también esta formalizada de una
forma similar, por ejemplo se tiene la siguiente regla para la introduccion de la
conjuncion:
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¢ ¥
pAY

Asi existen reglas para cada constructo légico (V,3,A,V,—, =), y resulta-
dos analogos a los de la seccién previa [5], los cuales son asumidos implicitamente
por los matematicos, razon por la que los omitimos también para DTT.

La diferencia es entonces que las reglas de la logica clasica son usualmente
introducidas de manera informal, mientras que hemos decidido presentar las reglas
de DTT formalmente en este trabajo. Diversas presentaciones de DTT introducen
los constructos de forma informal, como [18] y [10].

A-INTRO

Constructivismo

La logica subyacente en DTT es una légica constructiva, también llamada
légica intuicionista. Por ejemplo, en esta no es posible demostrar PV =P, la
ley del medio excluido. Es posible afiadir esta ley como una regla adicional?, pero
esto no serd necesario en el desarrollo actual.

Ante cierta inspeccion, es facil notar que esta ley es en cierto sentido proble-
matica. Esta permite afirmar la existencia de objetos que no han sido construidos
explicitamente, o simplificar problemas de una forma no obvia. Por ejemplo, con-
sideremos la siguiente proposiciéon:

Proposicion 2.13.1. FExiste un nimero natural n, tal que n = 0 si y solo si la
hipotesis de Riemann es verdadera.

Demostracion. Si la hipotesis de Riemann es verdadera, entonces n es 0. Si la
hipétesis de Riemann es falsa, entonces podemos poner n = 1. O

Este nimero n refleja la veracidad de la hipétesis de Riemann de una forma
no obvia. Por otro lado, si la prueba fuese constructiva, habriamos generado un
n especifico, y podriamos verificar facilmente si este es o no diferente de 0.

No asumir la ley del medio excluido significa que todos los elementos de los
cuales tenemos informacién has sido construidos paso a paso, por lo que ademas
de su existencia, podemos indagar sobre otras propiedades relevantes que pueden
tener.

Otro principio relacionado es el de reducciéon al absurdo, =——P = P. Este es
en realidad equivalente a la ley del medio excluido, y permite probar la existencia
de elementos sin saber cudles son. Por ejemplo:

Proposicion 2.13.2. En la expansion decimal de 71, existen dos digitos que se
repiten infinitas veces.

Demostracion. Si no fuese asi, se tendria que un solo digito se repite infinitas
veces, 0 que ningun digito se repite infinitas veces. En ambos casos, concluimos
que 7T es un racional, lo cual es un absurdo. [

4Esto es posible en DTT, pero una vez introducido el axioma de univalencia esto se vuelve in-
consistente. En cambio, se puede introducir un axioma similar, que solo involucra proposiciones
simples (ver Seccién 4.2.10).
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Sin embargo, en esta prueba no hemos hallado cudles son estos dos digitos; es
decir, la prueba no es constructiva.

Esto no quiere decir que no podamos utilizar nunca el razonamiento de PV —P,
solo que para utilizarlo es necesario primeramente demostrar que esto se cumple
para el tipo P en cuestion. Realizaremos esto para las igualdades en los naturales
en la Secciéon 3.9.

Asistentes de pruebas

Incluso grandes matematicos como Leibniz, Gauss, Andrew Wiles, entre otros,
han cometido graves errores en sus demostraciones, y ellos no fueron los primeros
ni seran los ultimos. A fin de evitar esto, existen los llamados asistentes de
pruebas, programas que verifican que una demostracion es correcta. La mayo-
ria de estos usan DTT en vez de teoria de conjuntos, consideremos el siguiente
ejemplo tomado de [1] para ver por qué:

Proposicién 2.13.3. Sean U y V espacios vectoriales y f : U — V una funcion
lineal. Entonces f(2x +y) = 2f(x) + f(y).

La proposicién es facilmente entendida por un lector que conozca estos con-
ceptos, y pareciese que se ha presentado con precision los variables necesarias,
pero veamos la gran cantidad de informaciéon omitida:

= Se ha entendido que existe un campo K subyacente a U y a V.

» Se ha entendido que f es en realidad una funciéon entre los conjuntos sub-
vacentes f : |U| — |V, recordemos que un espacio vectorial U es un triple
(uf, - +).

» Se ha entendido que x y y son elementos arbitrarios de |U].

= Se ha entendido que el ‘+’ en la izquierda de la ecuacién es la suma asociada
a U, mientras que el ‘4’ en la derecha es el asociado a V.

» Finalmente, se ha entendido que 2 es 14 1, donde 1 es el neutro de la
multiplicacion del campo K.

Esta gran cantidad de informacion no puede ser inferida correctamente por
computadoras que formalicen la teoria de conjuntos. Uno de los principales pro-
blemas es que la estructura que tiene cierto constructo, como los espacios vec-
toriales, no es reflejada de una manera tnica en teoria de conjuntos. Por poner
otro ejemplo, dada la construccion de los reales como cortes de Dedekind, no solo
tiene sentido la proposicion ‘Og € 1r’; peor atn, es verdadera.

En contraste, en DTT, los elementos de un tipo pertenecen a un tnico tipo (a
excepcion de los tipos mismos), y la estructura adicional es parte esencial y tinica
de una definicién (ver 2.11.2, por ejemplo). Estos hechos permiten la inferencia
del significado de variables no completamente especificadas, en la gran mayoria de
los casos. Esto hace que DTT sea una teoria mas apropiada para la formalizacién
de las matematicas a través de programas de computadoras.

Ya existe un gran esfuerzo a nivel global de traducir la matematica clési-
ca al lenguaje de DTT, usado por los asistentes de pruebas, y asi permitir la
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verificacion de estos resultados por computadora. Entre estos, mencionamos las
formalizaciones [16] y [24], proyectos con mas de 250 contribuidores en conjunto.

Gran parte de resultados que consideramos basicos, y que se ensenan a nivel de
pregrado ya estan formalizados. Sin embargo, también se han verificado algunos
resultados mas modernos y complicados. El teorema de Feit-Thompson [9], que
indica que todo grupo de orden finito e impar es soluble, fue verificado usando el
programa Coq en el 2013 [12].

Otro ejemplo es la verificaciéon de un resultado avanzado de geometria alge-
braica de Peter Scholze, ganador del premio Fields 2018, en colaboracién con
Dustin Clausen. El proceso de formalizacién comenzé como un reto de Scholze a
la comunidad de asistentes de pruebas [23]:

Considero que este teorema es de una gran importancia fundacional,
por lo que estar 99.9 % seguro no es suficiente... Pasé mucho del 2019
obsesionado con la prueba de este teorema, casi volviéndome loco
sobre esta. Al final logramos escribir el argumento en un articulo,
pero creo que nadie mas se ha atrevido a ver los detalles de este, asi
que todavia tengo algunas pequenas dudas.

Solo 6 meses después, con la ayuda de varios matematicos y cientificos de
la computacion, Scholze escribe que su reto era practicamente un éxito: aunque
todavia no se habia demostrado el teorema, todos los lemas que causaban cierta
duda ya estaban formalizados [22]. A través de este ejercicio, él comenta, no solo
encontré miltiples errores (que afortunadamente fueron posibles de solucionar),
también profundizé el entendimiento de su propia prueba.

Esta es la propuesta de los proponentes de los asistentes de pruebas: intro-
ducir a las computadoras como una herramienta mas en el arsenal que posee un
matematico, y obtener una mejor comprension del tema de estudio, asi como la
posibilidad de no volver a equivocarnos nunca mas®.

El presente trabajo advoca esta posicién, por lo que todos los resultados aqui
descritos has sido formalizados en un asistente de pruebas, llamado Agda. El codi-
go se encuentra disponible en linea, a través de la siguiente pagina web interactiva
https://fernandochu.github.io/MastersThesis/.

Enfatizamos que la posibilidad de la formalizacién en un asistente de pruebas
es solo una ventaja méas de DTT. Como mencionamos, la ventaja principal es el
tratamiento uniforme de proposiciones y tipos, la cual serd aprovechada en los
siguientes capitulos.

SPodria preguntarse uno, ;qué garantiza que el programa no cometa un error? La respuesta
es: matematica. Se puede razonar de una forma similar a la de induccién estructural, y verificar
que cada paso del programa es correcto, y por lo tanto, el algoritmo entero.



Capitulo 3

La Interpretacion Homotopica

3.1. Homotopia y caminos

Para facilitar la siguiente discusion, utilizaremos la notaciéon y nomenclatura
de MC. Veremos que los tipos se comportan como espacios topologicos, y, por lo
tanto, también se pueden interpretar como co-grupoides. Para esto, recordaremos
unas nociones previas.

Dado un espacio topolégico X, y dos puntos x,y € X, podemos generar el
conjunto de caminos de x a y. Sin embargo, este conjunto es muy fino, general-
mente no es importante el camino exacto tomado p, solo su clase de homotopia
[p].

Esto es, la clase de equivalencia bajo la relacién p ~ g si y solo si existe
una homotopia entre p y g rel dI; es decir, que existe una funcién continua
H:IxI— X tal que

H(0,t) =x, H(1,t)=yvy, H(s,0)=p(s), H(s,1)=q(s),
donde I = [0, 1].

De esta manera, el conjunto relevante es:

Homx (x,y) = {[p] [ p: I = X, p(0) = x, p(1) =y}

Como es conocido, podemos generar una operacién de concatenacion y de
camino inverso que respeta las clases de homotopia.

» : Homyx (x,y) x Homx(y,z) — Homx(x,z)
()7t Homyx(x,y) — Homx(y, x)

donde la concatenacion es asociativa, tiene como neutro al camino constante refly,
y es preservada adecuadamente por funciones continuas. Asi, estas operaciones
le dan una estructura de grupo a Homy(x, x), el cual es llamado el grupo funda-
mental de X, y es denotado por 711(X, x).

Por otro lado, el espacio X puede ser entendido también como una categoria
que tiene como objetos los puntos en X, y como morfismos caminos de x,y (de
ahi nuestra notacién Homy(x,y)). La concatenacién de caminos es entonces la
composicion de morfismos, y el camino constante refl, es el morfismo identidad.
Como categoria, X tiene una propiedad adicional, cada morfismo es invertible.
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Definicién 3.1.1. Un grupoide es una categoria en donde todo morfismo es
invertible.

Hemos descrito el grupoide fundamental IT;(X) de X, y observamos que el
grupo fundamental usual 7r1(X, x) aparece como la subcategorfa completa gene-
rada por {x}.

Pero este solo es el nivel 1 de una jerarquia infinita de homotopias y de
estructuras algebraicas. Una homotopia H usual entre dos caminos p y g puede ser
entendida también como una superficie tal que sus bordes coinciden exactamente
con py q; es decir, H es un 2-camino entre 1-caminos. Un 3-camino serfa una
homotopia entre dos homotopias H y G que mantiene los bordes del 2-camino
que generan.

Generalizando, dados dos n-caminos P y Q con el mismo borde, definimos por
recursién que un (1 + 1)-camino entre Py Q, es un mapa H : ["T! — X tal que
dlm(H) = PUQ.

Se puede verificar que las clases de homotopia de estos n-caminos poseen
una operacion de concatenacion y una operacion que genera caminos inversos, y
ademds satisfacen algunas reglas adicionales, llamadas reglas de coherencia,
las cuales los hacen n-grupoides para todo n € Z ™. Esto muestra que los espacios
topoldgicos tienen estructura de oco-grupoides!.

Denotamos la estructura de n-grupoide de X por IT,(X). Y se tiene que, como
en el caso del grupo fundamental, 71, (X, x) es la subcategoria completa de IT,(X)
generada por x.

Regresando a DT'T, podemos entender una prueba p de que x = y como un
camino p de x a y. Las reglas del tipo de identidad nos permiten comparar si
dos pruebas (caminos) p,q : x =x y son iguales entre si; es decir si existe un
PiP =(x=ay) 9 Este es justamente un 2-camino, y de manera analoga podemos
iterar infinitamente y observar una estructura de co-grupoides [14] [4].

En las siguientes secciones, verificaremos explicitamente la estructura de 1-
grupoide de los tipos y caracterizaremos (salvo homotopia) los caminos en algunos
de los tipos introducidos en la seccién previa.

Veremos que varias definiciones y resultados pueden interpretarse de tres for-
mas distintas, de una forma légica, de una forma homotoépica, y de una forma
categdrica. Esto se debe a la correspondencia Curry-Howard, al hecho de que los
tipos corresponden a tipos de homotopia de espacios topolégicos y al hecho de
que también son co-grupoides, respectivamente.

3.2. Los tipos son 1-grupoides

Desagregamos todas las condiciones que se deben cumplir para que los tipos
sean 1-grupoides como descrito en la seccion previa:

(1) Existe la composicién de morfismos =.

IDado que las reglas de coherencia solo se cumplen salvo homotopia, la estructura algebraica
generada es de oo-grupoides débiles; cada vez que hablemos de grupoides nos referiremos a
grupoides débiles.
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(1) Para cada objeto x, existe un morfismo identidad cy tal que cy* f = f+c, =
f para todo f:x = y.

(111) La composiciéon de morfismos es asociativa.

(1v) Existe un morfismo f~! inverso para cada morfismo f : x — vy, tal que

frhef=cyyfft=cn

Las primeras tres condiciones vienen de los axiomas de una categoria, mientras
que el dltimo es la condiciéon de un grupoide. Procederemos a demostrar estas
condiciones en orden.

Lema 3.2.1. Para todo tipo A y todo x,y,z : A existe la funcion de concatenacion
de caminos

tal que refly = refl, = refl,.

Notese que visto légicamente, este lema enuncia la propiedad de transitividad
de la igualdad. Probaremos este lema dos veces; la primera, usando el principio
de induccién del tipo de identidades, y la segunda, usando bisqueda de patrones,
a fin de comparar estos dos métodos.

Demostracion por induccion. Definiremos una funcion f : H(x,y:A)(x =y) —
[T(z:a)(y = z) — (x = z) por induccién. Sea D : []xy.4)(x =y) — U la familia
de tipos definida por

D(x,y,p H IT «
A) (qy= Z)

Nétese que D(x, x, refly) = [(;:a) [1(g:x=z) (¥ = z). Para obtener un elemento de
este tipo, volveremos a aplicar induccion, sea E : [T(xz.4) [ [(g:x=z) = U la familia
de tipos definida por E(x,z,4q) := (x = z). Podemos definir

e(x) :=refly : E(x, x, refly)

Por lo tanto, obtenemos una funcién

d: TT ] E(xz9q)

(x,z:A) (g:x=2)
d:=ind—,(E,e)

Con esta funcion, podemos definir

f+ 1T 11 Dxwp)

(xy:A) (px=y)
f:=ind—,(D,d)

Finalmente, podemos definir

pq:=f(xypz9q)
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Ademas, se tiene que

refly =refly = f(x, x, refly, x, refly)
=ind—,(D,d, x, x, refly, x, refly)
= d(x, x, refly)
=ind—, (E, e, x, x, refly)
= e(x)

= refl,

Demostracion por busqueda de patrones. Buscamos una funciéon

=y o (=22 (x=2)

Podemos asumir que y es x y que el primer camino es refl, por lo que reducimos
la tarea a encontrar una funcién refly=—: (x =z) — (x = z).

Nuevamente, podemos asumir que z es x y el segundo camino también es
refly, con lo que solo es necesario encontrar un elemento de (x = x). Tomando
refly : x = x, podemos definir * por refly = refl, := refl,. ]

Es claro que la segunda prueba, aunque omite ciertos detalles, es mucho mas
legible que la primera, mientras que conserva suficiente informacion para ser en-
tendible. En efecto, los asistentes de prueba pueden inferir correctamente todos
los datos omitidos. Por estos motivos, este es el estilo que tomaremos en las
siguientes demostraciones.

Lema 3.2.2. Para todo tipo A, x,y : A yp:x =1y, se tiene querefly*p=p y
prrefl, = p.

Demostracion. Podemos asumir que p es refly, por lo que ambas ecuaciones se
reducen a refly = refl, = refly, lo cual se da por definicién de . O

Este lema muestra que refl, toma el rol del camino constante, y genera dos
2-caminos refl-left : refly=p =_ ) p vy refl-right : p-refl, =,_ ) p. No nom-
braremos a todos los n-caminos que definiremos explicitamente.

Lema 3.2.3. Para todo tipo A, x,y,z,w A, p:X=Yy,q:Yy=2zyr:z=uw se
tiene (p=q)r=p=(q-7).
Demostracion. A través de repetidas aplicaciones de busqueda de patrones, po-

demos asumir que p,q y r son refly, por lo que la ecuacién se reduce a (refly »
refly) = refly = refly = (refly = refly), lo cual se da por definicién de - O

Dado este ultimo lema, no utilizaremos paréntesis cuando haya una concate-
nacion de varios caminos, como es comun en algebra.

Lema 3.2.4. Para todo tipo A, x,y : A, y p : x =y, existe un p_l Y =X, 9
este satisface que p~1+p = refl, y p+ p~1 = refl,.
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Demostracion. Asumiendo que p es refly, ponemos reﬂ;1 := refl,. En este caso,
las dos ecuaciones se reducen a refly = refl, = refl,, lo cual se da por definiciéon de
l. D

Notese que el camino inverso representa el hecho légico de que las igualdades
son simétricas. Juntando estos lemas, obtenemos:

Teorema 3.2.5. Los tipos son 1-grupoides, siendo los elementos los objetos, y
los caminos p : x =y los morfismos.

Otros dos resultados clasicos y tutiles, que se derivan de las reglas de 1-
grupoides, son:

Lema 3.2.6. Para todo tipo A, x,y,z: A, yp:x =Y, q:Yy =z, se tiene que
(Pt =pylpra)t=q"p

Demostracion. Asumiendo que p y g son refl,, ambos lados de ambas expresiones
se reducen a refl,. ]

Resaltamos que, a diferencia de en topologia, la operaciéon de concatenacion y
de inversas ha sido definida uniformemente para todos los caminos. Asi, inmedia-
tamente todos que los resultados previos, y los de las préximas secciones, aplican
para cualquier n-camino.

3.3. Funciones y functores

En topologia algebraica, es sabido que las funciones continuas entre espacios
topologicos inducen un homomorfismo de grupos entre los grupos fundamentales.
Pero mas es cierto, las funciones continuas inducen un homomorfismo de oco-
grupoides.

Este es el caso también para las funciones no dependientes en D'T'T; verificare-
mos este hecho para la estructura de 1-grupoides. Comenzamos con las funciones
no dependientes.

Lema 3.3.1. Sea f : A = B una funcion, para todo x,y : A existe una funcion

aps: (x =ay) = (f(x) =8 f(y))
tal que para todo x : A, se tiene que apf(reflx) = reflf(x).

Demostracion. Asumiendo que el camino del dominio es refly, necesitamos encon-
trar un camino f(x) =g f(x), pero tenemos que refl¢(,) es un elemento de este
tipo. L]

Notacién 3.3.2. En algunos casos, escribiremos f(p) o fp en vez de aps(p),
como es comun en teoria de categorias.
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Légicamente, ap f refleja el hecho obvio de que la igualdad es preservada bajo
aplicacion de funciones. Topologicamente, vemos que las funciones llevan caminos
a caminos, lo que nos indica cierta nocién de continuidad de todas las funciones.
En efecto, las funciones entre tipos corresponden a funciones continuas entre tipos
de homotopias de espacios topologicos. Categéricamente, como sugerido por la
Notacion 3.3.2, las funciones corresponden a functores entre grupoides.

Lema 3.3.3. Sea f : A — B una funcion, yp:x =4y yq:y =4 z dos caminos
en A, entonces

aps(p+q) = aps(p) ~aps(q)

Demostracion. Asumiendo que p y g son refly, ambos lados se reducen a refly ),
por definicion de = y ap f- [

Con el Lema 3.3.1 en mano, podemos aplicar un razonamiento algebraico
sobre los caminos:

Lema 3.3.4. Sea f : A — B una funcion, y p: x =4 y un camino, entonces se

tiene que (f(p))f1 = f(Pfl)

Demostracion. El Lema 3.2.4 nos da un camino ¢ : p_l * p = refl,. Entonces,
definiendo

g:y=y)—= (fly)=fy))
g(r) :=aps(r),

obtenemos un camino

(@) : f(p"+p) = reflgg)
Por otro lado, el Lema 3.3.3 nos da un camino g5 : f(p~L+p) = f(p~1) - f(p).

Juntando estos resultados, obtenemos que

0y 8(qn) s f(p 1) = fp) = reflyy
Definiendo

obtenemos

m(gz" (@) : (FP~)f(p)) - (Fp) " = reflyy+ (F(p)) !

Por el Lema 3.2.2, tenemos caminos

g f(p~ ") rrefley = f(p1)
ga trefl) - (F(p)) ' = (f(p)



3.8. Funciones y functores 47

Por el Lema 3.2.4, tenemos el camino

gs: f(p) = (f(p)) " = refly(y)

Poniendo

vemos que

ha(gs) s f(p1) = (F(P) = (F(p)T) = F(p) wrefiygy

Por el Lema 3.2.3, existe un camino

70: (fD) - £(p)) - (FP) T = £ )+ (F(p)= ()7

Juntando estos resultados previos, obtenemos:

) = refly - (£(p) por g7
- (f( e f P)> (fp) ™! Por (hi(g; "= g(q1))) ™
=f(p™)- (f p)+(f(p))” 1) Por g

= f( ) reﬂf (x) Por hz(q5)
=flp™") Por g3

Notese que esta cadena de igualdades corresponde en realidad a la siguiente con-
catenacion de caminos:

(ga) "= (ha(qy '+ g(q1)) " g6 ha(gs) g3 : (f(p) ' = f(p~)

(
(

]

Utilizaremos la practica comun de escribir la cadena de igualdades, dejando
implicito el camino especifico que se esta usando, solo haciendo referencia al
resultado previo del cual este se deriva, si es necesario.

Hemos construido un 2-camino especifico en la demostracion del lema anterior,
pero nétese que este no es unico. Pudimos, por ejemplo, utilizar induccién sobre
p. Uno esperaria que estos dos 2-caminos sean iguales; es decir, que existe un
3-camino que los relaciona. Este es efectivamente el caso, como se puede ver
por induccion, y es una de las consecuencias de las reglas de coherencia de un
2-grupoide.

No obstante, trabajar con las reglas de coherencia de n-caminos para n > 2
se vuelve rapidamente muy complicado. Veremos luego que en varios casos es
posible reducir una pregunta sobre n-caminos, a una de 1-caminos, por lo que
nuestro énfasis es en estos.

Otros resultados ttiles e inmediatos son los siguientes:
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Lema 3.3.5. Sean f : A — B y g: B — C funciones, y p: x =4 Yy un camino,
entonces se tiene:

(1) ap(4or)(P) = (apg 0 aps)(p)
(11) apia(p) = p
(111) Sean q,v:y =2z, con p*q = p-r, entonces q =r
(Iv) Sean q:x =AYy yr:y =2z, con p*r =q-~r, entonces p =g

Demostracién. Para (I)y (II), asumiendo que p es refly, ambos lados se reducen a
refly. Para (III) y (IV), estos son consecuencia del Lema 3.2.2, cuando asumimos
que p y r son refl,, respectivamente. O

3.4. Funciones dependientes y fibraciones

Sea f : [1(x.a) B(x) una funcién dependiente, dado un camino p : x = y, se
podria esperar que se tenga también un camino en f(x) = f(y). Sin embargo,
inspeccién de este tltimo término muestra que este no tiene sentido: f(x) estd
en B(x), mientras que f(y) estd en B(y), y caminos entre tipos diferentes no
esta definido. Lo que necesitamos es una forma de relacionar estos dos tipos, la
funcion transporte nos brinda esta posibilidad.

Lema 3.4.1 (Transporte). Sea B una familia de tipos sobre A, y sea p:x =4y
un camino, entonces existe una funcion

tr’(p, =) : B(x) — B(y)

Demostracion. Podemos asumir que p es refly, en cuyo caso necesitamos una
funcién B(x) — B(x), tomamos a la funcién identidad idp(,) para esto. O

Entendiendo B como una propiedad que un elemento puede tener, el lema
previo nos dice que, si X y y son iguales, entonces B(x) implica B(y). Aplicando
el transporte en el camino inverso, obtenemos que B(x) y B(y) son légicamente
equivalentes. Asi, podemos “transportar” propiedades B que tenga un elemento
X a un elemento y que sea igual a este.

Categoricamente, vemos que tenemos otra categoria cuyos objetos son de la
forma B(x) para algtin x : A, y los morfismos son funciones f : B(x) — B(y). La
funcién transporte entonces lleva morfismos de A (visto como una categoria) a
morfismos en esta nueva categoria presentada. Como uno esperaria, el transporte
es un functor (contravariante):

Lema 3.4.2. Sea B una familia de tipos sobre A, ysean p:Xx =y yq:y =4z
caminos, entonces

tr’(peg, -) =t (q,-) o tr’ (p, -)

Demostracion. Podemos asumir que p y g son refly, en cuyo caso la ecuacion se
reduce a idg = idg o idg, y podemos tomar refliy,. l
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Aunque el punto de vista categérico nos brinda mucha informacién, es aun
mas util considere la perspectiva homotopica la cual presentamos a continuacion.

Dada una familia de tipos B : A — U, la idea es considerar el tipo B(x) como
la fibra sobre x, como se ve en la Figura 3.1. En efecto, en la primera proyeccion
pry : Z(x: 4B (x) — A, aquellos elementos que son mapeados a a4 son justamente
de la forma (a,y), por lo que podemos identificarlos con los elementos y : B(a).
Es maés, se puede demostrar que este concepto de fibra es equivalente al concepto
usual de preimagen (ver Proposicién 3.5.10).

Figura 3.1: Tipos de familias como fibras

B(b)
‘ 0 B(c)

B(a)

A

Con esta imagen en mente, dado un camino p : x = y, vemos que la funcién
transporte induce una funcién entre las fibras B(a) y B(y), tal que la concatena-
cién de caminos respeta la composicion de las funciones inducidas. Asi, un camino
puede ser “levantado” a una funcién entre fibras.

Otra nocién ain mas importante de levantamiento, es la de levantamiento de
caminos. Como ya mencionamos, no puede haber un camino entre elementos de
u: B(x) y v: B(y) pues son tipos distintos, pero si puede haber un camino entre

los elementos (x,u), (y,0) : Y(x:a) B(x).
Definicién 3.4.3. Sea B : A — U una familia de tipos. Diremos que un camino
q: (x,u) =¥ (o) B(¥) (y,v) estd sobre p : x =y, si pri(q) = p. Utilizaremos la

notaciéon ¢q : u =5 U para estos casos.
Con esta definicién, podemos enunciar la siguiente propiedad.

Lema 3.4.4. (Propiedad de levantamiento de caminos) Sea B : A — U una
familia de tipos y sea u : B(x) para algin x : A. Entonces, para todo p : x =y
tenemos un camino

e, p) - (x,10) = (3t (p, )
tal que lift(u, p) estd sobre p.
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Demostracion. Podemos asumir que p es refly, en cuyo caso necesitamos una
igualdad (x,u) = (y,trB(refly, u)), pero el lado derecho de esta igualdad es (x, u),
por lo que podemos tomar refl(x,u).

Para ver que prq(lift(u, p)) = p, supongamos nuevamente que p es refly, en-

tonces nos queda probar apy,, refl(xlu) = refly. Pero esto es cierto por definiciéon
de ap. [

Aunque esta nociéon de caminos es muy natural y permite expresar y pro-
bar varias propiedades, no es muy facil de manejar. Notando que existe un ca-
mino canénico lift(u, p) : (x,u) = (y,tr®(p,u)), entonces vemos que todo ca-
mino g : (x,u) = (y,v) sobre p : x = y factoriza por lift(x,u) a un camino
r: (y,tr®(p,u)) = (y,v) sobre el camino constante en y, ver Figura 3.2. Anélo-
gamente, todo camino 7 : (y,tr®(p,u)) = (y,v) sobre refl, puede ser expandido
a un camino q : (x,u) = (y,v) sobre p, pre-concatenando con lift(x, u).

Figura 3.2: Caminos sobre caminos

Mostraremos luego que esta correspondencia es en realidad una equivalencia
(Proposicién 3.5.11); es decir, tenemos que

(v, u) =g, B0 B,0)) = tr (p,u) =p(y) v
( )= (

El tipo de la derecha es mucho méas manejable por lo que serd el que utiliza-
remos para las aplicaciones.

Recordemos que una fibracién p : E — X es un mapa que puede levantar
cualquier homotopia en X hacia una en E. Con el lema previo, vemos entonces la
relevancia del tipo }_(y.4) B(x) en la perspectiva homotépica. El hecho de que haya
una proyeccion pry : Z(x: A) B(x) — A, y que ademds tenemos esta propiedad de
levantamiento de caminos, nos da indicios de que prq es una fibraciéon, con espacio
total } (.4) B (x). Este es efectivamente el caso, y es demostrado en la Proposicién
4.1.1.

Dado esto, podemos entender a las funciones dependientes f : H(x: A) B (x)
como secciones, pues toman un elemento de cada fibra B(x). Como se esperaria,
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dada una seccion f : [].a) B(x), es posible levantar caminos p : x = y a caminos
P f(x) =5 fy).

Lema 3.4.5. Sea f : H(x:A) B(x) una funcién dependiente, entonces existe una

funcion
apd s [T (4"(p () =5y F))
(p:x=y)
Demostracion. Podemos asumir que p es refly, en cuyo caso necesitamos una
igualdad trB(refly, f(x)) =p(x) f(x), pero el lado izquierdo de esta igualdad es
f(x), por lo que podemos tomar reﬂf(x). [

Finalmente, retomando la perspectiva categorica, vemos que el transporte
tiene una propiedad asociatividad con las funciones (vistas como functores):

Lema 3.4.6. Sea B : A — U una familia de tipos sobre el tipo A, y sea f : A — A
una funcion. Para todos x,y : A y p:x =y se tiene

P (f(p), ) =" (p, )

Lema 3.4.7. Sea B : A — U una familia de tipos sobre el tipo A. Para todos
X, y:Ayp:x=y se tiene

tr¢(B(p), ) =t (p, )

Demostracion. Por induccién en p, ambos lados de ambas ecuaciones se reducen
a la funcion identidad. O

3.5. Equivalencias homotoépicas

En MC, dos funciones son homotdpicas cuando existe una deformacién con-
tinua de sus iméagenes. Dicho de otra forma, existe una funciéon continua que une
uniformemente las dos imagenes de cada punto en el dominio a través de un
camino. Podemos generalizar esto para funciones dependientes:

Definicion 3.5.1. Sean f, g : [1(x.4) P(x) dos secciones. Una homotopia entre
estas es una funcion H en el tipo

(f~8) =] (f(x) =g(x))

x:A
Diremos que f y g son homotépicas cuando tengamos f ~ g.

Es claro que la propiedad de ser homotodpicas es una relacion de equivalencia,
pues esto sigue del hecho de que las igualdades son una relacién de equivalencia.

Desde la perspectiva logica, una homotopia dice que dos funciones son iguales
en cada punto del dominio. Categéricamente, una homotopia es una transforma-
cién natural.
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Lema 3.5.2. Sea H : f ~ g una homotopia entre las funciones f,g: A = B, y
sea p:x =p Y. Entonces tenemos

Diagramdticamente,
f(p)
flx) = f(y)

H)| |

— g(y)

Demostracion. Por induccién, podemos suponer que p es refl,. Entonces, es sufi-
ciente demostrar

H(x) «refly () = refl() » H(x).
Pero tenemos que ambos lados son iguales a H(x). O

En topologia clasica, cuando para una funcién f : A — B existe otra funcion
g:B— Atalque fog ~idgy go f ~idy, decimos que A y B tienen el mismo
tipo de homotopia, y f es llamada una equivalencia homotoépica. En DTT, esto
corresponderia a afirmar que el siguiente tipo esta habitado.

qinv(f) := Z ((fog ~idg) x (go f ~ idA))

$B—A

Categéricamente, y recordando que las homotopias son transformaciones na-
turales, este tipo indica la existencia de una equivalencia de categorias entre A y
B. Sin embargo, este tipo no corresponde adecuadamente al concepto equivalen-
cias homotopicas, ni al de equivalencias categéricas, sino al de quasi-inversas.

Definicién 3.5.3. Sea f : A — B una funcién, una quasi-inversa de f es un
triple (g, «, B) perteneciente al tipo ginv(f). Abusaremos la notacién, y también
llamaremos quasi-inversa a las funciones f y g del triple.

Ejemplo 3.5.4. La funcién identidad id4 : A — A es su propia quasi-inversa,
pues las dos homotopias requeridas se dan por reflexividad.

Ejemplo 3.5.5. Paratodop:x =4 yy P: A — U, la funcién

tr’(p, =) : P(x) = P(y)
tiene como quasi-inversa tr’ (p~1, ), por el Lema 3.4.2.

La razon por la cual el tipo anterior no corresponde a equivalencias homotoé-
picas se debe a que dos elementos g, h : qinv(f) podrfan no ser iguales, lo cual
traeria problemas adelante. Asi, lo que necesitamos es una nocién légicamente
equivalente a qinv(f), pero que todos los elementos en este tipo sean iguales en-
tre si. Existen multiples nociones que satisfacen este requisito, utilizaremos la de
mapas bi-invertibles, al ser la mas sencilla.
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Definicién 3.5.6. Decimos que una funcién f : A — B es bi-invertible si el
siguiente tipo estd habitado:

isequiv(f) = ( ) (fogwid3)> ><( ) (hofwidA)>.

g B—A h:B—A

Proposicién 3.5.7. Para todo f : A — B, los tipos qinv(f) vy isequiv(f) son
l6gicamente equivalentes.

Demostracion. Es facil dar una funcién qginv(f) — isequiv(f), pues dado un tri-
ple (g,«,B) : qinv(f), tenemos que (g,«,g,B) : isequiv(f). Por otro lado, dado
(g,a,h,B), definamos 7y como la homotopia

¢Lhofoghn,

es decir, y(x) = ,B(g(x))_1 *h(a(x)). Ahora definamos B’ : go f ~ idg por
B'(x) :=vy(f(x))*B(x). Entonces (g,a, B) : qinv(f). O

La otra condicién, que todos los elementos de isequiv(f) sean iguales entre si,
es un resultado técnico, el cual se asumiremos como dado (ver [25, Seccién 4.3]).

Con el concepto de bi-invertibilidad en mano, podemos definir qué es una
equivalencia entre dos tipos.

Definicién 3.5.8. Una equivalencia entre dos tipos A y B es una funciéon
f: A — B junto con un p : isequiv(f); es decir, una f junto con una prueba de
que esta es bi-invertible. Definiremos el tipo de equivalencias entre A y B por

(A~B):= ) isequiv(f)

f:A—B

Abusaremos el lenguaje, y diremos que f es una equivalencia cuando existe un
p : isequiv(f). Reciprocamente, si tenemos g : (A ~ B), escribiremos g(x), en

vez de pri(g(x)).

La nocién de equivalencia previamente descrita es la de una equivalencia entre
la estructura de tipos. Puesto que los tipos tienen una estructura natural de tipos
de homotopia de espacios topoldgicos, y tambien la de oco-grupoides, estas dos
estructuras se preservan automaticamente. Nétese que una equivalencia implica
inmediatamente una equivalencia logica entre los dos tipos.

Asimismo, como la nocién de bi-invertibilidad es légicamente equivalente a
la de tener una quasi-inversa, podemos usar este segundo concepto a la hora de
realizar pruebas, como en el siguiente lema.

Lema 3.5.9. La equivalencia entre tipos es una relacion de equivalencia.

Demostracion. Hemos visto que la funcion identidad es su propia quasi-inversa,
por lo que ~ es reflexiva.

Sea f : A — B una equivalencia, esta entonces debe tener una quasi-inversa
f~1: B — A. Pero vemos que f es una quasi-inversa de f~!, por lo que f~1 es
una equivalencia B ~ A.
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—1.

I

Finalmente, dados f : A >~ By g : B >~ C con quasi-inversas f_1 v g
tenemos que para todo x : A

frelgfx=f"fx=x
mientras que para todo y : C
sff s ly=g88"y =y
Por lo tanto, f -1, g_l es una quasi-inversa de g o f, y concluimos A ~C. [

Veamos las demostraciones de algunas equivalencias que habiamos menciona-
do previamente.

Proposicién 3.5.10. Sea B : A — U una familia de tipos. Entonces, para todo

x: A tenemos
Bx)~ Y pry(z)=x
Z:E(a:A) B((Z)
Demostracion. Fijamos un x y definimos
fiBx) - Y pn(E)=x
Z:Z(u:A) B(IZ)

f() = ((xy), refly)

En sentido contrario, definimos

g ), pn(z)=x—B()

z:Y(a:4) B(a)
2((x,y),refly) =y
Por cémo fueron definidas, es inmediato que son quasi-inversas. [

Proposiciéon 3.5.11. Sea B : A — U una familia de tipos. Entonces, para todo
x,y: A, p:x=y,u:B(x) yv:B(y) tenemos

( ). prl(q)zp)ﬁ(trB(P/u) ~B(x) U)

q:(x,u)=(y,0)
Demostracion. Primero definimos
fo 11 ( )3 prl(q)=p> — (trB(p,u) =B(x) v)
px=y N g:(xu)=(y,0)
f(p,refliy ), refly) := refl,

En sentido contrario, definimos
¢ 11 (P =)+ L m=p)
px=y q:(xu)=(y,0)
g(p' reﬂtrB(p,u)) = (Iift(u, p)/ q/)

donde g’ : pry(lift(u, p)) = p es el camino dado por el Lema 3.4.4. Ahora, reali-
zando induccién en p, vemos que g(p) o f(p) ~idy f(p) o g(p) ~ id, por lo que

son quasi-inversas. (]
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Con estos conceptos ya definidos, procedemos a caracterizar los caminos en
algunos de los tipos introducidos previamente.

3.6. Caminos entre pares dependientes

Dado un camino p : (a,b) =axp (a’,b"), podemos proyectar el camino sobre
A y sobre B obteniendo dos caminos, pri(p) : a =4 a’ y prp(p) : b =p V.
Intuitivamente, el camino p esta inicamente determinado (salvo homotopia) por
estos dos caminos.

Para el caso de pares dependientes, se esperaria un resultado similar. Es decir,
que caminos p : (a,b) =Y () B(%) (a’,b") estdn determinados por un par de

caminos pri(p):a=a4a"yb :g b'. Este es efectivamente el caso.

Teorema 3.6.1. Sea P : A — U una familia de tipos sobre A, y sean w,w’ :
Y(x:a) P(x). Entonces eviste una equivalencia

(w=uw') ~ Z pra(w) :5 pro ().
(pzpry(w)=pry (w'))

Demostracion. Podemos definir una funcién

f H (w=uw') — Z tr’ (p, pro(w)) = pra(w’)

W'Y (y:a) P(x) (pzpry(w)=pri(w))
por inducciéon de caminos:

f(w,w,refly) := (refl , refl

por1 () "€l () )-

En la direccion contraria, podemos definir

g0 I1 (X v'een@)=m@)) - (=1

ww' Y x.a) P(x) pipry(w)=pry (')

realizando induccién en w y en w', por lo que es suficiente mostrar

Y wP(pw) = wg) = (w1, W) = (), w))).
prw=w}

Realizando induccién nuevamente en ambos caminos del dominio, vemos que
podemos tomar refl(;, ) como el caso base.

Ahora, solo falta demostrar que f o g ~idy go f ~ id, pero esto es inmediato
por las definiciones, luego de aplicar induccién. O

La funcién g definida arriba es particularmente 1til, y la llamaremos pair™,
usualmente usdndola omitiendo los puntos base w, w’'.

Como un corolario, tenemos que los pares dependientes estan caracterizados
por sus dos coordenadas.
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Corolario 3.6.2. Para z : Y (y.) P(x), tenemos z = (pri(z), pra(z)).

Demostracion. Tenemos refly, (o) : pri(z) = pry(pr1(z), pr2(z)), por lo que por el
teorema anterior es suficiente mostrar un camino

trp((reﬂprl(z))/ pra(z)) = pra(pr1(z), pra(z))
Pero ambos lados son iguales a pry(z). O

Este mismo argumento aplica para pares no dependientes, por lo que obtene-
mos el resultado mencionado al inicio de la seccion.

Corolario 3.6.3. Sean A y B dos tipos, y sean w,w’' : A X B. Entonces existe
una equivalencia

(w=w) ~ (Prl(w) = Prl(w/)) X (Prz(w) = Prz(w/))-

3.7. Caminos entre funciones dependientes

En MC, cuando dos funciones f,g : A — B son iguales en cada punto del
dominio, estas son iguales. Entonces, uno esperaria tener

(f =2 = (TTU® = )

x:A

Por un lado, podemos definir
happly : (f = &) = [ [ (f (%) =p(x) (x))
x:A

happly(p) := A(x: A). apap.n(x) P

Para definir la quasi-inversa, se puede usar univalencia y una serie de argumentos
sofisticados (ver [25, Seccién 4.9]). En el Teorema 4.3.3, veremos una demostra-
cién de esto para el caso de funciones no dependientes. En todo caso, es comtn
introducir el siguiente (redundante) axioma:

Axioma 3.7.1 (Extensionalidad de funciones). La funcion happly es una equi-
valencia.

Este axioma entonces, postula la existencia de un elemento ¢ en el tipo
isequiv(happly). Todos los axiomas en DTT son de esta forma; es decir, indi-
can la existencia de un elemento en algtin tipo. En particular, el axioma previo
implica la existencia de una quasi-inversa de happly

funext : (T (f(x) = g(x))) = (f = g),
x:A

junto con homotopias happly o funext ~ id y funext o happly ~ id.

Topolégicamente, estamos identificando las funciones homotopicas entre si.
Esto sugeriria que podemos identificar espacios homotépicamente equivalentes,
lo cual realizamos en la siguiente seccion.

Con la funcién funext en mano, podemos mostrar que el tipo 0 es un objeto
inicial en Type.
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Proposicién 3.7.2. Para todo tipo C y funcion f : 0 — C, tenemos que f =
reco(C).

Demostracion. Para todo x : 0 podemos inmediatamente concluir que f(x) =
reco(C)(x), por lo que f = reco(C). O

Veamos cémo interactiia el transporte en familias de tipos de funciones.

Lema 3.7.3. Sea X un tipo y A,B : X — U dos familias de tipos. Para todos
x1,x2: X, prxy =%, f:A(x1) = B(xy) yy: A(xp) se tiene que

trA(x:X).A(x)—)B(x)(p’f) _ trB(p,f(trA(p_l, x)))

Demostracion. Por induccion, podemos asumir que p es refly, , en cuyo caso ambos
lados de la igualdad se reducen a x. [

Lema 3.7.4. Sea X wun tipo, y sean A : X — U y B : H(X:X)A(x) — U
dos familias de tipos. Para todos x1,x2 @ X, p : X1 = X2, dos funciones f :
Iiy:ai) B(x1y) v & Tiy:ax)) B(x2,y)-

Si para todos ay : A(x1) yaz: A(x) y q:a; =4

p a2 se tiene que

AMw: Y ea) A . B(pr ,pr
f(al) :pa(:f:(%,(q)A) (x))- B(pri(w),pra(w)) g(a2)

entonces A %) 11 B(xa)
_AMEX) Taia) Blxa
f=p 8
Demostracion. Por extensionalidad de funciones, es suficiente mostrar que las
funciones son iguales cuando son aplicadas en un elemento arbitrario y : A(xp).
Por induccién, podemos asumir que p es refly , en cuyo caso, aplicando la hipotesis
para q = refly, obtenemos que f(y) = g(v). O

3.8. Caminos entre tipos

Una de las practicas comunes de MC es identificar objetos isomorficos, pues
estos comparten todas las propiedades relevantes del area de estudio. Asi, habla-
mos del grupo ciclico de orden 3, no de un grupo ciclico de orden 3.

Por un lado, vemos que tipos identificables son equivalentes entre si:

Lema 3.8.1. Para tipos A, B : U, existe una funcion
idtoeqv : (A =y B) — (A ~ B)

Demostracion. Primero notamos que la funcién idy; es una familia de tipos que
tiene como base el universo entero. Ahora, afirmamos que para todo p: A = B,
trd (p, ) : A — B es una equivalencia. Aplicando induccién sobre p esta funcién
se reduce a idg, v sabemos que la identidad es una equivalencia, con lo que
concluimos el resultado. [
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Sin embargo, no es posible, en general, generar una igualdad entre dos tipos
a partir de una equivalencia entre ellos. Para esto, es necesario otro axioma.

Axioma 3.8.2 (Univalencia). Para todos A, B : U, idtoeqv es una equivalencia.

Tenemos entonces (A = B) ~ (A ~ B), as{ como una quasi-inversa de
idtoeqv:
a:(X~Y)—= (X=Y).

Este es el primer axioma que nos separa de Dependent Type Theory. DTT
usualmente asume también el axioma K, que indica que todos los caminos con
mismos extremos son homotdpicos entre si. Aunque esto no tiene sentido topo-
logicamente, si es intuitivo desde una perspectiva légica, pues un camino es una
prueba de que x = y. Asi, K postula que todas estas pruebas son iguales entre si.

A fin de no colapsar la estructura que hay entre los caminos, no hemos in-
troducido este axioma; adicionalmente, si se asume este junto con el axioma de
Univalencia, la teoria se vuelve inconsistente [25, Lema 6.4.1.].

Entonces, hemos departido definitivamente de la teoria original, y comenza-
mos propiamente una nueva teoria llamada Homotopy Type Theory (HoTT), la
cual traducimos como Teoria Homotépica de Tipos. Si bien todos los resultados
previos se cumplen en DTT, varios de estos se cumplen trivialmente, al ser todos
los caminos iguales entre si, asumiendo K.

En particular, el axioma de univalencia formaliza adecuadamente la practica
mencionada de identificar objetos isomérficos. Si A y B son tipos equivalentes,
podemos generar un camino p : A = B; por lo que cualquier propiedad que tenga
A, también la tiene B, pues puede ser transportada a lo largo de p.

3.9. Caminos entre naturales

A diferencia de los otros tipos, caracterizar a los caminos entre naturales
requiere una técnica mas sofisticada, la cual se llama el método encode-decode.
Se llama asi pues encodificamos el tipo m = n en otro tipo mas manejable, lo que
nos facilita realizar pruebas respecto al tipo m = n. Esta técnica se puede utilizar
para caracterizar el coproducto, un resultado que no necesitaremos, y también
para calcular el grupo fundamental del circulo (ver Seccion 4.4).

Retornando a los naturales, encodificaremos caminos en los naturales por el
tipo

code:IN - IN — U

el cual esta definido por

code(0,0) :==1
,0):=0
) =0

code(succ(m)
code(0, succ(n
(

code(succ(m), succ(n)) := code(m, n).

Nétese que code(m, n) corresponde al algoritmo que resta 1 a m y a n hasta
que al menos uno de los dos sea igual a 0.



3.9. Caminos entre naturales 59

Teorema 3.9.1. Para todo m,n : IN, se tiene que (m = n) ~ code(m,n).

Demostracion. Por un lado, para definir

encode : [] (m =n) — code(m,n),
m,n:IN

notamos que podemos definir una funcién r : [],.n) code(n, 1) por induccién
r(0) := %
r(succ(n)) :=r(n)
De tal forma que podemos definir

code(m,f)(

encode(m, n, p) 1= tr p,r(m))

En sentido contrario, podemos definir

decode: [] code(m,n) — (m =n)

m,n:IN
realizando induccion en ambos m y n:

decode(0,0,¢)
decode(succ(m),0,c

,€)
,C)
,€)

decode(succ(m), succ(n), ¢

= refly
, := indg(succ(m) = 0,¢)
decode(0, succ(n), ¢) := indg(0 = succ(n), c)
n),c):

= succ(decode(m, n))

Ahora, solo falta comprobar que estas funciones son quasi-inversas. Veamos
primero que
decode(m, n) o encode(m, n) ~ id.

Dado p : m = n, podemos realizar induccién y asumir que #n es m; es decir, es
suficiente mostrar

decode(m, m, encode(m, m, refl,,)) = refly,.

Pero por definicién, encode(n, n, refl,) = r(n), asi que solo es suficiente demostrar
que decode(n,n,r(n)) = refl,, realizamos esto por induccién. Para el caso base,
vemos que decode(0,0,7(0)) es igual a refly por definicién; para el caso de un
succ(n) necesitamos mostrar que

succ(decode(n, n,r(n))) = reflguce(n)

Pero por la hipétesis de induccién, decode(n, n,r(n)) = refl,, por lo que obtene-
mos el resultado deseado.
Solo falta demostrar la otra homotopia,

encode(m, n) o decode(m, n) ~ id.



3.9. Caminos entre naturales 60

Dado ¢ : code(m, n), procederemos por induccién en ambos m y n. Cuando ambos
son 0, code(0,0) = 1, por lo que podemos asumir que ¢ = %, y ambos lados se
reducen a . Si uno es un sucesor y el otro no, code(m, n) es 0, por lo que podemos
derivar cualquier resultado a partir de ¢ : 0. Finalmente, si los dos son sucesores,
tenemos

encode(succ(m), succ(n), decode(succ(m),succ(n),c))
)

Def. de decode)
greode(suce(m), =) (succ(decode(m, 1, ¢) ), r(succ(m)))  (Def. de encode)
= reode(succ(m)suce(-)) (decode(m, n, c), r(succ(m)))  (Lema 3.4.6)

encode(succ(m), succ(n), succ(decode(m, n,c)) (
(
(
= gyeode(succ(m),suce()) (decode(m, n, c), r((m))) (Def. de r)
(
(
(

= tr°°%(" ) (decode(m, 1, c), r(m)) Def. de code)
= encode(m, n, decode(m, n,c)) Def. de encode)

=c Hip. inductiva.)

]

Como una aplicacién de esta caracterizaciéon, veamos que la funciéon succ :
IN — IN es inyectiva.

Corolario 3.9.2. Sean m,n : N tal que succ(m) = succ(n), entonces, m = n.
Demostracién. Dado p : succ(m) = succ(n), tenemos
encode(succ(m),succ(n), p) : code(succ(m),succ(n)) = code(m, n),

por lo que
decode(m, n, encode(succ(m),succ(n),p)) : m = n.

O

Otra consecuencia es que la igualdad entre naturales es decidible; es decir,
tenemos el siguiente resultado.

Corolario 3.9.3. Sean m,n : IN, entonces se tiene que (m =n)V —=(m = n).

Demostracion. En otras palabras, la proposiciéon nos indica que tenemos un ele-

mento del tipo

[T (m=n)+((m=n)—o0).

m,n:IN
Lo generaremos por induccién en m y n. Cuando ambos son 0, podemos tomar
inl(reflg). Si el primero es de la forma succ(m) mientras que el segundo es 0, si
tuviésemos p : succ(m) = 0 entonces aplicando encode obtenemos un elemento
de =(m = n). Andlogamente cuando el primero es 0 y el segundo es succ(n).

Finalmente, cuando tenemos succ(m) y succ(n), la hipdtesis de induccién nos

dice que tenemos un elemento de (m = n) + —(m = n). Por induccién en el
coproducto, si tenemos m = n, podemos concluir succ(m) = succ(n), mientras
que si tenemos —(m = n), podemos generar una contradiccién cuando succ(m) =
succ(n), por el corolario previo. O
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3.10. Propiedades Universales

Con los conceptos ya introducidos, podemos ver que los tipos introducidos
tienen las propiedades universales esperadas.

Teorema 3.10.1. El tipo A X B es el producto de A y B en la categoria Type.

Demostracion. Dados un tipo C : U, y un par de morfismos f : C — Ay
g : C — B, buscamos encontrar una unica funcion h : C — A x B tal que el
diagrama conmute.

C

AR

A+— AXB—— B
pri pr2

Podemos definir h por h(c) := (f(c), g(c)). Por otro lado, si hubiese otra funcién

W : C — A x B que hace que el diagrama conmute, para obtener i’ = h basta

mostrar que h'(c) = h(c) para todo ¢ : C, por extensionalidad de funciones.
Ahora, por Corolario 3.6.3, es suficiente mostrar que

pri(H'(c)) = pri(h(c)) vy pra(H'(c)) = pra(h(c)),

pero esto se da por definicién de h y por la condicién de que h’' hace que el
diagrama conmute. [

Teorema 3.10.2. El tipo A+ B es el coproducto de A y B en la categoria Type.

Demostracion. Dados un tipo C : U, y un par de morfismos f : A — Cy
g : B — C, buscamos encontrar una unica funcion h : A+ B — C tal que el
diagrama conmute.

~
oQ

A — A+B — B
Podemos definir ki por h(inl(a)) := f(a) y h(inr(b)) := g(b). Por otro lado,
si hubiese otra funcién b’ : A+ B — C que hace que el diagrama conmute,
para obtener ' = h basta mostrar que h'(x) = h(x) para todo x : A + B, por
extensionalidad de funciones.

Ahora, por induccién en A + B, basta que

W (inl(a)) = h(inl(a)) y K (inr(b)) = h(inr(b)),

pero esto se da por definicién de h y por la condicién de que k' hace que el
diagrama conmute. O

El tipo de los naturales también satisface una propiedad universal; es decir,
es el objeto inicial la siguiente categoria.



3.10. Propiedades Universales 62

Definicién 3.10.3. La categoria Typep; tiene como objetos triples
(Coe,f): ) Cx(C—CQ),
cu
y como morfismos &« : (A,a, f) — (B,b,g) funciones h : A — B talesque h(a) =b
y ho f = goh. Diagramaticamente:

A%A a
hl h lh
BT>B b

Teorema 3.10.4. El triple (IN,0,succ) es inicial en la categoria Typepy.
Demostracién. Dado un triple (C,c, f) en Typeyn podemos definir una funcién
h : IN — C por recursién; es decir, h := recN(C, ¢, f). Por definicién de h, se
cumplen las dos propiedades requeridas:

N succ N O
T
C f C c

Ahora, dado otro ' : N — C tal que h'(0) = ¢ y h' o succ = f o h’, mostraremos
que I = h. Por extensionalidad de funciones basta mostrar que h'(n) = n para
todo n : IN. Realizaremos esto por induccién en los naturales.

Para el caso base, tenemos

W(0) = c = h(0),

mientras que para el paso inductivo tenemos

W (succ(n)) = f(K' (n)) Por definicién de b’
= f(h(n)) Por el supuesto inductivo
= h(succ(n)) Por definicién de h

]

La razén de que IN sea inicial en esta categoria especifica se debe a los cons-
tructores de IN; es decir, las formas en las que se pueden generar elementos de IN.
Los naturales tienen dos constructores, el elemento 0 y la funcién succ : IN — IN;
de ahi que sea inicial en la categoria que tiene como objetos aquellos con la misma
estructura interna.

De este resultado se sigue que pudo haberse definido a los naturales como
aquel tipo que estd libremente generado por los dos siguientes constructores:

s un elemento 0 : IN
s una funcién succ : IN — IN.

Los tipos generados de esta manera se llaman tipos inductivos y veremos
una generalizacion de estos en la Seccion 4.3.
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3.11. Metateoria de HoTT

Puestos que hemos introducido el axioma de univalencia, los resultados previos
descritos para la metateoria de DTT no necesariamente aplican en HoTT. Sin
embargo, existen modelos de HoTT, como el desarrollado en [13].

A grandes rasgos, un modelo es una estructura matemaéatica que satisface todas
las reglas y axiomas de una teoria matematica. En el caso del modelo previo,
este es un modelo simplicial; los objetos son representados por ciertas clases de
conjuntos simpliciales, y las funciones son, a grosso modo, representadas por
(clases de equivalencia) de funciones continuas.

Resaltamos dos consecuencias de esto. Primero, tenemos un analogo del Teo-
rema 2.12.4.

Teorema 3.11.1. (Consistencia de HoTT) No es posible derivar una contradic-
cion en HoTT, es decir - = x : 0 para algun x; asumiendo que la teoria usual de
MC también es consistente.

Por otro lado, este resultado nos garantiza que podemos pensar en los tipos
como clases de homotopia de espacios topoldgicos, y, como ya habiamos sugerido,
las funciones realmente son continuas.



Capitulo 4

Teoria Homotopica de Tipos

En este capitulo, veremos algunas aplicaciones de HoT'T en la topologia alge-
braica. Analizaremos a mayor profundidad la estructura homotopica de los tipos,
y veremos algunos resultados clasicos involucrando conceptos como el de contrac-
tibilidad, CW complejos, y el grupo fundamental.

4.1. Topologia y tipos

Puesto que los tipos son tipos de homotopia de espacios topoldgicos, se puede
formalizar varias propiedades clasicas que estos cumplen. Para comenzar, ahora
podemos ver la demostracién completa de la proposiciéon mencionada previamente
de que las familias de tipos son fibraciones.

Proposicién 4.1.1. Sea P : B — U wuna familia de tipos sobre B, y f,g :
X — B dos funciones tales que existe una homotopia h entre ellas. Si existe un
levantamiento de f, f : [1(xx) P(f(x)); entonces ewiste una homotopia h entre f

y un levantamiento de g, tal que h levanta a h,

Demostracion. Podemos definir una homotopia

BT () F()) =g P (8(2) 1 (h(x), F(x)))

x:X

por hi(x) = pair=(h(x),refl). Para ver que esta levanta a H, necesitamos compro-
bar que 3

T pra(i(x)) = h(x)

x:X

Sin embargo, por induccién, es ficil notar que ap,,, (pair~=(p,q)) = p, para todo
p,q. Aplicando esto en la ecuacién anterior, obtenemos el resultado deseado. [

Notamos que, con los conceptos ya introducidos, es facil formalizara varios
conceptos topoldgicos. Por ejemplo, podemos definir los conceptos de retracciones
y secciones.
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Definicién 4.1.2. Una retraccién es una funcion r : A — B tal que existe
una funcién s : B — A, su seccién, y una homotopia € : [](,.p)(r(s(y)) = ).
Cuando esto se de, decimos que B es un retracto de A.

Veamos cémo podemos hacer un andlisis similar a otros conceptos.

4.2. n-tipos

En topologia clasica, un espacio topolégico es llamado contractible cuando la
funcién identidad es homotopica a una funcién constante. Esto sugiere:

Definicién 4.2.1. Un tipo A es contractible cuando posee un elemento a : A,
llamado el centro de contraccion, tal que a = x, para todo x : A. Es decir,
definimos la propiedad de ser contractible como:

isContr(A) := Y ] (a=nx).
(a:A) (x:A)

Ejemplo 4.2.2. El tipo 1 es contractible, pues para mostrar que H(x:l) (% = x),
podemos asumir que X es %, y podemos tomar el camino constante.

Con este resultado, podemos demostrar que el tipo 1 es un objeto terminal.
Proposicién 4.2.3. Para todo tipo C y funcion f : C — 1, se tiene que f = 1.

Demostracion. Para todo x : C, se tiene f(x) = *, por el resultado previo. Por
extensionalidad de funciones, entonces f = !1¢. ]

Desde una perspectiva logica, la contractibilidad indica que todos los elemen-
tos del tipo son iguales a un elemento en especifico. Topologicamente, tenemos
una funcién continua que lleva cualquier punto x : A hacia a. Esto sugiere que el
tipo A es equivalente al tipo 1.

Proposiciéon 4.2.4. Un tipo A es contractible si y solo si este es equivalente al
tipo 1.

Demostracidon. Sea (c, p) : isContr(A), podemos definir f : A — 1 por f(x) = *.
En sentido contrario, tenemos ¢ : 1 — A dado por g(y) = c. Ahora, por un lado,
realizando induccién en 1, vemos que para todo y : 1, f(g(y)) = *. Por otro lado,
para todo x : A, tenemos g(f(x)) = ¢ = x, donde la segunda igualdad se da por
p(x). Juntando estos resultamos, obtenemos que A ~ 1.

Para mostrar la reciproca, supongamos que A >~ 1, ysean f : A — 1y
¢ :1 — A las quasi-inversas. Por el ejemplo previo, tenemos que x = f(x). Asi,

se tiene:
g(x) =g(f(x)) = x,
con lo que g(*) es el centro de contraccion. O

Veamos que este, al igual que en MC, esta propiedad se preserva bajo varias
operaciones, como productos y retracciones.
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Proposicion 4.2.5. Sea B : A — U una familia de tipos. Si A es contractible y
para todo x : A, B(x) es contractible, entonces Y (y.a) B(x) también lo es.

Demostracion. Sea ag : A el centro de contraccion de A, y sea by : B(ag) el
centro de contraciéon de B(ag). Mostraremos que (a9, by) es un centro de contrac-
cién. Dado (a,b) : ¥(x.4) B(x), necesitamos mostrar camino p : a9 = a tal que
rB(p,by) = b. Por un lado, este p existe por contractibilidad de A. Por otro lado,
tenemos:

trB(p,bg) = trB(p,trP(p~1, b)) Por contractibilidad de B(ap)
=t (p~tep,b) Por el Lema 3.4.2

Corolario 4.2.6. La contractibilidad se preserva bajo productos.

Demostracién. Aplicacion directa de la proposicién anterior en el tipo A(x: A). B.

]

Proposicién 4.2.7. Sea B contractible y sea v : B — A una retraccion. Entonces
A es contractible.

Demostracion. Sea b : B el centro de contraccién de B, y sea s : A — B la seccién
correspondiente de r. Mostraremos que r(bg) es un centro de contraccién de A,
en efecto, tenemos:

r(by) = r(s(a)) Por contractibilidad de B

=a Por ser s la seccién de r

Consideremos el tipo

H isContr(x =4 y) = H Z H (4.1)

Xy A (xy:A) (px=y) (q:x=y)

Este tipo indica que, para todo par de elementos de A, el tipo de caminos entre
ellos es contractible. En particular, para todo x,y : A, tenemos un camino p : x =
y entre estos. Para ver que esta condicién es también suficiente, necesitaremos un
lema previo.

Lema 4.2.8. Sea A un tipo, a,x1,y1 : A y p: X1 = Xp,4 : @ = X] caminos.

Entonces

= (p, ) = g+ p

Demostracion. Aplicando induccién a ambos caminos, ambos lados de la igualdad
se reducen a refl,. O
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Noétese que este lema corresponde a la accién functorial (covariante) del fun-
ctor Hom(a, —) mencionado en el Ejemplo 1.16. Existe un resultado anélogo para
tr’¥ == correspondiente a Hom(—,a), el cual no necesitaremos.

Proposicién 4.2.9. Sea A un tipo. El tipo (4.1) estd habitado si y solo si para
todo x,y : A, tenemos que x = y.

Demostracion. Ya mostramos un lado de la implicaciéon, veamos el caso de la
reciproca. Por hipétesis, tenemos una funcién f : [L(xy:4) x = y. Consideremos
la funcién g : [](.4) x = z definida por g(z) = f(x,z).

-1

Mostraremos que (g(x)) ™" *g(y) es el centro de contraccién. En efecto, dado

p : x =y tenemos:

(8(x) " g(y) = (8(x)) "=t (p,g(x))  Porel Lema 3.4.5
= (g(x))’l . (g(x) . p) Por el Lema 4.2.8

]

Ya habiamos encontrado esta propiedad previamente, en nuestra discusion
del axioma K en la seccion 3.8, pues este axioma indica justamente que todos los
elementos del tipo x =4 y son iguales entre si. Desde una perspectiva logica, las
proposiciones estan caracterizadas por la propiedad de tener un valor de verdad,
ser verdaderas o falsas. No es relevante qué elemento en particular tenemos de una
proposicion, por lo que podemos considerar a todas como iguales. Esto sugiere
que el tipo (4.1) previo corresponde a la propiedad de ser una proposicién.

Definicion 4.2.10. Decimos que un tipo P es una proposicion simple si es
que el siguiente tipo esta habitado.

isProp(P) := [ (x=y)

x,y:A

Ejemplo 4.2.11. Todo tipo contractible es una proposiciéon simple. En efecto,
sea (c,p) : isContr(A), entonces para todo x,y : A tenemos x = ¢ = y. En
particular, el tipo 1 es una proposicién simple.

Ejemplo 4.2.12. El tipo 0 es una proposiciéon simple. Si tenemos x,y : 0 tene-
mos inmediatamente una contradiccién, por lo que podemos derivar el resultado
deseado.

Ejemplo 4.2.13. Para toda f : A — B, isequiv(f) es una proposicién simple;
este es justo uno de los requisitos que habiamos pedido de una nocién correcta
de equivalencia homotopica.

Ejemplo 4.2.14. Para todo m,n : IN, el tipo m = n es una proposiciéon simple.
Puesto que (m = n) ~ (code(m,n)), es suficiente demostrar que code(m,n) es
una proposicion simple. Procedemos por induccién en m y n. Cuando ambos son
0, entonces code(0,0) = 1, y ya hemos visto que esta es una proposicién simple.
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Cuando uno es un sucesor y el otro no, code(m,n) = 0, y sabemos que este
tipo también es una proposicién simple. Finalmente, cuando tenemos succ(m)

y succ(n), entonces code(succ(m),succ(n)) = code(m,n), por lo que podemos
aplicar la hipoétesis de induccion.

Podemos volver a iterar, y preguntarnos qué propiedad satisfacen aquellos
tipos cuyos caminos son todos proposiciones simples; veremos que esta es justa-
mente la propiedad de ser un conjunto.

Definicién 4.2.15. Un tipo A es un conjunto si el siguiente tipo esta habitado

isSet(A) 1= ( 1T II =9

xy:A) (p.g:x=y)

Topolégicamente, esta propiedad nos indica que todo par de caminos con los
mismos extremos son homotépicos entre si. Es decir, tienen el mismo tipo de
homotopia que un espacio con la topologia discreta. Asi, lo tinico relevante en un
conjunto son sus elementos diferentes, lo que captura la nociéon usual de MC.

Ejemplo 4.2.16. El tipo 0 es un conjunto, pues de x, 1 : 0 se deriva un absurdo.

Ejemplo 4.2.17. El tipo IN es un conjunto, pues por el Ejemplo 4.2.14, para
todo m,n : IN, m = n es una proposicion simple.

Notese que con este tipo, podemos hacer definiciones como el tipo de todos
los conjuntos:

Sety := ) _ isSet(A)
AU
Es claro que podemos siguer iterando este tipo de preguntas al infinito. Po-
demos indigar respecto a todas estas propiedades, definiendo la siguiente familia
de tipos.

Definicion 4.2.18. Definimos ser un n-tipo, a través de recursion en los naturales
de la siguiente forma

is-(n —2)-type: U — U
is-(0 — 2)-type(A) := isContr(A)

is-(succ(n) — 2)-type(A) := H4 is-(n — 2)-type(A)
X,y

Asi, los (—2)-tipos son los tipos contractibles, los (—1)-tipos las proposicio-
nes simples, los 0-tipos los conjuntos, etc. La razén de empezar desde el —2 es
porque ahora tenemos la siguiente descripcion mas sugerente: para n : IN, el tipo
A es un n-tipo si solo tiene m-caminos no-triviales para m < n. Esta es una
nociéon comiunmente estudiada en topologia algebraica, llamada ahi el n-tipo de
homotopia.

Dada esta nueva interpretacion, nuestra intuiciéon geométrica sugiere una serie
de resultados. Mostraremos aqui algunos.
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Proposicion 4.2.19. La jerarquia de n-tipos es cumulativa; es decir, si A es un
n-tipo, también es un succ(n)-tipo.

Demostracion. Procedemos por induccién en n. Para el caso base, sea A un tipo
contractible, necesitamos mostrar que los caminos en A son contractibles. Sea
(c,p) : isContr(A), y sean x,y en A. Primero, tenemos que p(x)~'+ (p(y)) :
x = y. Queremos mostrar que este es el centro de contracciéon. Dado otro camino
g : x =y, por induccién, es suficiente mostrar que p(x)* (p(x))~! = refly, lo que
ya hemos visto previamente.

Para el caso general, si A es un succ(n)-tipo, tenemos que x = y es un n-tipo
por definicién, por lo que por la hipétesis de induccién concluimos que x = y
también es un succ(n)-tipo O

Proposicion 4.2.20. Los n-tipos se preservan bajo retracciones. Es decir, para
todon > =2, sir: B = A es una retraccion y B es un n-tipo, entonces A
también es un n-tipo.

Demostracion. Realizaremos la prueba por induccién en n. El caso base, 1o mues-
tra la Proposicién 4.2.7. Entonces, supongamos que B es un succ(n)-tipo, y sean
s: A — Blaseccibn de r, y € : ros ~ id la homotopia correspondiente.

Dados aq,a, : A arbitrarios, necesitamos mostrar que a1 = ap es un n-tipo,
pero por la hipotesis de induccién, es suficiente mostrar que tipo es un retracto
de s(a1) = s(ap). Realizaremos esto a continuacion.

Para la seccién, tomamos

aps @ (a1 = a2) — (s(a1) = s(az)),

mientras que la retraccion t : (s(ay) = s(az)) — (a1 = az) la definimos por

t(q) = e;ll +7(q) " €qy.

Para concluir la prueba, necesitamos t o ap.id; es decir, que para todo p : a1 = ap

se tenga que
1

€, *7(s(p)) =€y = p,

pero esto es una consecuencia del Lema 3.5.2. 0

Como una consecuencia de esta proposicién, podemos obtener el siguiente
resultado sin usar univalencia.

Corolario 4.2.21. Los n-tipos se preservan bajo equivalencias.

Demostracion. Una la existencia de una equivalencia A ~ B implica que A es
una retracciéon de B, por lo que si B es un n-tipo, entonces A también lo es. [

Finalmente, presentamos la generalizacion de la Proposicion 4.2.5.

Proposicion 4.2.22. Los n-tipos se preservan bajo sumas dependientes. Fs decir,
sea para todon > —2, si A es un n-tipo y la familia de tipos B : A — U satisface
que B(a) es un n-tipo para todo a : A, entonces Y (x.o) B(x) es un n-tipo.
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Demostracion. Realizaremos la prueba por inducciéon en n. El caso base, lo mues-
tra la Proposicién 4.2.5. Entonces, supongamos que A es un succ(n)-tipo y B(a)
es un succ(n)-tipo para todo a : A. Dados (a1, b1), (a2,b2) @ Y (r.a) B(x) arbi-
trarios, necesitamos mostrar que (a1,b;) = (ap,b) es un n-tipo. Pero por la
caracterizacion de caminos dependientes, tenemos:

((a1,b1) = (a2, b2)) =~ Y (trP(p,b1) = o)

p:ay=ay

Pero el tipo de la derecha es un n-tipo por la hipotesis de induccion, por lo que,
por el Corolario 4.2.21, el tipo de la izquierda también lo es. [

4.3. Tipos Inductivos Superiores

Como ya mencionamos en la Seccion 3.10, los tipos que hemos introducidos
hasta ahora, pueden ser considerados como aquellos libremente generados por sus
constructores, aquellas constantes y funciones que nos permiten formar elemen-
tos del tipo. Asi, por ejemplo, los naturales estan libremente generados por la
existencia de un elemento 0 : IN y la funcién succ : IN — IN.

Podemos expandir este procedimiento para que los constructores incluyan
no solo elementos del tipo, sino también caminos entre los elementos. Aquellos
tipos que incluyen constructores de caminos son llamados Tipos Inductivos
Superiores, o HITs, por su nombre en inglés, Higher Inductive Types. Veamos
uno de estos.

Definicién 4.3.1. El intervalo, denotado I, es el tipo generado por

= un punto 0y : I,
= un punto 1y : I, y
= un camino seg : 0 = 1;.

Este tipo representa un camino abstracto; es decir, el tipo de homotopia de
un intervalo cerrado en los reales. Nétese que la definicién logra esto sin hacer
ninguna mencién a toda la maquinaria usual de MC (distancia, bolas, topologia,
clases de equivalencia, etc).

El principio de recursién de los tipos indica que estos pueden ser mapeados
hacia tipos que comparten su estructura interna. En efecto, existe un algoritmo
que permite deducir el principio de recursion (y el de induccién), dado los cons-
tructores de un tipo. No abordaremos este tema, y daremos estos principios para
los tipos que usaremos.

En el caso del tipo del intervalo, el principio de recursién dice que dado un
tipo B junto con

= un punto by : B,
= un punto by : B, y
= un camino s : by = by,
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existe una tnica funcién f : I — B tal que f(07) = bo, f(11) = b1, y f(seg) = s.
Notese que las primeras dos igualdades son por definicién, mientras que la tercera
de estas es una igualdad proposicional.

El principio de induccién de un tipo, como ya hemos mencionado, es el princi-
pio de recursion generalizado para familias dependientes. Entonces, para el caso
dice que dado una familia de tipos P : I — U, junto con

= un punto by : P(0;),
= un punto by : P(ll)’ y
= un camino levantado s : P(by) :feg P(by),

existe una tnica funcién f : J]i.p) P(x) tal que f(0r) = by, f(11) = by, vy
apd f(seg) = s. Con este principio, podemos demostrar que, como se esperaria,
este tipo es contractible.

Proposicién 4.3.2. El tipo I es contractible.

Demostracion. Mostraremos que 07 es un centro de contracciéon. Asi, necesitamos
una funcion [,.p (07 = x). Por el principio de induccién, podemos definir f por:

£(0r) := refly,: 0 = 0,

f(1;) :=seg :0; =1;.
junto con el hecho de que existe un camino p : refly, :éexg' Or=x seg. Pero por el
Lema 4.2.8, esto es equivalente a un camino refly, * seg = seg, el cual tenemos por
el Lema 3.2.2. ]

Por este resultado, junto con la Proposicién 4.2.4, el tipo I es equivalente al
tipo 1. A pesar de esto, este tipo igual es interesante, pues nos permite realizar
otros tipos de argumentos.

Teorema 4.3.3. Sean f,g: A — B funciones tales que para todo x : A se tiene
que f(x) = g(x). Entonces, f = g.

Demostracion. Por recursién, podemos definir una funcién a« : A — (I — B) por
a(x)(07) := f(x): B,
a(x)(1;) := g(x): B.

notando que por suposicién, tenemos un camino p : f(x) = g(x). Ahora, podemos
invertir el orden de las variables, generando una funciéon

B:=Ax:I).AMy:A).a(y)(x): I - (A — B).

Finalmente, vemos que B(seg) : B(0r) = B(11), pero B(0;) = fy (1) =g. O

Otro HIT, quizés mas interesante, es el circulo, el cual estudiaremos a mas
detalle en la proxima seccion.

Definicién 4.3.4. El circulo, denotado S, es el tipo generado por



4.8. Tipos Inductivos Superiores 72

» un punto base: 81, y
= un camino loop : base = base.

Su principio de recursion indica que dados

= un punto b: B, y
= un camino £ : b = b,

existe una tnica funcién f : S' — B tal que f(base) = by f(loop) = ¢. El
principio de induccién dice que dada una familia de tipos P : 8! — U, junto con

= un punto b : B(base), y

= un camino £ : b :E)Op b,

existe una tnica funcién f : [T .1 B(x) tal que f(base) = by apdy(loop) = £.
Similarmente, usando esta misma técnica, podemos definir la esfera.
Definicién 4.3.5. La esfera S? es el tipo generado por

» un punto base : 82, y
= un 2-camino surf : reflpyse = reflpase,

Este tipo de definiciones es analogo a la construccion de algunos espacios como
CW complejos. Veamos el caso del toro.

Definicién 4.3.6. Podemos definir al toro T2 como el tipo generado por

» un punto b : T2,

= un camino p : b = b,

» otro caminog:b=2>b,y

= un 2-camino camino f: p*q =4g-p,

Esta definicién corresponde al toro como un cuadrado con los lados opuestos
identificados. Nétese la mayor elegancia y simplicidad de esta construccion, que
evita apelar a nociones técnicas como lo es la topologia cociente.

Los HITs no solo sirven para crear espacios topoldgicos (salvo homotopia), sino
también permite la implementacion de algunas operaciones sobre tipos, veamos
un ejemplo.

Definicién 4.3.7. Dado un tipo A, podemos definir su O-truncacién ||A|,
como el tipo generado por

= una funcién ||, : A — [|A]lg, ¥
= para todo par de puntos x,y : ||A|ly y par de caminos p,q : x = y, una
igualdad p = g.

Su principio de recursion indica que dados

» una funciéon g: A — B,y
» para todo par de puntos x,y : By par de caminos p,q : x = y, una igualdad

P=49
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existe una unica funcién f : [|A||; — B tal que f(|x|,) = g(x), para todo x : A,
y apy lleva el camino de p = g en [|Af|; en el camino especificado f(p) = f(q)
en B.

Este tipo efectivamente trivializa los 1-caminos, pues todos se vuelven homo-
topicos entre si. Por otro lado, esto es lo inico que hace, como uno esperaria, deja
a los conjuntos intactos.

Proposicién 4.3.8. Sea A un conjunto, entonces ||All, = A.

Demostracion. Por univalencia, es suficiente demostrar que ||Al|, >~ A. Por un
lado, tenemos una funcién f : ||A||; — A definida por recursién, con f(|x|,) = x.
Por otro lado, tomamos ||, : A — [|A||, como la quasi-inversa.

Por definicién de f, vemos que f o ||, ~ id. Para ver que |-|,0 f ~ id, por
unicidad de la funcién proveniente de recursion, solo necesitamos comprobar que

([=loo fol-lo)(x) =[xl
pero nuevamente esto se da por definicién de f. [

Existen n-truncaciones para n > —1, las cuales “truncan” A hacia un n-tipo,
pero no abordaremos estas construcciones.

Finalmente, los HI'Ts permiten la definicion de tipos de una manera més conci-
sa. Por ejemplo, el tipo de los enteros Z generalmente se define como un cociente
de IN x IN; sin embargo, la siguiente descripcién [2] es més 1til (y més elegante).

Definicién 4.3.9. El tipo de los enteros Z es el tipo generado por

= un elemento Oy : Z
= una equivalencia succy : Z ~ Z.,

junto con el hecho de que Z es un conjunto.

Aqui, la equivalencia succz corresponde al hecho de que la funcién sucesor
posee una quasi-inversa, la funciéon predecesor.
El principio de recursion de Z indica que dados

= un punto b: B,y
= una equivalencia s : B ~ B,

existe una tnica funcion Z — B tal que f(0z) = b y para todo x : Z,

f(sucez(x)) = s(f(x)).

El principio de induccion, lo omitimos, pues no lo necesitaremos.

4.4. El grupo fundamental del circulo

El grupo fundamental 7t1(X) permite generar un objeto algebraico, a partir
de las operaciones de concatenacion de los 1-caminos en X. Sin embargo, esto se
puede generalizar para n-caminos, para n > 1.
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Definicién 4.4.1. El espacio de n-caminos cerrados en un tipo A con base a : A,
es el tipo

O%(A,a) = (A, a)
O (A, q) := Q" ((a =4 a),refl,)

Definicién 4.4.2. Sean > 1 y sea A un tipo con a : A, definimos el n-ésimo
grupo de homotopia de A centrado en a como el tipo

(A, a) := [lpry (Q"(A, 2)) o

El objetivo de esta seccién es demostrar que 7 (S!, base) = Z. De hecho,
demostraremos algo atin mds fuerte, que (base = base) ~ Z. Comencemos con el
regreso de las quasi-inversas.

Lema 4.4.3. Existe una funcion loop” : Z — (base = base).

Demostracion. Por el principio de recursion de los enteros, necesitamos un ele-
mento de base = base, el cual escogemos que sea reflp,se, junto con una equiva-
lencia s : (base = base) ~ (base = base). Definiremos esta equivalencia como la

asociada al siguiente par de quasi-inversas, f(p) := p+loop y g(p) := p+loop™".

f(g(p)) = prloop™" +loop = p
8(f(p)) = prloop=loop " = p
0

Esta funcién lleva al 0z al camino constante, lleva a los enteros positivos 7 a
n concatenaciones de loop, y enteros negativos —n a n concatenaciones de loop~ !,
de igual manera que en la demostraciéon usual de MC.

Para generar una funcién (base = base) — Z utilizaremos el método encode-

decode, caracterizando el tipo de caminos (base = x), para x : st

Definicién 4.4.4. Definimos la funcién Cover : S! — U por recursién en el
circulo:

Cover(base) := Z
Cover(loop) := ua(succz)
Asi, Cover representa el espacio de cubrimiento usual del circulo. Podemos

realizar calculos con este tipo, por ejemplo, que transportando un natural a lo
largo de loop es lo mismo que sumarle uno.

Lema 4.4.5. Para todo x : Z, se tiene que

trVer (loop, x) = succz (x)
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Demostracion. Tenemos que

trCer (loop, x) = tr4°“°ve"(loop, x) (Def. de id)
= tr'd(Cover(loop), x) (Lema 3.4.7)
= tr'd (ua(succz), x) (Def. de Cover)
= pr; (idtoeqv(ua(succz))) (Def. de idtoeqv)
= succy (Def. de ua)
0
Procederemos a demostrar ahora la equivalencia (base = x) =~ Cover(x),

para todo x : S!. Tenemos que generar las dos quasi-inversas y mostrar que sus
composiciones son homotopicas a la identidad.

Lema 4.4.6. Tenemos una funcion

encode : | [ (base = x) — Cover(x)

x:61
Demostracion. Definimos encode por encode(x, p) := tr“®¢'(p,0z7). O

Intuitivamente, encode toma un camino base = x y lo lleva al tipo asociado
transportando 0.

Lema 4.4.7. Tenemos una funcion

decode : [ | Cover(x) — (base = x)

x:G!

Demostracion. Definimos decode usando el principio de induccién sobre la familia
de tipos
C := A(x:S!). (Cover(x) — (base = x))

Para esto, primero necesitamos un elemento de C(base), tomaremos a loop” como

este. Para completar la induccién necesitamos un camino loop”™ :E) op loop”™. Pero
observamos que
(V. (Cover(x) = (b2se=1))) (I 0p, lo0p")

= tr°2*=" (loop, - ) o loop” o tr*"®"(loop~ !, -) (Lema 3.7.3)

= (—+loop) o loop™ 0 tr*°"*"(loop~?, -) (Lema 4.2.8)

— loop” o succz o tr*°"® (loop !, -) (Def. de loop”)

— loop” 0 tr®®*"(loop, ) o tr*®*®"(loop ™!, ) (Lema 4.4.5)

= loop™ 0 tr*°®" (loop ! = loop, ) (Lema 3.4.2)

= loop” 0 tr°V¢" (reflysee, ) (Lema 3.2.4)

= loop” (Def. de tr)
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Intuitivamente, decode toma un elemento de Cover(x) y lo lleva al tipo aso-
ciado inducido por loop”.
Ahora, la primera de las dos homotopia requeridas es inmediata.

Lema 4.4.8. Para todo x : S! y p : base = x, tenemos que
decode(x, encode(x, p)) = p

Demostracion. Por induccién, podemos asumir que p es refly,se, pero entonces:

decode(base, encode(base, refly,s.)) = decode(base, trc°"er(

= decode(base, 07)
= loop™(0z2)
= reflpase

reflpase, OZ) )

La otra homotopia es mas complicada, y necesitaremos uno lemas previos.

Lema 4.4.9. Sea f : Z — Z una funcion tal que f(0z) = 0z y tal que
f osuccy ~ succz o f,
entonces f ~ id.

Demostracion. Noétese que la funcion identidad cumple que
id o succy ~ succz oid,
por lo que, por la unicidad de la funcién preveniente de recursion, f ~ id. [

Este resultado indica que la identidad es la tinica funcién que conmuta con la
funcion sucesor.

Lema 4.4.10. Para todo x : S, p : x = base y y : Cover(x) se tiene que

trCover ( rCover(

prloop,y) = succz(t p,Yy))

Demostracion. Por induccién, podemos asumir que p es reflp,qe. Entonces, se tiene

que

trCover( — trCover(

reflpase * loop, ) loop, ) = succz(y).

]

Este resultado indica cuando transportamos Cover a lo largo de un camino
p = loop, esto es lo mismo que haber transportado a lo largo de p, y luego sumarle
1.

Lema 4.4.11. Para todo x : Z, se tiene que

encode(base, loop™(x)) = x
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Demostracion. Por el Lema 4.4.9, es suficiente mostrar que la funcién
h = A(x:Z).encode(base, loop™(x))

satisface que evaluada en 0z es 0z, y que conmuta con succz. Por un lado, vemos
que
h(0z) = encode(base, refly,e) = 07

Por otro lado, tenemos que

h(succz(x)) = encode(base, loop”(succz(x))) (Def. h)
= tr°*(loop"(succz (x)), 07) (Def. encode)
= tr°* (loop”(x) * loop, 07) (Def. loop”)
= succz (tr®"(loop™(x), 0z)) (Lema 4.4.10)
= succyz(encode(base, loop™(x))) (Def. encode)
= succz (h(x)) (Def. h)

Con todos estos lemas, procedemos a mostrar la tltima homotopia.

Lema 4.4.12. Para todo x : S* y p : Cover(x), se tiene que
encode(x, decode(x, p)) = p
Demostracion. Sea

C = A(x:Sh). [] encode(x,decode(x, p)) = p.

p:Coverx

El lema es equivalente a mostrar una funcién A(x:S!). C(x). Probaremos la exis-
tencia de esta funciéon usando el principio de induccién del circulo. Primero, de-
bemos dar un camino

g : encode(base, loop™(x)) = x,

C
loop

ap se tenga

el cual tenemos por el lema previo. Ahora, necesitamos un camino g = g. Pero

__Cover

por el Lema 3.7.4, es suficiente que para todo camino B : a4 =loop

que
AMxy): X sl Cover(x)).encode(x,decode(x,y))=y
9(01) =i (toopm) q(a2)

Pero puesto que Z es un conjunto, ambos caminos son iguales inmediatamente.
[

Con todos estos resultados, obtenemos una caracterizacion del tipo de caminos
base = x.

Proposicién 4.4.13. Para todo x : S', tenemos que base = x ~ Cover(x).
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Aplicando esto en x := base, por univalencia obtenemos el siguiente corolario.
Corolario 4.4.14. FEl tipo base = base es igual a el tipo de los enteros Z.
Finalmente, podemos calcular el grupo fundamental del circulo.
Corolario 4.4.15. El grupo fundamental del circulo es Z..

Demostracion. Tenemos que ||Z||, = Z por la proposicion 4.3.8. Entonces, como
base = base es Z, obtenemos 71 (S') = Z. O



Capitulo 5

Conclusiones

Hemos introducido la Teoria Homotépica de Tipos, en donde el concepto
principal es de tipos y elementos de tipos. Hemos visto que esta teoria puede
interpretarse desde tres perspectivas distintas, la logica, la categérica y la homo-
topica.

Desde la perspectiva légica, los tipos representan proposiciones y los elemen-
tos representan las pruebas de estas. Desde la perspectiva categérica, los tipos
son oco-grupoides, siendo los objetos los elementos del tipo, y los morfismos las
igualdades entre ellos. Desde la perspectiva homotopica, los tipos son tipos de
homotopia de espacios topoldgicos, y las funciones entre tipos corresponden a
funciones continuas.

Hemos visto que, utilizando un niimero muy limitado de reglas y axiomas,
esta teoria permite formalizar de una forma més abstracta conceptos comunes de
la matematica como lo son los grupos, caminos, homotopia, entre otros.

En particular, vemos que podemos definir CW complejos de una forma més
elegante, utilizando Tipos Inductivos Superiores, y podemos manejarlos de una
manera similar a la usual, lo que nos ha permitido demostrar que 71q (Sl) =Z,a
modo de ejemplo.

HoTT todavia es una rama nueva en desarrollo, y existen multiples grupos
que estan traduciendo la matematica clasica a este nuevo lenguaje. Creemos que
en el futuro HoTT, o una variante similar a esta, sera la teoria principal sobre
la cual se desarrollard las matematicas, y la teoria de conjuntos ya no sera la
herramienta principal para formalizar conceptos.

Finalizamos exhortando al lector a indagar mas sobre HoTT, y a contribuir
en algunas de las organizaciones que promueven su adopcién, como lo son Agda-
Unimath y 1Lab.



Apéndice A
Lista de reglas

Reglas A.1. (Reglas basicas de universos)

T ctx I'EA:U;
U;-INTRO L U-CUMUL
FI—Z/{Z-:Z/I{H Fl—A:Z/{H_l
Reglas A.2. (Reglas bésicas de contextos y variables)
A, X1 A AL U,
otk Ot EMP X1:41 Xn—1:4n—1 n Ui BXT

(x1:A1, ..., X1 Ay) ctx

(x1:A1, ..., x5 Ay) ctx
xl:Al,. . .,XnIAn F X; . Ai

Vble

donde la regla ctx-EXT tiene la condicién adicional de que x; debe ser distinta a
las demas variables x1,...,x,_1, v la regla Vble requiere que 1 < i < n. La regla
ctx-EMP tiene 0 hipotesis, por lo que siempre es posible aplicarla.

Reglas A.3. (Reglas bésicas de igualdades por definicion)

I'ta:A I'tra=b:A I'a=b:A IT'b=c: A
I'tra=a:A I'b=a: A T'Fa=c: A
'a:A '-A=B:U; 'ra=b:A '-A=B:U;
I'a:B I'a=b:B

Reglas A.4. (Reglas de funciones dependientes)

I'-A:U; ILx:AFB:U;
I Tlxa) B: Ui

IT-FORM

I'x:AFb:B

T AR:A)b: [Lp) B 0

donde la expresion [],.4) B liga a x hasta el final de esta.

l“l—le—[(x:A)B 'Fa:A
't f(a): Bla/x]

IT-ELIM



81

I'x:AFb:B I'ta:A
' (A(x:A).b)(a) =bla/x]: Bla/x]
I f . H(x:A) B
I f=(Akx:A) f(x) : TIxa) B
Reglas A.5. (Reglas de pares dependientes)

THFA:U; THFB:A—U
FFZ(x;A)B:ui

I[1I-COMP

[1-UNIQ

>-FORM

I-B:A—U TrFa:A TFb:B(a)
Fl—(a,b):z(x:A)B

donde la expresion ) (. 4) B liga a x hasta el final de esta.

I'=C:(CwaB) = Ui TEg:Tlaa) ) C((a,b))
Ik p- E(x:A)B

>-INTRO

— Cap >-ELIM
I md):(x;A)B :C(p)
I'-C:(CeayB) U TFg:Tlaa) [Tp:pa) Clab)
'a:A Thkb:Bla/x] S COMP
. Cglab) _ i
T mdzig ") = g(a)(b) : C((a,b))
Reglas A.6. (Reglas del tipo 0.)
———— 57, 0-FORM 0-ELIM
THO:U T+ ind§”: C(z)
Reglas A.7. (Reglas del tipo 1.)
I ctx I ctx
TH1:U 1-FORM TEx:1 1-INTRO
'-C:1—U; TFc:C(%) FI—a:llELIM

T+ indS“" : C(a)
r-C:1—-U; Thrc:C(%)

— e 1-COMP
I'Find;" =c:C(%)
Reglas A.8. (Reglas del coproducto.)
r-A: Z/{l' I'-B: Z/{i
+-FORM

I'FA+B:U;
'-A:U; I'-B:U; I'Fa:A
['inl(a): A+ B
'-A:U; I'-B:U; '-b:B
['Finr(b): A+ B

+INTRO;

+-INTRO;



I'=C:A+B—U  TFEc:I]ya Clinl(x))
I'+d: Ty Clinr(y)) 'Fe:A+B

T+ ind§75° : Ce)

+-ELIM

FI—CA+B—>L{, Fl—c:]_[(x:A)C(inl(x))
I'=d:]gp) Clinr(y)) F'Fa:A

T Find74 ™ = c(a) : C(inl(a))

+-COMP,

THC:A+B—=U  Tkc:[pa Clinl(x)
I'+d:[1yp Clinr(y)) I'-b:B

T Hindy 7 %™ = d(b) : C(inr (b))

+-COMP;,

Reglas A.9. (Reglas del tipo IN.)

I ctx
TFIN:u FORM

I ctx I ctx
—————= ___ IN-INTRO IN-INT
TH0:N ' TFsuec:N SN ROz

FI—C:]N—H/IZ- FI—C():C(O)
Ik ¢ : [Ty C(n) — C(succ(n)) 'kn:NN

Tk indg" : C(n)

FI—C:]N—N/{Z' I"_C()IC(O)
I'F ¢t [Ty C(n) — C(succ(n))

I indﬂc\fco’*’O =¢o:C(n)

THC:N—=U TFc:C(0)
't ¢t [Ty C(n) — C(succ(n)) 'kn:NN

TF indﬂc\f‘)’cs’succ(”) = ¢5(n,indS ")+ C(succ(n))

IN-ELIM

N-COMP;

IN-COMP,

Reglas A.10. (Reglas del tipo de identidades.)
I'-A:U; 'Fa:A 'Eb: A
I'Fa =A b: L{i
'-A:U; 'Fa:A
IF'krefl,:a=45a

I'ECillpyay(x=ay) = U Tkc:Tlza C(zzrefly)
I'Fa:A '-b:A I'Fp:a=40

=-FORM

=-INTRO

. Ceabp =-ELIM
I'=ind=, : C(a, b, p)
r=c: H(x,y:A) (x =A y) — U; I'-c: H(Z:A) C(Z, z, reﬂz)
'Fa:A __COMP

Ik indg'/i'”'”'“*‘c"z =c(a) : C(a,a,refl,)
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