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RESUMEN
INTRODUCCION A LAS ALGEBRAS GEOMETRICAS EUCLIDEANAS
Carlos Alcantara Michuy
Diciembre 2018
Asesor: Dr. Edgar Vera Saravia

Titulo obtenido: Licenciado en Matematica Pura

La tesis presenta el dlgebra geométrica AG(3) como un R — subespacio vectorial del anillo
de polinomios provisto de un producto de polinomios modificado por la condicién de Dirac.
El dlgebra AG(3) de elementos multivectoriales se descompone como suma directa de sub-
algebras asociativas los cuales veremos que poseen isomorfismos con las dlgebras ya conocidas
, R R3, C y los cuaterniones de Hamilton H . Las aplicaciones del AG(3) son diversas, para
las areas de matematicas como la fisica, veremos que las rotaciones y reflexiones de vectores
sobre un plano y su proyeccion sobre el mismo se presentan de una forma maés compacta en
el AG(3). A la vez el Algebra Geométrica presenta una version més generalizada y compacta
de la derivada y los conceptos clasicos del calculo como es la gradiente, el rotacional y la
divergencia que se estudian por separados, seran unificadas con el concepto de la derivada

geométrica, como se muestran en los teoremas de Stokes y la divergencia.
Palabras Clave:
= Algebra Geométrica
= Multivectores

= Derivada geométrica.



ABSTRACT
INTRODUCTION TO THE EUCLIDEAN GEOMETRIC ALGEBRAS
Carlos Alcantara Michuy
December 2018

Adviser: Dr. Edgar Vera Saravia

Obtained Degree: Mathematician
The thesis presents the geometric algebra AG(3) as a R — subspace vector of the polyno-
mial ring provided with a product of polynomials modified by Dirac’s condition. The AG(3)
algebra of multivector elements is decomposed as a direct sum of vector sub-spaces which
have isomorphisms with the known algebras R, R3, C and Hamilton’s quaternions H. The
applications of AG(3) are diverse, for the areas of mathematics such as physics, but we will
focus on the rotations and reflections of the vectors in the plane and their projection on a
plane. In the AG(3) a more generalized and compact version of the derivative is presented.
and the classical concepts of calculus such as the rotational and divergence that are studied

separately will be unified with the concept of the geometric derivative. As shown in Stokes’

theorem and divergence.
Key Words:
» Geometric algebra
» Multivectors

» Geometric derivative.
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Introduccion

El Algebra Geométrica (AG) naci6 del esfuerzo al desarrollar una herramienta mateméti-
ca para resolver problemas usando elementos geométricos. Los pioneros y més representa-
tivos que aportaron sobre esta teorfa fuerén : Hermann Grassmann (1809-1879),William
Hamilton(1805-1865), William Clifford(1845-1879) y finalmente David Hestenes (1933- ).
Grassmann obtuvo el producto exterior y el producto interior genérico; Hamilton aporté sus
Cuaterniones, los cuales como aplicacion se tiene las rotaciones de vectores en 3 dimensiones,
Clifford fusioné los trabajos de Grassmann y Hamilton para crear el Algebra Geométrica,
lamentablemente después de pocos meses fallecié sin poder completar su trabajo, por ulti-
mo Hestenes retomo los trabajos anteriores y enfocd en mejorar los aspectos geométricos y
computacionales a la fecha.

El Algebra Geométrica tiene como punto de partida un espacio lineal finito, en la tesis
se desarrollard a partir del espacio vectorial R® en el cual a partir de nuevas operaciones
otorgadas este generara el espacio lineal AG(3).

El Algebra Geométrica definida en el capitulo I, poseé una estructura matematica amiga-
ble que contiene sub algebras isomorfos al espacio R3, a los reales R, los niimeros complejos
C y al conjunto de los Cuaterniones H.

La tesis se divide en 6 capitulos.

En el capitulo 1 se define el Algebra Geométrica AG(3) como un R-espacio vectorial de
polinomios en las variables candnicas ,provisto del producto de polinomios modificado por
la condicién de Dirac. Esta es una deficién alternativa de las notas del Dr. Vera [2]. De
la definicién de AG(3) se obtienen propiedades importantes que se usaran en los capitulos
restantes. De la definicién se demuestra que el AG(3) se expresa como una suma directa de

alebras asociativas y de ahy se obtiene sub algebras isomorfas a los cuaterniones, a los reales,



al espacio vectorial R3, al conjunto de los niimeros complejos, ademds presentaremos como
caso particular el sub-dlgebra bidimensional AG(2). Ademéds se presentard los operadores
mas usuales en el dlgebra, como son el producto interior y el producto exterior, los cuales se

definen del producto geométrico.

En el capitulo 2 se define el angulo orientado entre vectores y la orientacién del plano en
relacion a los vectores que forman el paralelogramo, ademas se presentara aplicaciones del
AG(3) en el plano y en el espacio R? | como es el caso de la reflexién de un vector sobre una
recta que pasa por el origen y la rotaciéon de vectores en el plano, como en el espacio, a la
vez se presentaran los vectores en forma polar, tal expresion serd la férmula generalizada de
la identidad de Euler (¢'™ + 1 = 0), donde i representard un bivector unitario contenido en
un plano, el cual trabaja como operador de rotaciones, pues el producto de un vector por el
bivector ¢ rota un al vector un angulo de 90 grados en el plano generado por el bivector i.

Tambien el bivector i representa como cantidad un plano orientado.

En el capitulo 3 enriqueceremos aun mas las operaciones del Algebra Geométrica al de-
finir operaciones como son el reverso, el inverso, el dual y producto cruz, aqui presentamos

algunas de sus propiedades de los operadores como sus aplicaciones.

En el capitulo 4 se presentara una extension del cdlculo a funciones con valores en AG(3).
La derivada geométrica sera definido de manera natural en una forma mas generalizada y los
conceptos de gradiente, divergencia y rotacional que se estudian de manera independiente
en el calculo vectorial tradicional esta vez serdan unificados con la derivada geométrica, esto

juegara un rol importante en la generalizacion del teorema fundamental del cédlculo.

En el capitulo 5 es el apéndice , donde se detalla las demostraciones de las propieda-
des dejadas en algunos capitulos y a la vez se presenta una forma alternativa del Algebra

Geométrica a traves de las matrices de Paulin.



En el capitulo 6 se extiende el Algebra Geométrica AG(3) a un algebra de dimensién
finita AG(n), se detalla la demostracién donde todo espacio vectorial de dimensién n genera
un Algebra Geométrica AG (n) y viceversa. Es decir existe una relacién bionivoca entre un
espacio vectorial finito y el algebra que esta desarrolla, a la vez de cada r — vector simple
podemos construir un espacio vectorial, como caso particular vemos que dado un vector a
podemos construir el espacio vectorial formado por todos los vectores que viven en la recta
contenida al vector a. En general de un r — vector A podemos construir un espacio vectorial
formado por todos los vectores que cumplen a 1 A = 0.

También en este capitulo veremos una forma compacta de ortonalizar vectores el proceso

conocido como ortogonalizacién de Gram Schmidt.



Capitulo 1

AG(3): El Algebra Geométrica

euclideana tridimensional

Haremos una breve introducciéon de como el algebra de las matrices genera en un inicio el
Algebra Geométrica, luego trabajaremos un desarrollo alternativo el cual dejaremos de lado
tales matrices. Es decir desarrollaremos el algebra de matrices sin matrices como se refiere

en la cita [2].

1.1. EIl algebra no conmutativa C?>*?

Del &lgebra C?*2, como R-espacio vectorial, contiene una subfamilia de matrices dadas
por {09, 01,09,03}. las cuales veremos que poseen propiedades muy interesantes.

Las matrices 0, 01,02 y 03 son llamadas matrices de Pauli y son respectivamente :

Proposicién 1.1.1. FEl dlgebra de las matrices de Pauli.

1. Las matrices o1, 09 y 03, cumple la condicion de Dirac.

005 + 0;0; = 2(5@‘0’0, donde Z,j € {1,2,3}

4



o0, indica el producto de matrices o; por o;. y d;5,es llamado la delta de Kroner, la
cual se define por :

1 si 1=

0 si i1#]

51']' .

. La familia de ocho matrices es una base del espacio vectorial C**2.
[' = {00,01,09,03,0102,0301, 0203, 010203},

Ezplicitamente tenemos:

1 0 01 1 0 0 —2
o1/ \1o) \o-=1) \. o)’
0 —1 — 1 0 — 1 0

) b y
1 0 1 2 —2 0 0 2

es una base del espacio vectorial de R?**? c C?*2,

. Cada elemento de C**? es una combinacion lineal de los elementos de la base I' expli-

citamente tenemos :

3
2x2 .
C = {aoa'() + E E iy i Ty Oy Q0,5 Gy 4y, € R}
m=11<i1<...<i,n <3
. Bl R-espacio vectorial C**? contiene una copia isomorfa del R-espacio vectorial R3,

que asocia su base canonica con las matrices 01,09 Yy 03 respectivamente.

. Se cumplen las identidades (0;0;)(0,0;) = —0¢, esto permite demostrar que el dlgebra
C?**2 contiene una copia isomorfa del dlgebra no conmutativa de los cuaterniones de
Hamilton H que asocia oo con 1 y la familia {0109, 0301,0903} con la base de los

cuaterniones puros.



6. También se cumple la identidad (010203)(010903) = —0.

La prueba se logra de manera directa gracias al producto de matrices.
Observacion 1.1.2. De lo anterior, obtenemos las ideas que han motivado nuestro enfoque:

1. Identificando la matriz identidad o¢ con el niumero real 1, podemos considerar

3
2%X2 .
C** = {ap + E E Qi iy Oy - O G0, Gy iy, € RY,

m=11<i1<...<im, <3

como un R-subespacio vectorial del anillo de polinomios reales R [0y, 09,03], en las

variables o1, 09 y 03.

2. En el presente trabajo desarrollamos una alternativa al Algebm Geométrica desarrolla-
da por Hestenes desde el ano 1960. Encontrar, sin recurrir a representaciones matri-

ciales, un modelo unificador para la fundamentacion matemdtica de la fisica. [7]

1.2. El Algebra Geométrica AG(3)

Nuestras estructuras matematicas iniciales, consideradas simplemente como R-espacios

vectoriales, seran:
1. El espacio cartesiano tridimensional R3.
2. El anillo de polinomios reales R[ey, es, €3], en las variables e, e5 y e3.
3. El R-subespacio vectorial de Rley, e, €3]
{ao + are1 + ases + azes + asers + asesr + ageas + areins; a; € R},
donde, para simplificar, estamos considerando :

€12 = €1€2, €31 = €3€1, €23 = €263 Y €123 = €1€2€3

Definicién 1.2.1. FEl /flgebm Geométrica tridimensional serd el R-espacio vectorial

AG(3) = {ao + are1 + ases + ages + aser + asesy + ageas + azerns; a; € R},

6



provisto de un producto, llamado producto geométrico, distributivo y asociativo (similar

en este aspecto al producto de polinomios) pero mo conmutativo, el cual los elementos e;

estan sujetos a las condiciones de Dirac.

e;ej+eje; =20, con i,j € {1,2,3}. (1.1)
1 st 1=
by = /
0 si i

Observacion 1.2.2. En el contexto de la definicion anterior, al efectuar el producto geométri-

co, las condiciones de Dirac se explicitan en la siquiente tabla.

1 €1 ) €3 | €12 | €23 | €31 | €13

1 1 €1 €2 €3 €12 €23 €31 | €123

€1 €1 1 €12 | —€31 €2 €123 | —€3 | €23

€2 €2 | —€12 1 €23 —€ €3 €123 | €31

€3 | ez | ez | —ex3| 1 | ez | —ex | e | e (1.2)
€2 | €12 | —€2 | €1 | ez | —1 | —e3 | e | —e3

€23 | €23 | €123 | —€3 €2 €31 —1 | —enn| —e;

€31 | €31 | €3 | €13 | —€1 | —ex3 | ep | —1 | —ep

€123 | €123 | €23 €31 €12 —e3 | —ep | —ey | —1

Definicién 1.2.3. De m-vectores y m-vectores simples.

» Fijado m, con 1 <m < 3, y e;, son vectores;i,, € {1,2,3}. Un multivector de grado
m sera llamado m-vector si puede expresar de la siguiente manera :
E Qi .oign Cig -+ Ciy
1<i1 <. <im <3
» Cada uno de los sumandos a;,. ;. €;,...€;, es llamado m-vector simple. Todo m-vector

puede ser descompueta como suma finita de m-vectores simples.

Ejemplo 1.2.1.

El vector a es 1-vector y lo podemos expresar como a = a,e1+ases+azes, cada sumando

es un 1-vector simple.



La expresion Pre1s + [Bae31 + B3ea3 se llamado un 2-vector o bivector, y cada uno de los

sumandos es un 2-vector simple.

= Los 0-vectores, como ag, seran los escalares.
» Los elementos de AG(3) seran llamados multivectores.

» AG,(3) serd llamada el j-espacio vectorial de AG(3).
Donde 7 del 0 al 3 se tiene :

o AGy(3) =R
® AG1(3) = {a161 + g€ + ases, a; € R}
° AG2(3) = {b1612 + baesy + b3623, b; € R}

° AG3(3) = {/\6123, AE ]R}

Se observa que el AG(3) es la suma directa de los j-espacios vectoriales, los cuales

demostraremos que son disjuntos.

3
Es decir AG(3) = 6@ AG;(3)
j=0
= Los AG,,(3) son R-subespacios vectoriales de dimensién (), (0 < m < 3)
Ejemplo AG5(3) es un R-subespacio vectorial de dimension (3) =3.

» Todo elemento M de AG(3) se escribe de manera tnica como suma de j-vectores:

Definicién 1.2.4. El operador grado en el AG(3) se define por :
(); : M e AG(3) — (M); € AG;(3)

(M>j es llamada la j-proyeccion del multivector M al j-espacio AG;(3).
AG,(3) = (AG(3))m, donde 0 < m < 3, denotard la familia de m-vectores.

Un multivector A es llamado homogéneo de grado j si A = (A);
Definicién 1.2.5. El operador grado j ((,);) es un operador lineal es decir,

+ (B),

J

1. (A+B), = (A),

J



2. {(ad); =a(A);=(A);a sia €R.

J

Ejemplo. Sia=2e;+e3 b=e;+ 2e,.

Denotamos ejes = €19

ab = (2e1 + e3)(e1 + 2e) = 2+ 4deqn + €31 + 2e39

(ab)y =2, (ab), =0 'y (ab), =4eis + e31 + 2e3

Proposicién 1.2.6. Presentaremos algunos resultados importantes:

1. La condicion de Dirac es equivalente a las condiciones de Grassmann-Clifford

e;e; =1 yeje; = —e;e; donde, 1,7 € {1,2,3}

2. De lo anterior es inmediato ver que el producto geométrico es no conmutativo.

3. El producto geométrico hereda las propiedades asociativa y distributiva del producto de

polinomios.

4. El producto geométrico es cerrado en AG(3); es decir,

Si Ay Be AG(3) = AB € AG(3)

PRUEBA.- Si Ay B € AG(3), podemos escribir A = 327 ae; y B = 3.1_, bie;

Donde denotamos:
eo =1, es=ere, e5=-e3e1, €5 =e263 y €7 = e€€63,

Cada sumando de un multivector es el producto de los e;, si al desarrollar el producto
AB de forma distributiva y encontramos el producto de 3 o menos vectores e; podemos
ayudarnos con la tabla 1.2, si la cantidad de productos e; es 4 entonces los 4 vectores son
linealmente dependientes es decir por lo menos un vector serd combinancion lineal de los
otros tres, lo cual gracias nuevamente a la tabla este se reduce. Asi AB € AG(3)
Detallamos los coeficientes del producto AB = i ci€;.

i=0

co = apby — azbr,



c1 = agby + a1bg — agby + agbs + asby — asbr — agbs — arbs,
C2 = agby + a1by + agby — azbs — asby + asbs — agbr — azb,
c3 = agbs — a1bs + asbg + azbg — asb; — asby — aghs — arby
4 = apby + a1by — azby + agby + asby — asbs + agbs + arbs,
s = apbs — a1bs — azby — aszby + asbs + asbo — agbs — azba,
c6 = aobg + a1br + azbs — agby — asbs + asby + agbo + azby,
cr = apby + a1bg — asbs + asbs + asbs — asby + agby + a7bg.

Algunos casos particulares del producto de multivectores:

1. Sea a = a1e; + ases +azes 'y b= bie; + baey + bzes, vectores, de la tabla tenemos:
ab = CL1b1 + CLQbQ + a3b3 —+ ((Ilbg — a2b1>€12 + (a361 — a1b3)€31 + (CLng — a3b2)623 y
ba = a1b; + agby + aszbs — (a1b2 - C1251)612 - (a3b1 - a153)€31 - (a2b3 - a3b2)€23~
Si sumamos y restamos tales elementos obtenemos :

ab + ba = a1b1 + a2b2 + (l3b3

ab — b(l = 2[(@1172 — a2b1)612 —f- (U,gbl — a1b3)631 —I— (agbg — 6L3b2)623]

Donde la suma ab + ba es un escalar y ab — ba es un bivector.

2. Sea el bivector B = f1e15 + [aes1 + (3e23 v el vector a = aje; + ases + ases,
Usando la tabla tenemos :

aB = (a3fy — asfr)er + (a181 — azfs)es + (azfs — a1fa)es + (a1 83 + azfBs + asfi)erss
Ba = (agf — azfz)er + (azBs — arfr)ez + (a1f2 — azxfz)es + (a1 B3 + azfla + azfBi)eras

Donde :

(aB)3 = (Ba)s, (aB); = —(Ba)
eBrBa — (4165 + a3y + asf)erns € AGs(3)
eB=Ba — (a3, — asPh)er + (a1 — asPs)es + (a2fs — ar1fa)es € AGH(3)

<GB>1 _ CLB;Ba’ <&B>3 _ aB—;Ba

(1.3)
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Del producto de un vector consigo mismo se tiene el siguiente colorario.

Corolario 1.2.7. De lo anterior, usando la tabla ¢ la 3-condicion de Dirac, resulta:

8.

. AG(3) es un dlgebra asociativa, distributiva y no conmutativa.

3

Dado el vector a =Y a;e;, se tiene :
i=1

3
a2 _ Za? >0 (14)
Dado el bivector B = byseies + bizeres + bazeses € AGo(3) se tiene :

B*=-) b, <0 (1.5)

i<j
Dado el trivector T' = cejezez € AG3(3) se tiene :
T°=—-c*<0 (1.6)

2

Las variables e; son raices cuadradas de 1. (e; =1)

Los productos e;e; con i # j son raices cuadradas de -1 es decir : (e;e;)” = —1
El producto eieses es raiz cuadrada de -1 (616263)2 = -1
Meyog = e103M |, YM € AG(3); es decir, todo multivector conmuta con eja3.

El item 2 del corolario establece un resultado muy importante: Aqui es bueno dar una

interpretacion geométrica a cada r — vector, los 1-vectores o vectores se pueden representar

como flechas orientadas, los 2-vectores o bivectores se representan como planos orientados,

y los trivectores como cubos orientados, sus relaciones entre ellas se pueden ver al rebisar [7]

Proposicién 1.2.8. El producto geométrico de AG(3) induce la métrica euclideana del R3.

Observacion 1.2.9. Otros resultados importantes:

1.

El item 6 indica que los bivectores candnicos e;; no son escalares, ni vectores. Fs-
tos bivectores serdn representados geométricamente como paralelogramos orientados,

ortogonales dos a dos, cuyos lados son los vectores e; y e;. como indica la figura 1

11



67;6]' 61‘6]‘ = —€j€i ejel-

€i €
Figura 1.1: Representacion de la orientacion del bivector e;e;

2. Los bivectores candnicos e1s ; ez ; es3 del AG(3) son tomados en ese orden por
cuestiones historicas. A la vez matematizan las direcciones que establecen “el criterio

de la mano derecha”.

3. El elemento e1a3 es llamado trivector candnico y se representa geométricamente por el

cubo unitario orientado (en concordancia con el criterio anterior).

1.2.1. Resultados y conceptos adicionales

1. La familia {1, e123} es linealmente independiente.
PRUEBA.-

Sia,feR. Cona+ fBejn3 =0
a = —fepz ;0 < a?= (—ﬂ6123)2 = 526%23 = —f3? < 0, Tomando los extremos

llegamos a que : a = 3 = 0.

2. Si A€ AG(3) tal que A= 21'7:0 a;e; = 0, entonces a; = 0 para cada a; € R.
Donde los : ey, e5,e6 y e7 son las expresiones son establecidas por : ejes, ezer, ese3 y

e1es€e3 respectivamente.
PRUEBA.-

Multiplicando e; por izquierda y derecha al multivector nulo A.

Obtenemos €1A61 = qag + a1€1 — o€y — A3€3 — A4€19 — A5€13 + AgCo3 + A7€123 = O,

sumando la expresién con el multivector A y dividiendo por 2 tenemos el multivector

B.; B =ag+ aie; + ageas + areiaz = 0

12



multiplicando es por izquierda y derecha al multivector B

Obtenemos e; Bey = ag — a1€1 — ageas + areiaz = 0,

sumando la iltima expresion con el multivector B y dividiendo por 2 obtenemos :

ag + aze1o3 = 0y del item 1 obtenemos : ag = a7 = 0.

La expresion inicial queda reducida en: aije; + ases + +ages + ageq + ases + ageg = 0
Multiplicando la expresion por el vector e; por ambos extremos y sumando con el
resultdado reducido se obtiene : a; 4+ ager y del item 1 , a; = ag = 0 Completamos la

prueba multiplicando por el vector e, por ambos lados al multivector obtenido.

3. La siguiente familia es una R-base de AG(3):
{17 €1,€2,€3,€1€2, €1€3, €2€3, 616263}'

Del item 1 y 2 se tiene la prueba.

Proposicién 1.2.10. Los AG;(3), son espacios vectoriales disjuntos, para cada i distinto.
1. La familia de j-vectores AG;(3) son R-subespacios vectoriales del AG(3).
2. 1,7 €40,1,2,3} coni# j,= AG;(3)AG;(3) = 0.
(el vector nulo es el unico elemento comin de dos j-espacios vectoriales).
3. Para Aj € AG;(3) se cumple que (A;), =0 Sij#k.

PRUEBA.- El item 3 indica que el j-vector A;, no tiene k-vectores como sumando com-
ponentes, supongamos lo contrario, que el multivector A; tiene como sumando componente
el multivector Ay, es decir : A; = 37, A% + A; donde Al € AG;(3) y Ax € AGk(3) no
nulo, por tal A;> ., A} = Ay , como AG,(3) es un subespacio vectorial tenemos que:

Ay € (AG(3)),; N (AG(3)), # 9, esto se contradice ya que tales subespacios son disjuntos.

Corolario 1.2.11. De la definicion 1.2.3 y de la proposicion anterior tenemos :
1. De lo anterior tenemos los isomorfismos como espacios vectoriales.
AGy(3) 2R y AG5(3) = Reqos
En particular se tiene que todo trivector es maltiplo de eqo3.
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2. Existe un isomorfismo natural, como R-espacios vectoriales entre :
AG(3) 2 R?
En lo que sigue identificaremos estos dos R-espacios vectoriales.

3. AGy(3) ® AG2(3) es una subdlgebra no conmutativa de AG(3). Del item 6 del Corola-
rio 1.2.7, identificando {ejea, ese1, eaez} con la base de cuaterniones hamiltonianos, se

tiene el siguiente isomorfismo natural como subdlgebras no conmutativas
H = AGy(3) ® AG,(3).

En lo que sigue identificaremos estas dos R-dlgebras no conmutativas. El cual serd

llamado el dlgebra par de AG(3).

4. Las identificaciones realizadas nos permiten escribir las siguientes identidades, como

R-espacios vectoriales,

AG(B) = H D Rd D R€123 = (R D R3€123) D RS D Relgg.

5. También se tiene que AGy(3) & AG3(3) es una subdlgebra conmutativa de AG(3), del
item 7y del Corolario 1.2.7 existe un isomorfismo natural, como subdlgebras conmu-

tativas

C = AGy(3) @ AGs(3)

Identificando estas dos R-dlgebras conmutativas se puede considerar

R CCcC AG(3), R*C AG(3) y también H C AG(3).

6. De todo lo anterior y la proposicion 1.1.1 resulta un isomorfismo natural entre las

R-dlgebras C**? y AG(3).

7. Como los AG;(3), j=0,1,2,3 son R-subespacios vectoriales de AG(3), de dimensio-
nes 1, 8, 3 y 1 respectivamente, y AG(3) es la suma directa de los subespacios AG;(3)

entonces

dim(AG(3)) = ) _ dim(AG;(3)) = 8.
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Definicién 1.2.12. Subdlgebra par de AG(3)

1. Llamaremos subdlgebra par de AG(3) a la combinacidon lineal de multivectores pares

,denotado y definido por :
AGT(3) = AGy(3) ® AG,(3),
También serd llamada dlgebra de los nimeros complejos tridimensionales.

2. Llamaremos subdlgebra impar de AG(3) a la combinacion lineal de multivectores

impares, denotado y definido por :
AG™(3) = AG1(3) ® AG5(3),
Lo hecho hasta ahora nos muestra que AG(3) contiene como subespacio vectorial a R? y
como subalgebras a R, C y H.
Definicién 1.2.13. Dados a,b € AG1(3)
1. alb=3(ab+ba).
es llamado producto interior de a y b.
2. a1 b= 3(ab— ba).
es llamado producto exterior de a y b.

3. |la]| = Vaa es llamada longitud del 1-vector a.

4. lat bl =+/(a1b)(bTa) esllamado drea del 2-vector a 1 b.

5. {uy, .. ur}, up € AG1(3) serd una familia ortonormal si cumple la condicion de

Dirac dos a dos es decir : wu; + uju; = 26,5, 1,7 € {1,....,k}.
6. a y b son ortogonales si y solo st a | b=0.
7. a y b son paralelas si y solo si a1 b=0.

3 3
Corolario 1.2.14. Sean a,b,c € AG(3) cona =Y ae; yb=>_ be;.
i=1 i=1
Tenemos los siguientes resultados.

15



~

alb=(ab), = iaibi € AGy(3)
2.atb=(ab),= Y. (ab; —a;b;)ee; € AGy(3).
1<i<j<3
3. Bl producto interior es simétrico a . b =10, a
4. El producto interior es bilineal. a | (b+c)=alb+alc y (b+c)la=bla+cla
5. El producto exterior es antisimétrico a T b= —b1T a
6. El producto exterior es bilineal a1 (b+c¢)=atb+atec, (b+c)Ta=bTa+ctTa
7. El producto exterior es asociativo a1 (b1 ¢) = (a1b) T c
8 ab=alb+ath

9. ab = ba si y solo si a es paralelo a b.

10. ab = —ba si y solo si a es ortogonal a b.
PRUEBA.-

1. Del caso particular de la proposicién 1.2.6 tenemos que la parte escalar de ab y ba son

las mismas, esto se expresa por (ab), = (ba), .

a l, b _ ab—é—ba _ 2(a1b1+a;b2+a3b3) — albl _|_ CLQbQ + a3b3 e R

ab+-ba ab)y+(ba 2(ab
CL\Lb:< b—;b >0:< >02< >0: <2>0:<ab>0‘

2. De la proposicién 1.2.6 tenemos que la parte bivectorial de ab y ba son opuestas, esto

se expresa por : (ab), = — (ba), .

a T b — abgba —9 [(a1bzfa2b1)612+(asbl*6211b3)631+(a2b3*a362)623] c AG2(3>

ab—ba ab),—(ba 2(ab
CLTb:< b2b >2:< >22< )2: <2>2:<ab>2‘

Del caso particular para el producto exterior de dos vectores tenemos :

ai as ai as as as
a T b= €19 — €31 + €23 (17)
br by by b3 by b3

16



= De la descomposicién del producto de ab por ab = ‘”’TH’“ + “b%b“ y de la definicion 1.2.13

tenemos la prueba del item 8.

» ab=ba & L(ab—ba) =0 atTb=0,y por el item 8, ab = a | b. Multiplicando por

izquierda por el vector a , obtenemos : a’b = aa | b , b = aa, donde o = (‘Z—ﬁb) y asi

tenemos la prueba del item 9.

1.2.2. Producto interior y exterior de multivectores homogeneos

A es un multivector homogeneo de grado k , si y solo si A = (4), .

Extendemos las definiciones del producto interior y exterior para multivectores homoge-

neos. Tales definiciones se podran ver [7]

8.

Definicién 1.2.15. Sean A; y By multivectores homogeneos de grado j y k respecti-

vamente.

. Llamaremos ||A;]| la j-magnitud euclideana del j-vector A; y lo definimos por :

|A;ll = \/|A3| , del corolario 1.2.7 tenemos : |A3| = (—1)@142.

J

Al extenderlo a todo AG(3) definimos la magnitud euclideana del multivector A por:

AP = 32520 4117 = | 43| + | A2| + | A3] + | 43| = A3 + A7 — A3 — A3,

Aj | By = (A;By)|j—k st j, k # 0. y cero de otro modo.

A; 1 By, = (A;By) sk st j+k < 3.y cero de otro modo.

El producto escalar” -7 para los j-vectores Aj, B, se define por : A; - Bj = (A;Bj)o.
Diremos que los multivectores A; y By, son ortogonales si A; | B, =0

Diremos que los multivectores A; y By, son colineales si A; T B, =0

Para a vector y A, un r-vector tenemos : aA, =al A, +aT A,.

El item 8 puede verse en un inicio como definicion, pero tal resultado serd probado en

el apéndice cuando se defina los r-vectores simples en el dlgebra AG,,. Otras propiedades

adicionales pueden verse en el libro. [?]
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Proposiciéon 1.2.16. Para a,b,c ,d , a; vectores y los multivectores homogeneos A,, By 1y

C} tenemos:

1. Si s =2 se cumple

CLBQ + BQCL CLBQ — BQCL

aTBQ: 9 ’ aJ/BQZ 9

2 (@) b(etd) =al(dl(ctd).

3. Para a,b, ¢ vectores linealmente independientes existe un a € R — {0} tal que :
atb?lc= aeps.

Sia>0,a71Tb7Tcy eps tienen la misma orientacién. Si o < 0 la orientacion es

opuesta.

4. Si M es un multivector ejo3M = e193 L M = M | eq93.

5. (a1 T ag)(asz T as T as) =
(a1 Taz) ) (a3 1 as T as) = (a1 T az) | (a3 T as)as — (a1 T az) | (as T as)az + (a1 T az) |

(a3 T as)ay.

6. cl(ath)=(cla)h—(ciba

7. A, T ep3=0 ,parar > 0.

8. (A, By)Cy = A, (BCy).

9. A, | By=(-1)¢"YB,A, parar < s.
10. A, 1 B, = (—1)"B, 1 A,.
11. A, L (Bs 1 Cy) = (A, 1+ Bs) L C, parar+s<t,conr,s>0.
12. A, L (Bs L Cy) = (A, L Bs) L C; parar+1t=<s.
13. al A, = $(adA, — (—1)"Asa) € (AG(3)),_, .
14. a1 A, = 3(adA, + (—1)"Ava) € (AG(3)),,, parar+1 < 3.
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15. Si A€ AG(3) tenemos : aA=a ] A+a 1 A.

PRUEBA.-

1. Del item 3 y 4 en la definiciéon 1.2.15 y de la ecuacion 1.3 tenemos :

CLBQ — BQCL
2

CLBQ + Bga

al By = <GB2>1 = 5

, al By=(aBy)3 =
2. Sea B = ¢ 7T d entonces probemos (a1b)B=al (b| B).
(a1 D)B = (a1 bB)o = (252)B)o = 1({abB — baB)o) = ({abBho — (baBo)

Del la expresion 2.1.15 y al expresar el vector b por componentes b = bieq + baes + bzes

obtenemos : (aBb)y = (baB)y. Al remplazar obtenemos :

(a1 b)B = 5((abB)o — (aBb)o) = 5((abB — aBb)e) = (a(*#52))o = (ab | B)g=a | (b | B).

2

3. De la expresion 2.1.15
atbtc=at(b?tc) e AG5(3)

Todo elemento de AG3(3) es un miultiplo de eja3

4. Si M = M, es un k vector homogeneo. Para k = 0, cumple directamente.
Para k =1, M; es un vector. Si My =¢; , con i € {1,2,3}
e1236; = ereseze; = (—1)%e;e103 , esto es valido pues e;e; = —eje; si i # j, con
Jj € {1,2,3}. Entonces para todo vector a , se cumple eja3a = aejo3.
Para k =2 M, =e;e; ,coni#j,coni,je{1,23}
e1nzeie; = (—1)%(—1)%e;eje1ns = e;ejerns. De la misma forma cumple para k = 3
3

3 3
Para M multivector 6123M = €123 Z Mk = Z 6123Mk = Z Mkelgg = M€123.
1=0 =0 =0

5. Sea B =a; 1T as = Bre12 + [aez1 + P3ea3

Ademas todo trivector es multiplo de ej93 , asz T ay T a5 = aeqo3, a € R.

(al ) CL2) { (as tagt &5) =B (066123) = (aB€123>1 = 04((51612 + [aez + ﬁ3€23)€123>1-
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Al multiplicar el multivector ejs3 a cada componente y tomando la parte vectorial, se

obtiene :
(a1 T az) | (ag T as T as) = —afres — afbaes — afse; (1.8)
De otro lado :
B | (a3 T as)as = ((Brera + Baear + Bzea3)(az T as))oas
Representamos el vector az y ay como suma de sus componentes.

a3 = ag1€1 + agz€2 + A33€2 Y Qg = Aq1€1 + Qy2€2 + Ay3€3

Del producto

az T as = <a3a4>2 = (a31a42 - a32a41)612 + (a33a41 - G31G43)€31 + (a32a43 - G33a42)€23-
Tomando la parte escalar en el producto y teniendo en cuenta que e?j = —1 para i # j.
Bl (a3 T as)as = [—51(%1&42 — a32041) — B2(aszas — azias3) — B3(aspass — a33a42)]a5.

De forma anéloga obtenemos :

Bl (aa ) a5)a4 = [—51(031052 - @32(151) - 52(@330651 - a31a53) - 53(61326153 - a33a52)]a4.
B (a4 ) a5)a3 = [—61(a41a52 - CL426L51) - ﬂg(a43a51 - a41a53) - ,6’3(a42a53 - a43a52)]a3.
Multiplicando por los vectores as = asie1 + aso€s + aszes, as y ay.

Haciendo las operaciones para obtener:
B | (a3 T as)as — B | (a3 T as)as + B | (as T as)as (1.9)

Obteniendo la primera commponente del vector 1.9.

{[=B1(azs1a42 — azza41) — Ba(aszas — aziasz) — B3(aseaas — azzasn)las — [—Fi(azias: —
az2a51) — P2(azzas1 — az1as3) — B3(az2a53 — az3a52)|ass +[—B1(as1as2 — aszas: ) — Ba(aszas: —
a41053) — P3(a42a53 — auzasz)]asi+je; + ...

Factorizando los —f;, luego haciendo las operaciones, observamos que f; y 3, se eli-
minan.

= {—Bil(az1a42 — azpas1)as) — (az1a52 — azpas1)aar + (@a1as2 — @azasi)az] — Bof(azzas —
a31043)as51 — (33051 —A31053) @41+ (A43051 — Aa1053) 31] — B3] (A32043 — A33042) A51 — (a32053 —

CL33G52)G41 + (a42a53 - a43a52)a31]}61 +

—Bs[(as2a43 — az3a42)asy — (aseass — assase)as + (Ga2a53 — Gy3as2)as)te; + -+ =
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a31 Q41 0as1
_53 azg Q42 Q43 e+ ...

a33 a43 G53

La ecuacién 1.9 queda simplificada por :

a31 aq1 0as1 a3z; Qaq1 0as1 a3; aq1 Qs
—B3 | azs asa asz | €1— P2 | azp agn ass | €2— 01| az ap ass | €3

a33 a43 G53 a33 a43 a53 a33 a43 a53

donde :

a31 aq1 Gas1
o = [(a32a43—a33a42)a51—(a32a53—a33a52)a41+(a42a53—a43a52)a31] = | a3z Q49 Q43

a33 a43 (53
Por ende tenemos :

B (a3 T as)as — B | (a3 T as)as + B | (as T as)az = —afies — afaes — affze
Por la ecuacién 1.8 tenemos el resultado.

. Del item 8 de 1.2.14 se tiene ab = 2b | a — ba

c(a?tb) = Le(ab —ba) = L((ca)b — (cb)a) = L((2a | ¢ — ac)b — (2b ) ¢ — be)a) =
(@de)b—(blcla—Llach—bea) = (ale)b— (b c)a— L(a(ch) —b(ca)) =
(@ade)b—(b)c)a—1L(a(2b | c—be)—b(2a | c—ac)) =2(a | c)b—2(b | c)a+i(ab—ba)c
Tomando los extremos.

c(atb)=2(alc)b—2(bc)a+ (atb)ey de aqui.

3@t b)—(atb)d =(alob—(blc)a=(clab—(clba

Como la segunda expresién es un vector tenemos :

Heatb) = (atb)d = cl(ath)
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Lo que prueba ¢l (a1b)=(alc)b—(blcla=(cla)b—(clb)a

Corolario 1.2.17. Sib T c# 0 ya | (b1 ¢) = 0 entonces el vector a es ortogonal a los

vectores b y c.

PRUEBA.-

Por la proposicion 1.2.16 del item 6 Se tiene que :

O=al(btc)=(albec—(alc)b<= (alb)c=(alc)b, multiplicando por derecha e
izquierda por b, (a | b)cb = (a | c)b* y (a | b)bc = (a | c)b?, de donde :

(a ) b)bc— (a L b)cb =0 <= (a | b)(25L) <= (a L b)(b 1 ¢) = 0, de la hipétesis
b1 c# 0 setiene a | b= 0. Por tal a y b son ortogonales.

De manera similar se obtiene que los vectores a y ¢ son ortogonales, esto se logra al

multiplicar la expresién (a | b)c = (a | ¢)b por el vector ¢ por izquierda y derecha.

1.2.3. Propiedades de las Subalgebras del AG(3)

De la definicién 1.2.12 el algebra par de AG(3) esta dado por :

AG(3)" = (AG(3)), @ (AG(3))y = {on + aern + agess + agess, oy € R}

—_

. {1,e12, €31, €23} es una base para el AG(3)* como espacio vectorial.

DO

. €12€31=€23 , €23€12=€31 , €31€23=€12

Bl

e12€31€23 = —1

4. AG(3)" es un algebra cerrada.

(@8

. {1,e123} es una base para (AG(3))o & (AG(3))s .
6. (AG(3))o @ (AG(3))3 es cerrada.

7. (AG(3))o @ (AG(3))3 es un élgebra conmutativa.

oo

. El dlgebra (AG(3))o ® (AG(3))3 es isomorfo a los complejos C
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PRUEBA.-

1. Probemos que {1,¢;;} es Li.
Sean a3 € R tal que a + Be;; =0
a=—Pe;,a’= (—ﬂeij)2 = —$32<0 entonces a = =0
Si a1 + agern + azes; + agens = 0 multiplicamos la expresion por e; por derecha e

izquierda, se obtiene.

Q1 — (ipe1g — azes) + agesz = 0, sumando ambos resultados aq + agess =0,
a; = ay = 0, reemplazando aseis + azes; = 0, multiplicando por es; por derecha e

izquierda —aseqs + azes; = 0 sumando agez; =0, donde a3 =0 y por tal as =0
es asi que {1, e12, €31, €93} es Li.

Las demas pruebas son directas haciendo uso de la tabla 1.2.

Subdlgebra bidimensional AG[u,v]
Sean u,v € AG1(3) con u? = v? = 1y uv = —vu se define por AG[u,v] al subdlgebra
bidimensional de AG(3) generada por los vectores uy v explicitamente.
AG [u,v] = {ag + qu + agv + azuv/a; € R}
El Algebra Geométrica AG [u, v] hereda las propiedades del AG(3) como subélgebra.
Proposicién 1.2.18. Propiedades del AG[u,v] como subdlgebra de AG(3).
1. (w)® = -1

2. {1,u,v,uv} es una base el espacio vectorial AG [u,v], el cual llamamos base candnica

de AG [u,v].
3. AG [u,v] es cerrado.
4. Para los vectores usuales ey, es y e3, tenemos los isomorfismos siquientes.
AG [eq, €3] >~ AG [e3, e1] ~ AG es, e3]
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5. Los nimeros complejos C es isomorfo a una subdlgebra de AG [u,v].
6. R? es isomorfo a una subdlgebra de AG [u,v].
7. AG [u,v] = R*PC
PRUEBA.-
1. (w)? = (uwv)(ww) = u(—uv)v = —1

2. Sea «; € R tal que :
ag + a1u 4+ asv + aguv = 0, multiplicando por u, por izquierda y derecha en forma
simultanea se obtiene : gy + aju — axv — aguv = 0, sumando con la primera expresion,
ag + aqu = 0, como u es vector y para que la igualdad sea valida ag = a3 = 0,
remplazando en la primera expresion y multiplicando por v, tenemos oy = ag = 0, por

tal es L.i.

3. Sea A, B € AG|u,v] tal que A = ap + aju+ agv + aguv 'y B = By + Sru + Pov + Suv
Multiplicando componente por componente y utilizando el hecho de u? = v? = 1y

uv = —vu , se tiene que tal producto AB € AG(3).

Definicién 1.2.1. Sea i, el bivector unitario ,llamaremos i,-plano al espacio vectorial
definido por :
ir ={a € AG1(3) tal que a 1 i, = 0}

Proposicion 1.2.19. Propiedades de vectores pertenecientes en el i -plano.

Sean los vectores linealmente independiente a,b, ¢ € i -plano, se tiene: .
1. 1,0 = —ai,

2. a1 b= (arby — asbh )i,

3. atb=1[al (izb)]i,

4. atbte=0
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5. a=(aluu+lal (uig)|iyu

6. IIZE;H = 4 i,. Todo bivector en el i -plano es miltiplo del bivector 7.

7. Si los vectores a, b, ¢, d son coplanares entonces se cumple :

athb ctd

la ol e tdll’

PRUEBA.-

1. La prueba de 1 es directa de la definicion del producto exterior y del hecho que

ati,=0.

2. Como i, es un bivector, entonces sean u, v vectores ortonormales que cumplan
ir=utvyi2=—1.
Como a,b € i-plano.
a(utv)=at(utv)+al(@tv)=al(uto)
De la propiedad 6 de 1.2.16 se tiene.

a(utv) =aluv—alvu. Multiplacando por (u 1 v) se tiene ((u 1 v)? = —1)

—a =a | w(u T v)—al vu(u T v). Del producto geométrico de un vector y un

bivector tenemos :
—a=aluvl (utv)—alovul (utwv). Del item 6 de la proposicién 2.1.15

—a=alupvluw —vlvu—alvuluw—uloul;

a=alvuluw-—ulou —aluvuww—uv]vu], como u,v son ortonormales, la

expresion se reduce a :

a=aluu+alovv

De manera similar obtenemos el vector b =056 | vv + b | uu.
Ahora el producto exterior es: a b= [(a ] u)(blv)— (adv)(b] u)utwv.
Tomando los escalares

ai=alu, aa=al v, by =blu, by =b] v. Se tiene lo pedido.

La expresién 1.10 nos indica que el vector a puede expresarse como combinancién lineal

de dos vectores ortonormales pertenecientes al plano.
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: ab—ba . ab(—ir)+bair \ - a(izb)—b(ira)\ -
. Del producto exterior a 1 b = (%52)(—i2) = (%)z7r = (%)z,r =
(M)z7r =a | (iyb)ir. Se uso el hecho de i2 = —1 y iya = —ia.

. De 2 o de 3 vemos que el producto esterior a 7 b es un multiplo de i, , es decir
atb=ai,, a€R. Entoncesa?tb?c= (i) Tc=alc?Tiy) =0, pues c € i-plano.
Podemos decir que si tres vectores pertenecen a un plano entonces su producto exterior

de ellos es nulo.

. De la expresiéon 1.10 veamos que el vector a | vv podemos expresarlo como :
alvv=[a] (ui,)|ui, , esto es vélido del hecho que uv = i, «— v = ui,.

Asi podemos expresar : a = (a | w)u + [a | (uiy)]iru.

. Del item 2 tenemos a T b = ai, , a € R.
Elevando al cuadrado (a 1 0)? = a?i2 ; (a1 b)(b 1 a) =a?; |a| = |la 1 V.
Si a 1 b tiene la misma orientacion de i, entonces a > 0 caso contrario a < 0.

El producto exterior de dos vectores en el 7,-plano es multiplo del bivector .

. De 1.10 tenemos que los vectores c,d pueden expresarse como combinacion lineal de
los vectores a,b. Donde : ¢ = aja + 51b ; d = asa + (ab;, desarrollando el producto
exterior.

¢t d= (qa+ p1b) T (aza + Pob) = (182 — azfi)a 1 b. Tomando las normas.

llc T d|| = |1 fa — aaf] ||a T b]| ahora tenemos. ﬁ = iﬁ.

Si los vectores u, v € i,-plano son l.i entonces podemos expresar :

ir —plano = {au+ Pv/a, f € R}.

Tal que si a € i-plano 4 «, 5 € R donde a = au + fv con :

@l - (@l

(adu)(viu)—(alv)u’
[ 1 vl ‘

» A= Jatol

El bivector unitario i, del i,-plano puede ser relacionada con la férmula de Euler de la

siguiente manera. Sea wu,v dos vectores no opuestos unitarios en el i -plano y 6 € |—m, 7|

el angulo orientado de u hacia v, el producto geométrico determina la relacién algebraico-

geométrica dado por:

wv = ¥ = cos @ + sin 6.
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Capitulo 2

Angulos entre dos vectores ,

reflexiones y rotaciones de vectores en

el AG(3)

En la ultima parte del capitulo 1, se vié las propiedades del bivector unitario 7, , este
representa el bivector que genera el i,-plano, ahora veremos que tal bivector puede ser visto

como un operador de rotaciones para vectores pertencientes al i-plano.

El bivector unitario ¢, como operador rotacional de vectores en el i.-plano.

Proposicién 2.0.1. Sea ¢ € i -plano y sea b = ci, veamos que b € i-plano y a la vez tal

vector es ortogonal al vector c.

PRUEBA.-  Del producto exterior de un vector por un bivector unitario :

bti, = biﬂgiﬁb = (Ci")i”;iﬁ(Ciﬂ) = 0. Lo ultimo del hecho que ¢ € i,.

De la definicién dos vectores son ortogonales si su producto interior es cero.

_ beteb _ (cix)ete(cin)
ble=1"2=

5 = 0. Pues ci, = —i,c.

Corolario 2.0.1. Si i, = uv , donde u,v son vectores ortogonales unitarios entonces se

tiene.

1. ui, =0
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3. ;U= —v

4. 1, v=1u

5. (uig)iz = —u
6. 12 =—1

Las demostraciones son directas de la definicién del bivector i, generador del i,-plano. Al
multiplicar i, por derecha(izquierda) el vector canénico rota 7 en sentido horario(antihorario),
.2 d . d bl .7 .d -h . ’ d 7 _
17 puede interpretarse como una doble rotaciéon en sentido antihorario a través de un dngu
lo 7w, haciendo cambiar la direccion al vector opuesto, esto proporciona una interpretacion
geométrica de 2 = —1, cuando i, y —1 son ambos considerados como operadores sobre
vectores.

Sia € i, —plano;a = aju + asv al multiplicarse por i, queda rotado un angulo de 90

grados en el plano i,

ai; = (a1u + az0)iy = aguiy + agVi; = a0 — asu.

ira = igp(a1u+ agv) = a1izu + agizv = —a1v + agu.

Al sumar ambos resultados tenemos ai, + ira = 0, a la vez ai, ,(ira) es el vector rotado
% de u hacia v(v hacia u) en forma antihoraria(horario).

De los resultados anteriores una vez ya designado la orientacién en el plano i, — plano
por i, , el producto geométrico de los vectores u,v unitarios ortogonales serd : uv = i, 6
uv = —i, . Si consideramos uv = i, tenemos que {u, v} es una base positiva para AG|u,v],

si la eleccion es uv = —i, la base seré negativa.

2.1. Definiciéon de angulos entre vectores.

La definicion de angulo tradicionalmente hace uso de la orientacion horario 6 antihorario
y hace presente la regla de la mano derecha, en el contexto del Algebra Geométrica no se

prescinde de ello, pues estard bien establecida en el orden en que se ubiquen los vectores.
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Tomemos algunas consideraciones.

Dado el par u,v, de vectores unitarios en el i,- plano , con u + v # 0, denotaremos
con <(u,v), el dngulo orientado de u hacia v, comprendido dentro del paralelogramo
determinado por dichos vectores, y con pu(<t(u, v)) su medida en radiantes variando en |—, 7[.
Si la direccién tomada de u hacia v coincide con el sentido antihoraria (horario) consideramos

positivo(negativo) respectivamente.
Definicién 2.1.1. Igualdad de dngulo entre vectores.

Dados los pares ordenados (a,b), (u,v) € S'zS' | cona+0b# 0y u+ v # 0, diremos

que el angulo de dos vectores son iguales si se cumple :

<(a,b) = <(u,v) <= ab=uv

<(a,b) = —<t(u,v) <= ab =vu

Podemos extender la definicion para vectores no unitarios, tomando el vector unitario

contenido en ellos. Es decir para a, b vectores unitarios pu(<t(a, b)) = p(<t(557, ﬁ))

Ejemplo 2.1.1. De la igualdad : a( ‘ZIZ‘) = (ﬁfg' )b, de la definicion de dngulo entre vectores.

tenemos que los dngulos son iguales : (|ZIZ|7b) y (a, ﬁ), es decir que :

p(<(a,a+ b)) = p(<(a+b,b) = Sp(<(a, b))

Los pares de vectores que forman un mismo angulo forman una relacién de equivalencia.

144

Proposicion 2.1.2. La relacion “ 7 definida para pares de vectores por :

(u,v) « (a,b) siy solo si uv = ab ,es una relacion de equivalencia.

La prueba es directa.

1144 »

Definicién 2.1.3. Dada la relacion de equivalencia “ 7 entre pares de vectores se define

el dngulo entre los vectores a y b que cumplen a + b # 0 por la clase de equivalencia.

<(a,b) = {(u,v)/(u,v) ~ (a,b)} .

Tomamos la medida del dngulo orientado por p(<(u,v)) = pu(<t(a,b)). Definimos el seno

y el coseno en el contexto del Algebra Geométrica.
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Definiciéon 2.1.4. Sea ay b vectores l.i pertenecientes en el i -plano se define el seno y el
coseno del angulo tomado del vector a hacia b por :

alb 0 ath .
, Yy senf) = —————i .
lal[[o] lall[[o]

De la definicién tenemos que dos angulos son iguales si y s6lo si tienen los mismos senos

cosf =

¥y cosenos.

Representacion polar del producto de vectores.

Para a, b vectores 1.i con 0 = u(<t(a, b)) el dngulo medido de a hacia b.
Del producto geométrico ab y de la definicién del seno y coseno expresamos :

ab=alb+atb=a][lp] cost+ |allljbllsenti, = [la][[b]|(cos0 + sendi)

6 —

Identificamos e cos 6 + i senf | expresamos ab en su forma polar es decir:

ab = ||al[|[b]|e™"

El producto geométrico ab depende del médulo de los vectores y de la medida del angulo

que forman al medir de a hacia b.

Si los vectores a y b son vectores unitarios se tiene : ab = ei?.

De manera similar podemos obtener el producto ba = e,

Si identificamos

—ir0

e = cosf — i send.

0

Tal expresién es la féormula generalizada de Euler. La expresién €=’ | es un elemento del

AG(3) , el cual puede ser vista como un operador de rotaciones para vectores en el i,-plano.

Proposicién 2.1.5. Sean 01,0, € (AG(3)), ortonormales tal que 0109 = i, para

a,u,v € i, — plano vectores .1 tenemos los siguientes resultados:

1. a=p(«(o,a)) <= cosaoy + senaoy = I%H

2. wo = [lufl[[vle” y vu = |v]|[[ufe™*= siy solosi § = p(<(u,v)) € |-,

3. Si u, v son vectores unitarios uv = et XW)ir ) — ye(wr)in v 4 = er(<(w0))iny,

<(u,v))

El multivector e i= puede verse como un operador de rotaciones para vectores en

el plano.
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4. ue®r = e~y donde o = p(<t(oy, u)).

5. elrfemint =1,

6. (ei?)? = 2ixf

7. El vector b es perpendicular al i,-plano si y solo si bi, = ..
PRUEBA.-

1. Si a = u(<(oy,a)). De la definicién de seno y coseno tenemos :

InO9 = ﬁ[al laoy —o1 7 alw02]

[2a] = HZ_I

cosao] + senaoy = o] —

g1
HUlHHall HUlIIHall

- 2Hall [(o1a + ao1)or — (010 — aoy)oy] = | [

2. Utilizaremos el item 1 dos veces.
Si a = p((<(oy,u)) € |—m, «[, tenemos ] = COS a0y + senaoy,

Multiplicando por oy al vector H | por derecha e izquierda se tiene respectivamente:

o1u

] = COSC + i.sena = e“ir.

Tall = COSQ — 1rsena = e~ T,

Sea v € iy-plano y 8 = p((<(oy,v)) € |—m, 7|

| ] = cos Boy + senfoy = ﬁZi =cosf3 —irsenf = e Pin y ﬁ = ¢fin

De 0} =1 ; uv = uo101v = [|ull[Jv]|e~ e = [[u] [[v]|e®~*= = [jull]v]|e

Oir .
= ; analoga-

mente se tiene : vu = ||v]|||ulle”%.

No afirmamos que 6 = 5 — a pues no es verdad necesariamente, sino la igualdad seda

en funcién de sus senos y cosenos.

3. La prueba del item 3, se obtiene multiplicando el resultado del item 2, por los vectores

unitarios u, v.

4. Dado que u € i -plano , ui, = —i,u.
ue® = wu(cosa + ipsena) = wucosa + uirsena = ucosa — jyusina = (cosa —
ipsino)u = e u.

—ix0 i)

La expresion e 'y = u e'*’ expresa la rotacion del vector u un angulo @ en el sentido

antihorario.

5. La prueba de 5 y 6 es directa al expresar el exponencial por senos y cosenos.
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6.

Si b es un vector perpendicular al plano, entonces serd perpendicular con cualquier
vector contenido en el plano, es decir b anticonmuta con cualquier vector del 7,-plano,

en particular conmuta con oy y 05.
biz = boios = (—01b)oy = 01090 = ib.

Para el caso reciproco. Si bi, = i,b, ; %(bi7r —izb) =0, bl i, =0.De la definicién de

multivectores ortogonales 1.2.15 , b es ortogonal al bivector ,, por ende al i,-plano.

Proposicién 2.1.6. Sean u,v vectores l.i pertenecientes al ir-plano con 0 = p(<t(u,v)).

St a € iy-plano entonces al = ae’r

9 es el vector a rotado un dngulo 0 en la medida de v a v.

PRUEBA.-

Probemos primero que los vectores al y a tienen la misma longitud.

llal|? = dla! = ae'*?ae’*? = a(e%a)e"? = a(ae™?)e"? = a® = ||al|?.
\ im0 i . .
De Hama'll = ““"“2”7; = ¢inl = m , de la definicion de dngulos entre vectores 2.1.1 se

tiene : u(<(a,a)) = p(<(u,v)).

Veamos que al € i.-plano.

aliz = ae%, = a(cosl + irsen)iy = a(cosbiy + i2send) = air(cost) + irsend) =

—iza(cosd + izsend) = —irzae? = —ir0).
Entonces diremos que el vector al = ae™*? es el vector a rotado un dngulo 6 en la
medida de uhacia v.
al = ae'?
a
[
v
%/ U
1-plano

Figura 2.1: Rotacién de un vector en el i,-plano
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Corolario 2.1.1. Sea a un vector en el i -plano se tiene :

. . 0. 9.
al = ae¥’m = e Vg = e~ 3l gezit

Proposicion 2.1.7. Si b es un vector perpendicular al i -plano, entonces bi = ib.
PRUEBA.-  Si b es un vector perpendicular al plano, entonces serd perpendicular con cual-
quier vector contenido en el plano, el cual en el /flgebm Geométrica se resume que el vector
b anticonmuta con cualquier vector del plano.

Sea ey y ey los vectores ortonormales que forman el bivector i, 1 = eqeq

bl = b€162 = (-611))62 = €1€2b = 1b.

2.1.1. Descomposicion de un vector sobre otro vector.

Sean a, b vectores linealmente independiente ,con b*> = 1 generadores del i,-plano.
Descomponemos el vector a en dos vectores.
De ab=a | b+ a1 b, multiplicando por derecha el vector unitario b obtenemos :

a=al bb+ a1 bb. Los vectores componentes cumplen ciertas propiedades.

Proposicién 2.1.8. Sean a,b vectores linealmente independiente entonces el vector a puede

ser descompuestos en dos vectores a y ay , tal que:
1. ay y ay son vectores ortogonales.
2. a) es paralelo al vector b.
3. a, es perpendicular al vector b.
PRUEBA.- Observamos que la proposicion no exige que el vector b sea unitario.

1. Sea el vector a = a | bb+a 1 bb , consideremos : ay =a L bby a; = a1 bb
Probemos que tales vectores son ortogonales si su producto interior es cero.
ajla = %[CLHQL +CLJ_CZ||} = %[aibbaTbb+aTbba¢bb}

Teniendo en cuenta que (a 1 b)b = —b(a T b) la expresién anterior es cero.
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2. De ay = a ] bb, es claro que a| es paralelo al vector b.

3. Para demostrar la perpendicularidad entre los vectores a y b veamos que tales vecto-
res anticonmutan.
aih= (a1 b)b = [(50)0] b = (252 ) b (Pegiut ) p— [p(te5e)] b = [~b(22520)] b =
—ba 1 bb = —b(a T bb) = —ba,

Si los vectores no pertenecen al mismo plano, es posible proyectar uno de ellos al plano que

contiene al otro vector y aplicar las propiedades dadas hasta aqui.

2.1.2. Reflexiones y rotaciones de vectores en el AG(3).

Las reflexiones de vectores tienen una forma sencilla y compacta de operar al hacer uso

de su producto geométrico. Como lo muestra [9]

Definicién 2.1.9. Sea m un vector fijo unitario y m,, el plano ortogonal a m.
Sea a un vector no nulo, se define y se denota la reflexion del vector a respecto al plano m,,.
por:

pm  RP —R® p,.(a) = —mam

Expresamos dicha reflexion de la forma euclideana, descomponiendo el vector a en sus

componentes ya conocidas.

Al descomponer el vector a en los vectores a) y a1, donde el vector unitario m es paralelo
al vector ay y perpendicular al vector a, se tiene:
pm(a) = —mam = —m(a) + ar)m = —maym — ma,m = —m(aym) — m(a,m) =
—m(may) —m(—may) = —mPa+mPa, = —a)+a,.
Observacion 2.0.1. En el caso que el vector a es pependicular al m,,-plano , tenemos :

mam = a , donde m, es el vector unitario perpendicular al m,,-plano.
Proposicién 2.1.10. Toda reflexion es una isometria.

Sea m,, el plano ortogonal al vector unitario m y a un vector no nulo.

(pm(a))? = pm(a)pm(a) = (—mam)(—mam) = mammam = ma*m = a?
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Figura 2.2: Reflexion del vector respecto al plano m,,

Proposicion 2.1.11. p ' = p,, , pues pp(pm(a)) = pp(—mam) = —m(—mam)m = a
Una rotacion estd dada por una doble reflexion simultanea.

Definicién 2.1.12. El giro orientado o rotacion de un vector a es el dngulo orientado 20 # 0
y estd denotado y definido por una doble reflexion (a9(a) = py(pu(a)), donde p, y p, son
reflexiones simultaneas, donde : u , v representan los vectores ortonormales a sus planos

respectivos m, , T, y 0 = p(<(u,v))

Sea el i-plano generado por los vectores unitarios u y v. La rotacion del vector a en
el i -plano esta dado por el vector all, el cual puede expresarse como una doble reflexién
po(pu(a)), que indica que el vector a primero se refleja respecto al plano 7, , con u vector
unitario perpendicular a dicho plano, para luego reflejarse respecto al plano 7, con vector
unitario v perpendicular a dicho plano.

El d4ngulo que forman el vector a y su vector rotado all es el doble del 4ngulo que forman los

vectores u y v.

Teorema 2.1.13. Dado u,v € S* linealmente independiente , donde 0 € |—m, | es el dngulo
entre ellos. Si a € iz-plano entonces p(<(a,all)) = 2u(<(u,v)).
Reciprocamente, todo giro orientado all se descompone de ese modo, sin unicidad de los

vectores unitarios considerados.
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PRUEBA.-

Sea 7, T, bivectores generadores de planos , u, v sus respectivos vectores unitarios per-
pendiculares a dichos planos y 6 = u(<t(u,v)).
De la definicion de la reflexion de vectores y la representacion de los productos de vectores
en su forma exponencial se tiene por : 2.1.5 uv = €% y vu = =%, por tal

Si all = p,(pu(a)) = vuauv = (vu)a(uv) = e P ael™ = (e q)elix = (ae’~)e? = ae?is
La ultima igualdad se di6 por el item 4 de 2.1.5.
De la proposicién 2.1.6 ae’ es el vector a rotado un angulo # medido de u hacia v , tal
vector cae en el i.-plano . El vector ae?’= serd entonces la rotacién del vector @ un angulo

20 , medido de u hacia v y tal vector cae en i,-plano .

Figura 2.3: Rotacién de un vector como una doble reflexién en el plano 7,

Ejemplo 2.1.2. Si pu(<(u,v)) =90, py(pu(a)) = vuauv = —a ,multiplicando por derecha e

1zquierda por el vector unitario v tenemos las siguientes relaciones.

v(uau) = —av , (vau)v = —va.

Podemos adelantar que todo bivector actiia como un operador de rotaciones de vectores

contenidos en el mismo plano del bivector.
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2.1.3. Descomposicion de un vector respecto a un plano en el
AG(3).

Se vié que un bivector unitario genera un plano, ahora veremos que todo vector puede
ser descompuesto en dos vectores ortogonales, donde uno de ellos se halla en un plano y el

otro perpendicular a dicho plano.

Proposicion 2.1.14. Sea i un bivector unitario que genera el i-plano entonces todo vector

a puede descomponerse en dos vectores a = a + ay donde :
1. a) € i-plano.

2.a, Lb ,Vbe —plano.

Los vectores aj y a1 son llamadas proyeccion y rejeccion del i-plano respectivamente .

PRUEBA.- De la expresién ai = a | ¢+ a 1 ¢ , despejamos el vector a, multiplicando por
derecha por i obtenemos : ai®> =a | i +a 1 i .
Defino los vectores ay =a liiy a; = a1 ii.

Probar el item 1 equivale a probar que el vector a anticonmuta con i.

1. Probemos aj = a | 1 € i—Plano.
ayi = (a | ii)i =[2(ai —ia)i] i = [§(ai® —iai)] i =

[1(i%a —iai)] i = —i [§(ai —ia)] i = —i(a L i)i = —i q.

2. Sea b € i — plano cualquiera probemos que a; anticonmuta con b.
Observemos que el trivector a 1 i en el AG(3) es multiplo del trivector candnico ejezes
por ende anticonmuta con cualquier multivector.
a;b=(at)b=(ati)(ib) = (ib)(aT1i)=(=bi)(aTi)=—blaTii)=—ba,.

Se uso la condicion b € ¢ — plano de manera equivalente por : bi = —ib.

La prueba también es valida si el bivector ¢ no es unitario, en tal caso se hace el uso del

operador inverso, el cual se definird m4as adelante como i~! = —Hi—.”.
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Si B es un bivector generado por los vectores b y ¢ tal bivector genera un B — plano.
Expresamos el un vector a no perteneciente a dicho plano como conbinacién lineal de los
vectores a y b.

De la forma como se hall6 a) y ay el bivector canénico 4 serd reemplazado por el bivector B.

ap=lal (b1)](b1c)=

Del item 6 de las propiedades vistas en 1.2.16 se tiene :

ay=ladbe—alalbte)=alblebte)—alcbbto)
alblcl(brto))—alcpbl®te))=alblclbc—clch)—alc(blbc—10b] ch).

Distribuyendo los productor internos y factorizando se tiene :

a=(alecblc—alb®)b+(albelb—alch)c (2.1)
Expresamos la componente a, del resultado anterior para el bivector B.
a; =@t ®re)bte)=(@tbte)btec)=(b1c)(a?tb?c). Utilizando el resultado del

item 5 de las propiedades 1.2.16. tenemos :

o=t T @tbte =01t t@the—0brte)tGtaat®tet(atab
Remplazando el vector a por a| + ay y el vector a por 2.1 y despejando el vector a; y
teniendo en cuenta el cambio de variable paraa | b =a , alc=~vyn | ¢c= p.v La

ecuacion 2.1 se expresa por :

a = (78 — ac®)b + (aff — yb*)c. (2.2)

Del item 2 del conjunto de propiedades 1.2.16 tenemos :

(b1e)t(ath) =82 —Bay (b1e)l(ate) =8~ ca.

Ahora expramos a; en funcion de lo hallado.

a; = (V0? — Ba)e — (B2 — caby)a + (VB8 — cot)b

Reemplazando a = a +a, y de 2.2 y despejando a obtenemos :

(48 = a) = (82 = D) (4 — ac)], n [0* = Ba — (82 — &6*)(aff — )] |
14+ By — c?b? 14 By — 2b?

a| =
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Proposicién 2.1.15. Para un vector a y un bivector i se tiene :

1. ali €1i—plano.
2. a |l i es perpendicular al vector a.

3. ay es perpendicular al vector a | i.

PRUEBA.-

1. El vector a | i € i-plano , si el vector a | ¢ anticonmuta con .

(a li)i = 4(ai —ia)i = 3(i*a — iai) = —5i(ai —ia) = —i(a | 7).

2. El vector a | ¢ es perpendicular al vector a, si los vectores anticonmutan.

a(a l i) = ta(ai —ia) = (ia® — aia) = —3(ai — ia)a = —(a | i)a

3. El vector all = a ] i ; conmuta con el vector | .
aja = (a L i)ia L i) = (a L )fi(a L )] = —(a L D)[(a | i)i] = —ajay.
En la dltima igualdad se uso el resultado del item 1.
Observe que si el vector ah es nulo, el vector a el item 1 y 2 corresponde al teorema de

las tres perpediculares estudiado en la geometria euclideana.

a
ay
a'u ‘
a
O
t-plano

Figura 2.4: El teorema de las tres perpendiculares en el AG(3)

Recordamos que la expresién exponencial e trabajan como operador de rotaciones de

vectores en el i —plano. Dado un vector en el AG1(3), podemos hacer rotar dicho vector, si lo
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proyectamos en el el ¢ — plano, para luego el vector componente en dicho plano multiplicarlo
por el e,

De la definicién de giro de un vector 2.1.12 podemos obtener el siguiente teorema.

Teorema 2.1.16. Dado u,v € S* linealmente independiente , donde 0 € |—m, [ es el dngulo

entre ellos. Entonces el vector rotacion de a, estd dado por:

C?Q(CL) = (UU>CL(UU) — €—i9a€i9 — a”e26'z' ta.

PRUEBA.-

Como u y v son vectores unitarios, del item 2 de la proposicion 2.1.5 podemos expresar el

producto de ellos como : uwv = e, vu = e,

A la vez descomponemos el vector a por medio de sus componentes conocidas : aj,a; .
Cop(a) = (vu)a(ww) = e Pae” = e (a) + a1 )e” = (e7a))e” + e (a e?)

Del hecho que a) € ir-plano y a, es ortogonal a dicho plano tenemos por los items 3y 7 de

la proposicion 2.1.5 la expresion :  (y9(a) = auewew +e e, = aHem +a.

Figura 2.5: Rotacién arbitraria de un vector en el AG(3)
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Capitulo 3

Operadores en el AG(3)

En este capitulo veremos algunos operadores importantes del Algebra Geométrica el cual
facilitaran las manipulaciones algebraicas de los elementos del AG(3) los cuales llevaran

consigo en su gran mayoria interpretaciones geométricas en tales relaciones.

3.0.1. El operador dual.

El operador dual ”d ”puede definirse como el isomorfismo existente entre las dlgebras del

3
espacio AG(3) y e123AG(3), donde e193AG(3) = > e123AGK(3).
k=0

Definicién 3.0.1. La aplicacion d: A € AG(3) — d(A) = e1234 es un isomorfismo y es

llamado operador dualidad geométrica.

La representacion geométrica del dual de un multivector corresponde al multivector per-

pendicular asociado.

Proposicién 3.0.2. Si a es un vector y su multivector dual correspondiente d(a) = aejas,

entonces el vector a es ortogonal al plano generado por el bivector dual d(a).

PRUEBA.-  Si b es un vector en plano generado por d(a) , entonces probaremos que a y b

son ortogonales. Si b} d(a) =0;b] (e123a) =0 ;

1
5(5(6123&) + (e123a)b) = 0
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Como el trivector ej93 conmuta con cualquier multivector, en particular con vectores tenemos
. e193(ba + ab) = 0, lo que implica que los vectores son ortogonales.

Para cada elemento e; vector canonico observamos que su operador dual encierra la
condicién de la regla de la mano derecha que es muy utilizado en la fisica clasica, pero esta
vez tal regla estaria ya formalizada.

Hallando el dual de cada elemento candnico.

= d(61) = €123€61 = €23
. d(€2) = €123€2 = €31
= d(€3) = €123€3 = €12

Observamos que el vector e; es ortogonal al plano generado por el bivector egs. Asi

también en los otros casos.

Proposicién 3.0.3. Propiedades del operador dual.
Para A, B € AG(3) ; a,b vectores y a € R.

1. d(aA) = —ad(A).
2. d(A+ B) = d(A) +d(B)
3. d(d(A)) = —A
4. e123 (AG(3)), = (AG(3))4
5. d(A) L A=0
6. (a1 b)erzs = a | (beras)
7. (a ) b)erzs = a1 (beras)
PRUEBA.-
1. d(A) = ersA = afesA) = ad(A)
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2. De la definicién del operador dual y la distributividad del algebra.
3. d(d(A)) = d(Aelgg) = (A€123)6123 = —A

4. Probemos que : 6123Ak = €123 \L Ak = <€123Ak>37k € <14C7Y(3>>3,]C

Si A3—k = —61236123A3—k = —€123€123 i A3—k = —6123<€123A3—k>k S 6123<AG(3)>k-

5. Probemos que se cumple para un j-vector es decir : d(4;) | A; = 0, luego por linealidad
tendremos el resultado para el item 5. La expresion ejo34; es de grado 3 — j, y de la
definicion del producto interno tenemos :

(e1234;) } Aj = <€123AjAj>|3_2j| = <€123A?>\372j| - A? <€123>\3*2j| =0
En la prueba se uso el hecho A? es un escalar, valido de 1.2.7.
Dos multivectores son ortogonales si su producto interior es cero, como caso particular

d(b 1 a) es ortogonal al plano generado por el bivector a 1 b.

6. (aTb)ess = (a(beras) — (beiag)a) = a | (beias)

N[ —=

(ab — ba)€123 =

N

7. (CL \L 6)6123 = %(ab -+ ba)6123 = %(a(b€123) + (b@ug)&) =a T (b€123)

3.0.2. El Operador Inverso.

A diferencia del algebra vectorial tradicional donde no existe definicién para la inversa
de un vector, en el Algebra Geométrica este operador bien definido facilitard las relaciones

entre multivectores y consigo sus interpretaciones geométricas.

Definicion 3.0.4. Un multivector no nulo A tiene inversa si existe otro multivector denotado

por A7! tal que AAT' = A"1A=1

Dado la existencia de un operador inverso en el dlgebra, podemos ahora hacer divisiones
entre sus elementos.
Denotamos la divisién del multivector B entre el multivector A por izquierda o por derecha,
de la siguiente manera : A™'B = LB | BA™! = BL pero si B conmuta con A™' lo
B

denotamos por 7.

No todos los multivectores poseen inversa.
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Ejemplo 3.0.1. 1+ e; no tiene inversa.
Pues si es el caso deberia existir su inverso tal que : (1 +e;) (1 +e;) =1

Al multiplicar por derecha por 1 — ey obtenemos 1 — ey = 0, lo cual es adsurdo.
Proposicién 3.0.5. Propiedades del operador inverso.
Sea a y b vectores no nulos entonces tenemos:

1. al = W , Sia es unitario, a=! = a.

2. (atb)™t = — b

~ Jlato]?

S (atbt o) = i

La prueba es directa de la definiciéon de la magnitud euclideano de los j-vectores.
En el Algebra Geométrica obtenemos de manera directa si 3 vectores no nulos son o no son
linealmente independiente, esto sedd si el producto exterior de los vectores es no nulo los

vectores son linealmente independiente, caso contrario son linealmente dependiente.
Teorema 3.0.6. Sea ay,as, ag son linealmente independiente si y solo st ay T as T ag # 0

PRUEBA.- Probemos el hecho que los vectores son linealmente independiente.
Si aja; + asas + azaz = 0, multiplicamos la expresién producto exterior primero por as |,
luego por as en ese orden, para obtener :
ara; 1 as T az = 0 como a; 1T as T az # 0 existe su inverso (a; T az 1 az)™* al hacer el
producto geométrico ar; = 0 , de manera similar llegamos a : a, = a3 = 0.
Supongamos que a; T as T az = 0, multiplicamos por a; 1T as y usando el item 4 de la
proposicion 1.2.16 tenemos:

(a1 T az)(ar T az T az) = (a1 T ag) | (a1 T ax taz) =

(a1 T az) | (a1 T az)as — (a1 T az) 4 (a2 T ag)ar + (a1 T az) | (a1 T as)ag =0
Como los vectores a1, as y ag son linealmente independiente sus coeficientes son ceros.
(a1 T az) | (a1 T az) =0 = (a; 1 ag)2 =0<= a; T az =0, el cual es equivalente a decir

que a; es paralelo a as, contradicicién pues los vectores son linealmente independiente.

Ahora veamos que cualquier producto exterior no nulo de vectores linealmente indepen-

diente puede ser expresado por el producto geométrico de vectores ortogonales dos a dos
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,ast vemos como el Algebra Geométrica nos ofrece una version mas compacta del proceso de
ortogonalizacién de Gram-Schmidt sobre vectores. Estudiemos el caso para 3 vectores, en el

apéndice se dard una prueba para n vectores.

Teorema 3.0.7. Sea A, un multivector no nulo, tal que puede expresarse como el producto
exterior de k vectores es decir A, = a1 Tas T ... T ax , con k € {1,2,3} entonces Ay puede
reescribirse como el producto de vectores ortogonales dos a dos.
Es decir existe by, b, ...,b, € (AG(3)), tal que : Ay, = a1 T ag T ... T ar = biby...by con
bib; = —bb; , parai #j ;i,j €{1,2,3}
PRUEBA.-
La prueba lo desarrollamos por induccion sobre k
Es claro para k=1 .
Sea vdlido para k = 2 (Hipdtesis inductiva) y probaremos la validez para k = 3.
Si es vdlido para k = 2 entonces existe by y by, ortogonales tales que ay T as = b1by
Probemos ahora para el caso k = 3.
Tomemos el vector by = {az 1 (a1 T az)} (a1 1 az)™' el vector by asi definido es el vector
reyeccion con respecto al plano generado por el bivector a; T as esto por 2.1.14.
El vector bs es no nulo, caso contrario a; 1 as T az = 0, se contradice con el supuesto de
A # 0. Como bs es ortogonal al plano generado por a; T as = biby por ende es ortogonal a
los vectores by , bs.
Ademas de a3z T (a1 T ag) = (a1 T ag)bs, reemplazando la hipdtesis tenemos :

az T (a1 T ag) = bibebs , asi tenemos : Ay = ay T as 1 az = bybabs

Una definicién equivalente a la definicién 1.2.3 de un A, —vector simple, puede expresarse
asi A, — vector es simple si y solo si A, puede expresarse como el producto geométrico de r

vectores ortogonales dos a dos.

Es decir existe {a1,as,...,a,} € (AG(3)), tal que A, = ajas...a, con aa; = —aja;

A#7  vparai,j e {1,2,...,r}.
A la vez todo r-vector puede ser descompuesto como la suma de r-vectores simples. Como

todo r-vector se puede expresar como el producto exterior de r vectores y del teorema anterior,
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tal r-vector puede ser reescrito como el producto geométrico de r vectores ortogonales dos a
dos.

Podemos obtener A, vectores simples a partir de A_,) vectores simple, esto se logra de

la dualidad.

Proposicién 3.0.8. (Complemento Ortogonal) Si A es un r —bloque(r < 3), entonces d(A)

es un (3 —r) — bloque.

PRUEBA.- Si A, es un r-bloque entonces A,ejp3 = A, | €103 € AG3_,.(3) como es un
(3—1) —wector podemos escribirse como el producto geométrico de (3-r) vectores ortogonales

dos a dos.

3.0.3. El Operador Reverso.

Un operador muy ttil que hace que reviertan los vectores de su producto , es llamado la

reversion y sera definida de la forma siguiente:

Definicién 3.0.9. Siay,as,...,a, € (AG(3)), y el multivector A, = a1ay...a, , denotamos y

definimos el reverso de A, por A, = a,...asa;.

El reverso del vector a es el mismo vector, a = a.

Proposicion 3.0.10. El reverso es un operador lineal.

r(r—1)

1. Sea A, un r-vector simple, Z; =(=1)"z A,.

2. FEl operador reverso™ es lineal .

PRUEBA.-

1. La demostraciones lo haremos por induccién.

1(1-1)

Para k=1, de la definicién A; = Ay = (—1)" = " A,.
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Hipétesis inductiva vélido para k , A, = (—1)k(k51)Ak.
Probemos para el caso k 4+ 1 , como Ajyq es un (k + 1) — bloque entonces lo ex-

presamos como el producto de k + 1 vectores ortogonales dos a dos. Es decir existe

{a1,a9,...;a541} C (AG(3)), tal que Axp1 = a1a9...a541 con @;a; = —aja; i F# j

Para i,j € {1,2,...,(k+ 1)} De la definicién y de la hipdtesis inductiva tenemos

— —_~ k(k—1)

DA = Q100207 = agpiq(ag...a2a1) = agpraias..ap = (=1)7 2 agriaias...a;

:(—1)k(k2_1) (—=1)*ajay...apar11 = (—1)k(k;1)&1a2...ak+1 La 1ultima igualdad se dié pues

el vector ap.1 anticonmuta con los vectores aq, as, ..., ax.
La proposicién es vélida para un r-vector, pues todo r-vector es la suma finita de

r-vectores simples, entonces por linealidad tenemos el resultado.

. El operador es lineal es decir si A, B € AG(3) cumple:

—_—~—

a) (@A) = aA, con a€R.

b) (A+B)=A+ B.
~ 3
c) A=Ag+ A —Ay—A;. Si A=) A/ Ax son los k-vectores.
i
Como todo multivector es una suma finita de r-vectores, y cada r-vector es la suma
finita de r-vectores simples, entonces si la prueba lo hacemos para r-vectores simples,

por linealidad tendremos la prueba para multivectores.

Para la prueba de ¢) usamos la propiedad 3.0.10 en cada sumando de A.

El operador reversion nos permite obtener el inverso de un r — vector y de esta manera

podemos dividir multivectores entre multivectores en el Algebra Geométrica y asi obtener

una mayor cantidad de operaciones entre sus elementos y con ellos sus interpretaciones

geométricas.

Proposicion 3.0.11. Todo r-vector posee inversa, si A, es un r-vector su inversa estd dado

por Al=

_ i
A 1?
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PRUEBA.- De la propiedad del reverso 3.0.10 y del item 1 en la definiciéon 1.2.15 tenemos
A A, = (~1)" 77 A2 = |4, . De aqui A7l = 4

T AP
Ejemplos : a1 = H;‘HQ = W , si a es unitario a”! = a
(a10)™ = GiF = Tt = <P = G
Si B = a 1 b unitario tenemos B! = —B
La inversa del pseudoescalar unitario ey = —e123

Podemos concluir que si A € AG(3) es un r-vector simple unitario se cumple A™! = A

Proposicién 3.0.12. Si A € AG(3) su magnitud puede expresarse de la formar:

Al =/ (A4)

PRUEBA.- Si A € AG(3) = P(AG(3)),; expresamos el multivector A como suma de
r — vectores A = Ay + Ay + Ay + As del item 2 de la proposiciéon 3.0.10 tenemos : A=
Ao+ Ay — Ay — As.
Tomando la parte escalar del producto AA.

<EA>O = ((Ap+ Ay — Ay — Ag)(Ag+ Ay + Ay + Ag)), = A2+ A2 — A2 — A2,
En el resultado se tomo en cuenta, que el producto escalar del producto de dos vectores
homonegeneos de diferentes grados es cero, es decir : (A, A4;), = 0 si r # [ (Los detalles lo

vemos en el apéndice), el resultado coincide con la definicién de la magnitud del multivector

A.

Proposicién 3.0.13. Propiedades del reverso. Si A,B € AG(3) , A, € (AG(3)),,B;s €

(AG(3)), y a; € (AG(3)), Tenemos:

L(A) = (=177 (a), = (4),

P

3. Si A, r-vector y By s-vector entonces A, B, = B A,
4. AB=BA
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5. (AB) = (~1)"%" <§ E>r

e~

6. ajas...a, = a,Qp_1...0q

r(r—1)

PRUEBA.-  De la proposicién 3.0.10 4, = (—1)" = A,

k(k—1)

L(A) = (ThoA) = (Tl 4) = ()4 = 4, = (4),

k(k—1) k(k—1)

2. Para Ay = (=1)" 2 Ay, multiplicando por (—1)" 2

tenemos: (—l)k(kgl) 2{\; = Ay, de la proposicion 3.0.10 para ;4\; un k-vector y por el

—~

item 1. :{Tk = A, y de la linealidad tenemos valido la prueba.

3. La prueba lo desarrollamos por induccién.

e~ e~~~

caso 1. Si A, = a un 1—Vectorc/z\52:(a¢Bs+aTBs):aiBs—l—aTBS:

(=1)

(s—1)(s—2 (s+1)s
2

‘al B+ (-1)“ at B, =

(s+1)s s(s—1) s(s—1)

(~1)* By Lat(-1)" = (-1)°B,ta=(-1) = Bylat(-1) 7 Bita

(s=1)(s=2)
2

(=1)
s(s—1)

= (=1)"%" B,a = B.a.

De la linealidad tenemos valido para B multivector.

—_—
3 3

N 3 — 3 -
PuesaB =a) B;=) aBs =), Bsa= ) Bsa= Ba , en la prueba se uso el caso 1.
i=0 i=0 i=0 i=0

aB = Ba (3.1)

Hipdtesis inductiva consideramos valido para A, un h-vector simple. Z;:E = E:él\;;
Ahora probamos la validez para Ay, 1, h-+1-vector simple

Es decir: sea Ah+1 = a102...0p+1, CON G;G5; = —A;0;

De la ecuacién 3.1 y la hipdtesis inductiva tenemos :

_ —_ —
Ah+lBs = alag...(lh+1Bs = CL1(CL2...CL}L+1BS) = CLQ...CL}H_lBS(Zl = BSCLQ...CL}H_lCLl =

Bsapiiap...a2a1 = Bs Appy

De la linealidad tenemos vélido para A; un r-vector.
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4. Del item 3 y la linealidad tenemos la prueba.

5. Por el item 1 tenemos : <§ A = (—1)70(7‘2_1) <§ ,Z(> , también del item 4 tenemos :

T

<§ ﬁ> = <;[ §> = (AB),. La ultima igualdad resulta del item 2.

Igualando ambos los resultados (AB), = (—1)# <§ fN1>

Tomando r =0 y A por A tenemos: <EB> = <§ A>
0 0

—_——

6. Para cualquier conjunto de vectores ay, as, ..., a, tenemos ajas...a, = a,...asa,

La prueba lo hacemos por induccién

Del item 4, es vélido para 2 vectores, ajas = asa; = a2a;

Consideramos vélido para h vectores y probemos para h+1 vectores.
Del item 4 y de la hipdtesis inductiva tenemos :

e~ e~

—_ —
a1Gy...apa5+1 = (a109...a3)ap11 = ap11(a1G9...a5) = Api1ap...0207 .

3.0.4. EIl Operador cruz.

El algebra vectorial a x b, segiin lo concebido por J. Willard Gibbs en 1884, sélo es
valido en el espacio R3, sin mencién a una generalizacién, ademés Gibbs intenté generalizar
los sistemas de Grassmann y Hamilton con su producto cruz, el desarrollo de la fisica en la
actualidad ha demostrado que tal producto no generaliza tales sistemas, es méas en el algunos
aspectos el producto cruz produce incoherencias como lo piblica Vaz. (Ver Apéndice) . El

AG(3) corrige al definir el producto cruz como el dual de un bivector. Como se da en [9]
Definicién 3.0.14. El producto cruz en el AG(3).

El producto cruz de aXb se define en AG(3) como el dual del bivector b 1 a es decir:
axb=dbta)=epgbta=—epzath (< alb=esaxb)
De las propiedades del dual 3.0.3, el producto cruz a x b es ortogonal al plano generado por
aTb.

El producto geométrico para dos vectores puede ser descompuesto de la siguiente manera:

ab=alb+atTb=alb+epzaxb
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Sia=aje; + ases +azes y b= bie; + boes + bzes.

Tenemos el producto cruz como conbinacion lineal de los vectores canonicos.

ap Qas a; das a9 asg
axXb=e3bta= es — ey + e1
by by by b3 by b3

Si seleccionamos los vectores {a, b, a X b} en ese orden tenemos un sistema que coincide con

la regla de la mano derecha.

Ejemplo 3.0.2. Veamos que lo dicho cumple para los vectores canonicos.
» Para {ej,es,e1 X €5 = e3}
» Para {ej,e3,e1 X e3 = —es}

» Para {es, e3,e9 X €3 = €1}

€3 = €1X€2

AN

—eg =e1Xeg ¢---__

€1 = €2X€3

Figura 3.1: El sistema de coordenas verifica el producto cruz para e, esy es.

Para a, by ¢ vectores linealmente independientes, decimos que el trivector a 1 b 1 ¢ tienen
la misma orientacién de ejp3 sia T b1 ¢ = aepps, a > 0, en el ejemplo los tres sistemas

dados tienen la misma orientacion de eqs3.

Proposicion 3.0.15. Propiedades del producto cruz.

Sean a, b, c vectores linealmente independientes entonces se cumple :
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1. Si a y b son ortogonales entonces el sistema {a,b,a X b} tienen la misma orientacién

de eja23
2.atbte=at (e1a3b xc) =al (bxc)epas
3. |laxbl=lanb
4. al (bxc)=(axb)lc
PRUEBA.-

1. Si a y b son ortogonales (ab = —ba)
ab(a x b) = ab(d(b 1 a)) = ab(ei23b T a) = eia3(ab(b T a)) = =& (ab(ba — ab)) =

&2 (a?h* — (ab)(ab)) = e1g3a°b>.

En la tltima igualdad se uso la anticonmutatividad por ser ortogonales, como a*b? > 0

entonces el sistema tiene la misma orientacién de eqo3.

2.atbte=at(btTc)=a7T (e123b xc) =a? (bxceps) =al (bxc)eps la dltima
igualdad se logra al aplicar el item 6 de la proposicién 3.0.3, esto indica que el escalar
a | (b x ¢) nos da la orientacién de a 1 b 1 ¢. con respecto al trivector unitario eja3, si

a | (b x ¢) >0 la orientacién es positiva, caso contrario tendra orientacién negativa.

3. Jax b]> = (a x b)? = (—eyg3a 1 b)(—e123a 1 b) = —(a 1 b)2 = ||a 1 b|)?

La magnitud del producto cruz coincide con la magnitud del producto exterior.

4. De la definicion del producto cruz y el producto interno
al (bxc)=al (—esb 1 c) =1 [a(—eia3b T ¢) + (—eiasb T ¢)a] = —era3t [a(b 1 ¢) + (b1 ¢)d]

=—emat(blec)=—emmatbte
Al proceder en forma similar con la expresién (a x b) | ¢ se obtiene —ej93¢ 1 a T b al
intercambiar anticonmutativamente los vectores por su producto externo tenemos la

igualdad.
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Capitulo 4

Una extension del calculo a funciones

con valores en AG(3)

En esta parte del trabajo presentamos el cdlculo integral y diferencial en el contexto del
Algebra Geométrica AG(3). El célculo geométrico simplifica y unifica la estructura y notacién
de las matematicas para la ciencia e ingenieria. En este capitulo veremos que la derivada
geométrica serd definido de manera natural en forma mas generalizada y los conceptos de
gradiente, divergencia y rotacional que se estudian de manera independiente en el calculo
vectorial tradicional esta vez seran unificadas con la derivada geométrica, esto a su vez juega

un rol importante en la generalizacion del teorema fundamental del calculo.

Los conceptos topolégicos estudiado en R? son los mismos en el AG(3), tales como son
los conjuntos abiertos, cerrados, puntos de acumulacion, vecindades, limites , continuidad
y otros, pero tendremos en cuenta que la norma ||| definida en AG(3) es una extencién de
la norma || del R?, el cual determina una tinica ”distancia”||A — B]|, para los multivectores
A, B e AG(3).

Empecemos extendiendo las funciones a valores multivectoriales de la forma natural.

3

fipeQr f(p) =) filp)er € AG(3) = ED(AG(3))m

m=0

donde 2 C R? es un conjunto abierto en R® y cada fr(p) € R
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Aqui debe entenderse que f =), fi()er evaluada en p , tiene la forma explicita.

fp) = folp) + filp)er + fa(p)e2 + f3(p)es + fra(p)ern
+fa1(p)esr + faz(p)eas + fra3(p)eizs
El primer paso consiste en extender a f, de la manera obvia por medio de las funciones
componente fr, y a la vez redefinir los conceptos tradicionales de limite, continuidad, deri-
vada, integrales etc,en el contexto del Algebra Geométrica.
El segundo paso en nuestro proceso de generalizacién serd obtener de modo natural el con-
cepto tradicional de hamiltoniado usado comunmento en fisica en el estudio de la mecéanica

clasica.

Para ello establecemos :

» El flujo geométrico de funciones con valores multivectoriales como una generalizacion
del concepto fisico de flujo, remplazando la integral de un producto interno por la

integral de un producto geométrico.

= El hamiltoniano geométrico de funciones con valores multivectoriales como una gene-
ralizacién del concepto fisico de hamiltoniano, reemplazando el cociente con la medida
convencional por el cociente con la medida orientada (volumen orientado en el presente

caso).

Comencemos precisando algunos conceptos en el contexto euclideano canénico:

4.0.1. Definicién de integral y la derivada en el AG(3)

Definicién 4.0.1. Sea 2 C R3 abierto y C*(Q) = {f : Q — AG3)/f es de clase C*}

fes una funcion de valores multivectoriales, diremos que:

1. La funcién f = ), fi()e; es llamada C* si cada funcién coeficiente f; € C>(2).

C>(92, AG(3)) denotara la familia de funciones multivectoriales C*°.
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2. Diremos que f es integrable en cada regiéon R C 2, si cada funcion coeficiente fr lo es

y pondremos:

Jf

R

;(g frler € C=(Q, AG(3))

donde: [ f; = [dvy(q) f1(7(q)) convy:ACRF — Q (k = 1,2) es una parametrizacién
R A

de R, de clase C* por partes, que preserva la orientacién considerada.
Es importantes respetar el orden indicado en el ultimo integrando.

Explicitamente tenemos

[ folp) +£f1(p)€1 +I£f2(p)€2 +£f3(p)€3 +£f12(p>€12

[1=T
R +ff31(P)€31 + ff23(p)€23 + ff123(P)€123
R R R

Las integrales en el contexto del AG(3) podran ser definidas en el sentido de la integral
de Riemann. Hacemos la aclaraciéon tomando como ejemplo la definicién de la integral de
superficie.

Sea f una funcién integrable en Q C R?,decimos que la integral de superficie de f sobre la

frontera 6 superficie de 2, dado por ¢ = frontera(f), esta dado por el limite y lo denotamos

N
y definimos por: [do f(p) = Lim > A0 f(pj)
7 N— o0
AEj —0

La expresién varia del concepto standar por que los sumandos en la sumatoria son pro-
ductos de areas orientadas Av;(Bivectores) para cada j que aproximan a la superficie 0. por

multivectores f(p;).(€ AG(3))

Definicién 4.0.2. Operadores derivadas en el AG(3)
1. El operador derivada parcial.
0;: f €C®(QAG3)) — 0;f =Y _(05f1)er € C¥(Q, AG(3))
I

donde 1 < j < 3, es llamada operador j-derivada parcial , en el contexto que

corresponda.
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2. El operador derivada geométrica.

vV felC®(AG)) — v f € C(2, AG(3)), donde

VI (p) = ex(@nf (p) + e2(D2f (p)) + ea(0a (1)) = D_ e5(05/ (1))

J=1

v es llamada operador derivada geométrica.

Es importante tener en cuenta el orden considerado porque los productos se realizan

en AG(3).

La expresion v/ f, representa el producto geométrico del vector 57 = €101 + €20, + €303
por el multivector f =" fre;
T

Los resultados siguientes podemos obtener de manera directa de la definicion de v/

1. El operador v/ es lineal.

2. El producto de e;0; con fre; , evaluado en p , es el resultado del producto geométrico

e;(0;fr(p))er donde se debe respetar el orden indicado.

Del item 15 en la proposicién 1.2.16 podemos descomponer el producto v/ f(p) de manera

unica por:

vIip)=vifp)+v1flp)

4.0.2. Operadores clasicos : Gradiente , divergencia y rotacional

en el AG(3)
Definicién 4.0.3. Sea f: Q2 C R® — (AG(3)),

1. Si £ C R* — R es un campo escalar, la derivada @ en p serd llamada gradiente

de ¢ enp ylo denotamos por : gradp(p) = ¢ (p) = e101¢(p) +e2020(p) +e3050(p), de
la definicion del producto escalar se tiene 7 | w(p) =0 por tal grade(p) =<7 1 ¢(p).

2. Si VA C R — R3 es un campo vectorial, la derivada de V en p podrd ser des-
compuesto en parte escalar y en una 2-parte tal que la parte escalar serd llamado

divergencia del campo vectorial V' en p.
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El estudio de los conceptos de la divergencia, rotacional, gradiente y otros en el Algebra
Geométrica se presciende de un sistema de referencia, por lo tal el AG(3) es una muy buena
herramienta para estudiar los conceptos fisico, pero para un primer estudio por ser una
metodologia practica empecemos utilizando un sistema de referencia.

Explicitaremos la divergencia, expresando V (p) con respecto a una base del R3.

V(p) = vi(p)er + va(p)ea + vs(p)es

VV(p) = e10i(vi(p)er + va(p)ea + vs(p)es) + eada(vi(p)er + va(p)ez + vs(p)es)+

e303(vi(p)er +va(plex +v3(ples) =V L V(p) + v TV (p)

De este resultado podemos tener la definiciéon de la divergencia para un campo vectorial.

divV(p) = v 1 V(p) = 01v1(p) + G2v2(p) + Osvs(p)

Definimos el rotacional del campo vectorial V(p) como el opuesto del dual del bivector

y lo denotaremos por RotV (p).

v T V(p) = (Orva(p) — Govi(p))erz + (O3v1(p) — Orvs(p))est + (O2vs(p) — Osv2(p))eas

Es decir RotV(p) = —e37 T V(p) , 6 expresado por el operador cruz RotV(p) =
v x V(p)

Por tal: YV (p) =<1 Vp)+v TV(p) = divV(p) + erazRotV (p)

Observamos que la derivada geométrica puede descomponerse en dos componentes donde
una de ellas es la divergencia y la otra el operador rotacional.

Podemos obtener el operador derivada sy utilizando matrices, si consideramos el iso-
morfismo entre AG(3) y el dlgebra de matrices (Ver apéndice),de la representacién con las

matrices de Pauli tenemos :

05 01 — 105
O +i0y  —0s

Donde o1, 09,03 son la base de las matrices de Pauli.

V = €101 + €205 + €305 <— 0101 + 0202 + 0305 =

El flujo geométrico y el operador hamiltoniano en el AG(3)

Para la definicion que daremos a seguir usaremos las convenciones siguientes:
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Dado p € Q C R? abierto, K indicard un cubo orientado, de caras paralelas a los ejes

coordenados, centrado en p y contenido en €.

OK denotara su frontera de K orientada positivamente (idea de la normal exterior).

~ indicard una parametrizacion de JK, de clase C*™ por partes, que preserva la orien-

tacion dada.

K = || K||e1a3 sera el volumen orientado de K, donde || K|| es el volumen usual.
Definicién 4.0.4. Dada g € C*(2, AG(3))

1. El flujo geométrico de g que atraviesa K esta dado por :

Forc lg] = /8 d)g(a(0) € C¥(2,AG(3)

Aqui usamos el item 2 de la definicion 4.0.1 con f() = dvy()g(y()) (el orden es impor-
tante porque el producto es en AG(3)) , dy(q) es el bivector que aproxima a la frontera

OK en el entorno de gq.

2. El hamiltoniano geométrico de g en p €  sera

M[g] (p) = Jim - Foxc [g) € AG(3)

K—p

El siguiente resultado sera de fundamental importancia para un proceso de extension del
calculo euclideano al caso no-euclideano porque establece un modo algebraico equivalente de
introducir el concepto de Hamiltoniano y explicita su relacién con los conceptos tradicionales

de divergencia y rotacional.

Teorema 4.0.5. El Hamiltoniano geométrico coincide con la derivada geométrica
Mgl (p) = e;0;9(p) = Vg(p) = v L g(p) + €123 7 xg(p)
j=1

Donde los productos indicados en la sumatoria son en AG(3).Aqui usamos el producto cruz

dado en la definicion 3.0.14
vV 1 9(p) = 123 7 xg(p)
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PRUEBA.- Empezamos hallando el flujo geométrico de g que atraviesa un cubo pequeno

donde p es el centro de tal cubo.

Consideremos un pequeiio cubo K C Q C R3 donde €2 es un abierto en R3, por comodidad
de calculo, consideramos los vértices del cubo paralelos a los ejes coordenados ey, es, €3 y sea
A, la magnitud de la arista del cubo.

Sabemos que el flujo de g (F, [g]) que atraviesa el cubo (las caras del cubo o) esta dado

por la suma de los flujos de cada una de sus caras es decir, la suma de 6 flujos.

Folo) = [ @90 =3 [ dna)gonta) (4.1

donde:

o es la frontera orientada positivamente de K y « es una parametrizacion de o.
» 0; :Es la superficie de la i—cara del cubo orientado.(Bivector) i = 1,2,...,6

6 . . . ., ..
= =) .7 eslaparametrizacion de o , donde 7; es la parametrizacién positiva de la

cara 0;, con ¢; € 0; y dv;(¢;) es el bivector que aproxima a la superficie o; en el entorno
;-
= Tal bivector serd expresado como su vector dual es decir:
dvi(qi) = |dvi(q:)|| eie123, Aqui e; es la normal saliente de la cara o;.
K= Aiemg es el cubo orientado.

A3 = ||K]| es el volumen usual .

Como tenemos caras opuestas en un cubo consideramos sus normales por:

e = —eq, e5= —ey, eg= —e3, las normales opuestas

Al remplazar en 4.1 las consideraciones dadas tenemos:

Folgl= X0 [ ldvi(as)l eierssg(i(as)) =(S, [, ldva(as)ll esg(ri(as))) erzs = (S0, A2eig(pi))erss
La aproximacion sedé al aplicar el Teorema del valor medio para integrales dobles y como

p se tomd como el centro del cubo, consideremos p; = p + %ei como centro de la cara o;.
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Ejemplo p1 = p+ &%1.  ps=p+ 2res = p— 8¢y

Como A2 es constante en cada cara, factorizamos fuera del parentesis y desdoblando la

sumatoria.
Folgl = (2?21 eig(pi)) €123 =
AZ [erg(pr) + eag(p2) + e3g(ps) — €19(pa) — €29(ps) — e3g(ps)] €123 =
A [ei(g(p1) — g(pa)) + e2(g(p2) — 9(ps)) + 63( (p3) — 9(ps))] €123 =
A [en (H2o0)) - e (AA02)) 4 ()00 g —
K [el(g(w%el)gf((p—Tel)) +es® g(p+Aa2Ze Q)A—Ig(p—%eg)) + 63(9(p+%e3);f(p_%eg))

Multiplicando por el trivector K !

y tomando el limite cuando A, — 0(es equivalente a tomar cuando K — 0) se tiene:

Aim T = e1019(p) + e2029(p) + e3059(p) = 37, ,0,9(p) = V9 (p)

! conmuta con F, [g] .

Folgl
K

Del operador nabla 17 considerado como un 1-vector tenemos la descomposicion de ma-
nera tnica por: 7g(p) = v 1 9(p) + v 1 g(p).

Lo visto hasta ahora nos muestra que la alternativa de generalizacion elegida exige desa-
rrollar primero el calculo integral y posteriormente el calculo diferencial.

Ahora podemos representar la derivada geométrica de g en p en R? como el limite de

una integral de superficie, es decir:

f‘;c] khm = [ dog(p khm (lim Zjvzl Av;9(p;))

N—o0 Ao’ —0

lim
k—p

donde k es un entorno de p.

En la nomenclatura de la derivada geométrica es usual denotar 0 por V.
Si g es una funcién con argumentos escalares y valores multivectoriales la derivada

geométrica coincide con la definicion usual del calculo, es decir:

dg(t) ., g(t+ At)—g(t)
o~ Am At

8tg(t> =

Luego veremos algunos ejemplos donde la derivada puede ser vista como la aproximacion
de sumas, pero primero probemos un resultado muy 1til para el célculo, el llamado teorema
fundamental del calculo para el AG(3), en el cual usaremos el hecho que la derivada puede

expresarse como el hamiltoniano geométrico.
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Teorema 4.0.6. Teorema fundamental del cdlculo en el Algebra Geométrica AG(3)

Sea [:QQ CR" — AG(3) (n = 1,2, 3) tal que si existe VF en ) con 0f2 como la frontera
de Q entonces : [, d"sVF = ¢, d" 'z F

Donde: 5589 indica la integral cerrada en torno de 0f).

PRUEBA.-

Como existe la integral fQ d"zVF hacemos uso de su definicion como limite de sumas
de Riemann, es decir: Ve > 0,36; > 0, tal que dado una particién de Q2 en m partes
Q=227 )

(Para n=3 2; es un pequeno sélido en el espacio y Ax; C €2, es un pequeno cubo que lo
aproxima, donde consideramos x; como su centro)Sea |Az|| = max {||Ax;|| /i =1,..m}

Si ||Az|| < 6y y se cumple || >, Ax;VF(x;) — [, d"zV F|| < e , cuando m — oo la cual

es resumida por :

[|Az;]|—0

lim Y Az VF(z;) = / d"zVF (4.2)
j=1 @
Al expresar la derivada geométrica VF' en x; por medio del hamiltoniano consideramos

un entorno K de z; tal que K — x; . Para nuestro caso sea K = Aux;

VF(z;) = lim A%ci faﬂi d" 'z F(x;) donde 0%); es la frontera del cubo orientado Aw;

A{L‘i —T;

positivamente. En la definicion VF' como limite tomemos £ = m , existe do > 0 tal que si
. . _ A

[ Azi|| < 0y para cada i , se tiene :|| 5~ §, d"TaF (2;) = VF(2;]| <& = 3TasTm donde 09

es la frontera de Axz; , 1 < i < m Aplicando sumatorias para ambos lados de la desigualdad,

y utilizando la desigualdad triangular para multivectores (||A + B|| < ||A||+ | B||) tenemos :

m

1 n—1 S 1 n—1
> A j[d xF — VF(z;) ||| < ; Az fd xF — VF(x;)

i=1 89 09

m c - .
< = <
N ; 2||Azfjm  2||Ax]] = 2[|Azi|

Distribuyendo la sumatoria en la primera expresiéon y multiplicando por ||Az;|.

}{ d" 'xF(x;) — Ax; i”: VF(z;)|| <

o0 =1

=1

1 €

61



El multivector Az; multiplica a cada uno de los sumandos y en el primer sumando se

cancela.
m m E m m
d" 'xF(z;) — Ar,VF(x))|| < = <e & Az, VF(x;) — J(I{dnle )| < e
274 (v) = L AnVF@)| < > <>Z (x)

Tomando ¢ = min {d;, d2} para m — oo, de la definicién de limite tenemos :

lim Ax;VF(x;) = J(I{dnle = fd”le 4.3
i 38 E () Z (43)

o0

De las ecuaciones 4.2 y 4.3 obtenemos la igualdad solicitada.

j[ d"xVF = f d"'xF

Q o0
La igualdad en la ecuacion 4.3 las fronteras de dos regiones adyacentes 0f); comparten
una frontera comun en el cual sus integrales son opuestas que al sumarlas se eliminan.
Visualizamos el caso para n = 3.

Hallando la integral sobre la frontera de Q;, [ d2F'; donde d2 es un bivector de magnitud

dq,,
d2
|d2||, el cual lo expresamos por su vector dual ny; n; = Tas €123
d2F = | dieipsF = F
€123 = 1234 = n
da [2)5} 179}

k k k

En forma similar hallamos la integral sobre la frontera do, _, y tenemos:

er3 | di2F = [ noF , donde ns es el vector unitario ortogonal a la frontera oy,
%04 1) %0k 1)
como ny = —ny, tenemos [ d2F + [ dZF =0
9, 8Q(k—1)

Esto seda en todas las fronteras interiores, por lo cual tenemos el resultado deseado.

Casos particulares del teorema fundamental del calculo.

Los casos particulares del teorema fundamental tiene muchas formas diferentes el cual

nosotros consideramos.
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Para n=3 Sea F:Q) C R® — AG(3) tal que si existe VF en 2 con 9 como la frontera

de Q entonces :

/ d’xVF = f{ d’xF (4.4)
Q oN

El trivector d3x = e193]|d®x]|| y el bivector d?x = ej93n ||d?x||, donde n es el vector

ortogonal al bivector d?x, reemplazando en la ecuacién 4.4 eliminamos el psudoescalar, por

x| vF = fnaex| F

o0

lo cual resulta.

Para un campo escalar ¢ = ¢(z) tenemos la férmula del gradiente. [ ||[d*x|| Vi = ¢ n||d*x]| ¢

La aplicacion del teorema fundamental para funciones F' =V = %(:c) con vadorggs2 vecto-
riales llamaremos teorema de Gauss.

Si descomponemos VV =V | V+e193V XV y al reemplazarlo en el teorema fundamental
del céalculo y separando como una parte escalar y una 2-parte, tenemos el teorema de la
divergencia y el teorema del rotacional por separado respectivamente.

J I TV = §naix]| V=

f |d3x||V LV + €123 f |d3x|| VXV = f |d%x||n | V + e1a3 j; |d%x|| nXV <

flld?’XIIViV 55 ||d2X||n¢V y f||d3X||VXV f ||d2X||nXV

Para n=2 Sea F:QQ C R* — AG(3) tal que si existe VF en Q (superficie en R?) con

0f) como la frontera de {2 entonces :
/dQXVF = j{dle
Q a0

Escribimos d*x = —ej93n ||d?x|| y d'x = dx , donde n es el vector normal a la superficie
tenemos n | V = 0, para n unitario V.=nnV =nn | V+nn TV = nn 1T V tomando
extremos.

V =nn1V = (nes)n x V lo iltimo de la definicién del producto cruz.

d’xV = d*x(nej93)n XV = ||d?x|| nX'V Reemplazando en el teorema fundamental
[ 1d*x|| nXVF = § dxF, tal férmula es llamada teorema de Stokes.
Q

Para un campo vectorial F' =V separamos la férmula en una parte escalar y una 2-parte.
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|d*[[nx VV = ¢ dxV <= [ ||&’%||(nx V) LV + [ [|[d®%||(n x V) 1V =
[in-wesgor =] /

o0

faxisfaxav e (fax oy = faxivn(f ] e 1y = faxi)

o0 o0 o0 o0

Del item 4 de las propiedades del producto cruz proposicién 3.0.15 obtenemos :

/||d2x|| nl(VxV)= %dx v (4.5)
Q

o0N

/||d2x|| (nxV)xV = j{dxXV (4.6)

La expresién 4.6 es conocido en el algebra vectorial como el teorema de Stokes, pero en
el AG(3) tenemos una expresién adicional 4.5.

Para n=1 Sea F:Q) C R' — AG(3) tal que si existe VF en 2 con 92 como la frontera

/dleF = j{dOXF

Q o0

de Q entonces :

Sean los puntos extremos de 2 , a y by escribimos d'x = dx =e |dx|y V =ec | V
luego d'xV = |dx|e | V = dx |V.

Remplazando en el teorema fundamental obtenemos :

/dx W= de — F(b) - Fla).

Q o0N

La derivada como una aproximacion de sumas.

En la prueba del teorema 4.0.5 se aproximo la derivada como la suma de seis caras de un
pequeno cubo descrito por los bivectores Ag; con centros en p;. En el desarrollo de célculos

de derivadas podemos aproximar la derivada geométrica de g en p por:

6

Vy(p) ~ %Z NGig(p) =) (% A 8]) 9(p;),

j=1
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Como todo bivector puede ser representado como el dual de un vector tenemos que:

AT; = ejo3 A ay. , donde el vector Aa; es ortogonal al Ag;—plano, al reemplazar tenemos :

6
6123Aa‘> < ) 9(p;) = Aajg(p;)
=2 (e ) 00 = 2 (st ) ) = ey 5 ot
(4.7)
Parte Par e Impar de la derivada geométrica

La expresién 4.7 muestra la derivada como una suma simple de seis productos similares

y como la derivada 7 se comporta como un vector, esta descompuesta de forma tnica por:

vyp) =v1gp) +v 190

Donde :

6
v glp Z( A%)ig(py ”K”ZA%igpg)
7j=1
A
6
v Tglp QZ( AO—])Tg(p] HKHZACLJTQPJ)

7j=1

Si g es una funcién vectorial, obtengamos de forma explicita el rotacional. 7 X g(p) .

Como v Xg(p) = —6123(V T g(p)) —C1237ET ||K|| Z] 1 Aag T g(p]) ||K|| Z] 1 Aa] Xg(p]>

Una expresiéon mas familiar para el producto ” x”se establece por:

vV x g(p) = —ens(V T g(p 61232: (6123 ||K|| ) T 9(ps)

Descomponiendo el bivector por el vector Ac; 1 g(p;) en el AG(3) tenemos :

AO'J AT )

YA NG ;
VXQ ~ €123 6123 g(pj)<5123 ] = 1 6 [_6123< 612; )g(pj) + 61239(]9]')(612; )

] - ] 2 2
Simplificando y de la definicién del producto interno de un vector por un bivector tenemos:
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=]

ng<p>: HKHZAUJ\Lng = Z p] *LAUJ'

La expresién del producto cruz en el Algebra Geométrica es libre de coordenadas, el
producto interno del vector g(p,) por el bivector Ag; resulta un vector.

Como ejemplo aplicativo de la derivada geométrica , evaluemos la derivada del producto
de funciones 7(fg), luego desarrollamos las propiedades de una forma algebraica utilizando

los conceptos de la derivada direccional, del diferencial y de la continuidad diferenciable.

Proposicién 4.0.7. Sean f,g : R® — AG(3) derivables en p, entonces el producto de

funciones fg es derivable en p , y cumplen 7(fg) = %}g + %ff]

Los puntos negros ® arriba de cada funcién indican que tal funcién tiene que ser derivado

primero, mientras que la otra permanecera constante.
PRUEBA.- Consideremos la integral de [f(p) — f(po)] [9(p) — g(po)] /€123 sobre la superficie

o de un pequeno volumen orientado K , donde pg es cualquier punto muy cerca a p.

1 . 1 . . ~ ~
E/da(f—fo)(g—go):E/dgfg—%/dafgo—%/dgfog‘i‘%/dafogo (4.8)

Tomando limite a la expresion 4.8 cuando K — 0 tenemos que la expresion % [ da fogo
es cero , a la vez el limite cuando K — 0 es también cero. Esto es vélido, pues la arista
del pequefio cubo ||K||, donde ¢ = ||K|*, [||dG|| = 6% y de la continuidad de f y g;

lg— goll < 4| f — fol <€ Como K — 0 también ¢ — 0 entonces :

i [ = 56~ H—H / I3(F — fu)la — )l < 66200 = ot

De la definicién de limite se tiene : lim (5 [ do(f — fo)(g — go)) = 0
K—0 o

Ahora el limite de la ecuacién 4.8 toma la forma:

K—0

o 1 [ o1
fim (¢ [ d5f9) = Jim (i [ d5ro0) + tim ([ 5o

o o g
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Tomando la expresién tenemos : 7(fg) = % fg+ %}g

Ecuaciones de Maxwell

Gracias al Algebra Geométrica las ecuaciones de Maxwell pueden ser reducidas a una
unica expresion mediante lo siguiente :

Definimos el operador multivectorial D = 0, + 57y los multivectores F' y J por :

F=FE+e93B J=p—J

Donde E, B es el campo eléctrico y magnético respectivamente y p y J son las densidades
de la carga y la corriente respectivamente. Las ecuaciones de Maxwell puede ser escrita en
una sola ecuacion por DF = J

Veamos.

(O + VNE +eB)=0E+ (VI E+V1TE)+es0B+en(vViB+v1TB)=

=V E+ (OFE + 1237 1 B) + 1230, B + €123 V oF + €123/ | B

=V E+ (OF —vrB)+e13(0B + k) +e13vV | B=p—J

Igualando las k-partes obtenemos.

VIiE=p
veB — O,F =]
OB+ yxE =0
vViB=0

Las cuales son las ecuaciones de Maxwell.

Los detalles sobre tales ecuaciones y comentarios pueden verse en [7]

4.1. La Derivada Direccional y sus propiedades

En esta parte del trabajo veremos algunas propiedades de las derivada direccional y la

deriva, parte de esta demostracién se puede ver [?]

Definicién 4.1.1. Si F : Q C R® — AG(3) , (Q abierto) funcién con valores mul-
tivectoriales y a vector, definimos la derivada de F en la direccion a en el punto x €

por

al OF(z) = Leten) | — Jim Zeten)=F@ g 44] imite existe.
dr T—0 T
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En particular para a = ¢; (¢ = 1) tenemos la derivada parcial e; | OF = O;F
Si definimos a G la funcién con argumentos escalar tal que G(7) = F(x + at) podemos

dG(0

observar que: % =alOF

a | OF (z) también serd llamada la a — derivada de F en x.

4.1.1. Propiedades de la derivada direccional

Tomemos a,b vectores A € R y F,G : R® — AG(3) funciones derivables en a,by A

un multivector cualquiera.
Proposicién 4.1.2. (a+0b) | 0F =a ] 0F +b| 0F

PRUEBA.- De la definicién de la derivada direccional tenemos:

(a+b) | OF (z) = 1o Flottatth) = F(z) . Flottatth) - Fo+th) + Fo+th) — F(x) _

t—0 t t—0 t

F(z +ta+tb) — F(x +tb) F(z +tb) — F(x)

Lim + Lim =
t—0 t t—0 t
th% alOF(x+1tb)+blO0F(x)=al 0F(z)+ bl OF(z).

En la dltima igualdad se uso el caso de que la funcién a | OF es continua en x. Pues en
el contexto del Algebra Geométrica también se tiene que si la funcién es derivable entonces

es continua.

Proposicién 4.1.3. Para X escalar (Aa) L OF = Aa | OF)

PRUEBA.-  De la definicién
(Aa) | OF = {’%w Si A = 0 se verifica rapidamente.
Si A # 0 multiplicando y dividiendo por A
(Aa) L OF = Lim ALt eCOIZD) )\ Ly HeeO=LE) — N(a | OF)

t'—0
De lo anterior, para x fijo a | OF es una funcién lineal con respecto a su direccion a.

Proposicién 4.1.4. a e R}, A€ AG3) aldA=0
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PRUEBA.- Para F(z) = A ( A independiente de x), de la definicién.

_ 7. Fla+ta)—-F(z) _ 7. A—A __
al OF(r) = Lim————% = Lim*;* =0

t—0 t—0

Proposicién 4.1.5. Funcion identidad a | 0x = a

PRUEBA.- F(z) =z, de la definicién se tiene

0l 0F(2) = Lip et ZF@) gy whtaze

t—0 t t—0 t

Proposicién 4.1.6. Funcion producto escalar ay | 0.(x | a) =ay | a
PRUEBA.- F(z) =z la
1. F(zttap)—F(x) . (z+tag)la—zxla _
Wt O () = P TEE = P =

Proposicién 4.1.7. a L O(F + G)(z) =a | 0F(x)+a ] 0G(x)

PRUEBA.- De la definicidn.

0 L OF + () = Lim LM +Cla+ M) - Flz) - Glz) _

t—s0 t

LimF@ta) = F@) - Gle +a(A) - G(a)

t—s0 t t—0 t

=a ] 0F(z)+al 0G(z)

Proposicién 4.1.8. Regla del producto. a | O(FG) = (a | OF)G + F(a | 0G)

PRUEBA.- De la definicién.

0| O(FG)(x) LimF(I + at)G(z + at) — F(2)G(z) _

t—0 t

t

t—0

Lim { F(x +at)G(z + at) — F(x)G(x + at) + F(2)G(z + at) — F(x)G(x) }

Lim {F(x +at) - F(x)G(:c + at) + F(x)

t—0 t

G(zx + at) — G(x)
o

(aiaF)tLi}TrOLG(x—i-at)jLF(aiﬁG):(aiaF)G—i-F(ai@G)
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Proposicion 4.1.9. Funcion longitud de un vector, donde % vector unitario.

alx
e

Usando la regla del producto para 2 = |z|” tenemos:

al oz’ =(aldr)r+z(aldz)=ar+xa=2alx

aldlal = (aldlal)|a] +|z|(a ) dla]) = 2|z| (a ) Dlal)

Igualando |z|(a | dz|) =al oz = a ]l J|z| = a¢a¢ —all

aldlz| =

Proposicién 4.1.10. Invariancia del grado.

al 0(F), =(al0F),

al 0 esllamado operador diferencial escalar.

PRUEBA.- a | 8 (F), = Lim‘~ (”“t»f_(F(‘”»’f = Lim <w> = (a | OF),

t—0 t—0 k

Proposicién 4.1.11. (Expansion de Taylor)

Sea x,a vectores podemos aproximar

F(x+a) =exp(a ] 0)F Z
k=0
PRUEBA.- En la prueba se toma en cuenta la validez de la expaciéon de Taylor de una

funcion definida en R infinitamente diferenciable en el intervalo [0, 1].
Sea G : R — AG(3) /G(1) = F(x + ar)
De la observacion de la definicién de la derivada direccional, tenemos:

deS_) dF( :r—l—aT \7—7 —a i/ OF

— % . dgidF(:L‘—&-aT)\T_ _ ai@dF J:—HJLT)\T o=a ia(ai @F( )) _ (ai@)QF(as)

Generalizando & 5( = (a | 0)*F(x)

La expansion de Taylor para la funcién G es :

2 oo k
ow=a+-60+ dif” : ;d;;@ g
— G(l) I + CL — exp(a \L a)F<x>
k=0

70



Proposicién 4.1.12. Regla de la Cadena para funciones escalares.
Sid:ze:QCR* - R y F:AQ)CR— AG(3) se cumple:

awF:(awA)%

PRUEBA.- Usando la expansion de Taylor en R

o 72(AN)? g2
FA+TAN) = F(\) + 7ANE  TIOAER

Usando la expansion de Taylor de la proposicién anterior.

Az +7a) = M) +7a § ON(z) + “@ )\ (1) 4 ..

Tomando en cuenta que 7 es muy pequeno, podemos aproximar

FA+7AN) = F(A) +7ANE vy ANz +7a) ~ A(z) + Ta | ON(z)

Ahora de la definicién de la derivada direccional tenemos :

al OF(\(z)) = LimFQ@+70)=F\@) i FO@)+7aloN@) = F(\(x) _ LimF(A(:c))JrT{awA(ar) L —F(\(x))
t—s T T 50 o t—0 T

Eliminando y cancelando, tenemos:

alO0F(\z))=al 8A(m)%

Proposicién 4.1.13. Regla de la Cadena I
Siz: ICR—R y F:z(l) CR®— AG(3) se cumple:

U a(0) = (Sa(6) L 0P (@) \mst

PrRUEBA.- Usando la expansién de Taylor del caso R.

o(t+7)=a(t) +rde(t) + TLa(t) + ...

ayltor . xT Ti.’E — X €
A (5(1)) = Lign P@UnI=Fl) Tl [y, FEORT {0 PO &f (44 | O,y

dt t—0 T t—0 T

Proposicién 4.1.14. Regla de la cadena IT
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Sea f:z€QCR*—R} G:f(Q)CR— AG
Si F(x) = G(f(x)) entonces a | 0F(z) =al 0,G(f(z))
PRUEBA.- _Usando la expansién de Taylor para la funcién f con argumentos en R3

flx+7a) = f(x) +7a ) df(x) + T (a L d)2f(x) + ... Asf tenemos :
al 0;G(f(x)) = 0:G(f(x+ia))\rmo = 0:G(f(x)+7a | 0f(x))\r=0 = (a | f(x)) | 0w G(2')\w=f(w)

Dado que la composicién de funciones son evaluados en sus respectivos puntos, al suprimirlo

la regla de la cadena toma la forma.

alOF = al0,G(f(z) = f(a) | OG

Donde definimos : f(a) = a | 0,f(z) como el diferencial de f en a.

s o C . . ., A —alhh
Proposicién 4.1.15. Funcion direccion. a | 0xr = % — e /p— @

PRUEBA.- ai@aAc al 0% ‘x|a¢8x+x(a¢8‘x|)

E

1 -1 a -1 a a A 1a—§(a¢§) Tra— 27 | a x:/ETa

a+x(a¢x)|x|2 Tl ( ix)| | m—x(aix)_

] B |z]  al

Como en el calculo diferencial escalar es necesario apelar a la definicién del diferencial
en término de limite para evaluar funciones elementales, las diferenciales para funciones
mas complejas pueden ser determinadas usando la linealidad del diferencial o la regla del
producto.

En un inicio del capitulo 4 se defini6 la derivada geométrica con repecto a un vector como
el limite de una integral de superficie, ahora veremos propiedades algebraicas relacionas con
la derivada direccional y su diferencial.

Denotemos la derivada V = 0 y lo expresamos en funcién de los e; , 7 = Z?Zl e;0;
, el cual expresa el operador derivada 0, como un vector, por tal cumplira las propiedades

comunes de un vector, es decir cumple las propiedades basicas para 0,
Proposicién 4.1.16. Propiedades bdsicas del 0,.
1. 0y Tes =06 0re1o3 =0, ] erns
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3
2. 0, = > d*ay | 0,
k=1

Donde los a* forma un frame reciproco de los a; (a* | a; = (5;“) los detalles se vera en
el apéndice , los a* expresan las propiedades algebraicas de los vectores v a | 0, como la
derivada direccional, ya visto antes.

A la vez el producto interno del vector a por la derivada 0,,es igual al operador a | 0,

serd lo mismo que la a — derivada del operador en x.

Definicién 4.1.17. (Funciones continuamente diferenciable y diferencial de una funcidn. )
F es continuamente diferenciable en x € R3 si para cada a € R3 (fijo), la funcién a | OF

es continua en una vecindad de x.

Entonces si F' es continuamente diferenciable en z fijo, a | OF (x) es una funcion lineal
en la variable a, cual se llamaré diferecial de F. Y lo denotamos por:

F(x,a) = F,(x) =al 0F(x)

Suprimiendo x

F=F(a)=F,=aldF

De la proposicion 4.1.2 y 4.1.3 tenemos para z fijo.
1. F(r,a+b) =(a+b)|0F(x)=al0F(x)+b| 0F(x)
2. _F(x, a) = (Xa) | OF(z) = XNa | OF (z))
De manera resumida lo expresamos por :
Fla+b) = F(a) + £(b) A E(Aa) = AE(a)

El cual indica que la funcién F' es una funcion lineal.

La funcién F de dos variables x y a es también llamado primera diferencial o simplemente
diferencial de F.

Podemos definir la diferencial de F' = F(z) en términos de la derivada 0, al hacer uso

de:
Fla)=al 0F = %(a@F%—éaZ})

Donde el punto arriba de la funcion, indica que solo F' es diferenciado, cuando a es una

funcion que dependa de x.
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Proposicién 4.1.18. Para a,z vectores a | 0,x = 0x(x | a) =a

PRUEBA.-  Del item 2 de las propiedades bésicas de 4.1.16 tenemos :

3 3

Ox(z | a) :Zakakiﬁx(xia) :Zakakia:a

k=1 k=1

Como 0, trabaja como vector podemos tener la siguiente expresion :
Owa | 0y = 04(a | 0,) = 0y (4.9)

Podemos usar esto para obtener la derivada de una funcion a partir de su diferencial.

D, F(x) = B0 | 0,F(x) = 0,F ()

Introducimos la notaciéon @ cuando derivamos con respecto al argumento diferencial F'
Ahora lo escribimos en forma compacta 0F =0F Usamos el diferencial para hallar propie-

dades de la derivada.

Proposicion 4.1.19. Propiedades de la derivada.
1. O(F+G) =0F+0G
2. J(FG)= 0FG +0FG

PRUEBA.-

3 3
L OF+G)=>Y da L 0.(F+G)= Y d*a; | 0,F + d*a;, | 0,G =
k=1 k=1

3 3
Soakay, | 0. F + 5 dtay | 0,G = OF + 0G
k=1 k=1

3
Za ag 4 0:(FG) = Za ar 4 0:(FQ) :Zak ar L OF)G4a"F(ay | 0G) =
k=1

3 3
> a*(ax LOF)G + Y a"Flay | 0G) = OFG + OFG

k=1 k=1
Donde : 0FG=0,(F(x)G(y))/y=x se deriva en G tomando F constante.
Algunas veces usamos los puntos en vez de las barras, es decir: 9(FG) = OFG + 0FG
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Proposicion 4.1.20. Regla de la cadena para una funcion compuesta.

De 4.9 y la regla de la cadena 4.1.14. Sea F' la funcién compuesta por : F(z) = G(f(z))

0,F(x) = 0,G(f(x)) = Da[a L 0,G(f(2))] = ala ) 0, f(x) L 0G] = 0, [f(a) } 0w G(x
Usamos la notacién f(a) =a | 0, f(x)

Proposicién 4.1.21. Derivadas de funciones elementales.

1.0lx=3 yOd1Tx=0 seguimos 0r = 3

3 3 3
PRUEBA.- Oz = Y. d*ay | 0,0 = > a¥[ay, | Opz] = > dba, =3
k=1

k=1 k=1

2. aldr=a=0x}a dondeal (0Tx)=aldr—0rla=0

3

3 3
3. 0x2 = Y dFlap | 0,27 = . aF2a L =25 dfa L v =22

k=1 k=1 k=1

3
4. 0lel = 3 aFax L0, [ = Zakw zaak T=1=g

5 0|x" = kl|z|f?a

N or=f@)

PRUEBA.-  Consideremos f(z) = |z|] yG: R =R Gy) =y* k€ Z,., dela

regla de la cadena tenemos : 9,G(f(z)) = 0,f(a) | 0xG(2') = O (2K |2*1) =

||
)k |zF7? = ak |z

En la prueba se tomo en cuenta los resultados siguentes ya visto anteriormente.

fla)=aldf(x,a) =5
Oy G(2) = k||

aldlx] = w2

||

O(zla)=a

6. dlog|z| = # =z

5

dula |



Capitulo 5

Apéndice

5.1. Apéndice 1: El origen del enfoque moderno

El Algebra Geométrica presenta una estructura de R-espacio vectorial en el algebra no-
conmutativa de las matrices complejas 2 x 2 (C?*?) | mostrando para ello una base que posee

propiedades parecida a la condicién de Dirac. Consideremos las siguientes matrices complejas

10 01 0 — 1 0
01 10 v 0 0 -1

Denotamos respectivamente por: g, 01,02 y 03. 0¢ es la matriz identidad.
Proposicion 5.1.1. Propiedades de las matrices og, 01,09 Y 03.
» 02 =0y, para i = 1,2,3 La prueba es directa por multiplicacién de matrices.
m 0109 = —09071;, 0903 = —0309; 0103 = —0307, €l producto es anticonmutativo.
" (010203)2 = —00
u (0'10'20'3) 0 =0j (0'10'20'3)
La demostracion es directa haciendo uso del producto de matrices.
Proposicion 5.1.2. El conjunto de matrices
{00701702,03,010270301,02037010203}
forma una base en el dlgebra no conmutativa de las matrices complejas C**2.
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PRUEBA.- Los elementos del conjunto son linealmente independiente. La demostracion lo

hacemos siguiendo los pasos:

1. Sean a,b € R constantes, con acg + bojos03 =0 —=>a=b=0
Denotamos o193 = 010203

aog = —b0123 ; (CLO’Q)2 = (—b0123)2 ) a2 = —b2 ) dondea=06=0

2. Si A= Co0p + €101 + C209 + €303 + C4012 + C5031 + Cg023 + C70123 = 0—
A= C101 + C209 + €303 + C4012 + C5031 + Cg093 = 0
PRUEBA.- Para cualquier ¢; € R
De la primera expresién multiplicamos por o1 Aoy obtenemos :
Co0p + €101 — €202 — €303 — C4012 — C5031 + Ce023 + C70123 = 0
Sumando con el multivector A y dividemos entre 2 obtenemos :
Co0p + €101 + C6023 + C70123 =0
Multiplicamos la tltima expresién por derecha e izquierda por o, para obtener :
Co0p — €101 — Cg023 + 70123 = 0
Sumando estas dos ultimas expresiones y dividimos entre 2 para obtener : cy+c70123 = 0

y del item 1 tenemos que ¢y = ¢; =0

3. Si A= C101 + C209 + €303 + C4019 + C5031 + Cg093 = 0—>c = Ceg = 0
PRUEBA.- 0'1A = 100 + Co012 + C3013 + €409 — 503 + 0123 = 0
Aoy = 100 — 2012 — €3013 + €503 + C60123 = 0 ;

Sumando ambas expresiones. o1 A + Aoy = 2¢100 4+ 2¢601203 = 0, del item 1, ¢; = ¢ =0

4. Si A=cy09+ 303+ 40120+ c5031 =0—=>co=c3=c4=c5=0
PRUEBA.- 09A 4 Aoy = 2¢009 4 2¢50123 = 0, del item 1, tenemos ¢, = ¢5 = 0,
la expresion A se reduce a c303 + ¢4012 = 0, multiplicando o3 por derecha se obtiene ,

c3+ 40123 =0,y del item 1; c3 =c4 =0

Isomorfismo vectoriales entre subespacios de C*>*? y los espacios de R?, C, H

Proposicién 5.1.3. El R-espacio vectorial C**2 contiene una copia isomorfa del R-espacio

vectorial R3, al asociar las matrices 01,04 y 03 con elementos de una base candnica del R3.
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1. Si {e1, ez, €3} una base canénica de R? y le asociamos con {oy, 09,03} de la siguiente

manera. 01 <— €1, O9 < €g, 03 < €3

2. Se cumple la identidad 1930193 = —0( y por lo tanto el dlgebra C?*2 contiene una

copia isomorfa del algebra conmutativa usual C, asociando og, con 1 e 7 con oja3.

Proposicién 5.1.4. De la expresion o,;0,; = —0y, el dlgebra C**? contiene una copia iso-
ijY g 0
morfa del dlgebra no conmutativa de los cuaterniones de Hamilton H, al asociar oy con

1 y la familia {0;;} con la base de cuaterniones.
PRUEBA.- Parai#j;
(04)* = (0i0;)(010)) = 0i(0j0i)0; = 0i(~0105)0; = —(070i)(00;) = —0
Las matrices 091,031 y 032 cumplen el circuito cerrado.
. (012) (031) = 023
. (031) (023) =012
» (023) (012) = 031

El dlgebra de subconjunto {ag + a1012 + ag031 + azo93} es isomorfo al dlgebra de los
cuaterniones, si ¢ es un elemento del conjunto entonces tiene la representacion en forma

matricial por :

Qp — a3t —Qg + aql _ . o :
q= donde i es la unidad imaginaria conocida.
as + a1t ag + agt
.y .. . 21 %3
La representacién matricial de un elemento A cualquiera es de la forma : A =
22 24

donde :

21 = (co+ ¢3) +i(ca+ c7)
2y = (1 + ¢5) +i(co + c6)
23 = (c1 —¢5) — i(ca — ¢g)

Z4 = (CO — Cg) — ’i(C4 — 07)
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5.1.1. Pruebas de las proposiciones del AG(3).

El Algebra Geométrica AG(3) es la suma de 4 sub-espacios vectoriales disjuntos del
espacio vectorial AG(3). Denotamos cada subpacios de AG(3) por (AG(3)), conr =0,1,2,3.
PRUEBA.-  En el capitulo 2 se vi6 que dim(AG(3)) = i dim(AG(3);) = 8.

De los isomorfismos AG(3)y X R y AG(3); 2R3 tenemzo:soque

dim(AG(3)g) =1 y dim(AG(3):) =3

El espacio AG5(3) esta definido por : (AG(3)), = {ai2€12 + asies31 + assess/a;; € R}, el cual
es un R-subespacio vectorial de AG(3) de dimensién 3, donde cada elemento es llamado
ubivector.

PRUEBA.-  Se observa que toda combinacién lineal de elementos de AG5(3) es un elemento
del subespacio. A la vez {e1s, €31, €23} es una base del subespacio AG5(3)

Si tenemos una combinacion lineal tal que si ajae12 + azie31 + agzeaz =0

Multiplicando por derecha y por izquierda por e;, obtenemos :—aj2e12 — agie3; + aszeaz =0
, sumando con la expresion anterior obtenemos asges3 = 0 — ag3 = 0 La expresion inicial
se reduce a ajse1n + aziez; = 0, multiplicando la tltima expresion por ey por izquierda y
derecha, se obtiene : —ajse1s + aziez; = 0, sumando estos ultimos resultados llegamos ha :
aszies; = 0 — az; = 0;a12 = 0, por tal dim(AG(3)3) =3

El R subespacio vectorial (AG(3)); = {aeia3/a € R} es de dimensién 1.

Comentario sobre el algebra vectorial de Gibbs

A principios del siglo XX Gibbs intenté unificar los sistemas trabajados por Grassmann
y Hamilton dando como resultado el algebra vectorial que para la epoca obtuvo aplicaciones
a problemas fisicos, en particular al electromagnetismo, hasta hoy sabemos que el algebra
vectorial es el mas usado pues los textos de fisica y matematica asi lo demuestran, pero
realmente tal sistema no generaliza los sistemas previos , mas ain se ha hallado algunas
incoherencias en tal sistema y problemas de interpretacién en la fisica en el estudio de la
mecanica cuantitica, como lo comenta Vaz (9) sobre la formulacién de la teoria de Schrodinger

que fué hecha de la experiencia de Stern y Gerlach que hoy se sabe que es una teoria
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incompleta y esto muestra una inadecuada aplicacién a los conceptos clasicos de lo que

surgen equivocaciones donde mayor se perciben es de un punto fisico que matematico.

El sistema de Gibbs no generaliza el sistema de Grassmann.
Gibbs definié el producto cruz (x) para vectores de la siguiente manera:
Dados los vectores v, u con coordenadas.

v = (v1,v2,v3) y u= (uy,us, us), se define el producto cruz x para vectores por :
v X u = (vg,v9,v3) X (U, Ug, ug) = (Valz — V3Ug, V3Uy — V1U3, ViU — Vol ) (5.1)

El producto cruz de dos vectores resulta otro vector, de esta manera hizo un algebra
cerrada a la vez tal producto no goza de la asociatividad pues no siempre se cumple que

v X (ux w) sea igual a (v X u) X w.

Ejemplo 5.1.1. Tomemos v = ej,u = ey y w = ey en la expresion 5.1, la cual resulta :

e1 X (ea X ea) =0y (61 X eg) X eg = —1

Una manera equivalente de definir el producto vectorial es tomando los vectores ortogo-

normales, es decir :

€1 = (1,070) , €2 = (071,0) Yy €3 = (0,071)
De la expresiéon 5.1 el producto cruz de tales vectores esta dado por :

€1X€1:€2X€2:€3X€3:O

€1 X g = —€9 X €1 = €3
€y X €3 = —€3 X €9 = €1
eg3 X €1 = —e3 X €1 = €9

Veamos que tal sistema presenta algunas irregularidades.
Consideremos la aplicacién lineal en R? que lleva un vector a hacia —a, (a — —a)
Siu,v,w € R3tal que w =u x v
Tal que si: v — —v y u —> —u entonces tenemos w — (—v) X (—u) = w
Como el vector w resulta del producto cruz, este no se altera al efectuar la operacion
opuesta, es por ello que tales vectores reciben el nombre de psudovector. (En un contexto

diferente a la dualidad)
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La estructura desarrollada por Gibbs, no es cerrada, es mas si consideramos la estructura
de pseudovectores ain no resuelve el problema, pués el resultado se halla en su propia
definicion de Gibbs, se observa que un vector hace el papel al mismo tiempo de pseudovector.
La solucién de este problema se halla resuelto dentro de la estructura del Algebra Geométrica.

Veamos que la definiciéon correspondiente al producto cruz a x b presentada en 3.0.14
salva la situacion comentada.

Sean a = (ay,as,as) y b= (b, by, b3), el producto exterior esta dado por :
a1 b= (biay — asbi)eres + (azby — arbs)eser + (azbs — azba)eses.
De la definicién del producto cruz definido en 3.0.14 tenemos :
a X b= —ejg3a T b= (ahs — bsas)e; + (azby — aibs)es + (ar1by — ashy)es

Es justamente el vector definido en 5.1. Veamos que ocurre con el producto cruz en
AG(3), si es afectado por la operacion opuesta. Teniendo en cuenta que :
€123 — —e€123, N e; — —e;, el producto a x b afectado por la operacién opuesta resulta :
aXb=—epzathb— —[(—e13)(—a) T (=b)] = —(—e3a T b) = —a x b

Esto indica que el producto vectorial a x b definido como —eja3a T b resulta un vector
, por lo cual tal definicién es buena, a la vez se vio que la dualidade de un vector genera
el plano ortogonal a dicho vector. hacer corresponder la dualidad del vector como el plano
ortogonal a dicho vector.

Otro resultado que merece un comentario es el hecho que el sistema de Gibbs no generaliza
el sistema de Hamilton.

Gibbs intento incluir el sistema de los cuaterniones H dentro del dlgebra vectorial, para
ello identificé los elementos de una base de cuaterniones dados por i, j,k (La base de los
cuaterniones cumplen % = f =k? = —1) con los vectores de una base canénica de R? es
decir: Si {i, j, k} es una base ortonormal de R3 y {g’, Js E}base de los cuaterniones, lo identifico
como:

L1 J«—j ks—k
Para establecer la condicion dentro del algebra vectorial se tomé el producto escalar de

vectores por i.i = j.j = k.k = 1 resultando tal producto con signo opuesto.
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Se definié un cuaternién puro (sin parte escalar) q1 = aii+asj+ask lo identificé por el
vector H = ayi+agjtask.

y se definié el producto para los cuaterniones puros de la forma siguiente: Sean ¢y,qo dos
cuaterniones puros (Sin parte escalar) su producto ¢;q, = — 71.72 + 71 X 72.

Es claro que esta expresion es solo vélido para el producto de cuaterniones puros , de
modo que no es posible tomar como definicién del producto de cuaterniones dentro de R3.
El error se da al identificar las unidades cuaternionicas con una base ortonormal.

Como vimos tales unidades cuaternionicas se identifican con los bivectores candnicos en

el AG(3) es decir : i +— eseq, j > ezeq, k< eper y 1 ¢— 1.

Si multiplicamos A, B € H tenemos AB € H (H es cerrado) , Gracias a la identificacién

hecha decimos que H es isomorfo a un subalgebra de AG(3).

Cada cuaternién puro en el AG(3) puede ser identificado como un elemento del (AG(3)),
y a la vez del isomorfismo de la dualidad entre (AG(3)), +— (AG(3)),

Podemos representar dos cuaterniones puros por sus vectores . Es decir si ¢, ¢o cuater-
niones puros puede ser representados ¢; <— 71, qa 72 (?1 :vector)

De la dualidad expresamos ¢, = 612371, Q2 = 612372

Si: ¢ = ajess + anesr + aszeqs, identificado con su vector E} = e + Qs + ases

entonces ¢igs = €131 €136 = — (@8 = — @@ — 6123((]_1) X q_g)) el cual es andlogo a la
formula de Gibbs, el cual se tomd en forma particular , pues un desarrollo mas general lo
cual es posible en el AG(3) no encuentra un andlogo en R3.

Como vemos el Algebra Geométrica sintetiza en un unico esquema las estructuras de

Hamilton y de Grassmann.
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Capitulo 6

Extenciéon del algebra AG(3) al
algebra AG(n).

El Algebra Geométrica AG (3) puede extenderse directamente a un Algebra Geométrica
de dimensién finita AG(n), (n > 3). En el Algebra Geométrica AG(3) se difinié como la
suma directa de subconjuntos de espacios vectoriales disjuntos tal que en el subespacio de
vectores cumple la condicién de Dirac (e;e;+eje; = 20;5/i, 7 € {1,2,3}), en dlgebra AG(n) se
extiende de manera natural es decir es la suma directa de subconjuntos de espacios vectoriales
disjuntos AG;(n) /i € {0,1,..n}, donde cada uno de ellos tendra dimensién (T:), asi el
Algebra Geométrica AG(n) tendré dimensién Zn: (") = 2", y su subespacio de vectores serd

r=0

”) = n (el conjunto de vectores para R™) que cumple la condicién de Dirac

de dimensién (1

€i€; + €€ = 257/]/ Z,] S {1,2, ,TL} .

6.1. Propiedades del producto interno y externo para
vectores y r-vectores en el AG(n)

Definicién 6.1.1. A, € AG(n) es un r-vector simple o un r-bloque, si A, puede ser facto-
rizado con a, vectores ortogonales dos a dos. Es decir :
A, es un r-vector simple si y solo si :

3 a1, ay,...a, € (AG(n)), con a;a; = —aja;, i # j talque A, = aray. .. a,.
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Definicién 6.1.2. A, € AG(n) es un r-vector (r < n) si se puede descomponer en una suma

finita de r-vectores simples.

Proposicion 6.1.3. Condicion de linealidad.

Los vectores ay, as, ..., a, (r < n) no nulos son linealmente independiente si y solo si

arTaz T .. Ta #0

PRUEBA.-

La demostracion lo hacemos por contradiccién, supongamos que :

aytTaz?...Tan=0,a 1(at.. Ta,) =0,

Siast...7Ta, #0, = por lo anterior as, as...,a, son l.i = ay,as, as..., a, son lL.d esto
contradice la condicién inicial de que los vectores son l.i.
Por tal aa T...7a, =0, as 1 (as T ... T a,) = 0.
Siaz T ...71T a, # 0, = por lo anterior as, ay...,a, son L.i = ay, as, as...,a, son lLd
nuevamente contradiccién. por tal as 1 ... T a, =0
Podemos continuar el proceso hasta obtener a,_; T a, = 0, el cual nos dice que los
vectores a, y a,_1 son l.d y por tal ai,as,as...,a, son l.d, lo cual contradice la hipotesis
inicial.
Sea el multivector A =a; TasT...Ta, #0entonces ap, T A=0 (1 <k<r)
Supongamos que a, puede expresarse como combinaciéon linealmente de los otros vectores,
—1
esdecir: a, =a1 T a1 ..a,_1 7T (TZ axag), como cada vector a; producto externo consigo
k=1
mismo es cero, entonces cada término a, es nulo y por ende A = 0, lo cual contradice
la hipotesis. Esto indica que a; no puede espresarse como conbinacién lineal de los otros

vectores, es decir {a;} son linealmente independiente.

Proposicién 6.1.4. El producto geométrico de un vector a por (ajas . . .a,) donde a,ay, .. .a, €

(AG(n)), resulta :
alaias...a,) =23 (=1)"a | agaray...q) ...a, + (—=1)"(ayas...a,)a.
k=1

Donde a) indica que el multivector ajas...a, se le a extraido el vector ay.
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PRUEBA.-  Por induccion : De la definicién del producto interno para dos vectores tenemos
validado que:

aa; = 2a ) a; + (—1)'aa

Consideremos valido para h vectores. (Hipotesis inductiva)

Demostramos la validez para el caso de h + 1 vectores. Haciendo uso de la hipdtesis in-

ductiva tenemos :

a(aiay...apanir) = [a(arag...ap)] anr = |2 (=1)*a | aparag...a)...ap + (=1)"(araz...ap)a| apsy
k=1

h
=23 (=D | agaras...a) ...anapyy + (—1)"(aras...an)aap 1,
k=1

Descomponemos el producto aay,q a la forma 2a | ap1 + (—1)1ah+1a y lo reemplazamos
en el dltimo sumando para obtener:

h
=23 (=D a | agarag...a) ...apap 1 +2(=1) " ayay...ar)a | ap+(—=1)"(aras...a)ans1a
k=1

htl
=23 (=D)*a | araras...a) ...apaney + (—1)" " (ayay...anan41)a
k=1

La sumatoria absorvié el sumando central, con ello se completa la demostracion.

Despejando la sumatoria en la expresion se obtiene :

alaias...a,) — (=1)"(ayas...a.)a = 23 (=1 a | araras...qa) ...a, (6.1)
k=1

T

Proposicién 6.1.5. Si ay,as,...,a, € (AG(n)), vectores ortogonales dos a dos se tiene:

[a(ayas...a,) — (—=1)"(a1a9...a,)al

N | —

al (ayay...a,) =

PRUEBA.-  Si los vectores anticonmutan tenemos : a;a; = —aja;, 1 #j ,4,5 € {1,2,..,r}.
El multivector ajas...a, es un r-vector simple. De la proposiciéon 6.1.4 tenemos 6.1, en este
caso los sumandos de la derecha son vectores simples de grado » — 1. Ahora tomando la r-1
parte (,), , de la expresién obtenemos :

(aaiasy...ar — (—1)"ajas...a,.a) = <%(aa1a2...ar — (—1)Ta1a2...a,na)>r_1 =

NI—= N

((aarag...ar),_y — (1) {@ras...a;a),_;) = 3(a | (a1a2...a,) — (1) (ayaz...a,) | a) =
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%(a L (@mag...a,) + (=1 ajas...a,) | a) = %(a 1 (aaz...a,) + a | (a1a9...a,)) =
al (aias...a,)

Tomando los extremos tenemos lo pedido.
La prueba se desarrollo para el caso de un r-vector simple A, = ajas...a,, el hecho de
la linealidad del producto interior nos da la prueba para un A, vector cualquiera.

<aAT>r—1 =a i AT = (aAr - (_1)TA7"CL) (62)

1
2
Esta férmula generaliza el producto exterior de un vector y un r-vector.

Proposicién 6.1.6. Sea a un 1- vector y A, un r-vector. Entonces se cumple :

1 r
1 = §(aAT + (-1)"A,a)

at A, = (aA,)
, el cual generaliza el producto exterior de vectores.

PRUEBA.- Empecemos la demostracion para A, un r-vector simple, luego de la linealidad
del producto exterior tenemos lo pedido.

Sea A, un r-vector simple, entonces puede ser factorizado por {ay} y=1, vectores no nulos
que anticonmutan dos a dos, es decir A, = ajas...a,.
Como los vectores son no nulos tenemos a,;lak =1, ala vez a,;l = |ak|72 Q.
Utilizando A, en la proposicién 6.1.5 se obtiene :

al A, = i (=D a | agajag...q)...a, = i (—1)*1a | akalzlakalag...ax...ar =

k=1 k=1

T T
Sal apaylayay...ap...a, = Y a l aga; ' A,
k=1 k=1

T T
aA, —al A, =aA, — Y alaa'A = (a— Y.al aa;")A, = bA,
k=1 k=1
T
donde b=a — Y a | apa; .
k=1
Demostremos que b anticonmuta con cada a;: ba; = —a;b =1,

Puesblaj=ala;— (Y. alaa;’) | a; :aiaj—(Zaiak;T’“‘z)iaj =0
k=1 k=1
Esto es valido del hecho de : a;, | a; =0 para k # j b | a; :aiaj—aiajlaaﬁiaj =0
Por tal bA, es r+1-vector simple entonces bA, € (AG(n)),,, -
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bA, =aA, —al A, =(aA, —al A),. = (ad), —(alA) ,=aT A,

at A, =ad, —al A =ad, — (3(aA, — (-1)"Asa)) = 1(ad, + (—1)"A.a)
Tomando los extremos tenemos lo pedido.
La prueba se desarrollo para un r-vector simple, de la linealidad del producto exterior se
prueba para un A, vector.

At A = (aA) ,, = %(QAT +(=1) Aa) (6.3)

Sumando los resultados 6.246.3 obtenemos el producto geométrico de un vector por un

r-vector el cual se descompone en dos sumandos de grado r-1 y otro de grado r—+1.

aA, =alA +at A = (d4,), |+ (aA) (6.4)

r+1

Aplicamos la expresién 6.4 en la prueba de la siguiente proposicién.
Proposicién 6.1.7. a | (b1 B,)=(alb)B,—b1 (al B,)

PRUEBA.- De la definicién de producto interior 1.2.15 {ftem 3 y 6.4 tenemos :

1

a4 (01 8,) = (a0 1 B), = (a

(bB, + (—1)’"Brb)> = % (abB, + (—1)"aB,b), =

T

Tomando el grado r y remplazamos ab = 2a | b — ba en la expresion.
1 1
al bBr—|—§ (—baB, + (—1)"aB,b), =a bBT+§ (=b(a ! B, +at1B,)+(-1)(al B, +at B)b), =

al bBr—% (ba | B, +(-1)""'a | Brb>r—% (bat B, +(=1)"'a1 Bb) =a|bB.—b1 (al B,)

Esto completa la prueba ba T B, 4+ (=1)"*'a 1+ B,b =2 (b(a T B,)),, es de grado r+2

y al tomar su r-parte resulta nulo su valor.

Definicién 6.1.8. Multivectores pares e impares del AG(n).

1. El multivector Ay € AG(n)es llamado multivector par si (Ay), = 0 Vr impar , de

manera equivalente Ay = Y (Ai)q
k=0

2. Bl multivector A_ es llamado multivector impar si (A_), = 0 Vr par, de manera

equivalente A_ = 37 (AL)oiq
k=0
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Proposicién 6.1.9. Propiedades para Ay y A_
1. a \l, A+ = %(CLA_;. — A+a)

2. CLTA+:

N[

(aA; + Ata)
3. al A =3(aA_ + A a)
4. atA-=3(aA. — A_a)
PRUEBA.-

1. Expresamos el multivector Ay = > (A1),

k=0
alAy=al kZ:O (Ag)op = kgoa b (At)g, = = %(a (At)gp — (—=1)* (Ay)gpa) =
%(@ > (As)op — 2 (Ag)gpa) = %(GA"F — Aya)

k=0 k=0

2. Expresamos el multivector Ay = ) (Ay),,

At A —at X Ay = Yat Ay = ¥ Ha Ay + (~D* () 0) =

Ha S (Aot 3, (Ardo) = Had, + 40

Definicién 6.1.10. Sea A € AG(n) no nulo definimos y denotamos el grado de A por:
grad(A) =n siy solo si (A), #0y (A), =0vr >n+1
Obsevacidon: grad puede considerarse como una funcion de AG(n) en Z+.

Proposicién 6.1.11. A, = ajas...a, — A, = > (A,),

i
=0

A grad(A,) <r
Proposicién 6.1.12. Sean los vectores no nulos ay,as, ...,a, € (AG(n)), se cumple :
(aras...a,), =a; TagT...Ta,

PRUEBA.- La demostracién lo hacemos por induccion.

De la definicién del producto exterior para 2 vectores tenemos :

(a1a2>2 =a; T ay
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Consideremos valido para h vectores.

<a1a2...ah>h = a1 T (05} T T ap

Probemos ahora para h + 1 vectores. Aplicando 6.1.11

h—1

h
a1Gy...apa54+1 = (a109...ap)ap11 = (aras...ap), app1 = Z (aras...ap), app1+(a1a2...ap), Gngt
-0

T r=0

(6.5)
Como el grado de cada sumando cumple grad({aias...ap), apy1) < h para 1 < r <

h — 1. Si tomamos la parte (, ), , de la ecuacién 6.5, los multivectores sumandos se anulan.

h+1

(a10...ana041) 54 = <<a1a2...ah>hah+1>h+1 = (a1ag...ap), Tapy1 =a1 Tas T ... Tap T anpr

Observacién 6.1.0.1. De la proposicion 6.1.12 Si ajas . ..a, es un r-vector entonces

Qs ...a, =aq L as...|a,

Proposicién 6.1.13. Siaj,as,...,a, € (AG(n)), se cumple :

r

al(agtayt...ta)= Z(—l)k+1(a la)(at...a) ... 1 a,)

k=1
PRUEBA.- Demostraremos la proposicién para vectores ortogonales dos a dos, luego por
la linealidad del producto interior tendremos lo pedido. De la observacién 6.1.0.1 y de la

expresion 6.1.4 tenemos :

aTay...Ta=aay...a, y al(aas..a)=> (—1)""alar)aiay.. .a)..a,
k=1

ol@tat. ta)= S ()" ala) . taf. ta).

Si {ax} k=1, SOn vectores cualesquiera, expresamos el multivector aias...a, como la suma

de sus k-partes.

T r—1

al (@mas...ar) =al (Y (aas..ar),) =al (mas...ar), +al Z (aras...a,), - (6.6)

k=0 k=0
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Como el grad({aias...a,),) <r—1,parak <r —1
= (a | ((m1az...a,),) <7 —2, para k < r — 1, tomando la (r-1)-parte a la expresién

6.6, observamos que el ultimo sumando se anula y la expresion se reduce a :

(al (mas...ar)),_y = (al (aiaz...a.),)

De la definicién del producto interior y de la proposiciéon 6.1.4 se obtiene :

(=) a | ax (ara9...a)...a,),_,

Ms

al (may...a,), =
k

I
A

Y de la proposiciéon 6.1.12 llegamos a:
al(mta?t..tae)=Y ()" aa)ut. . el Ta
k=1

Un caso particular tenemos :

al(mta)=alaas—al aa

Proposicién 6.1.14. Si A, es un r-vector simple tal que si

A, =aas...a, con aa; = —aja; sty solo st cumple A, = aiaz...a, = a1 Tax T ... T a,

PRUEBA.- = Como A, es un r-vector simple, en particular un r-vector entonces por la

observacion 6.1.0.1 se tiene lo pedido, es decir :

aiay...a, = (a1as...a,), = a1 TaxT... T a,

<= Lo hacemos por induccion.

Para a; y ay que cumple ajas = —asay es equivalente a ay | as = 0 entonces ayas = a; 1 as.
Consideremos valido para h vectores (H.i), es decir si:

aras...ap = ay Tag T ... T ap se cumple : a;a; = —aja; (1 <i#j<h)

Demostramos valido para h + 1 vectores.

Sea aqas...apapi1 = ap T as T ... T ap T apyq demostraremos que el vector a1 anticonmuta
con cada uno de los vectores a; es decir : apy1a0; = —a;apy; V2 1 < ¢ < h. Multiplicando la

expresion por a; y haciendo uso de 6.4 y de la ecuacién 6.1.13 se obtiene :

afas..apapsr = ar(ar T as T T anp) = a1 d (a1 T az oo apga)
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h+1 ‘
- ;(—1)]+1(a1 laj)a 1.1 ajv»... 1 apyq)

por la (H.i) a; | a; = 0 para 2 < j < h, por tal la expresién se reduce a :

alay...apaper = (ay L ay)(ao ... T anp) + (=" 2(ay | apyr)(ay 1. 1T ap) (6.7)

Donde : ajas...apapt1 € (AG(n)),, tomando la h-parte y de la proposicién 6.1.14

a%ag e ARy = <a?a2 . ahah+1>h = a%ag T Tap T apy

De este ltimo resultado y de la expresion 6.7 tenemos que:

(=1)"2(ay | an1)(ar ... T ap) =0, como (a1  ans1)(ar 1 ... 1 ap) es no nulo, multiplica-
mos por su inverso y tenemos : a; | apy1 =0 <= a1ap11 = —api10q

De manera similar si en vez de multiplicar en un inicio por el vector a;, se multiplica
por a;, hubieramos logrado que el vector aj,; anticonmute con los h vectores es decir :

Apt10; = —AQp41 , 1 <0 <D

Proposicién 6.1.15. Sea A, € (AG(n)), ,Bs € (AG(n)), entonces

S

AT‘BS = <ATBS>|7‘—S‘ + <ATBS>|T—S|+2 + + <ATBS>T+S = <A7‘BS>

{r+s—1r—s|}
2

donde m =

= min {r, s}

La proposicién indica que el producto de dos multivectores homogeneos puede ser des-
compuesto en sumandos de multivectores homogeneos que se diferencia en multiplos de 2,
donde el de menor grado es el producto interior de ellos (A, By)

:ATTBS

| = A, | By el de mayor

Ir—s
grado es producto exterior de ellos (A, Bs),
PRUEBA.- La prueba lo desarrollamos por induccion sobre un r-vector simple A,.
Sir=006s =0 secumple por la misma definicién del producto interior. Veamos para
r,s > 1

Procedemos por induccién sobre 7. Si

r=1= A =a€ (AG(n)), = aB, = (aB,), | + (aBy), .,
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Supongamos vélido para cualquier r-vector simple. (Hip6tesis inductiva.)
Probaremos para A,;; un r+1-vector simple. A, = a1as.....a,0r41; @;045 = —a;a;, con i # j
A1 By = Avap 1 By = A, <ar+lBs>S_1 + A, <ar+1Bs>S+1 =
min{r,s—1} min{r,s+1}
= (4, <ar+1BS>sfl>\r—(s—1)\+2k * kZ:O (Ar (@r1Bs) 1) - (o128

Para fijar ideas supongamos que r < s

Por tal :

Ar—i—lBs = k;) <A7~ <aT+lBs>3_1>|T+l—s|+2k; + k;) <Ar <a7‘+1Bs>s+1>|T—(s+l)|+2k

Des>mri|r—(s+1)|+2k=r+1—s|/+2(k+1)

r+1

ATHBS = kZ:o <Ar <aT+1BS>s—1>\r+l—s|+2k+k;) <AT <a7"+1BS>s+1>|r+l—s\+2(k+1) - Z <A7"+1Bs>|r+1—8\+2k
- = k=0
r+1
Si consideramos m = min{r + 1, s} tenemos : A,,1Bs = > (AT+1BS>|T+178| + 2k
k=0

Proposicién 6.1.16. Sean A, B multivectores , a un vector que cumple a T B = 0 entonces

se cumple

(a1t A)B=al (AB)

PRUEBA.- Haremos la prueba para A,, Bg multivectores homogeneos.

m = min {r, s} Si a1 Bs = 0 descomponemos el producto ,
aBs=al By = (-1)°"'Byla=(-1)""'B,a
De la proposicién 6.1.15 descomponemos el producto A, Bs, donde m = min{r, s}
al(4:Bs)=al (];) <AT‘BS>|r—s|+2k) = l;)a \ <ATBS>|r—s|+2k =

%( (A.B >\r s|+2k - (= 1)%8' <AT’BS>\T’—5|+2k a) = % [a(A,,BS) o (_1)%8‘(147‘38)“} -
[a (—1)r (A, (=1)*"taB,] "E* L a(4,B,) — (1) (A, (—1)*'aB,] =
la(A, ) < 1)"A,aB,] = L [aA, + (~1)"A,a] B, = (a A A,)B

I MS

1
2
1
2
Es suficiente probar para multivectores homogeneos pues por la linealidad del producto
geométrico y del hecho que cualquier multivector es la suma finita de r-vectores, tendremos

lo pedido.
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6.1.1. Construccién de espacios vectoriales en el AG(n)

El Algebra Gedmetrica nos permite construir espacios vectoriales V,. a partir de r-vectores
simples no nulos y reciprocamente cada subespacio vectorial orientado V, de un espacio

vectorial V,, determina r-bloques unitarios con una direccion especifica.

Proposicién 6.1.17. Si A un n — vector simple no nulo del AG(n), podemos construir el
conjunto de vectores V,, = {a /a1 A= 0} como un subdlgebra de (AG(n)), tal conjunto es

un espacio vectorial de dimension n.

PRUEBA.- Como A es un n — bloque no nulo, podemos expresar como el producto de n

vectores anticonmutativo, y de la proposicién 6.1.14

A=aias...a, =a; T a1 ..71T a,

Cada vector ay del producto, es un elemento de V,,, ya que ay T A =0 para k € {1,2,...,n}

Afirmo que {aj,as...a,} es una base del espacio vectorial V,.

1. a1, as, ..., a, son linealmente independiente.
n—1
PRUEBA.- Pues si a, es una combinacién lineal de los demds vectores (a, = > agay)
k=1
tenemos que :

n—1

A:a1TazT---TanIalT%T---Taan(Zakak) =0
k=1
esto es una contradiccién pues A # 0

2. Cualquier vector a es generado por aq,as . . . a,.
PRUEBA.- Laexpresiona T A=0 , es equivalente a aA = a || A multiplicando por
At=qgta;t sa=al AAT!

De la proposicién 6.1 desarrollamos el producto a | A y anadimos a,;lak.

n

a= (Y (-D)*a | ap(ay ar)aras...a)...a,)a; . ..ar’ de la anticonmutatividad de ay
k=1

con los demés vectores tenemos.

n

a= Z al a;tay (6.8)

k=1
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Revirtiendo el argumento anterior probemos que el espacio vectorial V,, determina un
n — bloque, para ello veremos que dos bases de V,, son proporcionales o equivalentes.
Si {ay,a9,...,a,} v {b1,ba,...,b,} son bases de V,,, ahora expresamos cada elemento a; co-
mo conbinacién lineal de la base {b1, b, ...,b,}, el cual toma la forma : a; = i by y
k=1

reemplazando en el n — vector.

ar tax o tan =0 apb) T (O apb) =D ag.afbi T 1 b,
k=1 k=1 k=1

De forma similar como se trabajé en AG(3), aqui también podemos descomponer vectores
en un espacio vectorial y su espacio ortogonal.

El n — bloque A facilita descomponer cualquier vector b = by + b, en un elemento de V,,
(by € Vi) y otro ortogonal al espacio V,,. (b, LV},)

Definido de la siguiente manera. by =b]AA™" | b, =b1t AA™!
La prueba es la misma que se hizo en AG(3) proposicién 2.1.8; al considerar el multivector

A, como un bivector.
Proposicion 6.1.18. Sea A, un r-blogue no nulo y V, el espacio generado por A,.

Si B, es un r-vector no nulo / B, =b; T by T ... 1 b, con b; €V,
entonces existe @ € R — {0} tal que B, = aA,.
PRUEBA.- Como V, es el espacio generado por A,.
Entonces V, = {v/v 1 A, =0} Como cada b; € V, expresamos :
bA, =b; | A, , b =0b; | A1 A, del resultado 6.8 tenemos que :

b= > b | a,;lak donde A, =a; Tas 1 ... T a,
k=1

Ahora expresamos cada b; como conbinacién de los a; en B,

B o=by byt 1h = (kib1 Larta) t ot (kibr Lartay) = aa tas .. T a
=1 =1

Calculemos el valor de a para el caso particular r = 2. Sea Ay = ejeq
by =0yl eer+bleser y by=10bol]ere;+by ] esen
by T by = (bl Lebylex—0rleby| 61)61 Ter=ae T e
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biler byle

biley byles
Ahora para r-vectores tendremos que el coeficiente o dado por la determinante que rela-

El coeficiente « esta dado por la determinante

ciona la multiplicidad de los r-vectores.

bilay bylay ... blay

b f bt by | TR e e b

bila. b.la., .. b.la,

A la vez a # 0, caso contrario tendriamos que by T by T ... T b, = 0 contradice la
hipotesis.

Como caso particular tenemos para A, un n-vector de AG(n) puede expresarse por
A, = det(A,)eis.n , donde ez, es el pseudoescalar unitario del AG(n) , es decir cumple
e2, , = —1, ala vez podemos despejar det(A,) = A,ej5,, , esto indica que podemos
desarrollar toda la teoria de los determinantes utilizando elementos del algebra relacionados
simplemente por el producto geométrico.

La proposicién indica que todos los r-vectores obtenidos a partir un espacio vectorial

generado por un r-vector cualquiera todos ellos son equivalentes.

6.1.2. Las matrices en el Algebra Geométrica AG/(n)

En el capitulo I vimos como las matrices de Pauli generan un espacio vectorial el cual es
isomorfo al AG(3), en esta parte del trabajo detallamos explicitamente que una matriz en
el AG(n) simplemente seréd expresado como el producto geométrico de vectores, hallaremos
también la una versién en el AG(n) del proceso de ortogonalizacion de vectores (Proceso de
Gram-Schimidt) y como podemos solucionar ecuaciones vectoriales en un sistema. (Regla de

Cramer)

Definicién 6.1.19. Liamamos REFERENCIAL al conjunto de vectores ay,as, ..., a, Cuyo

producto exterior es no nulo. a1 T as 1 ... T ay,.

De la condicién de linealildad 6.1.3 a; T as 1 ... T a, # 0 si y solo si aq,as, ..., a, son Li.
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Definicién 6.1.20. Dado el referencial ay,as, ..., a, el referencial a*,a?,...,a" serd llamado

su REFERENCIAL RECIPROCO si se cumple a* | a; = (5;1“ delta de Kronecker.

2

Definicién 6.1.21. Dado el referencial ay,as, ..., a, el referencial a*,a?,...,a™ serd un refe-

rencial ortogonal si a*,a’ son ortogonales para cada i # 7.
Teorema 6.1.22. Proceso de Ortogonalizacion de Gram-Schimidt

Dado un referencial aq, as, ..., a,, siempre es posible de obtener un referencial ortogonal.
PRUEBA.- Dado el referencial ay, as, ..., a,, construimos multivectores homogeneos con una
secuencia de grados de la siguiente manera :

A():l, Alzal, A2:a1Ta2 s ...7An:CL1TCL2T...TCLn.

Afirmo que los vectores ¢,= Z;Ak ,k=1,...,n son ortogonales dos a dos, donde A es

el operador reverso el multivector A.

Veamos que los vectores ¢, ¢, (1 < r, k < n) anticonmutan para k # r

Sin perdida de generalidad consideremos r<k ; c¢.c, = Z;_/l (ATZ;;:)Ak Como r < k, el
espacio vectorial generado por A,., es un subespacio del espacio generado por A/k\_/l, por tal

su producto geométrico coincide con su producto interno.

A = A L Ay = (1) DT LA, = (—1)7 DA A,
crew = (=1)" VA, (A A) ArA Ay = Ay L Ay = (1) DA LA, = (-1 024,04,
crep = (—1) VAT (4,0 A,) A,

—~—

De la misma manera asociando A,_; con Z;;_/l y A, con A, tenemos :
oy = (_1)r(kf2)+(rf1)(k72)+r(k71)E:E:AkAr

por 1ltimo Z: yA. Observamos que la expresion :

CCp = (_1)r(k—2)+(r—1)(k—2)+r(k—1)+(r—1)(k—1);1;; Ak;l::Ar = e,
Dado que: r(k—2)+ (r—1)(k—=2)+r(k—1)+ (r—1)(k — 1) es impar.

Del producto geométrico de los c.
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Ci1Cy...c, = A HAk_le HA2H2 HA1H2 , el resultado indica que el k-vector Ay se expresa
como el producto exterior de k vectores ortogonales dos a dos.

Para facilitar los calculos es de importancia conocer ¢, como una combinacién lineal de
los vectores a;.

De cx = Ap_1 4 Ay = (aj_1 1 ... T a1) L (a1 1 ... T az), donde

k

Crp = Z(—l)k*i(ak,l T Ta)d (a1 c\z/l 1 ag)a;

i=1
Tomemos como caso particular n = 2.
Expresemos el 2-vector a A b como un 2-bloque. Sea ¢; = a 'y ¢ = a(a T b) se observa que

c1 y co son ortogonales. Probamos ello :

ciep =ala(atb) =a [a(ab _ ba)}

2
ba® — aba

a( 5

AlavezaTb= a—120102 Si a es unitario a T b = cics.

)=a {(ba 5 “b)a} = —a {(ab 5 ba)a} = —la(a t b)]a = —cscr.

Proposiciéon 6.1.23. Dado un referencial ay,as, ..., a, siempre es posible obtener su refe-

rencial reciproco a',a®, ...,a". Es decir que cumpla a* | a; = 6F

PRUEBA.- SiA,=a; 1 ...7a, = (—=1)"tap 1 (a; 1 (\ik 1 ay,) , expresamos el delta de

Kronecker de la siguiente manera :
5 =a; 1 [(=1)F Y ar Tt t an)] A
Gracias a la propiedad asociativa del dlgebra obtenemos:
(A, 1 Bs) L Cy=A, L (Bs L C) parar+s<t

Ahora expresamos 7= (a; T Bn_1)A;," = a; | (Ba—14,")
Observe que no existe el producto interior en ambos miembros de la igualdad ya qué

_ v
a4 ag.. T a,

aj, Bn-1 € A1 — espacio, dado que : a; T A1 =0 y B,—1 = (—1)
por tal 0¥ = a; | ((=1)"'as 1 g T ap AN =a; | a

donde a* = (—1)*"ta; t .. tan At
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k¥ como una combinacién lineal de los vectores a.

De la definicién inversa del r-vector A" = || A, > A, = AA% = (aleT‘Z’:gl&ilT.”Tal)

Expresemos a

Remplazando en la expresién aF.

k_ (_1)k-1 v an?..tay N~ (ki (@fedpetan) (a1t edg dag)
o' =(-1) a1T--ak--Tan(m_mnmammml)—1:21( 1) (art.tan)Hanttar) L
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