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RESUMEN
Un Problema de Dirichlet no Local
Juan Carlos Sanchez Vera
Diciembre - 2017

Orientador : Dr. Eugenio Cabanillas Lapa.

Titulo obtenido : Licenciado en Computacién Cientifica.

En este trabajo se prueba que el problema de Dirichlet no local

—a</|vu|2dx)Au:f en )
Q

u=20 en I’
posee una solucién débil. La demostracion se realiza mediante el uso de un coro-
lario del Teorema de Weierstrass Generalizado. Asi mismo, probamos un resultado

de unicidad bajo una condicién de pequenez y presentamos la soluciéon numérica del

problema.

Palabras clave: Problema de Dirichlet no local, Teorema de Weierstrass, Solu-

cién débil.
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ABSTRACT
A Nonlocal Dirichlet Problem
Juan Carlos Sanchez Vera
December - 2017

Advisor : Dr. Eugenio Cabanillas Lapa.
Obtained Professional Title : Degree in Scientific Computing.

In this work, we prove that the nonlocal Dirichlet problem

—a(/|vu|2dx>Au:f in
Q

u=20 in I’
has a weak solution. We get the proof by means of a corollary to the generalized
Weierstrass Theorem. Furthermore, we prove a uniqueness result under some small-

ness condition and present the numerical solution for this problem.

Keywords: Nonlocal Dirichlet problem, Weierstrass Theorem, weak solution.
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Capitulo 1

Introduccion

En este trabajo, estudiaremos la existencia de solucién débil de un problema
eliptico no local mediante una técnica especifica del analisis funcional no lineal: El
teorema de Weierstrass generalizado. Asi el problema de hallar soluciones débiles
u(z) se reduce a encontrar minimos del funcional de energia asociado. A fin de
entender mejor el concepto de “no local”, veremos algunos problemas elipticos rela-
cionados con situaciones fisicas. Un problema eliptico local tipico, llamado Problema

de Dirichlet es dado por

— Au(e) = fz,u(z), vu(z))  enQ (L3)
0

u(zr) = en 0f)

donde Q C RY es un dominio limitado y regular, f : Q x R — R es una funcién
dada, u : Q — R es la funcién incégnita cuya regularidad depende de f y syu(z) es
la gradiente de u en z. Este problema es de suma importancia en Matematica por

dos aspectos fundamentales:

1.- Trata de fendmenos fisicos relevantes del mundo fisico, tales como: Mecanica
de los medios continuos, Teoria del Potencial, Mecanica de Fluidos, Crecimien-
to Poblacional, Potencial Eléctrico en Cuerpos Metalicos, etc. En Geometria
Diferencial, en el estudio de Superficies Minimas, Superficies de Curvatura
Constante, Teoria de Funciones Automorfas, también encontramos ecuaciones

del tipo (1.3).



2.- La busqueda de sus soluciones ha incentivado notablemente la investigacion
en Matematicas como, por ejemplo, el Calculo de Variaciones, las Series de
Fourier, la Teoria del Grado de Leray Schauder, las técnicas de Sub y Super-
solucién, los Espacios Generalizados de Lebesgue, designados por LP®)(Q), los

Espacios Generalizados de Lebesgue-Sovolev, designados por W) ().

Con relacién a (I.3) y alguna de sus variaciones, consultar De Figueiredo[15],

Gilbarg-Trudinger|[16].

El problema (I.3) es llamado local porque en todos los términos involucrados los
valores son calculados puntualmente, es decir en cada x € ). Sin embargo, esto no
siempre sucede. En diversos problemas ocurre que los términos dependen del valor
medio de la funcién sobre todo el dominio de accién; en este caso generalmente apa-

recen términos integrales, que corresponden a las llamadas: términos no locales.

[lustraremos, a continuacion, algunas situaciones en las cuales las ecuaciones son

descritas con términos no locales.

Ejemplo 1.1. Consideremos el problema

—M([ ulP?) Au(z) = f(z,u(z)) en

(P1)
u(z) =0

donde Q@ C RN es un dominio limitado y reqular, M : Rt — R es una funcion
continua, || u ||*= [, | vu |?* es la norma usual en Hy(2) y f: @ x R — R es una

funcion dada.

Observamos que en (P1) el término M(|| u ||?) es no local, es decir, no es cal-
culado puntualmente en cada x € €, dado el hecho de que || u ||* es calculado

globalmente, considerando todo el dominio §2.

Soluciones del problema (P1) representan soluciones estacionarias de la Ecuacién

de Kirchhoff

82u 2 _
o = Ml ?) & u(a) = f(@,u(@)) (14)



que es una generalizacién de la establecida por Kirchhoff[19], en 1883,

2
0%*u

Esta ecuacién es una extensién de la Ecuacién Clasica de la Cuerda Vibrante, pro-

ou

Por ~ 2L Jo |0z

82U P() E
—+
h 2L Jg

puesta por D’Alembert, considerando los efectos de los cambios en longitud de la

cuerda durante la vibracién.

Los parametros en la ecuacién (1.5) poseen los siguientes significados: L es la lon-
gitud de la cuerda, h es el area de la seccion transversal de la cuerda, F es el médulo
de Young del material del cual la cuerda esta hecha, p es la densidad de la masa y Py
es la tensién inicial. Hay que destacar que la ecuacién (1.4) comenzé a recibir mayor
atencién después de la publicacién del trabajo de Lions[18] donde estaba propues-
to un enfoque de Analisis Funcional para tal problema. El lector podra consultar
los trabajos de Arosio-Panizzi[2], Cousin-Frota-Larkin[12] y Ono[21], en los cuales

encontrard resultados interesantes y otras referencias relacionadas con el problema

(1.4).
Veamos, a modo de motivacion otros problemas no locales relevantes, tanto por
su interés matematico como por sus aplicaciones practicas.

Ejemplo 1.2. Consideremos un modelo que ha sido estudiado por varios auto-
res, entre los cuales mencionamos a Chipot-Lovat[5], Chipot-Rodrigues/6], Corréa-

Ferreira-Menezes[8] y Corréa[7].

Sea Q0 un dominio limitado y reqular de RY, N > 1(a los largo de este trabajo, a

menos que se diga lo contrario, ) serd de este tipo) ya : R — R es una funcién dada.

El problema



aparece en varias situaciones. Por ejemplo, u puede describir la densidad de una
poblacion(de bacterias por ejemplo) sujeta a propagacion, el coeficiente de difusion a
se supone que depende de la poblacion total en el dominio ) en vez de depender de la

densidad local, es decir,el movimiento de las bacterias es determinado considerando

el estado global del medio.

Aqui, el término no local es a ( / u)
Q

Una generalizacion del problema (1.6) es

—a (Huug) Au(z) = flz,u) enQ

(L.7)
u=>0 en OS2
donde [[ull7 es la norma usual en L(Q). Ver Correal[8].
En (1.7), el término no local es
o () = o ([ 1or)
Ejemplo 1.3. El problema, de naturaleza no local
5 U
—Au(z) = ‘ en 2
e’lL
/Q (L8)
u=>0 en 0S)

donde 6 es una pardmetro positivo y el término no local es /e“, surge en la

Q
investigacion andlitica de fenomenos en que ocurren rupturas de placas metdlicas
deformadas por accion de alta tension, en la investigacion de flujos altamente turbu-

lentos y en problemas de equilibrio en la teoria gravitacional de estrellas politropicas.

Ejemplo 1.4. Una generalizacon del problema (1.8) es dado por



O ey " "

u=0 en 02

con el término no local (/ f(z, u))ﬁ, que surge en problemas relacionados con
sistemas de particulas, pérdida% térmaicas en problemas de generacion ohmica de ca-
lor, etc. Con relacion al problema (I.9), puede consultar Stanczy[22], Carrillo[4],
Tzanetis-Vlamos[23], Corréa de Morais Filho[9] y sus referencias.

Ejemplo 1.5. En Deng-Li-Xie[13], los autores consideran el siguiente problema

parabolico no local dado por

Up;ﬂm<Au+a<Au)) en € x (0, +00)

u(x,t) =0 en 092 x (0, 400) (1.10)
u(x,0) = ug(x) en

donde a > 0 y f es una funcion positiva y reqular. El problema estacionario

asociado es

_AUZG(AH) o (L11)

u=0 en 0f)

cuya generalizacion

—ANu=a(z,u)lulf enQ
(I.12)
u=>0 en 0f)

fue estudiada por Corréa-Menezes[10)].

El sistema
—Au™=alv[y enQ
— Av™ =blulf  enQ (L.13)
u=v=>0 en 0f)



fue estudiada por Correa-Marques|[11].

Problemas como (I.12)-(I1.13) surgen en diversos fenémenos fisicos y en la inge-
nierfa. Ellos estan relacionados con algunos modelos de ignicién para gases com-
presibles reactivos; ellos describen fendmenos fisicos en los cuales la reaccién es
establecida por la temperatura en una tnica regién del cuerpo y surgen en el estu-
dio de flujo de fluidos a través de medios porosos isotrépos, rigidos y homogéneos;

también surgen en el estudio de la dindmica de poblaciones.

Los ejemplos mencionados y otros que puedan encontrarse en la literatura cientifi-
ca, nos muestran la relevancia de los problemas elipticos no locales, como modelos
matematicos que permiten estudiar diversas situaciones del mundo real, asi como el
gran impulso que dan a las Ciencias Fisicas- Matematicas en la bisqueda e imple-

mentacién de nuevas metodologias para su resolucion.



Capitulo 11

Nociones y Resultados

Preliminares

I1.1. Notaciones

1. K indica el cuerpo R.

2. la]=a;+as+ -+ ay paraa = (ag,--- ,ay) € NV, N e N.
lel
3. Dau:m7a:(&h”' 705N)704i€N

4. Si f:Q c RY — R es diferenciable, entonces la gradiente de f, que sera deno-

tado por V£, es definido como el vector de RY dado por Vf = (g—jl, e %).

5. Si F(z) = (fi(z), -+, fx(x)) es un campo vectorial de clase C', definimos la

N
0
divergencia de F'(z), denotado por divF', como divF = V.F = g 8—f, donde
Ty
i=1

V es el operador definido como V = < o ... 62 )

8951 ’ ? Bch

N
92
6. El Laplaciano de una funcién f es definido como div(Vf) = V.V f = Z (9;;
i=1 "t

y es denotado por Af.

7. Sean 2 C R¥ abierto limitado con 92 de clase C', donde N € Ny 1 < p < 0.

» |Q| representa la medida del conjunto €.

= () representa la cerradura del conjunto 2.



» B,(z) es la bola abierta de centro x y radio > 0. Cuando se omite el

centro de la bola entenderemos que la bola esté centrada en el origen.

I1.2. Identidades Utiles

Si f y g son funciones escalares de clase C1(£2),  C RY abierto, ¢ una constante
real y F''y G son campos vectoriales también de clase C''((2), entonces las siguientes

relaciones pueden ser facilmente probadas:
1. V(f+9) =Vf+Vg
2. V(cf)=cVf
3. V(fg) = fVg+gVf
4. div(F + G) = divF + divG

5. div(fF) = fdivF + F.Vf

I1.3. Algunos Resultados de Algebra Lineal

Definicién II.1. Sean vy, vy, - --v, vectores en un espacio V' provisto de producto
interno. Si (v;,v;) = 0 siempre que i # j, entonces {vy,vq,--- ,v,} es llamado un

conjunto ortogonal de vectores.

Teorema I1.1. Si {vy, vy, -+ ,v,} es un conjunto ortogonal de vectores no nulos en
un espacio V' provisto de un producto interno, entonces vy, va, - - - , v, son linealmente
independientes.

Definiciéon I1.2. Un conjunto ortonormal de vectores es un conjunto ortogonal de

vectores unitarios. El conjunto {vy,ve, -+ ,v,} es ortonormal si, y solamente si,
{vi, v;) = 0y
Dado un conjunto ortogonal de vectores no nulos {vy, v, -+ ,v,} es posible for-

mar un conjunto ortonormal definido



(71)
U; = — | V;
el

Teorema I1.2. Sea {vy, vy, -v,} una base ortonormal para un espacio V' provisto
n

Para:1=1,2,--- ,n

de un producto interno. Si v = g a;v;, entonces a; = (v, v).
i=1

Corolario I1.2.1. Sea {vy, v, - ’Un} una base ortonormal para un espacio V- pro-

visto de un producto interno. Si u = g a;v; Yy v = E bjv;, entonces
=1 =1

U) = i aibi
i=1

Corolario 1I.2.2. (Identidad de Parseval) Sea {vy,vs,--- ,v,} una base orto-

normal para un espacio V' provisto de un producto interno y siv = E a;v;, entonces
i=1

n
ol = af
i=1

II.4. Convergencia Débil

Un espacio métrico se dice que es completo cuando toda sucesién de Cauchy en

este espacio es convergente.

Un espacio vectorial normado que es completo, para la métrica inducida por la

norma, se llama espacio de Banach.

Un espacio vectorial con producto interno V' se denomina un espacio de Hilbert

V. Si V es un espacio de Banach con la norma inducida por el producto interno.

Un espacio métrico E se dice que es separable si existe un subconjunto D C F,

tal que D es numerable y denso en E.

Sea E un espacio de Banach y sea f € E’ designamos por Ty : £ — R a la apli-

cacién dada por Ty = (f, z), donde la notacién (f, x) indica la funcional f calculado



en x. Aqui F’ es el dual de F dado por E' = {f : E — K; f es lineal y continua},

provisto de la norma ||f|| = sup |f(x)| y E” bidual provisto de la norma ||| =
llzll<1

sup | <& f >
reEs|fI<t

Si E es un espacio normado, se dice que x,, — z fuerte en E si ||z, — z||g — 0.
Dada una sucesién (x,) en E, E es un espacio normado, diremos que (x,),>1

converge débilmente a z (en E), denotado por z,, — z, si (f,z,) — (f,z), Vf € E'.

I1.4.1. Propiedades de la Convergencia Débil

Proposicion I1.1. Sean (z,) e (y,) sucesiones en un espacio normado E:

St x, = x yx, =Yy, entonces r = y.

Si x, — x, entonces x,, — .

» Six, =2 Yy, =y, entonces v, + vy, — xr +y.

Si « es un escalar y x, — x, entonces ax, — ax.

Si x, — x, entonces existe alguna constante positiva M tal que ||z,| < M

para toda n.

Para que x, — x es necesario y suficiente que la sucesion ||x,|| sea acotada y

f(zn) = f(x), para toda f en E'

Teorema I1.3. Sea H un espacio de Hilbert y (u,)nen una secuencia limitada en

H. Entonces existe una subsecuencia (Un, )n,en débilmente convergente en H.

Prueba: Ver [10], pagina 85.

Definicién I1.3. C*(Q) es el espacio de las funciones k veces diferenciables en

con la k-ésima derivada continua.

Definicién I1.4. C°(Q) es el conjunto de las funciones infinitamente diferenciables

en Q.

10



Definicién IL.5. C*(Q) es el conjunto de las funciones f € C*(Q) tales que todas

las derivadas de orden menor o igual a k se extienden continuamente a €.

I1.4.2. Distribuciones

Sea f : 2 — R una funcion. El soporte de f, denotado por suppf, es la clausura

en €2 del conjunto

{z € Q; f(x) # 0}

es decir suppf = {x € Q; f(z) # 0}.

Representaremos por C§°(2), el conjunto de las funciones u : Q@ — R, cuyas
derivadas parciales de todas las ordenes son continuas y cuyo soporte es un conjunto

compacto de . Los elementos de C§°(€2) son llamados funciones de prueba. Esto es

CP () = {p : Q@ — R/p es infinitamente diferenciable y Suppy es compacto C Q}

Naturalmente, C§°(€2) es un espacio vectorial sobre R con las operaciones usuales

de suma de funciones y de multiplicacién por escalar.

I1.4.3. Nocién de Convergencia en C;°(€)

Definicién I1.6. Sean (¢,) una secuencia en C°(2) y ¢ € C3°(2). Decimos que

Oy —> P 8L
t) IK C Q, K compacto, tal que Suppy, C K, para todo n € N.
1) Para cada oo € N7, D%p,, — D% uniformemente en .

Definicién I1.7. El espacio vectorial C§°(2) con la nocion de convergencia definida

arriba es denotado por D(Q) y es llamado el espacio de las funciones de prueba.

11



Definicién I1.8. Una distribucion sobre ) es un funcional lineal definido en D((2)
y continuo en relacion a la nocion de convergencia definida en D(QY). El conjunto

de todas las distribuciones sobre ) es denotado por D'(2).

De este modo,

D'(Q)={T: D(Q2) — R; T es lineal y continuo}

Observamos que D'(€2) es un espacio vectorial sobre R.

SiT € D'(Q)y ¢ € D(Q) denotaremos por (T, ¢) al valor de T" aplicado al

elemento .

I1.4.4. Nocién de Convegencia en D'({2)

Definicién I1.9. Decimos que T., — T en D'(Q) si < Ty, >—<T,p >, para
toda p € D(Q).

I1.5. Espacios L*({)

En este trabajo, las integrales realizadas sobre €2 son consideradas en el sentido

de Lebesgue, asi como la medibilidad de las funciones involucradas.

Definicién I1.10. Sean 2 un conjunto medible y 1 < p < oo. Indicamos por LP({2)

o conjunto de las funciones medibles f : 8 — R tales que || f||, < oo donde:

1l = Uﬂ|f(t)|pdtr7 G1<p<oo

[ flloe = sup essical f(t)| = inf{C € RT|med{t € Q/|f(t)| > C} =0}
=inf{C;|f] < C q¢.s.}

Observacién I1.1. Las funciones ||.||, : LP(©2) — RT,1 < p < 00, son normas.

12



En verdad LP(€2) debe ser entendido como un conjunto de clase de funciones
donde dos funciones reales estan en la misma clase si ellas son iguales casi siempre

en €.

Los espacios L?(€2),1 < p < oo, son espacios de Banach, siendo L*(€2) un espacio

de Hilbert con el producto interno usual de la integral.

Teorema I1.4. C3°(Q2) es denso en LP(2),1 < p < oc.

I1.6. Desigualdades Importantes

I11.6.1. Desigualdad de Holder

SeanfeLp(Q)ygeLq(Q)con%—l-é:l(qzlsiq:oqu:oosipzl).
Entonces fg € LY(Q) y

/Q 19l < Il gl zocen.

I1.6.2. Desigualdad de Young

1 1 1 1
Sia>0yb>0y1<p,q<oocon—+—=1entonces ab < —a? + —b%.
b q p q

11.6.3. Desigualdad de Cauchy-Schwarz para funciones en
12(9)

Sean f: € — Reg: ) — R dos funciones de integral cuadrada, entonces

</ If(x)lzr | \g(xﬂf 12 gl

I1.7. Espacios L ()

[(f:9) 2] =

/Q F()g(x)ds

Definicién I1.11. Sean Q un abierto de RN y 1 < p < oo. Indicamos por LI () o

conjunto de las funciones medibles f : Q — R, tales que, fxx € LP()), para todo

K compacto de ), donde xx es una funcion caracteristica del compacto K.
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Observacién I1.2. L}

1e(82) es llamado el espacio de las funciones localemente in-

tegrables.

Para u € L},.(Q) el funcional T =T, : D(Q)) — K dado por

loc

(T, 0) = (T, ) = / ul(z)pl(z)d,

Q

define una distribucién sobre 2.

Lema II.1. (Du Bois-Raymond) Sea u € L} (). Entonces T,, = 0 si, y sola-

loc

mente si, u=0 casi siempre en 2.

Observemos que la aplicacién

1
Lloc

() — D'(Q)
u+— T,

es lineal, continua e inyectiva. En consecuencia, podemos identificar a la distri-

1
loc

(2). En este sentido se tiene que L} C D'(Q).

bucién T, con la funcién v € L loc

Como LP(Q) C Li,.(Q) tenemos que toda funcién de LP(f2) define una distribucién

sobre (), es ecir, toda funcién LP(£2) puede ser vista como una distribucion.

Definicién I1.12. Sean T € D'(Q) y a € NV. La derivada de orden o de T,

denotada por DT, es una distribucion definida por

< DT, ¢ >= (-1)l*l < T, D% > Yy € D(Q).

Con esta definicién se tiene que si u € C*(Q) entonces DT, = Tpa,, para todo
la] < k, donde D%u indica la derivada cldsica de u. Por lo tanto, si T € D'(Q)

entonces DT € D'(Q) para todo a € N¥.

I11.8. Espacios de Sobolev

Los principales resultados de esta seccién pueden ser vistos en las referencias

Adams[1], Brézis[3] y Medeiros[24].
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Definicién I1.13. Sean m € N y 1 < p < oo. Indicaremos por W™P(Q) al conjunto
de todas las funciones u de LP(QQ) tales que para todo || < m, D*u pertenece a
LP(Q)), siendo D%u la derivada distribucional de w. W™P(Q) es llamado Espacio de

Sobolev de orden m relativo al espacio LP(€2).
Resumiendo,
WmP(Q) ={u € LP(Q); D € LP(Q), |a| < m}.

I1.8.1. Norma en W™P(Q)

Para cada u € W"™P(Q) se tiene que

iy = | 100l | = | 3 [0 | 1<p <o

|laj<m laj<m

D=

Hu”m,oo = Z HDQUHLOO(Q) , p=00

la|<m

define una norma sobre W"?(Q).

Observacion 11.3. Se considera los espacios de Banach V y H, siendo V' con la
norma ||.|lv y H con la norma |.|p. Supongamos que V- C H (como subespacio

vectorial),el operador

1V —H

que a cada v € V hace corresponder i(v) = v en H es llamado el operador de

mmersion de'V en H.

Definicién I1.14. Se dice que la inmersion V — H es continua, si el operador de
immersion 1 : V. — H es continuo, es decir cuando existe una constante C' > 0, tal

que

vl < Cllvlly
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para todo v € V. Un ejemplo simple es el caso V.= H}(Q) y H = L*(Q) o
V=HY(Q) y H=LQ).

Definicién I1.15. Se dice que la inmersion V- — H es compacta, denotando V¢ —
H si el operador de inmersion i : V — H es compacto, esto es cuando i es continuo

y cada sucesion acotada en V' posee una subsucesion convergente en H.

Teorema I1.5. (Teorema de Kakutani) Sea E un espacio de Banach. E es

reflexivo si, y solamente si,

B ={feE:|z| <1}

es débilmente compacto.

I1.8.2. Inmersiones de Sobolev

Teorema I1.6. (Teorema de Sobolev) Sean m > 1 y 1 < p < co. Entonces

i) Si é — % > 0 entonces W™P(Q) C LP(€2), é = 119 - %
i) Si % — % = 0 entonces W™P(§2) C LP(2), q € [p, 00),
i43) Si % — % < 0 entonces W™P(Q) C L>(Q),

stendo las inmersiones anteriores continuas.
Observacién 11.4.
1. (W™P(Q),|.ll,) es un espacio de Banach.

2. Cuando p = 2 el espacio de Sobolev W™2(Q) se convierte en un espacio de

Hilbert con producto interno dado por

(u,v) = Z (D%u, D) 2(qy; u,v € W™3(Q).

|a|<m

3. Se denota W™2(Q) por H™(1Q).
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I1.9. El Espacio W,;""(Q)

Definicién I1.16. Definimos al espacio Wi (Q) como la clausura de C3°(Q2) en

Wm™P(Q), esto es

W5 () = C5°(Q)
Observacion 11.5.
1. Cuando p = 2, se escribe HJ*(Q?) en lugar de W;"" ().
2. Si WyP(Q) = W™P(Q) entonces la medida de RN \ Q es nula.

3. WIP(RN) = Wmp(RN).

I1.9.1. Desigualdad de Poincaré

Sea  un abierto limitado en RY. Entonces existe una constante C (dependiendo

de Q) tal que

HUHLz(Q) <C HVUHLZ‘(Q) (IL.1)

para todo v € H} (). La constante C' = C' (Q2) citado en el teorema anterior es
llamada constante de Poincaré para 2. La desigualdad (I1.9.1) también es valida si

) estd limitado en una sola direccidn.

Observacién 11.6.

1. La desigualdad de Poincaré también es vdlida si uw € H' (Q) y el trazo de u

sobre I' = 0N) se anula en un subconjunto no vacio de I'.

I1.9.2. Consecuencias de la desigualdad de Poincaré

1. La norma de Sobolev en HJ(2) es equivalente a la norma de la gradiente en

L?(Q). De hecho, la desiguladad de Poicaré dice que existe C' > 0 tal que

ull 1) < Cf|Vul|p2(q)
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para todo u € H}(€). Ademds , naturalemente se tiene que

IVullz2@) < [lullm @),
para toda u € H'(Q).

2. La norma de Sobolev es equivalente a la norma del Laplaciano en L?(Q) para
funciones en HZ () debido a que existe C' > 0 tal que [|ul|g20) < C||Aul|r2@)
para toda u € HZ(). La desigualdad || Aul| < C1|jul| g2, Vu € HZ(Q) es obvia.

Esto se deduce del hecho de que si u € H(2) entonces g—; € H}(Q) y también

de la desigualdad de Ponicaré.

I1.10. Teorema de Divergencia y Férmulas de Green

Valen las siguinetes formulas:
i) /didew :/ F(z).n(z)dl, F € [HY(Q)]V.
Q o0
ii) /UAudx =— / VoVudz, v € H}(Q), u € H*(Q).
Q Q

iii) /vAudx = /(Av)udw, u,v € HY(Q) N H*(Q).
Q Q

Definicién I1.17. Definimos a la norma y producto interno en HE () respectiva-

mente por

ol sy = ( / |Vu|2da:>

(u, ) () :/Vqudx
Q

La norma asi definida es equivalente a la norma ||.|\wieq) en Hj(S2).

Resultados

Teorema I1.7. (Desigualdad de Sobolev) Sea Q2 C RY un abierto, donde Of
es C1. Suponga que 1 < p < N yu € WH(Q). Entonces u € LP (Q) y vale la

estimacion
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[ull o ) < Cllullwre),

donde p* = NN—Z) y la constante C' depende solamente de p, N y Q.

Prueba: Ver [7], pagina 265.

Teorema I1.8. Sea Q C RN un abierto. Suponga que u € Wol’p(Q) para algun

1 <p < N. Entonces tenemos la siguiente estimacion

”uHLq(Q) < CHVUHLP(Q),

Np

para cada q € [1,p*], donde p* = v

q, N y €.

y la constante C' depende solamente de p,

Prueba: [7], pdgina 2065.

Teorema I1.9. (Teorema de Rellich-Kondrachov) Sea Q C RY abierto y li-
mitado tal que OS) es de clase C'. Entonces, dada una secuencia limitada (up)nen €
WP(Q), existe una subsecuencia (up, )n,en convergente en cualquier LY()), donde

N
q<p =y

Prueba: Ver [8], pagina 167.

Teorema I1.10. (Convergencia Dominada de Lebesgue) Sea f, una secuen-
cia de funciones integrables tales que f, — f q.t.p.. Suponga que existe una g in-
tegrable tal que |f,(x)| < g(x) q.t.p.. Entonces f es integrable y f, converge en

promedio a f,

lim /X fule) — f(a)ldz = 0

n—oo

y en particular

lim fn($)d1::/Xf(:v)d:U

n—oo X

Definicién I1.18. Sea X un espacio métrico
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i) Decimos que el funcional J : X — R es semicontinuo inferiormente si:

V(u,) CX 1wy —wu= J(u) < lim infJ(u,)

v——+00

i1) Decimos que el funcional J : X — R es débilmente semicontinuo inferior-
mente Si:

V(u,) CX tuy —u= J(u) < lim infJ(u,)

v—+00

Teorema 11.11. (Teorema de Weierstrass Generalizado)
Sea X un espacio topoldgico compacto, J : X — R continua, entonces J es acotado

inferiormente y Jug € X tal que:

J(up) = inf J(u)

ueX

Corolario I1.11.1. Sea X un espacio de Hilbert, J : X — R un funcional que es
i) débilmente semicontinua inferiormente,
i) coercivo, esto es limyy|— o0 J(u) = 400

Entonces J es acotado inferiormente y existe ug € X tal que

J(ug) = inf J(u)

ueX

I1.11. Funciones Diferenciables

Definicién I1.19. Sea ¢ : U — R, donde U es abierto en un espacio de Banach X .

El funcional ¢ tiene derivada de Gateauzr f € X' en u si para cada h € X

.1 _
lim — [p(u + th) — p(u) = (f, th)] = 0
Notacién: f := ¢'(u) si existe f.

Definicién I1.20. El funcional p : U — R, U es abierto,tiene derivada de Fréchet

feX enu si:

1
Eﬁ%m (p(u+h) —p(u) = (f,h) =0
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Diremos que p € C*(U,R) si existe la derivada de Fréchet y es continua.

Definicién 11.21. Sea ¢ € C*(U,R). El funcional ¢ tiene derivada de Gateaur
B e L(X,X') enu si para cada h,v € X se tiene que:

h’m% (& (u+ th) — &/ (u) — B(th), v)) = 0

t—0

Notacion: B := ¢"(u) si existe B.

Definicién 11.22. El funcional ¢ tiene sequnda derivada de Fréchet L € B(X, X’)

en u Si:

1 / _
,lgéw[so(uﬂth)—sO(U)—Lh]—O

Diremos que ¢ € C*(U,R) si la sequnda derivada de Fréchet de o existe y es

continua en U.

Ejemplo II.1. Sea a(-,:) : X x X — R una forma bilineal simétrica acotada en
un espacio de Hilbert X y J una funcional en X, muchas veces llamado “energia
funcional”, definido por

1
J(u) = §a(u,u) — F(u), donde F € X*

Hallemos la derivada de Fréchet de J.

Para un arbitrario ¢ € X,

J(u+ ¢) zéa(u+¢,u+¢)—F(u+¢)

1 1 1 1
por la forma bilineal de a(-,-). Usando la simétria de a(-,-), [a(u, ¢) = a(o,u)],

obtenemos



= Ju) + fa(u,6) — F(9)} + 3a(6,)

I+ 6) — J(w) — {a(w,0) = PO _ 1Ja(@,6)]
18x 2 ol
Mcomoa--esaacoao
= ol (1) esta acotad

Esto implica que

1+ 9) = J(w) — {a(u,6) — F(0)}

-0
6]l x—0 9|l x

(J'(w), 9) = alu, ¢) — F(¢)

En particular para la forma bilineal

a: Hy(Q) x Hy(Q) — R, a(u,v) = / Vu - Vudz
Q

y F =0, donde X = H(), se tiene J(u) = 3 [, |Vul*dz con derivada de

2

Fréchet (J'(u),v) = a(u,v) = [, Vu.Vudz.
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Capitulo III

Existencia de Soluciones Débiles

En este capitulo estudiaremos la existencia de soluciones débiles para el problema

de Dirichlet no local

—a (/\Vu\Qd:c) Au= fen QxR"
0
u=0enT x R"

(I11.1)

donde §2 un subconjunto abierto, acotado, bien regular de R™, m >1,a: R —

R es una funcién continua tal que

0<m<a(s) <M, Vs

vy [ :Q — R es una funcién dada, en L*(Q).
Primero definamos el concepto de solucién débil de la ecuacién (I11.1).

Para motivar este concepto, procederemos formalmente multiplicando la ecuacién

en (III.1) por una funcién v suficientemente regular e integrando en € se tiene

a(/Q|Vu|2dx)/Q(—Au)vdx:/ﬂfvdx

Ahora aplicando el teorema de Green, y considerando las funciones v tal que v|r = 0

resulta
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2 — —
a(/Q\Vu\ dx)/QVu.Vvdx /vadx 0 (III.2)

La ecuacién integral nos permite realizar la siguiente

Definicién II1.1. Decimos que u : @ — R es una solucion débil del problema

(I11.1) si:
i) ue€ HHQ),
ii) w satisface la relacion (II1.1), Yu € Hy(S2).

Consideremos ahora el funcional de energia J : H}(Q) — R, dado por

u)=3a < /Q ywy?m) — F(u) , Yu € HY(Q) (TIL.3)

donde Zi(s):/os a(A)dX , F(u /f Judz.

Proposicién II1.1. El funcional J : HY () — R, dado en (II1.3) estd bien defi-
nido, estd en la clase C* (H}(Q),R) y

(J'(u),v) :a(/Q|Vu|2dx) /QVU.Vvd:v—/vadx ,Vu,v € Hy(Q)  (111.4)

Demostracion:
Es inmediato ver que @ y F' estdn bien definidas. Ademés F' es lineal, continuo

y diferenciable segiun Fréchet, con

(F'(u) /fvd:z: Vu,v € Hy(Q)

Probaremos que ¢ : H}(Q) — R, dado por

a(b(u))

[\Dlr—t

p(u) =

donde b(u / \Vul2dz, Vu € H}(Q) es de clase C' (H}(Q),R)

En efecto b y @ son diferenciables, con
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(0'(u),v) =2 (u,0) ) = 2/ Vu.Vudz , Vu € Hy(9)
0 Q

Como ¢ es la composicion de las funciones diferenciables @ y b, resulta que ¢ es

diferenciable y

(@' (u),v) =a </Q ]Vu|2da:> /QVu.Vvdx , Yu,v € Hy(Q)

Luego J estd bien definido, es de clase C* (Hj(2),R) con derivada dada por
(I11.4).

Observacién I11.1.

i) De la definicion de solucion débil se tiene

J'(u) = 0 <= u es solucion débil de (1II.1)

Asi todo punto critico de J es solucion débil de (111.1).

it) Es claro que un minimo (o un mdximo) de J es un punto critico.

El siguiente teorema es el resultado principal de este trabajo.

Teorema IIL.1. Eziste una solucion débil del problema (111.1).

Demostracién: Para realizar la demostracién asociaremos a (II1.1) el funcional
de energfa J : H}(Q) — R y probaremos que tiene un minimo (global); de la ob-

servacion anterior este minimo es una solucién débil.

Primero, probaremos que J es coercivo.

En efecto,
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a(s) = / a(N)dA > / md\ =ms , Vs € R.
0 0

a (/ \Vu|2dx) > mo/ |Vul*dx = mo||ul)® , Yu € Hy(Q) (I1L.5)
0 0

También de las desigualdades de Holder y Poincaré se tiene

| gutz <| [ fuaa

De (II1.5) y (II1.6) se obtiene

< [ Ifuds| < |flalul: < CFllal v € HY(@) (11L6)
Q

J(u) =

DN | —

~ 1 1
& (o)~ [ fude > plulP=Cullllull = Ll | gl = C.A7k] = +o0

st ||u|| = +o0.
Lo que muestra que J es coercivo.
Ahora demostraremos que J es débilmente semicontinuo inferiormente.
Sean (u,),>1 C H}(Q) y u € H}(Q) tal que
u, — u en Hy(Q).

Como la norma es débilmente semicontinua inferiormente

P , 2 > 2
T f [ 2 > [1u] (I1L7)

Luego

, , o , , 1/\ 2
VEIJPOO inf J(u,) = VETOO inf <§a (Jlun?) = /quydx)

Como las funciones en paréntesis son acotadas y continuas tenemos
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o 1 [l
VETOO inf J(u,) = VETOO (5/0 a(A)d\ — /qu,,da:

1 ¢ lim N, ||?
=5 / e a(Nd\ — lim [ fu,dzx
0

1 [ lim f [Ju,||?
=3 / e a(Nd\ — lim [ fu,dz
0

1 [lul?
> 5/0 a()\)d)\—/ﬂfudx (I11.8)

donde la ultima desigualdad es una consecuencia del Teorema de Convergencia

denominada de Lebesgue y (IIL.7).
De (IIL8)

J(u) < lim inf J(u,)

v—+00

lo que muestra que J es débilmente semicontinua inferiomente en Hg (£2).

Por el corolario del Teorema de Weierstrass Generalizado, teorema II.11 existe

ug € H}(Q) tal que

J(up) = inf J(u)

ueHL(Q)
y por la observacion III.1, uy es una solucién débil de (III.1). Esto concluye la

prueba del teorema.

III.1. La unicidad de la Solucion

En el siguiente teorema se muestra que imponiendo una condicién de pequenéz en
el comportamiento de la funcién a, el problema (II1.1) tiene unicidad de la solucién

débil. Este resultado sigue las ideas de T.F Ma [20]
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Teorema I11.2. Asuma que a satisface las condiciones del teorema II1.1. Si ademds
a es Lipschitziana, con constante de Lipschitz Lo, ”"suficientemente pequenia”, en-

tonces el problema (I11.1) tiene exactamente una solucion.

Demostracién: Sean u y v dos soluciones de (I11.1) y hagamos

w=u-—20
Luego se tiene:
a(llul®) Au=f
a([lv]?) Av=f

a([[ul®) Au—a(|v]*) Av=0

Reordenando

a([[ull?) Aw+ (a(Jull?) —a(Jo)*) Av=0

Multiplicando por w, integrando en €2 y aplicando el teorema de Green resulta

a(||u||2)/Q|Vw|2dx: — [a(||u||2) —a(||v||2)} /vivwdx (I11.9)

Y usando la desigualdad

\IplI> = 11l < (lpll + lall) (lp = ql))

obtenemos

[a (Jul®) = a (J[o]2)] / Vv v wds

Pero observamos que si v es solucién débil de (IT1.1) satisface:

< Lo [lul® = ol ol llwll - (1TL.10)

1
ol < a ([ 19ePde) ol = (£.0) < |flebole < 1ol

donde A; es el primer autovalor del problema

—Av=XMen
v=0en
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Luego

e
< 2= ITI.11
ol < 2 (1L.11)

Por tanto de (I11.9)- (III.11)

il < 22, [L12] g
>~ a m)\l

esto es
2
{m — 2L, {ﬁ} } lw|]® <0
m)\1

m3\2
2171%

Por lo que para

0< L, <

obtenemos

|lw[|=0=u="wv

II1.2. La solucién numérica aproximada

Aqui queremos comentar un método para obtener la soluciéon aproximada débil

del problema (III.1), guidndonos por el articulo de Gudi [17].

Para obtener esta solucién aproximada, aplicaremos el método de elementos fi-

nitos.

Mediante la formulacién débil de (II1.1), podemos definir nuestro problema apro-

ximado como sigue:

Queremos hallar wy, € Vj, C H}(Q) tal que
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a (/ \th\zdx) / Vwp Vodr = / fodx, Yv €V, (I11.12)
0 0 0

donde V, es el subespacio de elementos finitos de H} () asociado a una trian-

gulacion regular 75, de €.

Sea ahora ¢1, ¢, -, ¢, una base candnica de Vj, asociada con los nodos de

7. Queremos determinar una solucién wy, de (II1.12), esto es debemos hallar & =

(a17a2a e 7am)

m
Wh = Z ;P;
i=1

satisfaciendo (II1.12). Luego tenemos el sistema de ecuaciones algebraico no lineal

Fi(@) = Fy(wy) =0, 1<j<m (II1.13)

donde
F}(wh) —a (/Q |Vu}h‘2dl’) /Qth.Vqﬁjdx —/Qfﬁbjdl’ , 1 < ] <m

Para resolver el sistema no lineal (I11.13) podemos implementar el método iterati-
vo de Newton-Raphson; para esto bastara computar la matriz jacobiana del sistema,

esto es

donde

F.
L(wh):a’ /]th|2da: /QthV¢lda:/thV¢]dx+
Oy Q Q Q

a (/ |th|2dx) / Vo .Vojde #0, 1 <j5,1<m
Q Q
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Este procedimiento puede ser implementado a través de un software adecua-

do(por ejemplo MATLAB) para obtener resultados numéricos.
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Conclusiones

1. El problema no local (ITI.1) admite solucién débil para el dato f € L*(f2). Para
obtener la solucién hemos aplicado un corolario del Teorema de Weierstrass
Generalizado, que en esencia determina la existencia de un punto de minimo
para el funcional de energia asociado al problema (III.1), este punto de minimo

es la solucidén débil buscada.

2. Bajo adecuadas condiciones de pequenez sobre la funcién M (la constante de
Lipschitz suficientemente pequena) es posible probar unicidad de la solucién

al problema (IIL.1).

3. La metodologia empleada es general, de modo que puede aplicarse a otro tipo
de problemas elipticos no locales; asi mismo imponiendo restricciones adecua-
das de pequenez sobre los datos de estos nuevos problemas, debe conseguirse

unicidad de las soluciones.

4. Seria interesante investigar resultados similares para otros operadores no lo-
cales (por ejemplo con exponente variable o de tipo fraccional). Conjeturamos

que nuestra metodologia permitiria obtener resultados positivos de existencia.
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