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Resumen

El objetivo centra de este trabgo es presentar a los objetos extendidos tipo pbranas
como soluciones a la teoria de supergravedad, estudiando en detale la geometria, la
masa y las cargas que tienen asociadas cuando se piensa en elas como fuentes.
Patiendo de la accion generd de Eingen, la cud describe un sstema clésico de D-
dimensiones, que involucra d tensor mérico, a un campo excdar y un potencid de
gauge, se obtienen las ecuaciones dinamicas de los campos, las cudes son resuetas
usando un ansatz que permite acoplar las p-branas a la supergravedad. Luego se
presentan algunos gemplos de aplicacion en teorias de Supergravedad (SUGRA), y

findmente setocarad tema de las branas negras.
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Proélogo

Desde sus inicios, uno de los problemas fundamentales de la Teoria Cuantica de
Campos ha sdo @ estudio de soluciones clasicas a las ecuaciones de movimiento que
decriben la dindmica de los dgtemas fiscos, para luego desarrollar méodos de
cuantificacion en los que estas soluciones juegan un papel centra . Tras los trabgos
pioneros de Skyrme[l] sobre soluciones localizadas en una region finita, de ciertas
teorias de campos que representarian a particulas baridnicas como € protén, se produjo
un gran avance en este terreno en @ transcurso de los afios 70 del siglo pasado.

Niglsen y Olesen [2], en 1973, en trabgjos relacionados con la teoria de cuerdas
y los modelos duaes, encontraron en una teoria de campos — modelo abeliano de
higgs- soluciones dd tipo vortice que también aparecen en la teoria fenomenoldgica de
Ginsburg-Landau[3] de la superconductividad tipo Il. Poco después, t'Hooft [4] y
Polyakov [5] hdlaron, en la extenson no abeliana del moddlo anterior — € modelo de
Georgi-Glashow- soluciones extendidas con propiedades de monopolo  magnético.
Findmente, Belavin, Polyakov, Schwartz y Tyupkin [6], estudiando la versén euclidea
de una teoria de Yang-Mills pura, encontraron soluciones locdizadas en d espacio
tiempo (instantotes). Desde hace dos décadas, este tipo de soluciones, asi como € papel
gue juegan en la cuanttificacion de modeos de las interacciones fundamentdes, han
Sdo objeto de numerosas investigaciones.

Durante  la década de 1990, los estudios sobre dudidad han hecho
contribuciones importantes a la teoria de cuerdas [7, 8, 9,10]. La riqueza de estas
contribuciones esta en que los topicos antiguamente inexplorados como los aspectos no
perturbativos de la teoria de cuerdas se ven bagtante aractivas con @ estudio de
dudidades. La exigencia de soluciones no perturbativas de la teoria de las cuerdas
puede ser demostrada basandose en duaidades que han sido planteadas como conjeturas
en diversas teorias de cuerdas [11, 12, 13, 14, 15].



Las D-branas [16] (Dirrichlet-branas), por gemplo, se han identificado como
estados no perturbativos de cuerdas con cargas en € sector R-R (Ramond-Ramond).
Estas D-branas, en d limite de bga energia (o tenson grande) de teorias de cuerdas
efectivas, tienen soluciones cladcas en términos de membranas de p dimensones que
[lamamos p- branas en generd.

Existen, sn embargo, muchos tipos de soluciones clascas a la mecanica de
cuerdas y todas dlas estdn vinculadas entre si (y con la p-branas) a través de las
duaidades de cuerda con las phbranas, son las soluciones tipo agujeros negros a teorias
de cuerdas efectivas [17]. Esto Sitlia problemas tradicionades de la gravedad cuantica
como la interpretacion microscopica de la termodindmica de agujeros negros, en €
marco de lateoriade las supercuerdas [18].

Por otro lado muchas teorias de campo efectivas de estados masa cero en la
teoria de cuerdas, corresponden a supergravedad (SUGRA) acoplada en agunos casos
con campos externos. Por gemplo, los estados no masivos de la cuerda heterdtica, tiene
como teoria de campo €efectiva asociada, la SUGRA N=1 en 10 dimensiones, acoplada
con super- Maxwell N =119, 20,21].

Las teorias de supergravedad aparecen d tratar de incluir supersmetria(SUSI)
en modelos graviteciondes. Origindmente se pensd que edta fertilizacion cruzada podia
producir modelos que resolvieran problemas fundamentdes de la gravedad cuantica
como las divergencias en d ultravioleta Sucede que la supersmetria loca no es
suficiente para encargarse de las notables divergencias [22]. No obgtante, |as teorias de
supergravedad  tienen muchas cudidades interesantes que las hacen extremadamente
vaiosas paralafiscatedricay lafenomenologia de las dtas energias.

Las teorias maximaes de la gravedad nos presentan por una pate un amplio
nimero de campos, y d mismo tiempo son lo suficientemente redtrictivas limitandonos
a escoger cierto tipo de objetos masivos los cuaes podamos acoplar a estos campos. Las
restricciones de sSimetria limitan fuertemente la clase de términos con los que puede
amar un lagrangiano y nos dicen que aunque no podemos acoplar campos de SUGRA
con campos masivos, podemos acoplar a “objetos relativistas’ como agujeros negros,
cuerdas, y membranas. Para buscar los tipos de objetos con los que probar acoplo,
podemos hacer 1o mismo que en la derivacion usud de la solucion isotrOpica en un
epacio vacid usando todas las consideraciones posbles sobre las Smetrias, 'y
posteriormente  averiguamos con que tipo de fuentes masivas podemos empaar la

solucion. En nuestro caso, veremos que S se pide una parte de la teoria supersmétrica



origind no esté rota, encontramos soluciones tipo p-branas. hoy en dia se piensa que
ede tipo de informacion puramente clésica que proviene de las teorias de
supergravedad, es capaz de darnos informacion sobre aspectos no-perturbativos de la
teoria de supercuerdas, ya que la formulacion cuéntica de la supergravedad se sustenta
hoy por hoy en cada vez més tupidas red de cuerdas y membranas.

El objetivo centra de este trabgo es presentar las pbranas como soluciones de
teorias de supergravedad, estudiando en detdle la geometria, la masa y las cargas que
tienen asociadas cuando se piensa en elas como fuentes.

Las p-branas parecen generdizar la idea de carga puntud en € contexto de su
gravedad. De hecho, uno de los aspectos mas resdtantes que tienen, es que su estructura
geométrica es muy comoda para pensar en dudidad eéectromagnética y en generd
dudidad en @ sentido SL (2, ¢ ). De hecho las soluciones tipo p branas ala SUGRA,
producen un flujo magnéico como & que pudiera producir un monopolo, y admite que
introduzcamos una fuente déctrica y/o magnética existe ademas una manera naturd de
definir una accion dud a la que gobierna estos campos, donde las cargas eéctricas y
magnéticas se intercambian; las ecuaciones de movimiento de una se convierte en las
identidades de Bianchi de la otra y viceversa, mutando p-branas eementaes por
solitonicas,  las congtantes de acoplamiento muestran una relacién de proporcionaidad
inversa, y toda una serie de propiedades que confirman @ hecho de la dudidad en d
contexto de las soluciones p-branas de la SUGRA.

Por otro lado, como estas p-branas poseen smetria poincaré, se puede definir

una masa 0 més precisamente una densidad de energia en reposo.
Esta densidad de energia no es un parametro libre de la teoria 9 no que puede cacularse
en funcidn a las cargas déctricas y magnética de la pbrana, y sorpresvamente satura €
andogo a la cota de Bogomol'nyi de manera que estos objetos no solo generadizan
monopol os susceptibles aentrar en unateoriadual, s no que ademas son estados BPS.

Egte trabgo incluye un capitulo sobre monopolo, dudidad y estados BPS, a
modo de introduccion a los conceptos fundamentaes que permiten representara las
propiedades de las soluciones tipo p-branas a la teoria de supergravedad.

La dudidad dectromagnética exacta fue origindmente concebida por Dirac
[23] pensando en la posibilidad de detectar particulas con carga monopolar magnética.
Hasta ahora nadie ha detectado monopolos magnéticos, Sn embargo, la exisencia de
monopolos magnéticos sigue dendo la Unica fundamentacion tedrica generdmente

aceptada para explicar la cuantizacion de la carga eéctrica. Sin embargo, también cabe



indicar que en la dudidad S las ecuaciones de Maxwel aparecen perfectamente
sméricas ante @ intercambio de cargas y campos eéctricos y magnéticos. Que la
electricidad y € magnetismo estén relacionados es [0 que muchos cientificos esperaban
dede principios del dglo XIX, pero mas importante aun es que una de las
consecuencias es una relacion de proporciondidad inversa entre las cargas eéctricas y
magnéticas.

Vido a la ligera esto pudiera ser un detdle sin importancia, pero bgo la luz de la
teoria cuantica de campos estamos relacionados constantes de acoplamiento, es decir,
una teoria de gauge en un régimen de acoplamiento debil, bien pudiera estar relacionada
con una de acoplamiento fuerte. Aqui existe ago importante que indicar: cuando no
podamos redizar un desarrollar  perturbativo por que la constante de acoplamiento de la
teoria es muy grande, seria posble formular una teoria dual donde € acoplamiento sea
débil y podamos usar series gproximativas.

La modificacion dd Lagrangiano de Maxwell hecha por witten [24], agrega una
nueva dmetria a la congtantes de acoplamiento: la FDudidad. Esta invarianza presenta
ciertas teorias gauge, forman junto a la S-duaidad un grupo de invariancia de teorias
gauge que se identifica con unarepresentacion de SL (2,¢ ).

Los objetos de carga mixtas (dyones) y los monopolos como € de Direc 0 @ de
t Hooft- Polyakov [25,26], saturan la llamada cota de Bogomol'nyi [27,28]; una
desguddad que limita los valores posbles de la carga, a una congtante proporciona a
la masa. Es precisamente en esta formula de masa - llamada formula de Bogomal’ nyi-
Prasad-Sommerfield (BPS) [29]- donde esta smetria dd grupo SL (2, ¢ ) se ven
reflgadas de manera cerrada. En 1977 , Montonen y Olive [30] propusieron que la
teoria de Yang-Mills Higgs SO(3) debian ser invariante ante este grupo de duaidad, y
en 1990 se demostré [31] que esto era cierto para € caso de Yang-Mills N=4 viso
como limite a bgja energia de una teoria de cuerdas.

En edta direccion este trabgjo pretende poner en evidencia como soluciones tipo
p- branas a la teoria de supergravedad tienen cargas eéctricas y magnéticas que
cumplen con la cuantizacion de Dirac, y saturan la ecuacion de Bogomol'nyi. Esté
andogia refuerza la vaidez de la generdizacion de particula a p-branas pueden verse
como esados BPS y exite una mangra muy clara de expresar la dudidad
electromagnética en términos de @ acoplamiento de las branas con los campos y con sus

dudes en € sentido de Hodge.



La dudidad eectromagnética tiene profundas raices en la geometria. Durante la
década de 1970, los avances paraldlos en teorias de gauge y geometria de fibrados
dieron a luz la interpretacion de WuYang [32] dd monopolo de Dirac, en la que la
edructura de los campos dectromagnéticos es la de los fibrados principdmente U(1)
con conexion. La conexion representa aqui @ potencid de gauge, y la curvatura del
fiorado representa € campo. Mientras que la formulacion edandar  dd

*, un monopolo de Dirac es

electromagnetismo puede pensarse como € fibrado en j
visto como un fibrado principd U(1) con conexién sobre una variedad de topologia no
trivid como S2. La diferencia entre estas teorias, aunque suena pedestre, es en redidad
muy profunda j 3 no tiene agujeros, y S? s lo tiene, de manera que se puede pensar en
los monopolos (0 en € efecto de Aharonov-Bohm ) como “defecto topoldgicos’ de una
teoria de eectrodindmica clésica

En d capitulo 1 se discuten agunas nociones generdes acerca de las soluciones
regulares de energia finita que tienen lugar en teoria clésica de campos. Se andiza la
poscion origind de Dirac en cuanto d monopolo magnético y la condicion de
cuantizacion de carga. Luego = estudia la dudidad eectromagnética y como édta
vincula los regimenes de acoplamiento fuerte y débil en agunas teorias de gauge.
Finamente se presenta una vison topoldgica del monopolo y se estudia en forma breve
las ecuaciones y cota de Bogomol' nyi [24].

En & capitulo 2 esta dedicado a la introduccion de agunos conceptos basicos de
las teorias de supersametria y supergravedad, se estudia € &dgebra de supersmetria
extendida, € superespacio y € mecanismo de congtruccion de acciones supersmetricas.
Findmente se introduce agunos aspectos geoméricos de supergravedad y su su
relacion con la construccidn de cargas conservadas.

En d capitulo 3, se aborda € estudio de las phbranas como generdizacion de la
idea de particulas, y se usa para describir los objetos extendidos que se acoplan a los
campos bosonicos de la supergravedad en d mismo sentido en que las particulas
puntuales cargadas se acoplan con los campos de la eectrodindmica clasica. Se parte de
la accion generd, la cud describe un Sstema clasco en D-dimensiones, que involucra

la mérica g,,,, aun campo escdar f, y a una (n-1)-forma AIn—l] gue representa un
potencia de calibre con  un campo asociado R, = dA, , variando la- accion generdl

respecto a los campos, obtenemos las ecuaciones dindmicas de los campos bosonicos

descritos.



El capitulo 4 eda dedicado encontrar la soluciones a las ecuaciones de
movimiento de estos campos, los cudes se resolveran introduciendo las p-branas a
través de un ansatz [89,98] de requerimientos de preservacion de la smetria Poincaréy X
SO(D - d) que determinan la geometria de las soluciones. Se mostrara como se pueden
pensar los conceptos de masa, carga déctrica y carga magnética en este contexto; se
andizard como estos objetos obedecen a una ecuacion de tipo cota de Bogomol' nyi. El
vinculo con la redividad genera se hard evidente cuando reconsideremos a las p-
branas soluciones de supergravedad como limites extrémaes de las branas negras. Se
vera entonces que estas soluciones poseen un horizonte de eventos, y que ademés
sauran la cota de Bogomol'nyi de la misma forma que los estados de Bogomol nyi-
Prasad-Sommerfield (BPS) para monopolos de Dirac o particulas con carga dyonica. E
capitulo 5 contiene las conclusones de édta teds. En un gpéndice, por ultimo,
explicamos las convenciones adoptadas para redizar los cdculos presentados, y

también se presenta un glosario de términos que permita entender mejor este trabgo.



Capitulo 1

M onopolos, Ecuacionesy Cotas

De Bogomol nyi

Este capitulo pretende motivar € posterior estudio de las p-branas que describen objetos
gue se paticularizan a la Teoria de Maxwel con Monopolo de Dirac; presentan varias
sSimetrias de dualidad y son objetos extendidos.

Aqui se describen los eementos matematicos necesarios para la caracterizacion
de las soluciones regulares de energia finita y de accion finita en la  teoria dasca de
canpos de acuerdo a su naturdeza topologica. Seguidamente andizamos la poscion
origina de Dirac, como la Smetria de las ecuaciones de Maxwell diment6 la esperanza
de conseguir ¥ detectar en d sentido experimental¥z un monopolo magnético. Luego
edudiaremos, cdmo consideraciones sobre la dudidad eectromagnética vinculan de
manera muy Wtil los regimenes de acoplamiento débil y fuerte en adgunas teorias de
cdibre. En cuanto ad monopolo de Dirac, se deduciré la condicién de cuantizacion de la
caga Poderiormente se presentard una vison topolégica de monopolo. Findmente
encontramos la cota y las ecuaciones de Bogomol'nyi, mostrando que estén
acompanadas de una relacion especifica entre las congtantes de acoplamiento del

dgema

1.1 Introduccion

La simetria es una propiedad universa tanto en la vida corriente, desde € punto
de vista matemético como desde € quehacer de la Fisica Tedrica. Conseguir y concretar
nuestros  criterios  estético-mateméticos sobre € universo es una de las columnas

vertebraes de la fisca tedrica. Criterios como estos fundamentaron las ecuaciones de



Maxwel a partir de los desarrollos en Electricidad y Magnetismo heredados dd siglo
XVIIl, y son en redidad bastante mas antiguos que las teorias que los ponen de
manifiesto. La dmetria de la ley de Henry-Faraday en contrgposicion a la ley de
Ampére es lo que en d fondo impulsa a Maxwdl a enunciar las ecuaciones de la
electrodindmica clasgca. Y es en smetria en 1o que pensaba Dirac a la hora de introducir
laiidea de monopolo magnético [23].

Sn embargo, introducir belleza ad hoc en nuestras teorias podria terminar por
parecer un exceso de narciSSMo, a N0 S que exista una cierta retribucion por parte del
(o hacia ) mundo naturd. Origindmente, € regao concedido a Dirac por su ofrenda a
la ametria fue la explicacion tedrica de la cuantizacion de la carga. Pero la smetria
€l ectromagnética ha tenido mucho més que darnos desde 1930.

No s traa dmplemente de podular la exigencia de particulas con carga
magnética, Sno de explorar las consecuencias de la dualidad electromagnética que
condge en la invariancia de las ecuaciones de Maxwell ante una cieta manera de
intercambiar los campos déctricos y magnéticos. La ecuacion de cuantizacion de la
caga obtenida, inmediatamente vincula la carga déctrica fundamentd con la magnética

Segun una relacion de proporcionalidad inversa.

el 1 (1.1
g

Desde € punto de vista de la teoria cuantica de campos este hecho revela una
relacion escondida entre la congtante de acoplamiento de la teoria eectromagnética
comin, y una condante de acoplamiento asociada a una teoria de monopolos
magnéticos. cuando unaes “grande’, la otraes “ pequeid’.

Lo verdaderamente sorprendente no es que exista esta relacion, sno que sea €
denominador comun de muchas teoriass de cdibre aparentemente disimiles. La
importancia de estas teorias es la que resdtala utilidad de este vinculo.

La Electrodindmica Cuantica (QED) % una de las teorias mas exitosas jamés

creadas ¥ debe la clave de su andiss perturbativo, d hecho de que la congtante de
edructura fina a, tiene un vaor de 517« 1. Es este vdor numérico pequefio € que

nos permite usar como cabdlo de badla més comin en la fisca las aproximaciones



visas como desarrollos en serie 0 desarrollos perturbativos, que usamos en Sstemas
fisicos que van desde @ péndulo smple, hasta d modelo de interaccion dectro-débil de
Weinberg-Sdam.

Pero no en todas las teorias de cdibre tenemos la fortuna de poder redizar
desarrollos perturbativos. Por gemplo, las constantes de acoplamiento de la

Cromodindmica Cuéntica % teoria de importancia capitd en las interacciones fuertes

¥ no permiten tales desarrollos. Se nos muestra entonces un gemplo de acoplamiento
fuerte, que ha motivado entre otras cosas los desarrollos no perturbativos en la teoria
cuantica de campos.

¢QuUé hacer entonces con los regimenes de acoplamiento fuerte? Pues bien, la
relacion que la dudidad eectromagnética da a luz entre las congtantes de acoplamiento,
sugiere una respuesta para los que sean capaces de conseguir un comportamiento smilar
en las teorias de calibre. Felizmente, este comportamiento es harto frecuente, tanto, que
ya tiene nombre y gopdlido: dualidad S. En esencia edta dudidad se manifieta como
una relacion edructurd entre € régimen de acoplamiento eectro-débil y d fuerte que
relaciona de manerainversalas constantes de acoplamiento de dos teorias:

a ®_L. (1.2)
aD

Eso inmediatamente lleva a concluir que cuando en una teoria no se puede
redizar  un desarollo perturbativo, una solucion degante seria conseguir una teoria
Sdua donde la congtante de acoplamiento sea nuevamente mucho menor que la unidad,
y podamos volver a andizar con las series perturbativas.

Contrariamente a lo que se desea hdlar, la dudidad-S esta lgjos de ser la panacea
de las teorias Sn desarrollos perturbativos. Por citar un caso, semeante mecanismo no
funciona para la Gravedad Cuantica, porque € origen de la no-perturbatividad de esta
teoria no es que la constante de acoplamiernto sea muy grande sno que es dimensiond.
No hay duaidad S que vaga aqui.

Todas estas ideas, propias de la teoria cudntica de campos son expuestas
nuevamente en e marco de la teoria de cuerdas, iniciando una manera “dud” de pensar
que s ha convertido en una poderosa herramienta. Por gemplo, la dudidad de
Montonen-Olive, es bautizada nuevamente bgo & nombre de T-dualidad, d estudiar la
teoria de cuerdas como la fisca bidimensona de los modelos-s, donde aparece como

consecuencia de la naturadeza extendida de los objetos fundamentales involucrados. El



“dua” a efecto Meissner en la teoria de superconductividad de Bardeen, Cooper y
Schrieffer (superconductividad BCS) nos drve, por otro lado, para interpretar €
confinamiento de fases en teorias gauge no-abelianas como € dua de @ mecanismo de
Higgs [33]. De manera que esta forma de pensar demuestra ser una poderosisma
herramienta en &eas de la fisca tedrica tan disimiles como confinamiento, teorias de
campo efectivas, supersmetriay teoria de cuerdas.

En resumen, la higtoria de la dudidad-S nace con @ monopolo de Dirac en 1931
[23]. Durante la década de 1970 aparece en la teoria cudntica de campos cuando
Coleman descubre la rlacion entre € modelo de Thirring y € de sine-Gordon [34,35],
ambas teorias en 1 + 1 dimensones. Aqui se asoma por primera vez la relacion que
tiene esta dudidad con la supersmetria, porque mientras que las particulas descritas por
e modelo de sne-Gordon son campos escaares, las dd modelo de Thirring son campos
fermidnicos. De e modo € acoplamiento eectrodéuil de una teoria bosonica
corresponde d acoplamiento fuerte de unafermidnica, y viceversa

Mas tarde, este conjunto de ideas fue enriquecido con € descubrimiento hecho
por Witten [24] de la naturaeza dyonica dd monopolo, que puso sobre la mesa la

rlevanciadd “término q”:

e’q .
=- F2 "R, 13
L, 3’ ™ (1.3

Ese témino puede ser insertado en € lagrangiano de la teoria de Yang-
MillSYM) sn dedruir lgposhilidad de renormdizacion, pero agregando una
interaccion invariante ante conjugecion de cargas, que viola Smetriass P y CP. Lo
interesante es que desde @ punto de visa dd factor de peso de Feynman, lo que le

estamos haciendo alateoria YM esen cierto modo una “tredacion”:
i M+ii‘ *
dom @ ™I " (14)
de manera que la teoria con € término extra no se ve dfectada por tradaciones
q® d&q+2p. Sin embargo, d monopolo se convierte en un dyon con carga eléctrica
vi'e}

&’

Zﬂ n, con n entero, y carga magnética

p
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Esto tiene una consecuencia profunda en la férmula de masa BPS [27, 28, 36,
29] que se conocia desde mediados de la década de 1970, y que relaciona la masa y la

carga de un monopol o que satura la cota de Bogomol’ nyi.
M3 alg|, (15)

donde a es una congtante de proporcionaidad. Cuando se mezcla la carga dyonica de
Witten con la masa de los estados BPS, uno de ve obligado a redefinir la iguadad en
(1.5) como

M =|ae(n +tn,)| (1.6)

con ngy Ny enterosy t, una constante de acoplamiento “complexificadd’

tod 4R (L.7)

2p e

Findmente las smetrias de la ecuacion de la masa de los estados BPS (1.6) se
resume en una edructura cerrada, las invariancias ante dudidad-S'y las invariancias ante
tradaciones en ¢ Estas Smetrias juntas generan justamente @ grupo modular SL(2,¢ ),
a que se denomina grupo de dualidad.

Ya Montonen y Olive [30] habian conjeturado en 1977 que la teroria de Yang-
Mills-Higgs SO(3) debia ser invariante ante € grupo de duaidad; pero no fue sno hasta
1990 que las transformacionesddl grupo SL.(2,¢ ) aparecen como una Smetria de la
teoria de Yang-Mills N = 4 en d limite de bga energia de compactaciones toroidaes

de la teoria de cuerdas [31]. Una vez mas, la Smetria nos regda nuevos mundos en que
pensar.

1.2 Clasificacion de las Soluciones de Naturaleza

Topologica en Teorias de Gauge

A patir de las ideas de Skyrme [1], y en d marco de la integral funciond, se
pude mostrar que las soluciones de las ecuaciones de movimiento clésicas condtituyen

un buen punto de partida para ca cul os cuanticos perturbativos y no-perturbativos [37].
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En la formulacion habitud de la teoria de campos, los campos de materia (sus
excitaciones) se tratan como objetos puntuales. Aun en € contexto clasica esto acarrea
dificultades andlogas a las creadas por la divergencia que aparece d cdcular la
autoenergia de un carga puntud. En la teoria cuantica, lgjos de desaparecer, este tipo de
divergencias s¢ hacen més graves. S bien los méodos de renormdizacion permiten
revlver eo de manera satisfactoria, resulta de interés estudiar soluciones extendidas
que representen configuraciones regulares estables y de energia finita que, en particular,
podrian evitar estas divergencias y dar cuenta de propiedades basicas de naturaeza no-
perturbativa como, por gemplo, d confinamiento.

Las ecuaciones de movimiento de las teorias de campos utilizadas en modelos de
interacciones fundamentaes son en generd, no-linedes y por dlo admiten soluciones
conocidas como solitones (soluciones extendidas en @ espacio, de energia finita en
espacio espacio-tiempo minkowskiano) e instantones (soluciones extendidas en d
epacio-tiempo  euclideo, de accion finita). En paticular, las teorias de gauge, que
brindan una descripcion universal de todas las interacciones conocidas en la Naturaeza,
exhiben soluciones de este tipo, de gran interés en diversos campos de la fisica
Vorticess, monopolos e ingantones tiene importantes gplicaciones en la fisca de

particulas, la cosmologia, la astrofisicay la materia condensada.

La soluciones tipo soliton pueden ser de naturaleza topoldgica o no-topolégica,
segln estén asociadas 0 no a adguna propiedad global dd espacio-tiempo y de la
simetria de gauge de la teoria considerada. Para comprender las propiedades bésicas de
edas soluciones, consderemos una teoria de campos invariante bgo las
transformaciones pertenecientes a un grupo dado de gauge compacto G. Los campos se
deben tranformar de acuerdo a alguna representacion del grupo en cuestion. Asi, un

campo f enlarepresentacion adjuntade G, es transformado segun:

fefi=g'fg , glG. (1.8)

S se trata de una Smetria local, resulta necesario introducir una conexion de modo que
la diferenciacion de los campos esté bien definida. Podemos asociar a dicha conexion un
elemento dd dgebradeLiedeG:

12



A= AT (19)

donde ", a=1 ... dimG son los generadores del dgebra De este modo, podemos

definir la derivada covariante como:
D,=1,-ie[A] . (1.10)

de ta manera que, bagjo las transformaciones de gauge,

A® A =g A+ (1,973, (L11)

laderivada (1.10) resulta covariante:

D,[AI® g 'D,[Alg (L12)

El conmutador de dos componentes de la derivada covariante da como resultado

una componente del tensor (antismétrico) de curvatura correspondiente a la conexidn,

Am

[D,,D,] =-ieF,, , (1.13)
que toma sus vaores en € dgebra de Lie dd grupo G. Fy es d tensor de campo de la

teoria. Sus propiedades de transformacion frente a un cambio de gauge son:
F,® Fo =g F.0 (1.14)

S6lo en € caso abdiano € tensor de campo es invariante de gauge.

El Lagrangiano de unateoria de gauge,

L=L(F,A), (1.15)

es un escaar bgo d grupo de transformaciones de Poincaré y cambia, a lo sumo, en una

divergencia frente a transformaciones de gauge. Una configuracion de esta teoria tendrd,
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en generd, energia finita 9 las contribuciones de los digtintos campos de la teoria son

despreciables O(1/r?) en todo €l espacio,

Df; 0 , V() 0, (1.16)
F.: O, (1.17)
excepto en un nimero finito de regiones compactas Uy , ... , U, . En estasregiones se

hdlaran, eventudmente, las oluciones extendidas de naturdeza topoldgica
Condderaremos, por smplicidad, € caso de una Unica region compacta U con
borde S ° qU, dexribiendo asi una solucién concentrada en una dada regién de
egpacio. Reaultan también de interés configuraciones cdadcas con  invariancia
trasnacional en adguna direccion determinada, en cuyo caso d requisto que debe
imponerse es que la denddad lined de energia sea finita O, en forma més generd,
configuraciones de mayor dimensondidad con denddad superficid (hipersuperficid)
de energia finita En estos casos, la discuson redizada a continuacion debe pensarse
congtrefiida d subespacio ortogond alas direcciones de invariancia.

El potencid de Higgs V(f) debe ser invariante de gauge. De esta manera, § fo
esda en d minimo dd potencia, su transformado en d espacio de campos a la variedad

del vacio de Higgs M como

M ={f V(Ff)=0}, (1.18)
se puede notar inmediatamente que € grupo G actiia sobre M de modo que cadag 1 G
toma un punto de M y lo proyecta en otro punto de la misma variedad. S siponemos
gue toda la degeneracion de vacio se debe a la Smetria de gauge, y no a dguna Smetria

accidentd del potencia V(f), entonces M resulta condtituido por una Unica 6rbita del

grupo G [57] . Esdecir, G actUatrangtivamente sobre M :

"(f,f)T M, $gl G/f = 2. (1.19)

El caso de interés para d estudio de configuraciones extendidas de origen topoldgico es

e de agudlas teorias en las que M es no-trivid, vae decir, consste en mas de un punto.
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Equivdentemente, f es, en ese caso, un campo de Higgs (tiene vaor de esperado no-
nulo).
Consderemos un demento f T M. Llamaremos grupo pequefio H a subgrupo

de G quedgainvariantea f :

H={hT G/f"=f} (1.20)

(8 G es trangtivo en M, H no depende ded demento particular f). Notemos que H es €
grupo de gauge que caracteriza a la Smetria del vacio de Higgs de la teoriaDe aqui

resulta, entonces, que lavariedad M resulta ser € espacio coset G/H.

M=G/H. (1.21)

Una vez que se determina H para un dado modelo, la variedad que describe € vacio de
Higgs queda especificada. En la regon del espacio externa a la region compacta U, la
derivada covariante del campo de Higgs debe anularse por lo que, a partir de la ecuacion

(2.6), vemos que
[Fw,f]1=0 (1.22)

Dado que los generadores de H son agudlos que aniquilan a f , esta ecuacion indica
gue las Unicas componentes del tensor eectromagnético a las que es permesble € vacio

de Higgs, son aguellas correspondientes a grupo de smetriaresidua H.

Al crecar d paametro tempora t, d campo de Higgs f(xt) define una
homotopia sobre la superficie S, es decir, una gplicacion que varia continuamente con €
tiempo (suponemos implicitamente que la variacion es continua como consecuencia de
las ecuaciones de campo clésicas). Resulta, pues, naturd e concepto de clase de
homotopia como & conjunto de todas las aplicaciones f : S ® M tdes que cuaquier
par de elas f 1, f 2 pueden s vistas como las gplicaciones inicid y find de un
homotopia. De este modo, podemos clasificar las configuraciones dd campo de Higgs

de acuerdo a la clase de homopotia que le corresponde. Esta clasificacion es invariante
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de gauge y no depende de la eeccion particular de S (Sempre que envuelva a la region
U una sola vez y con una orientacién determinada). Por congtruccion, es evidente que
la dagficacion es también independiente dd tiempo. Por lo tanto, la clase de homotopia
relacionada con la configuracion es una cantidad cuantificada que aparece a nivel
clasico, de origen puramente topol 6gico.

Es posible definir una operacion entre clases de homotopia (S se dga fijo un
cierto punto base de M) de manera que @ conjunto de clases mas la operacion
condtituyan un grupo. Este grupo es conocido como € grupo de homotopia pn(M),
donde la n indica que consderaremos S isomorfa a una n-esfera S". La operacion de
grupo asociada a pn (G/H) corresponderg, precisamente, a la ley de combinacion de
estos nuimeros cudnticos de origen topol 6gico.

1.3. Simetriay Dualidad

Condgderando unidades naturdes ¢ = h =1, Las ecuaciones de Maxwel en d vacio

estén dadas por:

N.E=0 N.B=0
_E ”'BE
qt

e
=z
1]

o (1.23)

Edtas ecuaciones presentan Smetrias edtrictas. Primero edta lo que Ilamamos la

dualidad electromagnética, que consiste en intercambiar |os campos seglin
(EB)® (B,- E), (2.24)
y que es justamente lo que llamé la aencion de Maxwel. Ademés, tenemos una

invariancia ante trandformaciones de Lorentz, la cua podemos aprecialr mas claramente
introduciendo € tensor de campo €l ectro-magnético, y su respectivo tensor dud,
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F"® -F%=-F FIl® - T8¢ (125)

* FUV — l’l\ pVI’SFrS

de donde resultala verson usud covariante de Lorentz de las ecuaciones de Maxwell:

1 =0 , T FY =0 (126)

Edas ecuaciones en d vacio también son invariantes conformes, dado que un
reordenamiento de la métrica - que preserva los angulos - mantiene la forma de las
ecuaciones (1.26). La transformacion de dudidad eectromagnética se ve agui mas
sencillamente como

FV® *~FW | *FV® - FV . @27
Esa smetria eectromagnética de la que hemos hablado queda violada cuando
introducimas fuentes.
T =j T, FY =0 (1.28)
Sguiendo la tradicion Maxwdliana, Dirac, en su famoso articulo de 1931 sobre los
monopolos magneéticos [19] reestablece la smetria de las ecuaciones introduciendo una
corriente magnética k™.
TRV =, T, F* =k (1.29)

y unaextenson de las reglas de transformacion

Me K, K'® - (1.30)
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Ega nueva cantidad es la corriente magnética, la cud automaicamente conddera la
exigencia de objetos con carga magnética g = (‘yi3xk°, e impone una relacion de

transformacion de dudidad entre las cargas déctricay magnéticas

(@9 ® (g0 (1.31)

La transformacion de duaidad efectuada dos veces transforma los campos (E,B)
en (E, -B), y hace otro tanto con las cargas (@,9) ® (- q, - g) ; asegurandonos que
gplicar dos veces la dudidad eectromagnética, es equivdente a cambiar  signo de las
cagas y los campos. Este detdle nos dice que teorias invariantes bgo dudidad

electromagnética, son también teorias invariantes bgjo conjugacion de carges.

1.3.1.Accion de una particulaen un campoE - M

Ecuaciones como la que define la fuerza de Lorentz en ausencia de monopol os,

2,,m
Xt _ e (1.32)

m
dt 2 dt

se ven modificadas con un termino extra, que las hace invariantes ante la dualidad EM
eg.

d>x™

ot 2

Edta fuerza de Lorentz que considera a monopolo magnético, puede ser derivada

mEX = (gF™ +g*F"")‘:'jt—>‘" (1.33)

de la accién de una particula acoplada con campos externos producidos por cargas
eléctricasy magnéticas. A continuacion voy a deducir esta accion.

Parano tener que introducir explicitamente la restriccion

md
ax® 0%y _ -1, (1.34)
dt dt

18



con multiplicadores de Lagrange en la accion S = c‘)jxoL(xm,x'm) =0, voy a usar un

parametro afin s. Las ecuaciones de Euler-Lagrange para las coordenadas con €

pardmetro afin estdn dadas por

d @L(X",X™MO0 e
— 1 . (X", X™ =0 1.35
dsg 0 : ( ) (1.35)

Donde x = % y no hay necesdad de multiplicadores. Con esto, la accion de una
S

particula en un campo eéctrico es

S=cpis(m, / X™X,, +ox A" (1.36)

donde A" es d potencid asociado a Fu = 1,A - T,A,- El acoplamiento de la
partticula con € potencid magnético debe ser consgtente con la dudidad EM,

introduciendo atravésdd potencid A asociado a*Fy= 1, A - 1, An setiene

S=- PMYX™X , + K, A" +gx, A"). (1.37)
Cdculando las ecuaciones de movimiento, Primero,

L m dx d—t+eAm+gKm.

ﬂX'm - lx'mx'm d ds

Lasrestricciones (1.34) lasinsertamos bgo laforma /X™X  ds=dt :

qL dx™
——=m——+eA"+ ﬁ(“‘, 1.38
e g (1.38)
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L )
d afL ?:gemd X" e an Dy g g0 96,0 £ X (1.39)
e

as§x, 5 & dt? dt dt 5

m d m AN m 41104
1 L=d—)zv(e‘ﬂ A +g1 ﬁ@),/x X, . (1.40)
Luego, las ecuaciones de movimiento (1.35) corresponden exactamente a la ecuacion de

lafuerza de Lorentz en presencia de monopolos (1.33)

d3m
mz

m :(qFW+g*FW)%

1.3.2.El monopolo de Dirac

Aungue la dudidad estd clara para la intensdad de campo, cuando expresamos este

tensor en téminos del potencid eectromagnético, es vdido preguntarse como e
redaciona A, con d potencid duad A°. Aqui surge por primera vez un problema

puramente topoldgico, la transformacion de dudidad que reaciona a estos dos
potenciales es no-local. Este hecho llevo hacia un nuevo terreno de topicos mateméticos
gue habia permanecido inexplorado. El primer detdle que pudiera parecer extrafio, es
que en presencia de fuentes magnéticas ocurre que §,F™ ! 0, aunque no exigtia
potencia eectromagnético A" Siméricamente, en regiones donde no existan corrientes
k™ es posible caracterizar fuentes magnéticas locdizadas a través de un potenciad A™
Edtas regiones tienen en generd una topologia no trivid, y nos veremos obligados a
definir d potencid locamente en una carta en particular sobre la variedad que defina d
espacio-tiempo y especificar las repectivas funciones de transicion.

Direc plantea que imaginemos un monopolo megnético en andogia a su
hermano eéctrico; una fuente magnética puntud de caga g que colocaremos por
comodidad en € origen del espacio * produce un campo magnético

(1.41)
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En cudquier lugar de ; 3—{ 0} , d rotor de este campo esnulo Nx B=0.S
intentéremos conseguir un potencial A que provengade B = N x A , nos topariamos con
una obligatoria singularidad del potencid en una regién que asemea una cuerda con un

extremo en € origen y otro extremo infinitamente Igos. A este objeto se le suee llamar

la cuerda de Diracy sele representa

X
Figura1.1: El monopolo de Dirac visto como & extremo de |la cuerda de Dirac

“fiscamente’ como un solenoide muy apretado o como una cadena de dipolos que va
dede € origen d infinito. Un gemplo de potencia que produce un campo como €
anterior es[38]:

g 1-cosq

= , 1.42
A(r) prevp— g (1.42)

expresado en coordenadas esféricas polares (r1, q, f). ESta es un cuerda de Dirac que

cubre todo € ge z negativo, donde g= p d potencid (1.42) presenta una sngularidad.
Otraposbilidad es

g l+cosq

A(r)=-
\ (1) Jor senq

e, . (1.43)

Aqui A_essngular en la parte positiva (= 0) ddl gez
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La region del espacio donde ambos potencides estan definidos (donde nuestras
cartas se solapan) es d espacio D sn d ge z Aqui los campos se relacionan mediante

unatransformacion de cdibre

A=A +N¢c (1.44)
X representa la funcidn de transicién que mencionamos anteriormente, y solo necesita
ser definida locamente. Ademés, | 3 — {ke,¥k 1 | } es disconexo, asi que buscamos
una region homeomorfa como por gemplo € plano xy sn d origen y cdculamos x ali.

(Ver figural2) i 2—{(0,0)} corresponde a

Figural.2.: Regiones enlasqueloscamposA:y A_ estén definidos

q :% , por lo que fijamos

g ~ed .0
A=Y e =290 (1.45)
A 2I0rq &p 5
O bien
c=3 s, (1.46)
20

Tenemos € potencid en dos catas que se solapan, y su respectivas funciones de

trangcion. He agui una muestra de la edructura topoldgica un potencid
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dectromagnético A, y su dud A® relacionados no locamente. En A0 introducimos

una carga magnéticade mismo modo que lo hariamos en A, para una carga el éctrica:

ﬁ@:% =0 . (1.47)
r

Mientras que s queremos € potencid “estandar” Ay, tenemos que especificarlo en dos
regiones didintas del espacio-tiempo (142 , 1.43) y afadir la transformacion de cdibre
gue las vincule en la region de solgpamiento de las cartas (1.46)

Cdculemos la carga magnética de nuestro objeto puntud usando Ay, Y ﬁﬁ para tener

un panorama de la Situacion:

Via A" : Via & :
g= QZB.dS g= (‘)SZB.dS
= N A.dS+ QQN' A .dS = - oszﬂlﬁ@.ds
= QLA - QA . =- 3. K29 O4s
QA4 -0l apr 5
— X K] — g L
= QiNC.dI _E@F'ds
= c(2p) - <(0) = %az dw,

1.3.3. La condiciéon de cuantizacion
1.3.4.

Volviendo d tema de las cuerdas de Dirac. En la discuson anterior, se  recurié a un
atificio para describir € potencid: se sacO la cuerda de nuestro campo de vision. Dirac
argumentd que € campo singular en edta region dd espacio donde et d solenoide
apretado — que deberia tomarse en cuenta normamente para contrarestar b carga g del
monopolo — debia ser inobservable. Ademas se deduce que dos cuerdas que terminan en

€l mismo monopolo tienen potencides distintos aln cuando producen € mismo campo.
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Asi que de acuerdo con @ experimento de Aharonov-Bohm, se tiene un método para
distinguir dos cuerdas.

Ante esta incomodidad, la respuesta de Dirac fue requerir que los observables
fiscos no dependan de la posicion de la cuerda. La cuerda debe ser cuanticamente
inobservable. A través de la introduccion de consideraciones mecanico-cuanticas en
edta problema, veremos que la “condicion de invishilidad de la cuerda’ nos conduce a
la cuantizacion de lacarga.

Como vimos en (144), los potencides de dos cuerdas didtintas estén
relacionados por una transformacion de cdibre. En generd edta transformacion [39]

corresponde d gradiente del angulo sdlido que

Figura 1.3: Latransformacion de calibre entre los potencidesdelascuerdasCy  C' es
el gradiente dd angulo sdlido We - ¢ (X).

subtiende la diferencia entre las dos cuerdas - que es un solenoide en forma de lazo

cerrado, como indicalaFigural.3 - alos ojos de un punto de observacion:

A=A +g\Wc_c. (1.48)
Ahora bien, sdbemos [40] que una transformacion de calibre dectromagnético dga
invariante a ecuacion de Schodinger, 9 la funcion de onda dd sistema que estamos

considerando, se transforma segun

y®y =yo¥ (1.49)
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Donde g es la carga de la particula que la funcion describe, y x la funcion de cdibre.
De acuerdo a (1.48), un cambio en la posicion de la cuerda de Dirac viene acompafiado

por unavariacion x = gWc- ¢ , que afectaalafuncion de onda:

y ®y’ = yswwc (1.50)

Un dectron (g = €/4p) que araviese la region que encierra € desplazamiento de la
cuerda, percibe una variacion del dngulo subteniendo de 4p. Asi que para que la funcién
de onda dd eectrén no se vea afectada por la presencia de la cuerda de Dirac - cosa

que afectaria atodo observable que midamos - nos vemos forzados a requerir.

eg=2pn, paadgin n ¢ (1.51)
Esto expresa una fundamentacion tedrica parala cuantizacion de la carga.

1.3.4.El monopolo segin Wu y Yang

El desardllo de la Geomeria Diferencid, y de la Topologia por € lado de la
matemética, y de las teorias de cdibre en € dominio de la fisca a mediados del sglo
XX, puso de manifieto una gran aea de interés comin. En las décadas subsiguientes
un camino fiscomatemdtico complicado termind por revelar que las teorias de Yang-
Mills y la geometria afin de fibrados principaes son exactamente la misma cosa [73].
Unos cuantos afios més tarde, esta direccion de investigacion gener6 d interés de los
fiscos por los métodos de la entonces nueva geometria diferencia, como € de los
mateméticos por esta gran ingpiracion que presentaba relacion con d mundo naturd.

En € afio 1975, Wu y Yang [32] abordaron € problema de los monopolos de
Dirac, describiéndolos como fibrados principales U(1) no-triviales con conexiéon. En su
lenguaie, 10 que hemos hecho en las secciones anteriores es cubrir la esfera & que
encierra € monopolo con dos cartas que se olgpan d menos en € ecuador. Luego
establecemos que las fibras sean dementos del grupo de las transformaciones de calibre
electromagnético U(1). Y findmente “cosemos los parches’ del fibrado, usando las
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transformaciones de calibre como funciones de transcion. En este contexto, veremos
gue la carga magnética corresponde ala primera clase de Chern dd fibrado principd.
Vamos a andizar la interpretacion de Wu-Yang, estableciendo la estructura de

fibrado principal. Sea M = & d espacio base, que es parametrizado con coordenadas
(f),ql [0,p],f1 [0 2p];y F=U(1) ~ S quees parametrizado con coordenadas
€Yd grupo de estructura que es ala vez la fibra. Separamos ahora & en dos hemisferios
S’y S? de td modo que su interseccion sea justamente € circulo unitario Y C S° =

S parametrizado por @ angulo ecuatorid f . Esto establece una trivializacion local que
relacionad aspecto locd dd fibrado:

S2” U(1) con coordenadas (q, f ; €Y4), vy

S?” U(1) con coordenadas (q, f ; €Y.),

con & espacio total E que tiene en genera una estructuramés complicadaque S7° S

Las funciones de trandcion t; que por definicion son elementos de U1), deben

ser también funcionesde d dngulof en S,
t,oe’® (1.52)
de td modo que correspondan a la funcidn que ya conociamos (1,46).

La figura del campo de cdibre - es decir € potencid A, - es introducida a

través de la 1-forma conexion que definimos locamente en los dos hemisferios.

_jA+dy, en

Dy (1.53)
TA . ]

la condicion de compatibilidad que tiene laforma:
A=A+

gueda en nuestro caso - usando (1.52) - dmplificadaa
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A.=A,*Ii1.c (1.54)

en componentes. Esta conexion A, difiere con € potencial cuadrivector estandar A, en
un factor de &dgebra de Lie de U(1) : Ay, = i Ay, Y una constante de acoplamiento
relacionada con la carga del dectron que todavia no tomaremos en cuenta. Esto nos

lleva directamente a la transformacidn de calibre que ya conociamos (1.44) :

A.=A.zxT.c (1.55)

La estructura completa del dectromagnetismo de Maxwell queda contenida asi
en la geometria de fibrado. Por gemplo, la conexion w establece la curvatura de

fibrado, a través de las ecuaciones de estructura de Cartan

W=dpw+wU w, (1.56)

gue locamente se ven como

F=dA+ AUA, (1.57)

Yy que en nuestro caso toman laforma

F = dA, (1.58)

donde F = iF . De este modo, la teoria de Maxwell es un fibrado principa en d que la
conexion w  representa € potencid, y la curvatura W representa d  campo
electromagnético. En caso de que d fibrado este definido, como en nuestro caso, sobre
un espacio de topologia no trivid S, gparecen monopolos. S d espacio es trivid, las
ecuaciones locaes (1.57) se satisfacen en toda la variedad y estamos en d caso usud sin

monopol os.
Todavia queda, sSn embargo, un detdlepara aclarar. Cuando decimos que €

espacio total P es una vaiedad, las fibras definides en los hemisferios deben

“acoplarsg’ exactamente. En @ caso trivid no hay nada que acoplar porque las
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ecuaciones locaes (1.57) son las globades (1.56), pero cuando le damos la vudta a la
esfera & arededor del ecuador St, € guste debe asegurarse mediante las condiciones de

compatibilidad de las funciones de trangcion:
tj(Pti(E) =1, pl UiCUj (1.59)
Que en nuestro caso quiere decir que € cambio dentro de las funciones de transicion

2

Dc°© ¢ylc = Q"df =g, (1.60)

g
2p

debe ser miitiplo entero de 2p:

g=2pn ,conni ¢. (1.61)

Eda es la “versiéon topoldgica” de la condicion de cuantizacion de Dirac, que es
equivdente a (1.51), S nos tomamos la molestia de ser un poco més anditicos, en
realidad, para que € potencia vector A, en la interpretacion geométrica de Wu 'y Yang

corresponda justamente a de la accién de Maxwell
1. .

debemos introducir una constante de acoplamiento que no habiamos considerado

. 1 .,
anteriormente = A, ® Am, Y que nos lleva a la cuantizacion de la carga td como la
e

habiamos obtenido en (1.51)
eg=2pn, paadginni ¢
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El monopolo de Dirac posee otra “cualidad topoldgica” que aparece en € tapete

cuando condderamos la primera clase de Chern de nuestro fibrado.
iIF
qF )=—. (1.63)
2p

Esta clase caracteristica corresponde d primer caracter de Chern  chy(F) en nuestro
caso, donde puede entenderse como una medida de lo torcido que aparece d fibrado
cuando pegamos sus piezas locdes. S integramos edta clase sobre la esfera &, sempre
teniendo en mente € teorema de Stokes y las transformaciones de cdibre (1.55),

obtenemos;

. o1
QZChl(F )_ 2p QZF
1/, A
T OsdA +0s dA
A (1.64)
__2_pO$1(A+- A)

1
:-_\1dxl
2p05

Considerando (1.45, 1.46) , podemos concluir:

Es decir, la carga magnética dd monopolo puede verse como € winding number de la
transformacion de cdibre. En otras pdabras, las transformaciones de cdibre dx estan
clasficadas por @ primer grupo de homotopia p1 (U(1)), y escogen un representante de

clase por cada nimero entero.

1.4. Cotasy Ecuaciones de Bogomol nyi
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Las soluciones extendidas de naturdeza topologica en teoria clasca de campos
presentan una serie de caracterigticas comunes que las dotan de un mayor interés. Su
carga topoldgica puede ser vista como la integra espacid de la componente tempord de
una corriente cuya divergencia s anula Sn necesdad de imponer las ecuaciones de
movimiento. La estabilidad de las configuraciones de minima carga topoldgica eta
garantizada por su caracter topol ogico.

Edudiando la edabilidad de configuraciones de ndmero topolégico mayor,
Bogomol ' nyi encontré en 1976 [41] que édta puede ser probada solo cuando las
condantes de acoplamiento de la teoria cumplen con ciertas condiciones particulares
dependientes ddl modelo. Mas alin, la masa de estas soluciones puede hdlarse en forma
anditicabgo las mismas condiciones, presentando las siguientes pecularidades.

() La masa resulta proporciond a la carga topologica de la configuracion. Dado que
edas configuraciones son estables, una solucion genética de la teoria, perteneciente d
mismo sector topoldgico, tendrd una masa superior o igud a la suya Es decir, la masa
de una solucién cuaquiera de la teoria clésica, sujeta a las redricciones arriba
mencionadas sobre las congantes de acoplamiento, presenta una cota inferior
usudmente llamada, cota de Bogomol nyi. Cada sector topologico tendra un valor para
estamasa minima, proporciona a su niimero topol dgico.

(ii) Las configuraciones de masa minima, en cada sector topoldgico, son solucion de un
gstema de ecuaciones diferencides de primer orden consistentes con las ecuaciones de
Euler-Lagrange. Este conjunto de ecuaciones de Bogomol'nyi  resulta, en principio,
facilmente integrable, aunque, en generd, no se encuentra solucion anditica para dlas.
No obstante, para determinar € espectro de masa minimas de los digtintos sectores
topoldgicos, no es necesario conocer la solucion explicita, Es suficiente € saber que ta
solucion exige.

Ese par de dementos, cota Yy ecuaciones de Bogomol nyi, han sido desde
entonces encontrados en innumerables modelos, aln en @ contexto de las teorias

gravitatorias.
La mativacion origind de Dirac — aparte de la esperanza en la deteccion de

particulas con carga monopolar magnética, que nunca llegd a concertarse— fue que U

afén de introducir una Smetria capaz de explicar  origen de la cuantizacion de la
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carga eéctrica. No obstante, que un sstema fisico presente una “duaidad’, es decir que
exigan dos perspectivas digtintas de la teorig, es dgo que ocurre con extrema frecuencia
en la fisca La dualidad onda particula, es solo una de las muchas manifestaciones de
eta manera de pensar en dudidad entre ssemas fiscosque es llevada dede la
mecanica cuantica y la fisica dd estado solido hagta los Ultimos desarrollos de la teoria
de supercuerdas.

Sobre @ Hamiltoniano del oscilador armonico, por gemplo,
H=L" 1+ L mwee, (1.65)
Se puede definir una transformacion candnica
D:x® 2, p® mw, (1.66)
mw

gue intercambia podcdon y momentum |y dga invaiante las rdaciones de
conmutacion [x, g = i. D esuna simetria dd Hamiltoniano que se ve reflgada en €
hecho que la funcion de onda dd estado base y su transformada de Fourier se
intercambian bgo D (cosa que no es € dd todo sorprendente puesto que la
transformada de una gaussana es una gaussanad). Otro detale importante es que, en
andogia d caso de la dudidad eectromagnética, aplicar dos veces la trandformacion D
es equivaente a cambiar € sgno a X. Reconocemos la accion del operador de paridad
(D2 = P), que dga invaiante d Hamiltoniano dd oscilador aménico en la misma
forma en la que la conjugacion de carga dgja invariante las ecuaciones de Maxwell.

Otro sgema que exhibe una dudidad, es d modelo de Isng bidimensond que

describe un Sstema de espines s; = + 1 en una red cuadrada interactuando con sus
primeros vecinos con una fuerza J. La temperatura critica T, de este modelo, descrito

por lafuncién de particion.

Z(K)= § @ k=L (167)
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fue caculada por Kramers y Wannier usando dudidad, alin antes de que € dstema
fuera resudto anditicamente por Onsager. El cdculo de la temperatura critica usando
dudidad, se basa en que & sistema descrito por la red dual — aquella cuyos vértices son
los centros de las caras de la red origind — es también una red cuadrada, pero con una

constante de acoplamiento K™ que cumple lardacion

sen h 2K’ =;. (1.68)
senh 2K

Lo fundamentd aqui es que aunque ambos sistemas son equivadente- son dos redes
cuadrada de espines— , cuando la red de espines se encuentra a dta temperatura, su dua
Se comporta como S tuviera temperatura bgja, y viceversa. S este ssema tiene una sola
trangcion de fase, entonces esta debe ocurrir justamente en € punto en d que las
constantes de acoplo seaigudes K = K*, y esto precisamente determina la temperatura
critica

e (o}
sinh 92—J+= 1. (1.69)

ekBTc (%]

En la teoria cuadntica de campos, d primer gemplo de dudidad aparecidé en
1975, con la equivalencia ded modelo de Thirring con & de sne-Gordon. El modelo 1+1

dimensiond rdativigta de sne-Gordon descrito por laaccion

Se = (X %%ﬂmf T + %(cosbf - 1)§ : (1.70)
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8a

contiene mesones de masa My, = Ja y solitones de masa M = oz

que interpolan

entre los infinitos minimos que tiene @ potencid de Thirring que describe femiones
interactuando bgjo la batuta de la accion.

Ss:c‘ﬂzxgy_igmﬂrifwiy-%(y_g’y)(y‘gry)ﬁ. (1.71)
Laequivalencia relaciona las constantes de acoplo de ambas teorias (b2 y g), segin

== (1.72)

e intercambia los solitones dd gne-Gordon por los fermiones de Thirring, y los
mesones por anti-fermiones, 1o que sugiere una cierta “smetria’ entre campos bosdnicos
y fermidnicos. Al igud que en € caso dd moddo de Isng (1.68), las condtante de
acoplamiento tiene una relacion esencidmente de proporciondidad inversa, 'y un
régimen de acoplamiento fuerte en una teoria que corresponde a una de acoplamiento
electro-debil en laotra

En generd, eda dudidad relaciona regimenes de acoplamiento fuerte con
electro-débil 'y viceversa, entre teorias equivdentes También intercambia
automaticamente las cargas conservadas de Noether con cargas “topolégicas’. 'Y
ademas, con frecuencia involucra una dudidad de tipo “geométrico” como la que exise
entrelaredy lared dua en & moddo delsng.

El trabgo de Mandestam, "t Hooft y otros, sugirid que @ confinamiento en la
comodinamica cuattica puede entenderse como un fendbmeno dud a la
superconductividad, que involucra la condensacion de objetos magnéticamente
cargados. Eto término de incentivar la busquedad de dudidad en teorias de calibre en
4 dimendones, que hasta entonces habia estado motivada en gran medida por la
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exigencia de dudidad en los dstemas smples que hemos comentado, y por los
resultados de Dirac, 't Hooft y Polyakov en cuanto a la exigencia de los monopolos
magnéticos.

El dectromagnetismo con monopolos no es € fina de esta blusqueda porque los
monopolos magnéticos no forman parte del espectro esténdar de la eectrodinamica
cuantica, pero ain, a partir de ésta, no se puede definir una teoria de campos local que
posea electrones y monopolos a la vez. Lo que nos lleva d trabgo de 't Hooft y
Polyakov.

1.4.1.El monopolo de "t Hooft-Polyakov

Una teoria que cumple los requisitos de espectro con cargas eéctrica y magnéticas a la
vez, es la pate bosonica dd mosdo de Georgi-Glashowl. En 1974, "t Hooft [25] vy
Polyakov [26] descubrieron que este modelo admite soluciones que desde lgos parecen
monopolos de Dirac. No obgtante estas soluciones son regulares y no necesitan fuentes
de caraga magnética como & monopolo de Dirac.

Dado que los monopolos solo tiene sentido s & grupo de cdibre U(1) es
compacto, tiene sentido buscar teorias en las que U(1) es compacto por estar inmerso en
un grupo de cdibre més grande que también sea compacto. Ademas, como € operador
de carga eéctrica Q es d generador de dgebra U(1) en la teoria de Maxwell, su
cuantizacion pudiera explicarse s Q fuera generador del dgebra de un grupo de calibre
smple mas grande que contenga generadores de autovalores discretos. La seleccion mas
sencilla para esta grupo grande es a todas luces SU(2), donde Q seria un generador del
dgrebra de momentum angular de espin SU(2), que tiene autova ores discretos.

Esto cuanitiza la carga, y pareciera que nos hemos desecho dd “incémodo”
monopolo, sin embargo con d grupo SU(2) tenemos € problema de escoger la direccion
de Q en las tres coordenadas de SU(2) ~ SO(3), lo que se hace mediante un campo
escalar f 2 de tres componentes (a = 1, 2, 3 ) como los campos de cdibre SU(2). Este
campo tiene d aroma dd campo de Higgs, ya que debe tener la propiedad de no

desvanecerse en € vacio puesto que ali también debe fijar la direccion de Q.
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Lo que queda d find es un campo tipo “Higgs’ que a través de la ruptura
espontanea de smetria dd vacio, rompe la smetria de calibre SU(2) para dgarnos con
la smetria de subgrupo U(1) [42, 43, 44] que queriamos para definir e operador de
carga.

Asi como esté planteada, edta teoria vendria a ser un buen andogo en cuatro
dimensones para la teoria de sne-Gordon. En este caso la smetria que relaciona los
digtintos vacios no es discreta Sno continua, pero de todos modos es posible conseguir
configuraciones estables de campos con topologia no trivid y energia finita En
lengugje més sencillo; agui también hay solitones.

Lo que "t Hooft y Polyakov descubrieron, fue justamente que estas soluciones

4p

clésicas producen un flujo magnético con una intenddad g = — que desde lgos
e

generan un campo igud d del monopolo de Dirac. As que findmente tenemos una

4p

teoria U(1) con monopolos de carga ——, dentro de una teoria SU(2) que por S sola
e

tiene ya particulas con carga eéctrica + e. Estas soluciones obedecen la condicion de

Dirac (1.36) de manera que la supuesta explicacion sn monopolos de la cuantizacion de
lacargasereduce d find a mismo argumento de Dirac.

1.4.2. Estados BPS

El centro de esta discusion es en redidad € origen de la masa y la carga de los campos
que hemos trabgado. Como los monopolos de Dirac nos exigen una fuente, su masa es
un parametro libre que no se puede cacular. Pero € monopolo de "t Hooft-Polyakov no
tiene ta fuente, y su masa es una propiedad intrinseca de sstema de Yang-Mill-Higgs
gue lo soporta, de manera que parece calculable.

Primero una gproximacion heurigica a la dependencia funciond de la masa
Como los parametros libres agui son las cargas, y presumiblemente la masa depende de

ellas, podemos decir:
M = M(e Q). (1.73)

Sn embargo la dudidad dectromagnética discreta, puede generdizarse y hacerse
continua bgjo laforma de una rotacion de tipo [45]:
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e+ig ®€f (e+ig), (1.74)

la dependencia funcionad de M en las cargas monopolares se lo debemos a Bogomol’ nyi

[27, 28] y se conoce como la cota de Bogomol' nyi

M :M(|e+ig|):|v|(,/e2+g2). (1.75)

El resultado para las cargas monopolares se 1o debemos a Bogomol'nyi [27, 28]

y se conoce la cota de Bogomol’ nyi

M3 a|g| (1.76)
El mecanismo de Higgs, por otro lado, nos suminidra la sguiente formula para la masa
delas cargas eléctricas delateoria

M= alq| (1.77)

La gmilaridad entre estas férmulas nos hace preguntarnos s existe un limite en d que
s saure la formula (1.76). E llamado limite de Prasad-Sommerfield [36] hace €

trabgo de conseguir laiguadad imponiendo las ecuaciones de Bogomol' nyi.

E=0, Nof=0 , B=+N;f , (1.78)
Donde E ; y B; son las componentes de los campos de cdibre no-abdianos eléctrico y

magnético. En & caso de monopolos de “t Hooft-Polyakov que admiten carga eéctrica,

laférmula de masa que satura la cota de Bogomol' nyi es
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M = a«/e2 +0 (1.79)

y se cumple para todas las particulas de modelo. Las configuraciones de campo para las

gue se cumplen las ecuaciones de Bogomal’ nyi, son o que se denominan estados BPS

Capitulo 2

Supersimetriay Supergravedad

A fin de edudiar la rdlacion existente entre los aspectos topoldgicos discutidos
precedentemente y la superametria extendida, introduciremos en este cgpitulo agunos
edementos generdes de supersmetriaz describimos € dgebra de supersmetria N-
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extendida en un espacio-tiempo tetradimenciona, seguidamente presentamos la
formulacion de estas teorias en términos de supercampos evauados en @ superespacio.
Luego se estudiala teoria de supergravedad y sus aspectos geometricos.

Findizamos discutiendo dgunos aspectos relacionados con la condtruccion de las

cargas conservadas de |a supergravedad.

2.1 Supersimetriaen laTeoria de Campos

No hay evidencias experimentdes condstentes de que la supersmetria sea una
smetria de la naturdeza. Sin embargo, ¢ numero de razones tedricas por las que parece
necesario recurrir a dla ha ido aumentando progresvamente en los Ultimos 20 afios.
Dexde la escala de energia dd modelo Standard de la interaccion eectrodébil hasta la
escala de Planck de la gravedad cuantica, los intentos de unificacion de las interacciones
fundamentaes llevan a preguntarse acerca de la posble exisencia de una Slpersmetria
que relacione los sectores bosinico y fermidnico. Una smetria de esta naturaleza brinda
un mecanismo que permitiria  mantener esta jerarquia de masas sin la necesidad de
redlizar un guste fino a cada orden de la teoria de perturbaciones, debido a teorema de
no- renormdizacion [46] . Por otra parte, la supersimetria aporta un marco tedrico para
comprender de qué manera las interacciones dectrodébil y fuerte han tenido su origen
en una Unica interaccion presente a dtas temperaturas (T : 10°GeV ) que se presume
tuvieron lugar en periodos tempranos del Universo.

Se especula que, de exigtir una teoria que unifique todas las interacciones tanto a nivel
clasco como cuantico, esta podria ser  supersmétrica ( las candidatas mas
prometedoras son, en este sentido, las teorias de supercuerdas ). La diferencia principal
entre las dos interacciones de largo dcance, la gravedad y € eectromagnetismo,
generdmente pensada como un impedimento para la unificacion de las mismas, radica
en € cardcter exclusivamente aractivo de la primera. Precisamente en este hecho reposa
la razdn principa para buscar una eventud teoria unificadora en @ contexto de agun
modelo  supersmetrico [47]: la fuerza atractiva es propagada por un campo de espin
par, mientras que la interaccion eectromagnética tiene por particula portadora a foton,
excitacion de un campo de espin 1. Solo la supersimetria es capas de considerar
multipletes que contengan a estos portadores. Mas ain, dichos multipletes deberan

contener campos de materia (fermidnicos). En la Teoria Cuéntica de Campos, la Unica
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manera conocida en la actudidad para unificar todas las interacciones (incluida la
gravitatoria), se basa en los modelos de supersmetria. En efecto, la supergravedad
(supersmetria locd) unifica de manera naturd a la gravitacion con las otras
interacciones.

¢QUE es, entonces, la supersimetria ? En forma amplia se podria decir que es una
dmetria que unifica a fermiones (bdsicamente materia ) y bosones (bésicamente
mediadores de las interacciones ) colocandolos en un mismo multiplote, consecuencia
inmediata de este echo es que sus generadores deben ser de naturdeza fermidnica. Por
otra parte, d relacionar campos con digtintos valores de espin, la supersmetria resulta
S una Smetria interna que se combina de manera no-trivid con @ grupo de Poincaré.
En 1967, Coleman y Mandula [48] probaron, bgo hipdtess muy generdes, que
cuaquier grupo de Lie que contenga d grupo de Poincaré P y a un grupo de smetria
interna G, resulta ser € producto directo P x G. Es decir, no es posble combinar de
manera no-trivid las smetrias internas de una teoria con las del espacio-tiempo, dentro
de un grupo de Lie. Los generadores de las Smetrias internas conmutan con @ momento
y d momento angular, de modo que los muitipletes irreducibles de estos grupos de
smetria no pueden contener particulas de distinta masa o de diferente espin.

La edructura dd grupo de Lie, d menos en @ entorno de la identidad, esta
determinada enteramente por € agebra de Lie. Por lo tanto, se debe de generdizar ésta
a fin de poder congruir e &gebra de los generadores de supersmetria que admita
representaciones que mezclen campos de diginto espin. Gol'fand y Likhtman [49]
resolvieron d problema introduciendo € dgebra de Lie graduada en la que los
generadores se dividen en paes P e impaes |, segin satisfagan relaciones de

conmutacion o anticonmutacion de acuerdo d esquema siguiente:

[P,PI=P [P, I]=1 y {I,I}=P (21)

Los generadores del grupo de Poincaré PA y JAB  son operadores pares que satisfacen
las siguientes propiedades del dgebrade Lie

[Pa,Ps]=P , [Pa,Jsc] =has Pc- hacPs
y {JIag , Jep }= hap Jec + hec Iap - hac Jep - hep dac (22
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mientras  que los generados de la supersmetria  Qa  resultan  impares, dada su

naturdezafermiénica , de modo que satisfacen relaciones de anticonmutacion

{Qa, &} =Pap (2.3)
El dgebrade Lie graduada se completa con los conmutadores entre operadores pares e

impares como, por gemplo,
[Qa. Jas] = (Cas)s Qb (24)

Utilizando las identidades de Jacobi generdizadas, se puede comprobar que las matrices
cab forman una representacion del dgebra de Lorentz. En otras padoras, Qa se
tranforma en una representacion (fermionica) dd grupo de Lorentzz. Mas aln, los
operadores de smetria fermidnicos solo pueden tener un vaor de espin igud a Y2125].

Eligiendo la representacion irreducible (0, ¥¢ A (4% 0), las matrices ¢ ag resultan ser

proporcionaes alas matrices de espin aag .
1, 1
Cre _E A ag Z(GAGB - GBGA) ’ (2-5)

congruidas a partir de las matrices de Dirac Ga, de donde resulta claro que @ subindice
de Qa describe su carécter espinorid .
Es posible degir en este punto, sin perder generdidad, Qa como un espinor de

Majorana
Q=CapQ (2.6)

donde C,,= - C3, €s la matriz de conjugacion de carga. Haciendo uso nuevamente de

las identidades de Jacobi generdizadas, es posible obtener otras propiedades del dgebra
de supersmetria Asl, se puede comprobar inmediantamente que € generador de

supersmetriaconmutacon Pa.

[Qa,PA]=0, (2.7
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y admite una Ssmetria interna generada por un operador par de rotaciones quirales R,
[Qa.R]=i(G)! Qb (28)

Finamente, € agebra de supersmetriaméas generd posible, competible con €

teorema de Coleman-Mandula, resulta

{ Qa, Qo} =2(G'C)abPa (2.9)

Es decir, la gplicacion sucesiva de dos transformaciones de supersimetria produce una
tradacion.

Resulta de sumo interés consderar & caso de una teoria invariante frente a N
transformaciones independientes de supersmetria. Se habla, en este caso , de una teoria
son supersimetria N - extendida . Llamando a los gereradores, Q,I=1, .. N se
comprueba de inmediato que las ecuaciones (24 ), (25) y (27) se modifican
trividmente (e superindice | es mudo frente a las trandformaciones del grupo de

Poincaré ). El dgebra de supersmetria  se extiende para incorporar nuevos términos

U 1J y VIJ ,
{Qell ’ lex } = Z(GAC)ab le I:)A + CabU N + (C‘%C)abv v (210)

antismétricos en los indices (I,J), denominados cargas centraes. Como consecuencia de
las identidedes de Jacibi generdizadas, ellas conmutan con todos los generadores del
dgebra y entre Si. Por ultimo, € grupo interno de smetria que admite una teoria con N
supermetrias puede ser obtenido mediante € uso, una vez més, de las identidades de

Jacobi, y resulta U(N) en ausencia de cargas centrdes y, en generd, USp(2q1)'

US(20¢) © UN- 29) conk EN2 y g= ék d =[N/2] , cuando las cargas centrales

i=1

estan presentes en d dgebra[120].

211 Superespacio, Supercamposy Acciones
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Supersimétricas.

Una formulacion paticularmente (til, elegante y compacta para la congtruccion de
teorias supersmétricas y @ caculo de correcciones cuanticas en las mismas, es la que
resulta de la definicion del superespacio  [52, 53] .Introduciremos, pues, € superespacio
como una variedad que puede s descrita locamente por las coordenadas
anticonmutantes ¢ Y c_f& que se acomodan, en & caso tetradimencional, en espinores
de Weyl (ver Apéndice). Sobre esta variedad , las transformaciones de supersmetria se

traducen en trad aciones.
(x"q,q)® (x"+igg" -il s"g,q +1,q+1). (2.12)

Estatradacion en & superespacio es generada por & operador diferencid T Q +1 Q,

ﬂ . om & —& ﬂ - a__.m7 Ba
= -isnq 1. =—-ig's0 =T (212
Q foF q y Q o as,s

donde Q, vy 66& generan, por otra parte, dgebra de supersmetria (2.9)escrita en la
formulacion biespinoria. Notamos, a partir de (2.12), que las dimensiones de masa de Q
y Q son mY2 mientras que las coordenades grassmanianas qy ¢  tienen

dimensondidad mY2. Es posble construir un nuevo conjunto de operadores

diferencides Da y Da

D, = ﬂa +isnd M, v Ba&:-l_a- To T R (2.13)
g

que anticonmutan con los generadores Q y Q'

{p,.Q,} ={p. .Qy} ={P=. @} ={P«. Q,} =0, (2.14)
de modo que operan en forma covariante (supersmétrica) sobre funciones definidas en

e superespacio. Los supercampos son, precisamente, estas funciones F(x,q,q) que
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tienen como dominio aguna region dd superespacio. Dado € caréacter anticonmutante
de g yq, la expansion en series de Taylor de un supercampo en estas coordenadas se

corta en un determinado orden,

F(x 0,9)=f(X)+af (x)+ac(x) +qam(x) +qgn(x) +0s "av,,(X)
+goal (x)+goay (X)+9aqcH (x). (2.15)

Las leyes de transformacidn para estos supercampos resultan definidas seglin

d F(xa.9) =i +TQF(xa.q) - (2.16)

y d desarolo en szries de Taylor de ambos miembros de la ecuacion anterior
proporciona las leyes de transformacion de los campos componentes. El parametro de la
trandformacion 1 tiene dimension m Y2, Los supercampos forman representaciones
linedles dd dgebra de superametria: tanto la combinacion linea de supercampo. Edtas
representaciones, no obgtante, son en general reducibles. Podemos condrefir €
supercampo a presentaciones irreducibles, imponiéndole vinculos covariantes como
DF=00F=F". LIamaremos supercampo quird F a aqud que sttisfece la

primera de estas condiciones, mientras que denominaremos supercampo vectorid V A
que verifica la condicién de redidad. Para congruir explicitamente un supercampo,
dado e elemento base de la representacion, que no es mas que F(x,0,0), debemos

redizar unatradacion en € superespacio:

F(x,0.09)=exp[aQ+gQ] F(x,0,0) . (2.17)

Asi, @ supercampo quird resulta dado, en términos de sus campos componentes, por la

siguiente expresion :
F(y.a)=f(y)+ay (y)+aaF(y) . (2.18)

enlaque y"=x"+igs™q, evidenciando la condicién de quirdidad impuesta sobre

supercampo. El producto de supercampos quirdes da lugar a nuevos supercampos
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quirdes. En cambio, € producto de un campo quird con uno antiquird, arroja como
resultado un supercampo de naturaleza vectorid.

El supercampo vectorid, por su parte, puede ser escrito de manera

compacta en la cdibracion de Wess-Zumino como
= L — —— 1 ——
V=- g5 "qA,(X)+iqgar (x)- igaar (X)+ququ(x) (219)

De este modo, podemos ver d supercampo vectorid como la generdizacion
supasmérica dd campo de gauge Asmismo, podemos congruir un supercampo
quird invariante de gauge Wa correspondiente a tensor eectromagnético, mediante la

condicion (covariante):

W, =- %6@5 b.v (2.20)

con una descomposi ¢ion en campos componentes dada por

W, =ir, () 46, D(y)- (s 50, Fu () +aB 21,7 (0) - (220
Andogamente, & supercampo antiquird W,
D*D.D.V (2.22)

tiene un desarollo Smilar en campos componentes , dependientes de la variable
y"™=x"-igs"q araiz de su pertenencia a un supermultiplete antiquirial. Debido a que
las coordenadas grassmannianas ded superespacio tienen dimensiones negativas de
masa, los campos F y D deben ser los de mayor dimensionalidad en sus respectivos
multipletes. Consecuencia directa de este hecho, resulta € que sus transformaciones de
supersmetria no puedan ser otra cosa que derivadas totales de campos de menor
dimensondidad. De este modo, un lagrangiano invariante supersmétrico puede ser

congruido consderando la componente F de agin supercampo quird o,
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dternativamente, como la componente D de un supercampo vectorid. En términos del
superespacio, recordando que las unicas integrales sobre las variables de Grassmann que

arrojan un resultado no - trivia son :
(f’aor’q, = ¢f’a g =1, (2.23)

la componente F de un supercampo quiral F puede ser convenientemente escrita como

F= (‘ylzqF : (2.24)
mientras que la componente D de un supercampo vectorid V resulta, Smplemente.
D= (‘plzq dqVv (2.25)

De este modo, la accion supersimétrica mas generd posible, puede escribirse

esgueméticamente como
S=f*x(d’gF +hc)+cp“xd’qd’qV (2.26)

donde F es dgun supercampo quird y V dgin supercampo vectoriad, congtruidos
mediante d uso dd caculo tensorid supersmétrico [54] a partir de los supercampos
fundamentales de la teoria

Consderamos dos gemplos sencillos que resultaran de gran utilidad para d
cgpitulo  proximo. Podemos congruir un supercampo quird multiplicando  factores

quirdes Wa. Asi,  producto T** W,W, es, por construccion, un supercampo quird

invariante Lorentz. La integrd espacio-tempord de su componente F resultard,

entonces, una accion con invarianza supersa métrica Explicitamente.

%(‘ﬂ“xdqu *® W,W, +h.c.=c§l*x g— %Fm,':w -irs™,r +% Dy (2.27)

H

es la veadon supersmérica de termino de Maxwell, en la que vemos aparecer €

termino cinético del fotito y queda en evidenciad caracter auxiliar del campo D.
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S hacemos, en cambio, € producto de un supercampo quird con otro antiquira
F ', resulta un supercampo vectorid. El producto de éste con otros campos vectoriales,
seguird dendo de naturaleza vectoriad. De este modo, la componente D del campo
vectorid F'e'F , tendra que ser una accion  supersimérica El caculo explicito
muestra que tal cantidad,

. — 6l i 1
Gi“xdzqd?qF*é’F:Oj“xga(Dmf)(D”’f)-zys Dﬁy+§|F|2

ie e 2l
+=rf-ryf*)+=D p , 2.28
267 yf*) > ff| H ( )

no es mas que la extensadn Sper smérica dd termino cinético de un campo escdar
complgo. Contiene & término cinético dd Higgsno cargado, junto con otros términos
auxiliares y de interaccion.

Cuando € grupo de smetria interna es abdiano, como es € caso en la presente

discusion, es posible sumar alaaccion un término lined en @ supercampo vectorid,

(f*xd’gqd*qxV =x ¢¢*xD , (2.29)

conocido como € término de Fayet-Hiopoulos, relacionado con la ruptura espontanea
de superametriay la generacion de potenciaes de ruptura de Smetriainterna.

En d caso tridimensond, la discuson baria ligeramente. Los espinores tienen tan solo
dos componentes, de modo que es que & superespacio etd descrito localmente por
coordenadas (X, g?), donde ¢ es un espinor de Majorana (red). Los operadores que
representan a la supercarga vy a la derivada covariante son andogos a los definidos en
(3.29) y (3.30)

1
fg®

-i(gg),Im y D, :ﬂ(’;a i@, T, - (230)

Qa:

Las principales diferencias con d caso tetradimensiond, son las Sguientes:
(i) Es posible imponer la condicion de realidad a supercampo escalar, dando lugar a
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S(xa)= N+ ¢, (- 50", DY) (2.31)

gue contiene un campo escaar red N, un frmion de Mgorana ¢ , y un segundo campo
ecaa red que , d estar en la potencia maxima del desarrollo del supercampo en las
coordenadas anticonmutantes , resulta ser un campo auxiliar .

(i) El supercampo vectorid lleva un indice espinorid G,, y en € cdibre de Wess

Zumino e escribe como :

G, (xa)=iA,(x)(d"q), - d’qr, (x) , (2.32)
donde d fotdn A,;, es acompaiiado por € fotino r, que resulta un espinor de Magorana.

2.1.2. La Supercarga de Noether

La poshilidad de congruir acciones explicitamente invariantes frente a

transformaciones de supersmetria implica la existencia de teorias cuanticas de campos

en las cudes los generadores Q, y Q* pueden ser representados en términos de

corrientes espinorides J" 'y J™.
Q =¢¥xJ) y Q*=kI™, (2.33)

conservadas
1.9.=0 y 7,J™=0 , (2.34)

presentes en edtas teorias como consecuencia del teorema de Noether. Las corrientes
JI"y J™ son, entonces, expresiones locales en los operadores de campo. El dgebra
(2.9) s satisface a partir de las relaciones candnicas de anticonmutacion y @ espacio de
Fock resultante s gusta a aguna representacion de dgebra de supersmetria
Volviendo a la notacion espinoriad de 4 componentes, é metodo de Noether prescribe la

sguiente expresion parala corriente conservada,
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dL dL
J"=8 ——dF +§ —

m m

dy-q" (2.35)

donde { F} y {Y} representan los conjuntos completos de campos bosdnicos y

fermidnicos dd modelo considerado. El termino H gparece de la libertad de

lagrangiano, aln sendo invariante supersmétrico, de cambiar en una divergencia,
da =Ng" (2.36)

La carga de superametria resultard, smplemente, la integral espacid de la componente

tempord de lacorriente.
2.2. Supergravedad

La supergravedad es la teoria de gauge que resulta de imponer la supersmetria como
una invarianza loca. Un hecho notable, d que debe su nombre , es que una Smetria de
gauge de edte tipo entre fermiones y bosones s0lo puede ser  implementada en una
teoria de campos S € espacio - tiempo es curvo y , por lo tanto , la gravedad esté
presente . Esto puede ser entendido de un modo smple recordando que, de acuerdo con
e dgebra de supercargas , dos transformaciones de supersmetria sucesivas dan lugar a
una tradacion . Consecuentemente, § imponemos la invarianza superamétrica como
una smetria locd, la teoria correspondiente resultara invariante ante tradaciones locaes
0, lo que es lo mismo, transformaciones generdes de coordenadas. La teoria de gauge
de la superametria contiene asi a la gravedad y es, por lo tanto, conocida como
supergravedad [55, 56].

Las teorias de supergravedad dan una descripcion unificada, a nive
cuantico, de la gravitacion y las restantes interacciones. Esta unificacion se extiende
hasta € principio generd sobre d cud se condruyen estas interacciones. la invarianza
de gauge. S damos rango de invarianza locad a N supersmetrias admitidas por un
modelo, estudiado con supergravedad extendida N = 2 por Feraa y Van
Nieuwenhuizen en 1977 [58], unifica eectromagnetismo con la gravedad adicionando
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un gravitino complgo a foton y d gravitbn. En este mismo modeo se comprobo
explicitamente la cancdacion entre los diagramas divergentes de la teoria de Maxwell-
Eingein pura, y aguellos nuevos diagramas que contienen gravitinos en las lineas
internas.

El estudio de agunos aspectos formades de las teorias de supergravedad extendida,
puede brindar respuestas, inclusive, a problemas abiertos en € contexto de las teorias
gravitatorias. Un gemplo notable lo congtituye la demosgtracion de la postividad de la
energia en la teoria  de la rdatividad genera llevada a cabo por Deser y Teitedboim
[59], a partir de la observacion hecha por Teitelboim [60] segin la cud € Hamiltoniano

cuantico de las supergravedad puede escribirse como
_1
H —FtrQ (2.37)

donde Q es la supercarga De este nodo, d limite h ® 0 de la expreson anterior resulta
en e teorema de la postividad de la energia en la reatividad generad [100]. Inspirado
por estos argumentos, Witten [62] dio una prueba eegante y rigurosa dd mismo.
Pogteriormente, Horowitz y Strominger [63] , Deser [64] y Teteboim [65] mostraron
gue estos resultados derivan del uso de : la supergravedad como una herramienta de
caculo poderosa parainvestigar la estructura de las teorias clésicas de lagravitacion .

Mas recientemente, la supergravedad ha sdo utilizada para estudiar problemas de
interés en @ ambito de la cosmologia como € de la congtante cosmologica 'y @ cdculo
microscopico de la entropia de Bekengtein-Hawking [66, 67 ] en ciertos agujeros negros
gue son solucién, a baas energias, de la teoria de supercuerdas [68, 69, 70].
Contagiados de este espiritu, también los resultados de esta Tesis grafican la enorme
utilidad que pueda tener @ estudio de teorias supergravitatorias para la comprension de

fendmenos que se presentan en teorias gravitatorias no-supersmétricas.

El campo de gauge correspondiente a la superametria loca ha de ser fermidnico
y tener, asmismo, un indice Lorentz vectorid: € cud lo denotaremos como Y ,, . Una

transformacion infinitesma de supergravedad sobre dicho campo tomalaforma

dv,, =EDMT : (2.38)
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donde Dyl es la derivada supercovariante del parametro espinoria. Y ,, €s un campo

de Mgorana de espin 3/2 llamado gravitino ya que pertenece d mismo multiplete que €
tensor smétrico de dos indices gan que describe d campo del graviton (de espin 2). El
conteo de grados de libertad “off - shdl ” (sn haber diminado a los campos auxiliares
a través de sus ecuaciones de movimiento agebraicas ) . Indica que deben exidtir
campos auxiliares en d supermultiplete que compensen la diferencia entre los grados de
libertad bosdnicos y fermionicos. Exigen diversos conjuntos de campos auxiliares que
cumplen con la condicion. Trabgaremos en la formulacion minima, en la que no
gparecen espinores auxiliares, y los grados de libertad bosdnicos son provistos por un
campo escaar M, un campo pseudoescalar N y un pseudovector by.

2.2.1 Elementos Geométricos.

No exigen representaciones ddl grupo de transformaciones generdes de
coordenadas que se comporten como spinores frente a subgrupo de Lorentz [71]. Por
este motivo, dado que las teorias de supergravedad incluyen campos fermidnicos como
e gravitino. Los campos de materia y los compafieros supersmétricos de los bosones
mediadores, una formulacién que permita resolver este punto es necesaria .Para dlo,
definimos en cada punto x dd espacio-tiempo, un conjunto de coordenadas X.(X),

locdmente inercides en dicho punto. Podemos, entonces, escribir la métrica en un

sistema de coordenadas genérico (no - inercid) como:
Gun () =V OOV (0Ne (2.39)
donde hemos introducido la cantidad V7' (X) que resulta

P

x"

Vi (X) = (240)

Denotamos los indices espacio - temporaes “curvos’ con letras maylsculas de la
segunda mited dd adfabeto M, N, R, ... , mientras que utilizamos la primera mitad A, B,

C, .. para caracterizar a los indices “planos’, referidos a sitema de coordenadas
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locdmente inercid X (X) en cada punto x del espacio-tiempo. Fijadas las coordenadas
locdmente inercides x*(x) en cada punto, las derivadas parcides V) (x) cambian

frente a una trandformacion  general de coordenadas no-inercides XY ® XM, de

acuerdo alaregla:

N
LOVISNS (2.41)
qIx

Es decir, las cantidades V' (X) definen un conjunto de 4 campos Vectorides covariantes

VA® VA =

ad que = lo sude llamar térada o “vierbein”. Dado un campo vectoria contravariante

A" (X), podemos utilizar la tétrada para referir sus componentes en & punto x d

sistema de coordenadas locdmenteinercid x/; (X) :

AR (X) =VAX)AY (x) (2.42)

Notemos que las cantidades A”(x) son campos escalares. Podemos hacer [0 mismo con

campos vectoriaes covariantes y, en generd, con campos tensoriales seguin :
A=V (A (L B ()=VE (9 (9BY, (x) . (249
donde V" (X),
Vo' (9 =hig, ™ (Vi (%) (2.44)
es, smplemente, lainversa de latérada:
Vo' VG () =d Yy V(0 V' (9 =d% (2.45)

Una vez que hemos definido un sisema de coordenadas locamente inercides en cada
punto del espacio-tiempo, los campos espinorides pueden ser introducidos en €
formaismo sin que sus propiedades de transformacion bajo € grupo de Lorentez entren

en conflicto con la invarianza frente a trandformaciones generdes e coordenadas. Dado
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gue la fisca no puede depender dd sstema de referencia inercial elegido en cada punto,
las ecuaciones de movimiento y la accion deben s invariantes con respecto a
redefiniciones de estos sstemas de coordenadas locadmente inercides en cada punto del
epacio-tiempo. En  otras pdabras, la accion debe s invariante frente a

transformaciones de Lorentz locaes A", (X) que actiian sobre los campos de la teoria de

acuerdo a sus indices locamente inerciales:
A'X)® L2(X)A*(X) , BAL(XQ)® LA (X)L " (X)B L (X) ... (2.46)

donde, claro estg,
h,sL Ac (x) L® o (X) =, . (2.47)

En generd, un campo F (X) transformara de acuerdo alaregla

F.(0®F (0 =3 [DL(x)] F.( . (2.48)

donde D(A(X)) es una representacion del grupo de Lorentz infinitesmd para cada punto
dd espacio - tiempo. De este mode, cada campo de la teoria resulta definido por sus
propiedades de transformacion tanto frente a las transformaciones generaes de
coordenadas, como frente a grupo de Lorentz local que resulta de cambiar la eeccion
de dstema de coordenadas locamente inercial. Asi, € campo de Dirac, por gemplo, se
comporta como un escalar frente a transformaciones generales de coordenadas y un
espinor de Lorentz , mientras que la térada V,;} es un vector coordenado, asi como un
vector de Lorentz . Laaccion, claro estd, debe ser un escalar coordenado y Lorentziano .
Para poder escribir, en esta formulacion , una densdad lagrangiana agpropiada |,
debemos definir la diferenciacion covariante sobre los campos . S definimos la

derivacion en € sstema de coordenadas localmente inercid através de la expresion.

1.0V ﬂM , (2.49)
ix
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las propiedades de transformacion frente d grupo de Lorentz loca no son apropiadas
,aunque desde @ punto de vista de las transformaciones generdes de coordenadas (2.49)

presente un conjunto de campos escalares . En efecto,

TE (98 L 29 & IO, +V2 “D&M(X»a F.00. (250

de modo que, a fin de congruir un operador diferencid DA que resulte un  escdar

coordenado y un vector frente a transformaciones de Lorentz,

DAF (0 ® L33 [D(L(x)] DyF (%), (2.51)

debemos introducir una conexion matricid  \W, (x), cuya tranformacion de Lorentz

locd contenga un témino inhomogéneo que cancde d segundo término dd miembro

derecho de la ecuacion (2.50):

W, (%) ® D(L(X))W,(x) D (L(¥))- V' (X)

“DéL(X”D (L(X). (252)

Para conocer la estructura de la matriz \, (x) , podemos considerar transformaciones de

Lorentz infinitesmaes, en cuyo caso la matriz D(A(X)) tomo laforma:

D(L(X) =1+ Zwss (9 (259

donde w5 (X) =-wg, (X) es d parametro de la transformacion y é % gon un conjunto

de matrices constantes que satisfacen € dgebra de Lorentz (2.2). Rnamente, utilizando

las propiedades de trandformaciéon de la tétrada en tanto vector de Lorentz , podemos

deducir lasiguiente expresion paralaconexion e, () :

W, (X) =%SB°VBN (VY (N, Vo (X)), (2.54)
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donde

- V,
NMVCN ° ! (I\:/IN - q/INVCL (2-55)
X
es la derivada covariante (frente a transformaciones generales de coordenadas). Gy

son los simbolos de Chrigtoffel correspondientes alamétricadel espacio- tiempo segun:

e €10,y +ﬂgPN ) 9 U
' w4

1
Gy = Eg (2.56)

FinAmente, hemos encontrado una expreson para la derivada covariante frente a grupo
de Lorentz loca

D,=V"D, vMae'"

(s, (2.57)
9

introduciendo un campo de gauge A, .. asociado a dicha smetria,

WMAB () =V, (X)NMVBN (x)- Vg (X)NM V(¥ (2.58)

que recibe e nombre de conexion espinoria . Haciendo uso de las ecuaciones (2.39) y
(2.55) , podemos escribir dicha conexidon puramente en términos del campo de tétrada

seglin

1
WMAB(\/):EV/-{\‘(T[MVBN M Vow ) - V (MuVan = TaVau)

- %VAR\/BS\/NCI: (ﬂRVCS - ﬂSVCR)'(Z'Sg)
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En ausencia de torson, d conmutador de estas derivadas covariantes esta relacionado

con la curvatura de las rotaciones espinoriales
1
[y .Du]=5 RS (2.60)

que, a U vez, veifica la dguiente identidad con € tensor de Riemann dd espacio -

tiempo :
RVINRS = R\/I GB\/ARVBS ) (261)

S contraemos indices en € miembro derecho de la ecuacion anterior, llegamos a una
expreson paa € escdar de curvaura R en términos dd campo de tétrada y de la

conexion espinorid:

RV, W = R, " (MV)Ve V," (262)

En esa formulacidon, consderaremos a la térada como € campo que describe la

geometriadel espacio-tiempo (es decir, la gravitacion).

2.2.2 Supergravedad Pura

Consideramos brevemente en esta seccion, la congtruccion de la teoria de
supergravedad para en un espacio-tiempo tetradimensiona. Dado que d gravitino es €
campo de gauge de la supersmetria locd , sabemos que su ley de trandformacion debe
estar dada por la ecuacidn (2.38), en la que la derivada Dv puede ser escrita en términos

de la conexion espinorid,

Ay =2 (T +, WS (269
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Ademés, dado que € parametro anticonmutante €S un espinor de Mgorana, €
generador de las trandformaciones de Lorentz que aparece en la ecuacion anterior puede

ser escrito en términos de los dementos del dgebra de Clifford como:

sre :%(GAGB - G°GY). (2.64)

Un lagrangiano que resulte invariante frente a la trandformacion (2.63), puede ser
obtenido de manera sencilla covariantizando € término de Rarita - Schwinger utilizado

para describir ladinamica de campos de espin 3/2 como € gravitino:

L, =- %T MRS Y GGy DRY . (2.65)

Las matrices G" (x) se obtienen a partir de los generadores del dgebra de Clifford por
medio de latérada:

G" (x) =VM ()G (2.66)

El lagrangiano (2.65) es invariante frente a las transformaciones (2.63) s0lo S & campo
gravitacional satiface las ecuaciones de Eingen sn fuentes . ESo se debe a la

necesidad deintroducir € término cinético delatérada,

.1
Ly = 2k2VRV’W)’ (2.67)

que corresponde d lagrangiano de Eingein (V es @ determinante de la térada). Dado
que la tétrada es € campo bosonico ded multiplete de Eingein cuyos estados no-

masivos poseen la maxima hdicidad posible, su ley de transformaciones supersmétrica

s0lo puede tomar la Sguiente forma en términos del campo de gravitino:

avy =kt GY,,. (2.68)

56



El lagrangiano totd L= Ly + L, resulta invariante superamétrico frente a conjunto de
transformaciones locdes (263) y (268) . Es evidente que, la conexion espinorid
puramente bosbnica dada en (258) no resulta supercovariante. En presencia de
supersmetria la deduccion que nos llevd a su obtencidon debe ser modificada
ligaramente a fin de tener en cuenta dicha invarianza Aparece, entonces, una

contribucion fermidnica en la conexion espinorid, que adquiere la Sguiente expreson:
K> o - -
WMAB(\/1Y):WMAB V) +Z(Y MGAY s Y, Gy Y- Y \,GoY ) . (2.69)

La (super) conexion espinorid Wvas (V,Y) es una cantidad supercovariante. La
contribucion fermidnica adicionada en (2.69), proporciona torson d espacio-tiempo.
Esto resulta e vidente dd cdculo dd conmutedor de dos derivadas supercovariantes

escritas en términos de la superconexion espinoria Wivias:
—_ 1 AB 1 A
[DM’DN]_ZR\ANSAB-'-ER\/INDA ’ (2-70)

en e que gparece un término detorsion R, 4 (V,Y),

k2 —
Ry (V,Y) =2 VVEY ,GY . (2.72)

La indusdon dd término de torsén en la conexion egpinorid solo modifica d
lagrangiano de supergravedad pura y sus correspondientes transformaciones a través de
la correccién que introduce en la superderivada covariante.

Hemos construido de esta manera, la teroria de supergravedad pura, pero en suversén
“on-shdl” (dn campos auxiliares, de modo que € dgebra de supersmetria cierra
Unicamente sobre las ecuaciones de movimiento). A fin de poder congtruir acciones
invariantes frente a supersmetria loca que contengan a otros multipletes, introducimos
los campos auxiliares de la formulacion minima M, N y by. Al tratarse de campos

auxiliares, sus leyes de transformacion supersmétricas deben ser tdes que s anulen
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sobre las ecuaciones de movimiento. Esto restringe congderablemente los posibles

términos que pueden aparecer de las siguientes expresiones.

dM =af"G,R") , dN=b(if GG,R")

y db, =c(iT GR,)+d(T GG,R") , (2.72)

donde a b, c y d son parametros redes que deben ser determinados mediante €
requisito de que estas transformaciones cierren un dgebra R* es e tensor de campo del
gravitino,

R" =iT " GG, D,(WV,Y))Ys , (2.73)

y se anula sobre las ecuaciones de movimiento. Los vaores que toman los digtintos

parametros resultan:

(2.74)

@
I}
o
I
1
[

(@]

I}
o
I}

1
N

El hecho de que € dgebra ain no cierre “off-shell” se debe a que no hemaos considerado
la posibilidad de que las leyes de transformacion de los campos contengan términos que
dependan de los campos auxiliares y se anulen sobre las ecuaciones de movimiento.
Teniendo en cuenta este tipo de términos, es posble llegar a un agebra cerrada de las
leyes de transformacion de los campos que integran € multiplete de Eingein, sin hacer
uso de las ecuaciones de Euler-Lagrange de la supergravedad pura [72]. El resultado

esta dado por d sguiente conjunto de transformaciones.

dv; =kt G'Y,,,
av,, :EDM WV, YNT +G (b, - %GMJ&)T - %qw(m +iGN)T

dM =- %v-li—quM - gii—GsYM b - kKFG"Y M +gi-(|v| +iGN)G'Y ,, ,
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dN =- IEV GG, R" +§T‘YMbM -kFG"Y ,N- E'FQ(M +iGN)G"Y ,,,

dbM =- %V _JT_Gb(gMN - %GM GN)RN +kT_GNh\|YM - gi_GNYth

- giVMGS(M +iGN)T - %T "P b, FGGY, . (2.75)

El dgebra descrita por estas transformaciones resulta ser una generdizacion del dgebrade

supersmetria globa dada en laecuacion (2.9), explicitamente,

[ql’q 2] = dgeneralcoord. (Z’I\_Z GM T 1) +dLorentzIocaI (Z’I\_Z (BM T 1 WMAB
2K - . - A
- ?rz (SAB(M +|G5N)+| ABMNb G )Il)

+d (-kT,G"T ,Y,) . (276)

supersimetria
El resultado de aplicar dos transformaciones locales de supersmetria sucesivas, no solo

se traduce en una transformacion genera de coordenadas de parametro 2T, G, 1.,

sSno que produce ademés transformaciones locaes de Lorente y de supersimetria con
pardmetros dependientes de los campos.

Findmente, d lagrangiano de supergravedad pura off-shdl, invaiante
frente a las transformaciones (2.75), resulta:

1 i o 1
Lo =-=5VR+=Y ,R" - ZV(M?+N?- b,b"). 2.77
s = S r RSV, RE-2V( b, b™) (2.77)

Es inmediato condtaar que la diminacion de los campos auxiliares por medio de sus
ecuaciones de movimiento algebraicas, conducen € Lagrangiano y sus transformaciones
a la forma dad en las ecuaciones (2.63), (2.65), (267) y (2.68), es decir, a la
formulacion ‘ontshell’ de la supergravedad pura.

2.2.3.La Cargadela Supergravedad

Findizaremos este capitulo discutiendo agunos aspectos relacionados con la
congtruccién de las cargas conservadas de la supergravedad y dd dgebra que dlas

generan. En una teoria supergravitatoria, d igua que en la reaividad generd, dado que
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e espacio-tiempo plano. No obstante, S € espacio-tiempo tiene un comportamiento
asintético adecuado, se podran definir cargas conservadas asociadas a los generadores
deben resultar escritos en términos de integraes de superficie. La energia, por gemplo,
podra ser identificada como la carga asociada a las tradaciones por Teitelboin [60].
Consderemos un espacio-tiempo con métrica gun  que tiende asintéticamente a

una solucion de las ecuaciones de Eingtein de vacio segun:

un =T wn +hun (2.78)

con hyny ® 0end infinito, donde

_ 1 _
GMN = R\/IN - EgMN R=0. (2-79)

Las cantidades con una bara estén cdculadas puramente en términos de la mérica
adntotica g,,, . La descomposicion (2.78) es covariante y no implica de modo aguno

que hyn represente pequefias correcciones. El tensor de Einstein puede ser escrito como

GMN :GMN +Gr:/i|T\1 - tMN ) (2-80)

donde G, es lined en hyy mientras que Tun, d que definiremos, como € tensor de
energiamomento dedl campo gravitaciond, contiene téminos de segundo orden y

superioresen hy . El tensor energia-momento tota Qun  resulta:
QMN © TMN + tVIN = C;‘I\i/InN (281)
y satisface, a partir de laidentidad de Bianchi, la ecuacion

N, Q" =0, (2.82)
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donde N,, es la derivada covariante respecto de la mérica g,,,. La conservacion
covaiante (2.82) no es suficiente para construir cargas conservadas. Sin embargo, S

introducimos los vectores de Killing, ki, , a =1...N,, delaméricaadntdtica g, ,

N,k +N k3 =0 , (2.83)

esinmediato ver que podemos definir una densidad vectoria consarvada Jj, |

35 0 A GQuk™, (2.84)
de la que resultan un conjunto de N, cargas conservadas K?,

K*= 3Q™k: dS, (2.85)
a

S @ cuadrivector ki es tipo tiempo, entonces k? da la energia relativa a la métrica de
energia nula,  g,,, = T, - EScritas a partir de un conjunto de corrientes conservadas, las

cagas K? pueden ser expresadas mediante € teorema de Gauss como integraes de
superficie. Usando la descomposicion de gqun dada en (2.81), y € comportamiento
asntético Ty ® 0, podemos encontrar laforma explicita [73]:

a 1 X, 7T M7
K= R, SUGMABKV W Bd S, (2.86)

en téminos de la conexion G, correspondiente a la métrica hun. Estas cargas

consarvadas, en definitiva, han podido ser congruidas a partir dd hecho de haber
condderado un conjunto de geometrias que tienen asintGticamente a una Unica

configuracion @,,,, de la que identificamos sus vectores de Killing kj, . Es decir, las
dificultades de la covarianza generd han sido evitadas mediante la especificacion de las

condiciones de contorno sobre € conjunto de soluciones fisicamente admisibles.
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Las cargas consarvadas resultantes de la invarianza frente a transformaciones

locales de superametria pueden ser obtenidas de manera Smilar. En analogia con los

vectores de Killing que dgan a la mérica g, invariante, supondremos que existen

espinores de Killing h; que generan transformaciones locales de supersimetria que degan

invariante d vaor asntdtico nulo dd gravitino,

ke,h, =0, (2.87)

donde N,, es d operador diferencia supercovariante (2.75) evauado en la métrica
adntotica g,,, [74]. Resultard conveniente escribir d espinor de Killing h; como una
combinacion lined  h; = cyh™ de dementos impares de un dgebra de Grassmann
{Cm/CmCn = - CnCm}, de modo que los h" formen un conjunto linedlmente independiente

de campos espinoria es anticonmutantes que verifican (2.87).

Para completar la construccidn de las supercargas solo nos resta, en andogia con
lo redizado con @ conjunto de invarianzas de la métrica del espacio-tiempo, considerar
la ecuacion de movimiento dd campo de gauge de la supersmetria, es decir, €
gravitino. A pesar de que no hemos explicitado alin las tres funciones arbitrarias de las
gque depende, € gravitino debe satisfacer una ecuacion de movimiento de Rarita

Schwinger, que podemos separar en las partes lined y no-lined segin:

1" GG Ry =Q" (2.88)

donde,

G, =G, , (2.89)

de modo que Q" , compuesta por términos no-linedlesy fuentes, satisface:

R, Q" =0, (2.90)

m

Por |o tanto, haciendo uso de |os espinores de Killing conmunantes h™, cuya exisencia

hemos supuesto, podemos definir un conjunto de cantidedes J"M .
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J™ovAmQ"Y , (2.91)
gue pueden escribirse como derivados totales:
IM (VAT GG YY) (292)
Usando € lema de Schwartz, tenemos fina mente:
M, J™ =0 . (2.93)

Las cargas de supergravedad resultaran, smplemente, de evduar la integra de las

corrientes de supersmetria J™ sobre una hipersuperficie S tipo espacio:
Q" =T " GG ReY (dS, . (2.94)

De (2.92), usando € teorema de Stokes, podemos escribir las supercargas Q™ en la

forma
m 1 X, /M e
Q :E R™l MNRS GG\ (dS; » (2.95)

donde S es @ borde de &. Tanto la integra de superficie (2.95) como la obtenida para
los generadores K? en (2.86), no cambian su métrica J,,, €s reemplazada por g,
(redlizandose las contracciones con édta Ultima). Dl mismo modo, podemos r dgar las
condiciones (283) y (287) sobre ki, y h", imponiéndose solo que tiendan
adntéticamente a vectores y espinores de Killing respectivamente. Hablaremos, pues,
de vectores y espinores de Killing asntéticos para referirnos a edas cantidades que
resultan necesarias para la definicién de las cargas conservadas. Debemos notar que €
hecho para la definicion de las cargas conservadas. Debemos notar que € hecho de que

todos los generadores puedan definirse por integrales de superficie es muy conveniente
en vidas de que € espacio-tiempo puede tener una topol ogia no-trivid.

63



Reaulta interesante plantearse, en este punto, las siguientes preguntas acerca de
la naturaleza de la supercargas encontradas. (i) ¢son las transformaciones generadas por
(2.95) verdaderamente locdes?, (ii) ¢cud es € dgebra que satisfacen los generadores
Q"? Modraremos a continuacion que las transformaciones generadas por Q" son
locdes y que, a pesar de elo, estos generadores satisfacen un agebra de supersmetria
globd. Para dlo, resulta conveniente trabgar en la formulacion Hamiltoniana de la
supergravedad. En eta formulacion, las invarianzas de gauge se traducen en la
exigencia de un conjunto de vinculos de primera clase [75]. Consderemos los vinculos
correspondientes a la supersimetria local (resultados andogos pueden ser obtenidos para
las smetrias restantes [76]. A partir de la forma dd término de Rarita- Schwinger se ve
que la componente temporal de gravitino Y ,, entra en & Hamiltoniano como un
multiplicador de Lagrange abitrario. Por lo tanto, € factor que lo acompafia en €

Hamiltoniano H,,, en & quelos vinculos alin no han sdo implementados,
H,= QdSXVOG + .., . (2.96)

resultard ser un vinculo de primera clase -equivdente a la ‘ley de Gauss- de la

supergravedad,
G »0. (2.97)

La forma explicita de G, resulta una genedizacion smple de la obtenida para la

supergravedad pura[77]:
G =G"Y P - %ge',dg&fgvj , (2.98)

donde | , J = 1, 2, 3 son indices espacides y P, son las variables candnicamente

conjugadas de |as componentes espacides de latétrada V,* .

El Hamiltoniano Ho corresponderd a un generador de evolucion tempora
gpropiado s0lo s sus derivadas funciondes estén bien definides. Edo sSgnifica que la
vaiacion de Hpy debe poder escribirse como una integrd de volumen lined en las

variaciones de los campos,
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5
- (2.99)

dH, = (‘fi3x§é a_ (X)aF (x) +é b, (X)dP (X)
{F} {r} %]

La derivada funciond de Hp con respecto a un cierto tiempo, resultara dada por €
coeficiente que acompafia ala variacion de dicho campo en € desarrollo anterior:

dHy _, gy Mo

0 P b (%) . (2.100)

Las variaciones permitidas a los campos deben circunscribirse a espacio de fases que
contiene a las soluciones de interés fisico [76] de modo que, por gemplo, den lugar a
una supercarga espinorid Q finita y bien definida La ‘ley de Gauss (2.98) de un
ssema con vinculos de primera clase, genera las transformaciones de gauge que, en
nuestro caso, son las de supersmetria locd. No obstante, € generador G esta
condrefido a anulase en la supeficie definida por los vinculos. Por otra parte,
esperamos encontrar leyes de conservacion no-trivides asociadas a las transformaciones
de superametria globa (pensadas como un caso particular). Estas aparecen, como
mostraremos a continuacion, de correcciones a los generadores debidas a integrales de
superficie, como la que obtuvimos en (2.95)

S edudiamos la vaiadon dd Hamiltoniaeno Ho, considerando que €

multiplicador Y, se aproxima asintéticamente a un vaor finito y condante Y, (¥),

resultainmediato que, tras unaintegracion por partes.

dH, =- Y ,(¥)dQ+ (integra devolumen) +... , (2.101)

donde

Q:

N |-

RS 65, GRY, . (2.102)

€s una expresion andoga a la obtenida en la discusiéon precedente (2.95). Por lo tanto, S

queremos tener un Hamiltoniano consigtente (2.99), que genere la dindmica de Sstema
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cuando las transformaciones de superametria no-nulas en d infinito etdn permitidas,

tendremos que corregir Ho de modo que € término de superficie en (2.101) desaparezca

H=Ho+ Y,(¥)Q. (2.103)

Ego puede entenderse  en los dguientes términos se ha impuesto d multiplicador de
Lagrange Y, un comportamiento asntotico distinto a dd generador G (que s anula
adntéticamente). Una transformacion de supersimetria generada con un parametro td,
es impropia [80], es decir, cambia € estado fisco dd sstema No es poshble diminar la
posibilidad de hacer este tipo de transformaciones por un fijado de gauge. Es por dlo
gue obtenemos un generador Q que no se anula débilmente, d que denominaremos la
supercarga totd del sistema. Notemos que Q se modifica frente a una transformacion de
supersmetria de acuerdo a algrebra de supersimetria global. Esto puede verificarse
introduciendo en (2.102) & ley de transformacion dd gravitino (camino que seguiremos
en € proximo capitulo) o, mgor ain, expresado la parte asintética del conmutador de
dos transformaciones como una funcion de las partes adntéticas de las transformaciones
origindes [79]. S la teoria de supergravedad de partida es una teoria N-extendida, €
dgebra de supersmetriagloba que generardn las Q' ser& también, N-extendida[60].

Aln cuando los vaores numérico de la integrd de supeficie se transformen
correctamente, no es poshble usar a Q alin como un generador: los términos de
superficie no tienen derivadas funciondes bien definidas y, por lo tanto, sus paréntesis
de Poisson con los digintos campos de la teoria no existen. Las integrales de superficie
generarian, ingenuamente, una transformacion que coincide con la identidad en todo su
dominio excepto en € borde. Lo que esta ocurriendo es que alin no hemos impuesto las
condiciones de gauge [59]. Una vez que fijamos dichas condiciones (por gemplo,
mediante la condicion naurd G'Y , =0), los vinculos pasan a ser de segunda clase y

pueden ser tratados como cantidades que se anulan idénticamente, Sempre que
reemplacemos los paréntess de Poisson origindes por los paréntess de Dirac
correspondientes a las condiciones de gauge legidas [ 75].

Los paréntesis de Dirac son de naturdeza no-loca, y es debido a este hecho que
los vaores adntdticos de los multiplicadores de Lagrange determinaran, en forma
precisa, € vaor de los mismos en todo € espacio. Entonces tiene verdadero sentido

habldr de una transformacion local, generada por Q mediante la aplicacion de

66



paréntesis de Dirac, dada en términos del valor asinttico del parametroY ,(¥). Una

vez que < rediza € fijado de gauge, sO0lo pueden ser redizadas transformaciones
impropias que preservan la condicion de gauge. Ad, @ vaor asintético dd pardmetro
define en forma precisa a la transformacion en cada punto del espacio [80]. El hecho de
gue un término de superficie genere una transformacidon loca definida sobre todo €
espacio, en gpariencia paraddjico, se explica por la no-locdidad de los paréntesis de
Dirac que hace necesario conocer @ vaor de los campos sobre todo € espacio para

poder evaluarlos.
Resumiendo, las integrdes de supeficie saifacen d dgebra globd de

supersmetria correspondiente, a pesar de que generan trandformaciones de
supergravedad. La razén eta en que, luego de que se rediza @ fijado de gauge, €
pardmetro de la transformacion et determinado en todo lo puntos del espacio por su
vaor end infinito, donde & espacio-tiempo es plano [60].

Capitulo 3

Supergravedad y p-branas

En este capitulo trataremos los origenes de las pbranas como objetos extendidos, y de
como se acoplan con campos bosonicos de supergravedad en d mismo sentido en que

particulas puntudes cargadas se acoplam con los campos de la eectrodindmica clésica
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Haciendo uso de la accion general se deducen las ecuaciones dindmicas de los campos

bosonicos.
3.1 Membranas p-dimensionales

La idea de los objetos extendidos tiene una historia que se remonta hasta @ afo 1962,
en € que Paul AM. Dirac es tentado con la idea de establecer una correspondencia
entre las particulas dementdes y los modos de vibracién de una membrana [81]. La
idea de los objetos extendidos con més dimensones que la cuerda, no tuvo mucha
aceptacion en @ mundo cientifico hasta 1986, € afio en que € estudio de membranas
con superametria resulto en €  advenimiento de la supermembrana, estudiada por J.
Hughes, Jm Liu y Joseph Polchinski [82]. Luego, en plena efervescencia de la teoria de
supercuerdas, un grupo pequeiio de fisicos tedricos razonando en la misma linea de
investigacion comenzada por Dirac. Ya que se edd reemplazando las particulas
puntuales en nuedtras teorias de campo por cuerdas unidimensondes, ¢porqué no
probamos usar membranas bidimensionales, 0 mgior aln, objetos p-dimensionales?. Ya
gque S se aceptaban supercuerdas en un universo de D £ 10 dimensiones, los campos
tienen dimensones espacio-temporales suficientes para acoplarse con  objetos
extendidos (supermembranas).

En d sector bosdnico de la SUGRA, por gemplo, encontramos un gran nimero
de campos Ramona-Ramond (R-R) y campos NeveuSchwartz/ Neveu-Schwartz (NS
NS) que son n-formas que se acoplarian naturdmente a objetos extendido como las p-
branas. Soluciones clasica a las ecuaciones de movimiento de edtas teorias no
involucran la zoologia de las p-branas por entero porque los requerimientos de
supersmetria son bastante restrictivos en cuanto a las caracteristicas de las soluciones.
En € capitulo 4 se congruira un cierto tipo de p-brana que nos da una solucion a las
ecuaciones de movimiento y satisface las exigencias de la SUS, cuyas soluciones tipo
p-branas satisface lateoria de supergravedad.

3.2. Dinamicadela p-brana
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Ya que vamos a usar objetos, debemos aclarar entonces cua sera la dinamica que las
rige. A continuacién veremos que existe una manera muy sencilla de extender la fisca
de puntitos a dinamica de sabanas multidimensonaes.

El principio de minima accion que s usa en la fisca de particulas puntuaes puede
pensakse coOmo un requerimiento de minima longitud de la linea mundo. La
generdizacion naturd de este concepto fue presentada por Dirac [81] en € caso d=3y
posteriormente por Nambu [83, 84] y Goto [85] para d=1, y condge en minimizar €
volumentmundo de la p-brana. De este modo, la dinamica de una p-brana en un

espacio-tiempo D dimensiond, esta gobernada por la siguiente accion

S = Tq C‘}jdx\/_ det (T,x"1,x ) =- T, c\ﬂdxﬂ ’ (3.1)

donde x* (=10, ..., p=d- 1) sonlas coordenadas del volumen-mundo de la p
brana, vy X" (M=0, ..., D -1) las coordenadas dd espacio-tiempo. También hemos
definido agui a hy,y, = T x"9,x"h,, , que es la métrica inducida en d volumen-mundo,

cuyo determinante esta representado por h = det (hy).

Esta accion tipo Nambu-Goto contiene toda la informacion concerniente a la
dindmica de una p-brana libre. Nos dice que la p-brana ha de minimizar su volumen
mundo de mismo modo que la particula libre viga por la trayectoria mas corta entre
dos puntos, no obstante, existe una accion un poco mas smple que produce las mismas
ecuaciones de movimiento que (3.1). En € caso de las cuerdas, es conocida como la
“accion de Polyakov”, quien hizo la labor publicitaria resdtando sus virtudes en la
cuantizacion via integrdes de Feynman. El aspecto de la accion de Polyakov
generalizada para p-branas es[86]:

S = SO, - [@-Jf | 32)
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donde se introduce un campo auxiliar guw(x) (Sguiendo la sSguiente convencion técita,
g,, untensor, g™ uinversay g essu determinante).

Para asegurarnos que estas acciones son equivalentes, variamos respecto a la métrica

m

g™ -vamos a usar la ecuacion de la variacion de la raiz dd determinante matrico (A.17)

gue tiene la forma dJ- =- %q/-ggabogab— para conseguir su relacion con la métrica

inducida h*":

T hY A S N mw
d,»S=- ¢ (d\-0 §g°h,, - [@- D+ -ghna

Ty <qa 1 'S X 0
=- 7(101 Xﬁ? Egm @ hrs } (d -2)H+h'm gctjm

=0. (3.3
De este modo, larelacion entre ambas métricas es

M =50 @7h. - (-2 - 34

S contraemos la ecuacion anterior con ¢ podremos refinar un poco € cdculo:

g"h, =§g"“gm &*h, - (d- 2

= 2dg"™h, - 2d(d-2)
dividiendo entred - 2, quedamos con
g"h, =d, paad?! 2. (3.5
Reemplazando (3.5) en (3.4) obtenemos

h, =9, , paad?® 2. (3.6)
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Hemos conseguido que, savo en € caso especid d = 2 que corresponde a las cuerdas

edandar que andizaremos més addante, ambas métricas son igudes, asi que cuando
sudituimos  hy, = g en la accion tipo Polyakov (3.2), recuperamos la accidn tipo
Nambu-Goto (3.1). Ambas acciones describen entonces la misma dindmica para d * 2,

pero para saber de que dinamica estamos hablando, debemos calcular la otra variacion
posible:

dmS=-T, (‘j}ldxq/- gg™d (1. x")1,x"h,,,

=T, %1, (/- 9g™1,x"n,,, )dx" =0, 3.7)
donde se haintegrado por partes, reestableciendo la ecuacion de movimiento
1.~ 99™1,x"n,,) dx* =0. (3.8)

El caso particular d = 2 corresponde a la accién méas sencilla de la teoria de cuerdas, que
difiere con d resto de las acciones de p-branas en que presenta una invariante de Weyl
(Ver A.2). Este rago caracteristico de la teoria aparece porque la métrica y la métrica

inducida no son iguaes en este caso SNo proporcionales, o que no basta para fijar €
canpo axiliar gy, . En pocas pdabras, las métricas conformes a la inducida
representan d mismo embedding en @ espacio-tiempo. Mas explicitamente, la variacion

de la accion con respecto ala métricaes
d,.S=- 1 qi'xJg F, - 1o, 0°h, Sagm =0, (3.9)
gm 2 8 m 5 =m rs ﬂ
lo queimplicaque,
1 rs
Tomando € determinante de esta ecuacion
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ag™h,, O
h=g , (3.11)
g 2 ;

que podemos usar para diminar @ factor g™h,, en (3.10), para obtener una ecuacion

gue nos demuestra que las métricas son conformes entre Si:

M _ G (3.12)

A

La ecuacion de movimiento para la variacion respecto de las coordenadas es, son
embargo, la misma que la de cuaquier otra p-brana libre (3.8), esto porque en todo caso

debe minimizarse su volumen-mundo.

3.2.1 Acoplamiento de las p-branas

El préximo paso es la introduccion de dgunos términos conssentes que permitan
enriquecer la accion de Polyakov paralas p-branas.

Pues bien, primero que nada podemos llevar la discuson a contexto de la
gravedad, cambiando hyny  por  gun (X). Luego podemos introducir un tensor
antismétrico A de rango d acoplado a la brana que ahora pertenece d reino de la
relatividad generd, a través de un término de Wess-Zumino. Con esto la accidn

resultante es.
Sd :Td Gidxg- % V_ggrm ﬂmeﬂvX'\Igr\mxj +¥\/'g - %T M- My ﬂmXMl...

ﬂnHXMd Ai o, H (3.13)

Las ecuaciones de movimiento son en este caso

T Y™ 1. X " Gun) + Gy Can X 1, X g™
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:éi e XM XMR s (314)

variando respecto a las coordenadas y
grm :ﬂmXMﬂvXNgMN(x) ' (315)

variando respecto a la métrica. El campo F viene dado por F = dA y por esto satisface
laidentidad de Bianchi dF=0.

Las particulas (p=0) que evolucionan en d tiempo s mueven en lineas (d=1)
gue llamamos lineas-mundo. De mismo modo, las cuerdas (p=1) barren superficies-
mundo (d=2), y en generd una p-brana debe barrer un volumen-mundo d = p+1
dimensiond, se ha de dgar adgo de espacio para que lo haga, asi que la dimensiéon del
volumen mundo de la p-brana queda automéicamente limitada en d £ D. H
acoplamiento con d campo A s dige andogamente a acoplamiento tipo

electrodinamicatetradimensionda. Es decir: § un campo déctrico A representado

At =Auo ... Ma_1 (XM)axM U ... U dxMe
A= ALXYdx ™

x"(£)

) XM (EO]_",Ed—l)
IM A[l]:fAMO% dE

WA= Ao ... Ma_1Toox™O ... - xMe 0
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Figura 3.1: El acoplamiento de Wess-Zumino como generdizacion dd acoplamiento de
Maxwell

por una kforma se acopla con la linea mundo de una particula (una O-brana), entonces
e volumen mundo d = p+1-dimensond de una p-brana esta acoplado con una d = p+1-
forma

El acoplamiento de Wess-Zumino no es, por supuesto, € Unico posible para una

brana en generd. Las D-branas [16], por gjemplo se acoplan alos campos

Fr e e e e

~T[d%™® J~det(G +B+2n F)

Figura 3.2.: El Acoplamiento de una Dbrana con e campo Ay asociado a una cuerda,

vialaaccion de Dirac-Infdd

AmY Bm deunacuerda, através de laaccion de Dirac-Born-Infeld [78]:

S, =-T, c‘jjdxe' F \/- det(G, +B_+2pa'F_), (3.16)

con m=0, ...,d -1 Loscampos By F = dA sonloscamposinducidosen laD-brana

por los que aparecen en laaccidn de la cuerda
ﬁq d’sy- gl 1, XM 1, X "By +i , X"A, . (317)
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Donde a = 01 (Ve figura 3.2). Las soluciones tipo p-branas a la teoria de
supergravedad no se acoplan con los campos de la cuerda sSno con campos tipo n-
formas de cdibre de una teoria efectiva a bga energia. En los casos en que se pudiera
agregar condstentemente una accion de Dirac-Born-Infeld, estariamos agregando
campos nuevos que modificarian las ecuaciones de movimiento sacandolas fuera ded
marco de la SUGRA en d que nos estamos moviendo. En particular, los campos en las
teorias de supergravedad que nos atafien, son ago tediosos digiendo a la clase de
objetos con los que se acoplan. Ademas, la supersmetria agrega restricciones extra en

cuanto a las dimensiones posibles de las soluciones tipo p-branas en didtintos espacio-

tiempos.

3.3. Supergravedad

Antes de enunciar las caracterigticas que deben tener las p-branas para ser soluciones de
SUGRA, conviene edablecer la accion, d tipo de campos y las ecuaciones de
movimiento que se consderaran. En esta seccion se comentara € origen de la eeccion
de campos y teorias de SUGRA que las p-branas pretenden resolver, y se calcularan sus

respectivas ecuaciones de movimiento.

3.3.1 Supergravedad y p-branas

Cuando decimos que no nos interesa un acoplo tipo Dirac-Born-Infeld es porque la
relacion que tienen los campos con la teoria de cuerdas es por la via de las teorias
efectivas de bga energia a las cuerdas cerradas Tipo Il que no tienen extremos en los
que adherir términos de borde sobre una Dirichlet-brana con dindmica. Como gemplo
de condruccidon de una teoria efectiva de gravedad, consderemos € modelo sigma que

describe una cuerda bosdnica que se mueve en un condensado de sus modos no Masivos

(9w, Awn, T):

1 . ij
I =rpa,(ﬂ22\/§[g] ﬂiXMﬂj XNgMN(X)
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+il 79X XM Ay (X +a' RO (X)] - (3.18)

La accion anterior, clascamente invariante bgo reescdamientos de Weyl
gij ® L2(2) g”, pierde eda invariante a ser cuantizada. ESto es una anomdia que nos

obliga a restringir los campos de la accion mediante ecuaciones diferencides que

impongan la invariancia a la fuerza. Las ecuaciones diferencidles sobre los campos son
[87,88],

0=R,, +:11FMPQFNPQ NN (3.19)
0=N.F"- 2(Nf)Fy . (3.20)
0=4N,,f N"f - 4N, N"f +R+%FMNPFMNP+(D- 26) . (3.20)

Estas ecuaciones dan relaciones de consstencia 'y pueden ser interpretadas como
ecuaciones de campo para @ limite de bga energia de la cuerda. Es posble congtruir
una accion que describa la dinamica de los campos — “S va a cumplir la invariancia de
Weyl, tienes que moverte por aqui — que pogteriormente puede identificarse como €
limite de tenddn infinita (0 longitud nuld de la cuerda De manera que la teoria

cuantica de los campos anteriores, esta descrita por la accion efectiva:

o0 = 1" ge™ D-26)- aé(R+4NZf - 4(RF)

} %FMNPFMNP)+O @ I)ZH (3.22

donde Fyne = T ivANP] = TMAN + TNAPM + TPAWN € campo F3) = djz) ddl potencid
de calibre (De ahora en adelante denotaremos con un subindice entre corchetes X a
una forma cudquiera X de rango n). El término O —26) representa la dimension critica
de la cuerda bosonica, en la que se puede obtener una solucién de espacio-tiempo plano.
Sabemos que una accion  efectiva para teorias de supercuerdas debe contener un

sector descrito por campos (gun, Awn, T), es decir, 1o que se llama un sector Neveu-
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Schwartz/Neveu-Schwarz (NS-NS), pero la dimenson critica cambia a D=10. Para
consderar estos casos, integraremos por pates (3.22) y sudituiremos la dimension
criticapor D = 10 de modo que € término © — 26) ® (D — 10) se anule. Se obtiene

entonces o que se denomina[89], laaccion efectivaen @ cuadro de la cuerda:

| Cuerda — c\ﬁlox [ g9e? §R(S) +4NMfNMf - éFMNPFMNPE, (3.23)

Esta accion tiene un aspecto complicado para hacer relaividad genera porque

no incluye como uno de sus términos ala accion de Eingein

&1°x/- 9R(9) (3.2

por lo que no contamos con soluciones de la ecuacion de Eingein in vacuo. Un
inconveniente asi, aunque pueda parecer grave, no es insavable porque podemos

reescdar lamétrica con una transformacién conforme

gMN ® elf gMN ' (325)

paradiminar € coeficiente e’ y obtener laaccion en d esquema de Eingein.

Dada (3.25), veamos como aparece la nueva accion en nuestro espacio
decadimensond. Cada término transforma con un codficiente diginto, € determinante
meétrico, por gemplo reescalaa (A.39):

g(S) = lof 9
y € escdar de curvatura R se transformaen (A.42):

R® =e'" gR- 9IN"N f-18 *N"fN, fg . (3.26)
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Lostéminoscon Nyf Ny f y FMYEywe en d cuadro de la cuerda (3.23),

provienen de contragr cantidades que son naturamente covariantes en todos sus indices,

—If

por lo que aparecen reescalados en un factor dee™ ' por cada indice contraido. e.g.:

RV, =gO R, FRLF ® &' RUFR,f
FMNPFMNP® e—31f FMNP FMNP

Con latransformacion que hemos escogido, la accion (3.23) queda convertida en:

ICuerda ® Gjloxﬁ @(M -2)f (R+(4_ 18| Z)NMfNMf

-9l NN, f) - 1—12e<2'-2>fFMN" Fuse | -

Ahora et claro que para tener un término como (3.24) debemos escoger | = % , con

lo que laaccion queda
%9 ER- LaveR,f- TetEer, - 2RvRf
8 2 M 12 MNP 2 M H

El Udltimo término es una derivada tota que no presenta significado importante en este
trabgjo, por |o tanto se elimina para obtener laaccion en € cuadro de Einstein:

—_ é 1 N ) l _ u
| iean = P~ G 8R- > NMFRf - ¢ f FMNPFMNPH. (3.27)

3.3.2. Accién General y Ecuaciones de Campo

En (3.27) tenemos una accidn efectiva para campos del sector NS NS, sin embargo,
una de las diferencias entre la teoria puramente bosbnica y la teoria de cuerdas

supersmétricas, es que las supercuerdas también incluyen un sector de campos

78



bosodnicos llamado € sector Ramond-Ramond (R-R), que puede contener campos Fy de
distintos rangos. Por gemplo, en la teoria tipo 1A [90, 91, 92, 93] aparecen los
siguientes campos RR: iz = dAiy y R = dAg + A U Figp ; mienresqueen e
tipo 1B [47, 94, 95, 96] aparecen tres campos R-R, uno asociado a un campo
pseudoescalar F1; = dc, un campo autodual en D = 10 Fi5; =* Fi5; = dAg , y una3
forma Fj =dA; queformaunparconun Fy° del sector NS-NS.

En generd, uno encuentra campos Fpy con rangos que varian del n=1 a
n=5 en las teorias tipo I, y naturdmente podemos congtruir cudquiera de sus dudes *F
que tendrian rangos entre 5 y 9. ES importante tener una accién que pueda contener
todos estos campos, porque a ellos se acoplardn las p-branas. Esta accion [89, Ec. 3.1]

es la que describe un sstema clésico en D dimensiones, que involucre a la mérica gun,
aun campo escaar f, y auna (n -1) - fooma A1 que representa un potencia de

calibre con un campo asociado Fn = dA[n-1; :

I :deX- (f, uns Atn-l])
— ) é 1 Y N 1 u
= f°x/- g gR-ENMfNMf € F[i]H

= 50 gR 9N, RS

1 ~
- ﬂeaf glatigMate | g Mty Fuam,.n, Fun,on. B (3.28)

Ahora que tenemos una accion general (3.27), debemos buscar las
ecuaciones de movimiento de los campos decritos. Para eto, seguimos € método usua

de variar los campos; comencemos por la métrica gun:

. . SIS
Ay ! =- F°x/- 9 G™d,,, - dgp°x/- g EEQMNNMfNNf

+ _eaf gM Ny gMnNnF

u
on! My M, FNI...NHH (3.29)
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El primer término provee € tensor de Eingein en la forma usud (ver gpéndice

A.1). Estudiemos en detale & segundo término

= oy °x(@y- gg" +/- gdg"™)N,, F N f

= §1°x [.gg%NMfNMngQ- R°F Rof gngQ (3.30)
Aqui se han usado las ecuaciones (A.12, A.17) de(A.L):

dgMN - gMPgNngPQ

dy-9 =54~ 99" gy

Para mangar € Ultimo término, recordamos que F es antismétrico y que

lavariacion sobre laraiz del determinante métrico viene dada por (A.17), asi que

dop®xmge’ gt g, L By =
=" 9 eaf e Firy 9709 + ndg™F,,.. Fy E

= P x g & AL FQ"'gngQ. (331)

Sntetizando los resultados, la ecuacion de movimiento asociada a variaciones de la

métricaes
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eafalnzll

1 0

+ By —F20un = -
2n-1)ig "N Tz g

(3.32)

Que podemos smplificar aln més caculando la traza dd tensor de Eingtein para
obtener € escaar Ry posteriormente la curvatura Ryy de Ricai:

. of =2
v =1% Doy rrmr+ &% Doz (333
28 25 ng 25

Despgando € escdlar de curvaturade
G = gi Dog. (3.34)

obtenemos

of _ .
=1R, fRmr + &30 Dop..
2 onl&2-D g

(3.35)

gue podemos reemplazar en (3.32) paraescribir € tensor de Ricai:

1
Run = G +EgMNR

1o o .
= - ZprN"f Oy += N, TN F
e % 1

W Fo-—F2g 9
2n- g M TN g MO

1 él. . e an-Do_, U
+ — a N fNMf e 2 -
2 &5 w 2nlg2-D g MY

N| =

+

et é ~n-1 _, U

Fy o Fi - ————F20un (i
-0 & T o g Mg

= %ﬂmf ff + (336)

Con lo que tenemos la ecuacidn de movimiento parala métrica
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Vamos ahoraa variar las componentes del potencia de cdibre.

d, , =-d¢d x\/——e o

=- = f°x/- g F "1, dA... (3.37)

Integrando por pates y asumiendo que la variacion dA se anula en la superficie de

integracion,

1.
d, =HOij‘ﬂM (- 9" F¥)dA.. . (3.38)

Laecuacion de movimiento que resulta es

., (-ge* F*)=0 (339)

Pero como F es antismétrico, y 1o que esta entre paréntesis es una densidad tensoria de

peso 1, podemos decir [97]

N, (- ge* F¥)= - oN,, (e*F"~)=0 (3.40)
Yaque N, (- 9)=0

Paraterminar con las ecuaciones de campo fdtalavariacionen f :

d =-dgy°x/J-g elN of N e F[;E
— 24D s M a u
=G0 g g1 (@) e g
— 2Dy € M a 2 U
= O x gl (F 910 - oo e Ry it
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= F°x- g, (" )- eFZE

Donde se ha integrado por partes y agprovechando nuevamente N,, (,/- g)=0. La

ecuacion de campo asociada alavariacion def es entonces:

N,, K" f:—e""fF2

2 (3.41)

A modo de recapitulacion y sumario, presentemos nuevamente las ecuaciones de

movimiento para hacernos de unavison generd:

€ é n-1 u
+ o Ry - ———F2 0w (342
2n-1 4 N T s g 9w g (349

1
==9q,F1.f
Run Z‘HM T
N, €*F")=0 (3.43)

N, RMf =2 e F2

o i (3.44)

Estas ecuaciones representan las ecuaciones dinamicas de los campos bosbnicos,
las cudes se resolveran en @ dguiente capitulo introduciendo las phbranas atraves de un
anzatz.
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Capitulo 4

Soluciones Tipo p-branasala

Teoriade Supergravedad

En d presente cepitulo se encontrard soluciones tipo p-branas a la teoria de
supergravedad. Planteadas las  soluciones, se edtudiaran sus propiedades mas
importantes, las masas y las cargas, y se vincularan con la teoria de estados BPS.
Después de presentar algunos gjemplos de aplicacion en teorias de SUGRA, se tocara €
tema de las branas negras. Por un lado, hemos planteado una accién que describe la
dinamica de campos bosonicos que aparecen en teorias se supergravedad; y por € otro
tenemos unos objetos extendidos que bien pudieran acoplarse con estos campos. La
tarea es ahora resolver las ecuaciones de movimiento de una manera particular que nos
permita introducir taes objetos. Haciendo esto,se ha halado soluciones a la teoria de
supergravedad usando objetos tipo p- branas. Ya no se hablard se membranas en generd

sino, de Soluciones Tipo p-branas a la Teoria de Supergravedad.

4.1 El ansatz delasp-branas

Las complicadas ecuaciones de movimiento que se obtiene de (3.28) se resolveran
usando un ansatz [98, 89, en @ que e introducen las p-branas. En cuanto a la métrica,
por gemplo, se requiere que s preserven agunas supersmetrias, 1o cud obliga a
mantener también sSmetrias tradaciondes. Ademas, por consderaciones de sSmetria
esférica andogas a las usadas en la congdruccion de la solucion de Schwarzschild, se
puede smplificar algo mas @ caso, consderando isotropia en las coordenadas a las que
no acance la smetria trasnaciond. Por otro lado, bs campos F de (3.28) se pueden
considerar como campos externos que Se acoplan a ciertos objetos “cargados’
extendidos, de p dimensones, inmersos en € espacio D dimensond. AS que S las

soluciones conservan la smetria (Poincaré)y ~ SO(D - d) con d = p +1, pueden ser
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interpretadas como las superficiessmundo d-dimensionales de estos objetos, inmersas en

e egpacio tota. Esta deccion naturdmente divide las coordenadas espacio-temporaes

en dos partes:
X" =(x", y")
M =0,...,D-1 ’ (4.1)
m=0,....,p=d-1
m=d,...,D-1
sendo x" las coordenadas del volumenrmundo, y Y™ sus “Transversas’. Las

componentes de la métrica se separan también segun [89):

Om =€,
gmn = e2B(r)(jl'TT'l (42)
ng = gITn = O

donde hemos escogido una dependenciaen

r=4d,y"y" 4.3)

paa asegurar la invariancia trasnaciond en  x* y la smetria SO(D - d) en y". Por
ultimo, también los campos deben tener una dependencia “radid” en las direcciones

“transversales’.

f=f(r)
Finy = Finy (1) (4.4)
Ang =Anqg (1)

Hemos dicho en € capitulo anterior que los campos externos que componen la accion
(3.28) pueden ser acoplados con unos objetos extendidos que hemos llamado p-branas
en la seccion 3.2.1. Insstimos en la pregunta naturd: ¢De que manera acoplamos una n-

formaa una de esta p-branas?

4.1.1. Caso elemental o eléctrico
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Para respondernos la pregunta anterior, recordamos lo que hemos hecho para agregar €
término de Wess-Zumino en la accion de las p-branas (2.13) por andogia a la
electrodindmica. Se debe resdtar aqui que se esta agregando un término de interaccion
que las p-branas en generd no tienen: edtamos “cargando a las p-branas’. En
éectrodinamica clésica, la 1-forma de Maxwell A, se acopla nauramente con la linea

mundo de una particula cargada, vialaintegra:

Oy = GAX") :(‘ﬁn?x Os . (4.5)

ds g

Se puede generdizar e acoplamiento consderando potenciales de mayor rango Apn-11 Y
objetos extendidos de dimensdén p. Integraremos entonces la n-1 forma sobre d
volumen-mundo de la p-brana. Segin la manera en la que d epacio-tiempo se encuentra

(4.1), las dimensiones de los objetos quedan autométi camente vinculadas como
p=d=(n-1)-1 (4.6)

Este acoplamiento fundamenta lo que llamaremos la solucidn el éctrica o elemental.

También deseamos que los campos externos cumplan con (4.4), es decir que
satisfagan los requerimientos de la smetria  (Poincar€)qy ~ SO(D - d) . Una deccion
como

-1 C(r)
Ao =l €, 4.7

Fmﬁl ' n'h-1: I m n'h-lﬂmec
R (4.8)
= Im e m o mC
r 1

y cumple las expectativas. Nétese que intercambiando € indice m con cuaquier otro,
debe cambiarse d sgno del campo.

Esto es todo en cuanto d ansatz puramente se refiere. Ahora solo fdtaria
insertarlo en las ecuaciones de movimiento (3.42, 343 y 3.44) caculadas anteriormente

y resolver las ecuaciones diferencides que nos queden. Edta tarea puede redizarse con
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mayor facilidad gracias a que la dependencia en r smplifica notablemerte los cdculos,

por gemplo, s f = f(r) es cuaquier funcion de las coordenadas transversas, tenemos:

flor =2 (4.9
q f=Img (4.10)
r
_YoYo ¢ a8 VY, O,
ﬂmﬂnf— r2 f +8T- r3 Bf (411)

Apliguemos nuestras congderaciones sobre las cantidades que componen la

ecuacion de movimiento para la métrica (3.42). Primero se cadcula dgunas cantidades

relacionadas con € campo externo, como Fy ...FnY F[,f] :

e — mnp..... m...Mh.1
FoFy = B R 4 +F F,

= (- Dy, R

— (n _ 1)e—2A(n» 2)- ZBdmlnlh mvy F F (4 12)
- T mmm oy,
- (n _ 1)!e—2A(d—l) —ZB+2C(C v)Zh
donde hemos usado (4.6) y laidentidad
T e m+1---”hT MMMy = (n - |)|dn"1‘lnm ’ (413)
parae caso i =1.
Faltan las componentes transversdesde Fy ... Fy:
F, F=e?0hm Fom.. B,
(4.14)

= yr:Zn (n_ 1)!e»2Ad+ZC(C-)2’

2
y R

n]:
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FF — lemZF mm. 4 memnl F“l---mm

=nF,, F"™
-2A(n-1) 2B+2Cymny ymlynlf« & mpm, ) (4.15)
=ne d r—2| _— (C)
- n!e-ZAd-ZB+ZC (C.)z
El término quefaltaria, F,..F;", seanula, yaqueen
Fva = FmM2 XI\/In»ll:v'\/lzwln-1 (416)

dgunos de los indices Mi de FM*~ debe correr en € espacio transverso porque
segun (4.8), F%*: =0. Paro § M;= m), entonces gparecen dos indices transversos en
F.M,xM_ . , lo que es también imposble La smetria esférica, pues, aniquila todo
termino cruzado como F. F, y, como puede verse en laec (A.50), en Ryy.

Por comodidad, definiremos a continuacion una definicidon que vincula las
dimensiones de |as partes separadas del espacio tiempo.

¥ D-2-d (4.17)

Edta rdacion, que es idempotente c%:d, nos ayudard a expresar la ecuacion de

movimiento (2.42) de unamanera més sencilla

e” n-1 o
Rm = m. T —F[r21]gnn -
2(n- 1)! n(D- 2
(n-1)! & (D-2 """ @18)
- d/o eaf-2A(d—l)-28+ZC (Cl)Zh
2(D- 2) e
1 e n-1 o]
F\)nn "5 1-[mf 1-[nf = an - F[i]grm -
-l -
2 2(n- 1) & n(D- 2) s 419
_%1 ymyn _ d deaf-ZAd+ZC (C 1)2.

&2 2 D-2 ™5
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Todavia restan dos ecuaciones de movimiento que considerar. Como involucran
la derivada de la raiz dd determinante métrico, conviene smplificala con d ansaz

Usando la ecuacion (A.18) esta derivada aparece como:

1 —, :
T~ 0 =5 TE9™ oG + 0" O
:%ﬁ [2d1, A+ 2(D- d)T, B] (4.20)
=[dA+(D- d)B] L=
r

L aecuacion de movimiento parael campo externo A, es (3.43). Con

€l ansatz déctrico y laecuacion (4.20), sereduce a

ﬂm( _ geaf Fm...):dmn’l‘ nrh...rrhﬂ m(J__ged -2dA 2B+C hcl)
v r
=gl ™" d*{[aa (- a)B] e

|
+[aflf - 2d7.A- 21,8+ ﬂcc]%C'

+ﬂca%C'2l’J:0,
& o
0, de manera més sucinta:

C'+—=C'+C'(af - dA'+dB' +C') =0. (4.21)

der1
r
Queda la ultima ecuacion de movimiento (3.44), que e refiere a campo escdar f.

Como disponemos de la derivada ﬂm\/-g, exribimos de una vez la ecuacion

smplificada
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M./~ gomf) =~ g[da (D- d)B']%gmnnf

+[-g(-A™e®q BYYf +/- 9™, f
=J-ge®[ dAT +(D- d)Bf - 2Bf '+ *
a@ d }o U
8 r
2
2n'\/— g€ Ay

Que reagrupamos como

AT +dB'F +f "+&/—1f =8 gtvepe

o - (4.22)

Para € ansatz déctrico ya hemos caculado F[,f] en la ec. (4.15), asi que cerramos las

ecuaciones de movimiento con;

dnf o+ a8 e I g ‘; e 2082 ()2 (4.23)
r

4.1.2. Caso solitonico o magnético

El campo eterno A que estudiamos en la seccidn anterior, no es @ Unico que podemos
acoplar ala Maxwell con una p-brana. Existe otro campo relacionado con € campo A de
la accion generdizada (3.28) que podemos acoplar de la misma forma. S se toma, por
gemplo, € dud dd campo *F = *(d.A), que es una (D-n)- forma pudiéramos
interpretarlo como € campo de fuerza de cierto potencial de gauge B asociado a *F por
la rdacion usud *F =dB. Luego en B tendriamos una (D - n - 1)-forma que puede
acoplarse con € volumen mundo de nuestra p-brana con un cambio en la deccion de la
dimensiondidad de los objetos - compérese con (4.6):

p=d-1=(D-n-1)- 1 (4.24)
El problema d seguir esta congtruccion, es que € potencid B edtaria relacionado

no-locamente con los campos de nuestra accion en € mismo sentido en que los

potencides A* 'y A0 de la seccion 1.3.2 estén relacionados no-locamente: s fijamos
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A0 (1.47), A" viene dado por dos expresiones (142 'y 1.43) en dos espacios 3D abiertos
digintos. Es decir, tendriamos que especificar B en un cubrimiento abierto sobre nuestra
variedad y proveer también las debidas funciones de transicidn en las intersecciones.

De manera que aunque conocemos la relacion entre la dimensdn de la p-
brana'y d rango del campo a que se acopla gracias a (4.24), d ansatz [89] se expresa en

términos de Frj, que es una cantidad global.

~ yp
le_“mn = 1 m,..m,p rn_+1 (425)
Fom =0, (4.26)

donde @ parametro | es una congtante de integracion relacionada con objetos con
“carga magnética’ y la potencia de r se escoge para que se satisfaga la identidad de
Bianchi.

Como en d caso déctrico vamos a usar € ansatz magnético parasmplificar €
aspecto de las ecuaciones de movimiento. Simplificando las cantidades que aparecen en

la ecuacion paralavariacion de lamétrica (3.42):

F.F =0, (4.27)

Fo P = oy P ™

mm,...nm, " n
o R . yy*
—@ B0k qab| 2] mmzmmnpl nN,..n.q I’Z(Tl)
e | (4.28)
=] rz(n +]) ypyqdrn(n- 1)'dgm
| 2 - 2Bd" G Yin¥n O
=—— ¢ n- 1)! S
At Ve
R = R, P
=F Fme-mh
my...my
_ I 2 i (dV“l-) ~ T ..m,
“m@y Y T -
| 2 2B(de1)
- nle 28
r* (de1)
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Insertando  (4.27, 4.28, 4.29) en las ecuaciones de movimiento obtenemos las

ecuaciones smplificadas para e ansatz magnético:

e e&n-1 o)
=- F2 -
R 2(n- 1) Sn(D- 2) M9~

2 (4.30)
—_ a/o I eaf - 2B(&41)+2Ah
2(D-2) r3(d%1) m
Ry~ Sqfqf=-Y sl peg 9
" T g ™" n(D-2) MM,
(n- 1)1 & CRER @30
:1 I 2 o - 2B B d dm _ ymyn0
2 77 (§o 1)) &D-2 ™ 1% g

Continuando con laecuacion del campo externo(3.43) parael caso magnético:

ﬂ(\/_eFm _Ilpm ﬂ(\/_aonBynﬁl
=gl {[aA+(D d)BHy“;E/Zp

+(af f - 2nf B) m
LG Y

na
r

I,.n+3 } = O
Aqui desembocamos en o que parecia un impasse. La smetria de d,, y la antismetria

de 1 "™, nosdgacon la expresion no muy (il

P yy, S dgrrar LU=

Yo g o (4.32)

con 1™ Y.Y, =0 , que smplemente nos dice que no se excluye la posibilidad de que
la cantidad entre los corchetes se nula

Esto pareceria dgjarnos con una “deficiencia’ de ecuaciones para dilucidar una

posble solucién, pero mas addante veremos que nNoO noS Serd hecesaria hinguna
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ecuacion de movimiento gparte de las que se asocian a la méricay d campo escdar f

paraplantearla. De este modo, sustituyendo (4.29) en (4.22) tendremos la ecuacion:

2
dat s+ aB'f wf e S o Bz

r 2 r2(de1) (433)

4.2. Las Soluciones

Tenemos ya una verson smple de las ecuaciones de movimiento para los dos ansiize
gue queremos manga. Sin embargo hay un término que no hemos smplificado
todavia con € ansatz de la separacion de la métrica en dos partes solo dependientes de
la coordenadas “radid” en @ espacio transverso. Este término  fdtante es € tensor de
curvatura de Ricci que depende directamente de esta métrica. La apariencia dd tensor
de Rici smplificado solo puede apreciarse después de tediosos caculos que no forman
parte de la argumentacién centra del proceso de solucion. Por esto, hemos decidido
anexar tales caculos en € gpéndice A.3 y citar solamente sus resultados (A.51, A.52):

. . \
Ry =-h, e ® éA +d(A')2+—d/r Lavdny (4.34)
& 0
é .
R,=-d_ éBH%B')Z &18 dA B+?A'u
u o (4.35)
ymym e&B &8")° - —B' 20A B+ dA™ d(A)" - ~ A'g

u

Colocando d término fatante dd ansatz, € tensor de Ricci, en las ecuaciones de
movimiento (4.18, 4.19, 4.23) para @ ansatz déctrico y (4.30, 4.31, 4.33) paa €

magnético, podemos ver lan expresion generd de las ecuaciones de movimiento:

do1 &’082

A'+d(A) +—=A+dA'B'= 202 (4.35)
B"+ G’QB')2+2&HB'+dA'B'+9 p=—d g (4.37)
r r 2(D- 2
dB"- 4B’ - LRI
r
+dA"+d(A)?- EA'+1(f )2:152 (4.38)
r 2 2
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do1 1

dA'f +dB'f +f "+——f '=- E\ASZ, (4.39)
r
donde
i laf-dA+C
i (e )C' d=n-1, V=+1

1

o Zaf - 88
e y* d=D-n-1, v=-1

y como extraexclusvo del caso déctrico, tenemos la ecuacion (4.21):

C"+@'C'+ C'(af - dA'+dB'+C") =0
r

sobre la cual habremos de andizar la condstencia de la solucién eéctrica

Llegado a este punto es momento de conseguir la solucion de las ecuaciones
anteriores. Pero  antes, motivados por los requerimientos de conservacion  de
upersmetria, para perfeccionar ain mas @ ansatiz  se impone una condicion de

linedlidad sobre lamétrica

dA'+d8' =0 (4.41)
Egta condicion de linedidad nos permite hacer un atificio a la hora de resolver las
ecuaciones de movimiento. Sin embargo, hacer un atificio nos obliga a esudiar la
fundamentacion de dicho atificio en s, esto es, andizar un poco mas a fondo las
propiedaes de lo que se denomina un solitdn, para poder explicar porque la preservacion
de pate de la supersmetria nos lleva a soluciones SUGRA que saturan la cota de

Bogomoal’ nyi.

4.2.1. Soluciones clasica y conservacion de SUSI
No se pretende aqui hacer una revison sobre solitones dentro de una revision sobre p-
branas, pero conviene citar ciertas propiedades de los solitones [9, 66, 24, 36].

Primero, los solitones son, en generd, soluciones no-perturbativas a ecuaciones
de campo no lineales, que no pueden resolverse por perturbacion de las ecuaciones de
campo linedlizadas. Su masa por unidad de p-volumen es inversamente proporciond,

como se vio en la seccidén 3.3, a una potencia de una constante de acoplo sn
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dimensiones, de modo que € limite de acoplo eectrodébil de una teoria perturbativa
corresponde a acoplo fuerte de solitones.

Los solitones suelen edtar caracterizados por un indice de caracter topoldgico
- como la carga del monopolo de Dirac o de ‘t Hooft-Polyakov del cepitulo = que d
cuantizar sera un numero cuantico que nunca fue una carga de Noether conservada

Siguiendo con la tradicion de la generdizacion de casos sencillos que hemos
conservacion de cietas dmetrias lleva a soluciones clésicas BPS, 'y luego lo

gjustaremos a nuestras necesidades. Consideremos un modelo | f* enriquecido, en 1+1
-dimensones.
2
1 1 16
Lo=- =g frF- =1 Feo 22 4.42
St 1= 2 d (442)

9p

Muy a la manea dd moddo de dne-Gordon en & que aparecen solitones

indestructibles, éste modelo tiene [100] una carga topoldgica conservada y una masa

dadas por:
1
sz\/a(f|x®¥'f|x®-¥)1 (4.43)
yl
1 1 18 _2 =m
ez k= (F )2 +=1 F2-=2 =20 4.44
012() 2§ 95 T3V (4.44)

Unaversion supersmétricaded Lagrangiano anterior es:

1 1_. 1 2
L =< 29 F7F + 2y S dp(f2l @) -1 fyy 4.45
ST+ 2yigy - J1E(F2- &) - 1 iy (4.45)

y tiene dos cargas definidas por
Q. = px(Bef My, ml (F2- a%)y (4.46)

donde y, son las componentes derecha e izquierda del espinor y . Estas supercargas

satisfacen € dgebra[77):
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d=r , {Q.Q}=T, (4.47)

con P°P,+*P,, y donde T es la caga en e sentido topologico. El agebra

Supersmétrica nos asegura que
P+P=Q.£Q)* mT. (4.48)

Lo queimplica, paralamasaen reposo M, unarelacidn tipo cota de Bogomol’ nyi
1
M 3 ET’ (4.49)

que es saturada por los estados |s) tes que (Q, Q. )|s) = 0, es dexir, los estados BPS

son aniquilados por una combinacion de las cargas supersmétricas. Otra combinacion
de supercargas no aniquila d estado, Sno que crea un fermion no masivo. Que la mitad
de las supercargas aniquile la solucidn dasica y sature la cota de Bogomol'nyi, mientras
que la otra mitad produzca fermiones sn masa en @ condensado, es 1o que Sucede en la
mayor parte de los gemplos de soluciones solitonicas en teorias supersmétricas. De
este modo, conseguir los estados que conserven parte de las supercargas, es conseguir
laviadterna més corta que nos lleve alas ecuaciones de movimiento.

En € caso de la supergravedad en 11 dimensones, existe también un dgebra

supersimétrica que debe cumplirse [102],
{QQ} =C(GP +G™ 5 + GV ). (4.50)

donde C es la matriz de conjugacion de carga, las G son las matrices de Dirac en D = 11,
Pa es € 11-momentum, y las cantidades Uag Y Vascpe estén relacionadas con las cargas
eéctrica g y magnética gq de las soluciones. La ecuacion (4.50) involucra también,

como en (4.47), lasupercarga [103]:

Q=0..Cv.a.- (4.51)
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De igud forma que en (3.48), como Q? es positivo, genera las relaciones de cota de

Bogomal' nyi

2

e? —e (4.52)
NG

es igd (4.53)
JD

Saurar las inecuaciones de Bogomoal' nyi implica colocar las p-branas en ciertos
supermultipletes especides que conserven una parte de la supersimetria. Ademas, a
andizar la condgencia de anular los campos fermionicos de la supergravedad (
gravitino 'y ), nos encontramos con la citada porcion residud de la supersmetria

expresada en términos de la ecuacion [104]:

dyAL L, =Xe=0. (4.54)
donde ya- €} y
Bhe= Do —— (G - 8dIG™F) Fopee, (4.55)
288
D.e=(, +%W,ECGBC)e. (4.56)

Eda Ultima condicion solo puede ser condstente s la métrica en € condensado
cumple [104, 105]
3A'+6B'=0 , Ce=3A'¢" (4.57)

pero en generd paraotras dimensiones distintasde 11, donde d=3 y d&6, setiene

lardlacion de linedlidad (4.41)

4.2.2. Solucion delas ecuaciones de movimiento

Armados pues de un ansatz que dimina a B de las ecuaciones de movimiento, podemos

enfrentar las complicadas ecuaciones de movimiento, que quedan reducidas a

: (4.58)



d(D - 2)(AY? +%d/ef % :%d@z , (4.59)

fradtle s (4.60)
r

La primera y la Ultima de edas ecuaciones sugieren una nueva relacion de linedidad,
estavez entref y A. Despgamos los factores necesarios para formularla:

\a(D-2)

f'= 7 ,

(4.61)

gue naturdmente reducirda @ nimero de ecuaciones nuevamente . Una de las

ecuaciones (4.59), rdacionardahoraaf con Sdelasguiente manera

é 2dde _
ea(D 2) 13(”

Por comodidad definiremos una constante

2dd0

D=a’+ ,
(D-2)

(4.62)

gue esta relacionada, como vemos, a la constante de acoplamiento del campo escdar, y
a rango de los campos 0 a la dimensidn de la p-branay la separacion de la métrica, S
s quiere. Con esto las ecuaciones de movimiento se presentan de la manera mas
di&fana acanzable en ete trabgjo:

D ..
= fFyYy=s5, (4.63)
f’ +d/—lf +—(f) (4.64)
r 2a
Usando unavaridble auxiliar | =] = obtenemos que
a&%tlo
] e—— (—)f (4.65)
e a
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Egta ecuacion es d caso paticular cuadrético de la famosa ecuacion de Bernoulli. El
método estindar de resolverla consiste en redizar un cambio de variables u = f %, que

autométicamente la convierte en una ecuacion diferencid ordinaria de primer orden:

aY%10 VD
u-+ =u + .

4.66
(é N o 2a (4.66)
Esta, es yamangable por laviadd factor integrante, y su solucion es;
VDé 4 T
u=— r-—-, 4.6
o 6 (4.67)

donde K; es la condante de integracion . Retornando a las variables origindes

f~ = u"*, quedamos con otra ecuacion diferencia de primer orden,

-1

f= 2% §< i %ﬂ? , (4.68)

que se resudlve por integracion directaenr:

f:%lngaﬁl-%amz | (4.69)

agregando una segunda congante de integracion K,. Ahora se debe redtringir estas

condantes, para dlo condderamos lo dguiente Por un lado no queremos un campo

escalar digperso por todo € universo, por lo que f | ey =0 fija
2a
K2:' %md@l , (470)

Por € otro lado, para asegurarnos de la ausencia de singularidades en € campo para r

finito- quees r=1/dk , enestecaso- definimos
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k=- -~ 50 . (4.71)

De este modo hemos Ilegado por un fin a una solucion en todo € sentido de la paldora:

f= @mg ';é (4.72)

Gracias a la relaciones de linedidad (4.41 , 4.61) podemos reducir las funciones Ay B a

dos constantes de integracion

S 4.73)
Va(D- 2)
SYNL S PO (4.74)
Va(D- 2)

Nuevamente, condiciones fiscas nos sugieren una métrica plana lgos de origen. Eto

impone la condicion A|,,,=B|,,,=0 , que lleva las dos constantes de integracion a

cero:

__ 20 e Kk
A= D(D-2)|n§+r‘%H’ (4.75)

_ S
" D(D-2) Iné“?*l‘fl (479

Queda solamente la funcion C, asociada d potencid del ansatz déctrico que
hala a partir de la ecuacion (4.40), haciendo uso de la linedlidad (4.61) y (4.63)

- recordando que para el caso déctrico, V= +1,

Lt +aa
2

Eh=
, YD B most
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25w @.77)

-+ i _
\/Ee a

Puesta adi, la integracion es trivid. El Unico detdle importante es escoger € dgno

positivo para que C sea real - d asi lo deseamos podemos fijar € signo de S como

B,
a

C=ln —- In: +—: 4.78
g r*f (*4.78)

Esta ecuacion es ademas cons stente con la ecuacion (3.21).
El caso esta bascamente cerrado. Por amor a la sintess podemos usar la

ecuacion (4.40) (sudtituyendo las expresiones para f y B en d caso magnético en d que

V=- 1) paravincular € pardmetro| con lacongtante de integracion k:

I :Srdy"*le_%aﬂmxj
_ DEmag, kit gk O i
a §WE r*f royg
0
_ 2 (4.79)
JD

Estarelacion puede tomarse como la definicion del parametro | .
Finamente, como ya disponemos de todas las funciones auxiliares que hemos
definido para darle forma d ansatz de las p-branas, podemos expresar la métrica en una

forma explicita viad demento de linea:

_ad

dszzgl kgg "7 dxmdx™ +§L+%“D‘D 2d,,dy"dy". (4.80)

'
También, ya que tenemos la funcion C (4.78) y la relacion entre los parametros
de “cargd’ k y |, podemos escribir de forma explicita d campo F para € caso déctrico

(4.8) y  magnético (4.25):
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. -2

® =11 Ym K
Fni---rmm =11 M.y de2 gHFH (4.81)
R, =1 Y 4.82
My..Mgg M. Mgy P g2 (4.82)

r

4.3 Cargasy Masas

Como puede verse las ecuaciones anteriores, los campos dd anstaz tienden a caer como
r@Y en d infinito del espacio transverso r ® ¥. Eda tendencia asintdtica es lo
suficientemente sutil como para poder proporcionarnos una “densdad de carga’ no
nula. Por otro lado estas p-branas han sido congtruidas para tener smetria transnaciona
en p coordenadas espaciades, de modo que pudiéramos cacular su energia total, que
edtaria asociada directamente a la masa. En esta seccion introducimos las fuentes que se
acoplan con la supergravedad para fundamentar € origen de la carga de las p-branas, y
se daran las pautas para d cdculo de la carga de edas fuentes. Ademas usaremos €
formaismo de Arnowitt, Deser y Misner (ADM) [106], para cdcular la densdad de

energia de estas fuentes.

4.3.1 Carga elemental y solitonica de solucionestipo p-brana

La manera heurigtica de conseguir una generdizacion de los conceptos de masa y carga
en d caso de las p-branas es cdcular integraes d edilo de la ley de Gauss en
electrodindmica clasca, e integraes de la energia tota. Existe, no obgtante, una manera
de concebir estos objetos como fuentes eléctricas acopladas a la supergravedad. Si nos
fijamos en las funciones con las que e condruye @ ansatz, conseguiremos la funcion
amonicasguiente:

H(r)= 1+%. (4.83)
Eda funcion tiene una clara singularidad en la hipersuperficie r = 0 dd espacio-tiempo,
gue s manifiesta en la edtructura de la métrica (donde por supuesto H(r) también
aparece). Que ésta singularidad de la métrica sea fisica 0 de coordenadas, depende de la
edructura globa de la solucién, que depende a su vez de muchos factores como la

dimension del espacio-tiempo y  de las p-branas o la constante de acoplo a dd dilaton f.
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En muchos casos - por gemplo la supergravedad en 11 dimensiones que estudiaremos
maes addante- esta singularidad s fisica, y corresponde a una curva tempord. Esto nos
sugiere  una buena generdizacion a las particulas cargadas “comunes’; ya que en
electrodindmica dasca las cargas puntudes pasean su singularidad en € campo por
curvas tempordes, es razonable que la sngulaidad tempord de las p-branas
corresponda a una fuente tipo membrana cargada.

La accion de lamembrana que se acopla con estos campos es

I .92
§ =T, 0I'x& SV- W I X" X gwe T +—=4-g
e
. \
- El m..-my ﬂn}le---ﬂWXMdAMl---MdH (484)

gue difiere de la accion de la membrana (3.13) en un reescaamiento de Weyl [98].

Tanto en la accion anterior (4.84), como en la accion que hemos visto ya en (3.13),
XM(x% es la trayectoria de la p-brana en e espacio-tiempo total, parametrizada por las d

coordenadas de su superficie. S se variarespecto d campo Aws, - . . ma, SE Obtiene:
Dy, S =Ty (AT ™A XM, XMed®(x- X) (4.85)

Veremos que este objeto esta relacionado directamente con la fuente Jgq que
representa la d-forma de corriente que se acopla d& campo antismétrico. Como vemos,
es una generdizacion de las fuentes puntuaes de eectromagnetismo, y sospechamos ya
unardacion entrelatensdn Ty de lap-brana y la carga eéctrica o magnética que lleva

Lavariacion con respecto d dilaton corresponde a

d 8, =- 2 51 Eg X L X g AP (x- X). (4.86)

Andogamente, variando con respecto ala métrica, se obtiene

- of
Ay Si = - Ty (F“%+/-0g™ 1, X "1, X “e T d® (x- X). (4.87)
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Esto et4 rdacionado con un tensor TN que puede interpretarse como € tensor de
energia momentum de la materia en € ssema que no proviene de los campos de
supergravedad.

Para sumar las dos acciones (3.28, 4.84), debemos tomar en cuenta la congtante
de gravitacion k que debe aparecer en todo Lagrangiano que representa materia [97, ec.
(11.49) ]. Como la congtante de gravitacion es digtinta de 4 para espacios que tengan
dimension digtinta de 4. estableceremos la relacion en términos de una congtante kp que
dependerd de la dimensidn del espacio-tiempo del caso. De este modo, la accion de los
campos bosbnicos de la supergravedad adquiere un factor multiplicativo dejado de lado
gue no tiene injerencia en las ecuaciones de movimiento mientras no estén acopladas a
laaccion de materia (4.84)

- géR- SRR -

Con edto, las ecuaciones de movimiento (3.42, 3.43, 3.44) quedan modificadas.
Parad dilaton, sehdla

5 k12 et F2 o (4.88)
D

ID(d): 2(d +1)! [d+1]8.

ﬂM (ﬁgMNﬂNf)"- 2 ﬁe-aflzzz

2(d +1)!

(4.89)
akéT N d m M N = D
TdOj X /-gg T.X"qX"g,ed (x- X).

Para la variacion dela métrica, por otro lado, debemos reinsertar € factor

H

gue no modifica la ecuacion de movimiento en @ vacio, pero que ahora nos

2k>
llevaa
RN . %‘I]Mf ﬂNf =
, . (4.90)
et é 1 U
_"F F F2 .+ ZTMN,
2d!gM ..... N—Z(d+1) [d+1]gMNH ks
donde
2 4D (y
TMN :_Tdc\ﬂdx\/zgrmﬂmeﬂvx Ne d d (X X) (491)
NEL
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es € tensor de energia momentum para la materia colocada en € andids gracias a la
introduccion de fuentes. Andogamente, la ecuacion de movimiento para € campo de

gauge es

1, (ﬁear FMMl....Md) -
2K2T, AT ™ g XML XMed® (x- X). (4.92)

Edta ecuacion puede expresarse de manera sucinta en lenguge de formas,

notando que & dua en & sentido de Hodge de lacantidad € F es

*e F)=€F, . *(dX" U..Udx")

) (D_Tgl)' & Fre e g X UL UdXe, (4.93)

La derivada externa de esta ecuacion es

* (ndf — 1 o — M. MgM
4= g ) (499

dxMen U...UdxMe,

l Mi.MM M o.M p

Ahora definimos la d-forma de corriente como

- d®(x- X)
JHu-ta o T AT meme g XM g, XM ===, (4.95)
N- 9
cuyo dua de Hodge es
x3= 79 gueme] e () (XM
(D-d)! ne
NG .1d)|TdC‘P'dXT g XAy XA (X X) (4.96)
1, XM UL Udx e,

Comparando (4.94, 4.96) con (4.92), nos damos cuenta que basta reordenar los indices

de tensor antismétrico F, para obtener una ecuacion de campo mas interesante;
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d* @ F)=2&2(-)**J, (4.97)

gue puede servirse acompariada por laidentidad de Bianchi
dF=0. (4.98)

Ademéds, estas ecuaciones nos confirman que la generdizacion de las cargas

eléctricas y magnética de las p-branas via integraes tipo ley de Gauss es consgtente. Al
establecer

1
&°—+—=0.¢*F (4.99)
“ Pk, @
como cargaeléctrica, y
1
0,° 0. F- (4.100)
& ‘/Eko Q

COMo carga magnética, esta claro que la carga eléctrica es @ equivdente a una carga de
“Noether” conservada, en virtud de la ecuacion de movimiento (4.97). Por otro lado
también se destaca € carécter topoldgico de la carga magnética que se conserva gracias
alasidentidades de Bianchi.

La carga €l éctrica eta rel acionada con latension de la p-brana a través de

& =2k, T, (- PO 2. (4.101)

Y lacarga magnética, ademés, obedece la condicion de cuantizacion [107, 108],

e,d,,=2pn, con ni ¢, (4.102)

andoga a la condicion de cuantizacion de Dirac (para (d = &=1, D =4) que rdaciona

las cargas déctricas y magnéticas de la dectrodindmica relacionada con monopolos
(1.36).

4.3.2 Dualidad en €l contexto de las p-branas

Ahora extendemos la idea de dudidad sobre las p-branas. Primero establecemos una

teoria que intercambiara las ecuaciones de campo (4.97) por las identidades de Bianchi
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(4.98) y viceversa, en d mismo sentido en d que ettableciamos la Smetria de las
ecuaciones de Maxwell con monopolos (1.14): d * F = K pasa a ser ecuacion de campo,
y dF = 0, identidad de Bianchi. La ecuacion de los campos bosonicos de supergravedad

(4.88), y la accibn de la p-brana asociada (4.84), producen las ecuaciones de
movimiento
d* e’y =2k2(- )% *J, (4.103)
de= 0, (4.104)
s y solo s sugiituimos d por &, a= a(d) por a(d=- a(d)y consideramos un campo
o= "egfmﬁ = dﬁ(é)@g' L as acciones de ateoria dua quedan:

1
2ks

1 af 2 u

_—
P =—— i°x/-gaR- =N f-— >~ % F2 o 4.105
W= 09 R SN - i y®” P )

go_ pORT é 1 m M N % 8/0. 2
= o CH XE E\/ -099" 1. X", X" g,ne” + 5 7-9
€ (4.106)

1 T M..My My M g U
- %I ﬂnlx ....ﬂm&nx A\Al"'MH“H.

La dudidad condste en que una eoria descrita por P2(d9+ &0 tiene las mismes
soluciones edementdes que 1,(d)+S,,9 hacemos & cambio que hemos descrito

(d® d% a® - a). Con esto la carga el éctrica queda como

1 N -af *
e=—r-s—0." (4.107)
i \/2kDQd
la carga magnéticaes asu vez
1
=——A_F, 4.108
ol \/EkD Q- ( )

y ambas cumplen con la condicion de cuantizacion

e84 =2pn, con ni ¢. (4.109)
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4.3.3 LaMasa de solucionestipo p-brana

Como ya hemos dicho, la ametria tradaciond en las direcciones espaciaes de
la p-brana nos permitiria € cdculo de una masa totd. Sin embargo la extensén infinita
de la p-brana en edtas coordenadas, haria divergir cudquier integra de superficie tipo
ley de Gauss. Asi que en d caso de la “masa’ de una p-brana, desviaremos nuestra
atencion hacia la densdad de energia por unidad de p-volumen. Es decir, en vez de
cdcular una integrd de supedfide en las D — 1 dimensiones espacides d°? S?

cdculamos unaintegral d°¢1 S™

en lafrontera My del espacio transverso.

Bagtaria ahora cacular los componentes importantes de tensor de energia
momentum de las p-branas, para €lo, veremos que la energia de solitones en un
epacio-tiempo asintéticamente plano, viene dada por la masa ADM (Arnowitt-Deser-
Misner) [106, 109, 110], que es € respectivo invariante de Poincaré para estos sstemas

gravitacionaes.

La integrd tipo Ley de Gauss que buscamos, hemos dicho que es la formula de

masa ADM [111, Cap. 21], en la que removemos la integrd espacid

dS,i =1,.....,d - 1, y nosdedicamos a espacio transverso:

1
e=

Q, 4" (hy- 1.7) (4.110)

do1

donde W

L, e d viumen de la efera unitaia S™,y b =1 .., D-1
es un indice espacid sobre @ espacio-tiempo tota. Como la métrica es asintéticamente
plana, podemos separar la componente de Minkowski-plana del resto; la métrica
auxiliar hmn = gun - hvn eslamedidade tal separacion.

Aproximado parar ® ¥ lamétricadd ansatz (4.80) tenemos:
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é U
& oo U
L1 LR
é r'g u
e u
4kd
» g N

DD - 2)r?

y también:

é )
5 k 6 o@-2
hj :g'{'fmf ) 1t:dl
2 g
e 9]
] 4kde d
D(D-2)r ™

Con lo que calculamos

Akdo d+ 4kd

he =
4k

" D(D- 2)r¥

_8k(d+3dy
D(D- 2)r*’

Luego caculamos las derivadas, a partir de (4.9)
ﬂ%ﬁ%dmg”pﬂp(r'“)
| 4dkdd® 1
D(D- 2 rc%l
4kdde vy,
D(D - 2) r*?’

_8kd+idy
- D)
_8kdd +5dY v,

- D(D- 2) a2’

Y
g "T"dmn

T.h
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=- ————(dfd-1)- d(D- d))

(4.111)

(4.112)

(4.113)

(4.114)

(4.115)



Ahora estamos listos para cdcular la masa ADM de las p-branas, sabemos que

d®s™ = *y"dW* | y usando la ecuacion (4.110) obtenemos:

kd® "% 1 40
—_ - —#Hy o W
- w7 g 24T,

_ kde

= D02 (d- 2d- & (4.116)
_ kdb

==

|<

Pero sabemos cua eslardacionentrek y | , asi que

I
- 4.11
e N (4.117)
4.4 Ejemplosdeaplicacion
4.4.1 La solucion de Reissner-Nordstrom

El caso no trivid mas sencillo en € que se puede aplicar d ansatz de las p-
branas para resolver las ecuaciones de movimiento, es la soluciéon de Reissner-
Nordstrom a las ecuaciones de Eingein. Eta solucion consste de acoplar €
electromagnetismo de Maxwell con gravedad usando d tensor de energia-momentum de

Maxwdl en las ecuaciones

Gun =8PTyn. (4.118)
El tensor de energiaamomentum de un campo eectromagnético tiene la forma
[39, ec.(12.113)]:

T o=l FNP-%FPQFPQQMN% (4.119)

MN 4p8 MP

Edd clao que este tensor es antismérico y sin traza, de manera que podemos
reemplazar € tensor Gyny por € de Ricci en (4.118). Obtenemos entonces un caso
particular de la ecuacion de movimiento (3.42) para vaiaciones de la métrica en la
accion generd, en € que @ espacio tiempo es D = 4dimengond, € campo es lan =2-
forma eectromagnética, y no hay campos escaares acoplados (a = 0). En este caso las
Unicas p-branas que pueden acoplarse d campo son del mismo tipo: lap = (2-1)-1 = 0
branadéctricay lap = (4-2-1) — 1 = 0 —branamagnética.
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Hemos calculado las ecuaciones de campo a partir de una lagrangiano generd,
de manera que fijando los parametros anteriores en (3.28), reconstruimos la accion para

este gemplo:

| = ¢y x\/_e FMNE (4.120)

Lamétrica (4.80) también queda determinada con esta €l eccion:

ds? = ?50 h, X °dx° +§+5°d dy™dy". (4.121)
r g

Notese que hoo = -1, y que la mérica tiende asntéticamente d espacio plano de

Minkowski. Al redizar  cambio de coordenadas.

R=r+Kk, (4.122)
llegamos a una ecuacion que podemos reconocer cuando se expresa en coordenadas

esféricas polares:

8 dt2+§i kS dR? + R2(dg? + sen’qdf 2)

2 2
- 3. 2—k+k—_dt 12 kz_ dR? (4.123)
& Rg & R Ry

+R(dg’ + sen’qef %)

Esa mélrica que se obtiene, es justamente un caso particular solucion de Reissner-
Nordstrom [59, 112] as las ecuaciones de Eingtein acopladas a eectromagnetismo, que
representan un agujro negro cargado. En generd, la solucion Reissner-Nordstrom tiene
un aspecto mas complicado [111, ec. (31.24b)], porque depende tanto de la masa como

delacargadd agujero:

L B M QO E M QS
ds'? R Rgdt *? R+R2;, R (4.124)

+R(dg” + sen’qdf *).
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Pero € ansatz de la p-branas se refiere exclusvamente d caso particular en d que la
masadd agujero esequivdenteasucagaM = Q = k.
Veamos los campos asociados a esa solucion. La solucion dementd  tiene una

forma (4.81) que desde |lgjos se ve como una carga e éctrica puntud:

-2
_1 7 Yé . Kku
FOEE) =117 OFEH?H (4.125)
e ¥ ~ y
» 1= (4.126)

mientras que la solucion solitdnica corresponde exactamente d monopoalio de Dirac:

Ly
Fif(M) =1 | ik F, (4.127)

gue se derivadd campo (1.26) que hemos visto anteriormente.
LamasaADM de estas soluciones (4.116)
E=Kk, (4.128)

esjustamente condstente con lamasa M = k que establece € ansatiz sobre la métrica de

Reissner-Nordstrom.

4.4.2 D =11, n =4: Sector bosonico de supergravedad

Laaccion de los campos del sector bosonico de la supergravedad en 11 dimensiones es.

”xe,/ aE'R L0 1p UFMUAMé. (4.129)

48 145 6 W

Los campos que conddera reflgan la estructura del espectro de la teoria en € que todos
los campos son campos de gauge y no hay ningin escaar f. El escdar es removido
consgtentemente de la accion general (3.28) s llevamos a cero su congtante de acoplo
con & campo. Con esto también fijamos & parametro auxiliar D, seguin (4.62)

0
2dd~ _ 04236

=a’+ =
(D-2 11- 2

=4, (4.130)
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donde hemos usado que la 4forma F4 puede acoplarse con una solucion eéctrica con
d= 41 = 3 (tipo 2brana) o con una solucién magnética con d®=11- 3- 2=61 (tipo 5
brana)

El término de Chern-Smons F U F U A que no aparece en la accion genera (3.28), no

impide que apliquemos € tipo de soluciones que hemos considerado porque justamente
para elas, s anula Esto es, d tipo de campo (tanto eéctrico como magnético)
congstente con la solucion que tece F U FU A = 0. para estar en lo cierto tenemos que
asegurarnos de que no sdlo @ término de Chern-Simons, Sno su variacion también se

anule. Laecuacion paralavariacion del campo Ay es

flu (- gF ") 2(41)2TPQRM""”"" Fu..Fy.. =0 (4.131)

El segundo término automdicamente se anula gracias a la presencia d tensor
completamente antismétrico, dgandonos con la ecuacion de movimiento que

obtenemos en ausenciadel término de Chern-Simons (3.43).
L a 2-brana elemental o eléctrica

Para este caso, € acoplamiento de la brana con @ campo nos dice que d =3,y

por consiguiente &%= 6, por lo que laforma de la métrica (4.80) queda:

7

d52:§1+ rﬁs‘é h, dx"dx’ +§1 o d dy"dy", (4.132)

y € campo F (4.81) tiene laforma

FE® —| 1 Al ky* (4.133)

hnr m mr _6H

A partir de (4.99) podemos calcular la carga eléctrica[89]:
O F = L (4.134)

%fku J2
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Expresadas en estas coordenadas que llamamos isotrépicas, esta solucion
pareciera ser dngular en @ origen. Sn embargo, luego de resolver los campos para €

ansatz consderado, € escaar de curvaturatoma laforma— ver apéndice A.3.2, (A.61):

4d

_ D-dd® 1% & kuooa
D(D' 2) rzﬁwzg cYH

-2

queend casod=3, #=6, D =11 y D=4, resultaen

wlq

7 K i
181! gl °H (4.135)

r®o 7 __
6°1

»

|‘4 h|-

18
Asi que la curvatura no es singular en € origen. D mismo modo [89], € resto de los

componentes invariantes asociados d tensor de curvatura de Riemann Rynpo Y d

campo Funeg, tampoco o son.

Mé&s ain, aunque la distancia propia desde un punto sobre la geodésica X° =
const y @ origen diverge, un rayo de luz tardaria un tiempo finito en llegar hagta dli
[113, 114] desde cudquier punto del espacio-tiempo. Sucede entonces ago andogo a lo
gue ocurre con un agujero negro con sSmetria esféricac mientras nos acercamos a radio
de Schwarzschild la variacion en la coordenada tempord diverge, pero nuestro tiempo
propio no diverge sno que tiende d vaor finito en € que somos absorbidos por la
gngulaidad. Ya que € origen de la gngulaidad r = O parece estar en € tipo de
coordenadas usadas, sospechamos que la métrica no cubre todo € espacio-tiempo y
deberiamos conseguir una extensdn anditica de las coordenadas para que sean
“buenas’ coordenadas en toda la variedad. En nuestro caso, @ problema no esta
gpareciendo en d radio de Schwarzschild sno en r = 0, asi que conviene hacer €
canbio a coordenadas “tipo Schwarzschild” para indagar un poco méas en la
sngularidad:

r=(°- k)®. (4.136)
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Con esto, lamétrica queda

1

d2_' kl:l% m m
s —gl- 7ol Pm ¢ " +§1- EH d_dy"dy"

2
= gl %g( dt?+ds2+dr?) (4.137)
s kiU’ R
+gl B dr? +f2dW;,
donde se ha usado
~5 p 2
dr = (Aer o df:gl kﬁ (4.138)
r - 6

El campo, por su parte, se transformaen

. (4.139)

1
El “radio de Schwarzschild” F =k® define ahora una superficie heptadimensond cuya
norma es un vector nulo. Para ver esto mas claramente, tomamos la expresion para una
superficie de radio congtante 1 =T,

c*

f(x")=f=4d, y"y" =F.. (4.140)

El campo vectoria norma a estas hipersuperficies, estd dado por

nOﬂf

M (4.1412)

f=fg

de maneraque
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=0

n =t ) (4.142)
B L™
Lanormade ny secaculausando lamétrica
& KU
n =g nmnn Z@'- A_el,,l (4143)
e fd

1 .
Para e caso r, =k®,n, es un vector nulo, lo que confirma que estamos frente a un

[

horizonte de eventos. El exponente de 2 en la métrica, mantiene negativo € signo ded
3

eemento g¢ de la métrica para todo f. Esto quiere decir que cudquier curva sobre
ge t sxa una curva tempora para ak®: a diferencia ddl caso estandar de

Schwarzschild, los conos de luz no se voltean en la carainterna dd horizonte,

-

—pragaas s wm—v

Figura 4.1: Esquema de la interpolacion entre é espacio plano y la garganta (AdS); x S

enlasoluciéon D = 11 déctrica

Se puede expresar la solucion en coordenadas que permitan ver mas claramente

la estructura geométrica de la p-brana: Las coordenadas de interpolacion
F=kie- (o)t (4.144)

por gemplo, transforman lamétrica de la Siguiente manera:
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ds? = & (- dt +ds +dr 2) + 4kt 2e kiaw?
(4.145)
+k?gl- -1UI 2dr(2+o|\/\/$|§|

Estas coordenadas se llaman asi, porque interpolan entre + ® 1 donde sobrevive la
primeralinea de (3.145).

En ésta métrica que queda en € limite I ® 0, reconocemos la formulacion estdndar de
la métrica en (AdS); x S, que generdiza la solucion de Robinson-Bertoti. (AdS); x S
en D = 4. El diagran de Cater-Penrose para la estructura del espacio-tiempo de la

membrana puede verse en lafigura 3.2.

Figura4.2: Diagrama de Carter — Penrose paralasolucion eéctricaen D = 11

Ege diagrama revela que la mérica correspondiente a la 2 —brana, es muy
smilar a la solucion de Ressner-Nordstrom que hemos estudiado anteriormente. En la
region sombreada —que corresponde a la parte del espacio tiempo que es cubierta por las
coordenadas isotrépicas — uno pudiera moverse sobre geodésicas nulas radides, y llegar

a las fronteras H*  yH", en un tiempo propio finito. Estas fronteras condtituyen los
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horizontes futuro y pasado. La parte sombreada también representa la interpolacion
entre las regiones | * en los infinitos futuros y pasado, y una region que tiende
asintéticamente a (AdS)s x S’ en @ horizonte.

L a 5-brana solitonica/magnética

También exige una solucion magnética que corresponde a una 5-brana. De la métrica
(4.80), con d=6ydt=11- 6-2=3, tenemos una expreson en coordenadas

isotropicas, que se expresa como:

ds? = §1+£3@ h,_dx"dx +§L+ K0y dymay” (4.146)
r*H r*H
Andogamente d caso de la 2-brana déctrica, esta solucion también interpola
entre dos soluciones de la supergravedad en @ vacio: (AdS); x S* vy @ espacio plano

M 11, Redlizando & mismo tipo de cambio de coordenadas que en € caso anterior

12
. S (4.147)
(- Py
llegamos alas coordenadas de interpolacion, en las que la métricatomalaforma
) é ~6Y\2 U
ds® = h_dx"dx" +k3 é4(1+r ) ar? + dw; ~( (4.148)

o7 (L- ) (- 7)g
Para esta solucion, la superficie r = 0,  f = 0, es también un horizonte degenerado que
mantiene la orientacion de los conos de luz, y ademés es un espgo donde se reflga una
sSmetrfa que no <e tiene en e caso eléctrico; la isometria f ® - f . Dado que la solucion
es smérica ante este cambio, se pueden identificar las regiones f £0yf 3 0 de la
misma forma en la que se identifican estas regiones en d caso de la geometria plana en
coordenadas polares. Verbigracia, en d limite asintético f = -1.

Aqui las geodésicas nulas que provienen de f = 1 pueden, como Alicia, pasar a
través del espgjo en f = 0y seguir evolucionando en sus pardmetros afines hasta € otro

lado (f =-1) dd universo: la5-branaes no-singular.

AN

118



Figura4.3 : Diagrama de Carter- Penrose para la solucion magnéticaen D=11

Exigte todavia, sn embargo, la garganta por donde la geometria plana se va por d cafio
del espacio (AdS); x S*.
La carga magnética de esta solucion [89] coincide justamente con lo esperado en

(4.100).

1 I
=g, =——Q.F=—F¢ 4.149
95 =0, Dk Q 5 (4.149)

4.5 BranasNegras

Congderando la solucion de Reissner-Nordstrom (4.124):

-1
2 _ 2M  Q*6  , 2M Q6

d*=- gl e pesd el e

e (%] e %]

+ R (dof’ + ser’opdf ?).
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Dado que esta métrica no depende de la coordenada temporal, T es un vector

Mt
Killing, cuya norma eda indisolublemente asociada d demento g¢ de la métrica Este
elemento es € responsable de un cambio de signo en la norma, en las dos raices de

término cuadrético que contiene:
R=M% 2- Q2. (4.150)

Egsto quiere decir que tenemos dos horizontes de Killing en R= R .. .S la masa dd

agujero fuera menor que su carga M < |Q| , los dos horizontes desaparecerian de nuestro

panorama dgando expuesta la sngularidad en € origen. En este contexto, se formula

entonces la conjeturade la* censura cosmica’, que establece

M3 |qQ, (4.151)

y que detierralas singularidades visibles d reino de la especulacion cientifica Esta
cota que tiene la carga es justamente una cota de Bogomol'nyi que queda garantizada
por la supersmetria en € ambito de la teoria de cuerdas, nos interesa congtruir objetos
Que saturen esta cota de Bogomolny.

Estas soluciones, que hacen desgparecer @ caracter degenerado del horizonte de eventos
de las p-branas, toman & nombre de branas negras. La mérica de las branas negras
generdiza € paron de Reissner-Nordstrom a contexto general de las p-branas en
muchas dimensiones, y aparece en coordenadas tipo Schwarzschild [115, 116, 117]

como:

2 S+ 2 D(g—d'/oz) ]
ds®=- ——-—dt"+S d,dxdx

r D(D-2)
s -

2a2
o ﬁ- 1

2.512
+ ao df?+F2Q o@dW2 (4.152)
2 _

+

donde lasfunciones S+, y S., estan definidas por
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g
s, =1 &9 (4.153)
) &F 5
El campo escalar esta relacionado con esta funciones mediante
Ef 1
e = (4.154)

Y, en andogia con (4.79), d campo antismétrico de esta solucidn tiene un parametro de
caga

- 2¢°

JDrf

Lo més interesante de las branas negras —aparte que su solucion extremal r, = .

(4.155)

corresponde de las p-branas BPS que hemos estudiado — es que tienen dos horizontes
que cambian & dgno de la norma dd vector de Killing % El horizonte externo f =r_,

es no-sngular y es lo que llamariamos “d horizonte de eventos de la p-brand’. No
seriamos capaces de ver nada de adentro desde la region externa, y € componente gy
nos dice que los conos de luz se voltean como en d caso estandar de Schwarzschild. El
otro horizonte f= r _ coincide en generd con una singularidad fisca donde los
invariantes dd tensor de curvatura divergen. El hecho de que d horizonte interno
corresponda a la singularidad de la brana negra ya esta sugerido por la divergencia del
campo escdar en este horizonte (4.154). pero incluso en los casos en € que no hay
campo escdar, lasingularidad perssteen loscasosp @ 1.

Tenemos ahora una explicacion de la degeneracion ded horizonte en los casos
anteriores. en @ limite extremd de la brana negra, cuando a = 0 y podemos truncar los
campos escaares, los conos de luz no se voltean a aravesar @ horizonte porque en
redidad atraviesan dos horizontes ¢+ = r.) colocados en @ mismo lugar- En este caso la
sngularidad desaparece y se puede continuar anditicamente la descripcion del espacio
tiempo detréds ddl horizonte. No obstante, € hecho de que @ horizonte interno de la
brana negra sea en generd singular, nos indica a “locdiza” la brana en € horizonte

f =r oend unico horizonte mixto de la solucidn extremd.
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Capitulo 5
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Conclusiones

Los principales resultados que he obtenido en € trabgo de tesis son:

1. Se demuedtra gque la accién de Nambu-Goto (3.1) para las p-branas es equivaente a
la accién de Polyakov (3.2) para las cuerdas en € caso d! 2. Eto implica que

ambas acciones describen lamisma dinamicaparad? 2.

2. Las luciones tipo pbranas se acoplan a la supergravedad mediante campos tipo

formas de gauge de unateoria efectivaa bga energia

3. Se ha encontrado una accion efectiva para teoria de supercuerdas que incluye la

accion de Eingtein dada por la ecuacion (3.27):

E|nstem = dlozl\l eR_ P NMfN f- _e I:MNPFMNPH

4. Se ha encontrado una accion generd que describe un dstema clasco en D-

dimensones en funcion de la métrica gun, de un campo escadar [y una (n-1)-forma

Ay Que representa un potencial de calibre con un campo asociado Fy = dA[n-13 ; 1a

cua presentalaforma (3.28):

= d°xJg gR-%NMfNMf e F[ﬁ]g

5. A patir de la accion generd s han encontrado las ecuaciones dindmicas
correspondientes aloscamposgun, U Y Frnp (3.42), (3.43) y (3.44) dadas por:

e’ é n-1 v

&Fy . Fi - ————F20un ¢

2(n- 1)! SFM VT hD- g Mol

1
=9, f.f
Run =2 T Aiuf +
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NM (eaf FM) - 0

NI N I
NMNf—ﬁeaF[n]

6. Haciendo uso de un anzatz s resudven las ecuaciones dinamicas, encontrandose las
sguientes soluciones:. (4.72), (4.80) . (4.81) y (4.82).

- Parad campo escaar [
2a, é& ku
= —Ing+—
VD gl r*H

- Paralamétrica, viad demento delinea
440

ds? = §1+r£&§ "0 O+ ?*%ﬁw 7, dy"dy"

- Parad campo F, parad caso éctrico y magnético respectivamente.

P k -2

FE® =] Y §l+—l,J

m...mym Myl rH
P
M) o R
My...Mg4q My...Mga P o G2

7. Sedemuestra que la p-branatiene propiedades de masay carga, donde:
- Su masy, la cua estd relacionada con su energia por unidad de volumen,
esta dada por (4.117)
1 I
N dd/uf-lsm (ﬂnhmn' ﬂmh?):—-
aw,, Yo 2

- Su carga eéctrica esta dada por (4.99):

e=

&

1
o & & *F
Pic 9

- Su carga magnética esta dada por (4.100):

8. Extendiendo la dualidad sobre las phbranas se determina las cargas dudes, las cuaes
on:
- Cargaééctricadua (4.107)
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9.

10.

11.

12.

1 N S *
&=——0."
41 \/EkD Q

- Cargamagnéticadua (4.108)

Se demuedra que las cargas y sus dudes cumplen con las condiciones de
cuantizacion de Dirac (4.102) y (4.109)

e,d,=2pn, con ni ¢,

&9 =2pn, con ni ¢.

Para demosrar la vdidez de las soluciones planteadas se acopla €
electromagnetismo de Maxwdl con la gravedad usando € tensor de energia
momento de Maxwel a las ecuaciones de rdatividad genera obteniendose la
métrica (4.123)

| F. 2—k+k—2?dt2+@l- 2—k+£§1dR2

€ R Ry & R Ry

+ R?(dof® + sen’qdf ?)

ds’

gue es un caso particular de la solucion de Reissner-Nordstrom a las ecuaciones de
Eingein acopladas d eectromagnetismo que representan un agujero negro cargado,
esta solucion corresponde a caso en que la masa del agujero equivale a su carga,
M=Q=k. Lo cud demuestra la condstencia de las soluciones encontradas en €
presente trabg 0.

Se demuestra que la 2- brana tiene naturaleza eléctrica, siendo su carga (4.134)

— 1 A *F
NP N
también se demuestra que la mérica correspondiente a la 2- brana es amilar a la

lucion de ressner —Nordstrom, Lo cua demuestra la vdidez de las soluciones

encontradas.

Se demuestra que la 5-brana presenta naturdeza magnética, sSendo la carga
magnética dada por (4.149)
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1
9%=%=7 QF=7F%
% Ys \/Eku Q 2
13. En este trabgo se muestra que aiando se considera a las pbranas como soluciones

de la supergravedad en € limite extremd de las branas negras @ vinculo de las p
branas con la rdatividad generd se hace evidente, se demuedtra también que estas

soluciones presentan un horizonte de eventos y que saturan la cota de Bogomoal’ nyi.

14. Exigen trabgos smilares que se han redizado sobre este tema, los cuales permiten
comparar |os resultados que se han encontrado en estatesis.
ad Tim Corndis de Wit, “Doman-Wals and Gauged Supergravities’, Doctoral
Thesis, Center for Theoretical Physics, Groningen University, Nederlands,2003.
En este trabgo € autor resuelve la teoria de supergravedad usando teoria de
cuerdas, obteniendo |os siguientes resultadog 118]:
- Las cuerdas poseen naturaleza de carga eéctrica (Qe) y carga magnética
(Qm) dadaspor:
Q.: QD»;}Z*F(PQ)
Qnt QwFior
- Lassoluciones alateoriade supergravedad son:
-4(D- p-3) 4(p+)

—————(D-2) ———D-2)
D D
B+ H

o
wn
N
1
T

2
dy(D-p—l)’

ef - Hﬁ’ V:{ +1 eléctrico

- 1 magnético

_ 2 i .
Fom . ‘ﬁ%m_lﬂm(H ) electrico

o m, 1.H magnético

2
= =
my, My /D
donde H (r) =1+ (2)> »
,

Notamos que estos resultados son smilares a los que he obtenido en este
trabgo de tess. S exide dguna diferencia, en cuanto a congantes, esto se
debe a que d autor consderd diferentes condiciones inicides o diferente

ansaz.
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b) Huan-Xiong Yang, Cong-Kao Wen. Ben-Geng Ca, “An Alternative Dp-brane
Solution of Type I1B Supergravity”, hep-th/0411082 v2 19 nov 2004.
El autor resuelve la supergravedad usando Dbranas, encontrando las Sguientes
ecuaciones dindmicag119]:
m_ 1 mes.es_ L qm
R :TS!(SF 285 EOL F?
T.(JgF ™) =0
CF)mmy.m = Foymym -
De lo cud notamos que estas ecuaciones tienen smilitud con las ecuaciones
presentadas en edta tesis, dgunas diferencias que se presentan se debe d tipo de
ansatz que usd € autor, pero en esencia las ecuaciones presentan las mismas
caracterigticas que las presentadas en esta tesis.
c) Maco M. Cddadli, “ On Supersymmetric Solutions of D=4 Gauged
Supergravity” , hep-th/0411153 v2 8feb 2005.
El autor hace una dadficacion de las soluciones supersmétricas a la teoria de
Supergravitacion en cuatro dimensones. El autor plantea una funcion de la

forma[120]
I 2

F =L FFUdt v (g + )

1~ u
4 8 H
llegando a la conclusion de que cuando F es red, entonces las soluciones a la

SUGRA D-4 es puramente magnética con carga
1 ~
Qn=—C
00
y que cuando F es imaginaria las soluciones a la SUGRA D-4 es puramente
eléctrica
Nuevamente podemos notar que las caracteristicas de las soluciones coinciden

con |as que se presentan en esta tes's.

Apendice A
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Relatividad General y Geometria

Riemanniana
A.1 Ecuacion de Campo Librede Einstein

A.1l.1Laecuacion de Palatini

La ecuacion de Pdatini describe la variacion dd tensor de curvatura de Riemann en

funcion de variaciones en la conexion mérica. La derivacion esandar de la ecuacion de
Pdatini en los libros de texto usudes [18,57] es partir un Sstema de coordenadas

geodésicas en donde

G0, (A.1)

Hemos sefidado como . que la iguadldad es vdida sdlo en & sstema de coordenadas de

lageodésica. Aqui, € tensor de Riemann tiene la Siguiente apariencia.

Rscd = ﬂcGZd - ﬂdGEc- (A-Z)

La vaiacion de G, a una nueva conexion G la llamamos dG. =G, - G... Sendo

dG;, ladiferenciaentre dos conexiones, en un tensor detipo (1,2)

dG, =G - G,
ra e f za 2,d
_IXE x® X fer +ﬂx 1°x

KK KTG x? x"°x©
] a-[xfa ﬂxe ﬂXf g N ﬂX'a ﬂZXd 0 (AS)
gﬂxd ﬂx'b qxe ef ﬂxd % bﬂx'ca
3 ﬂx'a ﬂX e ﬂxf g

ﬂXd ﬂx’b ﬂx'c ef *
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Lavariacion dd tensor de Riemann seréa

dR:, =1,dG, - 1,dG, (A4)

Pero sabemos que en € sstema de coordenadas geodésicas, la derivada parcid es la

mismaque la convariante, por lo que

dR2, =N dG, - NG . (AS5)

Esta ecuacion es tensorid porque segin (A.3) dG;. es tensor. Luego, ya que una

ecuacion tensoria es vdida para cudquier sstema de coordenadas, podemos dgar la

notacion - y airmar que, en generd.
dRy = ch Gy - Nddqx: (A.6)

Edta eslaecuacion de Pdatini.
Hubiéramos podido, por supuesto, cacular (A.6) afuerza bruta:

G. ® G- dG. b
Rius ® 1.G + 1.0G, - 1.6, + 1,06, + (G5, + o, ) (G + G )
- (Gr + o) (G +aa) (A7)
= R +1.0G, - GLdb,, + GG,
- 7,05, +GLAGE - GLAE, +O(dP).

Despreciando los términos de orden O(d?) y recordando que la derivada covariante del

(1,2) —tensor dGes
N,dG;, =1,d5 - G,dG, - G,dG), + G, dG,, (A8)

tenemos que, sumando y restando G, dG., a (A.7) obtenemos nuevamente la ecuacion

de Palatini (A.6).
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A.1.2 LaVariacion dela Métricay de su Deter minante

Unavariacion en lamétrica

gab ® gab + dgab’ (Ag)

induce unavariacion en la méricainversa

9" ® g +dg®. (A.10)

Para descubrir la rdacion exigente entre estas variaciones, estudiaremos como
transforma la delta de Kronecker

©=9%g, ® d] +dg’g, +9”dg, +0[d”), (A.12)

dda
pero d? esun tensor constante por 1o que dd? =0, que noslleva hasta
dg® =- g*g*dg,,. (A.12)

Al determinante métrico, por su cuenta, le ocurre lo Sguiente

_W-g 1 Yo
dy-g= —d
gab ab 2'\/_ 1-[ gab g ab*

(A.13)

Y ahora debemos ahondar un poco mas, recordando un poco de dgebra lined. La

inversa g delamétrica ga, puede definirse en términos de cofactores C¥ seglin

ab ba ba_ ab_ ab
g® g(c) gc b C™®=C®=gg A1)

Por otro lado, podemos expandir € determinante métrico por cofactores sobre su
aésima columna
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g =§i 9.,C™. (A.15)
Derivando respecto a gap,
9 _ o =gy (A.16)
por lo quelavariacion de \/_g gueda como
d./- :%ﬁgabdgab. (A.17)
También podemos ver g como funcidn de (g°(x%)) de modo que

1.9 =ﬂ—gﬂi€*§’= 99°7.9- (A.18)
ﬂgab ﬂX

Como estamos usando la conexidn métrica, sabemos que

Ncgab :NCgab :O’ (Alg)

1.9, = chgdb + Gﬁcgad ,

(A.20)
1-[cgab =- Gchdb - decgadi
loquenosllevaa
1.0 =29G., (A.21)
como g es una densidad tensoria de peso 2,
N.g=0. (A.22)
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Por otro lado,

1.4 9=- ﬁﬂcg: J-9G., (A.23)

y COMO 4/- g esunadensidad tensoria de peso 1,

N4Fg=0. (A.24)
A.1.3 Ecuacion de Campo Libre

Partimos de la accion de Eingein,

| = /- gR=¢F°x- gg™R,. (A.25)

Para estudiar |as ecuaciones de movimiento, calculamos lavariacion
ngﬂ(«/- gg"b)Rab+«/- gg™dR, ﬂ (A.26)

Vamos a concentrarnos en @ segundo término de esta ecuacion. Con ayuda de la
ecuacion de Pdatini (A.6), y recordando (A.19, A.24), El segundo término de (A.26) se
modificaen

X\/_gabdRab X\/_gab (chG;b - NbdG‘éa)

. ( [96°dG, - (Tgg*d G'Ea) (A.27)

Como ya hemos viso en (A.3), dG}, es un tensor de tipo (1,2), asi que g*dG, y
g*d@, son ambos vectores contravariantes. Recordemos ahora que S T2 es un vector

contravariante,

N (y-oTe) =1, (y7oT°) +G. (v-aT°) - 18 (Y aT?). (A28

de modo que

N, (v-oT?) =1, (v aT*). (A.29)
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Con esto,

- 9g"dR, = 517, (- 99 0%, 5 - 997GG,)

= 1.t dW

(A.30)

Usando d teorema de Stokes y suponiendo que las variaciones en dT son nulas en la

superficie de integracion W, € segundo término de (A.26) es cero y quedamos con

dl = (‘jj"xd(ﬁgab )Rab

(A.31)
= &1°x(dy" 99+ 9dg™ | R,,,
y le damos ago de utilidad alas expresones (A.12, A.17) parallegar a
dl = @DX?% ’_ gngdgwgab _ ﬁgacgdbdgw gQab
= 1% gg% Rg™ - R gdgcd (A32)

=- (\ijX\/' gG™dg,,,

donde G, =R, - %gabR es d tensor de Eingein. Findmente dl = O nos lleva a la

ecuacion de campo libre
Gap =0 (A.33)

A.2 Métricasconformesy € tensor de Weyl
Se dice que dos métricas ga Y T,, etan relacionadas de manera conforme [18]

0 son conformes entre elas 9 se cumplen que:
O =W, §%=W7? (A.34)

donde W (x) es unafuncién diferenciable no nula

\Veamos como e relacionan |as conexiones de dos métricas conformes:
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oY
Dx
=G +5Wg” (01 (W)+ 0,1 (W) - 0.1, (W)

G W W W ,61,0)

N |-

Gsc gad (ﬂb_gjc +ﬂc_gib - 1-[d g)c)

De manera que la conexion asociada a la métrica g, Se puede expresar en términos de

Jab Y de W(X), como:

Gslc = c;?x: +dcaﬂbW+ %aﬂcw_ gbcgadﬂdw (A35)

donde w® InW(x) . Definiendo las cantidades:

Dsc :d: ﬂxw +q? TLW " e T[aw

(A.36)
Dabc = gacﬂ bW+ gabﬂ cw- gbcﬂ aW
podemos escribir de manera mas sencillalos simbolos de Christoffel de primeray
segunda clase transformados:
G, =W(G,_,.+D
_abc ( abc abc) (A 37)

G =G +D

Seriainteresante ahora estudiar como se relacionan otras cantidades asociadas a
métricas conformes, como la curvatura o € tensor de Ricci. Comencemos con €
determinante métrico:

’l‘alaz ....... aD’l‘ by, ........ I T T ganD :VVZDg (A38)
El tensor de Riemann tiene lasiguiente gpariencia

1
Rabcd :E(ﬂbﬂcgad +ﬂaﬂdgbc - ﬂaﬂcgbd - ﬂbﬂcgad) +

+ 0y (GeadGrfr - G;ng)'

(A.39)
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Transformaremos cada una de sus partes para conseguir R, :

77,9, = 1.7, (Wa,,)
= 1-[a (gcd ZMbW+ Wﬂbgcd)

=1. @NQ (chdﬂbw+ﬂbgcd ) EI
= VVZ (ﬂaﬂbgcd +4gcd ﬂa\NﬂbW+ Zﬂagod 1-[bW+ 21Tbgcdﬂaw-l- chd 1-[aﬂbw)

1 _ _ _ _
E(ﬂbﬂcgad 1900 - 190w - 1.9.04)=

21
V\fZ gi(ﬂbﬂcgad + ﬂaﬂ dgbc + ﬂaﬂcgbd - TLﬂCgaj)

+2(1 oo WM WHG, T Wiw- g, T Wilw- g T i dV\b
+ ﬂbgadﬂ W+ ﬂagbcﬂ aW- ﬂagbdﬂcw- ﬂbgacﬂdw

+ ﬂcgadﬂbw"' ﬂd gbcﬂaw- ﬂc gbdﬂaw_ ﬂd gacﬂbw

+ gadﬂbﬂcw"' gbcﬂaﬂ dW- gbdﬂaﬂcw- gacﬂbﬂdw ]

9.G, G, = W, (G’:d +D2d)(G:1c + Dgc)
:V\/def QG;G& +G, th)c"'DeadGrf;c +DZth:cH

1
O Gead Dbfc = E[ﬂa gcdﬂbw-'-ﬂagbdﬂcw_ gbcﬂagedﬂew

+ 1-[d gcaﬂbw-'-ﬂdgbaﬂcw_ gbcﬂageaﬂew
- 19 ToW- 91,0, TW +09,. 9.9, TW ]

. 1
O DadGl:c = E[ﬂb gacﬂdW+ﬂbgdcﬂaW " Ou ﬂbgecﬂevv

+ ﬂcg abﬂ dW+ ﬂcg cbﬂaw “Ou 1I:g eb ﬂEW
- ﬂa gbcﬂdw- ﬂb gbcﬂaw +gad TLgbc TFW ]

O« D Dti: = 0T wl,w+ g 3w w
+ gbd ﬂa\/\/ﬂCW+ gcdﬂ aV\ﬂ bW
- Zgadﬂbvvﬂcw_ Zgbcﬂawﬂjw-{- O gbcﬂwew
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Insertando todo esto en laexpresidn del tensor de Riemann transformado, obtenemos:
Rt =W BRucq + Gag (T, Tow- GLIw+ Tl
+0,, ('ﬂa'ﬂ W- G w+ T wi dW)
- G (MW~ G T W+ T, W, w)
= G (1w~ G+ v w)
+(GaaGhe ™ Gac oo ) TWIW |

Reconociendo la derivada covariante N Nw= 1.9, w- G, .w, y definiendo d tensor
w,, ° NN .w- N.wN,w nos queda una expresion bastante compacta para € tensor de

teorias transformado:

Ruct = W[ R + GacVMe + i Weg = Do W = g W

e (A.40)
+ (gad gbc- gacgbd )NEV\NGW ] !

podemos cacular e tensor de Ricci transformando R, =g*'R,,,, contrayendo|l (A.40)

con lamétricatransformada:
Eb = Fib_ (D - 2)(Wab +gabNCV\NcW) - gabNCNcVV’ (A-41)
una Ultima contraccion nos lleva d escdar de curvatura transformado:

R=W?gR- 2(D- JN*N,w- (D - 1)(D- 2NN vy (A.42)

A.3 El tensor de Ricci en el ansatz delas p-branas

El ansatz de las p-branas impone fuertes redricciones en la geometria del
espacio tiempo que nos ayudan a resolver @ dstema de ecuaciones de movimiento
(342, 3.43, 3.44) asociadas a la accion generd (3.28). la preservacion de la simetria
(Poincaré)q x SO(D — d) separa naturamente las coordenadas segun (4.1):
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X = (x"y")

M =0,...,D-1
m =0,...,p=d-1’
m =d,..,D-1

y laisotropia de lamétrica se asegura con € ansatz (3.2):

J. =€""h
g = ezs(r)d
Oy = Om =0

donde A y B dependen exclusvamente de la coordenada radia del espacio transverso

r=yd,y"y".
Para resolver las ecuaciones de movimiento, se amplificara la expresén para €
tensor de curvatura de Ricc usando d ansatz anterior. Una vez obtenida la solucion,

estaremos provigtos de las funciones A(r) y B(r) que definen la mérica y tendremos una

expresion cerrada paralostensoresy € escaar de curvatura

A.3.1 Antesdela solucion

Para condruir d tensor de Ricci, usaremos Geometria Riemanniana “clasica’ en vez de
usar viebeins, y la ecuacion de edtructura de Cartan. La conexion métrica se define
Ccomo:
1
G'\NAR :EgMS(ﬂB ar +ﬂR Oy - ﬂs g\IR)' (A43)

y Sus componentes para e ansatz y la separacion de la métrica son:

G, =
Gr =G) =d, A

Gr=0

G =-h, &~P"A A4
Gr=Gr=0

Gr?r :drmﬂnB-l-dnmﬂr B- dnrﬂmB

Para cdcular d tensor de Riemann caculamos primero todos los términos no nulos
posibles de la ecuacion
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RRIARS = 1TRGms - ﬂ DGLAR + GLsGrVIR - GLRG"\FAS' (A45)

Por jemplo las derivadas de la conexion, que no se hacen cero:
167 =dM. T A
1.6}, =h,&"? 1. B1"A- 2 AT"A- 1[T"AY (A.46)
1.6y =d"1.5.B+d".T, B- d,1.1"B,

y las conexiones contraidas:

GG =dT,AT. A
Q.G =-h, e PIAT"A
G, G =-h,d"e* VT ATA
G, G =h, €*® (1, AT'B- 1"Af,B- d'' AT,B) (A.47)
GG =d"(1,A1,B- 1,A1,B- d, TBT.A)
G,G. =2d"1 BY, B+ 1, BT _B+d, BY B
- d,1,B1°B- d,1,BI*B- d,,d"°B,B.

Con edtas piezas a'rmamos todos | os componentes del tensor de curvatura de Riemann:

F\)/Td =(h, dum -hy d’ )eZ(A-B)ﬂe AT.A

R/nr]d :R/Er :O
Re = Rra =0

-R" =R", =d"(1,AT,B+1,AT,B- d.f°BI.A
- 1,ATLA- 1,7.A
R = Ria =0
“Ri, =Rl =h, € O (1, AT'A+ 11" A+ ;T AT, B
- 1,BTFA- 1,AT°B)
R =Rya =0
Ryq =Re =0
R, =d(f,BY,B- 1.1,B- d°BY,B)
- d*(1,BT,B- 1,9,B dY°EY.B)
+d,(1°B1.B- TF1.B)
- d,(1°BY,B- T1,B). (A.48)
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Para conseguir @ tensor de Ricci basta contragr las componentes del de Riemann
Ry =R tomando en cuenta que cuando contraemos deltas, contamos las
dimensiones de |os subespacios seguin:
=d "qw =D, (A.49)
d?=D- df

de este modo d tensor de Ricci tiene componentes:
Ro =R, =
R~ Rav + Re
=-h, e ®(dI.ATA+ 1T A+ d% AT B)
Ry = Riw+ R (A.50)
=d(f,Af,B+1,Af.B- d.J°BI A
=-TLATLA- T1.A)
+ d/eﬂaBﬂbB- 1-[aﬂb B- dabﬂcBﬂc B)
- d,1.B

Findmente podemos aprovechar la isotropia para convertir las derivadas en

derivadas respecto a la coordenada radial (4.9, 4.10, 4.11), y asi smplificar la apariencia

dd tensor.
R, =-h_g*® 2Aan+ d(A) +d?/ lA+<%\Bu (A.51)
e a
é 2, 2&/ o1 d
Ry =- 0, 88"+ dfB) +
e 1
i %[dﬂ "~ §B)?- g/OB'- 20A'B’ (A.52)

+dA"+d(A) - S AT
r

A.3.2 Después de la solucion

Una vez resudtas las ecuaciones de movimiento para € ansatz consderado,
obtenemos las funciones A(r) y B(r) (4.75, 4.76) que estaban indeterminadas en la
métrica origind.:
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B 28 & ku
A0 555 g g

B(r) =22 |n§1+£f3.
D(D - 2) rH

Con esto pudiéramos resolver las expresiones para @ tensor de Riemann, la curvatura de
Ricci y escdar de curvatura en términos de su dependencia funciond en r con los
respectivos parametros libres. No obstante, € haber resuelto campos y fuentes como f y
S nos dSrve para no redizar otra vez € cdculo desde € principio y ahorrarnos mucho
trabgo.

Comencemos pues por las componentes espaciales del tensor de Ricci (A.51),

R, =-h_&"® A¢+G/T1A+A(dA+8B’)u (A.53)

é

El ditimo término se anula por la condicion de linedidad (4.41) y d resto corresponde
a término acoplado alafuente (4.58), por lo que:

0
R, =-h &" B>i82. (A.54)
2(D- 2
Pero S esproporciona af seglin (4.63), y d dilaton f estaresueto en (4.72), luego,
"8 REe T el ¢ U
a8 & rt g (A.55)
2 7

_ ku
- 2&%2? _aH

donde se ha gprovechado la relacion (4.79) que define d parametro | . Por otro lado

gracias alas soluciones para A(r) y B(r) antes citadas, tenemos que

o7 & ko
L&

. 5 kuo u
2(A-B) — —
e —gl = _§1+r q (A.56)
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Insertando las ecuaciones anteriores en las componentes espaciades del tensor de Ricai,

tenemos

_ ¢ 12 & Kirs2
RW—'h”"z(D-z)rzwgl . (o7

Seguimos € mismo procedimiento en @ caso de las componentes transversss. la
linedidad (4.41), la rdacion entre A" y T~ (4.61) y la rlacion entre f y S (4.63) nos
dicen

é d dd%1 u yy d(D
= - A A _ A 7 _ mJn
R = e $ dr 0 d

d yy dd
2(D-2) 17 D(D-2)

2wy

s? (A.58)

oOoOC\C

m dy,y,0 d 1t ko
& D r2 ;(D-Z) rzd(u»z cY

0’
0

a o
En

Para obtener & escdar de Ricci R=g"“R,, , contraemos con los componentes

inversos de lamétrica (4.80):

d 12 & kppoo
"R, =- O™ gl"‘fgoﬁ

0 A N _
. dde guﬁd_a o3 (A.59)
r

y andlogamente con |a parte transversa,

4d

e d6 d 1% ¢ kudod’
mn - D_d - — R . A6O
g"R,, gz( ) Dﬂ(D_Z)rzdng &H ( )

Sumando, se llega findmente d escdar de curvatura:

4d

_ D-d¥ 1?2 & kibog’
“5(5- ) 1 §+7H _ (A.61)
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Apendice B

Glosario

Agujero negro.- Tedricamente, cuerpo extremadamente compacto con una fuerza
gravitatoria muy grande. Las variedades propuestas incluyen los miniagujeros negros o
primordides , objetos de bga masa procedentes de los inicios dd universo; agujeros
negros nedianos o0 estdares, que se forman a patir de los nicleos de edrelas muy
antiguss y madvas, y agujeros negros supermasivos, equivaentes en masa a vaios

cientos de millones de estrellas y Stuados en  centro de las gdaxias.
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Algebra de Grassmann.- Llamada también &dgebra exterior, es un dgebra
aociativa unitd K generado por un conjunto S conforme a la rdacion cx+xc =0
para cudquier c, X en S. Eda definicion dice que los generadores son cantidades
anticonmutativas y debe ser modificada en caso de que K tenga caracteristica 2.

La congtruccion de td dgebra es la misma congtruccion del producto cufia se toma d €
espacio vectorid V que tiene S como base, y la suma directa de todas las potencias
exteriores de V, usando d producto cufia en cada parte graduada. S S es finito de
cadinad n, d &dgebra de Grassmann tiene como base un producto cufia por cada
subconjunto de S, y cada producto compuesto de cuiias de edementos de S con
repeticiones seiguaa a cero.

Algebra de Clifford.-Exige en un espacio ortogond de n dimensiones finitas
C =R"4, de signatura {0,q), existe un agebra asociada red, A=R,,, con unidad | que

contiene formas isonorfas de R y X como subespacios lineales de forma td que, para

todo x en X

2 _

X" =-XX.

S d dgebra se genera como anillo por las copias de R y X, o equivaentemente como

un agebra rea por {I} y X entonces se dice que A es un dgebra geométrica de
Clifford de X.

Anomalias.- Son términos o magnitudes fisicas que aparecen dentro de la verson
cuantica de una teoria, y cuya exigencia impide que se cumplan ciertas leyes de
conservacion o Smetria.

Ansatz.- Pdabra de origen Alemédn que significa “ Nos dgjan asumir que las cosas

sean como ..". En d lenguge fisco, es una suposicion razonable que se hace para
smplificar o dar solucién aun problema.

Aplicacion abierta.- Una funcion de un espacio a otro es abierta § la imagen de
cuaquier abierto es abierta.

AXIONES.- Supuesta particula eemental que podria ser gran parte de la materia oscura
que dominaen € universo.

BosOn.- Particula elementa con espin entero, es decir , una particula que obedece la

estadistica de Bose-Eingan.
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Bosdn gauge.- Bosin vectorid de espin uno que hace de intermediaio de las
interacciones gobernadas por teorias gauge. Ejemplos de bosones gauge son los fotones
en dectrodindmica cuantica, los gluones en cromodindmica cuantica y los bosones W y
Z en e modeo de Weinberg-Sdam.

Boson de Higgs.- Particula de espin cero con masa no nula, predicha por Peter Higgs
gue existe en cietas teorias gauge, en paticular en la teoria dectrodébil.Seria la
responsable de dotar de masa a resto de bosones y fermiones fundamentdes d
acoplarse a dlos por medio dd Mecanismo de Higgs. El boson de Higgs alin no ha sdo
encontrado, pero se piensa que se encontrard con aceleradores mayores en los proximos
anos, especidmente después de que otras predicciones de la teoria, incluyendo los
bosones W y Z, hayan sdo confirmadas, aunque se ha establecido un limite inferior a su

masa de 117GeV/c?.,

Brana.- Es un ente fisco locdizado en una region finita de espacio-tiempo; poseen
mesa, la cud esti relacionada con su energia por unidad de volumen: poseen carga,
llamada carga de  Ramond-Ramond. Son objetos extensos que aparecen en la teoria de
cuerdas. Una Xbrana es una cuerda, una 2brana una membrana, una 3-brana tiene tres
dimensiones extensas, etc. En términos més generdes, una p-brana tiene p dimensones
espaciaes.

Carga central.- Es un operador bosdnico en una teoria cudntica @ cual conmuta con
todo operador pero puede ser obtenido por conmutacion con otros operadores.En la
teoria de campo superdimétrica en agunos casos d super dgebra de Poincaré admite
extenson centrd. El valor del demento centrd en un estado cuéntico es la carga centra

de ettado. El operador cuantico € cuad corresponde ad demento centra es tambien
llamado carga centrd.

Chiral o quiral.- Dicese de cuaquier objeto que es diferente a otro objeto cuya
forma es la imagen reflgada en un espgo del primero. Chirdidad es una asmetria entre
izquierda y derecha para femiones. S exise aguirdidad, mediante rotaciones y
tradaciones se puede superponer un objeto sobre otro, entonces existe una Smetria ante
reflexiones y se dice que existe una sSmetria de paridad, es decir ambos objetos,
imégenes especulares uno dd otro, son iguaes.

Clase de Chern.- es una invaiante topoldgica asociada a una estructura

diferenciable sobre una variedad andlitica complga
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Clase caracteristica.- Sea G un grupo, y para un espacio topoldgico X, escribase
bs(x) para d conjunto de las dases de isomorfismo de Gfibrados principdes. Esto es
un funtor de Top a Set, enviando una funcidon f ala operacion f del pullback. Una clase
caracteristica ¢ de Gfibrados principaes es entonces una transformacion natura de bg a
un funtor H* de cohomol ogfa, visto también como funtor a Set.

Es decir deseamos asociar a cuaquier Gfibrado principa P 0 X un demento c¢(P) en H

*X) td que, § f: YO X es una funcion continua, entonces c(f* P) = f* ¢(P). A la

izquierda esta la clase dd pullback de P a Y; a la derecha esté la imagen de la clase de P
bgo lafuncion inducida en cohomologia

Conexion.- En geometria diferencia, la conexion es una manera de especificar la
diferenciacion covariante en una variedad diferencisble. La teoria de conexiones
conduce a los invariantes de curvatura (véase también tensor de curvatura), y la torson.
Esto s golica a los fibrados tangentes, hay conexiones més generdes, en geometria
diferencid: una conexion puede referirse a una conexion en cudquier fibrado vectorid
0 aunaconexion en un fibrado principd.

En un acercamiento particular, una conexion es una 1-forma a vaores en un agebra de
Lie que es un multiplo de la diferencia entre la derivada covariante y la derivada parcid
ordinaria Es decir, la derivada parcid no es una nocion intrinseca en una variedad
diferenciable: una conexion corrige € concepto y permite la discuson en términos
geométricos. Las conexiones dan lugar aun transporte paraeo.

Conexion de Cartan.- En matemdicas, la conexion de Cartan en geometria
diferencid es una generdizacion amplia dd concepto de la conexion, basado en una
comprension del papel del grupo afin en @ acercamiento usud. Fue desarrollado por
Elie Catan . Catan reformulé la geometria diferencia riemanniana, pero no solamente
para dichas variedades diferencides, sno que hizo la teoria para una variedad
diferenciable arbitraria, incluyendo las variedades diferenciales dadas por los grupos de
Lie. Egtro estaba en términos de marcos moviles como reformulacion dterndtiva de la
relatividad generd. El formdismo de Catan es un acercamiento dterndivo a la
derivada covariate y la curvatura, con las formas diferencides. Puede también ser
entendido en términos de fibrado de bases y permite generaizaciones como fibrado de
espinores.

Compactificacion.-Es @ mecanismo por & cuad se pueden obtener teorias de

supercuerdas en espacio-tiempos de cuatro dimensiones, mediante € proceso de
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compactificacion las sds dimendones adiciondes s enmrollan en una topologia
compacta, de tamafio tan pequefio que resultainobservable alas energias accesibles
expaimentadmente. En d mismo proceso es poshble romper pacidmente la
supersmetria dd sistema, resultando en model os mas gustados d mundo redl.

Coset.- Se ddfine cost de H, a una digribucion involutiva tangente a las
subvariedades inmersas. Siendo H un sub grupo de Lieinmerso en un grupo de Lie.

Cuerda heterética.- Es una mezcla peculiar (hibrido) de la cuerda bosonica y de la
supercuerda(el  adjetivo heterético viene de la paabra griega heterosis).La cuerda
heterdtica debe ser una cuerda cerrada, por que no es posible definir ninguna condicion
de contorno que relacione las exitaciones de desplazamiento izquierdo y derecho.

Cuerda abierta.- Es un objeto fundamental unidimensiond en la teoria de cuerdas
que tiene dos extremos, y por lo tanto es topolGgicamente equivaente a un intervao de
rectaTa cuerde puede gecutar uno uno deinfinitamente muchos patrones vibratorios,
En dgunos casos, la vibracion de bga energia se identifica con un taquion, y puede
experimentar condensacion de tagquiones.

Cuerda cerrada.-Es un objeto fundamental unidimensiond en la teoria de cuerdas
gue no tiene extremaos, y por lo tanto es topoldgicamente equivaente a un circulo. Td
cuerda cerrada puede gecutar uno de infitamente muchos patrones vibratorios. Uno de
dlosidentifica sempre lacuerda con d graviton.

Dualidad T .- La dualidad T es una simetria de la teoria de cuerdas, rdacionando la
teoria de cuerdas del tipo I1A y de tipo IIB, y las dos teorias de cuerdas heterdticas. las
transformaciones de la dudidad T actUan en los espacios en los cuaes por |o menos una
direccidn tiene la topologia de un circulo. Bgo la transformacion, € radio R de esa
direccion cambiarda a 1R, y los estados "envudtos' de la cuerda seran intercambiados
por los estados de la cuerda de gran momento en lateoriadud.

Espacio cociente.- S X e Y son espaciosy f: X 0 Y es cudauier funcion, € espacio
cociente sobre Y inducido por f es la topologia menos fina para la que f es continua. El
gemplo mas comun de este espacio es @ que se consigue con una relacion de
equivaenciaen X, siendo Y d conjunto delasy f la gplicacion proyeccion naturd.

Forma diferencial.- En geometria diferencid, una forma diferencid de grado k es

una seccion diferenciable de la k-ésma potencia exterior del fibrado cotangente de la
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variedad. En cudquier punto p en una variedad, una Kk-forma da una fundon multilined
desde la potencia cartesana k-ésmadd espacio tangenteen p aR.

Por gemplo, € diferencid de una funcion diferenciable en una variedad (una O-forma)
es una 1-forma. El de 1-forma (forma de Pfaff) es un concepto basico particularmente
Util en @ tratamiento libre de coordenadas de los tensores. En este contexto, pueden ser
definidas como funciones linedes a vdores redes de vectores, y pueden ser
consderados como generando @ espacio dua con respecto a espacio vectorid de los
vectores que se definen encima. Un vigo nombre para Xformas en este contexto & de
"vectores covariantes'.

Fibrado.- En mateméticas, en particular topologia, un fibrado es una funcion continua
auryectiva, 0 de un espacio topologico E a otro espacio topoldgico B, satisfaciendo otra
condicion que lo hace de una forma particularmente smple locamente. Introduciendo
otro espacio topolégico F, utilizamos la funcion de proyeccion de B x F O B como
modelo. Por gemplo en & caso de un fibrado vectoria, F es un espacio vectoria sobre
los nUmeros regles.

Diciéndolo més formamente, para cudquier x en B, hay una vecindad Uy tales que &
}(Uy) es homeomdrfico a U x F, de una manera tal que & transporta a la proyeccion
sobre @ primer factor. B 2 llama d espacio de base de fibradoy E € espacio totd, y
para cudquier x | B, la preimagende x, 8 (x) se llamalafibraen x y lafundén & se
llamalafuncién de proyeccion.

Fibrado tangente.- En matemédticas, € fibrado tangente de una variedad es la union
de todos | 0s espaci os tangente en cada punto de la variedad.

Fibrado trivial.- Cada funcion de proyeccion natura p: Bx F O B es un fibrado.

Los fibrados como éstos se llaman los fibrados trivides Un gemplo estandar,
locdmente trivid pero no (globadmente) trivid es la Banda de Mdbius como E, en la
cud B se puede tomar como un circulo y F un segmento de linea. La torcedura en la
cinta es evidente s0lo globdmente, mientras que locamente la edtructura de la cinta
define la topologia Cada fibrado vectoria es un fibrado; aqui F es un espacio vectoria
sobre los nimeros redes. Par cdificar como fibrado vectorid, las transiciones que
relacionan las vecindades locdmente trividizables tendran que ser linedes también.
Cada funcion cobertora es un fibrado; agqui € espacio fibraF es discreto.

Gauge, teoria.- Cudquiera de las teorias cuénticas de campos creadas para explicar

las interacciones fundamentaes. Una teoria gauge requiere un grupo de simetria para
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los campos y los potencides. En € caso de la dectrodinamica, € grupo es abdiano,
mientras que las teorias gauge para las interacciones fuertes y débiles utilizan grupos no
abelianos. Las teorias gauge no abelianas son conocidas como teorias de Y ang-Mills.

| nstantOn.- Es un objeto clasico con una interpretacion mecanico-cudntica. No se le
considera particula, Sno transicion entre dos estados de un sstema, una manifestacion
del fendmeno conocido como efecto tlnd. Es un solitdn que se presenta como objeto
confinado, no solo en una region definida dd espacio, Sno también en un ingante de
tiempo.

Solitén.- Son ondas o perturbaciones no linedles que pueden propagarse sin perder
energia 0 sn digparse, y mantienen su tamafio y forma, incluso luego de colisonar
entre 9, permaneciendo estables por mucho tiempo, aun bgo una gran variedad de
condiciones.

Supermembranas, oria de .-Teoria unificada de las interaaciones fundamentales
que incorpora supersmetria, en la que las entidades basicas son objetos extensos
bidimensondes. Se piensa que tienen la misma escda de longitud que las supercuerdas
10%°m

Supersimetria.- Simetria que puede ser aplicada a las particulas dementales con d

fin de trandformar un boson en un fernidn  y viceversa. En las teorias superamétricas
més smoles, cada bosdn tiene un compafiero fermidnico y cada fermidon tiene un
compafiero bosonico.

Tensor de curvatura.- En geometria diferencid, @ tensor de curvatura es una de las
nociones més importantes, generdiza la Curvatura de Gauss a dimensones mas dtas.
La geomdria infinitesmd de las variedades de Riemann con dimensgdnd 3 es

demasado complicada como para describirla por un nimero en un punto dado.
Riemann introdujo una manera de describirla con un "pequefio monstruo de' tensor.
Nociones smilares han encontrado usos por todas partes en geometria diferencial.

Lo qué sgue es una descripcion de este tensor; asume que d lector esta familiarizado
con la curvatura de Gauss. Los aticulos conexion de Cartan y derivada covariante
contienen dos maneras distintas de introducir y de cacular € tensor de curvatura.

Teoria M.- La Teoria M es una de las candidatas a convertirse en la Teoria de Todo'.

Tiene su origen en la Teoria de las cuerdas segun la cua todas las particulas son en
redidad diminutas cuerdas que vibran a cierta frecuencia y nosotros vivimos en un

universo vibrando a cierta frecuencia, 1o cud requiere 11 dimensiones.
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La teoria M es una solucion propuesta para la desconocida teoria de todo, la cua
combina las 5 teorias de las supercuerdas y supergravedad en 11 dimensiones. De
acuerdo con @ Dr. Edward Witten, quién propuso la teoria, herramientas mateméticas,
muchas de las cudes aln tienen que s inventadas, son necesarias para un totd
entendimiento delamisma

Témino topoldgico.- En teoria désica de campos, un término  topoldgico es un
término en d lagrangiano € cud es locamente una forma diferencid representando una
clase cohomologica secundaria. Un gemplo en teorias gauge es un término de Chernt
Smons.

Variedad.-Una variedad es @ objeto geométrico esténdar en maemdica, que
generdiza la nocion intuitiva de superficie a cudquier dimensdn y sobre cuerpos
variados (y no forzosamente @ de los redes); exigte en diversas vaiantes utilizadas
seglin @ dominio particular considerado.

Variedad algebraica- son curvas o supeficies definidas como raices de

polinomios de varias variables generdmente complgas.

Variedad de Calabi-Yau.- En mateméticas, una variedad de Calabi-Yau es una
variedad de Kahler compacta con una primera clase de Chern nula El maemético
Eugenio Cdabi conjeturé en 1957 que tades variedades admiten una métrica "Ricd-flat”
(una en cada clase de Kéhler), esta conjetura fue probada por Shing-Tung Yau en 1977
y devino d teorema de Yau. Por lo tanto, una variedad de Caabi-Yau se puede también
definir como variedad Ricci-plana compacta de Kéhler.

Es también posble definir una variedad de Cdabi-Yau como variedad con una
holonomia SU(n). Otra condicion equivdente es que la variedad admite una (n, 0)-
forma holomérfica globa nuncanula

En una dimensdn conplga, los Unicos gemplos son familia de toros. Obsérvese que la
mérica Riccd-plana en € toro es redmente una métrica plana, de modo que la
holonomia es € grupo trivid que es isomorfo a SU(1). En dos dimensiones complgjas,
el toro T y las variedades K3 proveen los tnicos eiemplos. T se excluye a veces de la
clasficacion de ser un Cdabi-Yau, pues su holonomia (otra vez € grupo trivid) es un
subgrupo propio de SU(2), en vez de ser isomorfo a SU(2). Por otra parte, € grupo
holonomia de K3 es d SU(2) pleno, asi que puede correctamente ser Ilamado un Caabi-

Yau en 2 dimensones. En tres dimensones complgas, la cladficacion de los Cdabi-
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Yau posbles es un problema abierto. Un gemplo de Caabi-Yau 3 dimensond es €
quintico en CP*,

Los variedades de Calabi-Yau son importantes en teoria de supercuerdas. En los
modelos de supercuerdas més convenciondes, diez dimensones conjeturdes en teoria
de cuerdas se suponen devenir las cuatro de las cudes estamos enterados, llevando una
cierta clase de fibrado con dimenson sais de la fibra Compactificacion en variedades
de Caabi-Yau son importantes porque dgjan dgo de la supersmetria origind intacta
Mas exactamente, la compactificacion en un Cdabi-Yau de tres dimensones (la
dimensidn red es 6) dejaun cuarto de la supersmetria origina intacta.

Variedad diferencial.- son supeficies lisas (sn puntos angulosos) y generdmente
redes, donde se pueden definir en cuadquier punto vectores (0 planos) tangentes, estén
utilizadas por la teoria de los grupos de Lie, por € cdculo diferencid sobre los espacios
topol 6gicos més generdes (que e utilizan en mecanica, por g emplo).

Vielvaein.- Teoria especid para una variedad diferencisble  que cubre todas las
dimensones. Se golica a la métrica de cudquier signatura. En cuaquier dimensién, para
una pseudo geometria de Riemann, esta teoria de la conexidon de Cartan es un método

dternativo en geometria diferencid.
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