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RESUMEN

Estabilidad de Materiales Parcialmente Viscoelasticos
Alarcon Solis Justo Alejandro

Setiembre, 2013

Asesor :  Dra. Maria Zegarra Garay.

Titulo Obtenido : Licenciado en Matematicas.

En el presente trabajo, estudiamos el problema de transmisién de una viga viscoelastica
con viscosidad del tipo Kelvin Voight. Esto es, estudiamos las oscilaciones de una viga
compuesta de dos tipos de materiales. Una parte simplemente elastica, que obedece la ley
de Hook, y la otra componente constituida de un material viscoso.

Estudiamos la buena colocacion de este problema, esto es, usando la teoria de semigru-
pos, mostramos la existencia, unicidad y regularidad del modelo matematico. Finalmente,
demostramos que las soluciones de este modelo decaen polinomialmente para cero. El método
que usamos para probar este resultado es basado también en la Teoria de semigrupos y en

un resultado reciente debido a Borichev y Tomilov.

Palabras Clave:

Semigrupos.
Espacios de Sobolev.
Problema de Cauchy.

Estabilidad Polinomial.
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ABSTRACT

Stability of Partially Viscoelastic Materials
Alarcén Solis Justo Alejandro

September, 2013

Adviser . Dra. Maria Zegarra Garay.
Obtained Title : Degree in Mathematics.

In this paper we study the transmission problem of a viscoelastic beam with viscosity
of Kelvin Voight type. That is to say, we study the oscilations of a beam composed by two
differents types of materials. One of its components is just an elastic part that follows the
Hook law and the other component is a viscous material. We prove the well possedness,
that is, using the semigroup theory we show the existence, uniqueness and regularity of the
corresponding mathematica model. Finally we show that the solution decays polynomially
to zero. The method we use to show the decay is based on the semigroup theory and the

Borichev-Tomilov theorem.

Keywords:

Semigroups.
Sobolev Spaces.
Cauchy Problem.

Polinomial Stability.

VII



Indice general

Introduccién

1. Preliminares
1.1. Los Espacios LP(€) . . . . . . . . ..
1.2. Espacios de Distribuciones . . . . . . . . . ... ... L
1.3. Espacios de Sobolev . . . . . . . . ...
1.4. Aplicaciones Lineales . . . . . . . . . .. ...
1.5. Formas Lineales y Dualidad . . . . . .. ... ... ... ... .. ...

1.6. Operadores Lineales . . . . . . . . . . ... . ... ...

2. Semigrupos
2.1, Semigrupos . . . ...
2.2. Teorema de Lummer Phillips. . . . . . ... ... ... ... ... ...
2.3. Estabilidad Exponencial . . . . . . ... ... oL
2.4. Estabilidad Polinomial . . . . . . .. ... ... . o 0

3. Existencia de Soluciones
4. Decaimiento Polinomial

Bibliografia

VIII

© O Ot

19
19
21
32
32

34

47

56



Introduccion

En este trabajo estudiaremos las oscilaciones de un material parcialmente viscoelasti-
co, es decir un componente del material es viscoso y el otro componente es simplemente

elastico, el siguiente grafico muestra este material.

Parte Viscoeldstica Parte Eléstica

u(z) v(x)

|
T "
0

-

Note que el material pasa de viscoso para simplemente elastico, por tanto en las leyes
constitutivas, aparecen coeficientes discontinuos. Esto es, si definimos por p la densidad de

la viga, del gréfico concluimos,

P T e] - L7 O[
ple) =
p2 T 6]0, L[
Donde p; # p2. De forma andloga para los coeficientes de elasticidad
k1 x €] —L,0]
kg x €]0, L[

r(e) =

El problema consiste en encontrar la funciéon U que define las oscilaciones de la viga, que

estd definida como



Este tipo de problema es llamado de, problema de transmision. El presente trabajo de
tesis consiste en mostrar la buena colocaciéon del problema, es decir, probar la existencia,
unicidad y regularidad de la solucién U del modelo. Note que esta funcién esté bien definida
por las funciones u y v definidas anteriormente. Por simplicidad en la notacién identificaremos
a la funcién U a través de un par ordenado (u, v), haremos esto para formular este problema
de una forma mas compacta.

Posteriormente, estudiaremos el comportamiento asintético de la solucién del problema,
esto es, queremos saber como se comporta la soluciéon del modelo propuesto cuando t es

grande. En otros términos, estamos interesados en el siguiente limite,

lim (u(x,t),v(z,t)) = (0,0)

t—o0
Desde el punto de vista fisico, sabemos que si una viga esta oscilando y no existen fuerzas
externas que perturben sus oscilaciones, esta viga debe parar de oscilar. Aqui nuestro pro-
blema es saber que tan rapido la viga para de oscilar. En el ultimo capitulo de esta tesis
probaremos que la solucién va para cero como la funcién t=2. Més precisamente probaremos
que la solucién verifica

luC Ol + (0] < C

Esto es, mostraremos que las oslaciones se estabilizan polinomialmente, con tasas que de-
penden de la regularidad de los datos iniciales.

El modelo que describe las oscilaciones de una viga de dos componentes es el siguiente,

PrUss — K1Uze — KoUzge = 0 en | — 1L, 0[x]0, 00|

PV — k3, =0 en ]0,L[x]0,+oo|
donde u describe las oscilaciones en la primera parte de la viga y v describe las oscilaciones
en la segunda parte de la viga.

En este trabajo consideraremos las condiciones de contorno del Tipo Dirichlet
u(—L,t)=0 , v(L,t)=0 , t>0.

Las condiciones de transmisién estan dadas por

uw(0,t) =v(0,t) , kiug(0,t) + koug(0,t) = k3v.(0,t)

2



y finalmente las condiciones iniciales
u(z,0) = ug(x) , w(z,0) =u(x) en |—L,0[

v(z,0) = vo(z) , ve(x,0) =vi(z) en ]0,L]

El objetivo es probar la existencia de la solucién (u,v) de nuestro sistema. Para esto utiliza-
mos el método de semigrupos. Para probar el decaimiento polinomial, discutido anteriormen-
te, usaremos el Teorema de Borichev y Tomilov, que caracteriza el decaimiento polinomial

del semigrupo.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo introduciremos algunos espacios y enunciaremos algunas definiciones

y teoremas que usaremos en los siguientes capitulos.

1.1. Los Espacios LF(Q2)

Sea €2 C R™ un abierto de R” y p un numero real tal que 1 < p < +00. Se denota por
LP(Q2) el espacio de Banach de clases de funciones medibles u, definidas en Q, u : Q — R,

tales que |u|” es lebesgue integrable en 2, esto es,

LP(Q) = {u : Q — R; medible tal que / |ul? dz < oo}
Q

1/p
el = ( / |u<x>\pdm)

Este espacio vectorial es un espacio completo. Cuando p = 2, L?(£2) es un espacio de Hilbert

y norma

y denotamos por (,) el producto interno en L?(2), i.e.:

(u,v) = /Qu(:v)v(:r)dx, Yu,v € L*(Q)

y norma

el = ulagqy = / w@)fde,  Vue I3(Q)



En el caso p = 400, L>(Q) es el espacio de Banach formado por todas las funciones u

esencialmente acotadas en 2
L>(Q) ={u: Q — R; medible tal que |u(z)| < C q.s.enQ}
con la norma

||U||Loo(n) = sup ess |u(x)]
HISY)

L>(2) es un espacio de Banach, esto es, un espacio normado y completo.

Teorema 1.1.1 (Desigualdad de Young) Si a y b son nimeros reales no negativos, entonces

a? bl
ab< —+ —
p q
donde
1 1
1<p,qg<+o0 Y -+-=1
p g
DEMOSTRACION.-  Ver [1] en las referencias bibliograficas. |

Lema 1.1.1 (Desigualdad de Hélder) Sean u € LY(Q), v € LP(Q) con 1 < p,p/ < o0 y
i + ]% = 1. Entonces wv € L'(Q) y

/Q () v(@)| dz < [lullp o]l

DEMOSTRACION.-  Ver [1] en las referencias bibliograficas. N

1.2. Espacios de Distribuciones

n
Sea o = (1,9, ...,q) € N x = (21,29, ...,7,) € R", |a| = > a; y se denota por
i=1
D% el operador derivada de orden «, definido por

olal
091992 . o

Tn

Da

Cuando o = (0,0,0,...,0) se define D := w.
Consideremos el espacio de las funciones infinitamente diferenciables y con soporte com-

pacto en (), este espacio es denotado como
Co(Q)

5



Vamos dotar a este espacio de una topologia, esta topologia estaria definida a través de
la siguiente nocién de convergencia. Diremos que una sucesién de funciones ¢, € C§°(Q)

converge para ¢ si verifica las siguientes condiciones

(i) El soporte de ¢, estd contenido en un compacto fijo K de €.
(ii) Para todo o = (v, g, ..., ) € N™ si verifica

D%¢, — D% uniformemente sobre K.

El espacio C§°(€2) unido a la convergencia definida anteriormente, serd denominado es-

pacio de funciones de prueba y serd denotado como D(f2).

Definicién 1.2.1 Diremos que la aplicacion T : D(Q) — R, es una distribucion sobre ), si
T es una aplicacion lineal y continua en D(Q2). Esto es, si ¢, converge segun la nocién de

convergencia anterior entonces

T(p,) — T(¢), en R.

1.3. Espacios de Sobolev

Con estas notaciones se define el espacio

WmP(Q)={ue LP (), Du e LP(Q), V]a| < m en el sentido distribucional }

Sea la norma

falr, = 3 / D% (2)]" da

laf<m
Con esta norma, W™P(Q)) es un espacio de Banach. El espacio W™P?(Q2) es llamado el
espacio de Sobolev de orden m. También se define el espacio de Banach W;"*(2) como la
cerradura de C§° (€2) en el espacio W™P (Q), es decir

m, oo AR (V)
Wo p(Q) = C'0 (Q)



Observacién 1.3.1 La cerradura del espacio C$° () con relacidn a la norma de WP ()
estd caracterizada como el conjunto de todos los elementos de WP (Q) que tienen trazo nulo,

esto es

WyP(Q) = {weW"(Q); w(x)=0, zed}
0) denota la frontera de ). De forma andloga cuando
WeP(Q) = {fweW"(Q); w(x)=0, Dw(z)=0, €09, |of=1}
y cuando m = 3 el espacio es dado por
WP (Q) = {w e W(Q); w(x) =0, Dw(x) =0, v€0Q, |a]=2.}
En general tendremos que
WP (Q) = {w e W'(Q); w(z) =0, D*w(z)=0, z€9Q, |a]=m—1.}

Cuando p = 2, WW™2(Q) es representado por H™ (2), donde este espacio es un espacio

de Hilbert con producto interno

S /Q D*u () D% (2)dx

(U, /U)m,Z =
la|<m

y norma

ful, = 3 / D% (2) da

lal<m

Andlogamente el espacio Wy"*(Q2) es denotado como HZ'(Q).

Teorema 1.3.2 (Desigualdad de Poincaré) Sea Q un abierto acotado en R™ , u € Wy (1)

entonces existe una constante C' > 0 tal que
Jull p, < CIVull, 1<p<+o00

DEMOSTRACION.-  Ver [2] en las referencias bibliograficas. |



Observacién 1.3.3 Sea 2 C R™ un abierto limitado de R™, supongamos que su frontera 0S)

estd dividida en dos partes

0N =Ty Uly

La desigualdad de Poincaré, es vdlida también cuando la funcion u se anula apenas en una

parte abierta de Q, esto es, si u € W'P(Q), es tal que u(z) =0 para x € Ty.

Observacion 1.3.4 La desigualdad de Poincaré es también vdlida cuando 2 C R™ es un

abierto limitado apenas en una direccion.

Asi tenemos la siguiente cadena de inyecciones continuas y densas

D'(Q) C HY () C L*(Q) = (L*(Q)) c H(Q) c D' (Q)

donde D'(§2) representa el espacio de las distribuciones sobre €.

Teorema 1.3.5 El espacio WP es un espacio de Banach para 1 < p < co. El espacio
WP es reflexivo para p > 1 y separable para p > 1. El espacio H' es un espacio de Hilbert

separable.
DEMOSTRACION.-  Ver [2] en las referencias bibliograficas. |

Teorema 1.3.6 Sea I un conjunto abierto, no vacio en R. Sea ueL? (I) y supongamos que

/uwdm =0,Vw e C5° (1)
I

Entonces u(x) =0 ctpenl
DEMOSTRACION.-  Ver [6] en las referencias bibliograficas. N

Corolario 1.3.1 (Derivacion de un producto) Sean f,g € W' (I) con 1 < p < oo .Enton-
ces fge WhP (I) y
(f9) = f'g+fd

Ademds se verifica la formula de integracion por partes
b b
| o= 109 - f@gta) - [ f9 vabel
DEMOSTRACION.-  Ver [2] en las referencias bibliograficas. N
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1.4. Aplicaciones Lineales

Sean F'y F espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo K (es decir, los espacios vectoriales

son ambos reales o ambos complejos).
Definicién 1.4.1 Una aplicacion f: E — F se dice que es lineal, si

(a) f es aditiva
fle+y) = f@)+ fly) Vo,y e E

(b) f es homogénea
f(x)=Af(x), VA escalar,Yx € E

Evidentemente la aplicacion f : E — F es lineal si y solo si,
Az +py) = Af(@) + pf(y)
para cualesquiera sean los escalares \ y u los vectores z e y en E.

Definicién 1.4.2 Si E y F son espacios vectoriales normados sobre K cuerpo yT : E — F

es una aplicacion lineal, diremos que T es continua en un vector uy € E, st dado € > 0

existe § > 0 tal que
| Tu — Tugl|| < e, siempre que |ju—up|| <9
Diremos que T es continua en E, st T es continua en cada punto de E.

Definicién 1.4.3 Sea T una aplicacion lineal definida sobre E. Diremos que T es limitada

en E, si existe una constante positiva C' tal que
IT(w)|| < Cllw||,Vw e E
Teorema 1.4.4 Si:T : E — F es una aplicacion lineal. Son equivalentes

(a) T es continua en E.

(b) T es continua en un punto de E.



(¢) T es limitada en E.

DEMOSTRACION.-  Probaremos que (b) implica (¢). Sea T' continua en ug, luego existe
0 > 0 tal que
|Tu — Tug|| <1, para todo ||u — wug|| <9

Haciendo z = u — ug , se tiene
|Tz]| <1, para todo ||z|]| < ¢

Ahora consideremos v un vector cualquiera de E, tenemos que

S (HUH)H %’ (HUH>H |T

Por tanto, existe una constante C' = S > 0, tal que [|[Tv| < C||V|,Yv € E.

A continuacién probaremos que (¢) implica (a). Tenemos que

1Tol| = \

|Tu — Tuo|| < C.||u—uol|,Vu,us € E

Basta tomar § = —

C

(a) implica (b) es inmediata. N
Teorema 1.4.5 SiT : E — F es una aplicacion lineal y continua, entonces
1T} = sup { RS 0} = sup {|[Tull, [lull = 1} = sup {||Tul|,u € E, [Jul| <1}
DEMOSTRACION.-  Ver [5] en las referencias bibliograficas. N
Observacion 1.4.6 Si T es limitada, se obtiene ||[Tu|| < ||T|| ||l

Denotamos por L(E, F') al espacio vectorial de las aplicaciones lineales y continuas de E

en F.
Teorema 1.4.7 Si F' es un espacio de Banach,entonces L(E, F') es de Banach.

DEMOSTRACION.-  Ver [5] en las referencias bibliograficas. |
Definimos la norma en L(E, F') por ||.|| : L(E, F) — R donde ||T|| es definida como en el

Teorema 1.4.5.

10



1.5. Formas Lineales y Dualidad

Representamos por K al campo de los nimeros reales o complejos R o C.

Definimos E' = {T': E — K, lineal y continua} como el espacio dual del espacio vectorial
normado F; es simple verificar que este espacio es completo.

Anéalogamente, definimos el espacio bidual de F, como el espacio dual de E’ esto es,
(E') = E". El espacio bidual es importante porque nos permite relacionar el bidual E” con

el propio espacio E, utilizando la proyeccion canonica, denotada como J:
J:E— E"
donde J(x) € E” es definida como
< J(@), f >= [f(z)
Una propiedad importante del operador J es
[T ()] = ll=|

Esto es, J es una isometria, lo que significa que la proyeccion candnica es siempre inyectiva.
No es verdad que J sea sobreyectiva en general, esto nos permite introducir la siguiente

definicion.

Definicién 1.5.1 Un espacio E es llamado reflexivo si la proyeccion candnica es sobreyec-

tiva.

Lema 1.5.1 (Representacion de Riesz). Sea H un espacio de Hilbert, para cada forma lineal
y continua T : H — C, existe un unico vector v € H tal que T (u) = (u,v) para todo v € H

y 1T = vl

DEMOSTRACION.-
Caso (1): SiT =0
Consideramos v =0

Caso (2): SiT #0

11



Denotamos ker T' = Nu (T) = {u € H,T (u) = 0} = N es un subespacio vectorial H. En
este caso N G H, luego existe vy perpendicular a N. Consideramos los vectores T (u) vy —
T (vg) u, donde u € H. Tenemos que estos vectores pertenecen a N, para todo u € H.

Luego

(T (u)vg — T (vo) u,vg) = 0,Vu € H

Esto implica,

Mostraremos ahora la unicidad.

Sean v,w € H tales que

T (u) = (u,v) = (u,w) ,Vu € H.
(u,v —w) =0, YueH

Hacemos u = v — w, resulta que |[v —w||* =0 = v = w
Por tltimo vamos a verificar que ||T'|| = [|v]|
En efecto

T ()] = [{w, W) < [lul[ lo]] == T} < [|v]]

Por otro lado, hacemos u = v, tenemos T (v) = ||v||* = ||lv|| < || T.]]

Definicién 1.5.2 Se denomina forma sesquilineal sobre un espacio E, a una aplicacion

a: ExXE — K

(u,v) — a(u,v)

si satisface las siguientes condiciones

i). a(u+v,w)=a(u,w)~+a(v,w)
ii). a(Au,v) = Aa(u,v)

iii). a(u,v+w) =a(u,v)+a(u,w)
w). a(u, \w) = Aa (u,v)

12



Si K = (' la forma sesquilineal a, se llama forma bilineal.

Definicién 1.5.3 Una forma sesquilineal a : E x E — R es coerciva si 4 C' > 0 talque
a(u,u) > C|ul®,Vu e E

Lema 1.5.1 (Laz-Milgram). Sea a : E x E— R una forma bilineal, simétrica y coerciva,
entonces

VFeFE JueFE / aluw)=(Fw gy, g, WwekE

DEMOSTRACION.-  Ver [15] en las referencias bibliograficas. N

1.6. Operadores Lineales

En esta seccién presentaremos resultados que usaremos para el manejo de los operadores

acotados y no acotados, y denotaremos como V a los espacios de Banach.

Definicién 1.6.1 Sean V y W dos espacios de Banach. Diremos que A es un operador lineal
sS4

A: DA CV W
verifica

Alax + V) = aA(z) + BA(v)

La definicion anterior es para considerar operadores acotados y no acotados.
Un operador sera no acotado si el dominio del operadpr es diferente de V. En cambio
consideraremos los operadores limitados cuando el D(A) sea igual a V.

Diremos que A es acotado, siD(A) = V y si existe una constante C' > 0 talque,
[Aul| < CJul],Vu e A
A continuacién daremos algunas notaciones y definiciones
» Nicleode A=N(A)={ve D(A) /JAv=0} CV

» Imagen de A= R(A) = U AvCc W

vED(A)

13



= Definimos y denotamos el grafico de A como

G(A) ={(v,Av),v eV} CV xW.

Definicién 1.6.2 Se dice que un operador A : D(A) C V. — V es cerrado si para toda
sucesion {un .y C D (A) converge a w € V talque Au, — v € V, entonces v € D (A) y
Au = .

Teorema 1.6.3 El operador lineal A :V — W es continuo si, y solo si, A es acotado.

DEMOSTRACION.- Como A es continuo en V', entonces A es continuo en 0.

Consideremos € = 1, existe § > 0 talque

lzf] <4
implica que
|Az]| < 1
Siu€eV ,u#0 tomemos x = WUH’ entonces
u
ou ) )
ol = 5 | = i el = 5 <2
2|ullfl 2]lul 2
Luego
|Az|| <1
)| <
H 2 [Jull
)
||Aul] < 1
2wl
entonces
2
JAull < Zllull, VueV,u0
Si u =0, tenemos ||Aul| =0 < 0 = ||ul|, entonces
[Aull < Cllul|,Vu € V.
Por lo tanto, A es un operador acotado. |

14



La reciproca de esta proposicion también es verdadera, es decir, si un operador es acotado,
entonces es continuo.
En efecto.
Supongamos que A es acotado, por la linealidad del operador, bastaria demostrar que A es
continuo en u = 0.

Como A es un operador acotado, entonces existe M > 0 tal que
[Aull < M lull,Vu € V.

Sea ¢ > 0 y tomemos u talque

g
<_
Jull <

entonces
€
M

lAul < M lul] < M~ =e.

Luego, para € > 0, existe 6 = 47 > 0 talque

llu|| < = [|Au| < e.

Por tanto

A es un operador continuo.
Teorema 1.6.4 Todo operador lineal en dimension finita es acotado.
DEMOSTRACION.-  Ver [5] en las referencias bibliograficas. |

Observacién 1.6.5 En dimension infinita los operadores lineales mo son necesariamente

acotados.

Veamos un ejemplo,
2

Sea A = 7o ©8 lineal, pero no es limitado en X = L? (R*"). En efecto, consideremos la
x

siguiente sucesion

Jm (.23) = \/Ee—moc
o —ma\ 2 o 1 RO |

| fm (x)"iz(R+) = / (x/me ) de = / m e 2" dy = —56_2’”’” =5 <

0 0

0
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Lo que significa que la sucesién (f,,) es acotada en L? Por otro lado

% fon @) = /e
L @) = m e

luego

||Afm ([L‘)H2 :/0 |:Trl2\/%eTn:riIQd'r:/Ov m5€72mzdaj

—2m

Cuando m — oo , entonces ||Af,| — oo.

Por lo tanto, A es un operador lineal no limitado en dimensién infinita.

Teorema 1.6.6 Sean U y V espacios de Banach. Si A : U — V es un operador lineal

acotado e inversible , entonces A~' es acotado.
DEMOSTRACION.-  Ver [15] en las referencias bibliograficas. N

Teorema 1.6.7 Sean X e Y espacios normados y T : X — Y un operador lineal, las

siguientes proposiciones son equivalentes,

(1) T es continuo en cero
(1) T es continuo en X.
(1ii) T es acotado.

() Si{z,} C X es cualquier sucesion talque x, — 0, entonces Tz, — 0.
DEMOSTRACION.-  Ver [5] en las referencias bibliograficas. N

Observacion 1.6.8 Sea T' € L(X,Y) y supongamos que T es inyectiva. Entonces, existe

su operador inverso T= : R(T) — X y es lineal.

Lema 1.6.1 Sean X e Y espacios normados y T € L(X,Y). Las siguientes propiedades

son equivalentes,
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(i) Existe un nimero K > 0 talque

[Tz| = K ||z, V2 € X (2)

(it) T es inyectiva y T~ : R(T) — X es acotado.
(17i) No existe sucesion {x,} C X talque ||z,|| =1, yVn € N y Tx,, — 0

DEMOSTRACION.-

§) — i) :

Dado y € R(T), sea z =T 'y. Por (2) se cumple K ||[T'y|| < |ly||
esto implica que |77} < %. Luego, T~' : R(T) — X es acotado.
i) — i) :

Sea {z,} C X talque T'z,, — 0. De (2) se sigue entonces que x, — 0
i) — i) :

Supongamos que no se cumple 7). Sean € Ny K = %; entonces existe w, € X talque

w
n||Tw,|| < ||wn||. Tomemos z, = m,‘v’n e N.
n
Tw 1
Entonces ||z,]| = 1y || Tz.|| = ||||w 7|L||| < -
n
y esto contradice #ii). |

Teorema 1.6.9 Sean X e Y espacios de Banach. Si T : X — Y es un operador lineal,

-1 .
Y™ es el mayor niimero ¢ > 0 talque se cumple

acotado e inversible, entonces ||T~
cllzll < T ;ve € X
DEMOSTRACION.-  Ver [5] en las referencias bibliograficas. N

Lema 1.6.2 Sea A : X — X wun operador lineal y continuo con inversa continua. Sea

T e L(X) talque

1
1T < 75—
A=

Entonces T + A es lineal, continuo e inversible.
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DEMOSTRACION.-  Ver [10] en las referencias bibliograficas. |
Diremos que un operador 7" € £ (X, Y") es un isomorfismo, si N(T") = {0} (T es inyectiva)
y R(T) =Y (T es sobre.) El préximo resultado constituye uno de los principios del andlisis

funcional.

Teorema 1.6.10 (Teorema del operador inverso de Banach). Sean X eY espacios de Ba-
nach y T € L(X,Y). Si T es un isomorfismo, entonces su operador inverso T Y — X

es continuo.

Si X e Y son espacios de Banach. A un operador T' € L (X,Y’) que sea inyectivo y tenga

rango cerrado, le llamaremos encaje.

Corolario 1.6.1 Las propiedades i), ii) yiii) del lema son equivalentes con que T € L (X,Y)

sea un encaje.

DEMOSTRACION.-  Supongamos que T es un encaje. Siendo R (T) cerrado y Y un espacio
de Banach, se sigue que R (T) es un espacio de Banach. Lo cual permite aplicar el teorema
del operador inverso de Banach a T : X — R(T) para concluir que T R(T) — X es
continuo. Esto prueba i) del lema. [

Supongamos ahora que T es inyectiva y 77! : R(T) — X es continuo. Para probar que
R(T) es cerrado, supongamos que y € Y y {x,} C X es una susecién tal que Tx, — y.
Esto implica que {Tx,} C R(T) es una sucesién de Cauchy. Puesto que un operador lineal
acotado preserva sucesiones de Cauchy y z,, = T~ (T (z,)), se sigue que {z,} C X es de

Cauchy. Luego, existe = € X talque x,, — = . Por lo tanto, y = lim Tz, = Tx € R(T).

n—o0
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Capitulo 2

Semigrupos

En este capitulo se presentaran resultados que seran de utilidad para demostrar la
existencia y unicidad del problema de estabilidad de materiales parcialmente viscosos en
estudio, por el método de la teoria de semigrupos asociado al sistema planteado. En este

capitulo E denotara un espacio de Banach.

2.1. Semigrupos

Definicién 2.1.1 Sea L (E) un dlgebra de operadores lineales acotados de E. Decimos que

S:RT — L(E) es un semigrupo de operadores lineales acotados de E si :
(1) S(0) =1, donde I es el operador identidad de E

(i7) S(s)oS(t)=S(s+1t) Vit;seRT.

Decimos que el semigrupo S es de clase Cy si ademds cumple,

(i19) lim S(t)z =z ;Vr e E

t—0t+
Esto es, el semigrupo es continuo en ¢t = 0. Usando esto verificamos que el semigrupo
debe ser continuo en toda la semirrecta R¥.
En efecto

Seato € Rt;x € E

lim S(tg+h)x= lim S(ty) S (h)x =S (to) im S (h)x =S (ty)x

h—0t h—0t h—0t
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Es decir
t— S(t)w e C([0;400), E)

Definicién 2.1.2 Sea un semigrupo S (t) definido sobre el espacio de fase E. El generador

infinitesimal de este operador es dado por

o, S)r—x 4
Ax = tl_l)rgl+ — = dtS(t):c]tzo, Vo € D (A)
D(A) = {m € E/ lim M, existe en E}
t—0+ t

donde A define el generador infinitesimal del semigrupo S (¢). De la definicién anterior se

puede reescribir el dominio del operador como

D(A)={zxe€F | Az € E}

algunas veces se denotard a S (t) por e,

En resumen, dado un semigrupo es simple encontrar su generador, es suficiente evaluar
el limite de la definicién de generador infinitesimal. El problema inverso es més complicado

y se resuelve usando el teorema de Hille — Yosida, que se estudiara més adelante.

Definicién 2.1.3 Un semigrupo S (t) de operadores lineales es acotado, si
(@) [[S @) < M,Vt>0

Si M =1, decimos que S (t) es un semigrupo de contracciones.
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 es uniformemente continuo si, y solo si, A es acotado.

Teorema 2.1.4 Un semigrupo e”
DEMOSTRACION.-  Ver [10] en las referencias bibliograficas. N

Teorema 2.1.5 Sea A el generador infinitesimal de un semigrupo de operadores entonces

A conmuta con S, esto es, siw € D (A) entonces
StweD(A), St)Aw=AS({t)w,Vt e R".
DEMOSTRACION.-  Ver [10] en las referencias bibliograficas. N

Definicién 2.1.6 Sea H un espacio de Hilbert. Un operador lineal A : H — H es disipativo
st

Re (Aw,w) <0, VYwe D(A).
Teorema 2.1.7 Si H es un espacio de Hilbert y A : H — H operador disipativo; entonces

AT —=A)z|| > Az||, YVA>0,Vee D(A).

DEMOSTRACION.-  Ver [10] en las referencias bibliograficas. |

2.2. Teorema de Lummer Phillips

Antes de enunciar el teorema de Lummer Phillips, consideremos las siguientes definicio-

nes.

Definicién 2.2.1 Sea X un espacio de Hilbert y T : D (T) C X — X un operador lineal;

no necesariamente acotado en X, el conjunto resolvente p (T) de T se define como
p(T):={ e C / (M —T) es invertible y (A — T)~' es un operador acotado en X}
El operador lineal acotado R (X\;T) := (M —T)~" con A € p(T), se llama Resolvente de T.
Definimos también
o(T)=C\p(T) se llama Espectro de T.
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Observacion 2.2.2 Todo operador T acotado o no, conmuta con su operador resolvente.

DEMOSTRACION.-

TN =T) " ' =AM -T)""'—= M -=T)MN-=T)""
=AM -T)"T-MN-T)M-T)"
=MW\ -T)" ' =M -T)(MN-T)""
=M -=T)"MN =M -=T)" "N -=T)
=M =T)"" (N = (M =T))

=M -T)"'T

Teorema 2.2.3 Sea X un espacio de Banach y A : D(A) C X — X un operador lineal,
D (A) un subespacio de X y S (t) el semigrupo generado por A. Entonces:

fm + HhS(s)xds:S(t):c, Ve e X

|
h—o h Jt

(@)
(b) [, S(s)xds € D(A), Va € D(A)
(¢) Yz € D(A), tenemos
StyreDA) y ASH)x=S(t)Ar=—=8(t)x
(d) Vo € D(A), tenemos
t t
Stz —S(s)x :/ AS(h)xdh:/ S (h) Azdh
(e) Yax € X, tenemos
t t
/ S(h)xdh € D(A) y S(t)a:—:c:A/ S (h) xdh
0 0
DEMOSTRACION.-  Ver [10] en las referencias bibliograficas. |

Teorema 2.2.4 Sea H un espacio de Hilbert y A un generador infinitesimal del semigrupo

S (t) = et Entonces S (t) es de contracciones si, y solo si A es disipativo.
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DEMOSTRACION.-
(=)

Supongamos que S () es un semigrupo de contracciones, entonces ||S (¢)|| < 1.

(S () w,w) < (S O w, )|l < IS @) [hw]l* < [Jw]*.

Es decir
(S () w,w) — [[w]* <0
Adems3s
(8 <t>w - wvw)H = (S (t) w7w)H - (w’w)H
= (S (t)w,w)y — |Jwl}; <0
(St)w—w,w)y <0
Entonces

Ifm (S(t>w_w,w) <0
t—0 t i
(Aw,w) <0
Por lo tanto A es disipativo.
(<)
Sea U =S (t)w; we D(A)
d

Por el teorema 2.2.3, tenemos

U =AS(t)w, U(0)=w

U =AU
U0)=w

Entonces

Pero (U, U) = (AU, U).
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Adems4s

% (U (1)U () =2 (U, (1) U (1))
1d 2
57 U DI = (U, U) = (AU, U)

Como A es disipativo, entonces (AU, U) < 0.
Entonces

d 2
S IU@OI" <0
/0 % U (s)1*ds = |U (&)]* = IU (0)]|* < 0

U @I < U (0"
IS () wll < ]|

sup [|S () w]| < sup [lw]| , Yw e D(A)

Jwll=1 Jwll=1
1S Ol 2y < 1-

Luego S (t) es de contracciones. N

Teorema 2.2.5 Sea A un generador infinitesimal del semigrupo S (t) de clase Cy. Entonces

A es cerrado y D (A) = X.
DEMOSTRACION.-  Ver [10] en las referencias bibliograficas. |
Observaciéon 2.2.6 Un operador A es generador infinitesimal de solamente un semigrupo.

DEMOSTRACION.-

Supongamos A es generador infinitesimal de &) (t) y Sa (t) semigrupos ambos de clase
Cy. Definimos para todo z € D(A):

o(s) = S1(t — s)Sa2(s)x para s <t
derivando,

dqgis) = —51(t — 5)ASa(s)x + Si(t — 5)ASy(s)r =0

Esto es, ¢(s) es constante Vs > 0 luego ¢(t) = ¢(0), entonces Sy(s)x = Si(t)x , en D(A) .

Por la densidad D (A) = X, concluimos:

ngSlenX. [ |
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Lema 2.2.1 En las condiciones del teorema Hille-Yosida se cumple lo siguiente,

lim AR\ A)w=w, YwelX
A—00
DEMOSTRACION.-  Seaw € D (A) y R(MA) = (M — A)~!
M= A)R(NA) =1

Entonces

R(MA) Aw = AR(NA)w—w
AR (A A)w —wl| = [|[R (A A) Aw]|
<[ RO A Aw]

1
< 5 14w

Por la cerradura de A, entonces existe lim ||Aw||.
A—00
Tomando limite

lim AR (M A)w —w| =0
A—00

Observacion 2.2.7 Sea Ay := AR (\; A) A, las llamadas aprozimaciones de Yosida; (A))

es una sucesion de operadores continuos y ademds Ay — A.

Ay=AR()\A)A
=MR(\A) - M

como R (X, A) es continuo, entonces Ay es continuo.

Teorema 2.2.8 (Hille- Yosida) Sea X un espacio de Hilbert y A un operador lineal no

limitado es generador infinitesimal de un semigrupo Cy de contracciones, si, y solo si
(1) A es denso en X y A cerrado.
(it) El conjunto resolvente p (A) de A contiene a RT y para todo X\ > 0, se cumple

1 1
Jor-a <t
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DEMOSTRACION.-  Ver [10] Teorema 2.7.2, pagina 63.

Adems3s

|Ayw — Aw|| = ||[A\RAw — Aw||

Por el lema 2.2.1, tenemos

)\lim Ayw = Aw, Ywe D(A)

Por hipdtesis D (A) = X | entonces

lim Ayw = Aw, Yweée X

A—00

luego, existe una sucesién de operadores continuos A, que aproximan a A no continuo.

Teorema 2.2.9 (Teorema de Lummer Phillips) Sea X un espacio de Banach o Hilbert y A

un operador lineal con D (A) = X. Entonces,

(1) Si A es disipativo y existe un Ao > 0 tal que Im (Aol — A) = X, entonces A es generador

infinitesimal de un semigrupo Cy de contracciones.

(17) Si A es el generador infinitesimal de un semigrupo Cy de contracciones sobre X, en-

tonces Im (A — A) = X para todo X > 0 y A disipativo.

DEMOSTRACION.-  Sea A = {\ € R* / Im (A] — A) = X} probaremos que A es abierto

y cerrado.

En efecto

= A es un conjunto abierto

Sea A € A, como A es disipativo, entonces (Al — A) es inyectiva pues,

I(AM — A)z|| > A|z]|, A es disipativo

r =0, luego (A — A) es inyectiva.
Por definicién de A, (A — A) es sobreyectiva.
Luego

(M — A) es biyeccién.
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Entonces

(A — A)™" es lineal y continuo
pues todo operador disipativo es cerrado, entonces A es cerrado.

Pero

p(A)={reC/ (A -A)"eL(X)}
Como A C p(A),e>0,B-(\) Cp(A4)
entonces B, (A\) NR* C A.

Luego A es abierto relativo en R*.

A es un conjunto cerrado.

Sea A un punto de acumulacién de A, entonces I\, € A/A\, — .

Mostraremos que A € A . Sea y € X, entonces Jz,, € D(A) tal que

ATy — Axy =y

Como A es disipativo:

[yl = [[Aury — Azy|| > Ay [|24]|

entonces

1
lzall < =iyl = €

Veamos que x, es de Cauchy.

De (%)

Ay — Axy =1y, Yu

Ay, — Ax, =y
Entonces

ATy — Axy = Nz, — Az, =y

Ay = Axy + Aoz, — Az,
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Como A es disipativo:

A ||J:l, - $u|| < H)‘u (xl/ - $U> —A (3511 - xU>||
= [|[ Ay — Ay — Az, + Az, ||
= || A2y, — Azy — N2y, + Az, — Az, + Az, ||
= [z || [Au — A
=C A — N

Como A, es convergente, entonces (A, ) es de Cauchy y también A, es limitado.

Entonces

|z, — zu|| = 0

Por lo tanto (z,) es de Cauchy.

Veamos que \x — Az =y
Tenemos A\, — A cuando u — oo, x, — = , para algin z.

Ademés

lim Az, = lim (A2, —y) =A\x —y

U— 00 U—> 00
Entonces

Ar —y = z, donde z = lim Az,
U—00

Como A es cerrado, entonces z = Ax
Ar —y = Ax

esto es
M —-A)x=y
Pero (Al — A) es sobreyectiva, entonces A € A.

Entonces

{todos sus puntos de acumulacién} C A

A es cerrado relativo a RT i.e. ANRT es cerrado.
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Luego A =R*

Como A es disipativo, se cumple: |[Ax — Az| > A |z||
Pero y = (M — A) z, entonces = = (Al — A) "' y.
Entonces

lyll = MM —A)" g

Tomando sup tenemos:
lyll<1

IO =47} <

> =

Luego
R(MNA) e L(X)
En las hipotesis de Hille-Yosida, se tiene que A es generador infinitesimal de un semi-

grupo de clase Cy de contracciones.

Teorema 2.2.10 Sea X un espacio de Banach y A un operador lineal (no acotado), disi-
pativo y con dominio denso en X. Si0 € p(A), entonces A es el generador infinitesimal de

un semigrupo Cy de contracciones .

DEMOSTRACION.-  Ver [10] Teorema 2.12.3, pdgina 88. |

El Problema de Cauchy

Sea X un espacio de Banach y sea A el generador infinitesimal de un semigrupo en X.

At

Entonces el correspondiente semigrupo S(t) = e" es un semigrupo fuertemente continuo

sobre el espacio de fase X, esto quiere decir que

lim S(t =
JMm S(t)uo = uo

Para ug € X. Esto es, el semigrupo S es continuo en cero. Por las propiedades de semigrupos

sabemos que si es continuo en cero, entonces la funciéon
t — S(t)ug
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es continua en R. Portanto, si definimos u como

tendremos que u es una funcién continua. Esto es
u e C(0,00; X)

Por otro lado, si tomamos uy € D(A), es simple verificar que
S(t)ug € D(A).

Pues de la definicién tenemos que

D(A) = {:v € X; lim Sthiz-g existe en X}
h—07+ h
' S ()
h U — Ug
Ayg = llm  ———
0T o h

Portanto como ug € D(A), entonces

lim w existe en X,
h—0t+ h
de donde sigue que
h—0+ h h—0+ h h—0+ h
Portanto
T A U K ke G LT P (2.1)

h—0t+ h

de la definicion de derivada la identidad anterior implica que

d

Como el semigrupo conmuta con su generador, concluimos que la relacion anterior puede ser

escrita como

d
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Como u(t) = S(t)ug verificamos que u satisface

d

(PCy) i (t)=Au(t) ;t>0

u (0) = ug
De lo discutido anteriormente, concluimos que si ug € D(A) entonces S(t)uo también perte-
nece al D(A), lo que quiere decir que la funcién es diferenciable, portanto podemos afirmar
que

S(t)ug € C*(0, 00; X).
Pues el limite converge en X. Finalmente cuando uy € D(A) tenemos que
S(t)ug € C(0,00; D(A)).

Definicién 2.2.11 Diremos que el problema (PCY) es auténomo, si A es un operador inde-

pendiente de t.
Definicién 2.2.12 Diremos que U es solucion (clasica) de (PCY) si U verifica
U e C([0,400); D (A)) N C* ([0, +00) ; X)
y satisface (PCY)
Asi tenemos el siguiente resultado

Teorema 2.2.13 Si ug € X, entonces el problema de Cauchy (PCy) posee una unica solu-

cion debil, que es llamada de mild solution, que verifica
u € C(0,00; X).
y todavia se tiene que
[u(®)llx = [[S(#)uollx < Clluollx

Si ug € D(A), entonces el problema de Cauchy (PCy) posee una tnica solucion fuerte del
problema que verifica

u € C(0,00; D(A))N € C*(0, 00; X).
y todavia

@[ peay + @ lx < [[S() Auollx < Clluollpea).
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2.3. Estabilidad Exponencial

En esta seccién estableceremos las condiciones necesarias y suficientes para que un semi-

grupo de clase Cj sea exponencialmente estable.

Definicién 2.3.1 Sea A el generador infinitesimal de un semigrupo Cy, se dice que el se-

migrupo es exponencialmente estable si existe una constante o positiva y M > 1 tal que
HeAtH < Me ™, Vt>0

Teorema 2.3.2 (Pruess). Sea S (t) = et un semigrupo Cy de contracciones definido en un

espacio de Hilbert. Entonces S (t) es exponencialmente estable si, y solo si

R ={if; B eR} Cp(4)
y  Im ||(iB] — A)7| < o0

8] —o0

DEMOSTRACION.-  Ver [12], Teorema 1.3.2, pagina 4. |

2.4. Estabilidad Polinomial

Los primeros autores en demostrar la estabilidad polinonial de semigrupos Cy de con-
tracciones fueron Liu - Rao y J. Pruess, los que mostraron condiciones suficientes sobre el
oprador resolvente para obtener decaimiento polinomial para el correspondiente semigrupo.

Estos resultados se enuncian a seguir

Teorema 2.4.1 (Liu - Rao) . Sea A generador infinitesimal de un semigrupo Cy unifor-

memente acotado donde iR C o(A), A € R y « real positivo. Supongamos que

. _
e [CYE e

Entonces para todo k € IN, existe una constante C} que satisface

n k/o
el < G (12) moluloo,
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Teorema 2.4.2 (Pruess) . Sea A generador infinitesimal de un semigrupo Cy uniforme-

mente limitado donde iR C o(A) y a real positivo. Entonces

Ce
[(GA — A)TPA™| < C, VAER = Ve>0,3C. >0 |THA™™ < —
Reciprocamente,
C
1T () A~ < ~ = Ve>0,3C>0 (AT —A)TA | <C, YVReA>0

Estos resultados tienen una deficiencia. En el teorema de Liu-Rao la presencia del In en
el numerador retarda el decaimiento polinomial. Ya que el resultado de Pruess introduce
un € > 0 en los operadores de A, lo que también retarda el decaimiento polinomial. Estas
deficiencias fueron superadas en el resultado reciente (2010) de Borichev-Tomilov, en el que,
inclusive, los autores establecen una condicién necesaria y suficiente para obtener decaimiento

polinomial del correspondiente semigrupo.

Teorema 2.4.3 (Borichev-Tomilov). Sea S(t) un semigrupo Cy de contracciones generado
por A y definido sobre el espacio de fase X de Hilbert, tal que iR C p(A) y a positivo.

Entonces

. _ N _ C
IGAL = A) Do) <O, AER < [|SOA Ibw < 77

Esto es, si el operador resolvente esta limitado por un polinomio de grado « real positivo

entonces el decaimiento polinomial del semigrupo es de la forma ¢/,
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Capitulo 3

Existencia de Soluciones

En este capitulo estudiaremos la existencia y unicidad del modelo para materiales

parcialmente viscosos. Para esto usaremos el método de la teoria de semigrupos.

Parte Viscoeldstica Parte Eléstica

u(z) v(z)

T
=3
Y

Las vigas compuestas de materiales diferentes, tienen como principal caracteristica la discon-
tinuidad de sus constantes de elasticidad. La densidad de la primera componente por ejemplo,
no necesariamente es igual a la densidad de la segunda componente. El coeficiente de visco-
sidad esta presente solamente en la primera componente, y es nula en la segunda. Asi estos

coeficientes que caracterizan la parte elastica de la cuerda son funciones discontinuas del tipo

p1 x€]—L,0[ k1 €] —L,0[
p2 x €]0, L] k3 x €)0, L]
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Donde p es la densidad de toda la viga, observe que en este caso la viga no es homogénea.

si definimos por x el coeficiente de viscosidad, entonces tendremos que

ky x €] —L,0]

x(z) =
0 z€]0,L]

Estas son las caracteristicas tipicas de un problema de transmisién. Si denotamos por Uz, t)
la posicién del punto x de la viga en el instante ¢, tendremos que la correspondiente ecuacion

de ondas puede ser escrita como
PV — [5(2)Valo — [X(2)Viile = 0 en | — L, L[x]0, 00
con las condiciones de contorno,
V(-L,t)=V(L,t)=0, t>0.
y las condiciones iniciales,
V(z,0) = Vo(x), Vi(x,0) =Vi(x), =€ —L,L[L

donde

V(z) = (3.1)

Este problema no es simple para ser tratado de forma standar, pues se trata de una ecua-
cién en derivadas parciales con coeficientes discontinuos. La forma adecuada de tratar este
problema es a través de un sistema, donde los intervalos de definicién son tomados de forma
que los coeficientes sean continuos. Tratado de esta forma el correspondiente sistema pasa a

ser llamado de problema de transmision.
Py — Kitgy — katizey = 0 en ] — 1, 0[x]0, 00| (3.2)

pavy — k3vz, =0 en |0, L[x]0, +00] (3.3)

donde las funciones u = u(z,t) y v = v(x,t) representan la fracciéon del campo en el grafico.
Ademas kq, ko v k3 son constantes positivas y py, pe son las funciones densidad.

Con las condiciones de frontera y de transmisién.
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w(—L,t)=0 , v(L,t)=0 , t>0 (3.4)
w(0,8) = v(0,8) , krug(0,t) + oty (0, 8) = ksv,(0, 1) '

y datos iniciales
u(z,0) = ug(x) , w(z,0) =ui(x) en |—L,0[ (3.5)
v(x,0) =vo(z) , ve(z,0) =vi(x) en ]0,L]
Note que nuestras incognitas son las funciones u y v, la solucién del problema esté bien
definida una vez que mostremos la existencia de estas funciones. Por este motivo, pasamos

a identificar la solucién V' del sistema por un par (u,v), simplemente para simplificar las

notaciones. En realidad la solucion es dada por la funcién V' definida en (3.1).

Formulacion del Semigrupo

La teoria de semigrupos se desarrolla a partir de ecuaciones de primer orden en el tiempo.
Para esto es necesario convertir el modelo anterior a un sistema de primer orden. Para tal

consideremos la siguiente notacién vectorial. Denotemos por

u
v
U —
n
]
donde n = u; y p = vy.
Derivando encontramos que
Uy n n
o ! o= (K1 U + K M)
i i e Vag

Definimos, por tanto, el operador A como
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U n

v H
A = .
n ,0_1 (Kl Uz + K2 nm)
K3
— Uz
Iz s

Asi tenemos que el problema original puede ser reescrito como

dU
= AU
T

Debemos inserir ahora, las condiciones de frontera. Esto lo hacemos introduciendo el espacio

de fase , que lo denotaremos por H .

Espacio de Fase

No existe un tinico espacio de fase, estos espacios son construidos a partir de un criterio,
por ejemplo el de regularidad. El criterio que usaremos en este trabajo para definir el espacio
de fase sera escoger el mayor espacio donde la energia total del sistema esté bien definida.

Para esto haremos un cédlculo formal de la energia.

Proposicién 3.0.4 La energia del sistema (3.2)-(3.5) E(t) : Rt — RY estd dada en el

tiempo t y estd definida como

1 0 L 0 L
E(t) = 3 {/)1/ urdr + p2/ vidx + kl/ udr + kg/ vidw]
L 0 —L 0

DEMOSTRACION.-  Multiplicando formalmente la ecuacién (3.2) por u, e integrando sobre
[—L, 0], obtenemos
0 0 0
p1 / U dr — Ky / Upa U dT — ]{72/ UpgtUrdr = 0
L -L -L

Integrando por partes

1 d 0 0
|| *dar + §k1£ || *dz + kg/ Ut [P d — Eyug (0, )u, (0, 1)
L L

1 d [°
ot |,
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+hiu (=L, t)ug (=L, t) + kot (—L, t)u(—1,t) =0 (3.6)

Usando (3.4) en (3.6), obtenemos

1 d 0 0 0
o lpl/ |2 + k:l/ |uz|2d1} +k2/ e P
—L —L —L

—kyug (0, 8)ug(0,8) — ko (0,8)u(0,8) =0 (3.7)

Multiplicando (3.3) por v; e integrando sobre [0,L], obtenemos

L L
P2 / v dr — ks / VpeUpdx = 0
0 0

Integrando por partes y usando (3.4), obtenemos

1d L L
BT {92/ v 2 da + kg/ ‘Ux’2d33:| + k3v,(0,t)v,(0,¢) =0 (3.8)
0 0

Sumando (3.7) con (3.8) y usando (3.5), obtenemos

dE( t) = —ky /0 Ut |Pd (3.9)
dt L xt .
donde
1 b O S
E(t) = 5|7 |ut] dx + ps |Ut| dr + ky \ug|"de + ks [ |vg|“dx (3.10)
L L 0
|

Observacién 3.0.1 Los cdlculos en la Proposicion 3.0.4, son apenas formales, dado que
todavia no demostramos la existencia ni la reqularidad de las soluciones, sirven solo para

identificar la energia asociada al problema.

Observacion 3.0.2 La deriwvada de la energia es negativa lo que prueba que el sistema es

disipativo.

Observaciéon 3.0.5 De la Proposicion 3.0.4,concluimos que para que la energia esté bien

definida, necesitamos que la solucion verifique la siguiente reqularidad.

ue H(-L,0), wveHY(0,L), wu€Ll*-L0) v €L*0,L)
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Lo que significa que el espacio de fase debe ser un subconjunto del producto cartesiano
H'(—L,0) x H(0,L) x L*(—L,0) x L*(0,L)

Para definir de forma adecuada el espacio de fase introducimos la siguiente notacion.

H"™ = H™(—L, 0) x H™(0, L), m = 1, 2, L? = L*(—L, 0) x L*(0, L).

Hj = {(u,v) e H"; u(—L)=v(L)=0, u(0)=0(0)}.

De esta forma definimos el espacio de fase como

H =H; x L

Observe que en este espacio ya estan incluidas las condiciones de frontera y las condiciones
de transmision del problema. FEste espacio equipado con el producto interno

0

L
((u1, v1, 1, p1), (uz, v2, M2, ,UQ))H = K/l/ Uy Une AT + Ks/ Vg Vop dT
0

—L

0 L
+/)1/ U1ﬁ2d$+pz/ i iy dz.
L 0

es un espacio de Hilbert, donde la norma de U = (u, v, 1, p) estd dada por

0 L 0 L
||UH2 :pl/Lf/Ide—FpQ/O' MQdI+I€1/ Uidﬂ?—f—kg/o Uidaj‘

-L
Observe que la definicion de norma usada anteriormente, es la misma que la usada para

definir de la energia en la Proposicion 3.0.4.

Una vez definido el espacio de fase, podemos definir el dominio del operador A de la

siguiente forma. Recordemos que en términos generales
D(A)={U e H; AU € H}
Usando la definicién de A tenemos

D('A) = {U € H; (777 /u) € H}n (Hlu + Iig??,?)) € HQ’ I{1U$(O) + /{27712(0) = H?ﬂ)x(o)}
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Observe que las condiciones de transmisiéon de primer orden fueron colocadas en el dominio

del operador A. Portanto el problema de transmisiéon es equivalente a

d
—U =AU, t>0
dt
U(0) = Uy
Probaremos a seguir que A es el generador infinitesimal de un semigrupo de contracciones.
Para esto usaremos el Teorema de Hille-Yosida. Recordemos que la ecuaciéon espectral es

dada por
AU — AU =F

donde F = (f,9,p,q) € Hy U = (u,v,n,u) € D(A). En términos de sus componentes,

tenemos

M—n=f en H'(-L,0) (3.11)
M —pu=g en H'(0L) (3.12)
A — Kitpe — kollee = p1p en  L*(—L,0) (3.13)
Mt — ksvye = pag en L2(0,L) (3.14)

con la condicién de transmision:

y la siguiente condicién de frontera:

Teorema 3.0.6 FEl operador A definido anteriormente es un generador infinitesimal de un

semigrupo Cy de contracciones en H.

DEMOSTRACION.-  Por el teorema (2.3.2), basta verificar lo siguiente:

i) D(A) =H.
ii) A es disipativo.
iii) 0 € p(A).
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i) El Dominio de A es denso en H:

Note que H? es denso en H'(a,b). En efecto, supongamos que exista un elemento v €
H'(a,b) tal que
(w,v)g =0, Yw € H*(a,b)

lo que implica,

/b wev, +wv dr =0, Yw € H*(a,b) (3.15)
De donde, en particular tenemos
/ba[—vm +ojwdr =0, YweCy
Portanto, del Lema de Du Bois Reymond,
—VUpe +0 =0
Por otro lado, tomando w € H? en (3.15) e integrando por partes obtenemos

w(b)v,(b) — w(a)v.(a) + / [~Vpe +v]w dw =0, Yw € H*(a,b)

N J/
-~

=0

de donde
w(b)v,(b) — w(a)v,(a) =0, Vw € H*(a,b).

Tomando w = (x — b), en la identidad anterior, sigue que v,(a) = 0.
Analogamente tomando w = (z — a), en la identidad anterior, sigue que v,(b) = 0. Portanto

verificamos lo siguiente,
~ Vg +0 =0, vz (a) = vy (b) = 0.

De donde sigue que v = 0. Luego H?(a,b) es denso en H'(a,b).
Usando la densidad del espacio H} N H? es denso en H}, podemos demostrar que el

dominio D(.A) es denso en el espacio de fase H. Portanto
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ii) A es disipativo:

Basta probar,
Re(AU,U)y <0, YU € D(A).

Sea U = (u,v,n, u)" € D(A). Recordemos

k k k
AU = (0, y — U + — N, — V)
P1 P1 P2

Entonces usando la definicién de producto interno del espacio de fase, tenemos

0 L 0 L
(AU, U)y = ky / NelUzpdr + k3 / e Upd + / (k1tugy + konee )dx + kg/ Vpo fidx
L 0 0

—L

Integrando por partes, usando (3.4) y tomando parte real, obtenemos

0
Re (AU, U)y = —k; / n.da
—L

Entonces

Re (AU, U)y <0

Por lo tanto, A es disipativo.

iii) 0 € p(A) :

Para probar que el cero pertenece al resolvente de A, tenemos que probar que el operador
lineal —A es biyectivo y que su inversa es continua.

Tomemos A = 0 en (3.11)—(3.14), y F' = (f,9,p,q) € H. Mostraremos que existe una
tnica U = (u,v,n,u) € D(A) tal que AU = F, esto es,

n=f en H'(-L,0) (3.16)
p=g en H'(0,L) (3.17)
K1ty + katlew = pip en L*(=L,0) (3.18)
ksvze = poq en L*(0,L) (3.19)

verificando



u(—L)=0=wv(L) =0.

Reemplazando (3.16) en (3.18) vemos que el sistema (3.16)—(3.19) posee una tnica solu-

ciéon si, v solo si existe una solucién para el sistema
ke = —kofew +p1Fy en H'(—L,0) (3.20)
ksvze = pag en L*(0,L) (3.21)
u(0) = v(0), k11, (0) 4 koug (0) = k3v,(0)
u(—L)=0=wv(L)=0.

Por tanto para probar que existe una tnica solucién para el sistema anterior, bastard pro-

bar que existe una tnica solucién (u,v) € H. para el siguiente problema
0 L
/ k1ugy ¢, dx + / ksv, ), dx
-L 0

0 0 L
:k‘z/fo(bxdil?—m/LF3¢d$—P2/O qp dr V(¢ ) € H}

=T ()

donde
Hj = {(u,v) e H"; u(—L)=v(L)=0, u(0)=0(0)}.

Observacién 3.0.7 FEsta formulacion variacional es obtenida tomando un par (¢,v) €
C(—L,0) x C°(0, L). Multipliquemos la ecuacion (3.22) por ¢ y la ecuacion (3.22) por

1, ast obtenemos

L
/ kyveath dz = po / o do
0 0

Integrando por partes y sumando las dos ultimas expresiones obtenemos

0 0 0
/ bteed de = —ky | ford dz + p / Fyo da,
L —L —L
L

0 L
/ kiugy ¢, dx + / ksvg ), dx
L 0

—L

0 0 L
:l@/ fxd)xdx—pl/ F3¢dw—pz/ o do
L 0

-~

=T(¢,9)
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Note que la bilineal

0

L
wmmwwna/m%%m+4k%%m;

-L
define un producto interno en H! . pues es simétrica, continua y coerciva. Por otro lado la
L» )

funcién T es una funcién lineal y continua. En efecto,

0 0 L
T, %) = kg/szqﬁxdx—pl/Lme—pg/o o de
< k|l folllléall + pil| Fslll@]l + p2llallll¥]]

< Cll(, )y

donde C' = py||Fs|[r2 + ka2l fal 22 + p2llall 2
Portanto T es un funcional lineal y continuo de H} en R. Por el teorema de la Representacién

de Riesz, existe un unico elemento (u,v) € H: tal que

al(u,v), (6,0))s = T(64), V(6,) € H}

Ahora verificaremos que el par (u,v) satisface la ecuacién espectral.

Sustituyendo los valores

b / e + ks / " tds = / " pod — ky / " fbuda + po / Cgvde, V(o) € HY
—L 0 —L —L 0 (322)
Note que
Ce°(~L,0) x C5°(—L,0) C H},

Podemos tomar (®,0) € H} estoes, ® € C5°(—L,0). Asi, de (3.22) tenemos

0 0 0
k1 / Uy @pdr = p1 / p®dx — ko / fo®,dx
~L -L ~L

Integrando por partes, tenemos
0 0 0
—k:l/ Uy Pdx = p1/ pPdr + kg/ foa®dx
~L ~L ~L
entonces

0
/ [k1Uze + p1p + ko frz] @dx =0, VP € C5°(—L,0)

—-L
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De donde obtenemos que u verifica
kituze + p1p + k2 fux = 0 (3.23)
Podemos tomar (0, %) € H} estoes, ¥ e C(-L,0)
Asi de (3.22) tenemos
/L [—k3Vye — poq] Vdz = 0, YV € C3°(—L,0)
0
De donde obtenemos por el Lema de Du Bois Reymond, que v verifica

—k3Upe = P29 (324)

Integrando por (3.22), obtenemos

0 L 0 0
—/ kg pdr — / ksvgpdr = pl/ podx +/ ko ferthdr+
0 L L

_L _

+p2 /0 qipdz — kyuz(0)¢(0) — k2 f2(0)$(0) + ksv2(0)1(0) (3.25)

Reemplazando (3.23) y (3.24) en (3.25), obtenemos

_klux(0)¢(0) - k2fx(0)¢(0> + k3vx(0)¢(0) =0

Para todo (¢, 1) € H}, note que toda funcién (¢, ) € H} verifica

Portanto se verifica
[—k1uz(0) — ko f(0) + k3v,(0)](0) =0

Tomando ¢ = (z + L) y ¥ = —(x — L), verificamos (¢, ) € H}. Usando estas funciones
obtenemos finalmente

_klum(o) - kaac(O) =+ k3vx<o> =0

Lo que demuestra que el par ordenado (u,v) verifica las ecuaciones (3.16)—(3.19), junto con
las condiciones de frontera y las condiciones de transmisién. |

Portanto, demostramos que A es el generador infinitesimal de un semigrupo de contrac-
ciones. Lo que significa, de acuerdo con el Teorema 2.2.13, que existe una tnica soluciéon del
problema de Cauchy, que depende continuamente de los datos iniciales. Mds precisamente

tenemos el siguiente teorema,
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Teorema 3.0.8 Para cualquier Uy € H existe una unica solucion U(t) = (u,v,us, vy) de

(8.1)-(3.4) débil del problema (mild solution) que satisface

v e C([0,00[; H'(0,L)) N C*([0, co[; L*(0,L)).

Si Uy € D(A), entonces existe una unica solucion fuerte del sistema (3.1)-(5.4)
u e C'([0,00[; H'(—L,0)) N C*([0, 00[; L*(=L,0))

klu + kgut € C([O, OO[, HZ(—L, 0))

v € C([0,00[; H*(0, L)) N C*([0, 00[; H'(0, L)) N C*([0, oo[; L*(0, L))

DEMOSTRACION.- Esta es una consecuencia inmediata del Teorema 2.2.13.

En efecto, tenemos que si Uy € H, entonces tenemos que la solucién U del sistema verifica
UeC(0,T;H)
Recordemos que U = (u,v,n,p) y H = H: x L2 Donde
L? = L*(-L, 0) x L*(0, L), Hj = {(u,v) e H"; u(—L)=v(L) =0, u(0)=0(0)}.

De donde sigue imediatamente la primera parte del Teorema.

Finalmente si Uy € D(A), entonces tenemos que la solucién U del sistema verifica
UeCY0,T;H)NC(0,T; D(A))

Nuevamente usando la definicién de D(A) sigue el Teorema.
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Capitulo 4

Decaimiento Polinomial

En este capitulo, probaremos que el semigrupo que define la solucién del problema de
transmision es polinomialmente estable. Para esto usaremos el resultado de Borichev y To-

milov, ver referencia, [16] que establecemos a seguir.

Teorema 4.0.9 (Borichev-Tomilov). Sea S(t) un semigrupo Cy de contracciones generado
por A y definido sobre el espacio de fase H de Hilbert, donde iR C p(A) y a positivo.

Entonces

. ) X ) C
IGAT = A)Dlleag < CAY, VAER & [[SOA b < o7z

DEMOSTRACION.-  Ver referencia [16]. |

Este resultado nos dice que si el operador resolvente estd limitado por um polinomio

1/a

de grado «, entonces el semigrupo decae polinomialmente como t~/%. Nuestro objetivo

es mostrar esta desigualdad para el operador resolvente. Para esto estudiamos la ecuacion

resolvente siguiente.

La Ecuacion Resolvente

Sea AeR, F=(fg,p,q) €H, FU=(u,v,n,pn) € D(A) tal que

iU — AU = F (4.1)
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Note que encontrando la acotacion
[UN < e[ A" ][] (4.2)

donde ¢ es una constante positiva, inmediatamente sigue que el operador resolvente verifica
la hipétesis del Teorema de Borichev y Tomylov.

En efecto, como iAR C p(A), tendremos que la ecuacién (4.1) es equivalente a
U= @G\ —A)'F
Portanto la norma de u es igual a
1T = ll(GA — A) 7 F |

Usando (4.2) tenemos

1GAT = A)LF|| = U] < A1 7]

Portanto en la norma de los operadores tenemos
I(GAL = A)7H < A"

que el semigrupo debe decaer polinomialmente con una tasa de ¢t~/

De lo anterior discutido , concluimos que basta encontrar una estimativa para la solucion
U del problema. Portanto, escribiendo la ecuacién resolvente en términos de sus componentes,

tenemos

iMu —n=f en H'(-L,0) (4.3)
iw—pu=g en HY0,L) (4.4)

iA) — kyUgy — kolee = p1p en  L*(—L,0) (4.5)
iMt— k3vze = poq en  L*(0,L) (4.6)
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Sistema disipativo

Multiplicando por U la ecuaciéon resolvente y tomando la parte real obtenemos

0
Re((GA — AYU, Uy = —Re(AU, UYy = k’z/ ina|2dz = Re(F, Uy
L

Entonces

0
s / inoPdz < |1l U s (4.7)
L

De (4.3) y (4.7), obtenemos
0
A /L |u*de < C|U|u|| Flla + Ol F % (4.8)

Teorema 4.0.10 Con las notaciones anteriores tenemos que el semigrupo asociado al pro-

blema de transmision decae polinomialmente como

C
I e®Tlln <

< t—QHUOHD(A)

DEMOSTRACION.-  Usando (4.5) y L? < H~!, tenemos

"i)\n"H—l(—L,O) < CHPlPHm(—L,O) + UHkluxHL2(—L,O) + 6Hk277;tHL2(—L,O)

0 L 0 L 1/2
< Ollua|| 22(-1,0)FC 02l 22 (-1,0)+C lpl / pidr + P2/ ¢’dx + k / fidz + k3/ gidx}
L 0 L 0

Entonces

Al -1 (-Loy < Clluall2 (Lo + Clinell 210y + CllFlla (4.9)

De (4.8) y (4.9) usamos (a? + a2)'/? < a; + ay, entonces

1 1 2 1 1
|)‘|||77||H1(—L,0)§|:W (CHUHHHFHH"’CHFH?{)} +(k—2) U EIFNE + ClF e

1 2 2 2 2 3 3
< | (e mwnirney +onri )|+ crwibie; + cirla
Entonces

1 1
(Ml Loy < CIUNEIENE + ClIE = (4.10)

Por otra parte

H'(-L,0) < L*(-L,0) = L*(-L,0) — H '(-L,0)

49



entonces

<77777>H*1(—L,0)><H1(—L,0) = (Uﬂl)m = ||77||%2

Luego
022 Loy < Il Lol g Lo (4.11)
De (4.10), tenemos
1 1 1
0l = Lol 1o < o CllUE + [1F7 + C||F||H] 191l (~1.0) (4.12)

Por otra parte de (3,5), obtenemos
1 1 1
10l —v0y = 172l 2 (-r.0) < WHUH?{“FHE
2

De (4.11) y (4.10), obtenemos

i

i (IO + U2 112) (4.13)

||77||%2(—L,0) <

Multiplicando (4.5) por (z + L)(kju, + ko) y tomando la parte real, nosotros obtenemos

0 - 0 -
Rez’A/ n(x + L) (kiuy + kony)dx — Re/ (k1uy + kong) e (k1w + kony)(x 4+ L)dx

—-L —-L

0 —m—
= Re/ p1p(kiug + kony)(x + L)dz
L

Pero

d d
2Rezx-§:2-zz+z'52%(E'Z)Z%MQ

Entonces realizando la ecuacién anterior, obtenemos

0 —_— 1 [ /d
Rei)\/ n(x + L) (kiuy + kony)dz — 5 / (%‘klux + Ko | (2 + L)dx) (4.14)
L L

O _—
= p1- Re/ p - (kyug + kong)(z + L)dx

L
Calculemos la primera integral y usando (4.3), obtenemos

0 0
Jy = Rei/\/ (x + L)ynkiuzde = —k;y - Re/ (z+ L)@ + f).dz

—L —L

_kl 0 d ) 0 .
=— | (x+L)—n|°de —k;-Re | (x+L)nf,dx
2 dx _1
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k 0 —
fda ~ SLn(O) ~ Reks | (o + Ly da

—L

-5/

Calculemos la segunda integral,

Jy— 1 0(+L)d|k + kony|?dw =
2 — 2 x dr 1Ug 2Nz | AT =

—L

. 0
=3 (@ + L)|kyug + kznx|2](iL - / |1y + kan,|*de
L

L 1 (0
= —§|k‘1ux(0) + k’g?]x<0)|2 + 3 /L |kyu, + kony|*dx

Reemplazando J; y J2 en la ecuacién (4.14), obtenemos

0 0
Rei/\/ (x + L)nkomj,dx + J1 + Jo = lee/ (x 4+ L) (k1uy + kony )pdz

—-L -L

Denotemos el funcional
1
L= [k1|7(0)? + |14 (0) + kane (0)[7] -

Entonces

0 0

1 0 1
I, = k:gRei)\/ (x + L)nm,dx + 5]{?1 / In|2dx + 5/ \k1g + kon,|2de
-L L

—L _

0

0
iRe / p(x + L)onws T+ Fans)de — Reky / n(z +L)F,de

—L —-L

0 0 0 0
k1Cp 1 1
< CIAI/ 0| |n.|dz + 12 / 0. dx + 516?/ | ug|*dx + 5’63/ 7. |*da
~L L L L

0 0
+0m/|mmM+@mm+hc/|wnm: (4.15)
L —-L

Analizando el primer término de (4.5) y por (4.7), obtenemos
0
C[Al /L [nllnelde < CINNUIME Y22 ]l 210 (4.16)
De (4.13) y |a+ b < C (Ja|'/? + [b]"/?), obtenemos

A2 llnll < CTIUIMZIENY + U1 F ]

o1



Reemplazando en (4.16), obtenemos
0
C|>\|1/2/ || X2l < CINY2 IO IEN + U IPAE]
L
De (3.5) y (3.6) tenemos

0
/ (el + luo|*dz) < CIUNIEFN + =75 [CIVIIEN + CIF|]

IAI2

< CIUIIF] + 1 F1?

[A]2
para A suficientemente grande.

Luego sustituyendo en (4.15), tenemos

< CIAP [IUNIEN + IUIPIEI] + CllUFI -+ WQIIFH2

0 3 0 3

+ Cpy (/ |p|2dx) : (/ |kyug + k2n$|2dx)
L L
0 ) 3 C 0 ) %

+Cp;y In|“dx | - —k | fo|“dx
L P1 -L

Entonces
L < CIA2UNIEN + CIAM U P FIIP* + B ||F||2
+C|IFIPUM + CIUI|IF| (4.17)

Analizando el primer sumando de (4.17) y

1
1\2 1
(3) 5ol

escojamos # = 1 y multiplicamos la ecuacién anterior por |A|'/2, obtenemos

IUIIIEN =

1 171\ 1 |
-8’)\9F]<— ) U S8
s1F1) <5 (5) - VP + 58 1]

1
AEITTIEN < U1 + 4] (4.18)

Analizando el segundo sumando de (4.17),

1 1
JOIEIE = e St - [x- ZiFien) V>0
3 s 1 3)(8 o5 (1 5)(8
<3 gg.A%‘eH ||(4)(3)+§<g> AR ) (D()
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Tomando ¢ = (i) , obtenemos

16

s _ 1 9, D o3 \8g o
|o)1F)F < 6 89||U|| +g 65 ATF

Considerando § = 2 y multiplicando por [A]'/2, obtenemos

[

T + CAi0 || F)? (4.19)

V2O ||E R <

Analizando el cuarto sumando de (4.17)

: 1 ! 3 sa 1 3
FllZ|U|z < Z|U|IZ4 + 2| F||Z5 = S|U |2 + ) )2 4.2
IEI=0T1E < IO+ IEE = U1+ 1F] (4.20)
Analogamente el quinto sumando de (4.17)
||U||2
IUIIIE] < +1F? (4.21)

Luego reemplazando (4.18), (4.19), (4.20) y (4.21) en (4.17), obtenemos

—_

< <lUI*+ HUHQ+4AHFHZ+CA%HFH2 CIFE + CHFH2 (4.22)

0]

[A]2
Por otra parte, multiplicamos la ecuacién (4.6) por (r — L)v, y tomando la parte real

obtenemos,
L L L
Rei)\/ (x — L)pv,de — Rekg/ (x — L)vg,Updx = RGPQ/ (x — L)qu,dx (4.23)
0 0 0
Analizamos la primera integral de (4.23) y usamos (4.4), obtenemos
L L L
/ (x — L)piAv,de = —/ (x — L)pp,dx — / (xr — L)ug,dx
0 0 0
tomando la parte real, tenemos
L 1 (U L
Re/ (x — L)pui\v,dx = —5/ (x — L)Repfi,dx — / (x — L)Re(ug,)dx
0 0 0

1 [t d. L
== r—L)—|u da:—/ x — L)Re(ug,)dx
5 | @-Lglia [ @ -LReia,)

— s { -y - [pac) - [ - DR
== UpOF + 5 [ ePde = [ oL Reu, o (424
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Analizamos la segunda integral de (4.23), obtenemos

L s J
_k’g/o (x — L)Revy,v,dx = -5/ (:v _ L)%|Ux|2dx

Integrando por partes, obtenemos

. ks
—kg/ (x — L)Rev,, v dx = _EL’% / v, |*da (4.25)
0

Reemplazando (4.24) y (4.25) en (4.23), obtenemos
| 2 L 2 2 - —
[P Rl de = (WO + Rla©)) + [ (@~ L)Re(ug, )
0 0
L
+ pg/ (x — L)Re(qu,,)dx
0
Usando (3.3) y realizando estimativas simples, se sigue
L P, 2 L 2
S (P ksl dr < 2 (O + kol (0) |x ~ Lljug,lda
0

+ p2 /OL |z — L||qu,|dx
%(m( O) + [ (krta (0) + kana (0))[2) + (/ 1] dx) (/ e dx)

L % L 2
+ C </ |q]2dx) </ |vz|2da:>
0 0

<O [Ralln(O)[P + k1 (0) + hone(0)]]

L L
+C [/0 (ell® + Ealluall® + KsllvalI* + prlInll® + pall ) dﬁﬁ} [/0 (lgell* + ko[l £
+ksllga1* + pullpll* + p2llall*)dz]
L L
+C {/0 (lall* + Full foll* + Esllgall* + pollpll® + p2llall?) dx] [/0 (vell* + Kallus |
+hsllval* + pullnl® + pallpl*) de]
Ademas n(0) = u(0) — f(0) +¢(0) y f(0) = g(0), entonces n(0) = u(0). Por la definiciéon
de I, y por (4.22), obtenemos
- 2 2 1 2, C 2 2 3 2
C | (palpl + kslvo|*) dow < —HUll + S IUI + 4 F| + CAw |7
0

IE CFE+ C||F||2 + CUIILE]
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De (4.8) tenemos
0
C
b [ e < 5 (IV10F) + 1FIF) (4.26)
Analizando el primer término,

1
1)\?2 g} 1
I = (§) X101 508 < 5 g +

1

5 swlFIP -8

Haciendo # = 1 y multiplicando la ecuacion anterior por obtenemos

‘)\|27

Ul F Ul|? F|?
= IUI ||_16|| 1* + 5 17l

IAI2 |A|4

Sustituyendo la ecuacién anterior en (4.26), obtenemos

0
2 F 2
b [ s < IO + 51

De (4.7) obtenemos

0 0
" / In2dz < p,C / ino*dx < CU||F|
—L —L

Por lo tanto

L 0 0
P = / (palul? + kslval?) do + o / g2+ py / inf2dz
0 —L

1 1 3
gIIUII2 + §||U||2 + 4AIIFII2 + CA||F|* + IIFII2 + = C||F||2

[A[2

C
+CIUINIEN+ U1 + 5 e

IAI4
Usando la desigualdad de Young, tenemos

Ac | ClF|?
+

2 < A\|IF? i || F||2 +
CllUIF < 4[| FIIF + CAv|[F[|” + G 5

|A|2HFH2 + CHFH2
Clul® < 4MF|*
Ul < CIAIF)
para A suficientemente grande. Lo que significa que la solucién decae polinomialmente como
SO < 5 Uollogs

De donde se sigue el resultado. |
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