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Resumen

Sobre el grupo de trenza para R P?

MARIBEL ROSA BRAVO QUISPE

NOVIEMBRE-2013

Orientador: Dr. Agripino Garcia Armas

Titulo obtenido: Licenciada en Matematica

En este trabajo presentamos un estudio bésico sobre el grupo de trenzas de Artin B5,,.
Introducimos los espacios de configuracion F,,(M) y F,,(M) /%, para una variedad M.
En el caso M = R?, se mostrara que los grupos fundamentales de los espacios F,,(R?)
y Fn(R?)/%, son isomorfos a los grupos de trenzas puras P, y grupo de trenzas de
Artin B,, respectivamente. Motivados por este hecho, se define el grupo de trenzas de
superficies P,(M), B,(M). Por dltimo, concluimos haciendo un estudio a los grupos

de trenza del plano proyectivo real P, (RP?) y B, (RP?).

PALABRAS CLAVES: TRENZA ALGEBRAICA
DIAGRAMAS DE TRENZA
TRENZAS PURAS
ESPACIO DE CONFIGURACION
PLANO PROYECTIVO REAL
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Abstract

On the braid group for R P?

MARIBEL ROSA BRAVO QUISPE

NOVEMBER-2013

Advisor: Dr. Agripino Garcia Armas

Degree: Licentiate in Mathematic

In this work we present a basic study about the group of Artin’s braids, B,. We
introduce the configuration spaces F, (M) and F,(M)/%, for a manifold M. In the
case where M = R? we will show that the fundamental groups of the spaces 7, (R?)
and F,(R?)/%,, are isomorphic to the group of pure braids P, and the group of braids
of Artin B, respectively. Motivated by that fact, we will define groups of braids of
surfaces P,(M) and B,(M). Lastly, we will do a study of the braid groups of the real
projective plane P,(RP?) and B, (RP?).
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REAL PROJECTIVE PLANE

vii



indice general

Miroduccién

(1 Trenzay grupo de trenza|

(1.1 Elgrupodetrenzasde Artin|. . . . . ... ... ... ...........
[I.2  Trenzasy Trenzas geométricas|. . . . . ... .... .. ...........
(1.3 Diagramasdetrenzas|. . . . . ... ... ... ... ... ... . ...

(1.3.1 Movimientos Reidemeister para diagramas de trenzas| . . . . . .
1.4 B,esisomorfoa B, . . . . . . . o e
1.0 TrenzasPuras| . ... ... ... ... ... ool

2 'Trenzas y espacios de configuracion|

2.1 Espacios de configuracion| . . . . .. ... ... L

3 Grupo de trenzas del plano proyectivo real|

B.1 Grupo de trenzas algebraicas| . . . .. ... ..... ... .. ... ..

A2 Grupo Triangular| . . . ... ... ... .. ... o oo oo
[A.3 Automorfismos interioresl . . . ... ... ... 0L

A4 Homotopiadecaminos|. . . . .. ... .. .... ... ...........

IA.5 Grupo fundamentall. . . . .. ... ... oo oo oo

Bibliografia

viii

51
51

67
67
69
70
70
71

73



Introduccion

El grupo de trenzas fue introducido en 1925 por E. Artin [1], aunque su importancia
en las matematicas fue, posiblemente un siglo antes por Gauss, como lo demuestran
dibujos de trenzas en sus cuadernos. Los grupos de trenza proporcionan una mezcla
muy atractiva de la geometria y el 4lgebra, y tienen aplicaciones en una amplia va-
riedad de dreas de matematicas, fisica y recientemente en la quimica de polimeros y
biologia molecular.

El grupo de trenza de Artin toma realce en 1947, cuando él mismo publica dos ar-
ticulos [2} 3] muy interesantes donde en [2] hizo rigurozo las primeras ideas intuitivas
del tratamiento de las trenzas del plano R* y también muestra una presentacion del
grupo de trenzas de n cuerdas del plano como un grupo de los n — 1 generadores

01,09, ...,0,_1 Sujeto a las relaciones:
0i0i+10; = 04100541,

005 = 0,04 ‘Z—]’ZZ

Luego, en [3] determina todas las representaciones del grupo de trenzas de n cuerdas
por grupos de permutaciones transitivos de n letras. El grupo de trenzas de Artin fue
objeto de estudio de varios matemaéticos, tal es asi que en [7] apoyado de las defini-
ciones de trenzas geométricas y sus diagramas, muestra que el grupo de trenzas de
Artin es isomorfo al conjunto de las clases de isotopia de las trenzas geométricas. Este
es asunto del Capitulo 1 de este texto.

Posteriormente, en 1962, Fox, Fadell y Neuwirth [5, 6] reinterpretan la definicién
del grupo de trenzas de R? como el grupo fundamental de espacios de configuracion y
ademads extiende esto para definir el grupo de trenzas de espacios topoldgicos arbitra-
rios. Basados en estos dos articulos, en el Capitulo 2 de este trabajo mostraremos exac-
tamente que los grupos fundamentales de los espacios de configuraciéon de n-tuplas
no ordenadas (F,(R?)/%,) y n-tuplas ordenadas (F,,(R?)) de puntos distintos de R?



son isomorfos a los grupos de trenzas de Artin B, y trenzas puras P, respectivamente.

La definicién general que introdujo Fadell, motiva hacer un estudio para la varie-
dad compacta RP?, conocido como el plano proyectivo real. Aqui el grupo de trenzas
puras P, (RP?) (respectivaente el grupo de trenzas B,,(RP?)) es definido como el grupo
fundamental de F,, (RP?) (respectivamente de F,,/%,, (RP?)). Estos grupos fueron bien
estudiados por Van Buskirk [11] y recientemente por Wang [12]. Siguiendo las ideas
contenidas en [11] en el Capitulo 3 de este material se mostrara que B; (RP?) = Z,,
By(RP?) es un grupo diciclico de orden 16, P»(RP?) es isomorfo al grupo cuaternion
Qs, y paran > 2, B, (RP?) es infinito.



Capitulo

1

Trenza y grupo de trenza

En este Capitulo haremos un estudio del grupo de trenzas desde el punto de vista
algebraico, utilizando operaciones que pueden interpretarse por una via geométrica.
Nuestro objetivo principal es mostrar el isomorfismo que existe entre el grupo de tren-
zas de Artin B, y el grupo de trenzas B,,, cuyos elementos son clases de isotopia de
trenzas geométricas. Para esto hacemos uso de las herramientas fundamentales que

son los diagramas de trenzas y movimientos elementales.

1.1 El grupo de trenzas de Artin

En esta seccion presentamos definiciones algebraicas bésicas que son desprendidas
directamente de la obra de Artin. La definicién es formulada en términos de presenta-
cién de grupo por generadores y relaciones.

Definicién 1.1. El grupo de trenzas de Artin B, es el grupo generado por n — 1 generadores

01,09, ...,0,_1Y las siguientes relaciones trenza:
(i) 0,0, =o0j0; paratodoi,j=1,2,...,n—1conl|i—j| > 2.
(ll) 0;0;4+10; = 0,410,041, para 1= 17 2, N (e 2.
Observacion:

e Por definicién B; = {1} es el grupo trivial.

e El grupo B, es generado por un solo generador o, y un conjunto vacio de rela-
ciones. Luego, cualquier elemento de B, es potencia de o, y su inverso o, L Asi,

By = (0;) es isomorfo a Z, grupo ciclico infinito.
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Es inmediato observar que si f es un homomorfismo de grupos de B,, a un grupo

G, los elementos {s; = f(0;)}i=12..n—1 de G satisfacen las relaciones trenza. En efecto,
e Parai j=1,2....n—1y |i—j|>2
sisj = [(0:) - f(oj) = f(oioy) = f(oj0:) = f(0;) - foi) = s58i.
e Parai=1,2,--- ,n—2,
sisiv18i = f(03) - f(ois1) - [(03) = [(0:0i110:) = [(0i41010i11) = Siv18iSi1-

Los grupos de trenzas estan muy relacionados con los grupos de permutaciones ¥,

la primera relacién entre estos dos grupos se establecera con la siguiente proposicion.

Proposicién 1.2. Si s;, so,- -, s,—1 son elementos de un grupo G satisfaciendo las relaciones
trenza, entonces existe un tinico homomorfismo ¢ : B, — G tal que s; = ¢(o;); para todo
1=1,2,--- ;n—1.

Demostracion. Sea F,, el grupo libre sobre el conjunto S = {oy,09,...,0,1}. F), es
definido por la siguiente propiedad sea i : S — F,, una funcién, para toda funcién
f S — H donde H es un grupo, existe un tinico homomorfismo % : F,, — H tal que
hoi = f.El grupo libre sobre S asi definido es tinico médulo isomorfismos.

Se sabe ademads que todo grupo H es la imagen homomorfa de un grupo libre, es
decir, existe un homomorfismo sobreyectivo = : ' — H, donde F' es un grupo libre
sobre cierto conjunto S. Por el teorema de isomorfimos se tiene que H = F/Ker.
Note que se puede mostrar que Ker 7 = (R)y,,, donde R C F'y (R)y,, denota al
menor grupo normal contenido en F' que contiene a R. Los elementos de S se llaman
generadores y los de R relaciones.

Volviendo a la prueba, se tiene que GG es un grupo generado por n — 1 generado-
res si, S, ..., S,—1 con relaciones que incluyen a las relaciones trenza. Ahora, sea F,, el
grupo que definimos antes, la funcién f : S — G que envia o; en s; induce un homo-
morfismo ¢ : F,, — G tal que ¢(0;) = s;. Se quiere construir un homomorfismo de B, a
G, para esto note que B,, = F,,/(R) y,, con

R = { .. ,O'iO'j<O'jO'Z')7l, ce ao—io_i+10—i(0i+10io—i+1)71 .. .},

en R estan todas las relaciones trenzas tal que en el cociente, estos elementos son igua-
les a 1. Como B, es un cociente de F,,, para inducir desde ¢ un homomorfismo del
cociente en G, basta verificar que para todo elemento r en R, se tiene que ¢(r) = 1y
como G contiene a las relaciones trenza, entonces podemos inducir un homomorfismo

7 : B, — G con las caracteristicas requeridas. u
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Corolario 1.3. Para todo n > 1, existe un homomorfismo 7 : B,, — ¥, sobreyectivo tal que
m(o;) = s; = (i i+1)es la permutacion del conjunto {1,2, ..., n} que intercambia i con i+ 1
y al resto de los elementos los deja fijos, estas permutaciones se conocen como transposiciones
simples.

Demostracion. ¥, es generado por las n — 1 transposiciones simples sy, sg, ..., S,—1 , €S

claro ver que éstas transposiciones satisfacen las relaciones trenza,
o s;s; =558, sii,j=12...,n—1;]i—7j]>2
® S5;5;4118; = Si4+15iSi+1 parai = 1, 2, N (2 2.

Ahora por la proposicién anterior se tiene que existe un homomorfismo de grupo
m: B, — ¥, tal que 7(0;) = s; paratodo i = 1,2,...,n — 1. Este homomorfismo es
sobreyectivo, pues se sabe que X,, es generado por las transposiciones simples.

|

Lema 1.4. El grupo B,, con n > 3 no es abeliano.

Demostracion. Sea n > 3, primeramente note que en ¥, se tiene

1 2345 --- n 1 2345 ---n
$182 = ; 5281 =

31245 -+ n 23145

y ademds sis; # sg51. Desde que m : B, — X, es sobreyectivo se tiene que para
Si, 8; € Xy, existird 0y, 09 € B, tal que s; = 7(01) y s; = m(03). Luego, si suponemos que
B,, es abeliano para algan n > 3, se tiene 7(0103) = m(0207) lo cual implica s;s; = s;s;
y esto es una contradicion.
|
Por como estan definidas las relaciones trenza en la Definicion es claro que la
correspondencia i(0;) = 0, coni = 1,2,...,n — 1 define un homomorfismo de grupos
i : B, = B, llamado inclusién natural. Algunas veces serd conveniente ver B,, como
un subgrupo de B, via i, en este modo se obtiene una cadena creciente B; C By C
Bs;CBy...
¥, también posee una inclusién natural en X, ;; que consiste en considerar una
permutacién s € ¥, como una permutacién del conjunto {1,2,...,n,n + 1} que deja
tijoan+1y para los demads elementos acttia como s. Con estas acotaciones es inmediato

ver que el siguiente diagrama conmuta,
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B =3

Bt = Y1

1om(o;) = i(m(0y)) = i(s;) = s

7o i(o;) = 7(i(03)) = 7(03) = s4.

1.2 Trenzas y Trenzas geométricas

Hasta ahora se han presentado las nociones algebraicas bésicas de los grupos de
trenzas, ahora interpretaremos estos grupos en terminos geométricos.

En ésta seccién y en adelante se denotard por I al intervalo cerrado [0, 1] en el con-
junto de los nimeros reales R.

Definicion 1.5. Una trenza geométrica de n > 1 cuerdas es un conjunto b C R* x I formado
por n arcos disjuntos, llamadas las cuerdas de b tales que la proyeccién 7 : R* x I — I mapea
cada cuerda homeomorficamente sobre I y

bN (R? x {0}) = {(1,0,0),(2,0,0),...,(n,0,0)}

bN (R* x {1}) = {(1,0,1),(2,0,1),...,(n,0,1)}.

De la primera condicién se entiende que toda cuerda de b intersecta a cada plano
R? x {t} cont € I en exactamente un punto y de la segunda condicién podemos enten-
der que cada cuerda conecta un punto del conjunto {(1,0,0),(2,0,0),...,(n,0,0)} con
exactamente un punto del conjunto {(1,0,1),(2,0,1),...,(n,0,1)}, es decir, la cuerda ¢
conecta (7,0,0) con (s(7),0,1) donde i, (i) € {1,2,...,n}. La sucesion (s(1),...,s(n))
es una permutacién del conjunto {1,2,...,n} llamada permutacién fundamental de b.
A cada cuerda de la trenza geométrica, la orientaremos de tal modo que la orientacién
sobre el intervalo  por la proyeccion R* x I — I de la cuerda serd la que empieza en 0
y va hacia 1. Asi la cuerda esté orientada “ de arriba hacia abajo”.

Un ejemplo de trenza geométrica es dado en la Figura 1.1, donde el eje = es di-
reccionado hacia la derecha, el eje y alejandose del lector y el tercer eje (variable t) es
direccionado hacia abajo. En este ejemplo note que la permutacién fundamental de
esta trenza es (1, 3,2,4).
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N

Figura 1.1: Una isotopia de diagrama de trenza

Definicién 1.6. Dos trenzas geométricas by b’ de n cuerdas son isotdpicas, denotada por b ~ V',
si existe una aplicacién continua F : b x [ — R? x I, tal que para cada s € I la aplicacion
F, : b — R? x [ definida por Fy(x) = F(x,s) es un encaje, cuya imdgen es una trenza
geométrica de n cuerdas. Ademds, debe cumplirse que Fy(b) = b, Fy(b) = b yparacada s € I,
F, mantiene fijos los puntos extremos de b, es decir F; = idyy,.

Ambas, la aplicacién F'y la familia de trenzas geométricas { F;(b) } sc; son llamadas
isotopias de b = Fy(b) a b’ = Fi(b).

Lema 1.7. La relacion de isotopia es una relacion de equivalencia.
Demostracion.

e Reflexiva: Dada b una trenza geométrica de n cuerdas, basta considerar la aplica-

cién continua
F : bxI — R?xI

(x,t) — F(z,t)=uz.

Asi, paracada s € I, F, : b — R? x I, definida por F,(z) = = es un homeomorfis-

mo con Fy(b) = by Fi(b) = b'. Por tanto b es isotépico a .

e Simétrica: Sea by b’ dos trenzas geométricas. Si b es isotépico a b’, entonces existe
una aplicacion continua F' : b x I — R? x I, tal que para cada s € I, la aplicacién
F,:b— R?x [ dada por F,(z) = F(z, s) es un encaje, esto es, F : b — Fy(b) esun
homeomorfismo. Ademas, para cada s, F;(b) es una trenza, Fy = Id,, Fi(b) =b'y
Fy = idg.

De la hipétesis se tiene que F;' : ¥’ — b es un homeomorfismo, puesto que F}
lo es. Considerando la aplicacién h : I — I definida por h(s) = 1 — s se tiene el
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siguiente diagrama

b’x]mbxl

S
F
R2? x I,
donde F estd dada por F(z,s) = F(F;'(z),h(s)). Como las aplicaciones F y
F' x h son continuas, entonces F' es también continua.

Ahora para cada s € I se define

F, : 0V — R*xI
v — Fyx)=F(F'(z),1-5).
Afirmacién: Para cada s € I, F, es un encaje.

En efecto, sea s € I fijo y arbitrario, vamos a probar que F; : ' — F(V') es un

homeomorfismo.
e I, es biyectiva

En efecto, como F, es sobreyectiva, solo falta probar que F, sea inyectiva, para
esto dados z,y € U/, si Fi(z) = F,(y) entonces F(F, *(z),1—s) = F(F7 ' (y),1—35).
Desde que F es inyectiva por hip6tesis, se tiene Fi_, (Fy'(z)) = Fi_ (F} '(y)).
Luego, por la inyectividad de Fy_; resulta F; '(z) = F; '(y) y por dltimo como

F[ ! es un homeomorfismo. Entonces se obtiene que r = .
e [, es continua

En efecto, considere la aplicacion A definida por A\s(z) = (z, s)

W —2% 0 x I

T

R? x I.
Del diagrama note que F, = F o\, y Fi(z) = F(z,s). Como F' y ), son continuas.
Entonces, F; es también continua.
e ['7! es continua

En efecto, se tiene que la aplicaciéon F, : &' — F,(V/) es biyectiva, dado = € ¥’
tomando y = F;(z) por como estd definido F; se tiene y = Fy_ (F; ' (z)). Como
1 —s €Iy F,_,esun encaje, entonces F, ', (y) = F, ' (z). Asi, Fy o F; ' (y) = .
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Luego, se define la aplicacién inversa de F, como sigue,

FlooRW) - i
Yy = FloFl_—ls(y)'

Por tanto F7 ! = F} o F}', es continua, puesto que es la composicién de dos fun-
ciones continuas. Con esto queda probada la afirmacién. [

Por como esta definido F, se tiene
E()=F (F7'(¥),1—s) = F(b,1 —s) = F;_(b).

y como F;_4(b) es una trenza geométrica. Entonces, F, (V) es también una trenza
geométrica. Claramente Iy = idy y F, = idgy. Resta probar que F; (V') = b, para
esto nuevamente por definicién,

Fi () =F(F{'(V),1-1) = F(b,0) = Fy(b) = b.

Por tanto se concluye que ' es isotépico a b.

e Transitiva: Sean b, V', b” trenzas geométricas de n cuerdas tal que b es isotépico a
V' y b esisotdpico a b”.
Existen las aplicaciones continuas F : b x [ - R?2 x [ y F:b x I — R? x [ tales
que paracada s € I,

F, : b - R*x1T F, : bV — R*xI
x — Fy(z)=F(z,s) r — F(x)=F(z,s).
Las aplicaciones F, y F; son encajes cuyas imagenes Fi(b) y Fi(V') son trenzas
geométricas. Ademads, Fy = idy, Fy = idy, Fy(b) = U, F,(t)) = V', F, = idyp y
FS = id@b/.
Ahora considerando las aplicaciones h : [0,1/2] — [ definida por h(s) = 2sy
h:[1/2,1] — I dada por h(s) = 2s — 1 en los diagramas siguientes,

bx [0,1/2] o bw s bx[1/2,1 Ty

FO(Zdeh FO(Fth)

R? x I. R? x I.
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Note que F o (id, x h) y Fy x h son continuas en [0,1/2] y [1/2, 1] respectivamente.
Como b x I =bx[0,1/2] Ub x [1/2,1]. Defina

FibxI— R*xI
- F(z,2s) si 0<s<1/2
F(ZL‘,S): = .
F(Fy(z),2s—1) si 1/2<s<1.

Note que para s = 1/2, se tiene

- F(z,1) = Fi(x)
- F(Fy(x),0) = Fy(Fy(z)) = Fi(z) (esto es porque Fi(x) € V).

Claramente F es continua en b x I. Para cada s € I;

F, : b —» R?x1T
r — Fy(z)=F(z,s)

Afirmacién: Para cada s € I, F; es un encaje.

En efecto, sea s € [ fijo y arbitrario. Se probara que F, : b — F,(b) es un homeo-

morfismo.
e F, es biyectiva
casol: Si0<s<1/2.

Sean z,y € b. Si Fy(z) = F,(y) entonces F(z,2s) = F(y,2s) y esto es Fy,(z) =
F(y). Como F, es inyectiva, entonces = = y. Asi, F, es inyecyiva y por tanto
E . b — F,(b) es biyeccion.

casoII: Si1/2 <s< 1.

Sean x,y € b. Si F,(z) = F,(y) entonces Fy, 1(x) = Fa, 1(y). Como Fy,_; es inyec-
tiva, entonces F(x) = Fi(y) y por ser la aplicacién F} inyectiva entonces se tiene

x = y. Asi, F, es inyectiva y por tanto se tiene la biyeccion sobre su imagen.
e I, es continua

En efecto, ésto es inmediato de ver desde que F es continuo.

e ['7! es continua

En efecto, dado (z, s) € bx I. Haciendo y = F'(z, s). Para los valores de s tales que
0 < s < 1/2, por como esté definido F se tiene y = Fy,(r) y de esto se desprende
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x = F;.'(y). Ahora si 1/2 < s < 1, entonces usando la definicién de F se tiene

que x = F; ' o F;.! | (y). Luego se define la aplicacién inversa de F, como sigue,

F1 Fy (b)) — b

RV () si 0<s<1/2
FiloFy (y) si 1/2<s< 1.

Note que para s = 1/2, se tiene F; ' o Fy '(y) = F; '(y) y desde que Fy,', Fy.',
y F[! son continuas. Entonces, es claro que F”! es continua y con esto queda
finalizada la afirmacion. |

Afirmacién: F,(b) es trenza geométrica.

En efecto, si 0 < s < 1/2 se tiene

Fy(b) = F(b,2s) = Fa (D),

y Fy(b) es una trenza geométrica por hipotesis. Ahorasi 1/2 < s < 1, entonces

Fs(b) = F(Fl(b),QS — 1) = ngfl(Fl(b)) = ngfl(b/),

y como Fy, (V) es trenza geométrica por hip6tesis. Entonces, se tiene probada la

afirmacion. [ |

Claramente se puede ver que F;, = id, y que F; mapea todo punto final de b sobre
si mismo y por tltimo para probar que F}(b) = 5" hacemos uso de definiciones y
se tiene,

F1(b) = Fl(ba 1) = F(Fl(b), 1) = Fl(Fl(b)) =F()="V"

Asi, b es isotopico a b”. Por lo tanto la relaciéon de isotopia es una relaciéon de

equivalencia.
|

Definicién 1.8. Sean by y by dos trenzas geométricas de n cuerdas, definimos el producto bybs
como el conjunto de puntos (z,y,t) € R* x I tales que (x,y,2t) € by parat € [0,1/2] y
(z,y,2t — 1) € by parat € [1/2,1].

No es dificil ver que b0, es una trenza geométrica de n cuerdas. Un ejemplo del

producto de dos trenzas geométricas de tres cuerdas es el siguiente:
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r)
\ \
\ \ \

Figura 1.2: Dos trenzas geométricas y su producto

Lema 1.9. Si by y by son isotdpicas a las trenzas geométricas by y b, respectivamente. Entonces
b1b es isotdpico a b by.

Demostracion. De la primera parte de la hipétesis, b; es isotépico a bs, se tiene que

existe una aplicacién continua F' : by x I — R? x I tal que para cada s € I,

F, : by — RZxIT
r — Fy(z)=F(z,s)

es un encaje cuya imdgen F,(b;) es trenza geométrica, también F;(b;) = b}, Fy = idp,
y Fs mapea todo punto final sobre si mismo. De la segunda parte de la hipétesis, b, es
isotopico a b), se tiene que existe la aplicacion continua F' : by x I — R? x [ tal que para
cada s € I,

F, @ by — R?2x1T
v — Fy(z)=F(x,s)

es un encaje cuya imagen F,(b,) es trenza geométrica, I} (by) = bh; Fy = idy, y Fy = idgp,-

Defina

a  RPxI — RZxI B RPxI — R*xI
(z,y,t) = oz, y.t)=(z,4.%) (z,y,t) — Bz,y,t) = (z,y,51),

dos aplicaciones continuas. Ahora considerando,

A={(z,y,t) ER* x I/(w,y,2t) €by; 0 <t < 1/2}

B={(z,y,t) € R*x I/(x,y,2t — 1) € by; 1/2 <t <1},

claramente b;by x I = A x I U B x I. Ahora defina
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Fibibyx I — R2xT
- ao Fy(z,y,2t) si 0<t<1/2
F(z,y,t,s) = _ _ ]
foFy(x,y,2t —1)o Fy - (y) si 1/2<t<1.

Note que parat = 1/2,

ao Fy(x,y,1) = alz,y,1)=(x,y,1/2)
BoFy(x,y,0) = B(x,y,0) = (z,y,1/2).

Es inmediato ver que I es continua. Ahora para cada s € I, defina

Fy o obiby — R2xT
I — F,(z)=F(z,s)
Afirmaci6n: Para cada s € I, F, es un encaje.

En efecto, sea s € I fijo y arbitrario. Se mostrard que Fs D biby — Fs(ble) es un

homeomorfismo.

e I, es biyectiva
Es suficiente probar la inyectividad pues sabemos que toda funcién es biyectiva
sobre su imagen. Sean (z,y,t) y (Z,9,t) € bybs.
°Si 0<t<1/2y 0<F<1/2.
Si F,(x,y,t) = F,(%,7,1). Entonces, o Fy(z, 5, 2t)) = o Fy(Z, 7, 2)). Como « es in-
yectiva, entonces Fs(z,y,2t) = Fi(Z,y,2t) y desde que F; es un homeomorfismo
se tiene (x,y,t) = (7,7, 1).
°Si 1/2<t<1ly 1/2<i<1.
El procedimiento es andlogo a lo anterior.
°Sit=0y 1/2<f<1.
Se tiene (r,y,0) # (7,7,1). Si suponemos que Fi(z,y,0) = F.(,7,). Enton-
ces, a(Fy(x,,0)) = B(Fy(z,3,2t — 1)). Como F,(z,y,2t — 1) € R? x I, enton-
ces identificamos F,(7,%,2t — 1) = (2,9, 7). Asi, a(z,y,0) = B(z',v, 2'), luego

(z,y,0) = (2, ¢/, Z’—;l) de donde se tiene 2’ = —1 y esto es una contradiccién pues

la verdad 0 < 2’ < 1. Por tanto, F,(x,y,0) # F.(,7,1).
°Si0<t<1/2y =1

Se procede como el caso anterior.
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eSi 0<t<1/2y 1/2<t<]1.
Claramente (z,y,t) # (Z,7,%). Si suponemos que Fi(z,y,t) = F.(z,7,1). Enton-
ces, a(Fy(x,y,2t)) = B(Fy(Z,y,2t — 1)). Haciendo la identificacion Fi(z,y,2t) =

(2,9,2) y Fs(z,9,2t — 1) = (2/,¢/, %) se tiene (z,7, g) = (2, v, Z;”) de donde se

obtiene, z = 2/ + 1.
Por otro lado, como 2t # 0,1y 2t — 1 # 0,1, note que Z y 2’ no son coordena-
das de un punto frontera. Asi, 2’ € (0,1) de donde resulta 1 < Z < 2 y esto es
una contradiccién. Asi, Fy(z,y,t) # F.(Z,7,1). Por tanto se concluye que F, es
inyectiva.

e F, es continua.

Esto es verdad desde que F es continua

e F-! es continua
Haciendo y = (y1, 42, y3) = Fs(%y,t)-
°Si 0<t<1/2.

(y1,y2,93) = ao Fyo f(x,y,t).
Luego,
a” (Y1, y2,y8) = Fo f(x,y,t) = Fu (f(z,,1)) € Fu(b),
de esto se tiene,
fhe Fy b oa™ (g, p2,ys) = (2,0, 1).
Ahora como a ! (y1, y2,y3) = (y1, 2, 2y3) € Fy(by) C R?* x I, resulta 0 < y3 < 1/2.
°Si 1/2<t< 1.

(y1,yz,y3) = 50 ps Og(xa%t)'

Luego,

ﬁil(yhy%y?}) = FS o g(xayat) S Fs(b2)>
Asi,
g o 7 o BNy, yes ys) = (9, 0).

Por otro lado, como B~ (y1, 92, y3) = (y1, ¥, 2ys — 1) € Fy(by) C R? x I, resulta
1/2 <ys < 1.
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Se define,

FS_I : ﬁs(ble) —  byby
- floF oo (Y, y2,ys) st 0<ys <1/2
Fs (y17y27y3> = —1 *_1 -1 .

g oFs OB (y17y27y3) S1 1/2§y3§1

Se aprecia de inmediato que ésta funcién asi definida es continua. Por lo tanto

Ffl

es un encaje.

En lo que sigue, mediante calculos se mostrara que Fs(bl by) es trenza geométrica.

F,(byby)

{Fs_l(l’,y,t)/(l‘, y7t) € ble}
{F8_1($7y7t)/($ayvt) € R2 X IO <t< 1/2/\(1’ y,Qt) S bl}U
{F- Yz, y,t)/(x,y,t) EREX [;1/2 <t < 1A (z,y,2t — 1) € by}

] /(,
{a(Fy(z,y,2t)) € R* x I/(x,y,2t) € b1} U

{B(Fy(z,y,2t — 1)) € R* x I/(x,y,2t — 1) € by}

{a(2,9,2)/(2,9,2) € Fs(b)} U{B(,y, )/ (2,9, 2) € Fi(b2)}
{a(7,9,2/2)/(2,5.2) € Fy(b)} U{B(",y, (2" +1)/2) /(2" ¢/, ') € Fi(b2)}

{(.75) € R x 1/(5,7,25) € Fy(bi);:0 < 5 < 1/2) U
{(@',y,8) eREx I)(2,y,25' — 1) € Fy(by);1/2 < &' < 1}
Fu(b) Falbs).

Como por hipétesis Fi(by) y Fi(by) son trenzas geométricas. Entonces, Fs(blbg) es tam-

bién trenza geométrica. Mediante cdlculos similares no es dificil mostrar que F (b1bg) =

b\ b, Fy=1 dpby Y F, = idgp,b,, €StO €S, F, mapea todo punto frontera de b1b, sobre si

mismo. Asi se concluye que b; b, es isotopico a b’ b5. |

Observacion:

e Teniendo en vista el Lema si b es una trenza geométrica, se denota la ~-clase

de equivalencia médulo isotopia de b por [b] y serd llamada trenza de n cuerdas.

e Denotamos por B,, al conjunto de todas las trenzas de n cuerdas.

e Teniendo en vista el Lema [1.9|se dice que la correspondencia (b, b') — bb’ define

una multiplicacion sobre el conjunto de trenzas de n cuerdas y éste producto estd

bien definido en B,,.
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Definicién 1.10. Definimos la operacion multiplicacion sobre el conjunto de trenzas por:

B, x B, — B,
(o, B) = [o] - ['] = [bbT].

Mas adelante se mostrard que el conjunto de trenzas de n cuerdas, B, con ésta
operacién multiplicacién es un grupo canénicamente isomorfo al grupo de trenzas B,,
éste tiltimo viene a ser justamente la parte principal de este capitulo. Para ello, primero

necesitaremos de algunos lemas y definiciones previas.

1.3 Diagramas de trenzas

Describir una trenza muchas veces puede llegar a ser complicado y confuso, es-
pecialmente cuando tenemos una trenza con gran nimero de cuerdas, 6 con un gran
ntmero de cruces. Es por ello que en esta seccion se define una herramienta que nos
facilita de una manera sencilla la visualizaciéon de una trenza geométrica a travez de
diagramas planos, que conserve la informacién suficiente que nos permita recuperar la
trenza. Ademas, presentaremos un teorema tipo Reidemeister para diagramas de tren-
zas el cual simplifica el problema de determinar la isotopia de dos trenzas geométricas

y permite probar que B,, es un grupo isomorfo a B,,.

Definicién 1.11. Un diagrama de trenza de n hebras es un conjunto D C R x I formado por
la unién de n arcos llamados hebras de D tales que:

e La proyeccion 7 : R x I — I mapea cada hebra homeomérfamente a I.
o Cadapuntode {1,2,...,n} x {0, 1} es un punto extremo de una sola hebra.

o Cada punto de D pertenece a lo mds a dos hebras. En cada interseccion de dos hebras,
estas se encuentran transversalmente, donde una de las hebras queda distinguida como:
que pasa “por encima” y la otra pasa “por debajo” .

Observacién:
e Lasegunda condicién dice que cada punto de {1,2,...,n} x {0} es unido con un
unico puntode {1,2,...,n}x{1}igual que como lo hacen las trenzas geométricas.

e Un punto de interseccién de dos hebras en D es llamada un punto doble o un
punto cruce de D.
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e La tercera condicién quiere decir que en cada cruce, hay un vecindad donde todo
se ve como el conjunto {(z,y) € R? : zy = 0}. También gracias a la compactibili-
dad de las hebras, no es dificil ver que el ntimero de cruces de D es finito.

Un ejemplo de un diagrama de trenza es presentado en la Figura 1.3. Cabe notar

que éste grafico es simplemente la proyeccion de la trenza geométrica de la Figura 1.1
al plano R x {0} x I.
\/

—

Y

-

Figura 1.3: Un diagrama de trenza de cuatro hebras

Graficamente las hebras que van por debajo en un punto cruce es representado por
una linea rota cerca del cruce y las hebras que van por arriba en un punto cruce es
representado por una linea continua como se aprecia en la Figura 1.4.

A A X

Figura 1.4: Un punto doble y las dos posibles modificaciones

Los diagramas de trenzas facilmente dan lugar a trenzas geométricas, para esto s6-
lo basta considerar la identificaciéon obvia R x I = R x {0} x I. Una vez identificado
D C R x {0} x I, tomamos una pequefia vecindad de todo cruce en D y ligeramente
empujamos la hebra que estd por debajo de la otra dentro de R x (0,00) x I, esto es,
incrementando la segunda coordenada mientras que la primera y tercera coordenada
quedan intactas. Este procedimiento transforma D en una trenza geométrica de n cuer-
das bien definida, digamos que éste sea b, cuya clase de equivalencia médulo isotopia
serd denotada por §(D) = [b]. Luego, 5(D) se conoce como la Trenza presentada por D.
Claramente de la construccion se tiene que la proyeccién al plano R x {0} x I de §(D)
es D. No es dificil ver que a toda trenza 3 se le puede asociar un diagrama de trenza,

para esto solo basta tomar una trenza geométrica representante tal que la proyeccién a
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R x {0} x I posea a lo mas puntos dobles (puntos con dos pre imagenes) y entonces la

proyeccién misma serd el diagrama buscado, por supuesto este diagrama presenta a /3.

Definicién 1.12. Dos diagramas de trenzas de n hebras D y D' son Isotdpicos si existe una
funcion continua F' : DxI — Rx I tal que para cada s € I, el conjunto D, = F'(D,s) C RxI
es un diagrama de trenzas de n hebras. Ademds, Dy = D, Dy = D'y F mapea los cruces de D
en los cruces de D' preservando el dato que pasa por encima o por debajo, mateniendo también
la cantidad de cruces.

La familia de diagramas de trenzas {F;(D) = D;}c; se llama isotopia entre Dy D'.

Un ejemplo de una isotopia es dada en la Figura 1.5.

< e Al <

Figura 1.5: Una isotopia de diagrama de trenza

Lema 1.13. Si D es isotdpico a D'. Entonces 5(D) = B(D").

Demostracion. Se tiene que existe una aplicaciéon continua F': D x I — R x I, tal que
paracadas € I, D, = F(D,s) C R x I es un diagrama de trenza, Dy = D, D; = D’
y I’ mapea los cruces de D en los cruces de D’. Como todo diagrama puede presentar
una trenza, entonces digamos que los diagramas D y D’ presentan a las trenzas (D)
y B'(D’) cuyos representantes de éstas trenzas son las trenzas geométricas by b’ res-
pectivamente. Digamos que para cada s € I, el diagrama D, presenta a la trenza mds
simple, con representante b, esto quiere decir que en toda vecindad del punto cruce
las segundas coordenadas de los puntos de b, satisface |z — y| < 1/n, para n suficiente-
mente grande. Note aqui que by = by b; =0'.

Nuestro objetivo se reduce a probar la isotopia entre b y b', pues con ello se concluye
la igualdad de las clases de equivalencia médulo isotopia de by I y esto es (D) =
B(D).

Afirmacién: b es isotopico a b'.

En efecto, considero la aplicacion F : b x I — by, dada por F(x,y,t,s) = (s, Ys, )

tal que (z5,ys) = F(x,t,s).
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e [ es continua

En efecto, sea (a,b,c,s) € b x I, punto fijo y arbitrario. Cabe notar que el punto
(a,c,s) € D x I.Sea e > 0, por la continuidad de F en el punto (a, ¢, s) se tiene

que existe o > 0 tal que

si(xz,t,w) e DxI AN | (z,t,w)—(a,c,s) ||<d = F(z,t,w)—F(a,c,s) [|< /2.

(1.1)
Ahorassi (z,y,t,w) €bx Iy |(z,y,t,w) — (a,b,c,s)| < /2. Entonces
|| (ZL‘,t,U)) - (CL7C,S) ||< 5/2
Luego, de (1.1) se tiene || F(z,t,w) — F(a,c,s) ||< €/2.
Por otro lado, por como esta definido F
F(z,y,t,w) = (Tw,Yu,tw); donde (zy,t,) = F(z,t,w)
F(a,b,c,s) = (as bs,cs); donde (as,c,) = F(a,c,s).
Asi,
_ _ e 1 ¢
HF(x,y,t,w) - F(a,b,c,s)H = |l’w _a’3| + |yw - bs, + ’tw _Cs’ < 5 + ﬁ + 5

Haciendo n — oo,
|F (2, y,t,w) — F(a,b,c,s)|| <e.

Por tanto F es continua. Ahora paracada s € I, sea

F, b — b, CRZx T
(xayat) — Fs<x7y7t):<xsaysats)

e F, es un encaje

En efecto, sea s € [ fijo arbitrario, probaremos que la aplicacién F, es un homeo-
morfismo. Es suficiente probar la inyectividad, para ello procedemos de la forma

siguiente:

e Dados (z,y,t), (z,y,t) € b puntos con el mismo punto cruce. Es claro que
(x,y,t) # (x,9,t). Como (x,t) es punto doble (punto con dos pre imagenes)
en D, entonces desde que que F' preserva puntos dobles se tiene que (z,,t;) =
F(xz,t,s) € D, es también punto doble en D,. Luego,
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Fs(x,y,t) = (xmys;ts) 7£ (xsagsats) = Fs(x,gj,t).

e Sean (v,y,t), (Z,y,1) € btal que F(x,y,t) = F(7,7,t). Entonces, (v, ys,ts) =
(Zs,Ys, ts) donde (zs,ts) = F(x,t,5) y (Ts,ts) = F(Z,t,s). Note que los puntos
del diagrama Dy, (x,ts) y (Zs, s) son iguales pero no son puntos dobles (pues si
fuesen puntos dobles entonces (s, ys, ts) # (Zs, s, ts) y €50 no estd aconteciendo).
Por la preservacion de F respecto a los puntos dobles, se tiene que (z,t) y (Z,t)
no son puntos dobles. Como F'(z,t,s) = F(z,t, s), entonces (x,t) = (z,t). Luego,
(z,y,t) = (z,7,1). Asi, F, es inyectiva. Por tanto F, : b — F,(b) es biyeccion.
Ahora defina

Fto F,(b) — b
($57y57t8) H (x7 y’ t)?
donde F'(z,t,s) = (zs,ts). Procediendo de forma analoga como se mostré la con-

tinuidad de F, se tiene 7! es continua. Por tanto F; ! es un encaje.

Claramente se puede ver que F(b) = b, es trenza geométrica, F, = ida, y Fy(b) =
bl = b/.

Resta probar que F = id,, : b — b. Para ello, sea (z,y,t) € b. Note que (z,t) € Dy
desde que Fy(D) = D se tiene

Fo(ff,y,t) = (51307?/0,750) € bO = bv donde (%7?/0) = F(:L‘7ta0) = Fo(ZE,t) - ($7t)
Ast, zg =z yty =t.

- Si (z,t) € D no es punto doble.
Por la preservacion de F se tiene también que (zo, ;) no es punto doble.

Entonces (z,y,t) = (xo, yo, to) lo cual implica

Fo(.ﬁl',y,t> = (xvyut)

- Si (z,t) € D es punto doble.

Digamos que la segunda coordenada del punto (z,y,t) estd mas cerca del
lector que la segunda coordenada del punto (zg, yo, ). En este caso note que
el punto diagrama (z,t) va por delante del punto (zg,yo). Por la biyecciéon
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de Fj se tiene,

Fy(z,y,t) = (x,y,t) A Fo(xo,Y0,to) = (2o, Yo, to)

(o

Fo(z,y,t) = (20, ¥0,t0) A Fo(zo, 0, t0) = (z,y,1).

Si fuese verdad la segunda expresion, entonces por como estd definido £y
se tiene, (zg,t)) = F(z,t,0) y (z,t) = F(zo,t0,0). Ahora como el punto
(x,t) va por encima de (zy, t). Entonces por la preservacién de F, el pun-
to F(z,t,0) = (zo,to) va por encima de F(xg,%y,0) = (x,t) y esto es una
contradiccion. Por tanto Fy(z,y,t) = (z,vy,t).

Con todo los célculos previos se concluye que b es isotépico a b'. |

Por altimo, asi como se present6 el producto de trenzas geométricas, también po-
demos presentar el producto de diagramas: Sean D, y D, dos diagramas de trenzas, su
producto D, D, se obtiene juntando las hebras de D; y D, de manera de tener D, segui-
do de D,. Claramente, si D; presenta la trenza ; y D, presenta la trenza [3;, entonces

D, D, presenta el producto /3 3,.

D,

D,
Baaa

Figura 1.6: Producto de diagrama de trenza
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1.3.1 Movimientos Reidemeister para diagramas de trenzas

En la seccién anterior se mostré que diagramas isotépicos presentan trenzas igua-
les. La pregunta que uno se podria formular ahora es: si tenemos dos trenzas geométri-
cas isotdpicas ;Como estdn relacionados sus diagramas? El teorema que se presentara
lineas abajo, juntamente con algunas definiciones previas resulve ésta interrogante.

Son llamados movimientos de Reidemeister a las transformaciones de los diagra-
mas de trenzas (), {23 mostradas en Figura 1.7 y Figura 1.8. Asi como también a las

transformaciones inversas ;' y Q3.

Qs ( Qs >
— —

A (

Figura 1.7: El movimiento de Reidemeister €2,

% H\%
S

Figura 1.8: El movimiento de Reidemeister 23

Al igual que con los diagramas de cadenas, los movimientos de Reidemeister mo-
difican una porcién del diagrama en un disco dentro de R x I, dejando la parte res-
tante del diagrama inalterado. El movimiento ;' involucra dos hebras y crea dos
cruces adicionales y el movimiento Q;"' involucra tres hebras preservando el nimero
de cruces. Todas éstas transformaciones de diagrama de trenza preservan las trenzas

correspondientes hasta isotopia.

Definicién 1.14. Dos diagramas de trenzas D y D' son R-equivalentes si D puede ser trans-
formado en D' por una sucesion finita de isotopias y movimientos de Reidemeister Q5, Q5.

Teorema 1.15. Dos diagramas de trenzas presentan trenzas geométricas isotdpicas si y sola-
mente st, sus diagramas son R-equivalentes.
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Demostracion.

Paso 1: Considere una trenza geométrica b de n cuerdas. Parai = 1,2,...,n, denote
a la i-cuerda de b, esto es, la cuerda que parte de (i, 0,0) como b;. Cada plano R? x {t}
cont € [ intersecta a b; en un s6lo punto y éste serd denotado por b;(?).

Sea p la métrica euclidiana en R3. Dado un ntimero real ¢ > 0, denotamos por Cj,

a la e-vecindad cilindrica de b; definida como sigue

Cpe = {(x,t) €R* x I/ p(z,t,b;(t)) < e}

Esta vecindad intersecta a cada plano R? x {t} a lo largo del disco abierto de radio
e centrado en b;(t). Con lo anterior, procedemos a escoger un valor positivo tal que
permita que todas las vecindades cilindricas de las cuerdas sean disjuntas.

Para distintos i, 5 € {1,2,...,n}lafuncién f : I — R* dada por f(t) = p(b;(t), b;())
es continua, con dominio compacto y valores positivos. Note aqui que la funcién siem-
pre alcanza su valor minimo, por ende fijamos

|b| = = min min p(b;(t),b;(t)) > 0.

1
2 1<i<j<n tel

Afirmacién: Las |b|-vecindades cilindricas de las cuerdas de b son dos a dos disjuntas.

En efecto, para distintos 7, j € {1,2,...,n} suponga que Cy, 5 N Cy, o) # -
Entonces, existe © € Cy, 5 N Cy, p- Luego, si x € R? x {to} con t, € I, se tiene
ol bi(to)) < bl y plar,bi(ts)) < [b]. Ast

min p(b;(2), b;(t)) < p(bi(to), bj(to)) < p(bilto), ) + plz,b;(to)) < 2[b].  (1.2)

tel

Luego,

26 = min_ min p(bi(t), b;()) < 2Jb],

1<i<j<n tel

esto es una contradiccién. Por tanto los cilindros Cy, 3 y Cs, | son disjuntos para todo
ij=1,2,....,n. m

Ahora para cualquier par de trenzas geométricas b, b’ de n cuerdas y cualquier i =
1,2,...,n, considere la funcién f’ : I — R U {0} definida por f'(t) = p(b;(¢),}(t)) al
igual que antes, ésta funcién es continua, tiene dominio compacto y es garantizada la
existencia de su valor maximo. Para fines practicos denotemos por B,, al conjunto de

todas las trenzas geométricas de n cuerdas. Ahora Defina
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p o B, xB, — RTU{0}
(b, ) = p(b,b) = max méx p(b;(t),bi(t)).

1<i<n tel

Desde que la funcién p es una métrica es inmediato ver que p satisface los axiomas de
métrica. En efecto,

(1) Sean b,V € B,,.

oY) = mix mixp(bit), bi(t)) =0
e pbi(t),0(t) =0, Vtel;Vie{l,2 ... n}
= bi(t)=bi(t), Vtel; ic{l,2,...,n}

— b=V

(2) Sean b,V € B,,.

p(b,b') = méx méx p(b;(t),b(t)) = méax méx p(b(t),b;(t)) = p(t', b)

1<i<n tel 1<i<n tel
(3) Sean b, v/, 0" € B,

p(b,b") = mdx mdax p(bi(t), 0] (t)) = p(be(to), by (to)), paraalgank, t, €

(bk(to)a by (to)) + p(by.(t0), bi(to))
p(b,b') + p(b',b").

IA

IA

Asi, p es una métrica en el conjunto de las trenzas geométricas que adicionalmente

satisface
!b\ < V'l + (b, V) (1.3)
En efecto, suponiendo que [V/| = (b’ (t),b}(t)) para algan ¢t € Iy distintos i,j =
1,2,...,n
1
bl = 5p(bi(t), b (1))
1 / / /
< 5 (pbiCt), BL(0)) + p(B(8),B5(8)) + (8 (1), b5 (1))
]‘ / /
< 5 (P0.0) + 20+ 5(6'.0))
V']

(b
+ p(b, V).
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Paso 2: Una trenza geométrica es poligonal si sus cuerdas se conforman de segmen-
tos lineales consecutivos.

Toda trenza geométrica b de n cuerdas puede ser aproximada por una trenza poligo-
nal en el sentido que para todo £ > 0 existe una trenza poligonal bp tal que (b, bp) < .
La i-cuerda de esta trenza poligonal es formada tomando un entero N > 2 y uniendo
los puntos consecutivos de la forma b; (%) con k = 0,1,...,N. Graficamente esto se
puede ver como una linea quebrada denotada por b con puntos extremos b (0) =
bi(0) = (i,0,0,0) y b¥(1) = b;(1). Para N suficientemente grande esta linea quebra-
da estd en la |b|-vecindad cilindrica de b;. En efecto, b¥, b; son vistas como aplicacio-
nes continuas y mds atin uniformemente continuas por estar definidas en un conjunto

compacto /. Luego, para |b|/2,
36, >0 talquesit,t € I At —1t] <& = p(b) (t),b) (£)) < |b]/2 (1.4)

30y >0 talquesit,t € I N[t —1] <o = p(bi(t),b:i(t)) < |b]/2. (1.5)

Considerando 6 = min{d;,0,} y por la propiedad arquimediana, existe N, > 0 tal
que Nio < 6. Para N suficientemente grande, N > N, se tiene % < 0. Luego, para

te [t £] conk € {1,2,..., N} fijo arbritrario, satisface
k 1
t——| < —= <.

Asi, de y se obtiene
p( (£), b (k/N)) < [bl/2 A p(bit), bi(k/N)) < [b]/2.
Luego,

Y (6).5(8)) < 0 (.6 () 4007 ()b () 0 i)y < W0 U =y,

Ahora como k fue tomado arbitrariamente, entonces para todo ¢ € I se tiene

p(b7" (1), bi(1) < [ol.

Con lo cual se quiere decir que b)Y pertenece a la |b|-vecindad cilindrica de b;. Luego, po-
demos concluir que para N suficientemente grande las lineas quebradas by, b2, ..., b

son disjuntas y forman una trenza poligonal, v"¥, aproximada a b.

Observacién 1.16. Procediendo de manera casi similar al andlisis anterior se puede mostrar
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que para cualquier € > 0y N suficientemente grande,
p(b,bY) < e. (1.6)

La Figura 1.9 muestra una aproximacion poligonal de la trenza en Figura 1.1.

e

t

Figura 1.9: Trenza geométrica poligonal

Con la introduccién de las trenzas geométricas poligonales, la demostracion se ba-
sard en analizar qué sucede con las trenzas poligonales al aplicarse isotopias. Para esto
se reformulard la nocién de isotopia de trenzas en el marco poligonal, aqui se introduce
los llamados A- movimientos para trenzas poligonales.

Sean A, B, C tres puntos en R? x [ tal que la tercera coordenada de A sea estric-
tamente menor a la de B y la de B estrictamente menor a la de C. El movimiento
A(ABC) se aplicara a una trenza poligonal b C R? x I cuando esta intersecte al trian-
gulo ABC precisamente en el segmento AC. Asi, el movimiento A(ABC') reemplaza
AC por AB U BC manteniendo el resto de la trenza intacta; ver Figura 1.10.

Figura 1.10: Un A-movimiento

El movimiento inverso (A(ABC))~! se aplica a la trenza poligonal cuando esta
intersecta al tridngulo ABC en AB U BC. Este movimiento reemplaza los segmen-
tos AB U BC por AC. Los movimientos A(ABC) y (A(ABC))~! son llamados A-

movimientos .
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No es dificil notar que dos trenzas poligonales relacionadas por una secuencia se
A-movimientos son isotépicas. Lo reciproco también se puede obtener y se muestra a

continuacion.

Afirmacién 1.17. Si dos trenzas poligonales b y U’ son isotdpicas, entonces b’ puede obtenerse
a partir de b mediante una secuencia finita de AN-movimientos.

En efecto, primeramente se mostrard que si dos trenzas poligonales b, 5" con los
mismos puntos frontera, satisfacen la siguiente desigualdad: p(b,b") < %. Entonces,
existe una sucesiéon de A-movimientos que transforma b en V'. Veamos esto, empeza-
mos analizando sélo la i-ésima cuerda de cada trenza; considere la i-cuerda b, formada
por k > 1 segmentos consecutivos con vértices Ay = (7,0,0), Ay,..., Ax € R?* x [
y denote b; = ApA; ... A, Similarmente asuma que b, = ByB;...B,con L > 1y
By, B1,...,B;, € R? x I. Note que Ay = By y A, = By, € R? x {1}. Subdividiendo b; y
b; en segmentos mds pequeiios se puede asegurar que £ = L y la longitud euclidiana
de los segmentos A;A; .1, B;B;+1 es mas pequefio que |b|/10 paraj =0,1,...,k—1.La
condicién p(b, b') < |b|/10 asegura que

b
ﬁ(AJ,BJ)<|1—(l Vi=12,...k (17)
es decir el segmento horizontal A;B; tiene longitud menor que |b|/10. Observe que
el movimiento (A(AgA;Ay))~! transforma b; = AgA; ..., Ay en la cuerda AgA, A =
ByA, ... Ay y también el movimiento A(ByB;A;) transforma este tltimo en la cuerda

ByByA; . .. Ag. Continuando por induccién y aplicando los movimientos
(A(BjAj+1442)) 7" AB B Aja),

paraj = 0,1,...,k — 2, se consigue transformar b; en b,. Usando (1.7) y la condicién
p(b,t') < |b]/10 se tiene que las cuerdas intermedias y los tridngulos B;A;1A; 2y
B;B;i1Ajoparaj =0,1,...,n—2, pertenecen a la |b|-vecindad cilindrica de b,. Por tan-
to estas cuerdas intermedias son disjuntas respecto a las otras cuerdas de b. Aplicando
estas transformaciones para i = 1,2,...,n se obtiene una sucesiéon de A-movimientos
que transforma ben V'

Considere ahora un par de trenzas poligonales isotopicas by b'. Sea F : bxI — R?x [
una isotopia transformando b = Fy(b) en V¥ = Fi(b). Note aqui que las trenzas Fi(b),
0 < s < 1 no necesariamente son poligonales. La continuidad de F' implica que la
funcién (s, s") — p(Fs(b), Fy (b)) es continua. Esta funcién es igual a cero cuando s = '
en I x I, este factor y la desigualdad implican que la funcién I — R que envia s
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a |F,(b)| es continua. Como |F(b)| > 0 para todo s € I, existe un ntiimero ¢ > 0 tal que
|F5(b)| > e. La continuidad de la funcién (s, s’) — p(Fs(b), Fy (b)) implica que para N

suficientemente grande y todo k = 1,2,..., N,

5 (Fk%a)), Fu (b)) 5 <F%(b), Fi (b))( < 45—0

N N

Asi, p <F%1 (b), F i (b)) < 45- Ahora teniendo en vista la Observacion[1.16/para cada &

podemos aproximar cada trenza F's. (b) a una trenza poligonal pj, tal que <F % (b), pk) <
£/84, donde py = by py = by asi por (1.6) se tiene

e 83
> — 5 —— =_—¢.
pel = [P 0)] =5 (Fy0)me) > e - o = e
También
poepe) < 6 (Pt Fea(6) + 7 (Fea (0, Fx (0)) + 75 (F (0). e
g4 20 T4 S R410 T 107
para todo k = 1,..., N. Luego por el paragrafo previo decimos que pj;_; puede ser

transformado en p; por una secuencia de A-movimientos. Asi, componiendo estas
transformaciones b = py — p; — --- — py = b’ se obtiene la transformacion b — o’ me-

diante una sucesiéon de A-mov y con esto queda finalizada la afirmacion. |

Paso 3: Una trenza poligonal es genérica si su proyeccion a R x I = R x {0} x [
tiene s6lo cruces dobles transversales.
Observacion: Podemos aproximar qualquier trenza por una trenza poligonal genérica.
Aqui presentamos algunas percepciones intuitivas visuales para conseguir la trenza
poligonal genérica:

Figura 1.11: Cuando dos lineas paralelas en la trenza se cruzan, podemos inclinar ligé-
ramente de modo que la interseccion sea ahora un punto y asi dar origen a dos cuerdas
de una trenza poligonal genérica.
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Figura 1.12: Cuando mads de dos lineas se encuentran en el punto, podemos desviar
todas excepto dos de las lineas alrededor del punto.

Figura 1.13: Cuando un vértice estd sobre un punto de interseccién simplemente trun-
camos el vértice.

Afirmacién 1.18. Si las trenzas poligonales genéricas b y b’ son isotdpicas, entonces b puede
ser transformada en b' por una sucesion finita de /A-movimientos tal que todas las trenzas
poligonales intermedias sean genéricas.

En efecto, por la Afirmacién se tiene que b, V' son trenzas poligonales relacio-
nadas por una sucesiéon de A-mov. Luego, ligeramente deformando los vértices de las
trenzas poligonales intermedias, se puede asegurar que éstas trenzas poligonales sean
también genéricas.

Afirmacién 1.19. Los diagramas de dos trenzas poligonales genéricas relacionadas por un /-

movimiento son R-equivalentes.

En efecto, considere un A-movimiento A(ABC) sobre una trenza poligonal gené-
rica b produciendo una trenza poligonal ¢'. Elija los puntos A’ y C’ dentro de los seg-
mentos AB y BC respectivamente. Luego escoja un punto D dentro del segmento AC
tal que la tercera coordenada de D estd estrictamente entre las terceras coordenadas de
A"y €' vea la Figura 1.14.

Aplicando a b los movimientos A(AA'D) y A(DC'C) se consigue transformar el
segmento AC' en la linea quebrada AA’DC’'C. Ademas, aplicando los movimientos
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(A(A'DC"))~ty A(A'BC”) se obtiene V. Esto muestra que el movimiento A(ABC) pue-
de ser reemplazado por una sucesion de 4 A-movimientos a lo largo de tridngulos maés
pequefios, donde abrian que escoger los puntos A’, C’, D de modo que las trenzas po-
ligonales intermedias sean genéricas. Esta ampliacién de movimiento A(ABC) puede
ser iterado, en este sentido subdividiendo el tridngulo ABC en pequefios tridngulos y
ampliando A-mov como composiciones de A-mov a lo largo de pequerios tridngulos.
Asi podemos reducir al caso en el cual la proyeccién de tridngulos ABC'a R x I encuen-
tre al resto del diagrama de b a lo largo de un segmento 6 a lo largo de dos segmentos
con un punto cruce, como se muestra en la Figura 1.15

Figura 1.15: Un A-movimiento donde A(ABC') contiene parte de otra cuerda

e Caso 1: Si ambos puntos finales del segmento en cuestion estd en AB U BC' como
en la Figura 1.15 a). Entonces el diagrama de b es transformado bajo A(ABC') por
(2. Siuno de los puntos finales del segmento estd en AC'y el otro estd en ABUBC

como en la Figura 1.15 b) entonces el diagrama es transformado por una isotopia.

e Caso 2: Sila proyeccién del triangulo ABC a R x I intersecta al resto del tridngulo
en dos segmentos teniendo un cruce como en la Figura 1.15 c), entonces similar-
mente se distingue varios subcasos, subdividiendo si es necesario al tridngulo
ABC en tridngulos més pequefios y ampliando nuestro A-mov como composi-

ciéon de A-mov a lo largo de tridngulos méas pequefios. Podemos reducir al caso
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en el que el movimiento preserva la parte del diagrama situado fuera del peque-
fio disco en R x [ y cambia los diagramas dentro de este disco via una de las

siguientes férmulas:

{ﬂ@@%@ﬂ@;ﬂ@%%%ﬂ@;%%ﬂﬁ@%% 18)

didyd; <> dyd;dy, ; dfdyd; < dyd;dy ; didid] < didfd,,

donde di" y d; son los diagramas de trenza de tres hebras mostradas en Figura

A ARV

dy dy df dy
Figura 1.16: Los diagramas d , d; , d3 ,dy
Note que la transformacion d dj di < dj dfd; es justamente (3, para las otras

5 transformaciones, la R-equivalencia esta establecido por los siguientes sucesio-

nes de movimientos:

didfdi 2 dfdid;
w o= (ddid; B dpdfdfdid; %5 dydtdfdid; D dydids)
v = (didydi 2% dydydidids “ dydfdsd;dy Qi1> dyd;dy)
po= (didydy 25 dydididydy T dy dy dydfdy Qi1> dydydy)
drdyds 2 dfdsddsdi P dfdrdydedd % dydods
drdidr % drdfdrdid; %5 drdrdidid; 5 dfdtdg.

Asi, en (1.8) los diagramas en los lados izquierdo y derecho son R-equivalente.

Ejemplo 1.20. Sea una trenza geométrica de tres cuerdas cuyo diagrama se muestra en la
Figura 1.17.

Claramente se observa que diagramas relacionados por un A-mov conteniendo un
cruce dentro del triangulo ABC son ellos R-equivalentes y esto es obtenido haciendo
uso de (1.8) y los movimientos €2, €25.
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YOG

Figura 1.17: Diagramas equivalentes

Paso 4: Volviendo a la prueba del Teorema Si Dy D' son diagramas de trenzas
R-equivalentes, existird una sucesion finita de isotopia y movimientos Reidemeister
Q3, Q5 que transforma D en D’. Como la relacién de isotopia es transitiva y los movi-
mientos Reidemeister preservan isotopia, entonces D y D’ son isotdpicos. Luego, por
el Lema[l.13|resulta 5(D) = (D).

Reciprocamente, considere dos diagramas de trenza D; y D, presentando trenzas
geométricas isotdpicas b; y b, respectivamente y cuya clase de isotopia es denotada por
B(D1)y [B(D,) respectivamente. Para i = 1, 2, modificando D; cerca de sus puntos cru-
ces (si éste fuese necesario) y aproximando el resto de D; por lineas quebradas como
en el paso 2, se obtiene el diagrama D} de la trenza poligonal genérica '. Si la aproxi-
macion es bastante cerca, entonces D, es isotépica a D;. Asi, las trenzas geométricas bt
y b1 son isotépicas como también lo son b? y by. Ahora desde que b; es isotopico a by,
por transitividad de la isotopia se tiene b' es isotépico a b%. La afirmacion implica
que b' puede ser transformado en b* por una sucesion finita de A-mov. Haciendo uso
de la Afirmacion [1.19]se tiene que los diagramas D/ y D} son R-equivalentes.

Por otro lado, como D, es isotépico a D y Dj es isotépico a D,. entonces Dy y D,

son R-equivalentes. Por tanto el teorema queda demostrado. |

1.4 B, es isomorfo a B,

Definicién 1.21. Sea e la n-trenza geométrica que tiene todas sus cuerdas como segmentos
rectos. La trenza geométrica e es llamada la identidad o trenza geométrica trivial y es denotada
por 1,,.

Lema 1.22. Para cualquier trenza geométrica b, se tiene que bl,, ~b y 1,b ~ b.
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Demostracion. Fije un diagrama para b como en la Figura 1.18 a). Se sabe que 1,, y b1,,
tienen diagramas como en la Figura 1.18 b) y Figura 1.18 c) respectivamente. Podemos
contraer las cuerdas verticales de la parte inferior del diagrama b1,, como muestra en
la Figura 1.19 y asi obtener una equivalencia de diagramas. Por tanto por el Teorema
se tiene b1,, ~ by por un argumento similar se muestra que 1,b ~ b.

B

Figura 1.19: Contraccion del diagrama b1,

Lema 1.23. Sea by, bs, bs trenzas geométricas. Entonces (b1by)bs ~ by (babs).

Demostracion. Fije diagramas A, B, C para by, by y bs respectivamente, como se mues-
tra en la Figura 1.20. Luego la Figura 1.21 a) nos da un diagrama para (b,b,)b3 y si-
milarmente la Figura 1.21 b) nos da un diagrama para b; (b2b3). Ahora como estos dos
diagramas son idénticos, entonces por el Teorema ellos representan trenzas equi-
valentes.

|

Lema 1.24. Cada f3 tiene un inverso a ambos lados 3~ en B,,.
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[ eee | [ ] eee | [ oee |

@llvsip 4t

Figura 1.21: Diagrama para (b1b2)b; y diagrama para b; (b2bs)

Demostracion. Para cada i = 1,...,n, se define dos trenzas geométricas elementales

o]y o; representadas por diagramas de un solo cruce mostradas en la Figura 1.22.

1 i—1 ¢ i+l 142 n 1 i—1 1 i+1 i+2 n

\/ | Y
\ /

4 _
g; o

Figura 1.22: Diagramas de las trenzas geométricas elementales o', o,

Afirmamos que las trenzas oy, ... 07,07 ,...,0, € B, generan a BB, como un mo-
noide. Para ver esto considere una trenza  de n cuerdas representada por un diagrama
D. Observe que la trenza 3 puede ser deformada de modo que todos los cruces queden
espaciados y todos estén uno después del otro (mirando de arriba hacia abajo) un ejem-
plo de esto se ve en la Figura 1.23. En términos de diagramas esto es que las segundas

coordenadas de cada cruce, que denotaremos por ¢; € I, satisfacen
O=th<ti <to<..<tp1<tp=1.

Ademas, se puede disponer los cruces de tal modo que en cada franja R x [t;,t;41] €l
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diagrama D se vea como el diagrama de o;. Asi, es claro que

§=B(D) = oo+ oft

i1 1o ig )

donde cadac; es + 6 —y iy,...,ix € {1,2,...,n — 1}. Claramente 0,0, = 0; 0, =1

K3 K3

para todo i. Por tanto 7! = 65" - - - 65205 es la inversa de 3 en B,,.

23 2 "

Figura 1.23: Una trenza con los planos de nivel entre cada par de cruces

13 7

Estos lemas ayudaran a probar que B,, con la operacién como se presenta en

Definicién es un grupo. Esto se ve més explicitamente en la siguiente proposicion.

Proposicién 1.25. B, es un grupo generado por o5 parac =+ei=1,...,n— L
Demostracion.

e B, es cerrado bajo la operacién “ -7 esto es por Definicién [1.10}

e “.” esuna operacion asociativa en B3,,.

En efecto, sea [b1], [b2], [b3] € B,,.

([b1] - [Da2]) - [bs] = [baba] - [bs] = [(b1ba)bs] = [by(babs)] por Lema[T.23]
= [ba] - [babs] = [b1] - ([ba] - [bs]).

e [1,] es el elemento identidad para 5,,.

En efecto, sea [b] € B,

(1 -[b] = [1,) = [b] por Lema[I2]
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0] - [1,] = [b1,] = [b] por Lema[l.22]

e Cada 3 tiene un inverso 37! en B,,.

En efecto, esto se vé claramente del Lema donde ademas cada 5 € B, se
puede presentar como producto de o5, para ¢ = £. Por tanto (3, -) es un grupo.

|

Lema 1.26. Los elementos of ,... 0, | € B, satisfacen las relaciones de trenza, esto es,
e s L +ot ot ot

oo = ool paratodoi,j =1,....,n—1conli—j| > 2y ool 0] =0/ ,070",

parat=1,2,...,n— 2.

Demostracion. La primera relacién sigue del hecho que ambos o, 0} y of0;" son
representadas por diagramas equivalentes, que se obtiene exactamente aplicando la

isotopia que se ilustra en la Figura 1.24. Luego, por el Teorema se tiene que los

representantes de las trenzas o; 0} y o} 0] son isot6picas. Asi, 0; 0} = 0] 7}
Para probar la segunda relacién note que los diagramas de las trenzas o; 0}, ;0" y

o; 07 0}, difieren por un movimiento Reidemeister Q3 (ver Figura 1.25) siendo asi

estos diagramas equivalentes.
|

T 1 T T+

Figura 1.24: Una isotopia de o; 0 a 0} 0]

N

N

A\

i i+1 i+2 i+1 i+2

; . mi : : +ot+ ot + o+t
Figura 1.25: Movimiento Reidemeister (23 que transforma o; 0, ,0;" en o/ 0,70/,
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Teorema 1.27. Para ¢ = =, existe un iinico isomorfismo . : B, — B, tal que ¢.(0;) = o

1

paratodoi=1,2,...,n— 1

Demostracion. Haremos la demostraciéon para ¢ = + (para el caso ¢ = — la de-
mostracion es andloga solo hay que notar que las trenzas o; también satisfacen las
relaciones trenza y en B, las relaciones trenza son también satisfechas por o; ' pa-
rai = 1,---,n — 1). La Proposicién nos dice que hay un tnico homomorfismo
¢+ : B, = B, tal que ¢, (0;) = o;" pues las trenzas o;" satisfacen las relaciones tren-
za por el Lema y como estas trenzas generan 3, como grupo se tiene que ¢, es
sobreyectivo y por ende s6lo queda por verificar la inyectividad del homomorfismo,
esto se probara construyendo un homomorfismo v : B, — B, tal que ¢ o ¢, = idp,.
Para construir 1 haremos lo siguiente: Sea 3 € B, una trenza cualquiera, sea D un

diagrama de 3 en el que las segundas coordenadas de los cruces sean todas distintas

€1 +€2 Er

de la misma forma que lo hicimos en el Lema y entonces 3 = o30;>...0;" con
Jr€{1,2,....n—1} ye, = £ paratodo k = 1...r. Luego, se define

V(D) = (U]i)al (Uj2)62 ce (Ujrr-)arv
donde (0;)" = 0,y (6;)~ = o, . Resta probar la buena definicién de 1, esto es, s6lo

depende de 5 y no del diagrama D que hemos escogido para representarlo y por lo
tanto, que ¢/(D) queda invariante si cambiamos D por isotopias y movimientos de
Reidemeister.

Para las isotopias, si estas no cambian el orden de las segundas coordenadas de
los cruces dejaran igual la expansiéon dada por D, si estas en cambio cambian el or-
den de los cruces entonces se debe reemplazar el término o;'c;’ por o’ o;' para i,j €
{1,2,...,n—1} con |i—j| > 2 enla expansion de ( y la imdgen de esta nueva expansién
por ¢ es la misma en B,, luego /(D) no es afectado por isotopias de diagramas.

Ahora analicemos que sucede con los movimientos de Reidemeister, el movimien-
to 2 remueve o introduce un término de la forma o; 0, 6 o; o y entonces (D)
queda igual si aplicamos este movimiento. Por dltimo, el movimiento €23 reemplaza
o107 01, por o o}, 0] y visceversa. Aplicando v, éstos términos son iguales en B,
por lo que ¥(D) no se vé alterado. Asi se tiene probado que ¢ esta bien definido y
claramente ¢ o o™ = idp,. Luego ¢ es inyectiva. Por tanto se concluye que ¢* es
biyectiva.

|

Gracias a este dltimo teorema podemos identificar los grupos B, y B, via 9,
+

es decir, la trenza algebraica o, y la geométrica o;” serd lo mismo y usaremos a los
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elementos de B,, para referirnos a ambos grupos, a los cuales llamaremos trenzas.

La proyeccién al grupo simétrico 7 : B, — X, tiene ahora una interpretacion geo-
métrica obvia, s6lo hay que tomar un punto de la forma (7,0,0) con i € {1,2,...,n},
seguir la cuerda i-ésima de la trenza y fijarse en que punto de la forma (s(¢), 0, 1) ter-
mina. Esto define s = 7(b) con b € B,,.

1.5 Trenzas Puras

El homomorfismo 7 introducido en el Corolario [1.3| tiene una interpretaciéon geo-
métrica simple, esto se genera tomando una trenza de n- cuerdas y derivando de ella
una permutacion de los nimeros 1,2, ...,n. Ademads, es obvio que la trenza trivial 1,,
reside en el ntcleo de 7, por ello nuestro principal interés ahora es prestar atencién en
el resto de los elementos de Ker(7), ya que constituyen un interesante subconjunto de
B,,.

Del Corolario de forma conveniente para tener una facil visualizacién del ho-
momorfismo 7, podemos decir que cualquier trenza 3 es asociada a una tinica permu-

tacion

donde indica que las cuerdas de 3 permuta puntos iniciales y finales. Note que la ima-
gen bajo 7 de cualquier trenza [ solo recoje parte de la informacién de la trenza y no
es dificil ver que dado algtn p € %, existen muchas y diferentes trenzas de n cuerdas

que aplican a p via 7.

Definicién 1.28. Una trenza de n cuerdas € B, es llamada trenza pura si

1 2 --- n
i =
a-(1300)
Como esto es la permutacién identidad, entonces en lo que sigue serd denotado por (1).

Por lo tanto una trenza pura de n cuerdas es una trenza tal que paracadai =1,...,n
la i-cuerda comienza en el punto (7,0, 0) y termina en (7,0, 1). Para n > 1, denotamos
al conjunto de trenzas puras en B,, por P,. Asi

P, = {8 € B, | 7(8) = (1)} = Ker(r).
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Un ejemplo de una trenza pura se presenta en la Figura 1.26.
=
K c

Figura 1.26: Una trenza pura de cuatro cuerdas

Note que
o hi={feBi|n(f)=(1))= {1}
o P = <U%>.

En efecto, sea § € P, se tiene que § € By y n(f) = (1). Como B, es grupo
ciclico infinito, entonces § = o para algin n € Z. Luego, 7(o}) = (1) esto quiere
decir que el representante de la trenza o' tiene cuerdas que conectan los puntos
extremos (¢,0,0) y (¢,0,1) para todoi = 1, ..., n. Entonces, n = 2k con k € Z. Asi,

B=o"= (o)) ke

)

De esto se tiene, P, C (07) y es claro la otra inclusion. Por tanto P, = (c?).
Teorema 1.29. P, es un subgrupo normal de B, y B,/ P,, = %,,. Asi, [B,, : P,] = |X,| = n!

Demostracion. Como P, = {f € B, | 7(8) = (1)}. Entonces P, es un subgrupo normal
por ser el nicleo del homomorfismo 7. Luego, como 7 : B,, — £, es un homomorfis-
mo sobreyectivo (ver Corolario Entonces, por el primer teorema del isomorfismo

B, /Ker(mr) = Img(r) = ¥,. Por tanto queda probado el teorema.
|

Teorema 1.30. EIl grupo de trenzas puras P, tiene una presentacion con los generadores A; ;

con 1 <1 < j < nyrelaciones:

Ajj Si s<i0i<r<s<j
-1 . .
A_lAijATs _ ATinjArj Sl S=1
rs 1 4—1 . .
AT‘JASJAZ]ASJ ATJ st 1=r<s<)

1 4—1 1 p-1 . :
ArjAsjArj ASJ AZ]ASJATJASJ Ar] st r<r<<s <.
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Demostracion. Ver [10, | Pag. 43-56. [ |

Los generadores A;; pueden ser representados geométricamente como trenzas pu-
ras donde la j-ésima cuerda pasa por delante de las cuerdas (j — 1),..., (i + 1), frente
de la i-ésima cuerda y la continuacién delante de las cuerdas (i + 1),...,(j — 1) hasta
la posicion j. Ver Figura 1.27.

Figura 1.27: El generador A; ; de n-trenzas puras

Estas trenzas pueden ser expresadas via los generadores 04, 05, ..., 0,_1 por

P . . .« .. . 2 _1 DY _1 _1
Aij = 01052 0i410;0, 1+ 05 50, .



Capitulo

2

Trenzas y espacios de configuracion

En mecénica cldsica y mecdnica lagrangiana, el espacio de configuracion es el es-
pacio de todas las posibles posiciones instantdneas de un sistema mecdanico, el cual
usualmente tiene estructura de variedad diferenciable. En topologia, los espacios de
configuraciones fueron introducidos en 1962 por E. Fadell y L. Neuwirth en conexién
con los grupos de trenzas de Artin. Desde entonces su topologia ha sido intensamente
estudiada, principalmente por su relacién con los grupos de trenzas, en especial para
los casos mds generales de variedades en dimensiones mayor o igual a 2.

Elinterés principal de este capitulo es mostrar la relacion existente entre el grupo de
trenzas de Artin y el grupo fundamental del espacio de configuraciéon de la variedad
usual R%.

2.1 Espacios de configuracion

Sea M un espacio topolégicoy sea M™ = M x M x ... x M, el producto den > 1

copias de M con la topologia producto. El conjunto
Fn(M) = {(Ilvaa" '7In) € Mn/ T; 3& Ly, Vi %]}

es un subespacio de M", llamado el espacio de configuraciéon de n- tuplas ordenadas de

puntos distintos en M.

Observacion: Si M es una variedad topologica, entonces el espacio de configuracion
Fn(M) es una variedad topolégica de dimensiéon ndimM . Claramente,

e F,.(M) es un espacio topolégico con la topologia inducida de la topologia pro-
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ducto M x ... x M.
e F,(M) es un espacio de Hausdorff.
e F,(M) es localmente euclidiano.

Obsérvese que el grupo simétrico ¥, actta libremente sobre F,,(M ). Entonces pode-
mos hablar también del espacio de configuracién de n- tuplas no ordenadas de puntos
en M. Este es definido como el espacio cociente

Fn(M)/%,.
La accién de X, sobre F,, (M) es definida de la siguiente manera,

ot FaM) xS, — Fu(M)

(@1, 2n),0) = (@1,...,00).0 = (To(1), -+, To(n))-
Decimos que un punto z = (x1,xa, ..., z,) € F,,(M) es equivalente a un punto y =
(Y1, Y25 - -, Yn) € Fn(M) si, los elementos de y son una permutacién de los elementos

de x, de manera mas clara esto es,
r~y<— Joex,/ro=y.

Como resultado de ello, cuando hablamos de un punto = en F,,(M)/%,, en realidad
se estd refiriendo a una clase de equivalencia de puntos. Asi, para diferenciar entre un
punto en F,,(M) y un punto en F,(M)/%,, se utilizara la notacién [z] para referirnos a
puntos en F,,(M)/%,.

Ahora cuando M = R? se tiene un resultado muy interesante, que viene a ser
justamente la conexion entre las trenzas de Artin y el espacio de configuracién de la

variedad R?. El siguiente teorema da referencia de ello.

Teorema 2.1. (R. Fox, L.Neuwirth) El grupo fundamental m (F, (R?), x) de F,,(R?) donde
x = (x1,%9,...,1,) es el grupo de trenza pura P,. El grupo fundamental w(F,(R?)/Z,, [z])
de F,,(R?) /%, es el grupo de trenza B,

Demostracién. Denotemos por P(R?) al conjunto de todas las trenzas geométricas pu-
ras de n cuerdas. Sea b € P(R?); ¢, = ((1,0),(2,0),...,(n,0)) un punto base y sea

S(gn) ={o: I = Fu(R?) / a(0) = a(1) = ga}-
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Defina

[ P(RQ) — S(Qn)
b = fb) T — F.(R? (2.1)
t o= fO)) = (w(t), ualt), . .., ua(t)),

donde la i-cuerda de b intersecta al plano R? x {¢} en el punto (u;(t),t) para todo i =
1,2,...,n. Asi, claramente se puede observar que la i-cuerda de b, estd formada por los
puntos b;(t) = (u;(t),t) cont € I.

Afirmacién: La aplicacién f asi definida es biyectiva.
En efecto, para probar la inyectividad sean b y b’ dos trenzas geométricas puras. Si
f(b) = f(V'), para t € I se tiene la igualdad (u1(?),...,u,(t)) = (ui(t),...,u,(t)) que

» o

por definicién para cada i = 1,...,n, los puntos (u;(t),?) y (u]

7

(t),t) son exactamente
las interseciones de las cuerdas b; y b, con el plano R? x {¢} respectivamente. Luego,
u;(t) = uj(t) lo que implica que

bit) = (ui(t), 1) = (u;(t),t) = bi(t) Vi; V.
Por tanto b = U/. Para probar la sobreyectividad sea o« € S(q,), para cada t € I se
tiene que a(t) € F,(R?). Asi, a(t) = (ai(t), aa(t), ..., an(t)) con a(0) = a(l) = ¢, y
a;(t) # a;(t) para todo i # j. Considere

y llame b;(t) = (c(t),t). Luego, es inmediato ver que b = U b; es una trenza geométrica
=1

pura que une los puntos b;(0) = (4,0,0) a b;(1) = (4,0, 1) para cada i.

Por otro lado, note que el plano R? x {t} intersecta a la trenza geométrica b justa-
mente en los puntos del conjunto {(ay (%), 1), (aa(t),1),. .., (an(t),t)}. Asi, a(t) = f(b)(t)
para todo ¢ € I. Por tanto se tiene probada la afirmacién. [ |

Usando la biyeccién f y las proyecciones canénicas = : P,(R?*) — P,(R?) y
T S(Qn) — 71-1(-Fn<IR2>)
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P, ([RQ) S(fn)
Po(B2) —— m (F,(B2)

Defina la aplicacién f : P, (R?) — m;(F,(R?)) como f([b]) = [f(b)], donde b € P, (R?).

e Buena definicién de f

En efecto, Sea by b dos trenzas geométricas puras tal que [b] = [b], nuestro prop6-
sito es mostrar que f([b]) = f([b).

Note que f(b) y f(b) € S(¢.). Ademés, desde que b es isotépico a b se tiene que
existe una aplicacion F : b x I — R? x I continua tal que para cada s € I,
F, : b — R? x I es un encaje, ademds Fy(b) = b, Fi(b) = by F,(b) se mantiene
como trenza pura. De este tltimo resulta que f(F;(b)) es un camino cerrado, esto
es f(Fs(b)) € S(¢n). Ahora defina

H : IxI — F,(R?
(t,s) = H(t,s) = (f(F()))(1).

Claramente H es continua y ademads se tiene,

- H(t,0) = f(Fo(0))(1) = f(b)(¢)
- H(t,1) = f(F(0))(t) = F(D)(1)
- H(0,5) = f(F:(b))(0) = gn
- H(1,s) = f(Fs(b))(1) = gn

Asi, podemos decir que H es una homotopia entre los caminos f(b) y f(b). Usual-
mente denotado por f(b) ~ f(b). Esto implica que [f(b)] = [f(D)]. Asi, f([b]) =

F([b).
e f es un homomorfismo

En efecto, sea [b] y [b] € P,(R?). Se tiene por definicién de f y Definiciénm

F([0] - [B]) = f([od]) = [f(bD)]. (2.2)

F(0D)-F () = [f®)] - [F(B)] = [£(B) * F(D))- (2.3)
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donde ~
f)* f(b): I — F,(R?

e [ U
(£(0) = FB) 1) { i

Nuestro propésito aqui es mostrar las igualdades de las expresiones (2.2) y (2.3).

)
b)) (2t) si 0<t<1/2
b)(2t—1) si 1/2<t<1.

Para ello de la Definicion [1.§tenga en vista lo siguiente:

bb = {(z,y,t) ER*x I | (z,y,2t)€b; 0<t<1/2}
U{(z,y,t) e RZx T | (z,y,2t—1)€b; 1/2<t <1}

y también de decimos
(FER) (@) = (w0, cull®) v (FO)O) = (). i (1)

donde (bb);(t) = <ug5(t),t) € bby (b)i(t) = (ub(t),t) € b, paratodo i €
{1,2,...,n}.
Ahorasi 0 <t <1/2,se tiene

(u?i’(t), 2t> e b,

de donde resulta
(u?g(t), 2t> =b;(s) = (u}(s),s) paraalgtns € [0,1].
Luego, es inmediato ver que u?(t) = u?(2t) para todo i = 1, ..., n. Asi,

(f(0b)) (1) = (f(b))(2¢). (2.4)

Por otrolado, si1/2 <t < 1, procediento de la misma manera que el caso anterior

resulta

(D)) (1) = (f(B)) (2t = 1) (2.5)

Luego, de y se tiene f(bb) = f(b) * f(b). Por tanto [f(bb)] = [f(b) * f(b)].
e f es biyeccién

En efecto, primeramente defina
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g @ m(Fu(R?)) — P,(R?)
[o] = g(la]) = [/~ (a)]
para cada a € S(g,).
Buena definiciéon de §: Sea o, 5 € S(q,) tal que [o] = [3].

Observe que se tiene los caminos «, 8 : I — F,(R?) tal que a(0) = a(1) = ¢,;
B(0) = (1) = gn. Desde que a ~ [ se tiene que para cada s € [ existe una
aplicacion continua H, : I — F,,(R?) tal que

- Ho(t) = a(t)
- Hy(t) = (1)
- H,(0) = a(0) = gn
- Hy(1) = a(1) = ¢n

Asi, H; € S(gy,) y para no recargar, por simple notacién digamos que

H,(t) = {(H,)1(t),...,(Hs)n(t)} dondecada (H,);(t) € R?

a(t) = {ai(t),...,a,(t)} dondecada a;(t) € R?

Por otro lado, se sabe que f~!(«a), f~1(8) € P,(R?). Debemos mostrar que f~!(a) ~
f71(B) y para ellos construimos la aplicacién

F o ffYa)yxI — R*xI
(z,s) — F(x,s) = ((Hs)i(t),t)

donde = = (w;(t),t). Claramente F’ es continua y es inmediato ver que para cada
s € I la aplicacion Fy : f~'(a) — R? x I definida por Fi(z) = F(z,s) es un
encaje. Ademas, Fo(f'(a)) = fH(a), Fi(fa)) = f7(B) y para cada s € I,
F, mantiene fijos los puntos extremos de f~!(«a). De esto se concluye que f~'a
y f~'5 son isotdpicos. Por tanto [f~(«)] = [f~!(8)] y es garantizada la buena
definicion de g.

Ahora sea [a] € mi(F,(R")) y [b] € P,(R?). Se tiene
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Asi,

fog=1Iduruwny vy foi=Idp, @)
Por tanto se concluye que la isotopia de trenzas puras corresponde a la homoto-

pia de lazos en (F,,(R?), g,,). Asi claramente,

T (Fu(R?), qn) = P, (R?).

Para probar la segunda parte de éste teorema, considere ¢ € F,(R?)/%,, representa-

da por el conjunto desordenado
{(1,0),(2,0),...,(n,0)} C R

El isomorfismo es obtenido de la siguiente manera: Considere b C R? x [ una trenza

geométrica con permutacion 7, que no es la permutacioén identidad y defina

f o BR?) — S(q.)
b = fb) I — fn(RQ)/En
t = f(b) (t) = (uT(l)(t)7 Ur(2) (t)v <oy Ur(n) (t)) )

donde la i-cuerda de b intersecta al plano R* x {t} en el punto (u.,(;(t),t) para todo i =
1,2,...,n. Observe que la i-cuerda de b, esta formada por los puntos b;(t) = (u,¢)(t),t)
cont e /.

Procediendo de manera similar como se efectué en la primera parte, no es dificil

mostrar que
™ (Fn(RZ)/Em Qn) = Bn<R2>

2.2 Trenzas sobre variedades

Motivados por el Teorema 2.1/ podemos generalizar la definicién de los grupos de
trenza P, y B, sustituyendo los espacios de configuracion del plano R? por los de una

variedad arbitraria M.

Definicién 2.2. Si M es una variedad, se define el grupo de trenzas puras y el grupo de trenzas
de M, como los grupos fundamentales de los espacios de configuraciones:

Po(M) = mi(Fu(M)) y Ba(M) = m(Fa(M)/S0).
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respectivamente.

Esta definicién coincide con la definicién geométrica intuitiva que se estudi6 en la
secciéon 1.2. Para ver ello, escogemos zy = (21, 22, . . ., z,) como punto base en F,,(M),
donde z; € M. Entonces, un elemento de m;(F,,(M)) es una clase de homotopia de
una aplicaciéon continua f : [0,1] — F,(M) con f(0) = f(1) = 2. La proyeccién
pi : M™ — M dado por p;(x1, 72, ..., x,) = z; parai = 1,2, ..., ninduce una aplicacién
continua f; = p; o f : [0,1] — M tal que f;(0) = p; o f(0) = pi(20) = 2z = fi(1). Por
tanto, la clase de homotopia de f; es un elemento de 7 (M, z;). Note que este lazo es la
i-cuerda en M x [0, 1] dado por las coordenadas (fi(t),t) para 0 < ¢ < 1. Ver Figura 2.1.

@ M x {0}
M e

M x {1}

Figura 2.1: Unlazo en M que representa una cuerda en M x [0, 1]

Asi, tenemos un conjunto de n cuerdas d,ds, ..., d, que une los n puntos {z; x
{0}, 29 x{0},...,2,x{0}} conlos n puntos {z; x {1}, zo x {1}, ..., 2z, x{1}} en M x [0, 1].
Ademas, estas n cuerdas son disjuntas. En efecto, supongase que las cuerdas d; y d; se
encuentren en algiin punto, entonces existe un ¢y con 0 < ¢t < 1 tal que f;(to) = f;(to)-
Luego, f(to) = (fi(to), fa(to),- .., fu(to)) ¢ Fn(M) y esto es una contradiccién. Por
tanto, b = d; Ud, U+ - - Ud,, es una trenza geométrica de n cuerdas donde cada cuerda d;
une z; x {0} al punto z; x {1}. Por tanto b es una trenza geométrica pura de n cuerdas,

representada por el camino f.

Afirmacién: Dos caminos f y f’ en F, (M) son homotdpicos si, y solamente si, las tren-
zas geométricas que estos representan son isotdpicas.

En efecto, si f = (f1, fo, ..., fu) Y f' = (fi, f5. .., f]) son caminos que representan a
las trenzas by b' en M x [0, 1] con i-cuerdas b;(t) = (fi(t),t) y bi(t) = (f/(t),t); t€]0,1]
respectivamente. Si f y f’ son homotdpicos entonces se tiene que f; es homotdpico a
f! para cada i € {1,2,...,n}. Luego, existe una homotopia H; : I x I — M tal que
H;(t,0) = fi(t), Hi(t,1) = fi(t) y Hi(0,5) = H;(1,s) = 2.

Claramente existe una coleccion de isotopias { Fi(t, s), F5(t, s), ..., Fu(t,s)} donde
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y
{F1(b1(t),0), Fo(ba(),0), ..., Fn(by(t),0)} = {b1(t),b2(t),...,bu(t)}
{E1 (b1 (1), 1), B (ba(), 1), s Fula(2), 1)} = {01 (1), B (), - By, (1)}
{F1(b:(0), s), F5(b2(0), 5), ..., Fr(b,(0),5)} = ((#1,0),(22,0),...,(24,0))
{F1(b1(1),8), F5(b2(1),8), ..., Fr(by(1),8)} = ((z1,1),(29,1),...,(2n,1)).

Asi, podemos decir que para todo ¢ = 1,2,...,n, cada cuerda b, de b es isotopico a la

correspondiente cuerda b; de b'. Por tanto, b es isotépico a V/

Reciprocamente, si by b’ son trenzas geométricas isotdpicas en M x I, no es dificil ver
que a partir de las correspondientes isotopias de cada cuerda de las trenzas se obtiene
las homotopias entre las coordenadas de los caminos f y f’. Por tanto queda probada
la afirmacion. [

Luego, por la afirmacion se tiene mostrado que la clase de homotopia del camino
cerrado f en F,(M) es la misma que la clase de isotopia de la correspondiente tren-
za pura b. En otras palabras m(F,,(M),z0) = {[f] / f: I — F.(M); f(0) = f(1) = 2},
grupo de clases de homotopias de lazos basados en z, es el grupo de trenzas puras
P, (M). Para mostrar que cualquier elemento de 7 (F, ()M )) representa una trenza de n
cuerdas en la variedad M se requiere de herramientas que no es tratado en este trabajo.

El lector interesado puede revisar [6].

Si consideramos a M como una superficie (variedad bidimensional) entonces po-
demos describir esta igualdad como sigue:
Primeramente, elijamos un puntobase (¢1, g2, - . ., g,) € Fo(M)ysea|[f] € mi(Fn(M)/%,)
representado por el lazo f : [0,1] — F,(M)/%,. Como p : F,(M) — F,(M)/%, es
un cubrimiento, en muchos casos existe una elevacion A : [0,1] — F,(M), A(t) =
(A1(t), ..., \(t) tal que po A = fydonde A(0) = (q1,...,qn), A1) = (¢vq), - - -+ Gym));
v € ¥,. Ademas, [A\(0)] = [A(1)] es un punto base en F,,(M)/%,,, Teniendo el siguiente
diagrama conmutativo:

b
0.0 L F, 0072,

Para la existencia de )\ se particiona el intervalo [0,1]; 0 = ap < ... < a,, = 1, Luego,
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se define A’ por induccién en [0, a;]. Dado que f([a;, a;11]) C S; abierto en F,,(M)/%,,
por ser p un cubrimiento se tiene que p~'(S;) = UU; y p : U; — S; es un homeomorfis-
mo, por lo que existe un tnico U € {U;} tal que A\(a;) € U y cualquier extension A"+
debe aplicar [a;, a;11] (arco conexo) en U y como p : U — S; es homeomorfismo existe
una tnica ¢ : [a;, aip1] = U; po @ = f |[a;,0:,,] €NtoNCEs ¢ = (p |y) "' o f porlo que

s = { N6 0ss<a
o(s) a; <s<ay.
AsTA(t) = (Ai(t), ..., Au(t)) 5 Nilt) # A;(t) parai # j, 0 <t < 1 se puede considerar co-
mo una n-trenza con cuerdas \;(¢) empezando en ¢; y finalizando en ¢, ;) en un cilindro
de M. Por tanto [f] € m (F,(M)/%,) estd asociado biunivocamente con [\| € B,,(M).



Capitulo

3

Grupo de trenzas del plano proyectivo

real

En este capitulo se mostrard la naturaleza exacta del grupo de trenzas del plano
proyectivo real de n cuerdas, que tendrd distintas presentaciones segiin sea el nimero
de cuerdas. Se probara que para n = 1 éste grupo es ciclico de orden 2, asi mismo para
n = 2 se mostrara la relaciéon con el grupo cuaternion y por fin se finaliza mostrando

que para valores de n > 2 el grupo de trenzas del plano proyectivo real es infinito.

3.1 Grupo de trenzas algebraicas

El grupo de trenzas algebraicas del plano proyectivo real de n cuerdas, B,,(RP?), es
definido por el grupo de 2n — 1 generadores 01,03, ...,0,-1,p1, P2, - - -, P SUjeto a las

siguientes relaciones:
(i) oi0j =040, parali—j|>2y i,j7=1,2,...,n—1.
(ii) 0,0i410; = 044104041, parat =1,2,...,n — 2.
(iii) o,p; = pjo; sij#i,i+1;1<i<n—-1;1<j<n.
(iv) p; = oipipro; sil <i<n-—1.
V) piapy pipi =07 sil<i<n-—1.

N2 2
(Vi) py = 0102...04,-20;_10p_2...0207.
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Una pregunta inmediata es saber como son estos generadores, para ello empezare-
mos dando una idea grafica de los mismos.
Primeramente, el generador o; puede interpretarse como la trenza que intercambia

las cuerdas 7 com 7 + 1, como se aprecia en la Figura 3.1.

Figura 3.1: Un diagrama para o; y para o; '

Geométricamente, el generador p; se puede interpretar por la construccion
siguiente: una el punto inicial de la cuerda i ubicada sobre el disco superior D? x [0, 1]
con el punto P ubicado sobre la frontera de D? x [0, 1] en el nivel D? x {¢} esto genera
un arco el cual denotaremos por «;. Luego coloque un segundo punto P’ sobre D? x {¢}
de tal manera que P y P’ sean simétricas sobre el centro del plano de nivel D? x {t} y
finalmente una el punto 7 ubicado sobre el disco inferior con el punto P’. Esto genera

un nuevo arco que denotaremos por «;. Ver Figura 3.2.

Figura 3.2: p, = o; U q;

Luego identificando el disco con la forma del plano proyectivo real RP?, note que P
y P’ son el mismo punto. Por tanto después de la identificacion se tiene que p; = o; U,
es un arco simple en RP? x [0, 1] y observe que este arco no es la trenza trivial. Asi, p;
es un generador no trivial de B, (RP?). Ver Figura 3.3.

Seja m una aplicaciéon que actua de B, (RP?) sobre el grupo simétrico de grado n 'y
definido como sigue,

T : B,(RP*) — X"
o; — 7(oy) = (i,i+ 1)
Pj — m(p;) = (1).

Note que asi definido la aplicaciéon 7 es un homomorfismo.
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\

P':.:lf---.,.P' P J--'»--i-\:.}"

L4 iy
3 '-L'l' 1":‘; TN "_;

Figura 3.3: El generador p; y su inverso p; '

Se denota por D, (RP?) al subgrupo de todos los elementos de B, (RP?) que consiste
de todas las n-trenzas § con la propiedad 7 (5)(1) = 1, es decir, 7(3) deja al nimero 1
invariante.

Se dice que dos n-trenzas 3; y B2 pertenecen a la misma clase lateral derecha si y
solo si 318, € D,(RP?) y también 7(53,)(1) = 7(B2)(1). Cada clase lateral derecha
D,(RP*)3 de D, (RP?) en B,(RP?) consiste de n-trenzas ~ con 7(7)(1) = k para algun
k con 1 < k < n. Por tanto, existen n distintas clases laterales derechas de D, (RP?) en
B, (RP?).

Los elementos M; = 00,1 ...01 (i =1,2,...,n—1), My = 1 sirven como represen-
tantes de clase lateral derecha de D,,(RP?), esto es ya que la permutacién 7 (M;) acttia

de la misma forma que la imagen bajo 7 de cualquier elemento de la clase D,,(P?)M;.
Proposicion 3.1. By (RP?) es ciclico de orden 2.
Demostracién. Sea P, un punto sobre RP? y A; = P; x {0} punto sobre RP? x {0}.

Afirmacion: B;(RP?) = m (RP?, P,).

En efecto, considere la proyeccién natural

p @ RP?x[0,1] — RP?x {0}
(x,t) > (z,0).

Si dos trenzas de 1 cuerda § y 5’ son isotdpicas, entonces p(3) y p(5’) son homotépicas
(rel P,)y por tanto p induce un homomorfismo

Ds - Bl(RP2> — 71<RP2,A1).
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Luego para cada lazo f : [0,1] — RP? x {0} con f(0) = f(1) = A, se asigna a la
trenza de una cuerda 3 € RP? para0 <t <1, por

B(t) = (f(t),t) e RP? x [0,1].

Desde que p(5(t)) = f(t), la aplicacién p, es un homomorfismo sobreyectivo.
Para probar la inyectividad suponga que p.(5) = [1] y como p.(8) = [f], entonces f
es contractible, luego existe una plicaciéon continua

H:[0,1] x [0,1] — RP? x {0}

tal que
o H(s,0) =H(s,1)=H(0,t) = A, para0 <t <1.
e H(1,t)=f.

Para cada s con 0 < s < 1, la aplicacion (H(s,t),t) € RP? x [0,1] con0 < ¢t < 1, es
denotada por 1, trenza de una cuerda en RP?. En particular 7, es la trenza trivial y
v = B. Desde que (H(s,t),t) puede ser extendido a una isotopia conectando la trenza
trivial vp = 1y 71 = f3, sigue que [ es isotépico a 1. Asi, p, es un isomorfismo, i.e,
Bi1(RP?) = 7 (RP? x {0}, A)) (& m (RP?, P))).

Por otro lado, como 1 (RP?, P;) & Zy) (ver [8, Pag. 211]). Entonces B, (RP?) = Zs).

|
Proposicién 3.2. By(RP?) es un grupo finito de orden 16.
Demostraciéon. By(RP?) tiene la presentacion:
G = (o1,p1,p2 | p1 = o1p201, p3 ' py ' papr = 07, pi = 071), (3.1)

usando la relacion p, = o, 'pio; !y p? = o2 se tiene,
29 o 1 1 -1 -1 2 1 —2
O1py = 010y P10y 0y P10y = 010101 P10y = 01p1p; p1oy = L.

PSS | _ 2 : -1, -1 -1 _ -1 p
De la tercera relacion p, " p; *p2p1 = o7 se obtiene oy "pio; p1oy = proy p1. Asi,

1

-1 —1_ -1 - -1 -1 -1 -1
p201p2 = 0Oy P10y 0107 P10y = 01 P10 P10y = P10 P1

-1 -1 -1 -1
= 0107 P10y 0107 pP101 01 = 01P201P2071.
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Luego G puede ser expresado de la siguiente forma (por simplicidad escribimos o por
o1y p Por p2)

G = (o,p|pop=opopo; a*p* =1)
= o,p|Ri=0"p o p o pop=1; Ry = p°o® = 1)

Ahora sea H la cerradura normal de o (ver Definicioén|A.1). Entonces por el Teorema

[A.2] se obtiene,
G/u={o,p|pop=ocpopo, p’o* =1; 0 =1) = (Lp|p*=1) 2 Z/2),

y el conjunto de representantes de clases laterales derecha de H en G es {1,p}.
Usando el método Reidemeister-Schreier (ver Apéndice) se consigue mostrar una pre-
sentacion para el subgrupo H, veremos explicitamente esto.

Primeramente antes de comenzar los cdlculos note que el conjunto M = {1, p} esun
sistema de Schreier (ver Deﬁnicic’)n con M; =1y M, = p. Por otro lado, teniendo
en vista la Observaci(’)n se tiene que & = 1, p = p, po = p, p> = 1 y usando la
Proposicion resulta,

11 =0(M, 1) =0(l,0) =00 =0

Y12 = o(My,22) = o(1,p) = pp ' =1

Y21 = o(Mj, 1) = o(p,0) = popa‘l = pap—l
vz = 0(My, 2) = 0(p. p) = pp* ' = p*.

son elementos de H. Si escribimos a, = o(p”, o) y b, = o(p?, p), entonces el conjunto de

generadores se puede dividir en dos partes, siendo estos:

a = o(l,o)=o0 by = o(l,p) =1
a = olp,0)=pop~t b1 = olp,p)=p°

Note que de la relacién R; = 1 se tiene que apa; = popo. Asi,

Ry = 7(MiRM17") =71(p~ o p~opopo)

= o1, p Nelp~ 0 Nelp~ o1, p  elp~to~Tp Y a)e(p~to~Tp~ 1o, p)
= o(p~to~tp~top,a)o(p~to~tp~tapa, p)o(p~totp~topop,a)e(p~to~tp~topapo, o)

= bglaflbflaoboalblaoao = Qo
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Rio = 7(MaRM27Y) =7(potp o tp o po)
o(1, p)o(p, o™ )olpo=t, p~He(po~tp=1, 07 o(po—tp~lo=1, p7)
o(po=tp~to=tp=t, 0" o(po—tp~toTp~ o1, po(po—tp~toTp~ o~ 1p, 0)

= boa; b tay by ta; biag = a; by tag e tag tagbiag

= polp 200 ey e = 1

R21 = T(MleMfl)

)

T(oopp) = o(1,0)0(7,0)0(@*, p)e(0p, p) = dodobeby = po’p =
Ry = 7(MaRoMy') = 7(poap) = o(1, p)a(p,0)a(pa, 0)e(po?, p) = boararby = o?p? =

Luego de R, 5, R21, R22 se rescata las siguientes relaciones:

—1p—1,—1.—1 1. 20 _ 1. 20 _
a; by a,a; bag=1;  agby = 1;  aiby = 1,

Teniendo en cuenta que el conjunto M es un sistema de Schreier y aplicando el Teorema

se obtiene,

—1g—1_-—-1_-1 2 2
H = (ag,a1,by | a7 b7 a; a7 biag=1; agb; =1; ajb; =1)
2 2
= (ag,a; | ayapaa9 = ag = ay)

= (agp,ay | (a1a0)2 = ﬂg = ﬂf%

donde ay = o y a; = pop~'. Esta presentacion es bien conocida y corresponde al grupo
cuaternion, H. En lo que sigue se mostrard que el orden del grupo cuaternion es igual
ag.
Afirmaciéon: | H |=8.
En efecto, desde que p?c? = 1 se tiene po = p~'o~!. Ademads, teniendo en vista que
pop = opopo, resulta
(po)' = popopopo = poppop=pootop=p’ =o0"
= plo iy le ey lem = eyl Tl a2 = pf = o,
Como (po)* = (p~'o~1)* entonces o* = 1, esto es (a3)? = 1 lo cual ofrece que | (a?) |= 2.
Del Teorema se tiene que | 7'(2,2,2) |= 4 y como H/(a3) = T(2,2,2) se concluye
que | H |= 8. Luego,
| B2(RP?) |=| G |= 2| H |= 16.

Con esto queda finalizada la prueba.
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Proposicion 3.3. P,(RP?) es un grupo cuaternion de orden 8.

Demostracién. Observe que la aplicacion 7 : By(RP?) — 3, toma oy sobre la trans-
posicién (1,2) y ps, p2 sobre la permutacién identidad. Como 7 es un homomorfismo,
entonces el nucleo P»(RP?) es un subgrupo normal de By(RP?) generado por los ele-
mentos p1, ps.
Usando la relacién 0% = pf de (3.1), se tiene,
4_ 2
1

pilor=piort y (opr)t =0t = (prlon)?,

empleando estas tiltimas igualdades resulta,

ot = (pr'o1)* = (mor ) = (mor )™ = ((mor 1))

= (o} =072

Asi, o} = 110 cual implica que p] = 1. Ahora usando nuevamente o7 = p? y la relaciéon

pa = 0y 'proy " se obtiene,

py = (07 ' pmoy ')’ = oy pa i oyt = o puprPprot = 07 = ot = i (3.2)

De (3.2) se tiene que p2p1 = p; 'p7 ' y juntamente con la relacion p; ' py ' pop1 = o7 resulta,
(p2p1)? = p2prp2pr = P3Py p2pr = 0F = pi. (3.3)

Por tanto de (3.2) y (3.3) se concluye que P»(RP?) = {(p1, pa : (p2p1)* = p3 = p?) es una
presentacion del grupo cuaternion y como fue probado en la afirmacién del teorema

anterior, todo grupo cuaternion tiene orden 8. Asi queda probado este lema.
|
Hasta aqui se tiene mostrado la naturaleza del grupo de trenzas B, (RP?) cuando
n = 1,2. Nuestro objetivo final es probar que para valores de n cuando n > 2 el gru-
po de trenzas es un grupo infinito, para esto necesitamos algunos lemas previos que
presentaremos en adelante.
Las identidades derivadas de las relaciones (i) a (vi) que se muestran en el siguiente

lema seran bien usadas para determinar una presentacion de D,,(RP?).
Lema 3.4. En B, (RP?) se satisface las siguientes relaciones:
I) O'iMz = Mi0'1i+1 (k? <1, €= :]:1)

II) UiMi = Mi_lai+1
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) o, 'M; = M;_,

V) i1 Mi = Mty

V) z_+11M M+1ai_+12

VI) o;M; = Mo, (k>i+1, e ==£1)
VII) p5M; = Mi(pj+ra;41)°  (J <ie ==1)
VI) p5 M; = M(azha;t - ay'pr)° (e = £1)

IX) piM; = Myps (j > i+ 1,6 = £1),

donde a; = M; o2 | M; 5.

Demostracion. Sin perdida de generalidad veamos para el caso ¢ = +1.

IH ek=i—1:

O'kMi = 0;-10;0;—-1...0201 = 0;0;-10;,0;,_2...0207 [POI' (ll)]
0;0;,-10;—9...09010; [POT (1), i-2 VeceS]
= Mo; = Moj41.

o k=1—2:

oL M; = 04_90,0i_1...0901 = 0;0;_20;_10i_2...0901 [Por (i)]
= 0,0i_104—20i_1 ...090] [Por(ii)]
0;0;-10i—9...09010;_1 [Por (i), i-3 veces|
= Moy = Miop41.

e k=i—r, paraalginrcon3 <r <i¢—1.

o.M, = 0,.,0,0,_1...0i_p...09071
= 0i0i-10i—2 ... 0i—r0i(r—1)0iy - . - 0201 [Por (i), r-1 veces]
= 0i0i-10i—2 .. . Oi—(r—1)0i—yCi—(r—1) - - - 02071 [Por (ii)]
= 0i0,_10,-2...02010;_(r—1) [Por (i), i-r-1 veces]

= Mio—if(rfl) = M;op11.

(II) ]\/[i,laiﬂ = Ml 1M 10' Mz 1= UzUzMifl = azMz

-1 -1
(III) g, Mz =0; 0i0;-10;-9...0201 = Mi—l-
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(IV) Oi+lMi =0i4+10,0;—1...0201 = Mi—i—l-
(V) Miay = My M; o o My = My Mo\ M, = o4 M,
(VI)  considerando k = i + r, para algtin r con r > 2.

+1 —
O Mz = O0j4r0;0;,-10;_2...0201
0;0;-10;—2...020104p [POI' (1), 1 veces
— _ +1
= Mi0i+r = Mio-k .

(VID) j <i

Mipjsiajer = Mipj M 07 M-
= MiMj—lpj+1U‘Mj 1 [Por (iii)]
= 0i04—1. U]p]+10 M
0i0i 1 ... Pi0; ?Mj_l [Por (v)]
P01 . .. aj+10]71<7j2-Mj_1 [Por (iii), i-j veces]

= pPj0i0i—1... O'j+1O'ij,1 = p]Mz
(VIII) Note que azas---a; = 0102 " - Ui—20i2_10i—2 c 2 09071.

-1 -1 -1 -1
pi+1Mi = pl’JrlO'iMi,l =0; Pz’Mi—l = Miaiﬂai sl P1-

(IX) p]Mz = pPj0i0;—1'"01 = 001" 010 = szj [usando (111), i-Veces].
[

Lema 3.5. D,,(RP?) es generado por 05,03, ++ , On_1, P1, P2, " » P, G2, A3, " "+ , Ay, Y UNA Pre-
sentacion para este subgrupo es dado por las relaciones:

(1) ojop =oyo; (|7 —k|l >2)
(2) 0;0j410; = 0410041

(3) ojapo;t =ar (k#j,j+1)
(4) ajajaj_l = Q541

(5) oja;410; o a3+1a3a3+1

(6) p% = Q203" Qap
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(7) paazpy = 0203 - 'O-n—QO-TZL_lo-n—Q ©r 0302
(8) 0jpj105 = pj
(9) pjox =orp; (G #kk+1)

(10) pjar = arp; (j > k)

(11) pj_lakpj = ajakaj_l (1<j<k)

(12) ;o5 pivap; =02 (5> 1)

(13) pj'pip; = prajt (5> 1)

(14) pjajpj_l = pilag---ajqa;tarly - agtpr

Demostracion. Desde que M = {My, My, Ms, ..., M,_,} es un sistema de Schreier, apli-
cando el método Reidemeister-Schreier (ver Apéndice) se obtiene los siguientes ele-
mentos como generadores de D, (RP?) (ver Observacion |A.6),

ki = ouM; opM; (k=12 n—1,i=0,1,--- ,n—1), (3.4)

I . .
Yn—1+ji — p]MZ p]MZ (] = 1a 27 N, 1= Oa ]-7 e 7n) (35)

y tambien son obtenidas las relaciones siguientes:

1 = Mi_lajakaj_lallei (l7—kl >2) (3.6)
1 = Mi_lUj0j+10j0;+110;10;+11]\/[i (3.7)
1 = M1'71P1720102 C Op10p_1 " 0201 M (3.8)
1 = M{lajpjﬂajp;lMi (3.9)
1 = M[lpjakp;la,;lMi (J#k k+1) (3.10)
1 = M 050 i pipi M, (3.11)

Para ser mds exactos, haciendo los respectivos célculos de la expresion se ob-
tiene que 09,03, -+ ,0,_1,0a2,0a3,- - , a, son los generadores de D, (RP?). Para obtener
los generadores restantes tenga en vista que 7(p,) es la permutacién identidad y en
(1,2) usando las expresiones (VII), (VIII) y (IX) del Lema [3.4|resulta,

Pj+1aj41 St J <1,

——1 _ 1 _ L
piMi  piM; = M; liji: az‘+11az‘1“' Jay'py sio j=i+1,
p; st j>i+1
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Asi, se puede decir que p1, p2, - - , p, son también los generadores de D,,(RP?). Apo-
yandose en las identidades del Lema se mostrara que las relaciones de (3.6)) a (1.8)
pueden ser expresadas en terminos de los generadores de D, (RP?). En lo que sigue se

realizaran algunos de estos célculos.

[ M;lp1720'10'2 0 O0p—-10p—1""" O'20'1Mi =1
* Sii=0:
s 0'20'1]\/[0 = pIQCLQCbg e Q. [Probado (6)]

_ -1l ,-2 2
1=M, piy°0102---0,_4

x Sii>0:
_ ~1 -2 2 _ -1 —1pr-1 -1 2
1 = M, pi“o1--05_1-0M;=ay py M, py o1---0:_1--01M,;
1 -1 -1 1371 2
Uy Py Gy py My 010205 -+ 01 M, [Por (VII)]
1 -1 -1 1371 -1 2
= ay py Ay py M MooM; oy---05_;---01M;
S A I I | 2 1
= Gy Py Gy Py 0203 0; - 0n - Ot M 50501 - 01 M, [Por (VI)]

usando (i) y (ii) se tiene: M, L 0,0, 1 -+ 01 M; = 0; - - - 09a,. Asi reemplazando arri-

ba se tiene probado (7).
[} Ml-_lO'jpj+1Ujpj~_lMi =1:
x* Sij>i+1:
[por (VI)]
aipjriM; tosp; My [por (IX)]
Ujpj+1UjMi_lpj_1Mz‘ [por (VI)]
[

por (IX)]
= O—jpj+1ajp]'_1- [Probado (8)]

L= Mz'ilajpjﬂajpjilMi = UjMz‘ilpjﬂUijilMi
P10y MM,

OMZ-_lpjokpj_lak_lMi =1:
x Sii+1<j<k 6 i+2<k+1<y:

1= M; " pjowp; o' M; = piM; " opp; o' M;  [por (IX)]
= pjowp; Moy M,
= pjowp; oy, [Probado (9)]
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«Sii+2=k+1<j:

1= Mi_lpjakpj_lak_lMi =

iji_lakpj_lak_lMi [por (IX)]
piara M p; o ' M, [Por def. de aziq]
piarsp; Mo ' M; - [por (IX)]
Piaks1p; Ay - [Probado (10)]

xSl j<i+l=k (+1<i+1)

L= Mi_lpjakpj_lgk_lMi =

o M;'otp; priapipi My =1
x* Si j>i+1:

1= M;'02p; " p;l1pipj M

x* Sl j=i+1:

1= M;"0%p;" p;l1pipj1 M;

I |
P11 M orpy oy M,

-1 -1 _—1
Pj+10j4+10i+2 My Pj Ok M;

R o
pj+1aj+1ai+2aj+1pj+1Mk o, M;

-1 -1 -1
Pj+1aj+1Git20; 1P 11012

o2y M pr i pips M,
o305 PP M M

_ 2 -1 -1
= 05P; Pjt1PiPj+1-

[por (VID]
[Por (V)]

[por (VID)]
[Probado (11)]

[Por (VI) y (IX)]
[Por (IX) 3 veces]
[Probado (12)]

-1 2 -1 -1 ~1 —1
M;a5p; pj Miay ™ .. ay pipj

-1 277 —1 P
M; 05 M;py az...a;p; a5

-1 2 -1 -1 1 —1
M; " o5p; Mip; a5 . a3 p1pjsa
1

—1
ce Qg P1PJ+1

—1 -1 —1 —1
QitoPy Q2. .- QjPj11G5 ... Ay P1Pj+1

= Qit2p1 PP [Probado (13)]
e Prueba de (3):
x S1 k<
ojapo;t = oM or  My_s0;t = M o070 My _s0;! [Por (VI)]

_ -1 2 —1 _ ag-1 2 _
= M, 05, 10;My_o0;" = M, y0i_{My_2 = ay.

J

[Por (i)]
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«Sik>j+1 (j—1<k—2)

1 -1 2 —1_ as-1 2 —1
ojarc; = oM, y05 My o0, = M, 05 105 My o0, . [Por (I)]

Mk_—120—13—10—j*1Mk*20—j_1 = M];EQUE_IUj,lJ;lek,Q = dg.- [POI' (1)(1)]

e Prueba de (4):
-1 _ -1 2 -1 _ -1 2 -1
O'jCLjO'j = O'jM];QO'j_le_QO_j = Mjf2aj0j—1Mj—20—j [POI' (VI)]
1 1 -1 -1 .
= Mj_laj_lajaj_le_lcrj = Mj_lajaj_lajaj_le_gaj [POT (11)]

— -1 55 M. ol — -1 52 Cora = 4.
= Mj_lajajaj,laJMj,Qaj —Mj_lajaj,le,gajaj = Ujt1-

e Prueba de (5):

-1 _ -1 277 -1 2 ) -1 2775
a;hajaz = Mo 2Mo M Lot (M oM ho?M;
— . -1.-1 P -1 -1,-1 . . (T (T - oo . -1

_ Ayl -1 1
= o;M; jo; 0,

Y P R |
= o;M;o;M; 105"

10-3‘_10-j0-j—10-j0-j0-ij—10-j_1 [POT (11) 2 VeceS]

[ |
Sea el subgrupo de D,,(RP?) generado por p1, as, as, . . ., a, y denotado por A, (RP?).

Lema 3.6. Sin > 2, A,(RP?) es un grupo libre de rango n — 1 con la presentacion:
{p1,az,a3,...,a, : p3 = asas...a,}.

Demostracién. Es suficiente exhibir una presentaciéon de D,,(RP?) en el cual la imagen
de A, (RP?) es libre de rango n — 1.

Sea U, = {v,us,us,...,u, : v’ = wusuz...u,} un grupo libre de rango n — 1.
La presentaciéon de D, (RP?) es dado tomando para los generadores 03,03, ...,0,-1,
a2,Qs, . ..,Qy, P1, P2, - - - , Pn 10s siguientes automorfismos de U,,:

o, U, — U, a;, . U, — U,
uj — u; (j#i,i+1) up o Uy
j i \J , j iUy
Uy > Uipl (N uivui’l
-1 -1
Uiy = U Uilhit
Vo v
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pr: U, — U, pi: Uy, — U, (1>1)
u; + vuut u; — wltujw (5 >0)
v o= v u; = u; (j<i)
up oW
v = u2...ui_1u;1...u2_1v.

Estos automorfismos satisfacen todas las relaciones exhibidas en el Lema [3.5 En
lo que sigue serd mostrado que el grupo de automorfismos interiores de U, esto es,
Inn(U,) (ver Definicién |A.11) es generado por los automorfismos p1, as, . . ., a,.

Afirmacion 1: Inn(U,) = (p1,as,...,a,)
En efecto, desde que T,,, T),, € Inn(U,) se tiene,

T,(v) = v ! = v=p(v) T.,(v) = wou; = a;(v)

1

T,(w) = vuv™' = pi(u) Toi(uj) = uiuju; - = a;(u;).

Asi, T, = p1, T, = a; € A, (RP?).

Reciprocamente, por como estd definido los automorfismos pi, as, ..., a,, se tiene
que cada automorfismo de A, (RP?) es un automorfismo interior. Por lo tanto se tiene
probada la afirmacién |

Afirmacién 2: p? = asaz. . . a,.

En efecto, seav € U,

Ay .. @y 10, (V) = a2as...an 1(upvu;t) = agas. .. an_o(t,_1uyou;tut))

= u2...unvu;1...u§1:UQUU_zzv,

piw) = pi(pi(v)) = pr(v) = v.

Ahora sea u; € U, se tiene

az...an(u;) = ag...ap1(upuju,t) = asas . .. an_o(Up_yunuju;tunty)

_ _1 _
Ug .. upuuy o uy = vtuu
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pi(u;) = palpi(uy)) = v*uv=.

Por tanto de las igualdades arriba se obtiene la afirmacién. u

Por definicién de grupo de automorfismo interior de U,, (grupo libre) se sabe que

Int(Uy,) = Uy,/zu,) (ver Proposicién [A.12). Como Z(U,) es sin centros para valores

de n > 2. Entonces, Int(U,) = U, y por la afirmacién 1 y 2, es lo mismo a decir que

A, (RP?) = U,, bajo la correspondencia v <+ p; ; u; ¢ a;. Con esto queda finalizada la
prueba del lema.

|

Proposicion 3.7. B, (RP?) es un grupo infinito para n > 2.

Demostracién. Como A(RP?) es un subgrupo finitamente generado del grupo fini-
tamente generado D,,(RP?), mediante calculos se tiene que A(RP?) es un subgrupo
normal de D, (RP?). Una presentacion del grupo cociente D, (RP?)/A(RP?) se ob-
tiene a partir de la presentacion de D, (RP?) mediante la adicién de las relaciones
pr = l,ap = 1l,a3 = 1,...,a, = 1. La adicién de estas relaciones anulan las relacio-
nes (3), (4), (5), (6), (10), (11), (13) y (14) del Lema 3.5y también observe que la relacion
(7) queda alterada por p3 = 0203+ - 05_10p_1 - * + O3072.

Considerando la correspondencia o; «+ A(RP?)o; y p; < A(RP?)p;, para i =
2,--+,n — 1, se tiene que D, (RP?)/A(RP?) es isomorfo al subgrupo de D, (RP?) ge-

nerado por los elementos o3, 03, -, 0,1, p2, - -, pn SUjeto a las relaciones:
(1) ojor = oko; (Ij — k| = 2)
(2) 001105 = 04100541
(8) gjpj+105 = p;
9) pjor =orp; (1 # k. k+1)
(12) piip; oy =03 (5> 1)
(7) p3 = 0903+ 0p 202 [Op o 0305

Asi, el subgrupo de D, (RP?) generado por los elementos 3,03, , 0p_1,p2," "+ , Pn
satisface las relaciones de (i) al (vi) (en la Seccién 3.1). Por tanto este es el grupo de
trenza algebraico B,,_1(RP?) de 2n— 3 generadores sobre 02, 03, , 01, P2, P3," " * ; Pn-
Por tanto, se tiene D,,(RP?)/A(RP?) = B, 1(RP?) y desde que A(RP?) es un grupo
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libre de rango mayor que 1 (puesto que n > 2), se tiene que A(RP?) es infinito. Asi
concluimos que B,,_1(RP?) es infinito y por ende B, (RP?) es también infinito.
|



Apéndice

A

Resultados Basicos

En este apédice son presentados resultados preliminares utilizados en el desenvol-
vimiento de este trabajo. Aunque sean omitidas las demostraciones de estos resultados,

son citadas referencias que las contienen.

Definicion A.1. Sea G un grupoy sea G = {g1, g» - . .} (finito o infinito) un subconjunto de G.
Entonces el mds pequefio subgrupo normal de G que contiene a G se llama la cerradura normal
de GenG.

Teorema A.2. [10, Theorem 4.2, Appendix 1] Sea
<IL‘1,ZE2,...,ZL‘n | R1 = 1,R2 = 1,...7Rm = 1>,

una presentacion de un grupo G. Sea {51, Ss, ..., S} un conjunto de elementos de G, don-

de cada S; es una palabra en x,, o, ..., x, y 3 5,25 , ...,z . Ademds, sea N la cerradura
1 2 »n

normal de {51, Ss, ..., S} en G. Entonces el grupo cociente G /N tiene una presentacion de la

forma:

<I1,(L’2,...,In|Rl:1,R2:1,...,Rm:1,81:1,82: 7-~'7Sl:1>~

A.1 Método Reidemeister-Schreier

El método Reidemeister-Schreier es muy utilizado para determinar explicitamente
las presentaciones de subgrupos. Dado que el método tiene un papel fundamental en

varias secciones de este trabajo, vamos describir como funciona el método.
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Suponga que se nos da una presentacion del grupo G, que podemos tomar como:
G=(x1,22,...,0, | Ri=1,Re=1,..., R, = 1). (A.1)

Dado un subgrupo H de G, para aplicar este método es necesario tener un completo
sistema M de representantes de clases laterales derecha, i.e, M = {M;.M,, ...} donde
cada M; deberd estar escrito de forma explicita como una palabra en x4, 25, ..., x, 0 sus
inversos. Note que cada elemento, g, de G es escrito como g = hM; paraalginh € Hy
M; € M. Ademads se puede escribir,

— €1 ,.62 Ek
M; =a;lx? . x;),

donde 1 <iy,iy...,% <n y ¢ = 1. Se asumird que M; = 1.

Definicién A.3. Se dice que el conjunto M es un sistema de Schreier (o satisface la condicién

Schreier) si para cada M, las siguiente k — 1 partes consecutivas, iniciales de M,;

€1
i1

E1 ..€2 €1 .2 ,.€3
1'111'1'27 T, "T:.°T

€1 .2 Ek—1
i1 Tig Ligr - -+ Lgy Ty xik& ’

x
pertenecen a M.

Observacion A.4. Tenga en cuenta que para un elemento g € G, g denota el representante de
la clase lateral derecha en M de la clase Hg. Si g € H, entonces g = 1.

Proposiciéon A.5. [10, Proposition 6.2, appendix I] Supongamos que G es un grupo cuya
presentacion es conocida, H un subgrupo de G y M el conjunto de los M;, representantes de
clases laterales derecha de H en G.

(1) Para todo elemento g€ Gy M; € M,parai=1,2,...,

—1
o(M;, g) = MigM;g
es un elemento de H

(2) Paraj=1,2,...,ny k=1,2,...,[G: H|. Sea y;, = o( My, x;) (yj_,i = Q(Mk,xj_l)).
Entonces H es generado por y, i, Y sus inversos.

Observacién A.6. La Proposicién [A.5es también valida si consideramos los M; como repre-
sentantes de clase lateral izquierda de H en G y en este caso se tendria:

(1) o(g, M;) = nglgMi, es un elemento de H.
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(2) Siy;r = o(z;, My). Entonces H es generado por y; x, Y sus inversos.

Sea h un elemento de H, entonces h se puede escribir como h = z5'z52...z;". Se

i1 Vig ip

denota por 7 a la transformacion

1 Ep— 3
Teorema A.7. [10, Theorem 6.3] Sea G un grupo con la presentacion como en (A.1) y suponga
que H es un subgrupo de G. Se M = { M, = 1, My, ...} es un sistema de Schreier, entonces H

tiene la siguiente presentacion
H={yjx | Rip paraj=1,2,....n; l=1,2,...,m; k=1,2,...,[G: H]),

donde Ry ), = 7(MyR/ M, ").

A.2 Grupo Triangular

El grupo de trenzas pero muy en particular los grupos cocientes del grupo de tren-
zas proveen un drea de estudio e investigacion muy rico. Por lo tanto, es ttil hacerse
una idea de algunos de los grupos que se pueden mostrar que son isomorfos a los
grupos cocientes del grupo de trenzas. Uno de tales ejemplos, muy conocido por los
gedmetras, es el llamado grupo triangular, o, equivalentemente, el grupo poliedral.

Definicién A.8. Suponga que [, m y n son niimeros enteros mayores que 1, entonces el grupo
definido por la presentacion
(a,b|a' =b™ = (ab)" = 1)

es llamado el grupo triangular y denotado por T'(l, m, n).

Teorema A.9. [10, Theorem 7.1] El grupo triangular T'(I, m,n), para l,m,n > 2, es finito si

y solo si
1 1 1
5=7+E+ﬁ—1>0. (A.2)

Ademds, como por (A.2) uno de I, m,n debe ser igual a 2, digamos | = 2, entonces el orden de

un grupo triangular finito es
4mn

4—(m—2)(n—2)
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A.3 Automorfismos interiores

Definicion A.10. Sea (G, *) un grupo, se define el centro del grupo G como sigue:
Z(G):={9€G:Vhe G,gxh=hxg}.

Definicién A.11. Sea G un grupo, un automorfismo de G es un homomorfismo biyectivo de
G en si mismo. Sea x € G; la funcién definida por

fo : G — G
y = foly) =alya,

es un automorfismo de G y se denomina automorfismo interior de G determinado por x.

El conjunto de todos los automorfismos interiores, f, (inducido por x € G) for-

ma un subgrupo normal de Aut(G) (conjunto de automorfismos) y es denotado por
Inn(G).

Proposicién A.12. [10, Proposition 2.4, appendix 1] Sea Z(G) el centro del grupo G entonces,
Inn(G) =2 G/ Z(G).
Por tanto, si Z(G) = {e} entonces
G = Inn(G).
A.4 Homotopia de caminos

Antes de definir el grupo fundamental de un espacio X, vamos a considerar cami-
nos sobre X y una relacién de equivalencia entre ellos conocida como homotopia de

caminos.

Definicién A.13. Si f y f' son aplicaciones continuas del espacio X en el espacio Y, decimos
que f es homotdpica a f' si existe una aplicacion continua F : X x I =Y tal que

F(z,0) = f(z) y F(z,1)=f(2)

para cada x € X (aqui considere I = [0, 1]). La aplicacion continua F se conoce como homotopia
entre fy f'. Si f es homotdpica a f’, escribimos f ~ f'.
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En términos mds simples, si pensamos en el parametro ¢ como representante del
tiempo, entonces se dice que la homotopia F' describe una deformacién continua de la
aplicacion f en la aplicacién f’, cuando ¢t se mueve de O a 1.

Si fy f' son dos caminos en X, existe una relacién mds fuerte entre ellos que la de
homotopia. Estd definida como sigue:

Definicién A.14. Dos caminos f y f’ que aplican el intervalo I en X, se dice que son homoto-
picos por caminos si tienen el mismo punto inicial x, y el mismo punto final x, y si existe una
aplicacion continua F : I x I — X tal que

F(s,0) = f(s) y F(s,1) = [f'(s),

F,t) = =y vy F(1,t) = x,

para cada s € [ ycadat € I. La aplicaciéon F' recibe el nombre de homotopia de

caminos entre f y f’ y se denota por f ~, f'.
Lema A.15. [9, Lema 51.1] Las relaciones ~ y ~,, son relaciones de equivalencia.

Si f es un camino, denotaremos su clase de equivalencia de homotopia de caminos

por [f].

Definicién A.16. Si f es un camino en X de xo a x1 y g es un camino en X de x, a x,,
definimos el producto f x g de f y g como el camino h dado por las ecuaciones

h(s) = { f(2s) para s € [0,1/2]
g(2s —1) para se€[1/2,1].

La aplicacién © estd bien definida siendo continua y ademés un camino en X de z,
a r,. La operaciéon producto sobre caminos induce una operacién bien definida sobre

las clases de homotopia de caminos, dada por:

Lf]*[g] = [f * g]. (A.3)

A.5 Grupo fundamental

El conjunto de las clases de homotopia de caminos en un espacio X no es un grupo
con la operacion ”+” (definida en (A.3)) porque el producto de dos clases de homotopia
de caminos no siempre estd definido. Pero si cogemos un punto z, de X que nos sirva

como punto base y tomemos aquellos caminos que comienzan y terminan en z,. El
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conjunto de sus clases de homotopia de caminos si es un grupo con la operacién "*"

y esto es garantizado por el teorema que se presentard lineas abajo. Este grupo sera
denominado grupo fundamental de X.

Teorema A.17. [9, Teorema 51.2] La operacion « tiene las siguientes propiedades:

1. (Asociatividad). Si [f] = (g] « [h]) estd definida, entonces también lo estd ([f] * [g]) = [h]
y son iguales.

2. (Neutro a izquierda y derecha). Dado x € X, denotamos por e, el camino constante
e, : I — X que lleva todo I al punto x. Si f es un camino en X desde x hasta x,

entonces

flxlea] =]y lew] *[f] = [/].

3. (Inverso). Dado el camino f en X desde xo hasta x,, sea f el camino definido por f(s) =

f(1 —s), el cual se conoce como inverso de f. Entonces

1Sl =leae] y [ 1] = [ex,]-

Definicién A.18. Sea X un espacio topoldgico y xo un punto de X. un camino en X que
comienza y termina en x se llama lazo basado en x. El comjunto de las clases de homotopia de
caminos asociada a los lazos basados en x, con la operacion * se denota por w(X, o).

2
8

0)

m(X,wo) = ———= = {lf]/ f € S(wo)},

donde S(xo) ={f /) f: 1 —= X, f(0)= f(1) =z}

Claramente el Teorema nos garantiza que 7 (X, zy) es un grupo y es denomi-
nado como grupo fundamental de X relativo al punto base .
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