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Resumen

El andlisis de la interaccion entre la radiacion electromagnética y un sistema
cuantico compuesto por un gas de dtomos hidrogenoides se realiza inicialmente
determinando el hamiltoniano de interacciéon desde una perspectiva cuantica entre
un sistema de espines y bosones. Lo novedoso de la determinacion realizada aqui es
que consideramos la polarizacién circular para los bosones. El hamiltoniano clasico
de la interaccion espin-boson se determina como el valor esperado del hamiltoniano
cuantico, donde los vectores de estados estan definidos como los estados coherentes
del sistema de espines.



Capitulo 1

Introduccion

La interaccion de la radiacion electromagnética con sistemas cuanticos (dtomos
o moléculas) se realizan a través de la absorcion y emision de fotones cuyas energias
coinciden con las diferencias de energia entre dos autoestados de energia de los
sistemas cuanticos.

Los sistemas cuanticos (4tomos o moléculas) conforman el medio donde se
propaga la radiacion electromagnética de longitudes de onda que dependen del
tipo de tratamiento que se quiera hacer. En muchos casos las longitudes de onda
de la radiacion es mucho mayor que las distancias de separacion de los sistemas
cuanticos y del tamano de los mismos. Asimismo, se considera que la longitud de
onda de Broglie de los sistemas cuanticos son del orden de sus tamanos. En una
primera aproximacion al problema podemos considerar que la distancia entre los
sistemas cuénticos es tal que los acoplamientos entre los estados de energia de
los sistemas cuanticos para un valor dado de energia son casi cero. Esto implica
que al considerar el vector de estado total de todos los sistemas cuanticos no
obedecen necesariamente al operador de paridad [1|. Esto es una aproximacion
que ha generado mucha polémica en la literatura, pero simplifica la realizacion de
calculos que nos permiten tener una primera idea de lo que puede estar ocurriendo
en los procesos de interaccion radiacién-materia. Los modelos sobre laseres de
estado solido incluyen esta primera aproximacion, debido a que las densidades de
las impurezas que energéticamente se ubican proximos a las bandas de valencia
y de conduccion son bastante bajas comparadas a los materiales semiconductores
que los acogen.

En segunda instancia, al analizar la radiacion electromagnética podemos con-
siderar la aproximacion clésica, semiclésica o cuantica. Cuando escogemos este
ultimo enfoque, la radiacion es generada por un conjunto bastante grande de os-
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ciladores cuanticos. Y si consideramos que con un modo de la radiacion electro-
magnética solo interactiian dos autoestados de energia de los sistemas cuanticos,
el analisis se sobresimplifica. Para reducir méas el problema, en la literatura han
considerado que la radiaciéon posee una polarizacioén plana. Los &tomos o molécu-
las tienen diferentes niveles de energia. Cuando interactia con un solo modo de la
radiacion electromagnética, lo hace solamente entre dos niveles de energia, abso-
biendo o emitiendo el fotén. No existe interaccion con los otros niveles de energia.
Esto hace que los a&tomos o moléculas puedan considerarse como sistemas de dos
niveles de energia en interacciéon con un modo del campo electromagnético.

Fue Dicke [1] quien obtuvo el hamiltoniano de interaccion de la radiacion con
sistemas cuanticos ligeramente acoplados con el propoésito de explicar la superra-
diancia de los mismos y que es conocido como modelo de Dicke. Poco después,
Jaynes y Cummings [2], restringieron, en el modelo de Dicke, los términos que no
conservan la energia y obtuvieron el hamiltoniano que ahora es uno de los mode-
los omnipresentes en 6ptica cuantica, denominado modelo de Jaynes-Cummings.
Reiteramos que ambos modelos fueron obtenidos considerando el campo electro-
magnético con polarizacién plana.

Para simplificar el anélisis, como ya se explico, se considera que el sistema de
particulas, sean atomos o moléculas, constan de solamente dos niveles de energia;
aplicando el método reduccionista a su maxima expresion al sistema de dos nive-
les, se le considera como una cuasiparticula de espin 1/2 [1, 3, 4]. Como el campo
electromagnético posee un mar de fotones cuya energia estd cuantizado y cuyo
autovalor de energia es tinico, los fotones son particulsa de espin entero, denomi-
nados bosones y obedecen, aademas, la estadistica de Bose-Einstein. Esta imagen
sobresimplificada de la interaccion atomo-radiacion electromagnética ha permitido
que en la literatura sea conocida como el sistema espin-boson.

Para el campo electromagnético con polarizaciéon plana, este sistema fue estu-
diado en diversos contextos, especialmente en Optica cuantica [5]. En nuestro caso,
la motivacion principal es realizar estudios de caos en el sistema espin-boséon con
polarizacion circular del campo electromagnético, para lo cual se tiene que obtener
previamente el hamiltoniano cuantico y clasico de la interaccion. En la literatura
se encuentran estudios con polarizacion plana y las primeras publicaciones en es-
ta direccion datan de 1976, con Belobrov et al [6], quienes hacen un andlisis del
comportamiento caotico de los valores medios de los observables cuanticos. Poste-
riormente Milonni et al [7] reportan comportamientos cadticos en relacion a 6ptica
cuantica; Graham y Hoéhnerbach [8], han reportado propiedades caoticas del ha-
miltoniano realizando estudios cuénticos y también clasicos de los valores medios
de los observables cuanticos.
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En las décadas 80 y 90 del siglo pasado, grupos brasilenos han reportado caos
en el modelo de Dicke en numerosos trabajos publicados, tanto del haamiltoniano
cuantico como clasico [9, 10, 11, 12, 13|. Ellos reportan estudios del hamiltoniano
clasico obtenido a través de los valores medios de hamiltonianos cuanticos usando
estados coherentes |14].

El concepto de estados coherentes fue presentado por primera vez para los
osciladores cuanticos por Schrodinger [15], en 1926. Permanecio sin ser desarrollado
hasta el ano 1963, cuando Glauber menciona por primera el nombre de estados
coherentes [14]| para estudiar la correlacion de fotones en una fuente incoherente.
La generalizacion de los estados coherentes a otros sistemas, como los espines, fue
desarrollada por Perelemov |16, lo cual permitié deducir hamiltonianos clasicos
de los correspondientes cuanticos y, en particular, obtener el hamiltoniano clasico
correspondiente al modelo de Dicke. La ventaja de estos hamiltonianos obtenidos
via estados coherentes es que ellos ya se encuentran expresados en términos del
espacio de fase como se hace en la formulacion hamiltoniana de la mecéanica clasica.

En el presente trabajo consideramos los sistemas cuanticos como atomos hi-
drogenoides, de modo que se pueden realizar calculos explicitos de los pardmetros
que intervienen en los sistemas; ademaés, la interaccién se produce a través de un
tnico modo, una sola frecuencia, del campo electromagnético con polarizacion cir-
cular, lo que significa que la interacciéon entre el campo electromagnético y los
sistemas cuénticos se producen solamente entre sistemas de dos niveles y un mo-
do del campo electromagnético con polarizacion circular. Por tanto, reduciendo
més el problema, la interaccion es entre un modo del campo electromagnético con
polarizacion circular y una cuasiparticula de espin ficticio 1/2 |1, 3, 4].

El objetivo central del presente trabajo es la obtencion del hamiltoniano cuan-
tico y clasico de la interacciéon de un sistema de particulas independientes de espin
1/2 con un modo del campo electromagnético con polarizacion circular.

Intentando mantener un orden en la presentacion de los temas, en el segundo
capitulo de este trabajo se presenta la cuantizaciéon del campo electromagnético, el
cual es un procedimiento estandarizado que se encuentra en textos de 6ptica cuin-
tica como Walls [17] y Loudon [18], y de mecéanica cuantica como Sakurai [19] y
Townsend [20], donde se obtiene el hamiltoniano del sistema atomo-radiacion para
el campo electromagnético linealmente polarizado en la aproximacion dipolar. A
pesar de ser ahora un tema de textos, se ha visto por conveniente considerar este
capitulo, porque la deducciéon del hamiltoniano del sistema que se considera es uno
de los objetivos centrales de este trabajo, puesto que muchos detalles relevantes
serviran para el tercer capitulo donde se desarrolla la obtenciéon del hamiltoniano
cuantico del sistema atomo-radiacién con polarizacion circular del campo electro-
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magnético, especializado para el caso de d&tomos hidrogenoides, donde es posible
obtener los valores de los parametros de manera analitica, teniendo en cuenta
las transiciones relacionadas con la polarizacioén circular, las que tienen que ver
justamente con las transiciones Am = £1 para la propagacion del campo electro-
magnético en la direccion del eje z y, ademaés, las transiciones Am = 0 relacionadas
con la polarizacion lineal.

En el cuarto capitulo se desarrollan ideas basicas de los estados coherentes
generalizados, centrando las definiciones en los estados coherentes del campo elec-
tromagnético cuantizado y los estados coherentes atomicos tratados como un sis-
tema de dos niveles de energia y relacionados con los estados de un sistema de
espines 1/2 independientes, para que a partir de dichos estados se pueda obtener
los hamiltonianos clasicos correspondientes a los cuanticos que fueron deducidos
en el tercer capitulo. En el quinto capitulo se hace una discusién cualitativa de
los resultados obtenidos, tanto de los hamiltonianos cuanticos como clasicos, es-
pecialmente en el espiritu del comportamiento caotico, el cual es nuestro interés
primario, finalizando con las conclusiones en el sexto capitulo.



Capitulo 2

Cuantizacion del sistema
atomo-campo electromagnético

En este capitulo se desarrollara el procedimiento de cuantizacion del campo
electromagnético y la obtencion del hamiltoniano cuantico del sistema atomo-
campo electromagnético con polarizacion plana, el cual es conocido y presenta-
do de una u otra manera en textos de Optica cuantica y de mecéanica cuantica,
considerando la aproximacion dipolar.

Una manera formal y rigurosa de obtener el hamiltoniano consiste en demostrar
que las ecuaciones béasicas del electromagnetismo, las ecuaciones de Maxwell, son
las ecuaciones de Lagrange derivadas variacionalmente de una cierta lagrangiana,
como explica Cohen-Tannoudji et al [21], y que permite obtener la cuantizacion
canodnica del sistema por pares, formada por una coordenada generalizada y su
momento candnicamente conjugado, que definen los operadores cuyo conmutador
es precisamente th. Esta formulacion tiene ventajas, pues permite identificar las
variables que son conjugadas entre si y obtener directamente el hamiltoniano sin
necesidad de postularlo.

Por otro lado, observamos que el campo electromagnético es formalmente equi-
valente a un conjunto de osciladores armoénicos, que nos induce a la idea de cuan-
tizar dichos osciladores de forma semejante al oscilador armoénico cuantico, con la
ayuda de los operadores de creacion y aniquilaciéon introducidos a partir de las
variables canénicamente conjugadas del oscilador armonico clasico [4]. Se usa esta
idea simple, a pesar de que desde el inicio no queda claro cuéles serian las variables
dindmicas conjugadas. Esta metodologia es un patréon en la mayoria de los textos
de mecanica cuantica y optica cuantica.

ot
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Consideramos que el campo electromagnético interactia con un solo atomo vy,
una vez obtenido el hamiltoniano se generalizard a més atomos independientes,
es decir, Atomos que no interactiian entre si. Suponemos que la interacciéon entre
el campo electromagnético y el atomo esta relacionada con una sola frecuencia
del campo, las transiciones que se producen en el atomo por interaccién con el
campo es solamente entre dos niveles de energia fijos del 4&tomo, razén por el cual
se considera al &tomo como un sistema de dos niveles de energia, que puede ser
simulado como una quasiparticula de espin ficticio 1/2, explicadas en las referencias
|1, 3, 4]. Posteriormente este artificio es importante cuando se obtenga los estados
coherentes relacionados a los 4tomos.

2.1. Cuantizaciéon del campo electromagnético

En el vacio no tenemos cargas ni corrientes eléctricas, de modo que las ecua-
ciones de Maxwell en unidades del Sistema Internacional pueden escribirse como

V-E=0 |, (2.1)
V-B=0 , (2.2)
0B
E=—— .
V x 5 (2.3)
1 OE
B=—-— .
V x 25 (2.4)

donde E = E(r,t) y B = B(r,t), son los campos eléctrico y magnético, respecti-
vamente.

En general, se demuestra [21, 22| que los campos eléctricos y magnéticos se
pueden escribir introduciendo un potencial escalar, ¢(r,t), y otro vectorial, A(r,t),
tales que

E(r,t) = —Vo(r,t) — % (2.5)
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B(r,t) =V x A(r,t) . (2.6)

Todos los campos electromagnéticos pueden describirse en términos de poten-
ciales escalares y vectoriales. Sin embargo, cuando E(r,t) y B(r,t) son conocidos,
los potenciales ¢(r,t) y A(r,?) no estan determinados de manera tinica. Se puede
verificar que si tenemos un conjunto de valores posibles de ¢(r,t) y A(r,t), se
puede obtener otro conjunto de potenciales ¢'(r,t) y A'(r,t), los cuales describen
el mismo campo electromagnético por la transformacion

A1) = olr, 1) — XD (2.7
y
Al(r,t) = A(r,t) + Vx(r,t) (2.8)

donde x(r,t) es una funcion arbitraria de r y ¢. Cuando se elige el conjunto par-
ticular de potenciales, se dice que se eligi6 un gauge y, como se ve, hay infinitas
posibilidades de hacerlo para el mismo campo electromagnético. En particular,
cuando no es necesario un tratamiento relativistico y no es necesario satisfazer la
invariancia relativistica, se acostumbra elegir el potencial vectorial de modo que
satisfaga la condicion

V-A=0 |, (2.9)

denominado el gauge de Coulomb. Asi, los campos B y E se pueden escribir como

B=VxA (2.10)
y
0A
E=- - — 2.11

respectivamente. Reemplazando en las ecuaciones de Maxwell se encuentra la ecua-
cion ondulatoria para el potencial vectorial descrito como

1 9%A
2
-V A+§W:O . (2.12)
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Para resolver esta ecuacion en el espacio se impone una condicion de frontera,
denominado condiciones periddicas de Born-von Karman muy utilizado en fisica
del estado solido, que consiste en considerar el espacio vacio como una red de
cubos hipotéticos de arista L tal que el campo electromagnético se repetird por
cada cubo, dandonos para el potencial vectorial A, cierta periodicidad, motivo por
el cual el potencial vectorial puede expandirse en series de Fourier tridimensional,
de modo que la solucion de la Ec. (2.12) puede escribirse como

A= Z [ (t) exs€™™ + qip(t)er,e ™) = A* (2.13)

ks

y que por las condiciones de frontera, el vector de onda k debe satisfacer

K 27rnm§( n 27myy n 27mzi

L L L ’
siendo ng, ny, n, = 0,£1,+2,.... Los €k, son vectores unitarios de polarizaciéon
para el modo k y s enumera las dos polarizaciones independientes. Esto se deduce
de la condicion del gauge de Coulomb que es satisfecha si

(2.14)

k-ex=k-€=0 |, (2.15)

que fisicamente significa que A es puramente transversal y existen dos direcciones
independientes para cada €y, esto es,

*
eks . Eks/ — 553/ 5 (216)
observando que si €xs es complejo, representa la polarizacion eliptica general.

Teniendo en cuenta la expresion del potencial vectorial descrito por la Ec.(2.13),
y reemplazado en la ecuacion de onda dado por la Ec.(2.12), se llega a establecer
para cada k el conjunto de ecuaciones dado por

Gic(t) +wiqe(t) =0 (2.17)
donde

wk = ke . (2.18)

Observamos que la ecuacion Ec.(2.17) representa un conjunto de ecuaciones del
oscilador armonico.
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Siguiendo el procedimiento de cuantizacion el oscilador armonico, simplemente
identificamos las coordenadas y momentos canénicamente conjugados y los defini-
mos como

Qx = VeV (q + qi) (2.19)

Py = —iy/JeoVwi (g — q10) (2.20)

respectivamente; donde V = L? es el volumen de la region considerada.

En seguida, relacionamos Qx y Py con sus correspondientes observables cuén-
ticos (operadores), los cuales se denotaran con la misma letra, satisfaciendo las
siguientes relaciones de conmutacion canoénicas

[Qk, Qk’] == [Pk, Pk/] =0 y [Qk; Pk/] == Z'h5k7k/ . (221)

El procedimiento de cuantizacion del oscilador armoénico define los operadores
de aniquilacién y creacién como

ax — \/22—wk (Wka — ZPk) (222)
y
of = —— (@i +iR) (2.23)

vV 2hwk

respectivamente. Y obedecen las siguientes relaciones de conmutacion dadas por

[ay, ax] = [aL,aH =0 vy [ak,au =0k - (2.24)

Con estos resultados, escribimos los campos A, E y B, como funciones de los

operadores cuanticos, sustituyendo los qx(t) en términos de ay y aL,

h 12 ik.r * —ik.r
A = kzs (2€Oka) [eksakse kr 4 eksaltse k. ] , (2.25)
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. hwk 2 ik.r * —ik.r
E=1 ; (2€OV) [eksakse kr _ eksaLse k. ] , (2.26)
; h 1/2 ik.r * —ik.r
B= Z; (25()ka> [(k X €xs) s — (k X €f,) af ™™ ] , (2.27)

donde s indica las dos polarizaciones independientes del campo electromagnético
(s =1,2).

Como la energia del campo electromagnético, clasicamente esta dada por

1
H= éeo/dgfr [E* +cB?] (2.28)

se puede obtener el hamiltoniano cuantico del campo electromagnético en el vacio
reemplazando las expresiones cuantizadas de E y B, dadas por (2.26) y (2.27),
en (2.28), obteniendo

1
HR = kz hwk ((Iksais + 5) y (229)
donde Hpg indica al hamiltoniano cuéntico del campo electromagnético de radiacion
en el vacio.

2.2. Interaccién dtomo-campo electromagnético

Ahora se introduce un atomo en el campo de radiacion electromagnética, de
modo que existe una interaccion entre el &tomo y el campo. La energia de inter-
accion es determinado por hamiltoniano descrito por

1

1
H = . (p— qA)2 + kzs Aoy <aksa};5 + 5) + Voou (2-30)

i

donde Vou es la energia potencial del electron ligado al &tomo. El primer término
tiene que ver con la energia cinética del electron y su interaccion con el campo
electromagnético, el cual se escribe en términos del potencial vectorial. El segundo
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término es la energia del campo. Desarrollando el primer término se llega a expresar
el hamiltoniano Ec.(2.30) en la forma

H=H\,+ Hg + H; , (2.31)
donde
Hy = —p 4V, (2.32)
A= 2mp Coul .

es el hamiltoniano del 4tomo, el campo electromagnético esta representado por
Hg, Ec. (2.29), y

(& (&

2
A? (2.33)

H, —
! 2m

e
A4+ A
2mp +2m P+

viene a ser justamente la interaccion entre el electron ligado al atomo y el campo
electromagnético. Utilizando el hecho de que en el gauge de Coulomb V.A = 0,
se demuestra facilmente [23] que A -p =p- A, con lo cual la Ec. (2.33) se puede
escribir como

e e?
Hr=—p -A+_——A” . (2.34)
m 2m

El modelo espin-boson considera la particula (el &tomo) como un sistema de
dos niveles con autoestados |E7), |Es) y autoenergias E), Es, respectivamente.
Ambos obedecen a la ecuacién de autovalores dados por

HulEr) = Er|Ey) y  HalEz) = Eo|E) (2.35)

y los autoestados del sistema de dos niveles forman un conjunto completo formando
el operador identidad

I =|E\)(Ey| + |Bo)(Ea| = Y |ENE] (2.36)

=1

Luego reescribimos la Ec.(2.32) como

2 2 2
Ha=IHAI =" |ENEIHAY | ENE| =Y EIENEl (237
i=1 j=1 i=1
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expresion conocida como segunda cuantizacion del hamiltoniano.

En el caso de sistemas de dos niveles de energia, existe una correspondencia
una a una entre los operadores proyectores |Ey)(E1|, |Eqy)(Ea|, |E1){(Es| y |E2)(E)]|
y los operadores proyectores de espin 1/2[1, 3, 4] denotados por |—)(—|, |+)(+|,
|=){+| v |+) (=], respectivamente, tales que

Sy —  |Ex)(En]
S. s —|E)E| (2.38)

1
S, — §(|E2><E2|—|E1><E1|)
con Ey > Fj. Si los niveles de energia E; y FEs son desplazados en %(Eg + Ey),

vamos a tener las nuevas energias como F; — % (Ey + Ey) = —% (By — Ey) y By —
1 (Ba+ Ey) =1 (B, — Ey).

Y como las transiciones entre dos niveles proporcionan frecuencias bien defini-
das descritas como
hw21 = E2 — E1 = hWO s (239)

podemos reescribir la Ec.(2.37) como

hu)()
2

th

==

h
| E2)(Ea| — = |E0(Bi| = wogy (| E2)(Ea| — |EV(EA])  (2:40)
obteniéndose, con el uso de las Ecs.(2.40) y (2.38), la expresion simple del hamil-
toniano atomico

HA = wDSZ = thdz s (2.41)

donde o, es la matriz de Pauli, cuando el hamiltoniano se representa matricial-
mente en la base de S,.

En el hamiltoniano de interaccion, Ec.(2.34), normalmente se desprecia el tér-

€2A2

. que es del orden de e? en comparacion con el primero, a menos que se

mino

trabaje con campos muy intensos, de modo que resulta
e
H=+—p-A. (2.42)
m
Asi, insertando el operador identidad, Ec.(2.36), a derecha e izquierda del ha-

miltoniano de interaccion, Ec.(2.42) y usando la expresion cuantica, Ec.(2.25), del
potencial vectorial, se obtiene
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e
H; = E Z ‘Ez><El‘p ) A|EJ><EJ|

J
e h 1/2 " .
“m >0 ( ) [|E)(Eilpe™ ™| E;) (B - éxcsas (2.43)
7 k,s

250ka

B (Eilpe7 B (B - &l

Este es un resultado muy importante de la interaccién atomo y campo elec-
tromagnético, donde todavia no se ha hecho referencia al tipo de polarizacion del
campo electromagnético.

2.3. Aproximacién dipolar eléctrica y el hamilto-
niano del sistema espin-bosén

Para realizar célculos explicitos de las expresiones de la forma

(Ei|pe™™|E;) , (2.44)

dadas en la Ec.(2.43), hay que tener en cuenta que |E;) y |E;) son los autoestados
atomicos entre los cuales interactiia la radiacion electromagnética. Si se trata de
radiacion en el rango 6ptico visible, que es el interés en 6ptica cuantica, la longitud
de onda va de 4000 a 7000A (1A= 10""m) y como |k| = 27/, siendo |r| del orden
de las dimensiones atomicas con valores en torno del radio de Bohr, ag = 0.529 A,
resulta que |k - r| ~ 10~ Por otro lado, si hacemos la expansion de la exponencial

ik . (k- r)2
el'rzl—i—(zk'r)—l—T—i—..., (2.45)
el valor absoluto del segundo término es muy pequeno comparado con 1, que

permite una buena aproximacion e’** ~ 1, con lo que

(Ei|pe™™|E;) ~ (Ei|p|E;) . (2.46)

Asi, puesto que si consideramos campos electromagnéticos de longitudes de
onda muy grandes en relacion al tamano atomico, los elementos de matriz se pueden
aproximar como

(Bilpe™"|E;) = (Eilp| E) . (2.47)
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Estos elementos de matriz se evaltian facilmente relacionandolos con los opera-
dores de posicion R, del modo realizado por Sakurai[19], p.338, para la componente
x del operador de posicién e inferiendo que

Por otro lado, los elementos

son justamente los elementos de matriz del momento dipolar eléctrico D entre los
autoestados |E;) y |E;) y como la energia de transicion entre estos dos autoestados
es

hwij = Ez - Ej y (250)

la aproximacion dada por la Ec.(2.47) es dipolar eléctrica.

Ahora, la interaccion del atomo con la radiacion del campo electromagnético
se realiza a través de un tnico modo del campo electromagnético, es decir, un
solo valor de k con vector unitario de polarizacién plana €y, el cual denotamos
como €4, siendo este real. Usando el hecho de que p es un operador impar, los
elementos de matriz diagonales dados por (2.48) o (2.49) son iguales a cero (ver
referencias [4, 19]). También debemos tener que (E)|p|E2) = (Es|p|E1)* por ser p
hermitiano. Y si (E;|p|FE>) es real, entonces (E|p|E2) = (E3|p|E1). De este modo,
en (2.43) se tiene

[Py
m Y\ 2eqwV

[|E1><E1|p|E2><E2\a 1B (Bolpl B (Eula
(2.51)
+ |E1)(E1|[p|E2)(Es|a’ + | Ex)(Es|p|Ev) (Exlal| - & .

Usando las Ecs.(2.38), las que relacionan los autoestados de un sistema de dos
niveles de energia y los de un sistema de espin 1/2, en la Ec.(2.51), se obtiene la
expresion simplificada

Hr=g(oya+o ad +o_a+o.al), (2.52)
donde

_e )P
 hm \ 2wV

g (E1|p|E2) - & (2.53)
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donde el vector unitario real €; representa la polarizacion plana.

En la Ec. (2.52) se separan los términos que conservan y no conservan ener-
gia. Por ejemplo, considerando el primer término de (2.52), o,a, de acuerdo a la
Ec. (2.38), el operador o, lleva del estado |E;) al estado |Es), absorbiendo un
foton, es decir, eliminando un fotén, lo cual es compatible con la acciéon del ope-
rador de aniquilacién a, que elimina un foton. En cambio, el altimo término de la
Ec. (2.52), o,al, significa aniquilar un fotén atin cuando a' crea un fotén, violando
la conservacion de energia. Estos procesos se ilustran en las figuras 2.1 y 2.2. De
esta manera, separamos la Ec. (2.52) en una parte donde se conserva la energia y
la otra donde se viola la conservacion de energia,

Hr=g(oya+o_a") +glo_a+oial) . (2.54)

El segundo término de esta ultima ecuacion es la parte que no conserva la ener-
gia. En los tratamientos comunes, este término es despreciado porque generalmente
es mas pequeno que el primero. Este proceso se conoce como la aproximacion de
onda rotante. Del punto de vista de la fisica del problema, se considera un tnico
modo del campo electromagnético que interactia con s6lo dos niveles de energia
del atomo; es decir, el sistema es el campo electromagnético en interacciéon con un
sistema de particulas de dos niveles de energia. Se vio que un sistema de dos niveles
puede ser tratado como si fuese una cuasiparticula de espin 1/2. Si la interaccion
de la radiacion electromagnética es con N atomos que no interacttian entre si, el
autovalor del espin total de las IV cuasiparticulas con espines paralelos es N/2, de
esto se deduce que los operadores de espines totales son definidos como

N N
oI =" 1 =Y. (2.55)
i=1 =1

WE

J, =

i=1

De este modo, para escribir el hamiltoniano completo se utiliza la Ec.(2.31)
para un tnico modo, junto con los resultados dados por las ecuaciones (2.41), (2.54)
y (2.55), obtenemos

/

G G
H = hwga'a + wod, + — (aJ. +alJ_) +
) ’ \/W( ’ ) VN

donde las constantes G y G’ estan relacionadas con los pardametros del sistema,
habiéndose colocado G’ para separar el término que no conserva la energia.

(a'Jy +ad) (2.56)
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E, E,
a a’
\AAAAAANS P J, VNSOV 2
E E

Figura 2.1: Procesos donde se conserva energia, aJ, + alJ_.

En la Fig. 2.1 se esquematiza claramente los procesos donde la energia se con-
serva. El término aJ; representa la absorcién de un fotén (aniquilacion por a) y
el &tomo pasa del autoestado fundamental (|E;)) al excitado (| E2)), que coincide
con la acciéon de J,. Similarmente, afJ_ representa la creaciéon de un fotén, donde
el atomo emite el foton pasando del estado excitado |Fs) al fundamental |E;), lo
cual representa la acciéon del operador J_.

Por otro lado, en la Fig. 2.2 se oberva la creacién de un fotéon mediante af,
asimismo, el &tomo absorbe energia pasando del autoestado fundamental |E;) al
excitado |Es), dado por J,. También se observa la aniquilacion de un fotéon me-
diante a y simultaneamente se produce una emision desde el autoestado |Es) al
|E4) generado por J_. Claramente estos dos procesos no son conservativos de la
energia.

E, E,
a* a
J, P \ANANANAAANS P J
E y E

Figura 2.2: Procesos donde no se conserva energia: afJy + aJ_.

Utilizando los estados coherentes generalizados, detalle que analizamos en el
Capitulo 4 de este trabajo, se llega a establecer el hamiltoniano clasico que corres-
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ponde a la Ec. (2.56), tal como en la referencia [12], dada como

Hy = —hwod + h% (47 +p}) + h% (6 +p3)

1 — (2 + a2 (2.57)
+ \/ \/% . [9+P1P2 + 9-q1¢2] -

En las dos tultimas décadas del siglo XX, las dos tltimas ecuaciones son los
elementos basicos utilizados en diferentes estudios relacionados con caos clésico y
cuantico, especialmente por grupos brasilenos|[12, 13|. El caracter cadtico del ha-
miltoniano esta condicionado por el término no conservativo de energia, el término
G’ de la Ec. (2.56) y (2.57), que dificulta la obtenciéon de los niveles de energia.
Generalmente en Optica cuantica se desprecia dicho término, denominandose apro-
ximacion de onda rotante en analogia a la aproximacion que se hace en resonancia
magnética.



Capitulo 3

Hamiltoniano cuantico del sistema
espin-bosén con polarizacion circular

En el capitulo anterior desarrollamos el procedimiento de obtencién del ha-
miltoniano cuéntico para transiciones Am = +1 y Am = 0. Cuando el campo de
radiaciéon electromagnética tiene polarizacion circular propagandose en la direcciéon
del eje z, el vector de polarizacion circular estard en el plano xy. La polarizacion
tiene dos vectores de polarizaciéon circular linealmente independientes, una deno-
minada de derecha (positiva) y otra de izquierda (negativa).

No existe uniformidad en cuanto a la convencién que se adopta para los dos
sentidos de polarizacion; sin embargo, en este trabajo adoptaremos los més usados
en la literatura como en los textos de Townsend [20] y Cohen-Tannoudji et al [4],
donde los vectores unitarios de polarizaciéon circular estan definidos como

1 1
6, = —(&, +ie,) y & =——=(&,—i&,) . (3.1)
V2 Y V2 Y

La polarizacion derecha € significa que si observamos la propagacion desde el
eje z con el campo acercandonos hacia nosotros, entonces vemos que el campo gira
en el sentido antihorario. Lo contrario ocurrird con la polarizacion izquierda. Hay
que advertir que las dos polarizaciones circulares dadas por (3.1) estan escritas en
términos de polarizaciones planas en las direcciones de los ejes x e y, denotados
por los vectores unitarios e, y €,, respectivamente.

18
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3.1. Expresion del momento lineal en la base de
espin 1/2

Para simplificar la deduccién de las ecuaciones, se han adaptado las expre-
siones encontradas por Crisp [24|, determinando en primer lugar, el operador de
momentum lineal que induce, en atomos hidrogenoides, transiciones con polariza-
cion circular derecha cuando Am = mjy —m; = +1, y transiciones con polarizacion
circular izquierda cuando Am = my —m; = —1, donde m; es el nimero cuantico
correspondiente al autoestado inicial y m al final.

Puesto que estamos considerando el a&tomo como un sistema de dos niveles de
energia, el operador de momento posse sus propios autoestados de momento y sus
propios autovalores de momento. Como el punto de partida fueron el hamiltoniano,
sus autoestados {|E1), |Es)} y sus autovalores { Ey, E»} dados por la Ec. (2.35), y
se representan mediante una matriz 2 x 2. Al deducir el hamiltoniano de interaccién
entre el campo electromagnético y el sistema de dos niveles, encontramos la matriz
que involucra al operador de momento con los autoestados de energia, asimismo
encontramos una relaciéon en que la matriz esta formada por el operador de posicion
y los autoestados de energia como se muestra en la Ec. (2.48)

(Eylp|Ei) = imwpi(Er|R|E;) (3.2)

donde R es el operador de posicidon, cuyas componentes representadas en coorde-
nadas cartesianas se escribe como

R=Xé, +Ye, +Zé,, (3.3)
y la frecuencia angular de transicion entre los dos nivels es

E; — E;

Los espectros de autovalores de los operadores de momento y de posicién son
continuos mientras que el espectro de autovalores del hamiltoniano son discretos,
por tanto, la proyeccion de los autoestados de energia sobre los autoestados de
posicion y momento son las funciones de onda dependientes de posiciéon y momen-
to, respectivamente. Luego al encontrar los elementos de matriz del operador de
momento y de posicidén actuando sobre sus propios autoestados, sobre estos deben
ser proyectados los autoestados de energia.
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Los autoestados de energia de sistemas atomicos hidrogenoides proyectados en
la representacion de los autoestados del operador de posicion {|r)} estan dados
como

<r|El> = ‘Ijm,li,mi(r) y <r’Ef> = \an,lfﬂnf(r) : (35)

El operador identidad en la representacion |r) se escribe como

I= /dgr]r)<r| : (3.6)

donde, por definicion, |r) = |z, y, z) son los autoestados de los operadores hermitia-
nos X, Y y Z, componentes cartesianos del operador de posiciéon R que obedecen
las condiciones de autovalores dados por

X|r) = zr), (3.7)
Yir) = ylr), (3.8)
Zlry = z|r). (3.9)

Con estos resultados, comenzamos a calcular los elementos de matriz insertando
el operador identidad en la expresion de los elementos de matriz de X, Y y Z, lo
cual ilustramos para el operador X, considerando que §(r' — r) = (r'|r)

(EX|B) = [ @rds (Bl @IX I GlE) = [ a0, 000000
(3.10)

Las funciones de onda de los atomos hidrogenoides estan dadas como

Vm(r) = Roy(r)Y;"(0, ) , (3.11)

donde R, ;(r) es una funcién que depende solamente de la parte radial y los
Y (0, ¢) son los armoénicos esféricos conocidos. Puesto que r, 6 y ¢ son coor-
denadas esféricas, la relaciones de transformacion con las coordenadas cartesianas
vienen a ser
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i —ip
x =rsenfcosp = rsenf <%) (3.12)

el — ¥
y =rsenfseny = rsinf (2—) (3.13)

i
z=rcosf . (3.14)
El elemento de volumen en coordenadas esféricas se escribe como
d’r = r*sen Odrdfdy = r*drd, (3.15)
entonces, la Ec. (3.10) puede escribirse como
(E¢| X|E;) = / TQdTR:LNf(r)TRmJi(T) (3.16)
0

x5 / dQy;, 1(0,0)send (e +e7%) Y™ (0, p) . (3.17)

Para evaluar esta integral es conveniente usar las siguientes propiedades (ver
Arfken [25]):

sen Y™ (0, ) = —aY;T (0,0) + BYT (6, 0) (3.18)
sen e P (0, ) =~ (0,0) — AV 0.9) (3.19)

donde

A m+ D +m+2) I =m)(l=m —1)
“‘\/ Qi+ )@ 13 b_\/(21—1)<2z+1)’ (3:20)

)
)
_ (l—m+1)(l—m—|—2) B (l+m)<l+m—1)
c—\/ @)@+ d_\/ SnEn B2

Ademaés, los armonicos esféricos obedecen la propiedad de ortonormalidad,

/dQ)/;m/ (0, cp)Ylm(Q, QO) = 5mm’6ll’ 3 (322)
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donde los 9 son los delta de Kronecker. Con estas propiedades, el resultado de la
Ec. (3.16) se escribe como

X
(Ef| X|E;) = 5(—a5mf,mi+15zf,li+1 + b0y mi 41014 1,1 (3.23)
+ Cémf,mi—lélf,li+1 - démf,mi—lélf,li—l) )
en el que x denota el valor de la integral de la parte radial, es decir,
‘= / P2dr R, (F)r R (1) (3.24)
0

En los a&tomos hidrogenoides las transiciones se dan entre dos valores diferentes
de n, de modo que para tener elementos de matriz diferentes de cero, x debe ser
diferente de cero y ny # n;. En la Ec. (3.23), los términos que corresponden a las
transiciones Am = +1 estan relacionados con las constantes a y b. Si el estado
inicial es el fundamental (n; =1, [; = 0 y m; = 0), entonces Iy = 1, my = 1 para
algin ny # 0, de modo que el resultado de (3.23) es

(Bf|X|E) = -5+ . (3.25)

Siguiendo el mismo procedimiento, se determinan los elementos de matriz del
operador Y, resultando para las mismas transiciones de la ecuaciéon anterior

ax
(Ef|YE;) = 5 (3.26)
Para determinar (E;|Z|E;) es necesario usar la identidad
cos QYEm = a,YETl (97 90) + b/}/lTl(Ov 90) ) (327)
donde
[ — 1)(1 1 [ —m)(l
oo fEmeniamey o Jemaem
21+ 1)(20 + 3) 20— 1)(20 + 1)
obteniéndose

<Ef|Z|EZ> = X(—a'5mf,mi5lf7li+1 + b’5mf,mi61f7li_1) . (329)
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Este ultimo resultado indica que para transiciones donde debe verificarse que

my = m; + 1, el resultado es cero; es decir,
(Ef|Z|E;) =0 . (3.30)

Con estos resultados y teniendo en cuenta las Ecs. (3.2) y (3.3), los elementos de
matriz del momentum angular se expresa como

(EflplEi) = imwyi ((Ef| X[Ei)é, + (Ef|Y]Ei)é,)

AR 3.31
=p (&, —ié,) , (3:31)
donde mw iy

p = (Ef|p:|E;) = —iq, siendo ¢ = % (3.32)

La representacion matricial de p en la base {|E), |Es)} se escribe como

(Eflp|Ey) (Ef|p|E:) )

p— 3.33
Q7 (3:35)

Recordando que por ser impar el operador momentum lineal, sus elementos de
matriz diagonales son iguales a cero, de modo que la matriz de p para transiciones
Am = +1 se puede escribir como

0 p<ér - Zéy)
= A . .34
P ( (&, +1&y) 0 (3:34)

Por la correspondencia entre los operadores de espin 1/2 y el sistema de dos
niveles de energia,

Sy = |Ep)(Ei|l y 5. — [E)(Ey| (335)

el operador S, en la base {|E1),|FE>)} se escribe como

[ (Ef|SH|Er) (Ef|Sy|Es) | 01\
o ( <Ez|S:|Ef> (EZIS:|E,> ) _h< 0 0 ) =hoy | (3.36)

y, de la misma manera, para S_ se tiene

00
S_—h(l 0)—ha_ : (3.37)

donde o, y o_ son las matrices de Pauli.
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La matriz dada por la Ec. (3.34) se puede escribir como combinacién lineal de
las matrices de Pauli dados por las Ecs.(3.36) y (3.37), obteniéndose una expresion
para la representacion matricial del operador p en la forma

p=p(&, —i&))or +p (& +i&))o_ . (3.38)

De acuerdo a las definiciones de las polarizaciones circulares de derecha e iz-
quierda dadas por la Ec.(3.1), el resultado anterior se puede escribir como

p=\2(po,é_+po.e,) . (3.39)

3.2. Obtencion de los hamiltonianos cuanticos para
atomos hidrogenoides con polarizacién circu-
lar

El dltimo resultado nos interesa para calcular el hamiltoniano de interaccion
dada por la Ec. (2.43), utilizando para ello la expresion del potencial vectorial dado
por (2.25), en el cual consideramos solamente un tinico modo del campo electro-
magnético y las dos polarizaciones circulares independientes, el hamiltoniano de
interaccion se puede expresar como

_ € h N ikr | Ak fo—ikr
Hp = P 28: \/ eV (esase™™ + &ale™™™) . (3.40)

Utilizando la aproximacion dipolar dada por la Ec. (2.47), la expresion del
momentum lineal, Ec. (3.39) y teniendo en cuenta que el producto escalar de los
vectores unitarios de polarizacion circular cumplen con las propiedades e, - €% =

é_-e’ =1,¢e,-é_=e,.-e =0,yqueel =eé_, para transiciones Am = +1 , el
hamiltoniano de interaccion (3.40) se reescribe como

H1(+) _wyiax h

= NG e eV [(U_al —oyay)+(o_a_ — U+aT_)] ; (3.41)

donde los dos primeros términos entre paréntesis dentro del corchete corresponden
a los procesos donde se conserva energia y, los otros dos, los que no conservan
energia, denotando el signo + en el superindice de H la transiciéon que corresponde
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a Am = +1. Por otro lado, el hamiltoniano del campo electromagnético, Hg, dada
por la Ec. (2.29), aplicada a un tinico modo del campo electromagnético y las dos
polarizaciones circulares, se puede escribir como

Hg = hu(alay +ala_+1/2) . (3.42)

Puesto que el hamiltoniano atémico sigue siendo la misma, Ec. (2.41), escri-
bimos el hamiltoniano total del sistema para polarizacién circular derecha en la
forma dada por (2.57), usando los resultados dados por las ecuaciones (3.39), (3.41)
y (3.42), obteniendo

H) = hwgo + han(alay +ala )+

3.43
iG* [(a_ai —oyay)+ (o_a_ —opd)| (3.43)

donde no se ha incluido el término hwy/2 correspondiente al hamiltoniano del
campo electromagnético, Hg, puesto que su efecto es solamente desplazar la energia
de referencia sin modificar el espectro de energias. El parametro G esta dado por

W rax h
Gt = f
\/§ ¢ 26[)ka

(3.44)

Cuando el sistema consta del campo electromagnético y N atomos indepen-
dientes, en analogia a la Ec. (2.56), escribimos el hamiltoniano (3.43), en la forma

HY = wod, + hw(alay +ala)

+ z% (J_ai - J+a+> + z% <J_a_ - J+ai) ,

donde los parametros G; y Gy se han utilizado para separar los términos que
conservan y no conservan energia, respectivamente.

(3.45)

2 2
a, a
J AAAAN P AAAAAAD J,
E, E,

Figura 3.1: Procesos donde se conserva energia, aLJ_ —aqdy.



CAPITULO 3. SISTEMA ESPIN-BOSON 26

Las figuras 3.1 y 3.2 esquematizan los procesos donde se conservan y no se
conservan la energia, respectivamente, obervando que en el primer caso se tienen
solamente fotones con polarizaciéon circular positiva y, en el segundo, fotones con
polarizaciéon circular negativa; es decir, en los términos donde no se conserva la
energia se ven involucrados solamente fotones con polarizaciéon circular negativa,
algo que se sugiere podria ser experimentalmente eliminado.

E, E,
k
a a’
NAAAAANS P J VN <
E E

1
Figura 3.2: Procesos donde no se conserva energia: a_J_ — al Ji.

Para encontrar la expresion del hamiltoniano en el caso de transiciones Am =
—1, se observa en la Ec. (3.23) que, si la transicion se produce entre el estado
inicial excitado m; = 1 y el fundamental m; = 0, el término diferente de cero
corresponde al d, de modo que

xd
(ByIX|Ey = =X (3.46)
De manera analoga, para la componente y, se obtendra
xd
(EfY|E) = 55 (3.47)

El valor (E¢|Z|E;) es siempre cero para polarizacion circular, de modo que, de
acuerdo a las ecuaciones (3.2) y (3.3), se tiene

mwixd
(Eslpl ) = i—5— (& —i&,) (3.48)

donde wj(c;) denota la frecuencia de transicién de la polarizacién circular izquierda.
Si la transicion corresponde a la inversa del caso de polarizaciéon derecha, entonces
debemos tener que wj(c;) = wy;, en valor absoluto, siendo wy; la frecuencia de
transicion de la polarizacion derecha. Lo que sigue, para llegar al hamiltoniano con
polarizacion circular izquierda, es similar al procedimiento seguido para encontrar
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el hamiltoniano con polarizacion circular derecha, obteniéndose para transiciones
Am = -1

HO) = woJ, + hwx <a1a+ + aT,a_>
K, K, (349)
+ 11— <J a_ —J_aT_> +i1—= (J a —J_a ) ,
\/N + \/N +H+ +
donde K y K5 estan separando los términos que conservan y no conservan energia,
respectivamente.

Si consideramos transiciones Am = 0, éstas no corresponden a polarizaciones
circulares. Para determinar el hamiltoniano correspondiente, partimos, otra vez,
de la Ec. (3.23), en la que observamos que en ningin caso es posible encontrar
10S /61 en el que se satisfaga m = m' y [ = I, resultando (E¢|X|E;) = 0.
Lo mismo se encuentra para el operador Y, es decir, (E¢|Y'|E;) = 0. Sin embargo,
en el caso del operador Z, de acuerdo a la Ec. (3.28), se encuentra transiciones
donde Am = 0. Por ejemplo, para Iy = [; + 1 con [; = 0, existen transiciones con
m; = my, obteniendo

(E¢|Z|E;) = xa' con Am =0 . (3.50)
Con este resultado, y tomando en cuenta la Ec. (3.2) y (3.3), se tiene que
(Ef|p|Ei) = imwpixd'é, = ip.&, (3.51)

con
p. = mwpixd . (3.52)

Asi, similar a los casos de polarizacion circular, obtenemos para el operador mo-
mentum lineal la expresion

p=ip.(o, —0_ )&, . (3.53)

Este resultado hace ver claramente que en las transiciones Am = 0 no se da

polarizaciéon circular, obteniéndose polarizaciéon plana en la direccion del eje z.

Quiere decir, a su vez, que la direccion de propagacion del campo electromagnético

debe estar a lo largo del eje x o y. De este modo, de acuerdo a la Ec. (3.40), el

hamiltoniano de interacciéon para un solo modo de propagaciéon se puede escribir
€omo

H}Z) = ig[(acy —a'o )+ (a'oy —ao )] . (3.54)

Asi, para N atomos que no interactian entre si, el hamiltoniano del sistema, seréa

H® = woJ, + hwi (aTa)
+i9 (Jya—J al) +i-L2= (Joaf - T a),

VN VN

(3.55)
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habiendo separado en el hamiltoniano de interaccion, los términos que conservan
energia con los que no conservan.



Capitulo 4

Estados coherentes generalizados y
la obtencion del hamiltoniano clasico

La importancia de dedicar el presente capitulo a las ideas basicas de los esta-
dos coherentes generalizados, se debe a que el procedimiento para determinar el
hamiltoniano clasico a partir del cuantico se realiza a través de los denominados
estados coherentes generalizados, que es un tema especializado cuya generalizacién
se ha logrado recién en los tltimos treinta anos. Desde el nacimiento formal de la
mecanica cuantica se ha considerado que la mecanica clasica es una aproximacion
de la mecénica cuantica, por ejemplo, la deduccion de las leyes de Newton a partir
de los valores medios cuanticos, expresado por el teorema de Ehrenfest [4].

En 1926, Schrédinger [15] propuso la posibilidad de encontrar estados cuénticos
que simulen la dindmica clasica del oscilador armoénico y tengan el minimo de la
relacion de incertidumbre, denominédndose estados cuasiclasicos. No fue hasta la
década de los afios sesenta del siglo XX que Glauber [14](Premio Nobel de Fisi-
ca 2005) e independientemente Sudarshan [27], retomaron la idea de Schrodinger
para la construcciéon de los autoestados del operador de aniquilacion del oscilador
armonico en conexién con la 6ptica cuantica, habiéndose acunado el término es-
tados coherentes del campo electromagnético. En la misma década de los sesenta,
Klauder [28] desarroll6 las ideas bésicas de los estados coherentes utilizando gru-
pos de Lie. En la siguiente década, Perelomov logro la generalizacion formal de
los estados coherentes, donde se conecta intimamente los estados coherentes con el
grupo dinamico correspondiente para cada problema fisico [16]. Una presentacion
pedagogica y sistematizada de los estados coherentes generalizados fue publicada
por Zhang et al |26], el cual tomamos como referencia bésica para presentar las
ideas genéricas de los estados coherentes en este capitulo.

29
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Desde el punto de vista conceptual e historico, el limite clasico de la mecanica
cuantica esta relacionado con la mecanica semiclasica que viene a ser un esquema
de cuantizacion a partir de érbitas en el espacio de fase de la mecanica clasica,
cuyas ideas genéricas es el tema de la siguiente seccion.

4.1. El limite clasico de la mecanica cuantica

La mecénica semiclésica trata de la conexion entre la mecanica clasica y mecé-
nica cuantica cuando h — 0. El comportamiento clasico depende del hamiltoniano
del sistema, analizando los procesos dinamicos se observan comportamientos regu-
lares, denominados integrables, y dinamicas clasicas irregulares, llamadas cadticas.

En 1916, Wilson y Sommerfeld establecieron algunas reglas que permitian cuan-
tizar sistemas donde las coordenadas en el espacio de fase son funciones periddicas
del tiempo, que incluian la cuantizacion de la energia propuesta por Planck y del
momento angular postulado por Bohr, conocidas en la literatura como condiciones
de cuantizacion de Bohr-Sommerfeld, que puede encontrarse en textos basicos de
Fisica Moderna [39]. En 1917, Einstein [29], mostré que dichas condiciones podrian
ser generalizadas de una manera invariante e incluir sistemas donde el movimiento
clasico sea no separable en las coordenadas, de modo que el movimiento clasico
sea multiplemente peridédico. En 1926, Brillouin [30] explico que las condiciones
de Einstein eran una consecuencia del hecho de que las funciones de onda deben
ser monovaluadas. Keller, en 1958 [31], mostro que las causticas en el movimiento
clasico requieren una ligera modificacion de las condiciones de Einstein y Brillouin.

La condicion de cuantizacion dada por las propuestas de Einstein, Brillouin
y Keller, conocida como la cuantizacion EBK, es vilida para sistemas regulares.
Dado un hamiltoniano clésico, es posible encontrar una transformacién canoénica en
la que los momentos generalizados son constantes del movimiento. Condicion que
nos permite obtener un nuevo conjunto de coordenadas y momentos generalizados
denominados variables angulares 6; y de accion I;, respectivamente. Los subindices
indican valores desde de 1 hasta N, siendo 2N la dimension del espacio de fase.
La cuantizacion EBK lleva al resultado

I = <nj + %)h , (4.1)

en la que los ; son constantes denominadas indices de Maslov [32, 33|, los cuales
estan relacionados con las causticas y, por ende con la topologia de las trayectorias
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de la particula. Las variables de accion I; se determinan de

1 N

El simbolo v; indica que la integral rodea el ¢—ésimo circuito irreducible del toro.
Estas ecuaciones trabajan solamente cuando el sistema es completamente integra-
ble, es decir, cuando se tienen N constantes del movimiento [36, 37].

En el caso de sistemas no integrables o cadticos se han desarrollado esquemas de
cuantizacion semiclasicas a partir de Gutzwiller [34] y luego de Balian y Bloch [35],
los cuales permiten determinar niveles de energia a partir de trayectorias clasicas.
Estos temas son demasiado especializados y no es la intencién abundar en detalles.

En esta seccion se quiere senalar fundamentalmente que el limite clésico de la
mecanica cuantica se consigue haciendo que i — 0, de modo que las incertidumbres
en la posiciéon y el momento lineal desaparezcan; ademas, los valores medios de los
observables cuanticos correspondan justamente a los valores clasicos que tendrian
los correspondientes operadores,

(AB) = AqBa + O(h). (4.3)

Cuando los valores medios se determinan para estados coherentes se consiguen
justamente las cantidades clésicas. Este procedimiento se bosqueja en este capitulo.
Por otro lado, el limite 7 — 0 nos lleva a la denominada mecénica semiclasica,
mediante la cual es posible determinar los niveles de energia de estados ligados a
partir de las trayectorias en el espacio de fase clasico.

4.2. Estados coherentes generalizados

Recordando que el sistema que estudiamos es la interaccion de dtomos de dos
niveles de energia con la radiaciéon cuantizada del campo electromagnético, en
el presente trabajo utilizaremos dos tipos de estados coherentes, uno de ellos es
el relacionado con el campo electromagnético denominado estados coherentes de
campo, que no es otra cosa que los estados coherentes del oscilador armonico;
el segundo son los estados coherentes atémicos, relacionados con las particulas
de spin 1/2. Como se dijo, las ideas genéricas del concepto de estados coherentes
presentada en este capitulo estan basadas en la monografia de Zhang et al [26], que
consideramos esta escrita pedagogicamente para principiantes, si bien previamente
se hace necesario revisar conceptos de la teoria de grupos y de los grupos de Lie
que pueden verse en libros como el de Gilmore [38].
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La generalizacion del concepto de estados coherentes, originalmente planteado
solamente para el campo electromagnético cuantizado, devino de la idea de Klau-
der [28] al usar la teoria de grupos en formalizar el concepto de los estados coheren-
tes de campo. Se sabe que para cada sistema cuantico hay siempre una estructura
de grupo bien definida; por lo tanto, se puede considerar que un sistema cuéntico
posee un grupo dindmico G con su algebra de operadores autoadjuntos denotados
por g. El hamiltoniano H, que representa la energia total del sistema, y los dife-
rentes operadores de transicion A;, pueden ser expresados como funciones de un
conjunto de operadores bésicos 7; de g, tal que

H=H(T), A=AT), i=1,23,...n, (4.4)

donde los operadores T; satisfacen relaciones de conmutacién cerradas, es decir,
expanden un algebra de Lie en la forma

T, T;] = Z CETy,, (4.5)
k=1

en la cual los Ci’“j son las constantes de estructura de g. También sabemos que el
operador hamiltoniano actia sobre un espacio de Hilbert que contiene una repre-
sentacion irreducible del grupo G. Ademas, se debe elegir un estado de referencia
|®p) en el espacio de Hilbert, el cual determinara la estructura del estado coherente
y del espacio de fase del sistema dinamico.

Un subgrupo H de G, es el subgrupo de méaxima estabilidad, que consiste de
elementos h del grupo que llevan el estado de referencia invariante a menos de un
factor de fase, lo cual se escribe como

h|®g) = |®0) ™ h e H, (4.6)
donde se sabe que el factor de fase no tiene importancia en cuanto a las predicciones

fisicas |4].

Para todo elemento g € G, existe una descomposicion tinica de g en un producto
de dos elementos del grupo, uno en H y el otro en el grupo cociente G/H, tal que

g=0h, geG, heH QeG/H (4.7)

En otras palabras, significa que para un estado dado |®g), se puede obtener un
espacio coset! tinico. Como la accién de un elemento g arbitrario del grupo G sobre
|®) esta dada por

9|@0) = Qh| o) = Q| P) M, (4.8)

1Si G es un grupo, H un subgrupo de G, y g un elemento de G, entonces
gH = {gh : h es un elemento de H} es un left coset de H en G, y
Hg = {hg : h es un elemento de H} es un right coset de H en G.
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que puede escribirse como
A, €2) = Q| D), (4.9)

cuya expresion viene a ser la definicion general de grupo de los estados coherentes,
garantizando que esta en correspondencia uno a uno con el espacio coset G/H(S) €
G/H) y que, por tanto, preserva todas las propiedades del espacio coset G/H. Este
a su vez, se relaciona con un espacio de fase conectado con el espacio de fase de
los sistemas hamiltonianos de la mecanica clasica.

4.3. Estados coherentes de campo

Sin perder de vista que los hamiltonianos obtenidos en el Capitulo 3, dados
por las ecuaciones (3.45) y (3.49), representan nuestro sistema bajo estudio, las
cuales contienen operadores de aniquilaciéon y creacion a y af, respectivamente, se
sabe que estos operadores conjuntamente con el operador niimero, N = ata, y el
operador identidad, I, forman un algebra que obedecen las siguientes relaciones de
conmutacion

|, af] = +a!, V1) =0,
[N,a] = —a, [a'] =0, (4.10)
[a,a’] = +1, la, I] =0,

de modo que el conjunto de operadores {N, a,a', I’} forman un algebra de Lie, deno-
tado por hy del correspondiente grupo de Lie H4, denominado grupo de Heisenberg-
Weyl. El espacio de Hilbert relacionado es llamado espacio de Fock, que no es otra
cosa que los autovectores del operador niimero

Nn) = n|n), (4.11)

donde n = 0,1,2,3,.... El operador niimero es un operador simultdneo con el
operador hamiltoniano del oscilador armoénico cuantico.

Por tanto, los autoestados |n) son también autoestados del hamiltoniano del
campo electromagnético en la forma

Ho|n) = hw(n +1/2)|n), (4.12)

siendo el estado |0) el autoestado fundamental o estado del vacio que corresponde
al estado extremo. Ahora, el subgrupo de méxima estabilidad, el cual lleva el
estado extremo invariante es un algebra expandido por { N, I} que corresponde al
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subgrupo U(1) @ U(1) de Hy, siendo el coset Hy/U(1) @ U(1), como el conjunto de
elementos {2 que proporcionan una unica descomposicion para cualquier elemento
g € Hy, tal que

g= Dh . (4.13)

Un operador representativo tipico en el espacio coset Hy/U(1)®QU (1) es justamente
el operador desplazamiento definido como

D(z) = e*' =" | (4.14)
con z un parametro complejo arbitrario.

Los estados coherentes estan definidos como las acciones de los elementos coset
sobre el estado extremo, o sea,

|2) = el =="a)|g) | (4.15)

siendo |z) el estado coherente. Ya que z es un numero complejo, existe una co-
rrespondencia uno a uno entre los estados coherentes |z) y los puntos en el plano
complejo, siendo una aplicacion continua. De este modo, Hy/U(1) @ U(1) esta
relacionado con un espacio complejo y métrica explicita y, debido a que se busca
una relacion con el espacio de fase de la mecanica clasica, se demuestra que debe
tener una estructura simpléctica [36]. Esto permite realizar una transformacion del
plano complejo z al espacio de fase real (g, p), mediante las relaciones

Z:%(qﬂp) y Z*Z%(q—ip)- (4.16)

Una de las propiedades mas relevantes de estos estados coherentes es su no
ortogonalidad expresada como

| 2

[(2]2)? = el (4.17)

y su sobrecompletitud, es decir, la representacion del operador identidad en la base
de los estados coherentes no es tinica. También se puede demostrar que los estados
coherentes de campo son autoestados del operador de aniquilacion

alz) = z|z) . (4.18)

Existen muchas otras propiedades que son relevantes especialmente en 6ptica
cuantica las que para nuestros propdsitos no son necesarias mencionarlas.



CAPITULO 4. ESTADOS COHERENTES 35
4.4. Estados coherentes atémicos

En el caso de los estados coherentes relacionados con los atomos de dos niveles
de energia, hay que tener en cuenta que hemos utilizado la correspondencia de los
sistemas de dos niveles de energia con el espin 1/2, tal que el sistema de atomos
independientes es descrito por un sistema de espines 1/2 independientes, de modo
que siempre es posible definir los operadores J,, J_ y J, como

Je=) S,y J.=> 8. (4.19)

Para estos operadores, el correspondiente grupo de Lie es el SU(2) con el algebra
[, Jel=xJr vy [Jo,J ]| =2J, . (4.20)

El espacio de Hilbert del grupo SU(2) es el espacio estandar {|j,m)} del momen-
tum angular, estudiado en cualquier curso de mecénica cuantica del pregrado [3],
tal que se cumple

Jlj,m) = j(j + 1)R%j,m) (4.21)
Jz|j,m) = mhlj,m) (4.22)
Jxlj,m) = /(G + 1) — m(m £ 1)A|j, £m) | (4.23)

donde 5 = 0,1/2,1,3/2,2,5/2,3,... y m varia en una unidad desde m = —j
hasta m = j para cada j. El subgrupo de maxima estabilidad es el grupo U(1)
con el operador J,, que lleva el estado |j, —j) invariante. En realidad, [j, —j) es
el estado extremo, siendo el coset representativo SU(2)/U(1) con su operador

desplazamiento dado por
Q&) = et (4.24)

De esta manera, el estado coherente respectivo se define como
17,€) = Q17 J) - (4.25)

La geometria de SU(2)/U(1) es una esfera bidimensional S?, denominada esfera
de Bloch [38], donde se satisface

0
§ =3¢ con 0g9<g vy 0<é<2m. (4.26)

Definiendo
7 =tan —e (4.27)
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T

se demuestra en la referencia [26] que la estructura simpléctica del espacio geomé-
trico se construye bajo la transformacion

1 , .1 .
TZ\/—4—j(q+zp) y T —\/—47(q—2p), (4.29)

donde (g, p) es el correspondiente espacio de fase cléasico.

4.5. Obtencién de los hamiltonianos clasicos con
polarizacion circular del campo electromagné-
tico

Uno de los rasgos notables de los estados coherentes es su permanencia como tal,
es decir, si el sistema cuéntico se encuentra en un estado coherente, permanecera
siempre en un estado coherente, de modo que la evolucion temporal del paquete de
onda se asemeja al de una particula clasica. Por otro lado, se asume normalmente
que el limite clasico de la teoria cuantica es el limite h — 0. De acuerdo a las
relaciones de incertidumbre, el limite mencionado demanda que la incerteza de las
coordenadas y momentos generalizados se hagan cero.

El valor esperado de un observable cuantico A (operador), es definido como
(4) = (U|AT) | (4.30)

donde |¥) es un estado cuéantico cualquiera. En el caso de un estado cuantico que
corresponde a un estado coherente, el valor esperado viene a ser su valor clasico.
En otras palabras, si |A) corresponde a un estado coherente, el valor medio para
dicho estado viene a ser el correspondiente clasico

<A> = <A‘A|A> = Aclasico . (431)

Este resultado se utiliza para determinar los hamiltonianos clasicos a partir de los
cuanticos, de modo que
Hessico = (A H|A) . (4.32)

Antes de realizar el célculo de los hamiltonianos clésicos, es pertinente ver
algunas propiedades que facilitan el procedimiento algebraico. El operador despla-
zamiento D(z) dado por la Ec. (4.14) puede escribirse como

D(z) = e e g0 (4.33)



CAPITULO 4. ESTADOS COHERENTES 37

de modo que
’Z) _ D(Z)‘O) _ e—zz*/26zaT (e—z*a

0)) . (4.34)

—z*a zaf

Desarrollando e y €** en serie de potencias y usando el hecho de que a|0) = 0,
la ecuacion anterior (4.34) se reescribe como

2
|

2" (al
Yy ( )”|0>. (4.35)

Como

(a")"10) = Vnlln) , (4.36)

=e T Y ;mm) . (4.37)

Como los hamiltonianos cuénticos estdn expresados en términos de los opera-
dores de aniquilacién a y creacion a', es necesario determinar los valores medios
de estos operadores. Luego usando (4.37) se tiene

(z]alz) = e—zlgz%waz\j—%my (4.38)

Puesto que la acciéon de los operadores de creacion y de aniquilaciéon sobre los
estados de Fock |n), son conocidos en textos de mecanica cuéntica [4],

aln) = /nln — 1) | (4.39)

el valor medio del operador de aniquilacién para un estado coherente esta dado
como

(z|la|z) = z . (4.40)

De manera similar, se puede demostrar que el valor medio del operador de
creacion es
(z|a'|z) = 2T, (4.41)
y verificar que

(z|laalz) = 22" . (4.42)

Puesto que en nuestro caso estamos trabajando con las dos polarizaciones cir-
culares independientes, se tendra un estado coherente por cada tipo de polarizacion
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circular, denotando como |z, ) el estado coherente para polarizacion circular dere-
cha y |z_) como el estado coherente para polarizacion circular izquierda, de modo
que

(zilay|z) =2, <Z+|ai|z+> =2y, (4.43)

(z_la_|z_)y = z_ | (z_|al|z_) = 2" . (4.44)

Queda claro que cada polarizacion esta relacionado con su respectivo espacio de
fase segin

1 , » 1 .
iy = E (CI2 + sz) y Ry = ﬁ (Q2 - ZP2) ) (4-45)
y
L (g +ips) 2t = —= (g — ipo) (4.46)
2o = —= 7 , 2. = — —1 . .
\/§ q3 P3 \/§ qs P3

En el caso de los estados coherentes de momento angular |w), en la referen-
cia [26] se demuestra que el estado coherente se puede escribir como
1 wdJ.
(W) = ————e""F[J, = J) , (4.47)
(1 +wu)
donde |J, —J) es el estado minimo del subespacio {|.J,m) de la representacion es-
tandar del momentum angular. Utilizando las expresiones dadas por (4.28) y (4.29)
y denotando el espacio de fase relacionado a los estados coherentes de momentum
angular como (g1, p1), se puede encontrar la relacion entre w y el espacio de fase,
obteniendo

q1 + 1P . g1 — 1P
w= 2 2 y wo= 2 2y
VAT — (7 + ¢ VAT — (03 + q})

Se puede demostrar que los valores medios de los operadores J., J_ y J, se pueden
escribir como

(4.48)

2Jw* 2Jw
(w]JyJw) = 1+ ww (wlJ-|w) = 1+ ww (4.49)
' 1
— ww*
=—J|— . 4.
(w].L|w) J(wa*) (4.50)

Para los hamiltonianos con polarizacion circular encontrados en el Capitulo 3
(transiciones Am = =+1), queda claro que los estados coherentes del sistema se
pueden escribir como el producto ® de cada tipo de estado coherente

8) = |0) @ |21) @ [2-) = Jw, 74, 2_) | (4.51)
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de modo que el hamiltoniano clésico se escribe como
Heps = (2, 2o, w|Hw, 24, 2_) (4.52)
siendo H el operador hamiltoniano cuantico.

De acuerdo a la notacion usada en el Capitulo 3 y utilizando los resultados
anteriores, el hamiltoniano para polarizacion circular derecha se puede escribir
€omo

H = (2, 2y w|HP | w, 24,2 (4.53)

Las dos frecuencias deben ser iguales cuando se producen las transiciones entre
los dos niveles de energfa. Asi, reemplazando la expresion de H™), Ec. (3.45),
en (4.53), se tiene

HE) = hwolwl J|w) + here ({24 Jalag]20) + (= lala_|2-))
.Gy
vd VSR GICH DS SRR R RIENTRE) (4.54)

Go
—|—z'—<wJ_w z_la_|z_) — (w|Ji|w){z_|al |2_ )
\/WH w)(z—la_]z—) — (w]J|w){z_]al |2_)
Los valores medios de los operadores de la anterior expresion se escriben en tér-
minos de sus respectivas variables del espacio de fase, para lo cual se utilizan los
valores medios obtenidos anteriormente, ecuaciones (4.40), (4.41), (4.42), (4.43)
y (4.44), obteniendo los siguientes resultados:

wmkm>=—J+%(ﬁ+p@ : (4.55)

(wl k) = S F i)y — @ +8) (4.50)
(elalarla) = 5 (B +9) (457)
(lalal=) =5 (G +9) (458)
(silaslze) = 2= @ +ip) (4.59)
(solalz4) = 20 = @ = ip) (4.60)
(eolafe) = 2= (s +ips) (1.61)

@MW}zz:%@—%). (4.62)
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Estas expresiones se reemplazan en (4.54) y, después de las manipulaciones alge-
braicas correspondientes, el hamiltoniano clasico con polarizacion circular derecha
resulta

W w
HSML%%J+%§@?H@+h§

4 — (p} + ¢
LV M% %W%@m—mm—%W%+WW'

(5 + 3+ q; +p3)

(4.63)

Siguiendo el mismo procedimiento se determina el hamiltoniano clasica que
corresponde a la polarizacion circular izquierda, cuyo resultado es

Wk

fﬁ”:—m%J+hﬁNﬁ+pﬂ+h2

2

4] — (p} + ¢
X \/ Ef]l qi) [K1 (gop1 — qip2) + Ka (ips + q3p1)] -

(& + 3+ +p3)

(4.64)

Del mismo modo, para el hamiltoniano que corresponde a transiciones Am = 0,
se obtiene
Wk

H(Ef) = —hwyJ + h% (¢ +p7) + 1 5 (4 +p3)
+,V4J—(p¥+QQ

Nz, (9201 + g-q1p2) -

(4.65)

Como Am = 0 corresponde a transiciones con polarizacion plana, la ultima ecua-
cion muestra el hamiltoniano clasico con dos grados de libertad, muy semejante al
obtenido en la Ec.(2.57) del Capitulo 2.



Capitulo 5
Discusion

En el nivel del presente trabajo no se pretende realizar un estudio detallado de
los resultados obtenidos en los capitulos 3 y 4, especialmente en lo que concierne
a los comportamientos caoticos. Como se ha mencionado en el caso de polari-
zacion plana, entre las décadas de los anos 80 y 90 del siglo pasado, los grupos
brasilenios han realizado numerosas investigaciones relacionadas con caos, tanto del
hamiltoniano cuantico como clésico.

En este capitulo solamente haremos una descripcion de los resultados obtenidos
en relacion a las dificultades tedricas y técnicas que pueden encontrarse para rea-
lizar estudios detallados de los hamiltonianos clasicos y cuanticos en cuanto a sus
manifestaciones cadticas con polarizacion circular, lo cual puede justificar varias
publicaciones por ser resultados nuevos.

Sin embargo, es oportuno también comentar que lo obtenido en este trabajo
puede ser utilizado como modelos en 6ptica cuantica y realizar calculos similares a
los obtenidos con polarizacion plana, algo que podria ser muy interesante explorar.

5.1. Hamiltonianos cuanticos

En términos generales, para cualquier estudio de la dindmica de un sistema
cuantico, lo primero es conocer los niveles de energia y sus correspondientes auto-
estados, llevandonos al problema de la diagonalizacion de la matriz que representa
el hamiltoniano. En los hamiltonianos obtenidos con polarizacion circular, debido
a que los dos sentidos de dicha polarizacion son independientes, se plantea el pro-
blema de resolver en un espacio de Hilbert que es el producto ® del espacio de
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Fock relacionado a la polarizacién derecha, el otro espacio de Fock relacionado a la
polarizacion izquierda, al que se incluye el espacio del momento angular de espin
relacionado con los atomos. Los dos espacios de Fock tienen que ver con los dos
sentidos de polarizacion del campo electromagnético cuantizado. Como el espacio
de Fock es infinito numerable y la del espin finito, se tendra la dificultad de diago-
nalizar una matriz infinita. Para obtener numéricamente la diagonalizacion de la
matriz debe acotarse la matriz, aqui necesariamente existe un trabajo bastante lar-
go observando el espectro de autovalores y dando las respectivas acotaciones, hasta
obtener uno que permita la convergencia requerida para las condiciones dadas.

Para el caso de polarizaciéon plana, donde el espacio de Hilbert es solamente
el producto ® de un espacio de Fock y el de espin, conocemos que no es posible
una diagonalizacion analitica, excepto en la aproximacion de onda rotante o casos
aproximados muy especiales [8], por lo que hay que recurrir a métodos numeéricos.

La obtencion de los autovalores de energia de los hamiltonianos con polariza-
cion circular es un trabajo en desarrollo. Nos permitira realizar estudios como la
estadistica de niveles de energia, para realizar pruebas del comportamiento caoti-
co. Crisp [24] ha conjeturado que eliminando una de las polarizaciones circulares
podria eliminarse caos, algo que es relativamente facil verificar, como comentare-
mos en la siguiente seccion para el caso clasico. Esto significaria que eliminando la
polarizacion circular izquierda o derecha de, por ejemplo, la Ec. (3.45), a la que se
elimina la polarizacién izquierda, queda como

H® = hwyJ, + hay(alay +ala_)
Gy i (5.1)
+i—(J_a —J.a )
\/N + +44
de la cual seria posible obtener los niveles de energia de manera analitica y verificar
el comportamiento regular a través de la estadistica de niveles.

Ya que el modelo de Dicke con polarizaciéon plana ha conducido a modelos
consagrados en Optica cuantica, como el modelo de Jaynes-Cummings [5], es posible
plantearse también realizar calculos en dicha direcciéon, ya que finalmente pueden
conducir a realizar pruebas experimentales con los desarrollos que hoy se conocen
en Optica cuantica experimental, planteindose eliminar experimentalmente una de
las polarizaciones circulares. Posibles verificaciones que pueden hacerse en el marco
del modeo de Jaynes-Cummings son las oscilaciones de Rabi, colapsos y revivales.
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5.2. Hamiltonianos clasicos

En los ultimos cuarenta anos la mecéanica clasica se ha revitalizado con el des-
cubrimiento de caos. Esencialmente se ha constatado que en la mayoria de las
situaciones, a pesar de que las ecuaciones de Hamilton son deterministicas, se en-
cuentra impredecibilidad cuando el tiempo se hace grande. Esto ha llevado a cierta
reformulacion de la mecénica clésica en términos de los sistemas dinamicos, espe-
cialmente en lo concerniente a las ecuaciones canoénicas de Hamilton, denominada
en ese contexto como sistemas hamiltonianos, cuando ya se creia una teoria aca-
bada, como puede verse en textos de mecanica clasica de los tltimos anos, por
ejemplo la tercera edicion del consagrado texto de Goldstein |36].

Los hamiltonianos clasicos obtenidos con polarizaciéon circular son de tres gra-
dos de libertad. Nuestro interés intrinsico es verificar el comportamiento cadtico
de dichos resultados. Habitualmente se realizan mapas de Poincaré que grafican
de manera cualitativa el comportamiento regular o cadtico de los hamiltonianos.
Dichos mapas consisten en proyectar la dinamica sobre superficies que podamos
observar en dos dimensiones. Cuando se trata de sistemas hamiltonianos conserva-
tivos, como es nuestro caso, la dinamica se puede reducir a una dimension, y en el
caso de dos grados de libertad es posible proyectar a un plano de dos dimensiones.
En nuestro caso, de tres grados de libertad, no se puede dar esa posibilidad, por
lo que se descarta el uso de mapas de Poincaré.

Otro de los métodos utilizados para verificar comportamientos cadticos es la
determinacion de los exponentes de Lyapunov [40, 41], lo cual si permitiria reali-
zar la prueba correspondiente. Sin embargo, en este caso, el esfuerzo numeérico es
muy grande pero realizable. Utilizando las ecuaciones de Hamilton para el hamil-
toniano (4.63) se obtiene un sistema de seis ecuaciones diferenciales ordinarias no
lineales,

dq D1
— = hwop1 — [Gl (Chpz - Q2p1) — G (Chps - Q3p1)]
4] — (¢? + p?
+ \/ (ql pl) (GlQQ o qug) )
4J
d
P —hwoqr + o (G (1p2 — @2p1) — G2 (ips — qsp1)]

dt VAI\AT — (qf + 1)

4] — 2 + 2
- v 4<}h 7) (Ghp2 — Gaps) .

(5.3)
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% = hwkps + VA _(\/4%% +p%)qu1, (5.4)
% = —hwkq + \/4J _<\/§ ~p) Gip1, (5.5)
% = hwkps — VAT~ Elqu s p%)qul’ (5.6)
% = —hwkqs + VA7 _<\/§ +p%)GﬂUl- (5.7)

Para determinar los exponentes de Lyapunov hay que resolver 36 ecuaciones di-
ferenciales ordinarias adicionales relacionadas con la lienalizacion del sistema de
ecuaciones anterior fijando una condicién inicial para cada variable del espacio de
fase, que representa un vector de seis dimensiones. Una reciente revision de los
exponentes de Lyapunov se puede encontrar en la publicacion de Hartl [42]. No
obstante, en los ultimos anos se ha propuesto caracterizar caos en sistemas ha-
miltonianos conservativos de hasta tres grados de libertad, como es nuestro caso,
utilizando el indice de alineamiento méas pequeno, llamado método SALT [43].

Si eliminamos una de las polarizaciones circulares del hamiltoniano (4.63), por
ejemplo la relacionada con la polarizacion circular izquierda, se tendria que hacer
cero la variable g3 y p3, quedando

W w
HY = —hwed + h;o (¢i +p7) + hgk (& + 13+ ¢ +p3)
5.8)
- P+ ¢ (
+ v \/El_jl J (G (q1p2 — @2p1)] -

Puede verificarse sin mucha dificultad que este hamiltoniano nos dara un compor-
tamiento regular, puesto que si intentamos proyectar la dinamica al plano qip1,
por ejemplo, en la cual se hace g1 = 0y p; = 0, se llega a una hamiltoniano del
tipo
Wk 9 2
H = —hwyJ +h= (5 +13), (5.9)

la cual nos asegura que el mapeo en dicho plano seran trayectorias regulares.



Capitulo 6

Conclusiones

Se han obtenido los hamiltonianos cuénticos y clésicos del sistema espin-boson
cuando el campo electromagnético es circularmente polarizado, lo cual ocurre para
transiciones Am = +1 en atomos hidrogenoides, y polarizacion plana para transi-
ciones Am = 0 en el mismo tipo de atomos.

Los parametros del sistema, G;, Go, K; y K, para polarizacion circular, y
g,g para polarizacion plana, dependen del valor de la integral radial del atomo
relacionado a los niveles de energia donde se producen las transiciones.

Para explorar cuanticamente los regimenes caoticos, que dependen de los valo-
res de los parametros senalados arriba, se hace necesario determinar los niveles de
energia del sistema para el estudio estadistico de niveles de energia, lo cual es una
tarea planteada a futuro por las dificultades tedricas y practicas.

El estudio de los correspondientes hamiltonianos clasicos es también una tarea
a futuro, que permite encontrar los regimenes cao6ticos en el marco de la teoria de
los sistemas dindmicos y las familias de 6rbitas periddicas.

Adicionalmente, se sugiere que las hamiltonianos cuanticos obtenidas con pola-
rizacion circular, pueden utilizarse para realizar una serie de célculos relacionados
con Optica cuantica y que hoy podrian ser verificados experimentalmente.
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