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RESUMEN

ELEMENTOS FINITOS ESPECIALES APLICADOS A PROBLEMAS
ELIPTICOS DE 2do ORDEN CON COEFICIENTES NO SUAVES

MARTHA HILDA TIMOTEO SANCHEZ

MARZO - 2002
Orientador : Mg. Edinson Montoro
Titulo obtenido : Licenciada en Matematica

En el presente trabajo se considera la solicion aproximada de una ecuacion diferencial
eliptica con valores en la frontera y coeficientes rugosos(no suaves) umdireccionales,
analizaremos el siguiente problema modelo:

Laule,y) = 55; ( a(x)éu‘%ﬂ] - %(a(x)@%ﬂ} = f(x,y), ¥(x.y)eQ "

u(x,y)=0,v(x,y)e oQ

donde Q =Q,=(0,1)x(0,1),7eL*(@Q) y aeL*(Q) esuna funcionde x
y satisface

0<a<ax)< f<w (12)
donde o y B son constantes.

u e Hi(Q)

(1.3)

Blu,v)= fa(gradu.gradv)dxdy = j fdxdy Yv e HY(Q)
Q Q

La formulacion débil (1.3) esta dada por el problema (1.1) y tiene una vnica soluciéon
~ débil en HY(Q) (consecuencia del Teorema de Lax — Milgram). Tendremos tres métodos

diferentes de acuerdo al tipo de triangulizacion y en cada métod definiremos espacios de
funciones de prueba que tengan buenas propiedades aproximativas, demostramos que
sobre estos espacios se cumpla la condicion del inf - sup, de esta manera garantizamos la
existencia de la solucion aproximada.
PALABRAS CLAVES: METODOS ESPECIALES DE ELEMENTOS FINITOS
COEFICIENTES NO SUAVES
INTERPOLACION



ABSTRACT

ESPECIAL FINITE ELEMENTS APPLIED TO ELLIPTIC PROBLEMS OF 2do
ORDER WITH NOT SMOOTH COEFFICIENTS

MARTHA HILDA TIMOTEO SANCHEZ

MARZO - 2002
Advisor : Mg. Edinson Montoro Alegre
Degree obtained : Degree m Mathematic

In this work the approximate solution of an elliptic differential equation with
values in the boundary and unidirectional rough coefficients (not smooth) is considered,
we will analize the following model problem:

1=~ 2o 22))- 250« 1), e
. Ly

u(x,y): 0, V(x,y)e o5

L

where Q=0 = (01x(0,1) ,f e 1*(Q) and a e L*(Q) is a function only of x and
satisfies
O<asdax)s f<w ()

where ¢ and § are constants.

ue Hé(ﬂ)

(13)

Blu,v)= j algradu.gradv)dedy = I frdxdy VveH\(Q)
2 Q

The weak formulation (1.3) is obtained of problem (1.1) and that has a unique weak
solution in H}({€2) (result of the Theorema Lax — Milgram).We will have three methods

differents in accordance with the triangulization and in each method we will define
spaces of test functions with has good approximation properties, prove that over spaces
are satisfies the condition inf- sup, so we guarantee the existencia of the approximate
solution .
KEYS WORDS: ESPECIAL FINITE ELEMENT METHODS

NOT SMOOTH COEFFICIENTS

INTERPOLATION
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INTRODUCCION

En el capitulo I hacemos un resumen de propiedades del analisis funcional indicando
a los espacios de sobolev.

En el capitulo ITdamos los principales resultados a utilizar, como lo son el Teorema de
Lax-Milgram, el Teorema de Interpolacién, asi mismo el resultado de Ivo Babuska donde
usamos la condicién de inf - sup y el resultado de Bernstein.

En el capitulo I realizamos la deseripcién matemdtica de los elementos finitos tri-
angulares.

En el capitulo IV se define el espacio H (§2) , hacemos un cambio de global de
variables y aplicamos el teorema de Bernstein,encontrando que la solucién global esta en
H} () nH () ,asi mismo asumimos que existe un cambio local de variables

En el capitulo V estudiaremos tres metodos distintos de elementos finitos especiales



CAPITULO 1
PRELIMINARES

1.1 DISTRIBUCIONES ( funcién generalizada)
L1.1 Soporte Compacto:

Definicién
Sea ) C ", un conjunto abierto y funcién f: Q — R el soporte compacto se
denota y define:

Sop( f)={x€Q/ f(x) # 0}
11.2 Espacio C3((2)
Definicion:
Dado Q2 C R™ abierto
Co(Q) = { f € C®(§) / Sop( f ) es compacto}= D(Q)

L.1.3 Espacio C£()
Definicién:
Sea K un conjunto compacto tal que KC Q,C(Q?) representa al espacio vectorial
de las funciones de prueba que son nulas fuera de K.

1.1.4 Distribucién
Definicién:
Un funcional lineal f definido en el espacio de las funciones de prueba en Q es

una distribucién en 2 cuando para todo compacto K de ) existe una constante
¢> 0 y un entero m> 0 (dependiente de K en general), tales que

I(f,u)l <cffullx,, paratodouen CP(Q)
y ik, =max{|D?u (z)|;z € K, |p| <m}

1.1.5 Ejemplo: Derivada de una Distribucién

Si u €C*(R) entonces por el lema de gauss

/%m: _./ug;)idx+/rm;cosmdx

siv/r=0



entonces

/—vda: = /ugdz

en particular si ¢ € D(2) : ¢/r =0, por tanto
Su dp
/}me - —/ua—m;dx Ve D(Q)

Esta expresion nos sugiere considerar una distribucién T en € v asociar a ella el
funcional

= D,T

e

definido en C( Q) por la expresién :

(DiT,9) = — (T,Dip), ¢ € C3°(Q)

como
0T(az +fy) _ 20T1(z) ﬁaT( )
8:1:,- &ni 3(13
DT(az + By) = oDT(x) + ADT(y)

entonces D;T es una funcional lineal

Sea KC (2 compacto y ¢ €C®(Q2)
Il = max {|DPp(z)|;z € K, |p| <m-+1}
Pl m < 1l 1 (L15.1)

Como |(D;T,p)| < |- (T,Diy)| < |IDi¢ollx,, (pues T es una distribucién ) De
(L15.1)

I(D;T,p)| < C“S””K,mﬂ
entonces D;T es una distribucién.

En conclusion si T es una distribucién entonces DT es una distribucién entonces

9. D; de D,T
Ba:j

La cual sera la distribucién D;D;T dada por
(DjDiT)‘P) = ’(DiTij(p) = '(‘1)(T)DjDi(p) y P ECSO (Q)
en conclusién existe DPT de la distribucion T y esta dada por

(DT, ¢) = (-1)#(T,D%p) ¢ € CT (D) (L1.5.2)
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L.1.6 Convergencia puntual en D' (Q)
Definicion:
Una sucesion (fy)men de D' () converge para la distribucién f cuando para
todo ¢ €C3 (Q) se verifica

Lim (fm, ) = (f,¢)

MO0

cuando este es el caso escribimos 1%272 fm=FfenD'(Q)
observacion :

Es posible construir en C3° () una topologia, segiin la cual las distribuciones en
{2 son exactamentes los funcionales lineales de C{° ({2) que son continuas en esta
topologia.

1.1.7 TEOREMA
Lim fn=f en D'(Q2) entonces Lim D? fy= DPf en D'(9)
DEMOSTRACION:
Lim (Dfnys9) = Lim ()P (faD%)  (de1152)
= Lim (1) (£, °g)
= Lim (-1)¥(f, D)
Lim (D fm, ) = zﬂgg (DPf . ¢)

por tanto 1&/&1& D?f,=D?f en D'(Q)

1.2 ESPACIOS 17(22)
1.2.1 Espacios L?(2)

Definicién:
Sea 2 C " medibley 0 <p<
17(0) = {f medibles / /g 7P < oo}
1/,
i1, = ([ 1)
12.2 Lema

Si0<p<oo,l+i=1entoncesab< T+ 2%, ¥a>0,b>0

3



1.2.3 Desigualdad de Holder
Para 1<p,q< oo tal que 1 = % + }1, si f €LP(Q) y g €L¥) entonces fg €L(Q) y
gl < 1oy 19lliamy

1.2.4 Observacidn:

(LP (0,1 p) es un espacio vectorial normado y completo i.e. L? (2) es un espacio

de Banach. Para el caso p = 2, es decir ,en [?(Q2) podemos definir el producto
interno:

O:L*(Q) x1L* () — R
f9€l? @, (f.9) = [ fo

a)(f,f} 20
(.5 = [ £5=[ F20

b){ef + Bg, k) = a{f,h) + B (g, h)
(af +B9,h) = [ (af + o

Lafha»fnﬁgh:afgfmﬁfngh
a{f,h)+B{g,h)

Il

il

c) (f,9) = (9, f)
1.2.5 Observacién
Sif=g
(1) = Ja f* = |I£Il; por tanto | flly=y/|< f,f >]

De (L.1.5) se observa que es una norma inducida , como L? () es un espacio de
Banach con la norma inducida por el producto interno definido entonces L2 ()
es un espacio de Hilbert.

1.2.6 Espacio L] (Q)
Definicién

Sea fmedible en (} C R" abierto,f eslocalmente integrableen Qsi [y |f(z)|dz <
oo VY K C Q compacto.

Li(2) = {f medibles / f es localmente integrable}

paral <p<oo:

I}, () = {f//x [f(@)Pdz < 00, VK C Q compacto.}

4



1.2.7 Observacién
L7 (Q) € Li ()
Lioc () € Lige (©)
en particular p=2, L2(Q) Cc LL_(Q)

1.2.8 Observacién
Si f € Li,. (), f define una distribucién Ty tal que

(Ty0) = [ f@)p(a)iz,p € D(®) (128.1)

La integral tiene sentido como f € L1 () entonces f es integrable y ¢ continua
en sopy entonces ¢ f es integrable. Ademés se observa de (1.2.8.1) que es una forma
lineal.

51 ¢; — 0 entonces existe K compacto tal que sopp; C KV j
entonces [(T1,0;)| < (0P |9;(2) e ) fi £ ()] dz
entonces T; €D’ (Q)
12.9 Teorema
Si fy g € L. () entonces

Ty =T, (en el sentido de distribuciones) si y solosi f = g

Observacion:

Por este teorema la aplicacién que a cada f € L} (Q) asocia T; €D’ () es
inyectiva y lineal, por dicha aplicacién podemos identificar L} () como un sube-
spacio vectorial de D' () (esto justifica el nombre que se le da a las distribuciones
de funciones generalizadas).En conclusién consideraremos

L. (9) cD'(©)
L2(Q) c D (9)
1.3 ESPACIOS DE SOBOLEV
WP (Q)={f e L?(Q) / D°f €LP(Q),YaeN 0< |a| <k}
Si p = 2 entonces W*2(QQ) = H*(Q)
Donde D*f indica derivada de f en el sentido de Distribuciones entonces diremos
que D*f €L2(Q) si y solamente si 3 g, €L?(Q) / D*f = g,

Nota :Para nuestro estudio estamos considerando funciones reales es decir

f:QCR >R

5



13.1 ESPACIOS DE SOBOLEV H* (Q),k € 7}
H* (@) ={fel?(@) /D*f € L%(Q),Ya e N"0<|af <k}

Se define el producto interno

(/=Y [ D*f@D(z)ds

la]<k

1/2
I fllx = (;% /Q |D“f(x)12dx)

1.3.2 Teorema
H" (Q2) es un espacio de Hilbert
Demostracion:
Sea (frn),,cn Sucesion de Cauchy en H*(Q) , como f,, €H* (), Vm €N entonces
£,, €L}(Q)) / D, €L2(Q), Vm €N

D — Dfally < 3 ID%m — DOEallz < llfm — £ull,, < €

|od<k

entonces (D*f,), .y €s una sucesion de Cauchy entonces 3f, L2 (Q) / D*f,, —f,
en L?(0) en particular para o =0 entonces Df,, —fp en L? () es decir f,, —f,
en L? (Q)entonces £, —fp en D'(Q) (L2(Q) cD'(1)) ademds de 1.1.7

D*f,, — Dfy en D'(R) (13.2.1)
Como D*f,,, —f, en L?(f2) entonces
D%, — f, en D'(Q) (1.3.2.2)

De (1.3.2.1) y (1.3.2.2) D°fo =f, en D'(Q) (unicidad del limite)
En conclusién D*fp € L2 (Q) y £, € L (Q) —fy € H*(Q) y f,, —f en H* ()
1.3.3 Teorema
‘a) Si f €LP (R") es tal que D*f € L? (R") (en el sentido de distribuciones) y si

llamamos &, = p, * f entonces . — f en L? (R*) y D°®, —D*f en L? (B™)
cuando € — 0 (®, € C® (R")).

b) Si f € H* () y sopf es compacto en Q entonces la adherencia de D(R2) en
H*(Q) contiene toda funcién f de H* (2) con soporte compacto £ y f en
jR:H(OF '



14 ESPACIO H% (Q)
Definicién
Designamos por H (2) la adherencia de Ck (Q2) en H* (2) es decir
PRS— =
H @ =@
L4.1 Corolario
D(€2) en denso en Hj (Q)
Demostracién:

Si fcH () entonces Ve > 0 existe geCk (), [|f-gll, < £ como C&(Q) CH* (1)
entonces geH* (Q) y tiene soporte compacto entonces g pertenece a la adherencia
de D(Q2) en H* (2) entonces existe heD(L2) / |lg-hll, < £ estimando obtenemos:

[l = g +e-bl, < gl + lebll, < 5+

De donde [[f-h], < ¢ entonces 3 heD(2) tal que f—h

1.4.2 Teorema
H§ ()" = {u e B*(Q) , Lyu=0} donde

Lk = Z (_l)la]D&z

lel<k
Demostracion:
(=)
Sea ucH* ()" entonces (u, ®) = 0,V® funcién de prueba en {2 tenemos
0=Y (D,D"®),Y¥® € C (Q) (1.4.2.1)
lal<k
Ademds
(D%, D°®) = (1) (u, D*D*®) = (-1)" (u, D) (14.2.2)
Por otro lado
(D4, 8) = (1) (v, D*) = (u, D**®) (14.2.3)
(1.4.2.3) en (14.2.2)
(D%, D°@) = (-1)" (u, D*®) (14.2.4)
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(14.2.4) en (14.2.1)

0=3 (D*,D® =Y (-1) (v, D**®) = 0 entonces L =y, (~1)ID*

lof<k o<k jod<k
entonces (Lyu,®) = 0 por tanto Lyu =0

pues f tiene soporte compacto.

(«)Sea u € { fFe (), Lif= O}entonces u €HF (Q) tal que Liu = 0.Ademés
sea ® € C° ({2) arbitrario

@@ = ¥ (D*4,D*8) =Y (-1)* (D*u,9)

jaj<k joi<k
=Y (1) / D**y(z)d(x)dx
lal<k

Pero Lyu = 0 entonces Y, D> u(z) = 0 entonces (u\®) = 0 ,¥® € CF () en
lal<k

conclusion u €H* ()" .
L.4.3 Abiertos regulares

) es un abierto regular equivale a garantizar la existencia de una familia finita
de abiertos limitados de R" , representada por {dy, 91,92, ...,9,} tales que Jy C
Q, {¥1,92,...,9m} es un recubrimiento abierto de Q y {1,9s, ..., I} un recubrim-
iento abierto de I, satisfaciendo las siguientes condiciones:

Para cada 7 = 1,2, ...,m existe una aplicacién indefinidamente diferenciable

o= Q={ufy=(v,m).[y| <L-1<p. <1}

tal que ¢; sea inversible, para cada j, siendo su inversa : y — z = cp}-’l (z) también
indefinidamente diferenciable




Para cada j = 1,2, ...,m tenemos
0 (N =01 ={y/y € Q,yu > 0}
ACH C(Q)) =Q-={y/y€Q,y. <0}
¢; (9;NT) = QN {y/y € R", y, = 0}
1.4.4 Teorema
Si € es regular y limitado entonces

H (Q) = {u e H(Q) Jogu = 0}

donde oq :H! () — L?(T)
L4 Hcmu:u/r
(Esta aplicacion se denomina trazo de u € H! (Q) sobre su frontera)
L5 ESPACIOS H*(Q)
Definicién:
Dado k un mimero entero tal que k > 1, representaremos H—* (S2) como el espacio
dual de H* (Q) es decir:
H*(Q) = { f: H*(Q) - K/ f lineal y continuo}
‘Provisto de la norma:

11 = sup {I(f, )] u € B (@), full, = 1]

1.5.1 Teorema

H~*(Q) es el espacio de las distribuciones de la forma

f=Y D*f, Vi el?(Q)

lal<k

Demostracion:

(—)Sea f €H™*(Q) entonces f:H*(Q) - R / f lineal y continuo entonces
frose@) €D () (continuemos representandola como [ ). Por el teorema de Riesz:
Si f : H () — R es funcional lineal continuo entonces

Fuo € Hy (Q) / fluo) = (u\uo), Vu € H (Q)

como ug €Hg(Q) entonces D*uy €L?(R) , V|a| < k sea f, = ¥ (=1)" Doy
entonces f, €L? (1) . V® € C5° () tenemos
(£,8) = (P\w), = 3 (D°®, D) = . (Dup, D°®)

i<k jel<k

= ()" (£, D0°®) = T (D°f,,®)

<k



entonces f = Y D*f,, fo €L*()

al<k

(+)Si f es una distribucién dela forma f = ¥, D*f, , fo €L* (2) entonces f funcional
lineal acotada si y solo si f es continuo en C§° () relativo al producto interno
de H* (Q)) entonces f admite una extensién continua a HE () y en este sentido la
distribucién f pertenece a H™* (Q2) entonces f €H % (Q)

1.5.2 Corolario
L*(Q) c H*(Q)

Demostracion:

f sia=(0,0,..,0)
Sea f €L?(Q) entonces defino f, =
0 sia(0,0,..0)

entonces f = Y D°f, ,f, €L?(Q) entonces f €HF () (ver 1.5.1)

laj<k

Ademas sea ® €H§ () ,||®|, =1

I(f, @) < [Ifll,1®]l, (Desigualdad de Cauchy)
< kNl = 11 £1,

tomando supremos tenemos

£l < UF1,

10



CAPITULO I
RESULTADOS PRINCIPALES

II.1 TEOREMA (Proyeccién)
Sea M un subespacio vectorial cerrado de Hilbert entonces H=M@®M-

I1.2 Teorema(Representacion de Riesz)

Si f es un funcional lineal continuo definido en el espacio de Hilbert con producto
interno (/) , existe un tnico u, €H tal que

Df(w)=(u\v) VucH
DAl = N

Demostracion
Existencia: f:H— K

i) Si f = 0 basta tomar u; = 0
' ii) Si f # 0 consideremos

M=/ (0)={z€H/ f(z) = 0}

como f es lineal y continua diferente de cero entonces M es un subespacio
vectorial. Ademas {0} subconjunto cerrado de K entonces M = f~1({0})
cerrado en H'y M#H entonces M+ # 0,luego existe un vector ug €M~ tal que
lluo|l = 1 (ver IL1).

AFIRMAMOS : u; eMt y £ (uy) = [Jug||*Como f (ug) € K y ug EM entonces

U = f—(;t—o—)uo € le (w)=f (f (ml)uo) = f (uo) f (uo) = |f(uu)|2
1 (o) sol® = [ F )| =

AFIRMAMOS :Yw €eM* existe a € K / w = au, Por definicion Mt = {z € H [zl M}
Sea w eM' ysea a = 7’%;—"1% y u; €M entonces

(w—owy) € M* (IL.2.1)
fw—ouy) = f(w)—of (u) = f(w) - fi(('%f(ul) = 0 entonces

(w—ouy) eM (I1.2.2)

11



De (I1.2.1) y (I1.2.2) tenemos (w — au;) EMNM* = {0}entonces w — au; = 0 por
tanto w = auy

Sea u €H = M@M~ entonces ¥ = v + auy, v EM y o € K como v €M por tanto
fl)=0=(v\w)

esto es porque u; € M si y solo si u; €H / (z\ u;) = 0, €M por tanto
fw)=f@)+af ()= (@\v)+a(wm\wm)=(v+ou \w)=(u\u), Vuel

ademas:
llual® = £ (ur) < I£] Hual
entonces
flall < 1A (11.2.3)
y
|f @)l < ] flua
el
Sgg’ Tl < Jfudl]
entonces
A1 < Nl (11.2.4)
De (11.2.3) y (11.2.4)
11 = lluall

113 Teorema de Representacién de Riesz - Frechet
Sea H un espacio de Hilbert con dual H . Sea f € H' existe vy € H tal que

(f,v) = (v, v}y, YvEH
1flle = llosll g

e N . ¥ ! - - -
asi la aplicacién ¢ :I){ — H es un isomorfismo isometrico.
vf

I1.4 Lema(Principio de Contraccién)
Dado un espacio V de Banach y una aplicacién T : V— V, satisfaciendo

HTVl - TVQH S M”V} - Vgu s v Vi,Vo eV y M ﬁj()

0 < M <1 existe un vnicou €V /



IL.5 Teorema(Lax Milgram)

Dado un espacio de Hilbert (V,(,)), y a(,) forma bilineal continuo y coercivo y un
funcional lineal continuo F' € V', existe un tinico u € V tal que

a(u,v)=F(v),YweV

Demostracién:

Definimos Au:V — K [ Au(v) =a(u,v) VYu€V puesa VxV~+

(u,v) “a(u,w)

AFIRMAMOS: Au es lineal y continuo

SeaaypfeK , vyweV

i)Au (v + fw) = a (v, av + Pw) = a (v, 0v) + a (u, fuw) = aa (u,v) + Ba (u, w)
= aAu (v) + fAu(w)

ii) [Au (v)] = la (u,v)] < cllully [lo]ly

entonces || Aul,» =SUP Kl <  lulylvly
Vi Tee Il =7 vllv

por tanto || Aull,s < cllull;, < o0

AFIRMAMOS : A: V — V' es una aplicacion lineal y continua con || A|| L(vv') <c
De lo anterior Au (v) = a (u,v)

i) A{ou + pw) (v) = a(au + fw,v) = ae (u,v) + fa (w,v) = adu (v) + BAw (v)
entonces A (au + fw) = (adu + SAw) (v)

i) 1Al (v,vy =SUP b < c

Por el teorema de Repr&sentamon de Riesz-Frechet(ver I1.3):

Para todo ® € V' existe un vinico 7® € V tal que

{ O (v)=(r®,v) ,veEV
1@l = |2l

AFIRMAMOS: 7 es uno a uno y lineal
i) Sea 7@, = 7P y v € V tal que & (v) = (78y,v) , By (v) = (7®y,v)
entonces @; (v) — @, (v) = (7®; — 7®,,v) = (0,) ,asi que ¥, (v) — 8, (v) =0
entonces @3 (v) = D (v) Por tanto &, =&,
i)(r (@@ + B8;) 1) = (o1 + ) (1) = & (1) (4) + B (@) (v)
= a(1®,v) + B (7®2,v) = (a7®; + frd,,v)
entonces (7 (a®; + @) ,v) — (ar®; + frP,,0) =0
Por tanto 7 (a®; + 3®;) = ar®; + fr®,

donde 7:V' -V
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Definamos la siguiente aplicacién:

T:VoV /Tv=v-p(tAv—1F) Vv eV

necesitamos encontrar un p # 0 tal que la aplicacién T sea una contraccién

Seav,meVyv=uv —v

| Tv, — Tt)2||2 = |lvy —va— p(rAv; — rAwg)”2

= Jv—p(rav)|

= ol - 20 (r4v,v) + p* |7 Av|?
llo]* — 2040 (v) + p* Av (7 Av)
[o]l* - 2pa (v,0) + p*a (v, 7 Av)
Ioll* - 2pa|[o]* + o o]l | Av]
[oll” - 200 [v]* + pclv]] c |lu]
7o =Tl < (1~ 2p0+ %) ol

IA

f

Sea M> =1~2pa+pPc<1 siysolosi p(pc —2a) < 0 entonces si elejimos un
ptalquep € (0, ﬁ—g) entonces M < 1 entonces T' es una contraccién por el Lema
del principio de contraccién existe un tinico u € V

Tu:=u—p(rAu—1F)=u
TAu=7F (enV)
Au=F (enV')
Au(v)=F(v) ,WweV
Para un tnicou €V a(u,v)=F(v) ,YveV

[1.6 TEOREMA
Sea H; y Hj espacios de Hilbert con producto interno (., Ju, ¥ (), Tespectivamente.

Adem4s sea B(u,v) una forma sesquilineal (o bilineal ) en H,xH,,para cada u €H;
y v €H,

B (u,v)] < Cy|ullg, o]l (IL5.1)

sup  |B(u,v)| 2 Cs|lullg, (I1.5.2)
vEHa, ol 1, <1

sup  |B(u,v)| > Cellvllg, (11.5.3)
uEHh”“"glﬁl

con Cy >0,C3 >0,C; < 00
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Ademés sea f un funcional lineal en Hy. Entonces existe exactamente un elemento
ug €H; tal que

B (uo,v) = f (v)
para todov €y y '
I f1l
< N lHy
”uﬂ”fﬂ - 03
Demostracion:

Por hipétesis| B (u,v)| < C ||ullg, ||v]l5, entonces podemos definir:

‘I)u :HQ—') K

¥ "7, (v)=B(u)
de donde se obtiene

1®ull, =  sup |B(u,0)|

”532,!!*’“ Ho S i

< s (Crlully, Iola) = Cilluly,

veHy, |olly, <1

entonces &, es un funcional lineal acotado ,es decir ¢, € H; ,por el teorema de
Riestz(ver I1.2)
b, (v) = (v,z)H2 ,2 € Hy

por tanto B (u,v) = (v, 2)entonces B (u,v) = (z,v),es decir,existe la aplicacion R
tal que (R () ,v) g, = B (u,v) (como &, € H, y por Rietsz-Frechet (I1.3) existe un

isomorfismo isometrico 7 :Hy— Hy tal que 2 =17 (@u))
L HT(QH)

IRly, =  sup [R(u)|g,

weH Jlull g <1

= sup sup i(R (u),v) HJ
ueHyJfull y, <1 \veHz,jivfly, <1

= sup sup  |B(u,v)]
uCHy|lully, <1 \veHy,|lvll4, <1

_ sup ( sup (Cl llullg, llvllnz))

u€Hlluflg, <1 \veHy,|oll4,<1

IRl < G
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entonces R : H; — H, es continuo , ademas es obvio que R es lineal
Afirmamos : que R({H;) es un conjunto cerrado en H,

Prueba
IB@l= s |[(R@),)y|= s [Bluo) > Csluly,

vEHa, Il 7, <1 veHa ol <1
este resultado me indica que existe R~

Si {R(un)} es una sucesidn de Cauchy en H; entonces {u,} es una sucesion de
Cauchy en H,;

IR (un) — R (um) ||

fl

1R (un — “m)”Hg
Cs [lun — tml| g,

v

entonces
1
[t ~ |y, < G 12 (un) — R (um)ll g, <00

en conclusién {u,} es una sucesion de Cauchy en H,
afirmamos : R(H,) = H,

Supongamos que R (H,) # H» — R(H;) C H,
casol:

R(Hy) C Hy es cerrado entonces tenemos Hy = R(H;) © R(Hl)“L (ver IL.1). Por
tanto existe un vy € Hy, vy # 0 tal que

0= B(u,v),Yu € H

ademas de (I1.5.3) existe v’ € H tal que

1B (', v)| > %Cz l[voll

iB (’&l,‘vo)l > %Cz llvoll
0> -;cz ol 5, > 0

entonces llvoll 4, = 0 Por tanto v = 0 (=<)

en conclusion R (H;) = H, por tanto R (z) = y tiene una solucion para todo y € H,
del resultado anterior :x = R~ (y) G3|[R™' (y)lly, < |R(R ()]

] Il
entonces ||R l(y)”m < c:

H, = Uy”}f,
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B0 = L el
““”H
<o (8)
- 1
L

R™! es lineal y continuo.
Sea f € H,

f—@ = (‘llg, v)Hz

(ver I1.2)con ||vol 5, = ||f|]H; , como vy € Hy =g € Hy/R (vo) = up
entonces

m = (’00, v) Ha
= (R (uﬂ) ’U)Hg
-]F-(’l)—) = B (u07'u)

Adents luoll, = 12 (o), < () ol = g

1.7 TEOREMA

Sea las condiciones del teorema anterior (ver I1.6) satisfechas. Ademés que permitan
que sean dados los subespacios (cerrados)M; C H; y My CH, sea para todo v €M,

sup  |B(u,v)| > dy (M, My) ol

ueMy Julr, <1

con dy (M1, M,) > 0, y para todo u €My

sup  |B(u,v)| > d3 (M, Mp) [lully,

veMz:uQ""Hgﬁl

con ds (Ml, M-z) >0
Sea f un funcional lineal en H,(dado en el teorema IL6), sea ug €H, tal que

cumple
B (“‘h 'U) =f (v)
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para todo v €H (tal elemento existe y es tnico de I1.6) .Permita que exista un w €M,
tal que

lluo — wp, <6

Ademés existe un @y! €M; tal que
B ('ﬁfb v) =f (v)

Para todo v €M,. Entonces

~ Cl
— Ug <11 + -
HUO HHI - [ d3 (Ml,Mg)] d

Demostracién:

Consideremos la funcién R : H; — H, definida anteriormente (ver I1.6) tal que
(R(u),v)y, = B(u,v).

Como M, y M, son subespacios entonces son espacios de Hilbert, definiremos la
aplicacién S : M; — My, la cual es lineal y continua tal que (S (u), V), = B(u,v).
Sean u € My y v € M, entonces u € H; y v € Hy

IS @l = _, sup (S@),0)| = sup  |Bu,v)] < Cilluly,

vEMa,}|v IHZ— veMz,||v|]H2§l

la lineallidad es inmediata. Sea la aplicacién proyeccion P: Hy — M, y Q = PR
-demostraremos que S = PR = Q,Vu € M;. Para todo u € M; y v € M,

(PR(v),v)y, = (R(u),P(v))y,
= (R(u)’lv)Hg
B (u,v)
= (5(w),v)g,
PR = S Vue M

igual que R podemos demostrar que S (M;) = M, y que 35! Por el teorema
de Riestz, 3w € Hy / f(v) = ('vo,v)H2 Vv € H, pero My C H, eso significa
que el funcional f restringido a M, es continuo por el mismo teorema de Rietz
Jnl € My | f(v) = (2,v), Hp» YV € Mp por tanto vy = 2 € M, (por la unicidad)

entonces v = PR (ug) .Como vp € M, entonces 3 1/}0! eM/S (1,.\1.0) = 1 entonces

S (1/)0) = vy = PR (ug)entonces ty= S~PR (uo) y
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i

79 = = (56)-),
= B (ﬁo,v) Vv e M,

sea Uy — w = 2 € M; entonces ug =w + 2

'&0 ~up = ST'PR(ug) —up =S 'PR(w+ 2) ~ (w + 2)
= S7'PR(w)+S'PR(2) ~w -z

= S'PR(z) -z [PR(w) = S (w)]
t/20 ) o <|S-'PR (g, +lzlly, < [1 + da(bZ,Mz)] b
11.8 Teorema

Existe una constante C (1) tal que

Yo € Wk+1’p (Q) ’ ‘p ei‘g};ﬂ) "U +p ”k+1,p,ﬂ < C (Q) I”Ik+1,p,0

11.9 Teoréma
A
Sea ()} y Q dos subconjuntos abiertos afines equivalentes de R". Si una funcién
v € W™P () para algin entero m > 0 y algin numero p € [1,00), la funcién
v=voF c Wm» (ﬁ) existe una constante C=C (m,n) tal que

A
v

Yo € W™ (),

m,p,

" -1

A SC|B|™ |det (B)|™ [v]
mpQ ‘
Donde F (9,-) =B%+b
analogamente:
A
v

A
m'ip)ﬂ

Ve wme (ﬁ) , ohnpa <C[B7[" et (B

[1.10 Teorema de Interpolacién
Para algin entero k> 0, m> 0 y algin ntmero p,q € [1,00).

Sea WH+1p (ﬁ) y Wme (ﬁ) espacios de sobolev que satisfacen la inclusién

Whtie (ﬁ) G W™ (ﬁ) (IL10.1)
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y sea fie L {W"“”’ (Q) Wme (ﬁ)} una aplicacién tal que
Y Pe B, (ﬁ) ,1P=P (IL10.2)

Para algiin conjunto abierto () que es equivalente afin al conjunto ﬁ , sea la apli-
cacién Il definida por

(Hgv)" =110 (11.10.3)

Para toda funcién o€ W*+12 (ﬁ) y v € W2 (Q) en la correspondencia
(’36-—» R) — (1) —DoF 10— 5{)

Q= F()/FQ-—»Q

A A
entonces existe una constante C (II, Q) tal que ,para toda equivalencia afin en el
conjunto (2 :

1 hk+l
Vv e WE2(Q), v — Tgul,, . < C( ,Q ) (area ()77 —— o

Mkﬂ e

con h = diam (), p = sup {diam (S); S es una bola contenida en 2}
Demostracion:

i) Vo € Wt (6),\/ Pe P (ﬁ)

S - M=t +p— P -ib= (6+ﬁ)~(ﬁ§+ﬁ6)=(3+f’)~ﬁ(ﬁ+ﬁ)=
A A A

(1-11)(P+n)

A A
Donde I : W+ (Q) — WM (Q) es continua(de I1.10.1) , y se cumple(ver I1.8)

A AN < I A inf‘ A A
I e S "( ”H) w{res (B)wms(8)) () VP e
A A A
< C(II, Q) v R
k+1.p,0

ii) Ademds tenemos (Tgv)" = Hg'v o F pues Il W"“’? @)= W™ (Q) por

gy / Mqu—-%
tanto (de 11.10.3)
Movo F = (Tlgw) =11 / Tavo F:05 0 ™R (IL10.4)
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De (11.10.4) obtenemos (v — Tgv)" = (v — Igv) o F =vo F ~ Hgvo F = — 1o y
del resultado en I1.9 tenemos '

v - Tgo],, 0 < 11;,11)"|m£z (11.10.5)
< o|B Y les(B) o - Tio|
mlqﬁn
utilizando nuevamente 11.9 tenemos
N =1
v A S OHB”HI |det (B)|? [v]x,1p0 (IL10.6)
k+1,p,Q
De (I1.10.5) y (11.10.6)
[v—Tovlge < Ci[[B7|" det (B)# (v - Tgv)"| A
< Gl ee@yic (o)
k+1p.0
1 A A .1 =1
< G|B" et B): C (n, Q) GBI ldet (B)] [0lgu1,0
ademés .
h oy __ h area (2
iBl<t B <ty den(m) = 2o
P P area (SZ)
entonces

:._L
m area A A k+1 o »
=tk <6 (3" (2=8) 0 (B ()" (28) b

. AA Great
o — ﬁgv]mqﬂ <G ( ,Q) (;;‘é%) %‘:l I'vllﬁ-l,p,ﬂ

.11

Observacion

(K, P,¥) denota un elemento finito donde P el espacio de funciones real valuadas
N

definidas sobre K yVpe P:p =_}: a;p; siendo p; funciones base

Definimos ITv —E a;p; ,1Iv denota el P - interpolante de v. Consxderaremos que

domll = C°(K ) por lo que sobre ¢l espacio P C domll el operador de interpolacion
se reduce a la identidad, es decir Vpe P:Ilp=p

Y- es el conjunto finito de puntos nodales considerados sobre el elemento finito,.
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I1.12 Teorema
A
Sea (f\( , 115, E) y (K, P,Y) dos elementos finitos equivalentes con grados de Lib-
ertad de la formaz; (&i) ,donde los a, son los nodos de IQ' (Pe}’;) y de la forma

p (a;) ,donde los a; son los nodos de K (p € P) respectivamente. Entonces si 135, 1<
i < N,son las funciones bases de el elemento finito [/% Jlas funciones p;, 1 <4 < N,son

las funciones bases de el elemento finito K.Los operadores de interpolacién I y II
son tal que

A
(H'U)A :H‘l/}
para cualquiera funcién ve dom ﬁ y v — domll asociados por la correspondencia
A A A —1
v€ dom [ v =v oF " € domll

. A ‘
I1.13 Sea (IA{ , f’, E) un elemento finito. Si se tiene las siguientes inclusiones, para algin
entero m > 0y k > 0 y para algiin nimero p,q € [1, 00)

e (1’%) 5 (k) (IL13.1)
Whte (f() G W™ (IA{) (IL13.2)
B (}?’) cpPc W™ (ﬁ’) (11.13.3)

existe una constante C (IA( , lg,fj) tal que, para todo elemento finito equivalente
afin (K, P,Y) y toda funcién v € W*+1? (K)

A AR 11 h’};‘"l
0= Tt < C (K P32 (aren (RT3 5y (1134)

Donde ITkv denota el P;— interpolante de la funcién v y

hx = diam (K)
px = Sup{diam (S); S una bola contenida en K}
Demostracién
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A

A A A A AN A A
Seape P, (K) entonces Pe P, por tanto [Ip=p (ver IL11),V pe B, (K) (de (IL13.3)).

A

Sea v una funcién en el espacio WH+1p (I?’) entonces ve C° (K) = dom 1I
(de IL..11), asi obtenemos

=33 (&) (P- interpolante de 9)

Ademis de (I1.13.1)
), < @) A,z <l o], <o(RBE)]
m,q,]/(\' 3 P meK P ""’qv;% 0,00,1? - i k+1,p,1/%

A A
Donde Il denota el P~ interpolante y I denota el P — interpolante y estin
relacionados por la correspondencia

(xv)" =fIv We domlly

(ver 11.12)Aplicando el teorema anterior obtenemos (I1.13.4) .

II.14 Teorema(Desigualdad de Poincare):

Sea ) un abicrto acotado de R entonces existe una constante ¢ = ¢ () >0 tal que
2 Dl 2 eflull® , Vu € Hy(0)
i=1

Demostracién:
Sea a >0y Q= |—a,a[" un cubo n-dimensional y ® € D () Y sea z € R" :
= (:1,",:1,') = (1171,232,273, -‘-,xn—laxn)

(e, 2n) = (¢!, ) — B/, —r)(B(e/, —a) = 0) — B(/, 7a) = [7 220t gy
[ 92 (@,t)

— | Oz,
([ )™ ([ P20 a)
|z, + a]'/ ([_‘: 92(e,t)

9\ 1/2
ot
g\ 1/2
(2a)"/* ( f 92 (7,t) dt)
23
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A
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a 3% (2, )|
|®(2’, 2,)|” < (20) ( [ —éf;’—l dt) (IL14.1)
integrando respecto a 2’ :
e SO0 ) P dey. d g = [ e, ) dz
1—‘“,“["— .
<(0) [ [ |20 Gt (de TL12.1)
}-e,a[*!
¢ e pa ; ot 2
/ / / ...I@(m’,a:n)lzdxld@...dmnq§(2a) / ?—(%(Ei—) dy (11.14.2)
—aJ—-aJ-q n
Taal®
ademas

Wiy = [[0() de

}-L{n B (o, 2,)|* do’ dy, = [: (/)—a,a["—l |® (m',itn)lzda:') dz,

= (ZQ)QL*%?

o
0z,

i

IA

2 ]
dy ] dr,  (deIL14.2)

o f

Tn

2
dy = (2a)?

12()

Bl 2@y < (20)

L2(0)

analogamente se obtiene parai=1,2,3,...,n— 1

o
|9l L2y < (20) | 75—
£ Lz(ﬂ)
Sumando . .
2 1@l < (20) X0 .
i=1 i=1 7 Lz(ﬂ)
por tanto
20 | 0D
n i=1 Li L2(Q)
n i n 2 3
< 2 (Z 12)2 3 9% * [ Holder para
L v i=119%i{ 200 sumatorias
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92
83:;

9g [ 2 3
Bl < 22
ZCIRI 1 1 B

Por densidad se sigue el teorema para u €H} (Q).

11.15 PROBLEMA MODELO PARA APLICAR EL TEOREMA DE BERNSTEIN

(1.15.1

Consideremos el problema

u &y Pu
{ —an (2,9) 55 — 2012 (2,7) zoy 022 (z,9) o7 f e (IL15.1)

u=0en N

donde 2 es un dominio convexo acotado en R? con una frontera Lipchitz y a trozos

de clase C? y donde las funciones a;; € L™ (1) satisface

2 2 2
VZ&? < Z Qij (m) y) 51{_1' < ”E§$ V(ZE, y) € Q,V(&,gj) € R2 (11152)
i=1 ,J=1 =1

con gy = G12, donde v y p son constantes positivas.

TEOREMA DE BERNSTEIN

Para cada f €L?(f2), el problema (I1.15.1) tiene una unica solucién v €H? ()N
H{ () .Por lo tanto , existe una constante C (v,u), dependiendo de v y u pero
independiente de f, tal que

”“”29 <C(v,u) "f”o,ﬂ

La primera aplicacién del Teorema de Bernstein (ver bibliografia [8] , [9]) esta dado
para problemas (1.1) donde @ = Oy y a(z,y) = a(z). Para lo cual definimos el
espacio:

HY(Q) = {u el () :a(z) gu—l,%u; eH' (Q)}

con la norma,
2 2 2
lullpq = llullin +lulzo
Donde
u

ayz

|
+_.
a

2
) dzdy

9 ( ou 2+ Pu
oz \"0z )| T |0y

lu|2LQ :/ﬂ (“ 0
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CAPITULO III
ELEMENTOS FINITOS TRIANGULARES

1.1 ELEMENTO FINITO TRIANGULAR DE REFERENCIA

Designaremos a un elemento finito triangular de referencia al tridngulo K de ver-
tices (1,0),(0,1),(0,0). Dividiremos los lados en k partes iguales, donde k > 1
, obteniendose una particion de N = ﬁﬂg"—ﬁ puntos de la forma %(i, j) con
enteros 1, j no negativos tales que 0 < i+ j < k. Estos puntos se llaman nodos o

puntos nodales y al conjunto de ellos ¥ (k) , mallado principal de orden .

AY

1
k-1/k ¥

Wk

1k

X

0 1k 2k .. klkl1

g, 14

Debido a que existe una correspondencia bmmvoca entre E (k) v el conjunto de
multindices & € N3/ |a| = k establecida por w = { (i, j) entonces a = (i,j,k — i — j)
que permite subindicar cada nodo con su correspondmnte multindice, esto es w, en
lugar de w.

111.1.1 Grados de Libertad

Interpolar una funcién continua u : K— R mediante un polinomio p exige el
cumplimiento de un nimero finito de condiciones en los puntos de interpolacién,en
particular estas condiciones sobre los nodos son llamados grados de libertad del
nodo correspondiente.

Ejm. Seau € C', p € P que interpola a u en nodos de referencia de tal manera
que para un nodo w,tiene 1 solo grado de libertad.

u(w) =p(w), Vo ey (K

Fijemos una funcién v € C (I'}) y sea ZN: (k) el mallado principal de orden &

,deseamos encontrar un polinomio p que interpole u sobre el mallado }E (k) y que

26



satisfaga el nimero de grados de libertad por cada nodo. Esto se reduce a la
biisqueda de un isomorfismo entre un cierto espacio de polinomios P y ® siendo

M el nimero total de grados de libertad al recorrer todos los nodos de i (k), por
lo que debe cumplirse que dimP = M.

111.1.2 Interpolacion de Lagrange en el triangulo de referencia
La interpolacién de Lagrange exige que:

u(@w) = p(w),Yu €3 (K)

teniendo un grado de libertad por cada nodo ,donde
M= N::card(z (k)) = -;-(k%—l)(k-%?)

siendo un espacio de polinomios con esta dimension Py, = P, (21, z2) con coeficientes
reales de grado menor o igual que k.

111.1.3 Funcién Evaluacion

El isomorfismo buscado es la funeién de evaluacién:

g: Pk - %N

poE (5) = (p (&) 2 (i) o () (HL.1.3.1)

@1, W, .., 0 S00 todos los nodos de 3° (k).
Probaremos que £ es un isomorfismo lineal
i) € es lineal :
€ (p+4q)=¢ (p)+£ (g) (I11.1.3.2)
ij) zeslal (I111.3.3)
por demostrar que € (p) =0 —p=0
Supongamos que £ (p) =0 — (p (’&3‘1) P ({52) - (':FN)) =(0,0,0,....,0)

p(@)=0¥I=12,.,N (111.1.3.4)

como p € P, — p = p(z,y) .Si consideramos y = 0 tenemos p (z,0) polinomio en z
, donde 9 (p(z,0)) <k, (de (IIL1.3.4)), p(z,0) =0 por tanto p (z,y) = yg1 (z,y)
con d(q (z,y)) < k-1
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Si consideramos y = X entonces p (x, %)se anula en k nodos , de donde

(=)= (=)
p b k - kql ) k
entonces ¢; (:c, %)se anula en k nodos pero 9 (q1 (a:, %)) < k — 1 entonces

¢1 (1) = 0 entonces p(z,y) =y (y — 1) @2 (z,9), 8 (g2 (%)) < b — 2 asi sucesi-
vamente obtenemos:

ple)=3(s-1) (1= 2) o (5= 552

ademés()=1?(0,1)=1(l—7lc-)(1—-2) ........ (1——k_1)c——>c:0

~

p(z,y)=0
3) € es suryectiva : sea (a), 0y, ....an) € RV basta tomar un p € Py, tal que

p(we) =, Vl=1,2,...N (I11.1.3.5)

De (111.1.3.2), (111.1.3.3) y (II1.1.3.4) concluimos que € es un isomorfismo. Como &
es un isomorfismo para cada u € C (f{,) existe un tnico polinomio p € Py que lo
interpole sobre el mallado ¥, (k) ,esto es :

p(w;) =u(w;),Vi=1,2,..,N.

igualmente hay una base en Py correpondiente a la base canonica de ® que la
denotamos {p;,Vj =1,2,.,N}

II1.1.4 Descripcion concreta de la base

Describiremos la base para el caso k=1
Donde P, = {ﬁi,ﬁg,ﬁé}
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Vi=1,2,3 entonces

]zl('IUI)Z]. ]ii(w?):o Izl(wg)—:ﬁ
P2 () =0 pa(wa)=1 po(ws)=0 (IL14.1)
3 (w1) =0 ps(we)=0 ps(ws)=1

~

Donde w;= (0,0) , wy= (1,0) y ws= (0,1) para que se cumpla (I11.1.4.1) py, 2 v P3
deben de tener la siguiente forma: x

nEY=1-Z-y pE9=% nE3)=7
Si p € Py entonces
PED =B (1-F -7+ RZ+ s = 01 + aoF + a5ff

entonces p € £{1,%,7}
1.2 ELEMENTO TRIANGULAR EQUIVALENTE

Si tenemos una clase de transformaciones invertibles T: 2 — %2 de tal manera
- que su inversa permanezca en la misma clase y si IP es el espacio de polinomios
interpolantes para un elemento finito de referencia entonces p o T-! dede estar
en P,Vp € P. Para nuestro caso tenemos un elemento triangular Kd espacio de
polinomios es Py, y la clase de transformaciones que satisface las condiciones antes
sefialadas es la clase de transformaciones afines invertibles : F' = Az + b donde b
es un vector fijo de R y A una matriz invertible de 2x2.Por lo tanto un elemento

triangular equivalente con K serd el tridngulo K = F ( K ) .Por ejemplo podemos
considerar la siguiente transformacion:

e=(z3-1)Z+ (@~ 2) T+ 3 de donde =%+ + %y
y=W-n)i+m-ni+n ¥="6+6x + b3y

F
Y A YA

TN

e

N
0 1 x~ a2

>‘<V/
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[11.2.1 Interpolacion de Lagrange en el triangulo K

Fijado un elemento triangular K = F ( K ) y su mallado principal ¥ (k) = F (if (k))
deseamos interpolar una funcién u € C'(K) mediante un polinomio sobre el mallado
principal. Podemos considerar la siguiente funcién evaluacion
g: P — RN
pep)=(p(w1),p(ws),....p(wn))

siendo w; = F (&) con ;€ ¥ (k). De aqui € (p) =¢ (po F) donde € es el isomor-
fismo (de [11.1.3.1), como F es una transformacién afin invertible entonces ¢ es
un isomorfismo.

I11.2.2 Descripcion concreta de la base en el triangulo K

Si {pa/a € N®y |a| = k} es una base para P, entonces p, o F' =p, es la base para
este caso . Por ejemplo obtendremos el polinomio que interpola en K para el
caso k= 1.

i

(poF ) (@,y)

= p(F(z,9)

=P (557?7)

= ply1+ 1+ Y3y, 61 + 6z + 83y)

= m+oz(n+ %z +yy) + as (6 + bz + 8y)
a(z,y) = pr+pr+psy

q(z,y)

II1.3 Interpolacién lineal a trozos sobre triangulos

Supongamos que ) consiste de una coleccién de elementos triangulares y que
nosotros consideramos tal una interpolacion lineal sobre un elemento finito tipico

K.
v (2,y) = a1 + asz + azy para (z,y) € K

Determinamos las tres constantes de las condiciones
01 = U (Z1,31) = a1 + 01 + a4z

vy = Uy (T2, %) = a1 + o + a3

v3 = vy (23,%3) = a1 + 4973 + asys

Donde (z;,%:) , = 1,2, 3 son las coordenadas de los tres vertices de el triangulo K.
Resolviendo el sistema para a;,a3 y a3, encontramos

1
ap = '27{; [Ul (zoys — z3y) + v (2391 — T1ys) +v3 (2190 — Zzyx)]
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1
a3 = o= o1 (92 — ws) +v2 (15— 1) + 03 (31 — )]
24k
1
a3 = o—— [v1 (%3 — 22) + v (&1 — 23) + v (22 — 21)]
2Ak
Donde Ak es el area del elemento K. Reemplazando a;, a; v a3 obtenemos
v (2,9) = 0¥ (2,9) + 0295 (2,9) + a3 ¥ (z,y)
Donde ¥X (z,y)
1
U (2,9) = 55— [(@ays — ms1m) + (9 — y3) @ + (23 — 22) 9]
2Ak
1
U5 (2,9) = 5o (o391 — za3) + (95— 1) 7+ (1 — 23) 9]
2Axk i
1
U3 (z,9) = 24, (w12 — zo1n) + (11 — 1) T + (22 — 21) ]
Estas funciones lineales estan mostrados en la fig.I11.3. Notemos que

1 sii=5 .
\I’{((xjvyj):{ 0 Sl’l,#; Z,]=—‘1,2,3

¥,
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CAPITULO IV
IV.1 ECUACION DIFERENCIAL ELIPTICA DE SEGUNDO ORDEN

Lu(z,y) =-£ (a(e,y) 252) - 2 (a(z,y) 2E2) = f(r,9),Y(z,y) € ©

u(z,y) =0, VY(z,y)con
, (Iv.L1)
§2 dominio acotado en R? , f €L2(Q) y a €L® (1) satisfaciendo

O<a<a(z,y)<f<oo V(r,y)el (Iv.1.2)

Donde a y 3 son constantes y donde a (z,y) = a (z) entonces definimos
B(u,v) = [, a(z)gradu.gradvdzdy

I alo) (2682400 1 o)

=~ Io & (450 oz, y)dady — f, 2 (420D o (g, y)drdy
B(u,v) = fo [~ (4e)) — 2 (eelulead) (s, y)dndy
B(u,v) = [ f(z,y)v(z,y)dzdy  De(IV.1.1)
La formulacién débil del problema IV.1.1 es

{ u €H} ()
(IV.1.3)

B(u,v) = [qa(gradu.gradv)dedy = [, fvdzdy Vo €H)(Q)
IV.2 CAMBIO GLOBAL DE VARIABLES

IV.2.1 TEOREMA

Supongamos que 2 = (0,1)x(0,1) y a(z,y) = a(z).Entonces para cada fe L*(Q)
la solucién de (IV.1.1) esta en H}(Q)NHZ(Q2). Por lo tanto , existe una constante
C = C(a, B), dependiendo de & y 3 pero independiente de f , tal que

lull Lo < Cle,B) Ifllog (IV.2.1.1)
DEMOSTRACION:
Sea u la tinica solucién a (IV.1.1) en H}(Q). Utilizando el siguiente cambio de
variable:

F(z,y) = (5 )y (y),) donde  (z) = /: % , V() =y (Iv.2.1.2)

y la notacién
(% (2),5 ) = ulz,y), (z,9) €0 (Iv.2.1.3)
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obtendremos:

PO =Rd=0 , 0=k

y(0)=0 y(1)=1
Como Q = (0, 1)x(0, 1) — 0= ©, 5 a(s))x(() 1)
Supongamos que ue€H2(()) —uel2()) / D* uelX() ,0 < |a] < 2 entonces

a va ha tener las siguientes componentes: (0,0),(1,0),(0,1),(1,1),(0,2) y (2,0)
obteniendo

[ wizay = [ ()da:dy
/( )da:dy f()( )da:dy

() e fe(5) =
(o) asav= o (5) o

(& dedy/ () (3 (5)) =
LG (e

Ll

)) dody = [ a (ag (g‘z)) ddj
)) dody = /( )( ( )) dzdi
e/tg;(u )H)L(;:dy e ) (o) dady

La formulacién débil (IV.1.3) de (IV.1.1) es transformado por el cambio de variable
por :

o

J

o)

T

9
2

S’l%’ S5

=]

9
Ay
9
oz

¥ e

8

fQ a,g*radu gra.dvda:dy = [ fvdzdy
Ja [ 05 50 +a ] dzdy = [ fudxdy
[5 (ﬁ‘%é) (i%) a+a (3"1) (“’"1) a|d¥di=J; fiadFdy

Su v Buav _
fﬂ[mja B0\ 43 = [, fraddy

(IV.2.1.3)
[an_v+a2f’_@-ﬂ]d'id§= fﬁﬁad':zvrdﬂ Vﬁeﬂé(ﬁ)



(IV.2.1.3) es la formulacién variacional de:
~§2—;§~a202-;g;=a; en Q)
© (IV.2.1.4)
=0 endQ

entonces para todo ?eLz(ﬁ) (IV.2.1.4) tiene una tinica solucién en Y€H2(Q)NHA(Q
) (ver 11.12.1) por tanto existe una constante C(q, B) tal que

Flasceoli,

como U es tinico entonces es el mismo que satisface (IV.2.1.3) .Retornando a las

variables originales obtenemos
2
u
dedy+ |
) zdy + ( ( Bx)

fﬂ uldzdy + /ﬂ (

2 2

&u

fl

H‘“H?:,g

3?/
Pul® 108%
+a By +a o )d:vd
~2 5:1,2
Q dz ay
s ~[2 ~ 12 g ~[2 .
'[N a:; + '22"” +24 )z ay
a\|0z 8z 0y 8y

Comoa<alz,y)<f — a<a(@(),¥@)<B — 5 S % < & entonces

~ 2
Bu ~
lul?, < B4 dTdy+ ~—: dzdy
ba < pfazais [\ 102 4o\
il | eul |l . -
+ == tI—=—=<| +|—=| |d=dy
a\|oz 0z dy oy
1 2 |oal* |&ul |eaf
™ ki u
< Il b e it
< max(p, ) (f;;[” 23| "|o3| " |o%




IA

LY 2 1 ~
ma (3, ) [ < max (5. ) e [l
Fmax (B,-) C¥(a ) 3
e < C@B)Il

AN

El resultado en IV.2.1 ha sido demostrado haciendo cambio de variables y aplicando
el resultado de Berstein. El cambio global de variables existe porque a (z,y) son
variables globales en una direccidn: a(z,y) = a(z). Demostraremos un segundo
resultado en el que se asume la existencia de un cambio local de variables.

1IV.3 CONDICIONES PARA EL CAMBIO LOCAL DE VARIABLES

Sea ¥ ) abierto y asumamos que se tiene un sistema de coordenadas ortogonales
curvilineas (£,7) definido en ¥ . Es decir consideremos que ¥ y (£,7) cumplen las
siguientes condiciones:

i) Las funciones £,7 estan definidas en ¥, y son dos veces continuamente diferen-
ciables.

i) (£,1): 2 — ¥’ es uno a uno y sobre

iii) 52 > > 0 sobre ¥

iv)grad £ . gradn=0en Y,
v) ¥ es un rectangulo en &, 7, esto s,y = ({i,gft)x(n{;,nzz) y

,

&, en este caso todos los lados de ¥ son lamadoss
lados interiore
o
la unién de uno de uno o mas lados de ¥_,en este caso
estos lados son lamados lados fronteras y los otros
lados son Hamados lado sinteriores

vi)yS NN = ¢

\

la unién de los lados interiores es denotado por E.

Ademds supongamos que
a(z,y)=d'(€) Ve e) (1v.3.1)
donde usaremos la notacion, para toda funcién w definida en ¥,

o' (E(,9),1(z,9)) =w(z,y)  (zy) €,
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v A

>
>~

g3

IV.3.1 TEOREMA

Sea u la solucién en Hj () de (IV.1.1),donde asumimos que fe L*(Q2) y que a(x,y)
satisface las condiciones (IV.1.2) y (IV.3.1).Donde } , (¢, 7) satisface las condiciones
(i) al (vi) de arriba. Sea OC ¥ abierto y satisface OCC ¥ si 1, N = d y
00Ny, C AN si T NN # ® ysea O la imagen de O sobre la aplicacién (¢,7) .
Entonces existe una constante C = C(a, 3,&,7,d) dependiendo en «, 3,&,7,y d
pero independiente de f,tal que

/2
1o (ou\E o 1lenf] )
([O’ I:a l;az (a—az) +a _6?6—7'[ 'f‘;; 57’—2 d&dn SC“fHO,Q
Donde
dist(OE) siE#®
d=
1 siE=®
Demostracién:

Sea u la solucién en H} (3) , consideremosu/Y satisface

ueH (¥)
(IV.3.1.1)
fZ agradu.gradvdzdy = fz fodedy Y veH) (L)

donde o' (£(x,y),n(z,y)) = u(z,y)
Ademés
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gradu.gradv = (
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¥
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g
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-

&R
e:lgi
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&5
+l\§
—~~
R
#F
+
¥ R
22
h
QIR
g
+
|
g2

P

E4d
K| i
I
)
gle

~%
+
a3
N
—
+
R
R
+
g
8|¥

N CRE)
= 22 \grade]® + (%292 + 22 2 gradg.gradn + 222 |gradn|®

De (iv) obtenemos

o 2
o€ 0

Introduciendo el cambio de variables tenemos

gradu.gradv = gradg|® + %uﬂ—%% |gradn|? (IV.3.1.2)

fz agradu.gradvdzdy = fz fodzdy

(IV.3.13) fyva (2422 | gradg|* + 2222 |grads|*] %2R dgdn = S v 3R e,
Yo' €Hy ()

Ahora introduciremos un segundo cambio de variable

~

~ ot dt
{= /5 tm , =1 (IvV.3.1.3)

% _ 1 en_q  8i_g 9 _
de donde % = 7@ (,}”-1, 35“07 8,]_0

Donde &4 es la é-coordenada del lado izquierdo de ¥’ y usaremos la notacién
z

~l 7Y ~ ., ~t
W (€ €. (6,1) =w/(&n), €,1) € X, para toda funcion o/ en Y y es
imagen de ¥ sobre la aplicacién
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(6 , 77) , utilizando esta notacién obtenemos: ¢

(e =T (& 6.7 6n) v dlem =5 (€6 6n)

Como N N

~ a¢ 9t 1

€ _dt

= —_ t —_— — =

13 fg’za(t) entonces 5 0 %2

= ¢ n_y 9B

=N entonces 8 = an =
entonces
o _ GUOE By OVOE o _ o v o g dem) | @ O]
35—82'3{)3{‘”823573,,“6;73,,“ qademasa(z’q) 0 1 =dq
De (IV.3.1.3) obtenemos:
(3 (58t (5) o e
=fi,fv J(g—;%—iézldgdn

awlarvl QE 2 2 6;1,

/ U dv !
(55 6t 5 s
_.fm;fv Aeddyy ¢ a7

()2 | [ 8y dv ___) ¢
I @F|(2) (2 lorade? + (22 (22) gradn?] 828 €
‘f”'f A Edi
Teo (2% lgrade + 5 (0 lgraaif?) 22834
= ff: [, B(ﬁq)dgdﬁ (IV.3.1.4)
De (IV.2.1.3)
~ ~t z
b= (6) = gradéPAES  y G (6m) = [gracy? 22
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Obtenemos de (IV.3.1.4)

R AN rAND A ~ o~ ~ N’
fia(alﬁ’;;%—%,’g (a) a25";%n"—)d§dn fwffva —%—f}’%d{d'n Vv’EHé(}:)
(IV.3.1.5)

Ahora sea <I>’€ c® @ con (I)’ (5, ) 0 para (E, 5) €0 E; . Como z:;EHé (Z')

~ P

entonces & v eH} (E‘) ,podemos reemplazar v' por & v’ en (IV.3.1.4)

.f { 5( 65 62)+() 28?5 ~+ 8; f 1

NNNN

*fwrf’ ‘o 5&’—}3«15(11?

8% 51 8% AR T _ 1ot Wl 1 4
fN,[ ~—32¢'~ag+(a) a, 2 N}dgdﬂ—fN [qum 6(&,7)]45(11;
g 8QNI /} P ["" ~ o 35' r\;] Py
= Jrrle AN EAN - [ |la) a, SV |dEd
> [ 1 ol: J ( ) 2 §dn

E B¢ 8¢ an 8¢ B¢

PJ2/~J o~ ~ LA
8% 1 00 NF Y (X)) “’_Q_u_@ '

(@) 3 % i 2 }dedn ]u{fﬂ’@ ¢ - oy

Finalmente obtenemos

b &;’?:; ot 2 g g'":' ~F ~N ~oe
ft [?51 LUIF (@) &~ ?-%]dgdn: St [FO¥ Yetd
8n 8y Z

D 8 3¢ 3Em)
~ ™ oo ~F 2 N ot e o~ L I ot 2 o~ o aof ~
a, %% ‘@%U'"“(a) a, 2% o 1 a, Q%u’a—',’:+(a) a, 2 u ’6" d¢d
¢ o¢ on an a¢ of 2 5n
(Iv.3.1.6)
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Ademas tenemos que:

(IV.3.L7)

reemplazando (IV.3.1.7),(IV.3.1.8) en (IV.3.1.6)
a el ™ 8 ot ™
I EZM“ 5 1 (a )2“'21—)@“

2 8¢ B¢ P }d{dn«- fw,[ffvf@! } Oz

@ BEn)

% ~ 2 R
(B (4) 5 Ry -

esto a su vez es igual a:

o o
MHapu'] ~ 9 olaw) o . .
for ?1,"1 LR (E') 2{'2 .(8“ )80 f~f{
z

)y o€ a¢

5
ER
2.|¥
l---————--l
«
Yy 2
(=W
~S
i
"‘"s
2
ra—
2
'Q
2
'Q
4
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o N2
g8 8¢

s u&f Nl?,\,rgg N B Y
d%(al Bg,(a) a, == |v|d&dn

E',;;i on
denotemos
— O, ~ 5y 5y NI g as (M ad (MNP oy
F=f®d —5&}%—2% %E—%—Z(a) a, %’é—%— v'div (‘11 ?‘%-,(a) Gy %
(Iv.3.1.9)
en conclusion obtenemos la siguiente igualdad:
™~ P
o5t 600 s s
/N, P ?—2—4—(&) R GRPLLR Py ST T BV T
z d¢ B¢ dn On z
(Iv.3.2.0)
escribiendo w =4 @ , de (IV.3.2.0) obtenemos:
w €Hj (i)
(7 24 () 3, RV aE i f rV aEaiVem (£
fz (& azag+(a) “ o o £ f): vdgdnve, (L
(Iv.3.2.1)

e f o f

w €H} (E), porque ¥ (Zﬁ) = () para (Z, ?}') €dY.Fel? (Z) porque
¥ eH! (i‘) Jas funciones ¢,7 son de G2, y a=a (E) esta acotado.El sistema
(IV.3.2.1) es simplificado por la siguiente férmula variacional

w:OenB(i‘:)

(1v.3.2.2)
o~ N g ~ ~?
363) #@8(3) - 7 b
La ecuacién en (IV.3.2.2) se puede reformular:
e () Py ooy () ee g V323
“1;%37 (a) aﬁ;}ﬁ +8zaz+(a) e (Iv.323)
T ot
Denotemos por W la tinica solucién en H? (Z) NH; ( ) de
w2 W 2. W
- (1’12 92:5 - (&J) ’C‘i; 3= G (IV.32.4)

8¢ an
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Del resultado de I1.12.1, W satisface la siguiente desigualdad:
Wl .. <C 1M1 8y Gl ~
W], ¢ < C@,6m16l,

Ahora probaremos que w = W

De (IV.3.2.4) obtenemos:
0 [~ OW O [ OW 2 PW jan2 o FW
d RS Rl L el ‘“1‘"‘;5”(“) @ —3
0\ 0¢ an\ 91 a¢ an
B OW 20y OW
““*,;l—“x“(ﬂ) —‘,;%—:::
Q€ ¢ an an
_ _.?Ezi?_v."w(a:')“""“;aw( )
~ ~
- e 2 @y e
dEDE an on
D00 _ e 9% 0
Y 97 a1
(Iv.3.2.5)
Restando (IV.3.2.3) — (IV.3.2.5)
..«"_(M SN AN a’@)_m(a’ M):mi’;i@
ot \ | 9% N2/ o\ ot a\ 2on ¢ Of
I\ Oy ow _ 95 0w _ (o) O ow _
+(a) ;,ja?; B¢ oF (a) #aﬁ F
de donde obtenemos:
A (a AW ) )+a —,:(5." aw:w)":@.:l(g(———)w:'")%—"’,&(a(wﬁw)
85186 AN o \ 8¢ am \ &
Sea U=W —w , usando (IV.3.2.2) y (IV.3.2.5) tenemos:
—~—%(5fl-@9)—5¥—§;(3’28¥) = —?—%(-@%)—Ta’%(a—g)eﬂg
o¢ an an 8¢ \a¢ an \an
U=0 en&i
(IV.3.2.6)

para demostrar que W = w,probaremos que U =0
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e~ e~
Sea T : H! (Z) — H} (Z) el operador solucion correspondiente al problema
(IV.3.2.2), tal que TF = w entonces de (IV.3.2.6) obtenemos:

U=T ( g, (av) 7 2% (w)) = AU (Iv.3.2.7)
Y an \an

T:H (% ( ) —H} ( ) es acotado H® (f:l) =12 (il) es compacto contenido en

H-! (Z,) entonces A:Hj (EN:,) - H} (f:l) es compacto. Supongamos que U # 0

entonces de (IV.3.2.7) se observa que 1 es autovalor de A entonces 1 = 1 es autovalor
de A*, sea v su autovector.

AFIRMAMOS : Podemos elejir v/ 6H2( ) Hﬂ( )ta.l que

o=l oo <ol

de estas condiciones afirmamos que (v, V') (fj’) #0
Ht

S (Do) - 20°vDey + (D)) d € di=< [or T D]

o<1 2 lel<t
0</~, Y (D) <2/~, Y DevDey
la]<1 ]a|<1

la)<1

entonces (v, V) (N,) /~r Y DDV >0

por la alternativa de Fredholm se observa que el probema:

I-A)Z=V (IV.328)
1o tiene solucién en H} (il) :
De (IV.3.2.8) y (IV.3.2.7)

V=12-AZ=7- T( a"l (az ) _@ 0y (%)) (IV.3.2.9)

ag Q¢ a1 \01
De (IV.3.2.9)
T (—8—"3 (32) 708 (az )) 7o (IV.3.3.0)
Q¢ \0¢ an \a1
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reemplazando en (IV.3.3.0) en (IV.3.2.0
2 (a"} agzzu'z) _ (g) N (5’2 8§Z:vf)) _ _da (az) e

N—

AN
—

N A~
AN
~——
]
f\le%
—
S
&

o¢ an

~t ~2 [ ~
-2 (al Q—%) -a ({) £ (a2 Qg) =
dE e an on

2@ g’ngJ{ g’ngai

|
e
oo
N
2
N—
Sl

ol e~

Del resultado en I1.12.1 ,esta ecuacién tiene una solucién Z en H? (Z ) NH{ (Z)

entonces Z es solucién de (IV.3.3.0) y solucién de (IV.3.2.8) esto es una con-
~t
tradiccién , pues (IV.3.2.8) no tiene solucién en H} (E) ;este resultado se obtuvo

de suponer que U # 0 en conclusién U = 0 entonces w = W .

Por tanto w = W €H? (ZN:) y

”w” ~r < C(a,ﬁ:f,ﬂ) ”GII ~? (IV331)
2,y o3

~t rot
Ahora la funcién @ puede elejirse como una funcién cortante satisfaciendo ¢ = 1

~ ! ~t o —1 ! o\ —2
en Otal que D@lgC(d) y D?® gC(d) donde C es una constante
positiva y

dist (5', E;) § B¢

1 si E=¢
De (IV.3.2.2) , (IV.3.1.9) y (IV.3.1.5) tenemos

~ 9 ~7
6] o = |Fe 282, (@) 2t
DY 0€0¢ & 9y
8 a dw 20 a O
< F+ —‘%—:} H @)l
oy, o€ 0] agon
O,E O,E
obteniendose

||G||0i, <Clapen) (@) 171,
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entonces de (IV.3.3.1) obtenemos

[, < ol 20 <€ (.61.8) < Wl

realizando la transformacién

N2 112 12 1/2
(to [o [ (23) "+ | + & e[ ) ™ <ClasBigm ) Ul
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CAPITULO V
ELEMENTOS FINITOS ESPECIALES APLICADOS A PROBLEMAS
ELIPTICOS DE 2do ORDEN CON COEFICIENTES NO SUAVES

V.1 METODO 1

Para 0 < h < 1 ,sea C}, triangulizacién de ) por triangulos curvilineos(cerrados)
T de diametro menor igual que h , donde T' C 1, cada tridngulo es la preimagen

de un triangulo ordinario T cn sobre la aphcacxon (Iv.2.1.2) Correspondi-

ente a O, tenemos una triangulizacién Ch de Q por triangulos usuales. Asumimos
que {Ch}gpe, satisface una condicién angular minima :

he
pT <o ,¥ TeCh Yo<h<1 (V.L.Y)

Donde cualquier conjunto acotado S C R%:
hg = diametro de S (V.1.2)

ps = diametro del disco més grande contenido en S (V.1.3)

Definimos el espacio de funciones aproximadas asociado a C, :

Sh= {u €eL?(Q):v/r € L{l Iy & oL y} VT € Ch,v es continuo en

los nodos de Cy,,v = 0 en los nodos frontera} (V.14)
A AY
[ ds
0,1) (11) 0,1) ( W’IJ
| B B Fe
m ~

T T
v P -~ | P
4 (/ 2 ﬁff“/ :

00) (L) P oo (s g >,

2 als)
VA

AFIRMACION :S, CHL (Q)

Sea v € S;, entonces
[ v n)Pdety = [ sy
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= ¥ [wEildads

TeC)

ﬁ(;; [fla(i,g)lzdfd«y)

TeC;,

= B ( Y A,[a+b§+c‘g]2d§dg7)

TeCs,

(’2 /'},(aQ-i«b?i? +c%) didg)

€Cy

IA

IA

2B
< o0

por tanto v € H! () y v = 0 en los nodos frontera entonces v € H} () (ver 1.4.4).

Sea la aproximacion por elementos finitos u; a u se define por:
Uy € S};
(V.L5)
B(up,v)= [, fodzdy Vv e S,

B es definido en ( IV.1.3)
AFIRMACION : B es una forma bilineal acotada

B(u,v)| < jn Blgradu.gradv| dzdy

< /Q Blgradu| [gradv| dedy

,B( /Q Igmdulzdmdy)% ( [ﬂ }gmdv]2 da:ciy)%

ﬂ(/ﬂ auzdxdyﬁ»/ﬂl%gdxdy)% (/ﬂl%

it

Il

2
dud j
a;y+Q

o
oz oy

1B(u,9)] < Bllufliqllvlie

2 3
da:dy)

en conclusion B (u,v) es acotado.

V.1.1 TEOREMA: Existe una constante & (a), independiente de h tal que para todo
0<h<1,
inf sup |B(v,w)|>6(a)

vES;, weSy,
ol 0=, g=1
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Demostracion :
tenemos que B (u,v) = B (v, u) entonces la forma bilineal es simetrica

B (u,v) = J agradu.gradvdzdy = [, agradv.gradudzdy = B (v, u) .Demostraremos

~ que

1B v,v)] >8(a) vl VweESHO<h<
Sea v € S, entonces v €H} ()
B (v,v) = [yagradv.gradvdzdy = [pa “g‘;— : + lgy-?{z] dzdy entonces

|B(v,v)] = B(v,v)
> af[ d iaxl%%z%%z}dmdy
_ afﬂ(.g ) (.1.1%1.;%2)@@
> o[ (3 *v')“vm/(} o Bt i

a

2

af,
Sea 6 (o) = min { %2,

entonces

&}2
53;'!'

il
dy
Sea v = w € Sy entonces |B(v,w)| > §(a)|lv]l; g [lwl,q Por tanto |B (v,w)| >
§(a) lollyq llwllio

Bl 25() [ (W +

) dzdy = 6 () "'U”%,n

Sé‘g, 1B (v,w)| > §(e) lIvll, 0

flelly 0=1
sup  sup |B(v,w)| > §(e)
UES}, wESn

lolly @=Hwll; o=1

Este teorema nos garantiza que esiste solucién tinica (ver IL7)
Observacion:
Ahora supongamos que u €H” (T') entonces ucH? (’Tv) (ver 11.2.1).
Definimos el espacio L{l, s fﬁ,y} interpolante de u en T por:
s dt
dru=a+f ]0 ;{?) + oy
dru (P) =u(F)
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V.1.2 TEOREMA

~ Existe una constante C' = C (a, ), dependiendo de a y 3 pero independiente de T

y © tal que

h%
|u—druly p < C;T; lulpr Vu€H(T)
T

Donde h% , P son definidos en (V.1.3') y (V.1.4') :

Demostracién:

u~ dT“ﬁ,T

|u — dT“ﬁ,T

IA

<

[ 5 10 (u- dyu) dady

la}=1

9 (u —dgu)[* 8 (u—dru)|*
/T DY) dody + /T S dady
~ o~ 2 ~ ~
i ~d-7) g% . —d-%) 93 .
A-%%Tﬂ%:- GdTdy+ ;a(ua;Tu)%-g ed3dy
~ 12 ~ o 12
/Na(u—fw)i- Ed%d§+ﬁ a(u—f'fu) ed5dy
T dr a T ay
~ ~~\ 12 ~ o 12
ﬁa(“‘f%“) Lizais 20259 aza
T Jdz a T oYy
~ ~ 12 o o 12
lﬁa("“?“) azaies [[2E%Y) 4345
alJr dz T oy
max (ﬁ, %) lﬂ ~d= 'Tz!i;

Donde d% EEL{I, z, 5} interpolante de « en el triangulo T .Como ucH? (f) , apli-

caremos el teorema de interpolacion lineal (considere una biyeccién G (E) =K ):

h2

la_‘d"’a‘ NS —I“a! ~
T l,T p’:{" 2:T

donde C es ua constante.Ademés:‘ﬂ!ﬁ = lulpp
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i

fu

i = b Z = (o el oo )azd
[~ 2l el ézaN"')d%dg

T 0z0Y

/T 0*u )-d ”

97|  |ay
8’
+a.
/( 1|&u )dxdy

~

Il

+

It

od Q’i :

“az\oc")| " |oy2]

8 (ou\} |l

‘5“(5‘“) Y oady| Talop

i = 2y (V.12.1)

2,7

combinando los resultados tenemos:
2 [~ _g o2 N ’
| — dyul; p < max ( , ;) lu «d;‘ ulﬁ =< max (ﬂ, ;) (C;; lul%:r.)
ht,
ax (ﬂ’ i’) C2;§ l”]i,T
T

13 22
ju=drulyr < (max (8,%))" ~EJul 1
all px
Definimos ahora el S, interpolante de u €HE () por

dyu € Sp
dyu(P) =u(P) Para todos los nodos P € C,

V.1.3 TEOREMA

Existe una constante C = C (a, 3, ), dependiendo de a, 8,y ¢ pero independiente
de u y h tal que

lu~dyull, g < Chlul,, VueH'(Q),0<h<1
Demostracion:

Como u €H" (2) entonces u €H' (Q) y dyu €H} (Q) entonces (u — dyu) €H' (Q)
, utilizaremos la desigualdad de Poincare:
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e —dwal?y = [ Y |D* (u— dyu)? dady
lal<1
= ZfZlD"(u dru)|” dady
TeCy, lal<1
6(u — dpu) ’ 9
= + |u — dru|” | dzd
T;,‘/ ( ay lu ul ) Y
B(U—dTu) 8(u~dru)2
e g
8(u—dpu)[ 10 (u-dru)[’
= ( dxd
TEZCh / ( B ) zTay
= 01 Z !u"dTuh,T
TeC,
7
<G Z ( (a:ﬁ) p;z MLT)
TEC),
2
h~
= OC(ap)* Y ((—1) h%!uliw)
rec, \\Py) T
= CC(a,p)’ 2R Juf?
1C (o, B) Téh (’7 TML,T)
e-daally < GO (a8 Coax (R ol )
1 2
< CiC(a, )0’ [02 (max( ) ) "”'IL,T}
”““dhuu],g < C(a,ﬁ,ff)hluh,g
Donde ) 1
hy < max (a,l)hqvﬁmax(a,l)h YT € Ch (V.131)
Demostraremos (V.1.3.1):

SeaTEC,yTel que se obtiene por la aplicacion (11.2.1.2):

%(ml):f@%,y

) = w1 & (@) = [ 25, (1) = 1o

Iy

g~

T % ds Ty o~
L < f <X eni;oncem-ﬁl <z (1) < —

0 a(s) " a a
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T
B~ a(s) ” a a g

Supongamos z; > z» entonces — (iff - %) <z (21)- 7 (2) < 2 — 2 ademds

z (z;) T (z2)

2 N 2
o) _ (% T2} _oT1%2
(Z—ﬁ) _(a) +(ﬂ) 2aﬂ

_ (% - %2) < - (Ea2 - %)Por tanto

<#_z;
-

IA

( (1) - z(zz)f

IA
N
|2
~—
L)
+
| &
——~
X
(3]
!
b
=
St
M
N
|8
~——
-+
—
1§
~—
f
F
Ny

(% (1) ~ 3(z2)’

IA
NN
Q|8

[
R|E
N

[N

Utilizando esta estimacion obtenemos:
 (z:)- 2 (zz)) (¥ (n)- ¥ (3)

1— )

(A !
X =
R |B

I
\I/

1
hﬁ% = 3 (1 - xz) + (1 — )’
]_ 5
Si 5 < 1 entonces h?Tv < (9:1 - .’52)2 + (Zh - y2)2 < h’f‘
. 1 2 1 2 1 2 1 2
Sil < ~ entonces B < = (z1 — x3) +(~15(y1 —1)° < (—x;h'p

V.14 TEOREMA

Para f €L?(Q) sea u la solucién a (IV.1.1) y sea u; la solucién de (V 1 5') con

Sy, definido en (V 1. 4) .Entonces existe una constante C = C (a 3, ¢)dependiendo
de a, 3, y o pero independiente de f y h tal que

lle —unllio < Chfllog,0 <A <1

Demostracion:
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1) u solucién de (IV.1.1)entonces u €H} () y HE (Q) (ver IV.2.1)
2) up,v € Sy, entonces us,v €H} ()

B(uv)= Jofodedy Vv€eH}(Q)
Bmwﬁ=£ﬂM@ Vv € S (V.141)

Sea X € S,y u, € S, entonces X y u, €H}(Q)asi denotemos a X — u, =
wy, €HY (Q) entonces de (V.1.4.1)

B(u,wn) = B (un,wn)

entonces B (u — up,wp) = 0

Bu—up, X —uptu—-u) = 0
B(u—upu—u) = B(u—upu—X)

§(e) lu—uilllq < |1B(u—wnu—u)|=|Bu—-u,u—X)
< G- '“h"m flu— an,n
§(@)llu—ullq < Callu—willgllu—Xliq
Ju=wlg < Cs jof fu—- Xl (V.14.2)

Utilizando (V.1.4.2),(V.1.3) y (IV.2.1) tenemos:
Jlu - uh"m <Cs xilelg,, Jlu - X”m = Cs||u — dull; o < CsCihJul g
< Chlullg < Chlflon
V.2 METODO 11

Parah=1,n = 2,3, ......Sea C, triangulizaciones uniformes de {2 con nodos (z;,y;) =
(¢h,3h),2,5 =0, ....,n. mostrados en la fig.V.2

Usaremos en nuestro analisis el espacio definido:
H} (Q) = {u € L*(Q) : u/r € H (T) VT € Ci} con la norma:
iy = [ wdady-+1uf},

/9 wldzdy+ Y} /T |gradu|’ dedy

TeCy

el



y I\
ynzl
/ f
yd
Y1
Yo \
7
Xo X Xn =1 X
g V2

AFIRMACION: H} () son espacios de Hilbert

Sea (ug),cy una sucesién de cauchy en H} () entonces

l|ux — uj”L2(Q) < Jlu — u:i”x,h <&

como L? ((2) es un espacio de Hilbert: Ju €L?(0) / uy L2 u entonces ug /7 L@
/7 ademas u; €H} (Q),Vk € N de donde ux/r €H (T),Vk € N , H'(T) es un

espacio de Hilbert , por tanto Jv €H (T) / wi/7 Y v,por la unicidad del limite
u/r = v €H! (T) obtenemos u €H (Q)

_ 2 — PAY _ 2
Jue =l = [ (- ) dedy+ z | lorad (us — ) dsdy
B (ux— )|

oz

= /Q(uk-u)2da:dy+ Y L[

TeC,,

2
i(g%ﬂ }dmdy
< - ““21,2((;) + Y /e - “/T}ﬁ'f

T€Ch
< LG+&E=¢

+
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Definimos la forma bilineal By, en H} (2)xH § () por

By (u,v) = Z f agradu.gradvdzdy
TeC, T

AFIRMACION: By, (u,v) es acotado en H} (Q)xHj] (£2) , con una cota que es inde-
pendiente de h.

Si u €Hj, (§2) entonces u €L? (§2) : u/y €H' (T) VT € Cy, por tanto u/y €L 2 (T)

[Ba(u,v)] < ) / lagrad u.grad v|dzdy
TeCy, T

8 X | [ lorad ulgroa o] dody

TeCy,

Y [(/; lgrad ul* d,xdy)% (/1 lgrad v[?dmdy)%}

Baw)| < C(B)

IN

IA

Claramente se tiene By, (u,v) = B (u,v), para todo u,v €Hj ().

Ahora definimos los siguientes espacios:

Sip= {v el?(Q):v/r e L{I, 5;‘%,3,} YT € Cy,v es continua en los
nodos de Cp,v = 0 en la frontera}
y

Sop = {v eC? (ﬁ) cvfr € L{L,z,y} ,v/on = 0}

AFIRMACION: 31’},, CH}, (Q) y Sgs}. CH}} (Q)

Sea v € Sy, entonces v €L (0) :v/r € L {1, (f;‘%,y} VT € Cy,v es continua en
los nodos de Cy,v = 0 en los nodos frontera por tanto

v(x,y):al-fag/()zgé—)%—agy Nz,yeT

de dOIliGav (I)y) . Qg v (-'17,y)

oz ale) ° Oy
. 6’” (9?) 9 1
entonces 52’ By yv € L*(T) entonces v € H' (T)

=g ,V((D,y) eT

Por tanto

Syr C Hy ()

9



V.2l

Sea v € S, 5, entonces v € C° (ﬁ) :vfr € L{1,z,y},v/s0 = 0 podemos escribir

v (ZII, y) = Z U/T (:D)y) XT (a:,y)

TeC)

entonces

DQ’U(:L',y) :Tz(’ Da(”/T(m)y))XT(mvy)

en conclusién v € H} (). (X7 (z,y) es la funcién caracteristica) .
La aproximacién por elementos finitos u a u se define por:
Uk € Si
{ Ba (u,v) = fo, fodz Vo € Sy (V-2.1)
TEOREMA
Existe una constante positiva § = § («, 8) tal que

inf sup |B(v,w)|>68(a,B) ,VO<h<1 (vV.2.1.1)
'!.’Gsl,h wesz’h
elh @=L}, =1

Demostracion:

Sea ay, : (0,1) — R denota media armonica a trozos de a (z) definido por

h
an/r = s (V.2.1.2)

zi-1 alt)

Donde I; = (i1, ;) . Para cualquier u € Sy 4, sea v € Sy, definido por

v(P)=u(P) V nodo P de Cj (V.2.1.3)

Verificaremos ahora las siguientes relaciones:

ou v Ou v

“os = "ox oy~ oy

Primero consideraremos un tridngulo T del siguiente tipo(ver fig. V.2.1.a):
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4 (y) (%))

(Xi1yj1)

>

flg. V21,2 X
Como v € Sy, entonces v(z,y) = oy +fiz+ny paratodo (z,y) € T (V.2.14),
ademas por definicién debe cumplirse

v (a:.-,_l,ijl) U (ﬂ?,‘»l, ijl)

v(ziony) = u(Zieny) (V.21.5)
Y (‘Tiv y]) = U (xivyj)
(V.2.1.4) en (V.2.1.5)
(i Y-1) = (@i, Y1) =+ Az iy (V.21.6)
u (165_1, yJ) = v (mi—lyyj) =+ ﬂ]%,‘_l + T1Y; (V217)
w(zs,y) = v(z,y) =+ fz + iy (V.2.1.8)

De (V.2.16) — (V.2.1.7)
(i1, Yi-1) — 6 (2o, ) = 11 (Y1 — 45) (V2.19)

De (V.2.1.7)—(V.2.1.8) tenemos u(z;—1,y;) —u (2, %) = b1 (zi-y — z5) (V.2.1.10)
De (V.2.1.6)

a = w(Tig, Y1) — FiTicn — Ty
u(zi1,;) — u (wi:yj)] Zi i~
t.—.

il

(Ti-1,Yj-1) — [ P
1 1

[u (@i-1,4j-1) ”(mi~1’yj)] i (V.2.111)

Wi-1— %) W-1-9;)
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De (V.2.1.9),(V.2.1.10) y (V.2.1.11) en (V.2.1.5)

v(z,y) = u(mi«layj—l)‘“[ P
tand %

u(:vi-;,yj)—u(%ys‘)] . ..[
. Ti-1

 (Ti-1,Yj-1) _
Yi-1—Y;
(@i-1,¥5-1)

w] — [’“ (Zi-1,%5) — “(xi,yj)] ot {u

Yi-1— Y5 L1 — T
u (xi—l,yj)J y
-1~ Y5

ademds : h=a; — Ti_1 = Yj — Yj-1

o) = wlan) - [

u(mi—hyj) —u (mi,yj)] Tiog — [

Yi-1—Y;

u (@1, Y1) _
h

u(%»hﬂj«l)”

h

u (mi};,la yj)] y

h

u(m,;wl,yj)] o [M (Ti1,y5) —u (”?isyj)] T+ {

Ui Tit-Yi1a ) — T
v(z,y) = u(fvi—hyj—l) (1 -4 + Jg) +u ($i~l;yj) (M“—)

h h
T Ti.
+u (xivyj) (E - hl)

Siu € Sy, entonces u;r € L {1,]5" ;‘z—),y} tal que

R -

reemplazando en (V.2.1.13)

Ti-1 dt
u(Ziig, Y1) = a+fh / + TaYj-1

Ti-1 dt
u(ziony) = az+ﬂz/ f) + Toy;
u(z;,y;) = o +ﬁz/ + oY
De (V.2.1.14)-(V.2.1.15)
U (l”i—hyj—l) —u (xz'—hyj) =T (yj—l - yj)

a8

h

(V.2.1.12)

(V.2.1.13)

(V.2.1.14)
(V.2.1.15)

(V.2.1.16)

(V.2.1.17)



De (V.2.1.15) - (V.2.1.16)

Tt
(@i, y5) — v (@5,95) = - (L 1 m) (V.2.1.18)
De (V.2.1.14)
= w(@iny-1)-Ph ui(fj — T2y
@y = u(®@ioy, Y1) — [EL%Z*“(TM] Jot s~ [em) (V.2.1.19)
2.y ot

u(zi- ;;yi - l) ] y

De (V.2.1.17),(V.2.1.18) y (V.2.1.19) en (V.2.1.13) entonces

u(z,y) = ul(zi1,y-1) (1 - ) (e, y;) (yﬂ;.‘f_l -

Jry 30 o, 3 (V.2.1.20)
T +u (2, y5) D
De (V.2.1.12) y (V.2.1.13) obtenemos:
du (l’, y) u(wi:yj) - u(ﬂfi_l,yj) h 3‘0(1‘, y)
a(z) = — = an (2,9)
oz h = 5‘%‘5 9z

du(ry) _ (zy)

Ay Ay
Para triangulos similar a la fig. V.2.1.b la prueba es similar,probdndose que también
se cumple la relacién (V.2.1.21).

Vizy) €T (V.2.1.21)

(%1,551) (Y1)

fig. V2,10 b
Utilizando (V.2.1.21) y la desigualdad de Poincaré y:

a < at)<p
T dt zi (dt Tt
>« < =
f:l:,‘_l ﬁ - [&:{-1 a(t) - /1':,‘_1 43
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h T dt h
hog [tk
B ziga(t) ~ «a
a < h —— <[
fzt-—l a(t)

a < ah(z)gﬂ

tenemos:

e - 5]
-z { a———}dmdy
RT3
> o 5 b (5) e
g L2 @)
> a%h [ lgrad v[2dzdy = a vl
Bu(we) > 5ol (V.2.1.2)

Para completar la prueba tenemos que acotar |v||; o en terminos de [jul], o . Uti-
lizando la relacién (V.2.1.21) se obtiene:

e B )
T (5) () o
< X IE) + () o
< (-ﬁ-) olte

En el triangulo T que muestra la figura (V.2.1.a)

IA

60



o Je o o)
¥¥m)| < YoUizl el <1 =S < 1 ademés por 1
,(1 h )l 1 ( Y MRV omas por
propiedad

la+b+¢* < 3(a? + b + c?) tenemos:
Y~ Y- Y — Yj-1
/;‘Mz dedy = /,_;, U (Ti-1, Yj-1) (1 - -—-h—J-—I) +u(Zi-1,95) (—‘—h'l*'—-

L b ‘3)
e a() +u (@ y) | o
j: 1 a(t) fz‘—x a(t)

/3 {lu g
.

2
dzdy

_ YT ¥ia
h

2y ~Yi-1

IA

2
+ |u (Zi-1, Y
t

2
dxdy
f;q a'zé) }

= [ 3{lur )l +lu s, 1) + (o) dndy

fx‘«-—l a(t)

o+ Ju (23, 9)I°

fz1.~1 a(t)

= 3%2' {Iu @iy 95-1)|” + o (2o, )+ [ (2, yf)‘z}

ademas

f |of? dady
T

J

_(f_—_’;_m_-_l)_) + u (2;,y5) ((x :1—1))

(%1, Y5-1) (1 - 3-/—:}-?51) + v (zi-1, ;) (________(y —;:"J"“l)..

dzdy

Y— Y-
> /[ (fu(xi—x,y; ll' e H“(m“"’y")}z : b .
9 2
e "}jf-l)] + Ju ey ﬁ——i,f;—"—li )dmdy
seaminfjs - =y [ g} =, atones

fT o dzdy > d; fT (1 (@it 30 + [0 (@i 1) + [ (@i,95)[7) dady
de donde obtenemos:
h? 1
0} (lu @ity 95-0) P + [ (@0, 35)° + (@ )[) < % /T |o|? dzdy
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Por tanto

IN

2
Llu{%:vdy 3% {Iu (03,-_1,:9‘;‘—1)12 + |u(ziy, ?Ij)‘z + Ju (zs, 'yj)l2}

2 1 2
‘[I’Iu[ dzdy 3(dj/T]v| da:dy)
2 2
/T{ul dedy < C'/Tlv} dzdy

> /T]ulzdxdy < CY /T|v12dmdy

TeC), TeCy

Liuﬁdmdy < C/ﬂlvl“2

En triangulos como el de la fig. V.2.1.b se obtiene la misma estimacién. Las
desigualdades anteriores prueban:

IA

lulfy = [ wdody+ fuf},
¢ [ b+ (g)zmih
(C + (g)g) ol g (V.2.1.23)

Sea 6 (o, ) =C + (5)2 De (V.2.1.21) y (V.2.1.23) obtenemos

IN

IA

1
By (u,0) > -‘;-uvn? > 9 e

2 9= Hvllm (m ““"1,1;)

By (u,v) > (m) ol q (““U;,h)

Este teorema nos permite asegurar que existe solucién dnica en Sy (ver IL7)

V.2.2 Definiremos para u € H- (Q) , sea dju la Sy interpolante de u definida por:

{ dpu € 51,},,

dyu(P)=u(P) Vnodo P de G, (V22.1)

V.2.3 TEOREMA

Existe una constante C = C (o, 3), dependiendo de a y S, pero independiente de
u 'y h tal que
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[lu— dhullu, < C(a,ﬁl)hML’ﬂ Yu e HE ) ,0<h<1
Demostracién:

Sea T' € C, y Ry el rectingulo mds pequefio conteniendo 7. Sea T y I%T la imagen
deT y RT sobre la aplicacién ( 1V.2.1.2). Sea u €H (Q) <= u €H' (1) tal que
a(z) %, o & cH! (1) .Por el teorema de interpolacién (ver IL11):

¥ —dyul -Rl]Z[ . i=01
iRr ~ | 2Ry
CASOIL:
Y—dyy | = / o — dyu d:L'dJ-—/ u — dyuf® (’y)dd
0,Rr Rr a(z,v)
P pr—— 2 —
= /R ] lu ~ dpul ada:dy
> —1-/ | — dyul* dedy = —1~]u—-d ul
Z 6 Rr h ﬁ B0, Ry
fu — druly g, < Bl — dru] (V.231)
O,Rr
CASO I
~ 2
o ~ u d;,u 6 (ﬂ - d},‘a) ~ o~
!u-d;,u . = /N — 2Ll ldzdYy
LRy Rr 0 Y

I
-

ez oy 2(%,3)
du— d,,u)) (g@_é;ﬂ@)] Liady

Ll e 258

8 (u — dpu) 11 (0(u—dw))’
“L,.(T)” F (““‘é‘r) dedy
min 1

. 2
I,ET -— (a? B) Iu - dh’U,I lvRT (v.2~3-2)
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Asi como en (V.1.2.1) se cumple para Ry
~2
i, =lullg, (V.23.3)

Ademss
TCRr  entonces ju—dyul; < |u—dyu|; =0,

~ 12
lu ——dhulf’T < Cayle, B)ju—dpu -
LT
hl:? ~12 h’% 2
< Cif(e,p) pzf !uLR =0 (a,ﬁ)?}luk e (V.234)
Ry Rr

De (V.2.3.4) — (V.2.3.3) obtenemos:
R2.
lu —dypul;» < C(e, ) ‘“?1 lulLRT i=0,1
: ’ [ >
Ry
Sea R% y Ry el que se obtiene por la aplicacion (IV.2.1.2)

P )= AT ) =y 5 (o) = T () = e

T 2 ds Ty o~ x
_15/ — < =L entonces = <7 (z;) < =
B=h als)” @ B a

T2 o~ ]
— <z < -
— ST (zg) < 3

% S/:zbié—) g%— entonces —
entonces — (% — 2) <F (z1)- 7 (z) < L - 2
Supongamos que x; > z; entonces < — % <% — 2 entonces 15 (z1) - i(a:;,)t >
(3-%2)
9 _
~ IRY T, T z z %
(5 (o) - 3)’ > (-51 - f) - (-ﬁ) +(2) aan
_ T 2 Ty ﬂxz
- (E) +EB("&“‘2 )
T 2 Ty Lo 2 LS 2212y
> (‘3) + @ (182 2:1,’1) (—5) (,—6;) Iz
2
( (@) - 5)’ > (—5 _ ‘a’)



mediante esta estimacion obtenemos:

o= (Fe o) + ([ )

. 2
> (—“—’B‘-——%) + (o — )
.0;z = % (z1 - m2)2 +(y — 3:’2)2
Ademss

1
Si — > 1 entonces p? > (z; — -"32)2 +{- y2)2 2 P%i’r
Rr

B
Si1>-1—entoncesp2 >}-($1“£2)2+}”(91*y2)2>}“t"2
B i P 7 I

En conclusion

p. > min(l,l)pg:r VT € Gy
Ry ﬁ
igualmente que en el metodo I obtenemos:

h, < max(—l-,l) hay, VT €Ch
Ry o

tenemos:

lu—dwul?, = /ﬂ (u—dpu)dady+ 3 /T \grad (u — dyu)|? dedy

TeCh
= Y lu—duulor+ Y |u—dnulip
TeC, TeC,,
= ¥ [u-dafly+u- dial} 1]
TeCy,
[ 2 A2,
< ¥ (0 lony) + | CEE lulg,
TeC;, Rr ’ P~ ’
! Rr
[ A,
< Y | (ul} g, + OB fuf?
TEC, Rr p;‘:r ’

L
N

IA

C? TGZCh lulz [(’““x G l) e )4 \1 ¥ (min (%,1 1) pnT)z)}
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ademas

hnrz\/ih
_hk
y ¢4
A
h
\ /
(Y30 (%3,¥5-1)
“«—  —
*
Por tanto g, V2.3 X
2 2 1 4 1
lu=dwilly < Ci(@) X luf g, (max (2,1) V2H) (14—
2 o (0
2
<

Ci(a) T%; g, (mm( e ’1>)4 (4 (min (%,1)) h4+16h2)

< Glafh lulg
<

Jlu - dhuul,h C(e,f)h '“IL,Q

V.2.4 PROYECCION
Para algin u € H} () definiremos P, (u) por

Ph’ll € Sl,h
{ By (Puu,v) = By (u,9) Vv €Sy (V.24.1)

Claramente P, (u) es la proyeccién sobre S; 5, esta proyeccién es uniformemente
acotada en h; de (V.2.1.11) y (V.2.1.1) tenemos

Pl <5@B™ s |By(Bu)| <Claf) Vue H®)
’l)€52,;,

lofl o =1
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Para u solucién de(IV.1.1) y uy, la solucién de (V.2.1) tenemos para algin X € S,
flu— “h”1,h = ||lu— Ph“”l,h =l(uw—X)~ Pp(u~ X)“l,h
<[ +C(eB)llu— Xl

Entonces hemos probado que existe una constante C' = C (o, 3) tal que
Ju=tunllp < (14 C s B~ Xl (V.242)

V.2.5 TEOREMA
Para f €L?(0), sea u la solucién a (IV.1.1) y sea u, la solucién de (V.2.1.1).
Entonces existe una constante C = C (a, 3) tal que

lu—uallyp < Ch|flloe  0<h<1

Demostracién:
Como consecuencia de (V.2.4.2),(V.2.3) y (IV.2.1) obtenemos:

| fJu "“hua,h <C ng{h ffu — X”l,h = Cllu'-dnulh,h < Ch lu!L,ﬂ < Ch ”’““L,Q <
Ch|flloq

V.3 METODO III
V.3.1 TRIANGULIZACION

Utilizaremos triangulizacién con tridngulos ordinarios. Para 0 < h < 1, sea Cj,
la triangulizacién de €2 por tridngulos ordinarios de diametro < h y supongamos
que {Ch}oonc, satisfacen las siguientes desigualdades:

% <o VT € Cy{(condicién angular minima) (V.3.1.1)
h . .
o <v VT € Cj(condicién casi uniforme) (V.3.1.2)
Donde
Cy = {T € QT tridngulo ordinario y dimT < h} , hy y pr definidos como en el
método L.

Sean P, Py, ..., Py, los nodos de Cy, y ¥; son las funciones bésicas lineales a trozos

asociados con el nodo P; = (z;,4;); 7= 1,2,...,ms. Los ¥; son lineales a trozos
respecto a Ch,.

W; (Pi) = 6y (V.3.1.3)
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1 sii=j
v (g)_{ 0 siiti (V.3.1.4)

Para cada j € {1,2,...,m} sea

¢ dt ‘
V}' =L {‘I’J (‘T.’ y) a\pj (CL’, y)/ Ma@j (m? y) (II - yj)} (V'315)
z; a(t)
Para el espacio de aproximaciones de funciones elejimos:
mp,
Sp = {v Q- Rv=) v,v,€V;,v=0en BQ} (V.3.1.6)
i=1

Ademés Sy, CH} () .La aproximacion uy, a u se define por:

Uy € Sk :
(V.3.L7)
B (up,v) = [, fodady, Vv € Sy

B(u,v) = /Q agradu.gradvdzdy ¥u € Sy, satisface la condicién del inf-sup por lo
que existe solucién tinica en Sj.

Demostraremos que u €H” () puede aproximarse por una combinacién lineal de
1, f:} ;‘%,y —y; en S;.Donde para j € {1,2,...,ms}, S; es el elemento finito estrella
asociado con el nodo F;.

TeC),

PEeT
Sea R; un rectdngulo pequefio con lados paralelos a los ejes conteniendo S; y sea Jj
tres vértices especificos de R;, incluyendo todos los vértices que residen en 9Q.Para
cualquier « €H” (R;) definimos el espacio £ {1, f;; ;’%,y - yj} interpolante de u
asociado con P; por:

{ dipu(zy) = a+pf; H+oW—y)

(V.3.1.9)
djqu(P) = u(P) VPelJ
V.3.2 Teorema
Existe una constante C = C (e, () tal que
h2
lu —djpul; 5. < C(a, B) fi lulp g, Vi=0,1 (vV.3.2.1)
Ry

Vi=1,2..,myYu e H* (Q);0<h <1
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Demostracion:

i) S CR;j— fu— di,h'“l@,sj <lu-— dj,hule:,R,-

ii) Sea j € {1,2,...,mp} y u € H" () con P; asociado al elemento estrella S; y el
rectingulo R, ademds g'j y .ﬁj son las imagenes de la aplicacién(IV.2.1.2) de S; y
R;. ﬁ, es también un rectangulo.

y N
Ri ¥
T
¥;
|

x\/

Xj

fa.¥82

dipu(z,y) = (dzioF)(z,y)
(d=8) E(2),7))
d

il

i

es decir d~ € L{1,%,J} ademés sea P € P; y F (p) = 7 entonces

VP € Jj ,en conclusién d=5i es el polinomio interpolante de 1 .
d5i(P) = (duoF~) @)

(@) (F~ )
= (djpu) (p)
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= u(P)
dip) = u(F @) =a(r)

iii)Por el teorema de interpolacién :

h2
[ ~d5il < u% 1i=0,1 (V.3.2.2)
~ 2
— De
}utZ,Rj Rj lof= 2! ul \
~ 2
§u|2ﬁj =luf} 5. (V.32.3)
De (V.3.2.2) — (V.3.2.3) obtenemos:
!u - d"huL.’RJ‘ < Glu l “d;hu zﬁj
hz
lu — dl’?"'é,}g < Cle, ,6) ! ul,, ri=01. (V.324)
Rj
Como en (IV.3.2.5) tenemos:
P >min(l —l-)p (V.3.2.5)
Ej z , ﬂ R; i WA
1
h. <max (-, 1) ha, (V3.26)
B a

entonces |u — djpul; p, < C {0, ) 5 —-1 iu!L & =0,

V.3.3 Lema

Sea {Ch}ocnc; una familia de triangulizaciones satisfaciendo la minima condicién
angular (V.3.1.1). Sea Py, Py,..., P, los nodos de Cj, y sea S; el elemento finito
estrella asociado con F; entonces podemos particionar el conjunto {Py, Py, ... , Py, }
de nodos en un nimero finito de conjuntos disjuntos I3, I, ..., I; con [ dependiente

de o pero independiente de h, tal que P, P; € Ii; i # j entonces §.~ n g‘j:
¢ (Si denota el interior deS,-) .

Demostracién:
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i) Unnodo P, tiene un nimero finito de arcos P,P;, ,definimos Q; = {P,, : k = 1,

2, ...,7%} son vecinos de P;,con ; < -y donde -y depende de o pero es indepen-
diente de i y h.

ii) Sea P, € I y sea el nodo de indice mds pequeno P, en {P1, Paycc, P } \

({P}uU@)tal que s # 1,entonces es claro que S N S ¢ , nuevamente
tomamos el nodo de indice mds pequefio m # s # 1 en {PI,P,;, y P P\

({P}UQU{P}uUQ,)tal que P, € I; entonces es claro que §1 0 Sp=
® y S, N S,= P asi sucesivamente hasta que el conjunto {Py, Py.., P, } \
{PAIUQU{P}UQ,U ....)este vacio.

iii) Construimos I, haciendo lo mismo que antes, para ello consideramos
el conjunto {P;, P, ..., Py, } \ I1. De la minima condicién angular y de la
construccion de Iy, un nodo de I, tiene a lo mas y — 1 arcos. De esta manera
construimos I.

El algoritmo se detiene a lo més en -y pasos.

V.3.4 Teorema

Existe una constante C = C(«, §,v,0) dependiendo de a, 3, v, ¢ pero independi-
ente de b, tal que

< Chlul,q Yu e HE(),0<h<1 (V.34.1)

1.9

™y,
u— 3 ¥idjpu
i=1

Demostracién:
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Sea u €H" (Q) y sea I1, I, ..., I; particién de los nodos de Cj, d(ver V.3.1)
AFIRMACION: Sop¥; = S;
donde S; :TLé%jh y Sop¥; = {z/¥; (z) # 0}

PjET
(=) P € Sop¥; entonces 3B, (P) /B, (P) N {z/¥; (z) £ 0} # @

entonces P € S;

()P e S;entonces T €C, / PETy P €T

— entonces suceden dos casos
17" caso:Si P = P; entonces ¥; (P) # 0 — P € Sop¥;

2% caso:Si P # P; entonces como T es un conjunto cerrado entonces 3B, (P) tal

que B, (P)NT # ®,ademds

{z/¥{x) #0} T
entonces B, (P)N{z/¥;(z) #0} C B.(P)nT

entonces B, (P) N {z/¥; (z) # 0} # @

Por tanto P € Sop¥;,utilizando la siguiente propiedad :

las + ag + a3 + ... + @y Sl(af+ag+a§+...+aff)

demostraremos la desigualdad:

2 2

M,
U Z ‘Iljdj,hu

i=1

my
= Y U (u—d;pu)
i1

1,0 1,0

{ 2

= ) ¥(u—dip)

k=1jel;,

1L,a
2

= E ‘Pj (‘U, -~ dj’;{a) + ..+ E ‘}?j (U - dj,hu)

jeh jeh

|

Y

FAN

Y ¥ (u—djpu)

j€h

+ .t
190

Y U (u—djpu)

j€h

2
l,ﬂ)
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2 2
‘S l Z \I/j ('u - dj,hu) + ..+ Z ‘I’j (u - dj,ku)
je€n 19 i€l 1,0
{ 2
= 1) |3 ¥ (u—djpu)
k=1 13l 10
i 2
= 1 Ef Z Da (E ‘I’j (u~dj‘hu))
k=179 o= jely

Por tanto

1 2

sz}j{[n

1.0 k=1

mp,
u— E \dej,hu

i=1

9
5{; }E;k ‘I‘j (’ll» - dj,hu))

+L 5% (’é;k ‘I’j (’U - dj,;,u))

- zg L Y |grad (¥; (u - d;pu))|? dody

j€h

T

I
=1 /g 3 lgrad (¥;) (u — djpu) + Ugrad (u ~ djpu)[* dady

k=1j€l

M,
= ] /ﬂ 21 lgrad (¥;) (u — djpu) + ¥;grad (u - d]-’hu)]“’ dzdy
]:.:

mp
= _/;. Z lgrad (‘I‘]) (’"‘ - dj,hu) + \I’,gmd (u — dj,hu)lz dxdy

3 g=1

< 2y, [ (lgrad (85) (- dypm) +)

i=1

Wgrad (u — d;pu)l) dedy

(V.3.42)
De las condiciones (V.3.1.1),(V.3.1.4) obtenemos las cotas:

1
Gl <1y |graddy| € —— < ——< 22
minpr ~ minhr ~ h
Fjer P;eT

Reemplazando este resultado en (V.3.4.2) se obtiene
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2

[u — d; pu|” dzdy
SJ

Mg
- Z ‘Iljdj,hu
=1

<2lZ{

1,0 peT

+ ./s y \grad (u — d;pu)|” dzdy } (V.34.3)

Ahora utilizamos el resultado de (V.3.2) en (V.3.4.3)

2

ma
u— Y Uid;pu
=1

min p

1,Q P;eT

< 21C (a, B) Z { i + P, }|u| LR, (V.3.4.4)
Phy

Asi mismo de las condiciones (V.3.1.3) y (V.3.1.4) las siguientes estimaciones son
obvias:

hr h
< » < > > —>
h,RJ 2 Igg)qg hy <2h yPR; mm or glg% o o

acotando en (V.3.4.4) se obtiene

2
mp, mp

u— Y Uidipul < C (o, B00)R% Y |u|i’Rj (V.3.4.5)
=1 K9] i=1

Ademads se cumple la siguiente estimacion:

mp,
S lulig <X Nelulp (V.3.4.6)
=1

TEC),

donde Nrp es el niimero de rectangulos R; tal que T'N R; # ®. Ahora mostraremos
que debajo las suposiciones (V.3.1.3) y (V.3.1.4) los mimeros Nr estdn acotados
independientemente de h para todo T' € Cj,. Si TN R; # & entonces P; dentro
del disco cerrado D de radio (\/— + 1) h centrado en el centro de T' .Estimaremos
el numero de nodos localizados dentro de D, pnmero estimaremos el numero N de
triangulos K que estan en el interior del disco D’ de radio (\/_ + 2) h. Ademas de
(V.3.1.3) y (V.3.1.4) obtenemos

wh? hg(

2
Pk
Tig? STger STy Sarea(K)

tenemos la estimacion
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7\7:};—; <Y area(K) < area (D') =7 (\/§ + 2)2 h?
KcD'

Disco D’ de radio (\/5. +2)h

g, Y34

por tanto
N < #%? (2 + \/5)2

Sea N; el nimero de nodos contenidos en el disco D y sea Ny el nimero de nodos
contenidos en el disco D' , ambos cumplen:

Nr <N <N,

utilizando induccidon matematica se demuestra que

N, <3N (V.34.7)

por tanto
Nr <3N < 12%0% (24 v2)' VT € Gy, 0<h<1

finalmente combinando (V.3.4.5) — (V.3.4.7) obtenemos

2

mp
Uu— E \Iljdj,hu

2
S Cc (a,ﬁ,v, U) hz IulL,ﬂ
=1

1,Q
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V.3.5 Teorema

Para f e L*(1), sea u la solucion de (IV.1.1) y sea uj la solucion de (V.3.1.7).
Entonces existe una constante C = C (q, 3,0, v) tal que

le—unllyq < Chlfllyg  0<h<1

Demostracion:
De V.1.4.2 (ver V.1.4) tenemos

— < i -
flu uh“m <GCs Xuel.g,. flu X“m

Ademss u, € S, y u €H] (Q) NHE () entonces % W;d; pu €HJ () pues J; con-
=1

tiene todo vértice de R; que esta en 89

el = Co jaf fu=Xlyg

™My
= 03 U~ Z ‘I’jdj,h'u

3=1 10

< Gylu- Zh Vidjpu
i=1 1.0
< Cle,Byv,0)hlulyg
< Clafv,0) k|l g
< Cla,B,v,0)h||flloq

llu~ uh“l,ﬂ
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