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RESUMEN

CURVAS PLANAS

FRANK COLLANTES SANCHEZ

ENERO 2010
Orientador: Dr. Agripino Garcia Armas.
Titulo obtenido: Licenciado en Matematicas

Hacemos un estudio del anillo de las series de potencias formales, para luego definir las curva
algebroide plana, Demostramos el teorema de Newton-Puiseux que da como resultados la
parametrizacion de una curva plana.

Finalmente estudiamos la resolucién de singularidades de una curva plana, usando las
transformaciones cuadraticas u explosiones.

PALABRAS CLAVES: ANILLO DE SERIES DE POTENCIAS

INDICE DE INTERSECCION DE UNA CURVA PLANA
TRANSFORMACIONES CUADRATICAS

RESOLUCION DE SINGULARIDADES



ABSTRACT

PLANES CURVES

FRANK COLLANTES SANCHEZ

JANUARY 2010

We study formality power series ring, after that we are defining plane algebroid curves. We
prove of Newton-Puiseux Theorem who us allow to work whith
curve planes parametrics.

Finished we can to study the resolution of singularity of plane algebroid curves by a finite
number of quadratic transformations.

KEY WORDS: RING OF POWER SERIES
INTERSECTION NUMBER OF ALGEBROID CURVES
THE QUADRATIC TRANSFORMATIONS

RESOLUTION OF SINGULARITY



INTRODUCCI ON

El objetivo de este trabajo es exponer algunos resulta@kisds sobre la teo-
ria de las curvas planas irreducibles que posteriormente sirvan para desarrollar
investigacbn sobre la teda de de singularidades de curvas algebroides planas ya
sea representadas en forma de Weierstrass o en su forma parametrizada.

Nuestro interes por el tema tuvo sus inicios en un minicurso dado en julio del
2000 por el profesor Abramo Hefez, donde se abordaron muchos de los puntos
tratados en esta tesis.

En el primer cafiulo desarrollamos el anillo de las series de potencias for-
males, estudiamos los homomorfismmos y damos las condiciones para tener un
automorfismo. Luego terminamos demostrando un teoreasicol conocido co-
mo el lema de Hensel.

El en cafitulo dos demostramos un resultado probado por Stickelbergel en
1887 que nos servira para demostrar el teorema prepardeiWeierstrass.

En el cafitulo tres estudiamos las curvas algebroides planas y demostramos un
teorema dsico, el teorema de Newton-Puiseux, cuya consecuencia nos permite
escribir una curva algebroide plana en su forma pateoa.Finalizamos este ca-
pitulo probando el lema de la unitangente, que es un resultadialen la teoria
de las curvas planas.

En el cajtulo cuatro estudiamos algunos resultados algébra lineal que
servitan para darle un caracter formal a la definicde elindice de intersecon
de curvas planas, luego damos algunos resultados que nos permiten hallar numeri-
camente eindice de intersecon.

En el cafitulo cinco exponemos las transformaciones catcis o explo-
siones gue sirven para desingularizar una curva algebroide planas.



Capitulo 1
SERIES DE POTENCIAS

En este cajpulo introducimos los anillos de series de potencias y estudiaremos
algunas de sus propiedadésitas.

1.1. Anillo de Series de Potencias

Sea K un cuerpoy X;,Xs,..., X, indeterminadas sobrdl. Denotamos
por
S = K[[X1, X, ..., X/]],

el conjunto de las sumas formales de tipo,

fZZHZPo+P1+P2~--,

=0
donde cadaP; es un polinomio homogeneo de gradp en las indeterminadas
X1,Xs,..., X, con coeficientes ens.

Seanf=F+P +P+--- Yy g=Qp+Q+ Q>+ -- elementos deS,
tenemos por definibin

f=g9g <= P=Q;,Vi=1,2....

Se define enS' las siguientes operaciones :

(e 9]

f+9:Z(Pz‘+Qi)

1=0

fg= Zziji—j-

i=0 j=0



Definicion 1.1 El conjunto S con las operadn de adicbn y de producto sera
llamadoel anillo de las series de potencias formales enindeterminadas y con
coeficientes enk.

Se observa que este anillo es conmutativo y tiene elemento unidad, ademas
este anillo posee al cuerp@@ y a los anillos de polibmios K[X;, ... X,], como
stbanillos.

Los elementos d&5, pueden ser tamén representados de la forma

o0
- i1 i i
f B Z Z Qiy ig,..., iV‘Xl X2 ceexr

i=0 i1-Figt-tip=i
cona;, i, ... € K

Si K es el cuerpoR de los rumeros reales o el cuerp@ de lo rimeros
complejos, podemos consideraribanillo A = K{X;,..., X,.} de S, formado
por las series absolutamente convergentes en una vecindad del(ounto, 0).
En otras palabrasA es formados por las series

00
ir

- i1 12
f B Z Z Qi ig,..., ir»Xl X2 R

1=0 41+22++ir=t

tal que existe unimero positivop, para la cual es convergente la serie

oo
f - Z Z |ai17i27~--,i7*

=0 iy ig+--tir=i

11+io+- -+

p

Veremos en la @xima proposidn, como determinar los elementos inverti-
bles des.

PROPOSICION 1.2 El elementof = B+ P, +--- en S esinvertible, si solo
Si, =) 7é 0.

Demostracbn. Supongamos qug sea invertibley seaf ' = Qo + Q1 + - - -,
elinverso def en S. Entonces

1= ff"'=PQo+ (PiQo+ PoQ1) + -, (1.1)
luego FyQy =1 y portanto P, # 0.

Redprocamente, siP, # 0, sigue que el invers¢ ' = Qo+ Q1 + -+,
de f, satisface la ecuamn 1.1 y puedes ser efécamente determinada por las
relaciones:



POQO - 17
PiQo+ Py =0,

PnQO—i_Pnlel+"'+P1anl+P0Qn:07
que tambien nos da lasrimulas recurrentes abajo, para calcula)gs por tanto
f—l

QO - Pala

Q1 = —P1P, ' Qo,

Qn = _PO_l(PnQO +Pa@Qr -+ PlQ”_l)'

Definicion 1.3 Sea f = P, + P,.1 +--- € S\ {0}, donde cadaP;, es un
polinomio homogeneo de gradp y P, # 0. El polinomio homogeneoP, es
llamado la forma inicial de f. Al nUmero enteron es llamamado la directo de
f, y denotado porn = dir(f). Si f =0, ponemos dirf) = cc.

De acuerdo con la propositi 1.2, se tiene qug € S es invertible si e sola-
mente si, diff) = 0.

La directo de las series de potencias, mantienen las siguientes propiedades:
PROPOSICION 1.4 Seanf, g € S. Se tiene que:

1. dir(fg) = dir(f) + dir(g).

2. dir(f £ ¢g) > min{dir(f),dir(¢g)}, con igualdad ocurriendo siempre que
dir(f) # dir(g).

Demostracbn. Sea f = P, + Ppy1+- Y g = Q, + Qne1 + -+ cON
dir(f) =m y dir(g) = n.

1. Tenemosquefg = P, Q.+ Pri1@n+ - -+, donde grdP,,Q,) = m+n,
sigue por defini@n de la directo que

dir(fg) = m +n = dir(f) + dir(g).



2. Tenemos que
frg=(Pn+Pny1+-)E(Qn+Qupa+---).
Si m =n, entonces diif + ¢) > min{m,n}.
Si m # n, entonces diif £+ g) = min{m,n}.
O
La nocbn de la directo d¢f para las series de potencias desé@apen papel
semejante a la no@n del grado de un polinomio.

PROPOSICION 1.5 El anillo S es un dominio de integridad.
Demostracbn. Si f,g € S\ {0} entonces por proposim 1.4 tenemos que
dir(fg) = dir(f) +dir(g) < oo

y por tanto fg # 0.
O

Denotamos poM s = (X, Xs, ..., X,) elideal generado pox;, Xs, ..., X,
PROPOSICION 1.6 Elideal Mg es el(nico ideal naximal de S y es tal que
(M5 = (0)

€N
Demostracbn. SeaU un ideal deS, tal que
./\/ls g_ UcCS.

Entonces existef € U, tal que f ¢ Mg. Sigue que f es invertible, luego
ff~'=1¢€ U, concluyendo quel/ = S. Consecuentemente la primera afirma-
cion es verdadera.

Para terminar la prueba, observe que si
f e\ Ms,
€N
entoncesf € MY para cadai € N, luego si
f=P+Pi+ 4P+,
donde losP;, i € N es un polinomio homogeneo de gradosigue que
Po+P+- €M, <= Ph=P=...=P;_ ;=0

lo que termina el resultado.



1.2. Sustituciones en Series de Potencias

Denotaremos pof' al anillo K[[X;, ..., X,]] ypor R alanillo K[[Y;,..., Y]]
Sus respectivos ideales maximales seran denotadod pory Mp.

Sea ®: R — S un homeomorfismos d&-algebras. Luego la restriéri
de & al anillo de polinomiosK|[Yy,...,Y,| estambien un homeomorfismos de
K-algebras y por tanto es totalmente determinado por los valores

g =), i=1,...,s,
de modo que siP(Y;,...,Y;) € K[Y;,...,Ys], entonces
B(P(Yi,....Y) = Plgi,....g,).

Para estudiar los homeomorfismos d& en S somos entonces llevados a
estudiar el problema de sustituir en una serie arbitrdr@a R, las indeterminadas
Yi,..., Y, por series de potenciag;,...,gs € S. En particular, es siempre
posible subtituir algunos de Ik, ..., Y, por 0. Mas en general no siempre es
posible efectuar esta subtitaai, pues el resultado no siempre puede estar definido
en S. Por ejemplo, si

f(X)=1+X+X*+--- € K[[X]],
¢ Quien seriaf(1) ?.
Mas generalmente, dadag, ... g, € S, tal que
9i(0) = c € K\ {0}
para alguni. Entonces tomando

fV . Y =14 Yt e Y24

()

sigue que f(g1,...,9s) no esta definido como elemento depues caso con-
trario,
f(gl,---,gs)(O,...,O) =1+1+---€8,

lo que es una contradia@n.

Entretanto veremos en adelante que es siempre posible sustituir las indetermi-
nadasYi,...,Y, por series de potenciag, ..., gs € Mg, en cualquierf € R,
obteniendo una serie de potencias

f(gl--'gs)es

Para formalizar este tipo de oper@tj vamos a desenvolver algunos requisitos.

6



Definicion 1.7 Seai un nimero natural dado yf, h € R, se define
f = hmodM}, <= f—h e Mp,

y se leef es congruente ah moddulo M.

Una formulacbn equivalente a la de arriba es la siguiente:

f = hmodMy, <= dir(f —h) >i.

Se verifica &cilmente que acabamos de definir una rélaae equivalencia
en R, cuyas propiedades relacionamos en el resultado que sigue.

PROPOSICION 1.8 Seanf, h, hy, ha, f1, fo, f3, ..., elementosd&y seay, .. ., gs
elementos dé ¢

1. Sifi 2 fomodMY, y hy = hymodMY,, entonces

f1 + hl = f2 + hngdMi%, y flhl = fghngdMiz.

2. Si,VN >0, 3i > N tal que f = hmodM?, entoncesf = h.

3. Si fi y f» son polinomios, entonces
fl = meOdME - fl(glv s 798) = fQ(gla cee 7gs)m0d/\/lf5"

4. Se paratodoi € N, se tiene quef;.; = f;modMi,, entonces existe un
anico f € R tal que

f= fimodM,, Vi=1,2,...

Demostracbn. Supongamos quef, h, hy, ha, f1, f2, f3,..., €lementos deR y
seag,...,gs elementos deMg.

1. Si f; & fomodMi, y hy = homodM%, entoncesf, — f, € M, y
hy — hy € Mb, luego (f; £ hy) — (fe & ho) € MY, por tanto

fi £ h = fy + homodM,.

Por otro ladoh, (f1— f2) € Mb y fo(hi—hy) € MY, sigue fihy— fohsy €
i, consecuentemente

f1h1 = fgthOdMZR.
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2. Sea f = hmodM’, paratodoi > 0, sigue f —h € MY, Vi, luego
f—h€en My Porlaproposién 1.6 f —h =0 y consecuentemente

f=h.

3. Si f esunpolinomioyg,...gs € Mg, es claro quef(gi,...,gs) € S.
La condicbn f; = fy;modM?, significa que

fi—fo=PFP+- -+ Py

donde cadaP; es un polinomio de gradg. Sigue entonces que
filg, - 095) = f2(g1, -+, 9s) = Pigrs -+, 9s) + -+ Palgr, - -+, gs)-
Como la difg;) > 1,..., dir(gs) > 1, sigue que
dir(P;(g1,--..95) = j =4,
y por tanto por la proposion 1.4
dir(fi(g1,-..,9s) — fo(g1,-..,9s)) > 1,

probando asi el resultado.

4. Paracada =1,2,... escribimosf;, = P,y + P,; +--- donde cadap, ;
es un polinomio homogeneo de grago

Como para toda se tiene que

fir1 & fymodM,

sigue que
P ;=PFPi1,;V75,0<j<i—1.
Definiendo
J=PotPi+ -+ P+,
sigue que

f = fimodM% Vi=1,2,...
Verificaremos quef eslnico.Suponga que € R seatal que

g2 fimodM,, Vi=1,2,...

Luego g = f; = fmodMyY, paratodo: = 1,2,... que por el item 2
termina queg = f.



PROPOSICION 1.9 Sean f,h € S, lafuncibn
d(f,h) = "D,
donde p es un imero real mayor que, es una ratrica en S.
Demostracbn. Sean f, h, g € S, verificaremos los tres itenes de la defiaiti
1. d(f,h) >0y d(f,h)=0,sisolosi, f=h.
En efecto, sip > 1, entonces) < (/l)) < 1, luego
1

)dil’(f—h) >0.
i

d(f, ) = p~ M1 —

Por otro lado

d(f.h) =0 < (%)dir(f_h) —0edif(f—h)=c0s f—h=0.

2. d(f,g9) =dl(g,[)
En efecto, sabemos que
dir(f — h) = dir(~(f — b)) = dir(h — f),

sigue que X X
dir(s— dir(n—
(=) (F=h) — (=) (h=1)
P P
Esto es

d(f,h) = d(h, f)

3. d(f,h) <d(f,g)+d(g,h).
En efecto, por la proposign 1.4 item 2. tenemos que

dir((f — g) + (g — k) > min{dir(f — g),dir(g — h)},
y supongamos que
min{dir(f — g),dir(g — h)} = dir(f — g).
Luego

d(f,h) = (;)dlr(fh) _ (;)dlr((fg)Jr(gh)) < (;)dlr(fg) — d(f,9)

Y

Yy por tanto
d(f,h) < d(f,g) +d(g,h).

9



Luego la proposidn esta demostrada.

Definicion 1.10 Para cada f € S, se definen los conjuntos

Vi(f) = B(f,p™") = {h € S/d(h, f) < p"'} = {f + My}, i €N
llamadosel sistema fundamental de vecindades ge
Observe que, estas vecindades definen una toopagas
PROPOSICION 1.11 El espacio ratrico S es completo.

Demostracbn. Verificaremos que toda sucési { f;} de Cauchy es convergente.
Sea M, una vecindad del origen e¥. Como {f;} es de cauchy, existe
N > 0, tal que parai > N, se tiene quef,.; — fi € M% luego fi,; =
fimodMz%, sigue que por la proposim 1.8 item 4 existef € S tal que
f = fimodMy, Vi > N.

Luego f — f; € MY que parai > N, y

1—00

Definicion 1.12 Diremos que A C S es un conjunto densai
VieS {f+MsInNA#D

paratodoi € N

La proposiodn 1.8 nos permite definir la operanicomposidn o subtituadn
de series de potencias. Veremos a seguir como proceder.

PROPOSICION 1.13 Dados g1,--.,9s € Mg, ydado f cualquiera en R,
es siempre posible subtituiyy, ..., Y, por ¢;,...gs en f.

10



Demostracbn. Sea f; un polinomio cualquiera e tal que
f = fimodM,

por ejemplo, el truncamiento d¢ hasta el gradoi — 1 cumple la condi@n
arriba.

Como .
firr = fmodM!
y ademas ' 4
M M, (1.2)
sigue que

fi+1 = fimOszé,
luego por la proposiéin 1.8 item 3,

fi-‘rl(gh s 798) = fi(glv cee 7gs)mOdMiS'

Poniendo
hi - fi(glv' .. 795) € 87

tenemos que
hi+1 = himOdA/ﬁg,

e por tanto por la proposimn 1.8 item 4, existe uanicoh € S tal que

Vamos ahora provar qué. independe de la eledn de los polinomiosf;.
Sean f] otros polinomios tal que

f = f/modM:,

y seah’ la serie construida de modo&aogo a h, es decirh, = f/(g1,...,gs).
Entonces '
fi = fimodMY,

y por tanto por la proposion 1.8 item 3
hi = fig1, -, 9s) = fi(gr, - -, gs)mOdMg

Por tanto para toda A
h = h; = h, = h’'modMy,

y consecuentemente, por la propositil.8 item 2, sigue qué = 7/'.

11



O

La serie de potencias dé. cuya existencia y unicidad acabamos de pro-
bar sea denotada porf(gs,...,9s) Yy sel llamado lacompuesta de f con

(917 s 795)'
A partir de las consideraciones arriba, tenemos el siguiente resultado:

PROPOSICION 1.14 Dados g, . . ., gs € Mg la aplicacion

Sorogs © K[[Y1,....Ys]] — K[[Xy,..., X{]]
f - Sgl 77777 gs(f):f(gla'”ages)

es un homeomorfismo de-algebras deR en .S. Re¢procamente, todo homeo-
morfismo dey-algebras deRk enS es de este tipo.

Mostraremos el lema y la proposici siguiente, que nos ser&ir en la sigui-
ente secd@n

LEMA115 SifeRY gi,...,9s € Mg, entonces

dir(Sg,,...0,(f)) = dir(f(g1,- -, g5)) = dir(f) min{dir(g;)}
Demostracbn. Sea f € R con diff) = m, y seag, € Mg tal que
1 < dir(gy) = n = min{dir(g,)}.
Entonces la forma inicial dg es
f(Xy,...,X,) = F,(Xy,..., X,)+polinomios homogeneos de grado mayor que m

donde . ‘
Fu(Xy,. X)) = > a i Xi X

Sigue que difS,,

= dir( Z Qi gt gr) > min{dir(¢i ... g Jiy 4 - + i = m}
114 Fir=m

= min{i,dir(¢gy) + - - - + ¢, dir(g,) /i1 + - - - + 4, = m} > mmin{dir(g;)}

lo que prueba el resultado.

12



PROPOSICION 1.16 EI homeomorfismds,, ., €s continuo.

7777 T

Demostracbn. De hecho, paraV;(S,,, ., (f)), una vecindad deS, ., (f)
existe una vecindad’;(f) tal que, sih € V;(f), sigueh € f + M, entonces

h = fmodM7,,
luego por la proposiéin 1.13y el lema 1.15 se tiene

W, 9:) = flgu, ..., g, )modMY,

portanto )
h/(gla- .. agr) € f(gl7' .. 791“) +M?‘S’

Consecuentement®(gi, ..., g,) € Vi(Sg,..0.(f)) Y Sg.... €S coONtinuo.

1.3. Automorfismos

En la secdn anterior , precisamente en la propasiciL.14, vimos que dado
un endomorfismo® de S, existeng,...,g, talque ® =5, .. Veremos
ahora que condiciones debemos imponer ados .., g, paraqued seja un
K-automorfismo.

Primero, observe que todg-automorfismo deS debe preservar la directo.
De hecho por el lema 1.15 sigue que pgr& S, que

dir(f) < dir(@(f)) < dir(@ " (®(f))) = dir(f), (1.3)
lo que prueba nuestra afirmani

Como ¢(X;) = g;, parai = 1,...,r, sigue entonces que (i) = 1,
paratodo: = 1,...,r. SeanLy,..., L, respectivamente las formas iniciales de
g1, --.,9r Que son los polinomios homogeneos de grdden X, ..., X,.

Supongamos que exista una retectle dependencia lineal sobfé no trivial,
CL1L1+"'+CL,«L7« = 0.

Luego tomando
f=aXi+ - +a X,

seguifa que

13



dir(Sg,,..g,(f)) > dir(f) =1,
lo que termina queS,, ., Nno es unk-automorfismo desS.

Consecuentemente, una conditinecesaria para que,, sea un K-
automorfismo deS es que las formas iniciales de lgs sean formas lineales
linealmente independiente sobre.

A fin de mostrar que las condiciones arriba son tambien suficientes, necesita-
mos del lema que sigue.

LEMA 1.17 Un subanillo A de S es denso ernfS, siy solamente si, para todo
polinomio homogene® € K[X;,...,X,|, existe un elemento eA cuyaforma
inicial es P.

Demostracbn. Suponga qued esdenso erns,yseaP € K[X;,...,X,] CS,
un polinomio de gradal. LuegoV n > d tal que

{P+MiNA—{P}#0.

Por tanto existef € Ay f— P € M%, sigue diff — P) > n > d.
Consecuentement® es la forma inicial def.

Redprocamente, seaf = F,, + F,,.1 +--- € S, con F,, polinomio
homogeneo de grado, sigue que

Jg=Fp+Gui1+--- €A, (1.4)
luego difg — f) > m + 1 sigue queg — f € M¥ "', consecuentemente
g€ f+ ML (1.5)
por tanto de 1.4y de 1.51 es denso erf.

O

Si L,,...,L, son formas lineales ert, linealmente independientes sobre
K, entoncesIl’ = Sy, .1, esun K-automorfismo deS.

De hecho, si

-----

Li:CLLle—l-"’—i-ai’,«Xr izl,...,T

Y si A esunamatriz(a; ;), entoncesI'"' = Sy, ., donde

.....

Mi:bi,1X1+"'+bi,rXr 1= sy

y (b;;) eslamatrizinversa déa; ;).

14



PROPOSICION 1.18 Sean gi,...,9- € S conformas linealesL,,...,L, y
linealmente independiente sob¥e. EntoncesS,, ., esun K-automorfimo de
S.

Demostracibn. Vamos inicialmente probar qu§,, ., esinyectora. Sea
0 f =Pt Purt-+

con P; polinomios homogeneos de gradoy P, # 0, entonces el@&rmino
inicial de Sy, ,.(f) es Si,....,.(P,). De hecho basta observar que ddtgno
elemento es no nulo, pues

..........

De esto sigue inmediatamente de 1.3 que

dir(Sy,,..q (f)) = dir(Sc,,...., (P,)) = dir(P,) = dir(f), (1.6)
provando la inyectividad de&,, .

Vamos ahora probar qus,, _, es sobreyectora. Para esto basta probar que
suimagenA = K|[g1,...,g.]] es cerraday densa ef.

Sea P € K[Xj,...,X,] un polinomio homogeneo cualquiera. Considere
Q = S;l LT(P) € S?

luego P = Si,...1,(Q) eslaforma inicial deS,,
dellema 1.17 implica qued es denso erf.

. (Q) € A, loque en vista

.....

Probaremos qued es cerrado ens. Seah € S tal que

h = Hmfl(gla ce 791”)7
donde f; € S debemos probar qué € A.

Por 1.6 y por el hecho de qu§,, ., esunhomeomorfismo, tenemos que

77777

dir(fi - f]) = dir(sm ,,,,, gr(fi) - Sgl ,,,,, gr (f])),

luego (f;) es una sucesn de Cauchy er5 y por tanto existef € S tal que
f = lim f,
Por la proposidn 1.16 sigue que

hZh/mfi(gl,...,gT):Sgl ~~~~~ gr<limfi)zsgl ~~~~~ w(f)EA‘
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1.4. Lema de Hensel

En esta secon establecemos un importante criterio de reducibilidadéoX ])[Y],
donde K esun cuerpoyX , Y son indeterminadas.

LEMA 1.19 Sean p y ¢ polinomios no constantes relativamente primos en
K[Y] de grados respectivamente y s. Dado un polinomio I’ en KI[Y],

de grado menor quer + s, existen dosinicos polinomiosg,h € K[Y] con
grd(h) < ryagrd(g) < s, tal que

F =gp+ hgq.

Demostracbn. Como p y ¢ son relativamente primos eK [Y], existen poli-
nomios ¢, € K[Y], talque 1 = ¢p + 1q, luego

F = Fop+ Fiq. a.7)
Para Fi) y p, por el algoritmo de la diviéin, existenp, h € K[Y] talque,

Fip=pp+h, (1.8)

congrdh) < grd(p) = .
Subtituyendo 1.8 en 1.7, tenemos que

F=(Fé+ pg)p+hqg=gp+ hg,

donde
9=Fo¢+pq.

ygrd(g) < s, pues grép) = ry
grd(g) + grd(p) = grd(gp) = grd(F" — hg) < méx{grd(F"), grd(hq)} <r+s.
Unicidad: Suponga que
gp+hg =g'p+Hq,
con grdh), grdh’) <r vy grd(g),grd(¢’) < s. Luego
(9—9)p= (N —h)q.

Comop y ¢ son relativamente primos, entonceslivide h'—h, porrazones
de grado, esto implica qu#’ — h = 0, que por su vez implica que — ¢’ = 0.

O
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TEOREMA 1.20 (LEMA DE HENSEL) Sea f un polinomio en K[[X]][Y]
monico, tal que f(0,Y) = p(Y)q(Y), donde p(Y) y ¢(Y) son coprimosy
no constantes enk[Y'| de grado respettamenter y s. Entonces existen dos
Unicos polinomiosy, h € K[[X]][Y] de grados respestamenter y s, tal que
f=gh, cong(0,Y)=p(Y) y h(0,Y) = q(Y).

Demostracbn. Sea f es nonico en K[[X]][Y], si n = grd, (f), entonces
n=grd(f(0,Y)) =r+s.

Escribimos
f=fY)+ XAT)+X2fo(Y) +--,
dondefy(Y) = f(0,Y) tiene gradon y cadaf;(Y),i > 1, es un polinomio en
K[Y] de grado menor que. Queremos determinar
9g(X,Y) =p(Y)+ X1 (V) + X2 (Y) +-- -,

y
h(X,Y)=q(Y)+ Xh(Y)+ X?h(Y) + -+,

donde losg;(Y')'s,7 > 1, tiene sus grados menores qug los h,;(Y)'s,i > 1,
tienen sus grados menores guéal que

f = gh. (1.9)
De 1.9 sigue, para > 1, que

fiY) =p(Y)hi(Y) + g1 (Y)hica (V) + - -+ + g:(Y)a(Y). (1.10)
Podemos ahora resolver la ecudarcil.10 en g;(Y) y h;(Y) recursivamente.
De hecho, supongamos que tengamos determinayy@$) y h,(Y) de grados
respedvamente menores que y r, paratodoj < i — 1, entonces de 1.10,
obtenemos

pPYV)hi(Y) +q(y)g;(Y) = fi(Y) = g1 (Y)hia (V) — -+ - — giea (V) (),
lo que en virtud del lema 1.19 puede ser resolvido de modoo en g;(Y) vy
h;(Y) de grados respdegamente menores que y .

O

De modo mas general mente, estableciendo una ordempaia los monomios
de S = K[[Xy,...,X,]], se puede demostrar el lema de Hensel para polinomios
en S[Y].

La demostradin que dimos arriba es constructiva pues es posible construir las
seriesg y h paso a paso.
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COROLARIO 1.21 Sea K un cuerpo algebraicamente cerradoy = u(X)
una unidad en K[[X]]. Si n es un entero positivo que no ediltiplo de la
caracteiistica de K, entonces existe un elemento invertiblele K[| X]| tal que
u ="

Demostracbn. Como u es invertible tenemos que(0) # 0. Definiendo
FIXY) =Y" —u(X) € K[[X]][Y],

tenemos que

n

F0,Y) =Y" —u(0) = [[(Y — ax),

=1
donde losa;, @ = 1,...,n son las raicesi-esimas dew(0) (todas distintas
por la hipbtesis sobre la caracteristica d& ). Por el lema de Hensel, existen
g1, g0 € K[[X][Y] talque g;(Y,0) =Y —a; y f=g1...0n

Como el grado def como polinomio enY es n, sigue que el grado de
cadag; enY esl,yportantog, =Y — @;(X), dondea;(0) = a; # 0. Como
g1(X,a1(X)) = 0, sigue quef(X,a:(X)) =0 yasi

u = (a(X))"™.

El resultado sigue tomando = a,(X).
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Capitulo 2
TEOREMA DE PREPARACI ON

En este caitulo continuaremos estudiando las propiedades algebraicas de los
anillos de series de potencias. El objetivo central de esteuba@s apresentar
el teorema de prepard@ci de Weierstrass, que consiste en preparar una serie de
potencias

[X)Y)=F,(X,)Y)+ Fu(X,Y)+-- F;(X,)Y)+--- € K[[X,Y]],

con directon y Fj;(X,Y) polinomios homogeneos de grado en una serie
polinomial de la forma

fXY) =YY"+ (X)Y" o+, (X)Y T 4+ a,(X),

donde losa;(z) € K[[X]].
Y muchas de sus aplicaciones las encontraremos en |élcapsubsigui-
entes.

2.1. Teorema de la Divishn

En lo que sigue continuaremos a denotar el anflg Xy, ..., X,]| por S.

Definicion 2.1 Diremos que f € S es regular de ordenn, con respecto a la
indeterminada X, si f(0,...,Xj,...,0) es exactamente divisible poX}". En
otras palabras, f es regular de ordenn, con respecto aX;, siescribiendo

f:Pn+Pn+1+"'+Pm+"'7
se tenga para algun:e K,

P,+---+P,= chm + terminos de grado menor en X;.

Diremos que f es regular en X; cuando f es regular con reladin a X,
de ordenn = dir(f). En este caso: ditf) =dir(f(0,...,X;,...,0)).
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El resultado siguiente es consecuencia directa de las definiciones.

LEMA 2.2 Dados f,g € S, entoncesfg es regular con reladn a X; de
una cierta orden, si solamente sf; y g son regulares con reladh a X;, de
determinadas ordenes.

Demostracbn. Sea f¢ regular con relaéin a X; de ordenm, sigue por defini-
cion que

X]mu(X]):fg(O,,XJ,,O):f(O,,X],,O)g(O,,X],,O),
donde u(X,) es unaunidad. Sea
[ =dir(f(0,...,X;,...,0)) y s =dir(g(0,...,X;,...,0))

, Sigue que
FO, X5, 0) = Xug (X)),

donde u;(X;) esunaunidady
g(O, ce ,Xj, ce 70) = X;Ug(Xj),

con uy(X;) unidad. Portantof y g son regulares con relaei a X; deordenes
[ y srespectivamente.

Redprocamente, supongamos qyfey ¢ sSean regulares con relaaia X;
deordenesl y s respedvamente, sigue por definam que

Xlup = £(0,...,X;,...,0),

dondeu; unidady
Xiuy =g(0,...,Xj,...,0),

con u, unidad. Sigue que
X]l.+‘9ufug = fg(0,...,X;,...,0),
por tantof ¢ es regular con relagnh a X, de orden! + s.
O
El teorema que sigue, probado por Stickelbergel en 1887, defampegapel
fundamental en la te@ de singularidades. Este teorema, inspirado en el Teorema

de Preparadin de Weierstrass de 1860, tiene como corolario@biorteorema de
preparadn.

Denotamos a seguir pa$’ el anillo K[[X1,..., X,_1]].
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TEOREMA 2.3 (TEOREMA DE LA DIVISI ON) Sea F € Mg C S, regu-
lar de orden m con respecto aX,. Dado cualquierG € S, existenQ € S' y
R € S'[X,] con grdy (R) < m, univocamente determinados pdr y G, tal
que

G =FQ+ R.

Demostracbn. EscribaG = ) ;- A, X/ como elemento de’[[X,]], y sea

m—1
R_l - Z AzX:,
1=0

Escriba F' en su descomposimi en componentes homogeneas:
F=F,+ - F,+F,1+ -
Seja
P=F,+ -+ F, =cX” + terminos en X, de grado < m, (2.1)
donde ¢ € K*. Tenemos entonces necesariamente,
1 <n<dir(P) <m.
Escriba H = G — R_, en su descomposim en componentes homogeneas:

G—Ry=H=Hy,+Hyt+-

Vamos a construir recursivamente polinomi@qs q:,---, Yy Ro, Ri,--- €en
K[Xy,...,X,], nonecesariamente homogeneos, con
grdy R; <m,

y tal que di(g;) <i y dir(R;) > 1+ 4, de tal modo que
G =FQ + R,

donde Q@ =g +q¢ +---, Yy R=R_1+ Ry+ Ry + ---. Estos polinomios
seran univocamente determinados fgory G, lo que probai el teorema.

Para H,, € S'[[X,]] y P € S'[[X,]] que tiene laforma 2.1, com € K*,

sigue por el algoritmo de la divisin que existe uanico ¢y = qo(X1,..., X,—1) €
S"y Ry tal que

Hy, = Pgy+ Ry
y
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grdy Ry = grdy (H,, — q@oP) < m.
Note para referencia futura que

=0, siH,,(0,...,0,X,) =0

%(0,...,0) = { £0, siHu(0,...,0,X,) #0 (2:2)

Es claro que dilg) > 0 y que difRy) > 1

Siendo el coeficiente lider de P en X, invertible, y viendo aP como
polinomioen K[ Xy, ..., X, 4]|[X,]|. ParaH,,.1 —qFns1 Y P porelalgoritmo
de la divisbn, existe urunico polinomiog; € K[Xy,..., X, 1][X,]y R;, talque

Hpyp1 — gl = P+ Ry

grdy Ry = grdy (Hpmt1 — @oFmser — 1 P) < m.

Es claro que diig;) > 1, pues caso contrario, la desigualdad arriba seria falsa. De
alli se tiene que diiR,) > 2.

Por el mismo argumento usado anteriormente, g&ya > — qoFrni2 — 1 Frng1
y P existe uninico polinomio ¢, € K[Xy,..., X, 1][X,] ¥ Rs, tal que

Hyppo — qoFmso — i Frp1 = Pgo + Ry

grdy Ry = grdy (Hims2 — qoFmi2 — (1 Fmg1 — @@P) <m.

Es claro que diig2) > 2, pues caso contrario la desigualdad arriba seria falsa.
De alli tenemos que diRR,) > 3. Asi, construimos las sucesioneg, ¢,... Y
Ry, Ry, ..., de modo que

H-Flgp+q+-)=Ry+ R +---,

y por tanto
G=F(qo+aq+)+Ri+Ry+Ri+ -,

y el resultado sigue poniendQ@ =g+ ¢ +--+ Y R=R_1+ Ry + Ry +---.

O

Note que la demostramn que dimos al teorema de la divisies constructiva,
permitiendo construir las serig3 y R hasta una orden deseada.
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TEOREMA 2.4 (TEOREMA DE PREPARACION DE WEIERSTRASS) Sea
dada una serieF' € S, regular con relacdhn a X, de ordenm. Entonces exis-
ten U € S invertibley A;,... A, con dif4;) > 1, parai=1,...,m,
univocamente determinados péf, tal que

FU=X"+ A X" 4 A X2 4 4 A

Ademas, siF' es regular enX,, es decir ,m = dir(F'), entonces dir4;) > i,
parai=1,...,m.

Demostracbn. La demostradin de la existencia sigue del teorema de la dvisi
tomandoG = X, U=Q y A\ X" '+ A, X" ?+---+A,, = —R. Elhecho
de ser U invertible sigue de 2.2 pues en este cago# 0. Como X" divide

F(0,...,0,X,), debemos tener(0,...,0) =--- = A,,(0,...,0) =0.

Finalmente, siF' es regular enX,, entonces
dir(X + A, X"+ A X2+ -+ Ap) = dir(FU) = dir(F) = m,
sigue que dif4;) > i, paratodoi =1,...,m.
La unicidade sigue inmediatamente de la unicidad del teorema de ladivisi

O

COROLARIO 2.5 (TEOREMA DE LA FUNCI ON IMPLICITA) Sea F un
elemento deS tal que F(0,...,0) =0y 8‘9—)2(0, ...,0) # 0. Entonces existe
(b(Xla s >Xr71) € S/7 ¢(Oa cee 70) = 07

tal que
F(Xh s aXr—1> ¢(X17 s 7Xr—l)) =0
como elemento d&’.

Demostracbn. La condicbn

OF
8XT(O""’O)7£O’

equivale afirmar quel” es regular enX,. y de directol, luego por el teorema de
preparadn de Weierstrass, existe una unidéde S tal que

FU = X, + A,

conA; € S’y A(0,...,0) = 0. Elresultado sigue ahoratomand¢X;, ..., X, ;) =
—A; yobservando qué/(0,...,0) # 0.
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O

La condicbn de F' ser regular no es tan restrictiva como parece a primera
vista. A continuadn mostraremos, admitiendd< infinito, que con un cam-
bio lineal de coordenadas, podemos transformar una coteéicita de series de
potencias e en series regulares en una de las indeterminadas, escojida arbitrari-
amente. Casd{ sea finito, no se puede garantizar la existencia del cambio lineal
de coordenadas, mas es siempre posible encontraf-antomorfismo deS que
transforma una coleazn finita de series de potencias nen series regulares en
una de las indeterminadas.

LEMA 2.6 SeaK un cuerpo infinito. Dada una familia finit& de polinomios
homogeneos no nulog [Y73, ..., Y;], existe unatransformaan lineal (Y3,...,Y;) =
T(Xy,...,X,), definida por

Y; 10 0 oy X1
Y- 01 ... 0 « X
R P N (2.3)
Y, 0 0 0 a, X,

Conlosa; € K y «, # 0, tal que paratodaF € F, de gradon, existe
cr € K* tal que

F(T(Xy,...,X,)) = cp X' + terminos de grado menor enX,..

Demostracbn. Como F es finito y K es infinito, existg(ay, ..., «,) € K" tal
que
F(ay,...,a) #0,YF € F.

usando la transformamn indicada en 2.3, para los valores arribacde: =
1,...,r, tenemos que

Y’1m1 cee Y;,mr == (X1 + CYer)ml ce (erl + arflxr)n%ul (arXr)mT

="l XM 4 terminos de grado menor en X

Luego para cad&d' € F, se tiene que

F(T(Xy,...,X,))=F(ay,...,0.) X' + terminos de grado menor enX,.

O
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Obtenemos inmediatamente de esto el siguiente aaool

COROLARIO 2.7 Sea K un cuerpo infinito. Dada una familia finita# de
elementos no nulos, el = K[ X, ..., X,]|, existe un cambio lineal de coorde-
nadas enS de modo que todos los elementosEgen estas nuevas coordenadas,
sean regulares en laltima indeterminada.

Con el auxilio del corolario arriba, obtenemos el siguiente corolario del teore-
ma de preparacn de Weierstrass.

COROLARIO 2.8 SeaF € S\ {0} de directon. Existen unk-automorfismo
T de S, unaunidadU € S y Ay,..., A, € S tal que difA;) > i, para
1=1,...,nYy

T(F)U=X"+A4X"" 4...+ A,

El polinomio X" + A; X" ! + A, X""2... + A, asociado aF, obtenido
despues de un cambio lineal eventual de coordenadas ese& considerada una
preparadn para el estudio dé’, pues estudiar un polinomio es bien mas simple
que una serie. Mas generalmente, dado wmero finito de series no invertibles
en S, vimos arriba que existe un cambio de coordenadas que permite preparar
simultaneamente estas series.

2.2. Factorizacon de Series de Potencias

En esta secbin estudiaremos las propiedades de factoriraen el anillo S.

Definicion 2.9 Un pseudo polinomio enX,, es una serie de potencias &h de
la forma

P(Xla---7Xr) :X?+A1X?71++An € S/[Xr}

talquen > 1ydir(4;) > 1, parai=1,...,n.

Un polinomio de Weierstrass enX,, es una serie de potencias &h de la
forma
P(Xy,...,. X)) = X"+ A X" 4 4+ A, € S'[X,]

talquen > 1ydir(4;) >, parai=1,...,n.

LEMA 2.10 SeanfF,..., F, polinomios ndnicos enS’[X,|. EntoncesF; . .. F
es un pseudo polinomio (resp. polinomio de Weierstrass), si solamente sif¢ada
i=1,...,s,esun pseudo polinomio (resp. polinomio de Weierstrass).
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Demostracbn. Basta probar el resultado para = 2. Sean F; = X +
AXP N Ay yF, =X+ BiIX] 4 - + By, luego

FiFy = XM (A +B) X" e (A + A Byt - -+ AL B+ B) XM

Si F} y F, son pseudo polinomio (resp. de Weierstrass), entonces
dlr(Az + Az’—lBl + -+ AlBi—l + Bz) > 1(resp.2 Z),

lo que prueba qué F; es un pseudo polinomio(resp. polinomio de Weierstrass).

Reciprocamente, suponga qégl; sea un pseudo polinomio(resp. de Weiers-
trass ).Luego
FiF=X"" 4+ O XM o 4 G,

con dirC;) > 1 sigue

X = (X" + A4 (0) X 4 4+ A (0)(X] + Bi(0) X+ + B,(0),
(2.4)
lo que claramente solo es posible4j(0) = B;(0) = 0, Vi, j y por tanto F;

y F, son pseudo polinomios.

SiademasF; F; es de Weierstrass, tenemos de 2.4 que
dlr(Fl) + dlr(Fg) = dlr(Fng) = dlr((Fng)(O, ..., 0, Xr)) =m + n.

Como di(Fy) < m, dir(Fy) < n, sigue de la igualdad arriba que dif) = m
y dir(Fy) = n. Esto en particular, termina qu, y F, son de Weierstrass pues
caso contrario, ditty) < m o dir(Fy) < n.

LEMA 2.11 Sea F' € S’[X,] un pseudo polinomio. Entonces es reducible
en S, sisolamente siF' es reducible enS’[X, ]

Demostracbn. Supongamog” reducible enS, luego existenF;, F5 en S, no
unidad tal que
F=FF,.

Como FiF; es un pseudo polinomio, el es regular en una cierta orden con res-
pecto a X,, luego por e lema 2.2, tenemos qué y F, son regulares de
determinadaérdenes mayores o iguales a 1.

Por el teorema de preparani de Weierstrass, existen unidad€s, U, € S
tal que H, = F1U; e Hy, = UyF5 son pseudo polinomios de grado mayores o
iguales a 1. Poniend® = U,U,, tenemos qud/ es invertible y
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FU - (FlUl)(FQUQ) - HlHQ.

Como H; y H, son pseu polinomios, se tienen por el lema 2.10 qug es
un pseudo polinomio. Como tambien tenembg’ = F', donde F' es pseudo
polinomio, por la unicidad del teorema de prepadadie Weierstrass sigue que
F = H,H,, estoesF' esreducible enS’[X,].

Redprocamente, supongamos qué € S’[X,] sea un pseudo polinomio
reducible en este anillo y de gradé. Luego existenH; y H,, mobnicos de
grados respectivamente y n, en S’[X,] tal que

F=H H,.

conm,n>1Yy m+n=d. Sigue por ellema 2.10 qué/;, y H, son pseudo
polinomios de grados mayores o igualeks auego ellos no son invertibles efi
y por tanto F' es reducible ens.

TEOREMA 2.12 El anillo S es un dominio de factorizaam Gnica.

Demostracbn. Probaremos primero qué’[X,| es un anillo euclidiano. En efec-
to, para f € S'[X,] lafuncion grd, (f) tiene las siguientes propiedades:

1. Para gr¢ (f) < grdy (fg)

2. Paraf,g € S'[X,| existe T, R € S'[X,| talque f = TG + R, tal que
grdy, (R) < grdy, (G)

Que son ciertas por su defirdci y por el teorema de la divisn y asi S’[X,]
es un anillo euclidiano. Como consecuencia inmedigté’,| es un dominio de
factorizacon Gnica.

Seaf €S, si f esunidad no hay nada que probar.fSho es unidad, luego
por el teorema de preparaoide Weierstrass, existe una unidadtal que fv es
un pseudo polinomio ey’ X, ], luego el se descompone @mrhinos irreducibles
en S’[X,] y esta descomposimn estnica. Consecuentemente por el lema 2.11
f se descompone earminos irreducibles erb, probando asi el teorema.
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COROLARIO 2.13 Suponga queF' € S’[X,] sea un polinomio de Weierstrass
con respecto a la indeterminadd’,. Si F' = I --- F, es la descompositzn de
F' en factores irreducibles ery, entonces podemos escojer una descom@sici
en que cadaF; es un polinomio de Weierstrass.

Demostracbn. De hecho, por elteorema 2.12 y por el lema 2.11 podemos obtener
una descomposion
F=F--F

donde cadaF; esirreducible enS’[X,]. Como F' es nbnico, podemos suponer
gue los F; son nonicos. Luego por el lema 2.10 cadg es un polinomio de
Weierstrass.
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Capitulo 3
CURVAS PLANAS

Varios de los resultados que estableceremos en edtealcapen los cafiulos
subsiguientes sonalidos en cuerpos algebraicamente cerrados de caracteristica
arbitraria. Como usaremos con frecuencia el teorema de Newton-Puisdidr, v
solamente en caractstica cero, haremos esta restr@tien lo restante de este
trabajo. Por tanto, a partir de este momento vamos asumikgas un cuerpo
algebraicamente cerrado de carastéza cero.

3.1. Curvas Algebmides Planas

Definicion 3.1 Unacurva algebbide plana es una clase de equivalencia de ele-
mentos no nulos del ideal maximaM de K[[X,Y]] mbdulo la relacbn de
asociado.

Si f e M\ {0} Cc K[X,Y]], denotaremos por(f) la curva algebroide
determinada porf es decir

(f) = {uf;ues una unidad deK[[X, Y]]}

Por tanto, (f) = (g), si y solamente si, existe € K[[X,Y]] invertible tal que

f=u.g.
Diremos quef(X,Y) = 0, es la ecuadn de la curva (f). El punto P :
X =Y =0 selellamaael origen de (f).

Definicion 3.2 Una curva algebroide planaf) diremos quees irreducible si
la serie f esirreducible enK|[[X,Y]], caso contrario, diremos que la cures
reducible

Sea(f) una curva algebroide plana reducible y considere la descompusici
de f en factores irreducibles e [[ X, Y]],

f=Hht2Jn
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Las curvas algebroides planas
(fi) : [;(X.Y) =0 para j=1,....h

arriba definidas son llamadas damos de la curva( f).

La curva (f) sefa dichareduzida, si (f;) # (f;) para ¢ # j, o sea,
siempre quef; y f; no son asociados si # j.

Definicion 3.3 Sea F;,, la forma inicial de(f) diremos queP es unm-punto
directode (f) y denotamosn = dirp(f). Es cierto que

h
dirp(f) = Z dirp(f;)

Una curva algebroide plang f)
textbf es regular si su origenP essimplees decir dip(f) = 1. La curva
serasingularsi dirp(f) > 1.

Muchas de las propiedades de una curva son preservadas por cambio de coor-
denadas enk[[ X, Y]], atravez de ud-automorfismo. Esto sirve de motivaai
para la poxima definicon .

Definicion 3.4 Dadas dos curvas algebroides plangg) y (g), con f,g € M\
{0} C KI[X,Y]], diremos quesllas son equivalentesescribiendo (f) ~ (g),
si existir un K-automorfismo¢ de K[[X,Y]] tal que

(6(f) = g-

En otras palabrag,f) y (g) son equivalentes, si existieren uti-automorfismo
¢ yunaunidadu de K[[X,Y]] tal que

o(f) =u.g.

El caracter reducible o irreducible de una curva, bien como su directo, entre
muchas otras propiedades, se conservan por equivalencia de curvas.

Es un problema central en esta f@oy todava en abierto, realizar la clasi-
ficacibn de las curvas algebroides planasdulo la reladbn de equivalenciax
definida arriba. Hasta el presente momento, no existe ningun algoritmo que per-
mita decidir si dos curvas algebroides planas son o no equivalentes.
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Para poder evaluar la dificultad de este problema, considere las siguientes cur-
vas algebroides:
f = Y2 - st

g=(—2°—6X*—12X —8)Y” + (—3X°% — 12X — 12X + 9)Y*+

(=3X3 —6X% - 12X)Y — X3 4+ 4X2.

¢,Que podemos decir a pagito de la equivalencia o no de estas curvas? Es di-
ficil responder a esta pregunta a priori pues las dos series tienen ecuaciones bien
diferentes. Lainica cosa que conguimos decir de inmediato es que ellas poseen
el mismo directo. Pues bien , la sergefue construida de modo que

o(f) =g,

donde
O(X,Y) = (X +2Y + XY,2X — 3Y),

y por tantof ~ g.

3.2. Teorema de Newton-Puiseux

El teorema de esta se6ai, en el caso de los cuerpos renoos, fue utilizado
por Newton para estudiar puntos singulares de curvas, sin la preotuo s
problemas de convergencia. En 1850, Puisuex en un largo trabajo, recuperay pro-
fundiza el nétodo de Newton en el contexto de funciones de variable compleja,
demostrando asi la convergencia de las series envolvidas. El punto de vista que
adoptamos es de Newton, donde no hay preocpamn los casos de conver-
gencia, pues nos colocamos en el cuadro de la geanfetmal.

Dada una curva algebroidef) de directon, por el teorema de preparaai
de Weierstrass, sabemos que ella es equivalente a una curva algebroide definida
por un polinomio de Weierstrass

P=PX,)Y)=Y"4+a;(X)Y" !+ 4 a,(X),
dondeq;(X) € K|[[X]] ydir(a;(X)) > i, parai =1,...,n

Denotamos porK ((X)) al cuerpo de fracciones d& [[X]]. Por tanto para
estudiar las propiedades de la curyg), es de gran utilidad conocer las raices
del polinomio P en el cierre algebrico de<((X)). Esta set la estrategia que
adoptaremos para estudiar las curvas algebraicas planas, y para esto caracteri-
zamos en esta seddi el cierre algebraicd<((X)) de K((X)).
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Es claro que K((X)) es el conjunto de las series formales de Laurent con
coeficientes enk’, osea las series formales del tipo.

b—lX_l+b—l+1X_l+1 + "‘+b_1X_1 +bo+b1X+b2X2—|— .

Ademas K ((X)) debe contener las raices de la ecaact™™ — X = 0, para
todo n entero positivo. Luego debe contener elementos de la fomliasujetos
a las relaciones de tipo.

1. X1 =X,

2. (X#) =Xu, Vn,s€7Z, n,r>0.

Asi, obtenemos extensionés((X =)) de K ((X)), que mostraremos en seguida
seran galoisiana finita.

Definicion Sea K'\k una extendin de cuerpos. Si el grupo
G(K\k)={o: K — K, o es un K — automorfismo}
es finito y el cuerpo fijo de&(K\k) es k, o sea,
{a € K| o(a) = aparatodo o € G(K\k)} = £,

entonces esta extepsies llamadgaloisianay G(K\k) es sugrupo de Galois

Denotamos por,, el grupo multiplicativo de las raicesésima de la unidad
en K, que es un grupoiclico de ordem, por ser un subgrupo del grupo multi-
plicativo de un cuerpo.

LEMA 3.5 Laextensn K((X=))/k((X)) es galoisiana con grupo de Galois
isomorfo al grupo,,

Demostracbn. Escriba G = G(K ((X+))/k((X))), y seac € G, entonces
(o(X7))" = o((X7)") = 0(X) = X. (3.1)
Como o(X =) € K((X=)) podemos escribir,
o(X7) = bX7,

dondeb;, # 0. sigue de 3.1 queX = (o(X )" = (b,»OX%O +bi0+1X%+' ),
luego iy =1, b} =1y b, =0 paratodo: > 1. Denotandob, por b,, Se tiene

o(X7) = by X,
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dondeb, € u,.

La aplicacon
h: G — Ln
o — h(o)="b,

es un isomorfismo. En efecto, pi o € GG, entonces

1 1

= poo(X) = p(a(X+)) = p(b, X ) = byp(X7) = byb, X v,

3=

bpoo X
luego
h(p © 0) = bpoo = bpba = h(p)h(O'),
por tanto 4 es un homeomaorfismo.

Suponga ahora qué(o) = h(p), sigue queb, =b,. Como

oS biXn) =3 b xe =Y b Xn = oS biX),
sigue queo = p y por tanto i es inyectivo.
Seab € u,, sigue por la definicion de los que
bX 7w = o(Xn),
para alguno € G. Luego h(c) = b, y por tanto i es sobreyectivo. Conse-
cuentementes es isomorfo ay,,.

Provemos ahora que el cuerpo fijo d& es precisamentd(((.X)). Suponga
que > ., bi X+ € K((X+)) sea invariante por la adni de los elementos de
G, esto es paratodo§ € u, setiene que

S obXn =Y hiX
i>io i>io

Luego b; = b;¢* paratodo: > iy. Si ¢ esraiz primitiva dey,,, entoncesh; = 0
para todo: no divisible porn. Luego tenemos que

SThXn =) b X € K((X)),

i>10 kn>ig

lo que termina la prueba.
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En la demostraéin del lema arriba, tuvimos oportunidad de describir la@tci
de 1, = G(K((X+))/k((X))) sobre K((X=)). Para comodidad del lector,
destacamos abajo la acoi

Sea

3=

gp(X%):b,TX%T+--~+b71X771+bo+le%“'+bsX%+"‘EK((X )

1
n

entoncesp € p, actua sobrep(X =) del siguiente modo:
1 1
prp(X7) =p(pXn) =
borp "X T A b p X by X e by gt X

El lema arriba tambien nos garantiza que los cuerpdg.X «)) estan todos
contenidos enk ((X)). Podemos entonces definir

K((X))" = |J K((X™) ¢ K((X)
n=1
Es claro que los elementos d€((X))* pueden ser escritos en la forma

=0 X0 +bpX® +-on (3.2)

con by, by, -+ € K, p;,q; € Z,q; >0, paratodoi y % < 2_3 < ..., donde el
conjunto

Di .
{3, i€ N\ {0}}
admite un denominador comun.

Definicion 3.6 En las condiciones anteriores en la serie 3.2);s# 0, entonces
el nimero racional % es llamado derden en X de o y seié denotado por
ord(«).

Es claro que dados, § € K((X))* tenemos que
1. ordaf) = ord(«) + orden(3),
2. orda =+ ) > min{ord(«), ord3}, conigualdad si ordy) # ord(j3).

Por comodidad, definimos ai@) = co.
Definimos tambien

K[[X]] = | K[[X]).

Portanto todo elementa: de K[[X]]* es de laforma 3.2 con ofd) > 0.
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LEMA 3.7 K((X))* es un subcuerpo d& ((X)).

Demostracbn. Si f,g € K((X))*, entonces existemr,s € N tal que f €
K((X1) y g € K((X%)). Como K((X7)) € K((X7)) y K((X¥)) C
K((X7)), tenemos quef + g, fg y 5 (sig # 0) estan enK((XT)) C
K((X))".

O

TEOREMA 3.8 (TEOREMA DE NEWT ON-PUISEUX) Setiene qué ((X))) =
K(X))
Demostracbn. Como todo elemento de: € K'((X))" es de la forma 3.2, sigue

que el elementob; X% € K((X))* algébrico sobre K((X)) y consecuente-
mente « es aI@brlco sobreK ((X)).

Basta probar qué<((X))* es algebraicamente cerrado. Para esto basta mostrar
que todo polinomio enk ((X))*[Y] de grado mayor o igual a 2 es reducible. Sea

p(X,Y) = ao(X)Y" +ar(X)Y" P+ -+ a,(X) € K((X))*[Y],

conn > 2 Yy ay(X) # 0. Podemos, sin perdida de generalidad, suponer que
ao(X) = 1. Usaremos el cambio de variable para desembarazar, ) del
termino de gradon — 1. Esto es hecho considerando éifrisomorfismo

o K[X,)Y]] —  K[X, Z]]
X — X
Y —  Z—n"tay(X)

y tomando

0(X,Z) = 2(p(X,Y)) = p(X, Z—n""a1(X))) = Z"+b2(X) 2"+ -+ (X)),

dondeb;(X) € K((X))*, parai =2,--- ,n.

Si b;(X) = 0, paratodoi = 2,...,n, sigue que g es reducible en
K((X))*[Z], y por tantop es reducible enk ((X))*[Y].

Suponga ahora que existe umdice i tal que b;(X) # 0. El probximo paso
seil efectuar una otra tranformaai para transformar el polinomiq(X, Z) en
un elemento deK[[W]]*[Z] para algunW. Denotando poru; el orden de
b;(X), suponga

u= min{ﬁ/Q <i<mn}.
1
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Sear, tal queu = “= y considere la aplicadn
T

U K(X)Z] — K((W))*[Z]
F(X,2) = [, ZWw)

Es facil de verificar que¥ es un isomorfismo dé&’-algebras y que preserva los
grados como polinomio erx. Sea

WW,Z) = WU (q(X, Z)) = W g(W", ZW") = Z" + Z (W) 2.

(3.3)
donde ¢;(W) = b;(W")W . Tenemos entonces que ¢tg = ru; — iu, > 0,
con igualdad parai = r. Asi, ¢.(0) #0 y (W) € K[[W]J*, 2 <i < n.
Luego existe un entero positivb tal que

hWH Z)= 2"+ ci(WH)Z" e K[[W]][Z].
=2
Como ¢,(0) # 0, y la caracteristica dé< es cero, tenemos que
h0,2) = Z" + ¢, (0) 2" "W (Z)ha(Z),

luego por el Lema de Hensel, existely (W, Z), ho(W, Z) € K|[[W]][Z] de
grados mayores o iguales a uno £n tal que

De esto y de 3.3 sigue que
V(q(X, 2)) = W™ h(W, Z) = W™ by (W, Z)ho(WE, Z),

y por tanto
q(X,Z) = U (W™ hy (W, Z)ha(WF, Z)) =
(W, 2)).
7|, esto es existen, (X, Z)
)q2(X, Z). Luego

nuy

XU (hy (W, 2)) 0™

'(h
Consecuentemente( X, Z) esreducible er<((X))*]
Yy (X, Z) en K[[X, Z]],talque ¢(X,Z) = ¢:(X, Z

PXY) =07 (q(X, Z)) = (27 (@(X, 2))) (2 (X, 2))),

y por tanto reducible erf{((X))*(Y).
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El teorema arriba no es verdadero en caratiea positiva. En este caso se
sabe queK ((X))* es un subcuerpo ppio de K ((X)).
Observacbni) Seap(X,Y)=>""  a;(X)Y" " € K((X))*[Y], con ay(X) #
0. Suponga que ofd;(X) — ao(X)) > 1, parai =1,...,n. Si a € K((X))*
es una raiz dep(X,Y), entonces ordv) > 0. En particular, esto es siempre
verificada cuanda(X,Y’) es un pseudo polinomio ek’[[ X]][Y].

En efecto,

a;(X)
ag(X)

ord( ) = ord(a;(X)) —ord(ag(X)) > 1,

para todoi. Ademas

n (X)) a1 (X) ay(X)
T T W) T T YT W)

sigue que, para alguiy, =1, ..., n,

a;(X)

nord(a) > mifn{ord(ma"i)} = mil’n{ord(a X

(lo(X)

)+ (n—i)ord(a) } =

~—

— ord( C;o(())(())) + (n —ig)ord(a) > 1+ (n — ig)ord(e).

Luego ipord(a) > 1 y por tanto ordo) > % > 0.
Siimpusieramos que

ord(a;(X)) — ord(ag(X)) > i, parai = 1,...,n,

entonces toda raizc € K((X))* de p(X,Y) estal que orth) > 1. Esto siem-
pre ocurre cuanda(X,Y) es un polinomio de Weierstrass con cono tangente
(¥™).

3.3. Extensodn del Cuerpo de las Series de Laurent

LEMA 3.9 Seaa € K((X))*\ K((X)) ysean = min{g/a € K((Xé))}.
Escriba a = p(X»). Si &, p € up, CONE # p, entoncest * a # p * a.

Demostracbn. Se tiene quen > 2 puesa ¢ K((X)). Escriba

o= p(X7) =D bX7

1219
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y suponga quecp(pX%) = cp(gX%). Entoncesp'b; = £'b; para todoi. Luego
£ = p' paratodoi, con b; # 0.

Sead el maximo conun divisor den y de los i tal que b; # 0. Entonces
d = 1, pues caso contrario, tendriamese K((Xi)), donden’ = % < n, lo
gue es un absurdo,

Sigue entonces que existén, # 0,...,b;, #0yv,vq,...,v; € Z tal que
vn + viip + - - + vl = 1, luego

5 — (éﬂ)y(fil)m oo (glk)?)k — <pn>v(pi1>v1 . (pik)vk — ),
demostrando asi el lema.

O

El proximo resultado nos describitas extensiones algebraicas principales de
K((X)), o sea los cuerpok’((X))(«), obtenidos por la adjungn a/& ((X)) de
un elemento algbricoa. En esta situadn, de la teoria general de las extensiones
de cuerpos, sabemos que

K((X)(@) = K((X))[o] = {P(a), P e K((X))[Y]}.

TEOREMA 3.10 Sea a € K((X))*\K((X)) ysean = min{g € N/a €
K((X71))}. Escribaa = o(X7) ydefinaa; = & xa = (€ X+), dondeé es
un generador deu,,. Se tiene que

1

1 K((X))a] = K((X%)).

2. El polinomio ninimo de o sobre K ((X)) tiene gradon y es dado por

n

9(X.Y) =[] - ).

i=1

3. Suponga quex € K[[X]]* con orda) > 1 (respectivamente ofd) >
0), entoncesg(X,Y) € K[[X]][Y] y es de Weierstrass (respectivamente,
un pseudo polinomio ).

Demostracbn.

1. SeaG = G(K((X+))/K((X))y G’ = G(K((X*))/K((X))[a]). Por el
lema 3.9 se tiene que

G'={peCGlpra=a}={1},
dondeK ((X#)) = K((X))[al,
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2. Como los«; son los transformados de por elementos de&~, sigue que
9(X,Y) € K((X))[Y]y como

grd(g(X, Y)) = [G(K((X)))[e] - K((X))] = [G(K((X)))[e]/EK((X))] = n,
sigue queg(X,Y) esirreducible enk ((X))[Y] y tiene gradon y

n

g(X.Y) =V - o).

=1
3. SiS;,j =1,...,n, son los polinomios sigtricos elementales, entonces
los coeficientes dg(X, Y') son dados por

(=1)Sj(on,..., an) € K[[X]]" N K((X)) = K[[X]].

Como ordwr) > 1 (resp. orda) > 0), tenemos para todp= 1,...,n que
ord((—1)’Sj(au, ..., an)) > j, (resp. > 0)

por tanto,g(X,Y) € KI[[X]][Y]y es de Weierstrass (resp. pseudo poli-
nomio).

O

COROLARIO 3.11 Toda extengin algebraica finita dek’((X)) es de la forma
K((Xw)). paraalgunn € N\ {0}.

Demostracbn. En efecto, como la caracistica de K ((X)) es cero, sigue que
toda extengin algebraica finita d&<((.X)) posee elemento primitivo y por tanto
es de la formak ((X))[a]. Luego el resultado sigue del teorema 3.10 item 1.

O
COROLARIO 3.12 Seaf € K((X))[Y] monico e irreducible de grada > 1,
yseaa € K((X))* unaraiz cualquiera def.
1. Entoncesmin{q € N|a € K((Xé))} = n.

2. Sean¢ un generador deu,, Yy a; = @(giX%), donde o = go(X%) €
K((X)). Entonces



3. Suponga quef sea un pseudo polinomio (resp. polinomio de Weierstrass)
en K[X]][Y]. Si Y = a esunaraizdef en K((X))*, entonces
a € K[[X]]* y ord(a) > 0 (resp. orda) > 1).

Demostracbn. Los iten 1.y 2. siguen del inmediatamente del teorema 3.10 mien-
tras que 3. sigue de la obsen@ti).

O

Observacbnii) Si f(X,Y) € K[[X,Y]] es un pseudo polinomio de gradg
por el corolario 3.11 , existe una extedsi K’ ((X)))[«] donde ella es resolvida,
es decir existe

p(X7) =Y b,Xw e K[[X]]",

i>1

tal que f(X, (X)) = 0. Diremos en este caso que

(f) = { o g>1 b (3.4)

es una parametrizam de f(X,Y), pues f(T",¢(T)) = 0 en K][T]]. Note
gue la condidn de
p(X) e K[[X+]],

donde 1 1
n= min{q eN, p(X9) e K((X1))},

implica que en 3.4n y losindices para los cuale®$; # 0, son primos entre Si.

Definicion 3.13 Una parametrizadn de f(X,Y’) como en 3.4 y con la propiedad
arriba, seia llamada deparametrizadn primitiva

Note tambien que obtenemos todas las raizegd€,Y) en K((X))*, tomando
. 1 . 1 . 7
Crp(Xn) = p(¢'X7) =) (DX, ¢ € pun.
i>1

Existe un algoritmo, debido a Nebrt, para determinar una parametrizauci
como 3.4 de una curva algebroide

La relacbn entre la ecuadn de una recta y su parametriZaties muy com-
pleja, como podemos ver en los ejemplos que siguen.

Ejemplo 1 La curva dada por

f=Y?—4X3Y5 - 8X°Y® 4+ (6X°—26XT)Y* + (24X +16X%)YV? 4 (36 X0
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—4X7 20X Y2 (—8X M 16X 12 —8X )Y +21 XM+ X2 16X — X1P
posee una parametrizaai

X =18
(f):{ Y = T2 4714 _ 715,

Ejemplo 2
La curva
(9) = (V? = 9X°Y — X*),
posee una parametrizéai, cuyos érminos hasta la potencia 11 @eenY son
dados abajo.

@=-{ =L
V=N Y =T+ 375 — 9T7 + 27T — 3247 + 12157 + - - - |

Observacbn iii) Como el anillo K[[X]] es un domino de factorizam Gnica,
siendo K ((X)), su cuerpo de fracciones, tenemos que todo polinomio irreducible
en K[[X]][Y] es irreducible enK ((X))[Y].

En el caso particular en qu¢ € K[[X, Y]], con f(0,0) = 0, deduciremos
una condicdn necearia para su irreducibilidad de importancia getana funda-
mental.

LEMA 3.14 (DE LA UNITANGENTE) Sea f € K[[X,Y]] con f(0,0) =0
irreducible. Entonces la forma inicial d¢ es del tipo

F, = (aX +bY)™,
con a,b € K, no ambos nulos.

Demostracbn. Si fuera necesario, despside un cambio lineal de coordenadas, lo
que no afecta el tipo de cono tangente, por el Teorema de PrepadeciVeiers-
trass podemos suponer que existe un polinomio de Weierstrase(X,Y) en
K[[X]][Y] de gradon, y un elemento unitaria: de K[[X,Y]] tal que

up = f.

Como f es irreducible, sigue que es irreducible enK[[X, Y]], luego por

el lema 2.11 tenemos qug es irreducible enK[[X]|[Y], por tanto por la ob-
servachn iii) p es irreducible enK((X))[Y], y por el corolario 3.12, sigue
que

p(X, V) =JJ(v —e(chx7)),

k=1
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donde o(X+) € K((X«)) y ¢ es una raiz-esima primitiva de la unidad.
Escribamos
(p(X%) = brX% +br+1Xr;tl +o )
conb, # 0. Como p es un polinomio de Weierstrass, por la obseiad)
tenemos que ofgh(X«)) > 1, y por tantor > n. Siendo la forma inicial dey
la forma inicial del polinomio,

a(x,Y) = TV = "X 5) = Y — (b, X7 3 ¢yt g
k=1 k=1
H(-1)BEX T DT CRY T (1) X
k=1
Tenemos que

1. Sir=n, laformalineal dep es (Y — b, X)™.

2. Sir>mn, entoncesm — i+ i~ >m, paratodoi =1,...,m. Luego la
forma inicial dep esY™.

Como la forma inicial def es el producto de:(0,0)(s# 0), por la forma inicial
de p, sigue querF,, esde laforma(aX + bY)™.

O

A pesar de tener demostrado el lema de la unitangente en caracteristica cero
pues usamos el teorema de Puiseux, el lema vale [Jagdgebraicamente cerrado
cualquiera.

Si f esreducible es decif = f,f>... f;, entonces su forma inicial dées

h
F, = [J(a:X +by).

i=1

donde X" i =n, a;,b; € K, parai,j =1,...,5y ab; —a;b; # 0, si i # 7,
ademass < h.

Definicion 3.15

Cadarecta(a, X +0;Y), i =1,...,s esllamada laecta tangentea la curva
(f). Elconjunto de estas rectas tangentes es llamadartdetangentea la curva

(f).
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Ejemplo
La curva (Y2 — X3) tiene como cono tangente a la redt&), contada con
multiplicidad 2.

La curva (Y? — X?(X + 1)) tiene como cono tangente las rectds + X)
y (Y —X).
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Capitulo 4

INDICE DE INTERSECCI ON DE
CURVAS

4.1. El Anillo Local de una Curva Plana

Sea K un cuerpo cualquieray seAe M = (X,Y) C K[[X,Y]]. Denota-
mos por (f) el ideal generado pof en K[[X,Y]].

Definicion 4.1 Llamamos a laK -algebra

KX, Y]]

="

comoel anillo local de la curva (f)

Cuando f es irreducible, O; es un dominio y en este caso, el cuerpo de
fracciones d&); sera denotado pak’;.

El proximo resultado nos dirque el anilloO, es un importante invariante de
las clases de equivalencia de curvas algebroides planas. Cuando-étgebras
localesO; y O,, fuesensomorfasescriberemos); ~ O,.

TEOREMA 4.2 Dadas dos curvas algebroides planag) y (g), se tiene que
(f) = (g) siy solamente sD; ~ O,.

Demostracbn. Denotaremos por. y por h respedivamente, las clases resid-
ualesenO; y O, de un elementd: € K[[.X,Y]].

Suponga inicialmente quéf) ~ (g). Luego existen un automorfismé y
una unidadu de K[[X,Y]] tal que®(f) = ug.
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Es claro que la sobreyeéti = o &, donde

K[[X,Y]] —® KX, Y]] —™ O,
h — O(h) — O(h)

es tal queker(m o @) = (f), y por tanto, Oy =~ O,.
Redprocamente, suponga qu@; ~ O,. Si dir(f) = 1, sigue que

f=aX+bY +---,cona#000b#0.

Supongaa # 0, podemos considerar un automorfisnko definido por la subti-
tucion.

o: K[X,Y]] — K[X,Y]]
X — f
Y — Y

que nos dice quéf) ~ (X). Encaso qué # 0 se obtiene de modo alogo que
(Y). Ademas (X) =~ (Y). Sigue que si, dirf) = dir(g) = 1, entonces

(f) =
(f) = (9)-
Para concluir la prueba, supongamos que gdlie> 2. Sea el isomorfismaob
tal que B
D : Of S Og
X - T
Y - T

conT, Ty € M. Defina el homeomorfismo
X — Tl
Y — T2

X
Luego X — R(Ty, To) = (g) ¥y ¥ — S(
R



Luego di(X — R(7y,7»)) > 2 sigue por proposiéin 1.4 que difX) =

dir(R(11,7%)) = 1 y dir(Y) = dir(S(71,12)) = 1. Si Lp, Ly, son las for-
mas lineales deTy,7, sigue que ditR(T},73)) = dir(R(Lp,,Lt,)) =1y

dir(S(1,1,)) = dir(S(Lp,, Lp,)) = 1. Luego {Lrp, Lz}, son linealmente
independientes y consequentemente

Th= aX+0Y +---

con ad — be # 0. Por la proposi@n 1.18 & es un automorfismo dé([[ X, Y]]
tal que

0=&(f) = f(T1,T2).
lo que implica que®(f) = (g) y por tanto

O(f) = hg. 4.1)
Por otro lado,®~! induce la transformaéh & ' y portanto
o~ (g) =M.

Sigue de la igualdad arriba que= ®(h')®(f), que con 4.1 implica que
B(f) = hd(W)D(f).

Esto implica queh es una unidad, mostrando asi qug) ~ (g).

COROLARIO 4.3 Si Oy = O,, entonces diff) = dir(g).

Demostracbn. SiO; ~ O,, sigue del teorema 4.2 qug’) ~ (g), luego existe
un automorfismo® tal que ®(f) = ug donde v es una unidad er<[[X, Y]],
por tanto

dir(f) = dir(®(f)) = dir(ug) = dir(g)

O

El anillo O; posse urunico ideal naximal M, = (z,y) imagen deM C
K[[X,Y]] por el homomorfismo camico
m: K[[X,Y]] — Oy.
De hecho, todo elementa en O; \ M; es clase residual de un elemento

U deK[[X,Y]] \ M, que es invertible, de modo que' es la clase residual
modulo (f) de U~'. Se tiene que para todoe N,

(M) = My = M+ (f),
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y tambien que . .
T (M) = M.

Una K-algebra Oy, cuando f tiene una buena ecuaci con respecto a la
indeterminadaY’, posee tambien una importante estructura/dg.X |]-modulo,
como podemos ver en el resultado que sigue.

PROPOSICION 4.4 Sea f € K[[X]][Y] regular de ordenm en Y. Entonces
O esun K[[X]]-mbdulo libre de postom generado por las clases residuales
y" deY’, i=0,...,m—1 en O;. En otras palabras,

O = KXo K[X]ly® - ® K[[X]}y""

Demostracbn. Por el teorema de divish , parag € K[[X,Y]] y f € K[[X]][Y]
existeq y r=ao(X) +a(X)Y + -+ +a,_1(X)Y™! que puede ser escrito
como

g=fq+ag(X)+ar(X)Y + -+ a1 (X)Y"

donde ag(X),a;(X),...,an_1(X) € K[[X]]. Luego
g=ao(X)+ai(X)y+ -+ am_1(X)y™ !,

y portanto O; es unk|[[X]]-modulo generado pot,y,...,y™ .

Vamos provar que estos elementos son libres sdbfgeX|]. Suponga que se
tenga una relabin no trivial enO;, sobrek ((X)),

bo(X) +b1(X)y+ -+ by (X)y™ ' =0
Luego existeq € K[[X]][Y] tal que
bo(X) + by (X)Y + - + by (X)Y™ L = ¢ f.

Como X nodivide f, salvo dividirnos todos lo$;(X) y ¢ por X, podemos
suponer queb;(0) # 0, para algunj. Evaluando la expresn arriba enX = 0,
tenemos que

bo(0) + b1 (0)Y + -+ + by 1 (0)Y™ = ¢q(0,Y)f(0,Y).
Como Y™ divide f(0,Y) # 0, sigue que
bo(0) = 01(0) = ... by—1(0) = ¢(0,Y) = 0.

Y que por su vez contradice el hecho tg0) # 0. Por tanta;(X) = 0 para
i=1,...m—1
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O

Volvamos a la situaéin en quek es algebraicamente cerrado de carastiea
cero.

El resultado que sigue desenfipg& un papel importante en lagxima sec-
cion.

TEOREMA 4.5 Sea f un polinomio de Weierstrass irreducible de grado Si
D es el discriminante def (X, Y'), entonces

DK[[X#]] C Oy.
Demostracbn. Sea € K[[X«]] unaraiz def. Considere el diagrama

K[[X#]] C K((X#) =K((X))]

U |
K[X]] c K((X))

Recuerde que ((X))[¢]/K((X)) es una extendih galoisiana con grupo de
galois u,, el grupo de las raices n-sima de la unidad (Lema 3.5 y teorema 3.10).
Sea s € K[[X«]]. Como elemento de& ((X))[¢] ponemosj en la forma

—_

5= a(X)e, ai(X) € K((X)). (4.2)

i

I
=)

Denotando por¢ un generador de:,, y usando las notaciones

Bi=C By vj=Cxgp,
aplicando los¢’ la igualdad 4.2 y obtenemos el sistema

n—1

Bj:Zai(X)gp;,j:O,...,n—l, (4.3)

1=0

cuyo determinante es el de Vandermonde.

BT
N
det : : = H(gpr —@s) = A.
O. T '71 r<s
YPn-1 Prn-1

Sigue queA? = Dy (f) = D.
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Por la regla de Kramer, el sistema 4.3 nos dice

aZ(X) = AilMi.
donde
90§ Bo 908 1
M= det| P SO P
(pg_l e /871—1 e SOZ:%

es el determinante del sistema 4.3 donde subtituiméog$&ma columna por los
primeros terminos de 4.3.

De alli sigue que

Day(X) = A%;(X) = AM; € K[[X+]],

y como
¢’ ¥ Da;(X) = Da;(X), ¥j =0,...,n— 1.
sigue que
Da;(X) € K[[X]].
Comog = 37 a;(X)y' tenemos que
n—1 n—1
DB =) Da(X)¢' €)Y K[X]l¢' = O;.
=0 =0
Esto implica que
1 1
K[X¥]) € 50y,
y por tanto
DE[[X+]] C Oy,

O

Supongamos ahora qu¢ = f(X,Y) sea un polinomio de Weierstrass en
K[[X]][Y] irreducible de gradon, tenemos que existe una serie de potencias
©(T) € K|[T]], correspondiendo a una raiz cualquieraflen K[[X]]*, tal que
en K[[T]] tengamos

f(T,9(T)) = 0.

Las otras raices def nos daran las parametrizacion€s™, /(7)) de (f),
donde ¢(T") = ¢(¢T'), con ¢ una raizn-esima de la unidad.
A partir de estos obtenemos el siguiente resultado.
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PROPOSICION 4.6 Sea f un polinomio de Weierstrass irreducible de grado
n ysea(T", »(T)) una parametrizadn de la curva algebroide plangf). La
aplicacibon
Hy: K[X,)Y]] —  KJ[[T]]
g —  g(I",o(T))

es un homeomorfismo d&-algebras cuyo acleo es(f).

Demostracibn. Seag un elemento en elircleo de H,,. Por el teorema de divish
de Weierstrass

g=qf +r,
donde r € K[[X]|][Y] de grado menor que.. Como g(X,a) = 0, donde
o= @(X%) € K[[X]]*, sigue quer(X,a) =0, lo que sigue que- es divisible
por el polinomio ninimo de o que es precisamentg, luego » = 0 y portanto

9= faef)
0
De la proposid@n sigue queH,, induce un homeomorfismo inyector d€-

algebras
H,: Oy — KI[TT]],

realizando O; como suldlgebra de K[[T']]. Si ¢(T") = »(¢T), tenemos que
H,(Oy) eslaimagen ded,(Oy) por el automorfismo

he: K[T] — K[[T1]
P(T)  — PT)

Definicion 4.7 Se define lavalorizacbn asociada af como siendo la funéin

Uy : Of\{O} — N
g —  ord(H,(g))

pongasev,(0) = co. Es claro, por el comentario arriba, que; no depende de
la eleccbn de .

_La funcion v; posee trivialmente las siguientes propiedades : Para todos
g,h € Oy, setiene que

1. wvy(gh) = ve(g) +vg(h),
2. ’Uf(l) =0
3. vp(g+h) > min{vs(g),vs(h)}, conigualdad valiendo si;(g) # vs(h)
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4.2. Complementos de Algebra Lineal

En esta secbn apresentamos algunos resultados sobre cocientes y sucesiones
exactas de espacios vectoriales que no son usualmente encontrados en texto de
algebra lineal.

SeaU,V,W espacios vectoriales sobre un cuerfio Consideremos un dia-
grama de la forma
W —¥V —¢ U, (4.4)

donde vy y ¢ son homeomorfismos de espacios vectoriales. Diremos que este
diagrama forma unaucesbn. Una sucesin puede ser formada con mas de dos
homeomorfismo.

Definicion 4.8 Diremos que 4.4 es ureucesbn exactasi

im(¢) = ker(y).
Una suce$in exacta del tipo

0—V —"U,

9

nos dice que) es inyectoramientras que una sucési exacta del tipo
W —*V —0,

nos dice que esobreyectora

Suponga qudlV sea un subespacio del espacio vectolialEntonces

V
W:{T):v—l—W,vEV},

es un espacio vectorial, ademas de esalisix V' < oo, entonces

Vv

La igualdad arriba sigue del hecho de que.si..., v, Ve, ..., v, €S UNA
base deV’, dondevy,...,v,,, €suna base dé/, entoncesv,, 1,...,0, €S
una base dey .

Admitiremos al lector familiarizado con el teorema del isomorfismo para es-
pacios vectoriales.
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PROPOSICION 4.9 Suponga que tengamos una suéaséxacta de espacios
vectoriales
0— W —=YV —¥U —0.

Entoncesl” es de dimenén finita si y solamente sij y W son de dimenén
finita. En este caso,

Demostracbn.
Como la sucesin es exacta se tiene que

dimg W = dimg (W) = dimg ker(yp),
y por el teorema del isomorfismo, sigue que

>
ker(¢)

lo que en vista de 4.5 implica que

~ U,

dimg V' = dimg ker(p) + dimg (U) = dimg W + dimg U.

PROPOSICION 4.10 SealW C V C U unacadena de espacios vectoriales tal
que dimg §; < co. Entonces

dim g W dimg % + dimyg v

Demostracbn. Esto ocurre de la proposani 4.5 y de la sucesh exacta,

O—>K—>£—>Q—>O_

w w V

PROPOSICION 4.11 (TEOREMA DEL ISOMORFISMO DE NOETHER) Sean
V' y W subespacios de un espacio vectorial Entonces
v V4w
vnw W
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Demostracbn. La aplicacon

v
V+Ww — VAW

v+ w — v

es bien definida, sobreyectora y dicteo es V. El resultado ahora sigue del
teorema del isomorfismo.

TEOREMA 4.12 Sea V' un espacio vectorial y sed. : V — V una trans-
formacbn lineal inyectora. Seal’/ un subespacio vectorial dé” tal que
L(W) c W. Tenemos que

1.
v _Lv)
W L(W)
2. Siyy % son de dimenén finita, entonces
dime YV~ dime
“Lw) R Lvy
Demostracbn.
1. Considere la sucemsi,
0—>W—>jV—>E%—>O,

donde j es un homeomorfismo incldsi, y L es el homomorfismo in-
ducido por L. Esta suceén es exacta pued. siendo inyectora, se tiene
que

ker(L) ={v e V,L(v) € LW)} =W,
demostrando asi el item 1.

2. Considere las cadenas de inclusiones.

WcW+L(V)CV,

LW)cCcWnL(V)cL(V).
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De 1y de la hiptesis de2 tenemos que

Lyv) .
m = dlmKW < 00,

obtenemos, por la proposici 4.10 las siguientes igualdades.

HL(V) HL(V) WHL(V)
. . . +
dmeW = dmeW(v) +dimg G
donde la igualdad
. W+ L(V) . L(V)
d ——=d —_—
Ty MR ALY

sigue del teorema del isomorfismo de Noether.

Consecuentemente, obtenemos

W N L(V) o
L(W)

< oo, delacadena

(4.6)

dimyg ————— = dimg

W+ L(V)

Como por hiftesis, dimy 77
LV)cW+L(V)CV,

obtenemos de proposiri 4.10

W+ L(V)

+ dimg 1%

1% 1%
L(V) W+ L(V)

Del teorema del isomorfismo de Noether tenemos que para V' y
L(V)cV,

dimg #L(V) = dimg W;(—‘[;g‘/) 4.7)
De la proposidn 4.10 y de la cadena abajo
LW)cWnLV)cCW,
obtenemos que
dimg % = dimg #L(V) + dimg W;(—éf()‘/) (4.8)
Por tanto de 4.6 y de 4.7 en 4.8 el resultado sigue.
0
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4.3. Indice de Interseccbn

En esta secon introducimos un medio de exprimir nénicamente el grado u
orden de contacto de dos curvas algebroides planas, eathesdro a travez de la
nocion fundamental déndice de intersecabn.

SeaK un cuerpo cualquiera. Denotaremos como de costumbyé¢.camo el
ideal maximal deK [[ X, Y]].

PROPOSICION 4.13 Sean f,g € M. Son equivalentes las siguientes condi-
ciones:

1. f y g sonrelativamente primos.

K[[X,Y]]

2. Ladimensin de 07
.9)

, como K-espacio vectorial, es finita.

Demostracbn. Las condiciones arriba son preservadas por automorfismos de
K[[X,Y]] y por multiplicacbn de f y ¢ por unidades dée{[[.X,Y]]. Por tanto,
podemos suponer qyey g son polinomios de Weierstrass.

1. = 2.Siendo f y ¢ primos entres si enk[[X, Y]], tenemos que ellos
son primos entre si enK[[X]|[Y], y por tanto en K((X))[Y]. Luego existen
elementosy, v € K((X))[Y] tal que

of +¢g=1

Eliminando los denominadores €ii[[X ]| en la expredin arriba, tenemos que

¢ f+ g = c(X),
para algunosy’, v’ € K[[X]][Y] y ¢(X) € K[[X]], con ¢(X) # 0, podemos
escribir ¢(X) = X"u, donder > 1 y u(0) # 0. Por tanto

X" € (f,9)

Suponga que gkd f) = n, entonces por el teorema de la didiside Weiers-
trass, para todoh € K[[X,Y]], existen elementog; € K[[X,Y]] Yy ao(X),
a1 (X) € K[[X]], tal que

h=fq+ao(X)+- - +a,_1(X)Y" 1.

De alli sigue que laimagen de h en KE[J;XQ{H esta en elK -espacio vectorial

generado porXiYi, 0 <i<r—1y 0<j<n—1. Luego 2 esta probado.

2. = 1. Suponga quef y g no sean primos entre si eK[[X,Y]]. Ex-
iste entoncesh € K[[X]][Y] no invertible y de Weierstrass tal qué = hf;
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Yy g = hgs. Luego (f,g) C (h). Se tiene quel, X, X2, ..., son elementos de
K[[X,Y]]/(h) linealmente independientes sobf€, pues caso contrario, exis-
tiria un polinomio P(X) € K[X]| talque P(X) = hyh, talque h; € K[X,Y],
lo que no es posible dado que es de Weierstrass.

Consecuentemente de la bipsis 2. y de la proposimn 4.10 que

KXY | o KXY

(f.9) ()

Lo que es un absurdo. Por tanfoy ¢ son relativamente primos.

Definicion 4.14 Sean f,g € M. Se define €eindice de intersecéin defy g

como siendo KXV
1(.0) = tm KLY

Alternativamente, podemos definirietlice de intersecdn como sigue

](fvg) - dlmK <Cg)_,f>7

donde ¢’ denota la clase residual dg en Oy.

Diremos que dos curvas algebroidég) y (g) son transversalessi (f) y
(g) son regulares y sus rectas tangentes son distintas.

En el pbximo teorema usaremos la notatiz’ para representar la imagen de
z € K[[X,Y]] en Oy.

TEOREMA 4.15 Sean f,g,h € M, & un automorfismo deK|[[X,Y]] vy
u y v unidades deK|[[X,Y]]. Elindice de intersecoin posee las siguientes
propiedades:

1. I(f,g) < oo, sisolamente sif y g son primos entre si eri[[.X, Y]].
2. I(f,9)=1(g,f)-

3. I(®(f),®(9)) = I(uf,vg) = I(],9)-

4. I(f.gh) = I(f.9) +1(f,h).

5 I(

I(f,g) =1, sisolamente si(f) y (g) son transversales.
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6. I(f,g—hf)=1(f.9).
Demostracbn.

1. Sigue inmediatamente de la propaositié.13

2. Sigue de la definién

3. Setiene que(f,g) = (uf,vg) luego por definidn I(uf,vg) = I(f,g).
Ademas (f) ~ (¢(f)), sigue por teorema 4.2 qu&; ~ Oy Y pOr
teorema 4.12

1(7.9) = dime 25 = dime 720 = 1(6(1).60)
4. Basta probar que es exacta la siguiente sGoete i -espacios vectoriales.

Or v 9 o O
(h') (g'h) (9")
donde la aplicaén ¢ es inducida por la proyedm ¢ :

0—s —0 (4.9)

O —? O — 0.

Note que

La aplicacon v es definida por
U(=) = g7,

donde una barra representa la clase residual mo¢hije en cuanto que la
dupla barra representa la clase residuadioio (h'¢’). La aplicacon v es
claramente un homomorfismo déespacios vectoriales.

Para probar que) es inyectora, suponga qug(z’) = 0 y note que

0=9() = g% =gz € (dN).
Luego existea’ € Oy tal que
gz =dgh.
que por su vez implica que existe € K[[X, Y]] tal que
g(z —ah) = gz — agh = Bf.
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Como f y ¢ no tiene factores comunes, sigue gfig@ivide z — ah, lo
que muestra que’ = 0. Esto esy es inyectiva

Ademas observe que

(9')
(g'W)
luego la secuencia 4.9 y por la propoéiti.9 el resultado sigue.

im(y) = = ker(p),

Suponga que’ y g sean regulares con tangentes distintas. Luego despues
de un cambio lineal de coordenadas podemos suponerfgueX + f; y
g =Y + g, donde f,, g, € M?. Podemos entonces escribir

f :XU+Yf2,

y
g:YU+Xg27

dondew y v son unidades yfs, g € M. Tenemos entonces que

Y(w—ugfo)=Yv—uYgfr=g—u"gfc(fqg).
Como
(v —u""g2£2)(0,0) = v(0,0) # 0,
sigue quev — u~'gy fo es una unidad y por tantd” € (f,g). De modo

ardlogo se muestra qu&’ € (f, g). Sigue entonces quéf, g) = (X,Y),
y por tanto,
KX Y]] . K[X, Y]]

Redprocamente, si dif) > 2 o dir(g) > 2, otodaviasi(f) y (g)
son regulares y poseen la misma recta tangente , podemos despues de un
cambio lineal de coordenadas, suponer que

f=Yh+ [

y
g=Yqg + 9.

con fo, g0 € M* y fi,g1 € K[[X,Y]]. Luego
(frg) C(Y)+ M

y portanto.

X, Y]] .
gy = Ky
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6. Sigueddf,g) = (f,g — hf)y de ladefinicbn.

O

Las propiedades establecidas en el teorema 4.15 determinan univocamnete el
indice de intersecon de las curvas algebraicas planas, esto es el contenido del
proximo resultado.

TEOREMA 4.16 Seal’ una funcon

I's MxM — NU{oo}
(f,.9)  —  TI'(f.9)

gue posee las propiedades del 1 al 6 del teorema 4.15. Entdhees.

Demostracbn.

La demostradin sea hecha por inducén sobre el valor de’( f, g).

Podemos suponer qué,g € M \ {0} son primos entre si enk[[X, Y]],
pues caso contrario tendriamos de 1, qugf, g) = I(f,g) = oo.

Si I'(f,g) = 1 entonces por 5/ y g son transversales y por teorema 4.15
item 5 sigue quel(f,g) = 1.

Suponga por hiptesis de inducéin que :

I'(f,g) <r —1=1'(f,g) = I(f,9)

Seanf,g € M\ {0} talquel’(f,g) =r.

Sea ® un automorfismo d&’[[X, Y]] tal que ®(f)y P(g) sean asociados
respectivamente a polinomios de Weierstrasg ¢. Por la propiedad 3 tenemos
que

I'(f,9)=1'(p.q),

y por el teorema 4.15 item 3

I(f,9) = 1(p,q).

Suponga que gtdp) = n y grd,(¢) = m, por la propiedad 2 podemos
suponer quen < m. Defina

G =q—Y""p=Xq,

donde ¢, € K[[X,Y]].
Si ¢; es una unidad, entonces por las propiedades 6, 3y 4 tenemos que

I'(p,q)=TI'(p.q1) =I'(p, Xqgo) =I'(p, X) =I'(Y", X) = n.

59



Del mismo modo por el teorema 4.15 item 6, 3 y 4 se tiene que
I(p.q) =1(p.q1) = 1(p, Xg2) = I(p, X) = I(Y", X) = n.

Y por tanto!’(p, q) = I(p, q) = n.
Suponga quez; no sea una unidad, luego por las propiedades 6y 4

T:[,<p7Q) :I/(p>q1) :[/(p>X)+[/(p>q2) (410)

Ademas I'(p, X) < I'(p,q) =7 Yy I'(p,q2) < I'(p,q) = r, luego por la
hipbtesis de inducoin y el teorema 4.15 item 4 y 6 tenemos que

Luego de 4.10y 4.11 termina que

I'(f,9) =1(f,9).

O

En realidad el teorema de arriba nos dice que existe un algoritmo ejecutable
para calculat(f, g) para todo par de serigsy g en M y preparadas a Weier-
strass.

Ejemplo
Vamos determinar éhdice de intersecon de(Y” — X?) con(Y® — X3).

I(YT— X2Y5— X3) = I(YT— X2 - Y2(Y? — X3),Y? — X3)
= I(XAXYZ—1),9° — X3) = [(X2,Y5 — X?)
= 2I(X,Y5 — X3) = 2I(X,Y%) = 10I(X,Y) = 10

Observacbn iv)

Sea(f) una curvairreducible plana dada por un polinomio de Weierstrass de
grado n. Suponga que las coordenadas fueran escogidas de modg e la
tangente de(f), y considere una parametrizani (7", (7")), donde o(T') €
K[[T]]. Se tiene necesariamente por la obsebmdgique ordy(7)) > n.

Note que

vp(g) = ord(g(T™, ¢(T))) = dimg
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TEOREMA 4.17 Sean f y ¢ polinomios de Weierstrass ei [[X]][Y], con
f = fi---fn, ladescomposiéin de f en factores irreducibles , que podemos
suponer de Weierstrass . Entonces

I(fvg) = vai(g)

Demostracbn. Si f y g tienen componentes en comun, nada tenemos que
demostrar pues los treértninos arriba son infinitos. Supongamos entonces que
f Yy ¢ notienen factores en comun.

Como por la propiedad 4 del teorema 4.15 tenemos que

h

I(f,9) =Y _1(fi,9),

=1

bastaa probar que sif es irreducible, entonce$(f, g) = v;(g). Considere la
aplicacbn K -lineal

L: K[T] — KI[TT]
MT) = WT)g(T", o(T))

donden = grd, (f)y (7", ¢(T)) es una parametrizami de f.
Como g no tiene f como componente, sigue qug’™, (7)) # 0, y por
tanto L es inyectora.
SeaWW o K-subespacio vectoriak [[T", ¢(T')]](~ Oy) de V = K[[T]].
Tenemos entonces que
Of K[[T", o(T)]] _w

~

(g) — g(Tm, () KT, o(T)]]  LW)

Por otro lado
Vv KI[T]

]
LV)  {g(Tm, o(T)))
Por el teorema 4.5 se tiene que

dim g W < 00,
y como

dimg =ord(g(T", o(T))) < oo,

v
L(V)
sigue del teorema 4.12 que

I W B
I(f,g) = dimg o dimg o) dimg ) - vr(g).
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TEOREMA 4.18 Sean f,g € M. setiene que

I(f,g) = dir(f)dir(g),

con igualdad, siy solamente sif) y (g) no poseen tangentes comunes.

Demostracon. Sean f = fifo---fn ¥ g = gi192---gs respectivamente la
descomposiéin de /'y ¢ en factores irreduccibles.
Del teorema 4.15 item 2 y 4 tenemos que

I(f,9) :Z[(fi>gi)- (4.12)

Por otro lado, por la proposimn 1.4 tenemos que

dir(f)dir(g) = _ dir(f;)dir(g;). (4.13)

Por tanto, de 4.12 y de 4.13, bagtg@robar el teorema parg y ¢ irreducible.

Suponga que las coordenadas fuesen escogidas de modo sgee asociados
a un polinomios de Weierstrass eR [[X]][Y] y que tenga(Y) como recta
tangente. Sea 7", »(T)), donde n = ord(f), una parametrizach de (f).
Como (Y) estangente &f), tenemos que of(T")) > n.

Suponga ahora que
g(X,Y)=(aX +bY)" + g1 (X, Y) + -
Tenemos entonces que
I(f,9) = vs(g) = ord(g(T", (1))

— ord((aT™ + bp(T))™ + gousa (T, 9(T)) + - +) > nm,

con igualdad si y solamente si+# 0, esto es sila recta tangentg @) noesY
0 sea, si la recta tangente(d) es distinta de la recta tangentga
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Capitulo 5

RESOLUCION DE
SINGULARIDADES

En este cajpulo trataremos del proceso de resoturcde las singularidades de
curvas algebroides irreducibles planas estudiadas por Zariski (ver [2]), y luego
utilizadas por Lejeune (ver [3]).

En el caso angico (o algebraico), este proceso consiste en transformar un
germen de curva ariéita plana irreducible en un germen no singular, por medio
de una suce8n finita de ciertas transformaciones birracionales.

En forma de motivaén, introduciremos el asunto en el contexto mas ge-
ométrico de los germenes de curvas #itds planas, para en seguida desenvolver-
nos en el contexto de la geometria formal.

5.1. Transformaciones Cuadaticas enC?

Definicion 5.1 Una transformacibn quadiatica o explosbn centrada en el ori-
genes una aplicadn que en algn sistema coordenadas d&* es de la forma

T: C? — 2
(Xla}/l) - (X17X1}/1)

La recta
E:X;=0
es llamada dalivisor excepcional de la expla@n y es igual al conjunto
T7-40,0).
Sea
L:Y—aX=0
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una recta que pasa por el origen @&, entoncesl’"'(L) es la unon del divisor
exepcional y de la rectd; = a, que cortaF, en el punto de coordenadés, a).

Por tanto, los puntos del divisor excepcional corresponden a todas las direcciones
que emanan del origen d&?, excepto una, que es la direcnidel ejeY’.

Sea Cy un germen de la curva aft@ta definido por un elementg € M C
C{X,Y} Ahora veamos como es el conjunfo!(C}). En efecto, supongamos
que la expansin f este dada por:

JXY) = F(X,)Y) + B (XY) + -
Asi tenemos que la ecudci de 7-!(C) est dada por la serie:

f(T(Xh}/l)) :Fn(XlaXl}/l)‘{'Fn.t,_l(Xl,XlYl)—|—+

5.1
= XM (Fo(1,Y)) + X1 Fpa (1L,Y1) 4 - 4) (5.1)

Definicion 5.2 En las condiciones anteriores la serie 5.1 es llamé&daansfor-
mada total def cuya curva asociadal’'(C}) se@ llamadala transformada
total de CY.

La curva
Cro + fO(X1, Y1) = Fo(LY) + Xa Foa (LY) + -+ X{TPE(LY)) + -

es llamada deransformada estricta de C;. Como 7'(0,0) es el divisor
exepcional de la ecuam
E:X, =0,

tenemos que
Tﬁl(Cf) = E U Cf(l).

Ejemplo 1 Consideremos la curvd’; donde
f=Y?—a?X? - X?=0,

con a # 0. Como la curva eétdefinida por un polinomio, no tenemos proble-
mas con la convergencia, luego ellagedefinida para toddC2. Se tiene que la
transformada total d€’; es

THCy) : X3V — X} - X} =X7(Y2—a®>—X,) =0

Mientras que la transformada estrictade est dada porC) : Y2—a?—X, =
0. Observe que las tangentes dg en el origen, estan dadas por

RBX,Y)=Y2—a®X? = (Y —aX)(Y +aX) =0.
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Que tiene por transformadas estrictas dos rectas horizontales que pasan por cada
uno de los puntos?, = (0,a) y P» = (0, —a), que son justamente los puntos de
intersecadn de C';) con E. Observe que despa de la exploéin, la curvaCy

se transforma en una curvd;, que es lisa en todos sus puntos y que sus ramos

en el origen son transformados respectivamente en porciones de curva que pasan
por los puntos que cortan en e}é.

Ejemplo 2 Consideremos la curvé’; donde
f=Y?-X3=0.

Aqui nuevamente tenemos una curva definida globalment€enLa transfor-
mada total deC'; es

T7HCp) s XYY = X7 = XP(Y) = X)) =0,
en cuanto que la transformada estrictadge es dada por
Cf(l) : Yf — X1 == O,

que tiene por tangente en el origen la recta verti&al = 0. Observe que aqui,
despues desps de una explo8n, conseguimos transformar’s en una curva
lisa C}u), y como C; posee un ramo en el origen, este es tranformado en un
Gnico ramo de(Jf<1) en el origen.

5.2. Resoluaddbn de Singularidades de Curvas Planas

A partir de ahoraK sera un campo algebraicamente cerrado arbitrario.

Definicion 5.3 Una Transformadn cuadética de K [[X, Y]] en K [[ X3, Y1]] es
un homeomorfismo d€ —algebras definido por

or KXY — K[X,v]
X — Xi
Y — X\
o por
T K[X)Y]] — KI[X, Y]]
X — X
Y —  Xi

Estas transformaciones no son invertibles, pero si son birracionales, es decir de-
finen isomorfismos entre los campos de fracciodé§ X,Y)) vy K((X1,Y1))
respectivamente dé& [[ X, Y]] yde K [[X1,Yi]].
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El homeomorfismoo tiene la propiedad de transformar el ide@’,Y) en
el ideal (X, X;,Y7) = (X1). Enelcasoenqu& = C y el anillo es el de las
series convergente€{ X, Y}, esto geometricamente corresponde a la condicion
T-1(0,0) = E de la seccion anterior.

La transformada par de
f(X7 Y) = Fn<X7Y) + Fn+1(X7 Y) + Fn+2(X7 Y) +-- € KHX Y]]v
es el elemento dés [[ X, Y;]] definido por
o(f)=f(X1,X1Y1) = F, (X1, XiV)+ F (X, XiYp) + -+

XM [F,(1,Y1) + X1 Fpar (1,Y1) + -],

La serie |
() = fUXY) = £ (X0, Xan),
1

donden = dir(f) se@ llamada ldransformada estrictaegunc o explosonde

(f)-
LEMA5.4 Seaf,ge K[[X,Y].

1. o*(f) esinvertible enK|[[X, Y]], siy solamente si, el termino inicial de
f tienelaformafF, = cX"+---, dondec € K* y n esun entero no
negativo.

2. 0"(fg) =" (f)o*(9).

Demostracbn. La prueba es una simple verificanide la definidn.

PROPOSICION 5.5 Sea f = Y" 4 a1 (X)Y™ ! + -+ + a,(X) € K[[X]][V]
un polinomio de Weierstrass irreducible con tangenf¥&), supongamos que
I(f,Y) = m. Entonces

1. o*(f) esirreducible enK[[X;, Y1]].
2. dir(o*(f)) < dir(f).

Con igualdad, si y solamente*(f) es un polinomio de Weierstrass con
relacion Y;.
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Demostracbn.

1. Setiene que

o (f) =Y + b (XY - 4 ba(X0)

donde
_ ai(Xl)

Xi

bi(X4)

Como f es un polinomio de Weierstrass con tangente tenemos que
dir(a;(Xy)) > 4, esto implica que d{p;(X;)) > 0, y por tanto o*(f) es
un pseudo-polinomio.

Supongamos por el absurdd () seareducible erk[[X1, Y7]] , luego ex-
isten pseudo-polinomio$’, P, € K[[X]|[Y1] de grados respectivamente
ny>1yny > 1 talesquen =n; +ny y

o"(f) = PP,

multiplicando ambos miembros de la igualdad arriba pgt, se tiene

n __* Y _ ni K n2 X
f(X,)Y)=X"o (f)(X,X)_X Pl(X,X)X Pl(X,X).

[~

Como X™ Pi(X,
ducible en K[[X,

), X™Py(X,¥) € K[[X,Y]], tenemos quef es re-
]] lo que es una contradicm.

~=

2. Tenemos que
dir(c*(f)) = dir(Y]" + by (X)Y L4 -+ b,(X1)) <
Si
dir(c*(f)) = dir(f) < dir(b;(Xy)) > 1.

Lo que es equivalente a decir que la forma inicial &€ f) esY" y es de
Weierstrass.

O

Definicion 5.6 Si dir(f) = dir(f1)), iterando el procedimiento de las trans-
formaciones cuadraticas , hasta encontrar que la directo de la transformada, en
un determinado estado, sea menor aquel de la serie del estado anterior. La suce-
sibn de explosiones obtenido de esa modo sera llansadasbn canonica de
explosiones
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Veremos a seguir que sf € M es un polinomio de Weierstrass irreducible,
definiendo una singularidad de curva algebroide plana, entoncesédedpwn
numero finito de explosiones veremos tener un cambio en la directo de la trans-
formada estricta.

De modo aalogo se puede definir una nonide transformada estricta ( f)
de f, segunr,y probar resultados analogos al lema 5.4 y a la propwsisi5
cuando f es de Weierstrass eR [[Y]][X], irreducible y con tangentéX).

Luego si(f) es un polinomio de Weierstrass irreducible
[=Y"+a(X)Y" !+ +a,(X) € K[[X]][Y]

Se define f¥ = f ypara i = 1,2---, denotamos porf® la transformada
estricta defU~Y seguno o, sifuese el caso, def~), segunr.

PROPOSICION5.7 Sea f = Y™ + a;(X)Y" ! + -+ + a,(X) € K[[X]][V]
un polinomio de Weierstrass irreducible. Si

io = min{i; dir(F) # dir(f0 D)},

o= [ M

donde [a] representa la parte entera de

entonces

Demostracon.
Despues de explosiones, tenemos las coordenadas, Y;) = (X, Y;).

Si i <y, podemos escribir.
a1 (X) az(X)

() —yn _Y*‘nfl _Yan L a”(
f 1 + XZ ? + X2i ? + + Xm

Es claro que no se puede tener indefinidamentéf @iy = dir(f0~Y), pues
las n sucesiones

dir(aggjf)), dondej =1, - n,

son esfictamente decrescientes.

Seai, el menorindice i para lo cual vale la desigualdad

dir(f@) £ dir(f0=Y) (5.2)

68



Haciendoa; = dir(a;(X)) observe que la desigualdad 5.2 solo se cumple, si
y solamente si, existg = 1,---n tal que
aj —ij >0
aj—1j+n—j <n
lo cual implica que
i<Y iy
J

Si nosotros quisieramos el menopara el cual 5.2 se cumple, deveriamos
tomari = iy, tal que

. , O .
10 < min — <19+1
7]
es decir :

. , Q5
0= | min —|.
1<j<n 3

En el caso en que
f=X"+a (V)X 1+ +a,(Y)

es un polinomio de Weierstrass irreducible &f[Y]][X], se tiene un resultado
totalmente analogo. Con eso acabamos de probar el siguiente resultado.

TEOREMA 5.8 La sucedin caronica de explosiones de una curva &lgica
irreducible cualquiera, sobre la forma de Weierstrass, conduce despues de un
nimero finito de pasos a una curva algica no singular.

La sucesin carbnica de longitud rimima w, ala que se refiere el teorema es
denominadéa resolucbn caronicade la singularidad de una curva algebrigg.
La resolucdbn carbnica de (f) determina una sucési nimerica de mayor
importancia en esta teoria que es la sume$inita de imeros
dir(f) > dir(f®) > - > dir(f@) > - > dir(fV) = 1,
llamada la sucesi de directas dé€ f).
Ejemplo Determinaremos la resoluri cardnica de

f=Y'-X".
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En este caso se tiene que
fV=0"(f) =Y - X}

que al multiplicar poru = —1 se torna en la forma de Weierstrass con rélaci
a X,. Portanto aplicanda* a —f se tiene

fo = X3 =Y,

que no es singular. La sucéside las directos, en este caso{ds3, 1}.
Observacbn v Sea

f=Y"+a(X)Y" ! + - 4 a,(X)
un polinomio de Weierstrass, irreducible con cono tangénte). Considere
FOXLY) = X f (X0, X0).

Suponga que(T™, (7)) sea una parametrizéci de (f), con ordy(7)) =
m > n, luego

e(T)
Tn

Fo, ) = (T") " f(T", ¢(T)) = 0.

Si dir(f1) = dir(f) = n, entonces(T", £X)) es una parametrizami de
f(l)_

Si ny = m—n = dir(fM) < dir(f) = n, tenemos queuf es de
Weierstrass con respectod;. Como difyp(7)) = m, tenemos que

AL — o),

donde v(7") es una unidad d&<[[T]]. Seaw(T) € K[[T]] una unidad tal que
w(T)™ =v(T), tenemos entonces que
T (T) = (Tw(T))™.
Definiendo
Ty = p(T) = Tw(T)

tenemos quel’ = p~ (1) y por tanto una parametrizéei de (uf(V) es dada
por (Y1, X1) = (T1",¢(T1)), donde v (T1) = (p~'(T1))".

El anillo local de una curva algebroide plana se inyecta en el anillo local de su
explosbn, conforme veremos en elgximo resultado.
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PROPOSICION 5.9 Dado f = Y™ +a;(X)Y™ ' +---+a,(X), un polinomio
de Weierstrass irreducible, existe un homomorfismo natural inyecto©gdeen
O, de tal modo quev;q) restricto a Oy, coincide convy.

Demostracbn.
Vamos analizar apenas el caso en que

f=Y"+a(X)Y" '+ 4 a,(X)

es un polinomio de Weiertrass con refatia la indeterminada$’, pues el caso
enquef estaen laforma de Weierstrass con réla@X es totalmente a@logo.
Observar que en esta situai f() es un pseudo polinomio, regular exi
de ordenn.
Considere el homomorfismo d&-algebras

w . Of — Of(l)
g(X,Y) - g(X1,X1Yi)

Notar que en virtud de la proposicion 4:4 puede ser visto como un homo-
morfismo de K[[X]]-mbdulos:

v K[X]Je - K[X]ly"™ — K[X]|&- - K[[X]]y"

9(X,y) — 9(X, Xy1)

gue es claramente inyector pues las sumas son directas.
La afirmacon sobre las valorizaciones;u, y vy, siguen de la observamgi
V).

O

PROPOSICION 5.10 Sean (f) y (g) dos curvas algebroides planas irre-
ducibles con la misma tangente. Se tiene que

I(f,g9) = dir(f)dir(g) + I(f", g'").
Demostracbn. Tenemos tres casos para analizar

1. Las transformaciones estrictas d¢) y de (g) poseen la misma directo,
que las curvas originales, esto es

dir(f) = dir(fM) = n y dir(g) = dir(¢'¥) = n’. Como

1
g (X1, 1) = —=9(X1, X1Y7),
Xl
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de las consideraciones arriba y del teorema 4.17 tenemos que

I(f®, gM)

vio(gW) = ord(rg(T" 20))
—nn' +vp(g) = —dir(f)dir(g) + I(f, g),

lo que prueba el resultado.

2. Lastransformaciones estrictas@® y de (¢g) poseen las directos menores
gue las curvas originales.

3. Una transformada estricta posee la directo menor y la otra posee la misma
directo.

TEOREMAS.11 Sean f y g dos curvas algebroides irreducibles planas. Se
tiene que
Zdlr Ndir(g®).

Demostracbn. Sean f y ¢ dos curvas algebroides irreducibles planas. Con una
sucesbn finita de longitudw de explosiones de tipe y o del tipo 7, conforme

el caso, llegamos ala situacifinal en quef™) y ¢@¥) tiene tangentes distintas.
Con esto y con el teorema 4.18 termina la prueba.
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