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Resumen

En la tesis, utilizando anillos conmutativos con identidad R, estudiamos y caracteriza-
mos los automorfismos en el anillo de polinomios en una indeterminada y con coeficientes
en R, también los automorfismos en el anillo de las series de potencias formales en una
indeterminada y con coeficientes en R. Finalmente, en el iltimo capitulo realizamos el
estudio del anillo de las series de potencias formales en varias indeterminadas y con
coeficientes en un cuerpo, y caracterizamos los automorfismos en estos anillos.

Palabras claves: Serie de potencias formal. R-endomorfismos. Automorfismos. Topo-
logia I-adica. Homomorfismos. Isomorfismos.
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Abstract

In the thesis, using commutative rings with identity R, we study and characterize the
automorphisms in the ring of polynomials in an indeterminate and with coefficients in R,
also the automorphisms in the ring of formal power series in an indeterminate and with
coefficients in R. Finally, in the last chapter we carry out the study of the ring of formal
power series in several indeterminates and with coefficients in a field, and we characterize
the automorphisms in these rings.

Keywords: Formal power series. R-endomorphisms. Automorphisms. I-addic topologies.
Homomorphisms. Isomorphisms.
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Introduccion

Nuestra motivacion para este trabajo, fue estudiar las series de potencias formales
con coeficientes en un anillo conmutativo con identidad. Esta necesidad nos condujo a
revisar los R-endomorfismos, R-automorfismos de polinomios y de series formales. Tam-
bién, revisamos los automorfismos de las series de potencias en varias indeterminadas y
con coeficientes en un cuerpo.

En el primer capitulo, abordamos algunos conceptos previos y definiciones fundamen-
tales, las cuales estableceran una base solida para nuestra investigacion. Este enfoque nos
proporcionara un contexto necesario para los resultados que se presentaran en los capitu-
los siguientes. Describimos la bibliografia utilizada en este capitulo: (Adamson, 1995),
(Atiyah, 1989), (Ayres, 1992), (Beachy, 2019), (Dugundji, 1978), (Gentile, 1967), (Hers-
tein, 1970), (Hungerford, 2012), (Lima, 2014), (Lang, 2012), (Lezama, 2014), (Munkres,
2002), (Wawrzynczyk, 1993), (Zaldivar, 2011).

En el segundo capitulo, utilizamos la bibliografia siguiente:(Churchill, 1992), (Lang,
2013), (Narasimhan, 2012). Veremos algunos resultados de la convergencia de series de
potencias y el radio de convergencia. Ademés, estudiamos el comportamiento de las series
de potencias formales, pero consideraremos dichas series con coeficientes complejos. Es
natural y frecuente encontrar series de potencias formales con coeficientes en nimeros
complejos pero nos interesamos en las series de potencias formales con coeficientes en un
anillo en general.

En el tercer capitulo, utilizamos las siguientes bibliografias: (Alvarado, 2015), (Gilmer,
1968), (O’Malley Wood, 1970), (Mejia, 1985). Estudiamos los polinomios con coeficien-
tes en un anillo, y de esta forma exploraramos el comportamiento de los automorfismos
en el anillo de estos polinomios. Este analisis, nos proporcionara una base para poder
extender los automorfismos a las series de potencias formales, esta vez con coeficientes en
un anillo. Sin embargo, nos encontramos con dificultades en este proceso, es por eso que,
incorporamos algunos conceptos de topologia. Esto nos permitié examinar estas series,
desde una nueva perspectiva y extender propiedades para los automorfismos de dichas
series de potencias formales.

Finalmente, en el cuarto capitulo usando (Chenciner, 2008) y (Hefez, 2003) exten-
demos los automorfismos a las series de potencias formales en varias indeterminadas y
con coeficientes en un cuerpo K. Para esto, examinamos las series de potencias forma-
les con varias indeterminadas, las cuales tienen propiedades similares a las series en una
determinada vista en el tercer capitulo. Esto nos llevé a estudiar los homomorfismos de
K-élgebras y sus propiedades, asi como los isomorfismos de K-algebras. Este estudio, nos
permitié establecer una conexién con los automorfismos de series de potencias formales
en varias indeterminadas, lo que nos llevé a una propiedad vinculada con la determinante
de una matriz formada con los coeficientes de las formas lineales de establecidas series
formales.



Capitulo 1
CONCEPTOS PREVIOS

En este capitulo, presentaremos algunos conceptos y propiedades principales que seran
de gran utilidad para las propiedades de los capitulos posteriores.

Definicién 1.1 (Espacios Topolégicos). Una topologia sobre un conjunto X es una
coleccion 7 de subconjuntos de X con las siguientes propiedades:

1) 0, Xer.
(2) Si A,B e, entonces ANB € 7.
(3) La unién de los elementos de cualquier subcoleccién de 7 estd en 7.

Un conjunto X para el que se ha definido una topologia 7 se llama “Espacio Topoldgico”.

Hablando con propiedad, un espacio topolégico es un par ordenado (X, 7) que esta for-
mado por un conjunto X y una topologia 7 sobre X, omitiremos hacer esta menciéon
especifica de 7 si no existe confusion.

Si X es un espacio topoldgico con su topologia 7, diremos que U C X es un conjun-
to abierto si U € 7.

Definicién 1.2. Sean los espacios topolégicos (X, 79) y (X, 71), diremos que 7y es mds
pequeno que 71 si 79 C Ty.

Definicién 1.3 (Base de una topologia). Sea (X, 7) un espacio topolégico. Una familia
B C 7 es llamado base de 7 si cada conjunto abierto de X es la unién arbitraria de
elementos de .

Es decir, para todo U € 7, existe una subfamilia {B;};c; C 5 tal que U = U B;.
jeJ
Los elementos de la base 8 lo llamaremos “Elementos basicos de la topologia 7.

Teorema 1.1. Sea (X, 7) un espacio topolégico y 8 C 7 entonces ( es base de 7 si y
solo si paracada U et y x €U, existeun B € § tal que z € BC U.

Prueba. La demostracion se puede ver en (Munkres, 2002; p.91). O]

3



CAPITULO 1. CONCEPTOS PREVIOS 4

Teorema 1.2. Sea [ una familia de subconjuntos de X. 3 es base de alguna topologia
7() sobre X siy solo si

(1) x={JB

Beg
(2) Paracada By, By € § ycada x € By N By, existe By €8 tal que x € B3 C BiNBs.

En tal caso 7(3) es la familia de uniones arbitrarias de elementos béasicos de f.

Prueba. Si [ esbase de alguna topologia 7(3) sobre X, puede probar de forma inmediata
las condiciones (1) y (2) usando el teorema [1.1]

La demostracion del reciproco se puede ver en (Adamson, 1995; p.80). n

Observacién 1.1.
(i) Si B ={B;}ier € P(X) cumple las condiciones (1) y (2) del Teorema, entonces
7(5) Z{ U B / {Bj}jes CﬁaJCI}
jeJ
es una topologia sobre X donde  C 7(f) es su base.
(ii) 7(B) se llama “Topologia generada por 5”.

(iii) 7(B) es la topologia mas pequena de todas las topologias sobre X que contienen a
By es unica. El lector puede consultar (Adamson, 1995; p.10).

Definicién 1.4 (Topologia producto). Sean los espacios topoldgicos (X, 7x) v (Y, 7v).
La topologia producto sobre X x Y (denotada Txy) es la topologia que tiene como base
a la familia

/BZ{UXV/UGT)(,VGT)/}.

Observacién 1.2 (Topologias de subespacios).
= Sea el espacio topolégico (X, 1), Y C X, entonces
Ty ={YNU /Uet}

es una topologia sobre Y.

Demostraremos esta afirmacion:

(i) Como X,0 €7 entonces Y NO=0,YNX =Y €7,.

(11) Dados YﬂUl,YﬂUQ € Ty -
(YﬂUﬁﬁ(YﬂUz) :Yﬂ(UlmUQ) € Ty, pues UoNU; €.

(iii) Dado la subcoleccién {Y NU;}jes de 7, .

U(YﬂUj):Yﬁ<UUj>ET|Y,pues UUjGT'

jeJ jeJ jeJ
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= 7], se denomina topologia inducida sobre ¥ por 7 .

» Decimos que (Y, 7),) es un subespacio topoldgico de (X, 7).

Proposicién 1.1. Si 3 es una base para el espacio topolégico (X, 7), entonces la coleccién
By ={YNB/Bep}
es una base de 7),,.

Prueba. Esta prueba se puede encontrar en (Munkres, 2002; p.101). O

Definicién 1.5 (Entornos). Sea el espacio topolégico (X,7), V C X y z € X.
Llamaremos entorno de z a cualquier conjunto abierto V' (es decir, V € 7) que contiene
a x. De esta manera podemos definir el conjunto de entornos y lo denotaremos

N@ ={V CX /V esentorno de x }.

Proposicién 1.2. Sea el espacio topoldgico (X, 7). U€T siysélosi UeN(,), para todo
rzeU.

Prueba. La demostracién puede ser vista en (Adamson, 1995; p.82) O

Proposicién 1.3. Sea el espacio topolégico (X, 7) v x € X, entonces:
(i) Ny #0.

(ii) Si V € N, entonces z € V.

(iii) Si V € Ny y V. C W, entonces W € N(y.

(iv) Si V,W € N, entonces VNI € Ny).

(v) Para cada V € Ny, existe W € N(y) tal que V' € Ny, para todo y € W.

Prueba. La prueba de los item del (i) al (iv) son de forma inmediata.
El item (v) se puede consultar en (Adamson, 1995; p.83). ]

Definicién 1.6 (Conjuntos cerrados). Un subconjunto U de de un espacio topoldgico
X se dice que es cerrado si el conjunto X — U es abierto.

Definicién 1.7 (Clausura de un conjunto). Dado un subconjunto A de un espacio
topoldégico X. La clausura de A se define como la interseccién de todos los conjunto ce-
rrados que contienen a A (también llamado cerradura o adherencia) y se denota mediante

A.
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Proposicién 1.4. Sea A un subconjunto del espacio topoldgico X.
(i) AcC A
(ii) A es cerrado siy solo si A = A,

(iii) # € A siy solosi para todo U € Ny, UN A # 0.

Prueba. Esta demostracién se puede consultar en (Munkres, 2002; p.105). ]

Definicién 1.8 (Espacios de Hausdorff). Un espacio topolégico X se denomina es-

pacio de Hausdorff si para cada par z,y de puntos distintos de X, existen los entornos
U e Ny, VeNy talesque UNV = 0.

Definicién 1.9. Sean los espacios topoldgicos (X, 7x), (Y, 7y). laaplicacién f: X — Y
se dice que es continua si para todo Ve 1y, f1(V)={x e X/ f(x) eV} € x.

Definicién 1.10 (Homeomorfismos). Sean los espacios topoldgicos (X, 7x), (Y, 7y)
y f: X — Y una aplicacién biyectiva. Si f y su aplicacién inversa f~!:Y — X son
continuas, entonces diremos que f es un homeomorfismo.

Proposicién 1.5. Sean los espacios topoldgicos (X, 7x), (Y,7v) y f: X — Y una
aplicaciéon. Entonces f es continua si y solo si para cada z € X y cada V € Ny,
existe Ue€N(y,) tal que f(U) C V.

Prueba. Esta demostracién se puede ver en (Munkres, 2002; p.118). O

Observacién 1.3.

(i) Cuando se cumple esta condicién para el punto z € X diremos que f es continua
en el punto x.

(ii) Esta propiedad sigue siendo vélida si se reemplazan los entornos por entornos basi-
cos (es decir, que V € Ny(;) v V esté en una base de 7y).

Teorema 1.3 (Reglas para construir funciones continuas).

(i) Sean X, X5 espacios topoldgicos y X; x X, con la topologia producto, entonces
la aplicacion proyecciéon
Qbi: X1 X X2 — Xz
(ZEh 172) — I;

para cada ¢ = 1,2, es continua.
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(ii) Sean XY espacios topoldgicos, yo € Y (fijo), entonces la aplicacién constante

C

yo:

X — Y
x|—>y0

es continua.
(iii) Sea X un espacio topoldgico, entonces la aplicacién identidad

Id: X — X
r — T

es continua.

(iv) Sean X,Y y Z espacios topolégicos. Si f : X — Y y g : Y — Z son
aplicaciones continuas, entonces la aplicacién composicién gof : X — Z es
continua.

(v) Sean X, X;, X5 espacios topoldgicos y X; x Xs con la topologia producto,
fi: X — X, (i = 1,2) aplicaciones, entonces la aplicacion

f: X — X1 X Xy
v o (fi(x), fox))

es continua si y solo si f; es continua, para todo 7 =1, 2.
(vi) Sea X un espacio topoldgico, a € X fijo, entonces la aplicacién

o X — X xX
r — (a,x)

es continua.

Prueba.

(i) Si U; € 1x,, (i = 1,2), entonces:
(b;l(Ul) = {(%1,.772) € X1 X Xg/l'l c Ul} = U1 X X2 € TX1xXs-
¢; ' (Us) = { (21,72) € X1 X Xo /29 € U1 } = X1 X Uy € Tx,x -

Por lo tanto ¢; es continua.
(ii) Esta prueba puede ser vista en (Munkres, 2002; p.122).
(iii) Esta prueba puede ser vista en (Munkres, 2002; p.122).
(iv) Esta prueba puede ser vista en (Munkres, 2002; p.122).
( )

(v) Esta orueba puede ser vista en (Munkres, 2002; p.124).
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(vi) Sea x € X (arbitrario) y a € X (fijo), tenemos:
io() = (a,2) = (Cule), Td(x).

Se sabe de los items (i) y (ii) que C, y Id son continuas.
Por lo tanto del item (v), i, es continua.

Definicién 1.11 (Sucesién). Sea X un conjunto no vacio. Una sucesion en X es una
aplicacion
f: N — X
n — f(n):=ux,

y lo denotaremos (x,)neny C X y si no hay confusién sera denotado por (z,)nen-

Definicién 1.12 (Subsucesién). Sea (z,)ney una sucesion en X. Llamaremos subsu-
cesion (Y, )nen de (@n)nen a la sucesién definida por y, = 44y donde ¢ : N — N
es una aplicacion estrictamente creciente, es decir que elegimos elementos de la sucesion
original sin alterar el orden.

Lema 1.1. Si una aplicacién ¢ : N — N es estrictamente creciente, entonces ¢(n) >
n, para todo n € N,

Prueba. En efecto, evidentemente se cumple para n = 1.

Si se cumple ¢(n) > n, para todo n € N (Hipdtesis Inductiva).

Supongamos que ¢(n+1) <n+ 1.

n<en) <pn+1)<n+1, luego n < p(n+1) <n+1 lo cual es una contradiccion,
por lo tanto ¢(n+1) > n+ 1. O

Ejemplo 1.1. Sea la sucesién (z,)neny en R definida por z,, = %, para todo n € N.

1

Una subsucesion de (z,)nen es la sucesién definida por y, = 5-, para todo n €N,
1 1

pues @(n) =2n es una aplicacién estrictamente creciente y y,, = 3 = ) = Ton-

Definicién 1.13. Sea X un espacio topoldgico. Decimos que una sucesion (z,)men en
X converge a un punto x € X si y solo si para todo V' € N, existe ng € N tal que
para cada n > ng, x, € V y lo denotaremos por:
T, —x, limz,=2 o lim z,==x.
n— oo
= La siguiente proposicién nos dice que en esta definicién se puede reemplazar los
entornos V' € N(,) por entornos bdsicos.
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Proposiciéon 1.6. Sea (X,7) un espacio topolégico, 5 una base de 7, (,)neny una
sucesion de X y x € X, entonces x,, — = siy solo si para todo V entorno basico de
x, existe ng €N tal que para cada n > ng, z, € V.

Prueba. Sea x, — x y V un entorno bdsico de z, entonces V' € Ni,). Luego de la
hipotesis, existe ng €N tal que para cada n > ng, x, € V.

Reciprocamente, si V € N(,), entonces V€7 y ze€V.

Luego por el teorema [1.1], existe un B € § tal que v € B C V. Asi B es un entorno
bésico de x.

De hipdtesis tenemos que existe ng € N tal que para todo n > ng, x, € B C V.

Por lo tanto z, — x. O

Teorema 1.4. Sea X un espacio topolégico de Hausdorff, entonces una sucesion (x,)nen
en X converge tnicamente en un punto de X.

Prueba. Supongamos que la sucesién (x,),en en X converge en dos puntos diferentes
z,y € X.

Luego z, — x, z, — y donde = # y.
Tenemos que existen los entornos U € Ni,), V € N,y tal que UNV =0.
Por definicién de limite:

Existe n; € N tal que para todo n > nq, x, € U.
Existe ny € N tal que para todo n > no, x, € V.

Tomamos ng = max{ny,ne}, entonces x,, € UNV lo cual es una contradiccién pues
U y V son disjuntos.

Por lo tanto su limite en un espacio de Hausdorff es tinico.

Definicién 1.14 (Espacios métricos). La métrica o distancia en un conjunto no vacio

X es una aplicacion
d: XxX — R

que satisface las siguientes propiedades:

(1) d(z,y) >0, paratodo z,y € X (No negatividad).

(z,y)
(2) d(z,y) =0 siysolosi =y, paratodo x,y € X.
(3) d(z,y) =d(y,x), paratodo z,y € X (Simetria).
(4) d(z,z) < d(z,y) +d(y, z), paratodo x,y,z € X (Desigualdad triangular).

Si d es una métrica de X, al par (X, d) se le denomina espacio métrico.
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Observacién 1.4.

(i) La aplicaciéon mencionada d se llamard pseudométrica si solo cumple las propieda-
des de simetria, desigualdad triangular y si d(x,z) = 0, para todo = € X.

(ii) De estas condiciones se deduce que d(x,y) > 0, pues

d(z,y) = =(d(z,y) + d(y, 7)) >

5 d(x,z) =0.

N | =

(iii) En una pseudométrica si d(z,y) = 0, no necesariamente z = y.

(iv) Todo espacio métrico es un espacio pseudométrico.

Definicién 1.15. Dado un espacio métrico (X,d). Se denomina bola abierta (de la
métrica d) de centro a € X yradio r > 0 al conjunto

By(a,r)={x € X /d(z,a) <r }.

Nota: Normalmente, se omite el subindice d de las bolas abiertas si no da lugar a
confusion.

Definicién 1.16 (Topologia inducida por una métrica). Dado un espacio métrico
(X,d), la coleccién de todas las bolas abiertas

Ba =14 Byla,r) Ja€e X, r>0}.

es una base de alguna topologia sobre X.

Efectivamente:
(i) X = | Ba(z,1).
reX

(ii) Sea Bgy(xi,71), Ba(x2,72) € Ba tal que x € By(x1,71) N By(x2,72),
entonces existe By(z,r) € B4 tal que x € By(z,r) C By(x1,7r1) N Ba(xa,12)
donde r = min{ry — d(z,z1),ro — d(z,z2)}.
Dicha topologia se denomina topologia inducida por la métrica d y se denota 74.

Diremos que un espacio topoldgico (X,7) es metrizable si existe un espacio métrico
(X,d) tal que 7 =74

Observacién 1.5. Una topologia puede tener bases diferentes que generan la misma
topologia. Por ejemplo las familias de conjuntos

Bi={ Bala,t)/aeX,neN}.
Po ={ Bila,e™) /ae X,neNy }.

son bases que generan la topologia métrica 7.
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En efecto, si U € 74 v x € U, entonces por el teorema existe By(a,r) € By tal que
x € By(a,r) CU.

Si escogemos s = min{d(z,a),r — d(x,a) }, entonces por la propiedad Arquimediana,
existe un n € N tal que % <s<r.

Luego z € By(x, L) C By(z,s) C By(a,r) C U.
Es decir que existe B = By(z, %) € py talque x € BCU.
Por lo tanto 3; es base de 7.

De forma analoga se prueba que (3 es base de 7.

Figura 1.1: Inclusion de bolas abiertas

Definicién 1.17. Dado el espacio métrico (X,d). Se dice que la sucesién (z,)nen de X
converge en un punto x € X si y solo si para todo € > 0, existe ng € N tal que para
cada n > ng, d(z,z,) <e.

Decimos también que z es el limite de (x,),en ¥ 1o representaremos por:

T, — 2, llmz, =2 o lim z,=x.
n— oo

Observacién 1.6. Si (X, 7) es un espacio topolégico metrizable, la definicién de con-
vergencia de un espacio topoldgico y un espacio métrico son equivalentes.

En efecto:
Supongamos que en el espacio topolégico (X,7), x, — z € X.
Dado e >0, By(z,¢) es un entorno bésico de x en 7, = 7.

Luego existe ng € N tal que para todo n > ng, x, € By(z,¢), esto es,
d(z,x,) < e.

Reciprocamente, Supongamos que en el espacio métrico (X,d), z, — x € X.
Dado V un entorno béasico de z en 75 =7, V = By(x,r), para algin r > 0.

Luego existe ng € N tal que para todo n > ng, d(z,z,) <r, esto es,
Ty € By(z,7) =V.
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Teorema 1.5. Una sucesion convergente en un espacio métrico (X, d) lo hace tnica-
mente en un punto.

Prueba. Supongamos que una sucesion (x,),en en X convergea x e y donde x # y.
Como = #y y d esuna métrica entonces d(x,y) =& > 0.
Por definicion de convergencia
existe n; € N tal que para todo n > ny, d(z,r,) < §
existe ny € N tal que para todo n > ny, d(z,7,) < §
Luego existe ng = max{n,ns} tal que x,, € B(x,5)NB(y,5) = 0, lo cual es una

contradiccion.

]

Teorema 1.6. Dado un espacio métrico (X,d), (Z,)nen una sucesién en X.
Si (T, )neny converge a x € X entonces cualquier subsucesion (¥, )neny de (2,)nen con-
verge a .

Prueba. De hipétesis, y, = ;) donde ¢ : N — N es una aplicacién estrictamente
creciente.

Dado € > 0, existe ng € N tal que para todo n > ng, d(z,z,) <e.
Si n >mng, entonces p(n) >mn >ng, luego d(x,r,m)) < €.

Por lo tanto para todo n > ng, d(z,y,) < €.
]

Proposiciéon 1.7. Sea X un espacio topoldgico, AC X y z€ X. Si existe una suce-
sion  (z,)neny en A que converge a x, entonces x € A. El reciproco se cumple si X es
metrizable.

Prueba. Sea V € N(,), entonces por definicién de convergencia, existe ng € N tal que
para todo n > ng, x, € V.

En particular x,, € VN A, luego x € A.
Reciprocamente, sea d una métrica para la topologia de X.

Si x € A, entonces para todo n € N

Bd<x,%> NA#( (1.0.1)

Dado e > 0, entonces existe ng € N tal que nio <e.
Sea n > ng, de (L.0.1) tenemos d(z,z,) < = < % <e.

Por lo tanto z,, € A donde =z, — x.
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Definicién 1.18 (Espacios métricos completos). Sea (X,d) un espacio métrico.
Una sucesion (x,),en de X se dice que es una sucesiéon de Cauchy si y solo si para todo
e >0, existe un ny € N tal que d(x,,x,,) < €, para cada n,m > ny.

El espacio métrico (X, d) se dice que es completo si toda sucesién de Cauchy en X
es convergente en un elemento de X.

Observacién 1.7. De forma andloga a la observacion [1.6], podemos definir una sucesion
de Cauchy en un espacio topologico metrizable.

Si (X, 7) es un espacio topoldgico metrizable, una sucesién (z,),eny en X es de Cauchy

si y solo si para todo V' € Ny, existe ng € N tal que para todo n,m > ng, x,—x, € V.

También analogamente, de la proposicion [1.6, en esta definicién de sucesiones de Cauchy
podemos reemplazar los entornos V' € N(,) por entornos basicos de z.

Proposicién 1.8. Toda sucesién convergente de un espacio métrico (X,d) es sucesién
de Cauchy en (X,d).

Prueba. La demostracion puede ser vista en (Lima, 2014; p.168). O

Proposicion 1.9. Sea (z,),en una sucesion de Cauchy de un espacio métrico X. Si
€N Yy

(Yn)nen €s una subsucesion de (z,)neny tal que (yn)nen converge a un punto = € X,

entonces (T )neny converge a .

Prueba. Tenemos y, = x,4,) donde ¢ : N — N es una aplicacion estrictamente
creciente.

Dado e > 0, entonces

existe n; € N tal que para todo n,m > ny, d(z,,7,) < 5.

£
-

existe ny € N tal que para todo n > ng, d(z,y,) <
Si n > ng=max{ni,ns}, entonces p(n) >n>n; y n>ns.
Luego d(zymy, Tn) = d(Yn, 2n) < 5 y d(z,yn) < 5.
Finalmente por la desigualdad triangular
d(x, 2,) < d(z,yn) + d(Yn, 75) < 5+ 5 = €.

Por lo tanto x, — .
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Definicién 1.19 (Grupos). Dado un conjunto G # @) y * : GxG — G una operacién
binaria, (G, *) es llamado grupo si se cumplen las siguientes propiedades

(1) ax(bxc) = (axb)*c, paratodo a,b,c € G. (Asociatividad).

(2) Existeun e € G tal que a*e =e*a = a, para todo a € G.
(Existencia del elemento neutro).

(3) Para todo a € G, existe a™! € G tal que axa™' =a'xa=ce.

(Existencia del elemento inverso).

Si no hay confusién simplemente denotaremos al grupo (G, x*) por G.

Se puede probar que el elemento neutro y los elementos inversos son tnicos.

Definicién 1.20. Un grupo (G, %) es llamado grupo Abeliano si cumple la propiedad de
conmutatividad, es decir a * b = b * a, para todo a,b € G.

Definicién 1.21 (Subgrupos). Sea (G, *) un grupo y H C G. Decimos que H es sub-
grupo de G si (H,*) es un grupo.

Proposicién 1.10. Sea (G, *) un grupo y H # ) un subconjunto de G es subgrupo de
G siy solo si

(1) Sia,be H entonces axb € H.

(2) Sia € H entonces a™! € H.

Prueba. La demostracién puede verse en (Herstein, 1970; p.46). O

Proposicién 1.11. Sea (G, *) un grupo y H # () un subconjunto de G.
H es subgrupo de G siy solosi a*b~! € H, para todo a,b € H.

Prueba. Si a,b € H entonces por proposicién [1.10, a,b~ € H y luego a x b=t € H.

Reciprocamente, si a,b € H entonces b~! = exb~' € H cumpliendo asf la parte (2) de la
proposicién y luego a* (b~')"'= ax*b € H cumpliendo la parte (1) de la proposicién
LIO

Por lo tanto H es subgrupo de G.
m

Definicion 1.22 (Anillos). Dado un conjunto R # (), +,-: R x R — R son opera-
ciones binarias. Diremos que (R, +,-) es un anillo si se cumple

(1) (R,+) es grupo Abeliano ( Og es su elemento neutro ).

(2) a.(b.c) = (a.b).c, para todo a,b,c € R. ( “-” es asociativa ).
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3) a.(b+c¢)=ab+ac y (a+b).c=a.c+b.c. (Distributividad ).
Ademads diremos que: (R, +,-) es un anillo con identidad si se cumple (1),(2),(3) y
(4) Existe 1z € R tal que 1g.a = a,1g = a, para todo a € R.
(R, +,-) es un anillo con identidad y divisién si se cumple (1),(2),(3),(4) vy
(5) Para todo a € R\ {0g}, existe b € R tal que a.b =b.a = 1g. (b=a"1).
(R,+,-) es un cuerpo si se cumple (1),(2),(3),(4),(5) y
(6) a.b=b.a, para todo a,be€ R. ( “-” es conmutativo ).

(R,+,-) es un anillo conmutativo con identidad (a.c.c.i) si se cumple (1),(2),(3),(4) y (6).

Observacién 1.8.
(i) Si no hay confusién simplemente denotaremos al anillo (R, +, ) por R.

(ii) Al inverso de a €R respecto a la suma lo denotaremos por —a y a.b se denotard
ab.

(iii) Si » € N y a € R, entonces denotaremos por a”" al proceso aaa...a donde se
repite n veces.

(iv) Si R es un anillo con identidad, diremos que un elemento a € R es unidad (o
inversible) en R si existe b:=a"! € R— {0z} tal que ab= 1.

(v) R={0} es un anillo y se llamar4 anillo trivial.

Definicion 1.23. Sea R un anillo conmutativo. Un elemento a € R\ {0} es divisor de
0 siexiste un b € R\ {0} tal que ab = 0.

Caso contrario, si un elemento a € R no es divisor de cero en R diremos que este
elemento es regular en R.

Es decir, si a es regular en R si para todo re R tal que ra =0 entonces r = 0.

Proposiciéon 1.12. Sea R un anillo conmutativo, si a es regular en R entonces a” es
regular en R, para todo n € N.

Prueba. Probaremos por induccion. Para n=1 es de inmediato por la hipdtesis.
Supongamos que a” es regular en R. (Hipdtesis Inductiva)
Sea re€ R tal que raa™ = ra"™' =0 entonces ra =0 y como a es regular en R, r = 0.

Por lo tanto a"*! es regular en R.
]

Definicién 1.24 (Dominio de Integridad). Un anillo conmutativo no trivial sin divi-
sores de cero es llamado un dominio de integridad (DI), es decir:

R es DI si para todo a,b € R tal que ab=0 entonces a=0 o b=0.
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Proposiciéon 1.13. Todo cuerpo es domino de integridad.

Prueba. Dado un cuerpo R. Sean a,b € R tal que ab = 0.

Supongamos que a #0 y b # 0, entonces 1 = (a= b )ab = (a~1071)0 = 0, lo cual es
una contradicciéon. Asi concluimos que a =0 o b= 0.

Por lo tanto R es dominio de integridad.
O

Definicién 1.25 (Subanillos). Sea (R,+,-) un anillo y S C R un subconjunto no vacio.
Diremos que S es un subanillo de R si (S, +,-) es un anillo.

Proposicién 1.14. Sea (R,+,-) un anillo y S C R un subconjunto no vacio. Entonces
S es un subanillo de R si y solo si

(i) Para todo a,be S, a—beS.
(ii) Para todo a,be S, abe S.
Prueba. Sea S subanillo de R.

(i) Como S C R, tenemos que (S, +) es subgrupo abeliano de (R, +). De esta manera
por la proposicién a—be S, para todo a,b € S.

(ii) Es de inmediato debido que S es un anillo.
Reciprocamente, si se cumple los items (i) y (ii), de la proposicién (S,+) es un
grupo abeliano.

Como S C R, la propiedad asociativa y distributiva en S se cumplen de inmediato.

Por lo tanto S es subanillo de R. O

Definicién 1.26 (Homomorfismos). Sean los anillos (R, +r, r) v (5, +s, s).

Un homomorfismo de anillos (o simplemente morfismo de anillos) es una aplicaciéon f :
R — S tal que para todo a,b € R, f(a+grb)= f(a)+s f(b) y

fla-rb) = fla) s f(D).

Ademds, si Ry S tienen elementos identidad, se cumple que f(1g) = 1g.

Al homomorfismo f: R — R lo llamaremos endomorfismo de R.

Definicién 1.27. Sea f: R — S un homomorfismo de anillos. Diremos que f es
isomorfismo si f es biyectiva.

Si el endomorfismo f:R — R es un isomorfismo diremos que f es un automorfismo de

R.



CAPITULO 1. CONCEPTOS PREVIOS 17

Proposicién 1.15.

(i) Si f:R — S es un homomorfismo de anillos, entonces f(0g) =0g y
f(=a) = —f(a), para todo a € R.

(ii) Si f:R — S es un isomorfismo de anillos, entonces su aplicacién inversa
f~1:8 — R también lo es.

(iii) La composicién de dos isomorfismos de anillos es isomorfismo.

Prueba. La demostracion de (i) puede ser vista en (Herstein, 1970; p.113). Las demos-
traciones de (ii) y (iii) se encuentran en (Beachy, 2019; p.239). O

Definicién 1.28. Sea f: R — S un homomorfismo de anillos. Los conjuntos

Nu(f)={reR/ f(r)=0s}
Im(f)y={seS/3dreR, f(r)=s}

son llamados ntcleo e imagen de f respectivamente.

Proposicién 1.16. Sea f: R — S un homomorfismo de anillos.
(i) Nu(f) y Im(f) son subanillos en sus anillos respectivos.
(ii) f es inyectiva siy solo si Nu(f) = {Og}.

Prueba.
(i) Esta demostracién puede verse en (Beachy, 2019; p.241).

(ii) Si = € Nu(f) entonces f(x) =0 = f(0), luego por la inyectividad de f, = = 0.
Por lo tanto Nu(f) = {0g}.
Reciprocamente, sean x,y € R tal que f(x) = f(y), entonces f(x —y) = 0, asi

x —y € Nu(f) ={0g}, es decir, x =y. Por lo tanto f es inyectiva. 0

Definicién 1.29 (Ideales). Sea R un anillo, I/ C R un subconjunto no vacio. Diremos
que [ es un ideal de R si se cumple:

(1) Para todo a,b € I, a—b e I (esto quiere decir que (I,+) es subgrupo de R).

(2) Para todo a € I y paratodor € R, ra,ar € I.

Proposiciéon 1.17 (Ideales especiales). Sea I,.J ideales del anillo R. Definimos los
conjuntos:

I+J={a+b/aclbe]}
IJ:{albl+a2b2—|—...+anbn/aiel,biGJ,neN}

y sea {I)}rea una coleccién de ideales de R, entonces I+ J, IJ y ﬂ I, son ideales

AEA
de R.
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Prueba. La demostracién que [+ J y IJ son ideales de R puede verse en (Hungerford,

2012; p.124), mientras que la demostraciéon que ﬂ Iy es un ideal de R sale de forma

AeA
inmediata aplicando la definicién de ideales en 1. O

Observacién 1.9.
(i) Losideales I 4+ J,y IJ se llaman ideal suma e ideal producto respectivamente.
(ii) La unién de dos ideales de R no necesariamente es un ideal de R.

(iii) Sea n € N, [ ideal de R, luego denotaremos al producto de n ideales como

I"=1I1...1.
—_—

n—uveces

Definicién 1.30. Sea S un subconjunto del anillo R, representaremos a (S) como el
minimo ideal de todos los ideales que contienen a S.

Proposiciéon 1.18. Sea R un anillo conmutativo y S un subconjunto no vacio de R,

entonces
(S)y={risi+rasa+ .. +7usy /i €ER5; €S,neEN}.

Prueba. La demostracion puede ser vista en (Lezama, 2014; p.16). ]

Proposicién 1.19. Sea S un subconjunto del anillo conmutativo R, {I)} ca una colec-
cién de todos los ideales de R tal que S C I, entonces

(S) =) In

AEA

Prueba. La demostracion puede ser vista en (Lezama, 2014; p.16).

Observacion 1.10. Sea R un anillo conmutativo y S un subconjunto de R.
(i) Si S ={ay,as,...,a,} entonces
(S) == (a1, ag,...,an)R={may +reas+ ...+ 190, /7, € R}

es llamado ideal finitamente generado. (si no hay confusién (ai,as,...,a,)R sim-
plemente lo denotaremos por (ay,as, ..., a,)).

(ii) Si S :={a} entonces
(S)=(a)={ra/reR}=aR

es llamado ideal principal de R.
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(iii) Sea a € R, se puede probar que (a") = (a)", para todo n € N.

Definicién 1.31 (Anillo Cociente). Sea R un anillo con I C R ideal. Definimos una
relacion en R. Para todo a,b € R

a~b siysolosi a—bel.

b

Afirmacion: “ ~ 7 es una relacion de equivalencia.
Reflexividad. Para todo a € R, a —a =0 € I, entonces a ~ a.

Simetria. Sean a,b € R tal que a ~ b, entonces a — b € I. Como [ es ideal,
—(a—=b)=b—acl, asi b~ a.

Transitividad. Sean a,b,c€ R talque a~0b y b~ a.
Tenemos (a —b),(b—c) €1, luego a—c=(a—0b)+(b—c) €l yporende a~ c.

[43 7

Por lo tanto “ ~ 7 es una relacién de equivalencia.

Si a € R, llamaremos al conjunto @ ={b € R /a ~ b} como “clase de equiva-
lencia de a”.

Observamos que @ =a + 1.

Estas clases de equivalencia conforman una particién de R denominada anillo cocien-
te R/I, es decir,

R
72{@—1—1/@6}%}.

Vamos a dotar a R/I con las operaciones de suma y producto.

e Suma: (a+ 1)+ (b+1):=(a+b)+ 1.
e Producto: (a+1).(b+ 1) := (ab) + I.

Estas operaciones estan bien definidas. En efecto:

e Suma: Sean ¢’ €a+1 y O € b+ I, entonces (a' —a), (V) —b) €1, luego
(@ +V)—(a+b)=(d —a)+ (b —b) e, asi (a' +V)~ (a+Db).
Por lo tanto (¢’ + ')+ 1= (a+b)+ 1.

e Producto: Sean o’ € a+1 y b € b+ I, entonces h=(a' —a), k= (b —b) €l.
Luego @' =a+h, b/ =b+k, con h,k € I, por consiguiente a'b’ = ab+ ak + hb + hk,
donde ak,hb,hk € I, es decir, a'bl = ab+ g, donde ¢g = ak + hb + hk € I, asi
g=ab —abel, (adlV)~ (ab). Por lo tanto (a't') + I = (ab) + I.

Con estas operaciones definidas proporcionan que R/I sea un anillo denominada ani-
llo cociente.
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Si R es a.c.c.i, entonces R/I es a.c.c.i donde el elemento el elemento aditivo es
0=0+1=1 yel elemento identidad es 1 =1+ I.

La aplicacion
T R— ?
ar— w(a)=a+1

es un homomorfismo sobreyectivo llamado “proyecciéon natural al cociente”.

Definicién 1.32 (Ideal primo). Sea R un anillo, P un ideal de R con P# R (o también
se dice que P es ideal propio de R). Diremos que P es in ideal primo si se cumple la
siguiente condicion:

Si I,J C R son ideales tal que I.J C P, entonces I C P o J C P.
En el caso de que R sea conmutativo tenemos la siguiente equivalencia:

P es ideal primo si y solo si para todo a,b € R tal que ab € P, se tiene que a € P o
be P.

Definicién 1.33 (Ideal maximal). Sea R un a.c.c.i, M un ideal de R con M #R.
El ideal M se llama maximal si no existe otro ideal I tal que M C I C R con M #1

y I#R.
Es decir, M es ideal maximal de R si para todo [ ideal de R tal que M C I, entonces
M=1 o I=R.

Proposiciéon 1.20. Sea R un anillo, M y P los ideales propios de R, entonces
(i) P esideal primo siy solo si B o Dominio de Integridad.

(ii) M es ideal maximal siy solo si o © un cuerpo.

Prueba.
(i) Esta demostracién puede verse en (Hungerford, 2012; p.127).

(ii) Esta demostracién puede verse en (Hungerford, 2012; p.129).

Proposicion 1.21. Todo ideal maximal es ideal primo.

Prueba. Usando la proposicion tenemos que si M es un ideal maximal de un anillo

R entonces de — es un cuerpo, luego de [1.13] es DI y de la misma proposicion

1.20, M es un ideal primo.

M

]
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Definicién 1.34 (Ideales Nilpotentes). Sea R a.c.c.i. Diremos que a € R es un ele-
mento nilpotente si existe un n € N tal que o™ = 0.

El conjunto de todos los elementos nilpotentes de R,
Rad(R) ={ a € R / a es nilpotente } se llamara nilradical o radical de R.

Un ideal I de R se llamara nilpotente si existe un n € N tal que I"=0.

Proposiciéon 1.22. Si R es un anillo conmutativo, entonces

(i) Rad(R) es un ideal de R.
(ii) Rad(R) es la interseccién de todos los ideales primos de R.

Prueba. Las demostraciones de (i) y (ii) se pueden encotrar en (Atiyah, 1989; p.5).
[

Proposiciéon 1.23. Sea R a.c.c.i. Si ay,as,...,a, € R son nilpotentes entonces
(ay,as, ..., a,) es un ideal nilpotente.

Prueba. Probaremos por induccion.
(i) Si k=1.

Tenemos que si a; es nilpotente entonces existe un r € N tal que a] =0, luego

<a1>r = 0.
(ii) Supongamos que la proposicién es verdad para k = n (Hipétesis Inductiva).

(iii) Veamos si se cumple para k =n + 1.

Sean aj,ag, ..., ay, ayt1 € R nilpotentes. Denotemos I = (ay, ag, ..., ay).

Tenemos del item (i) y la Hipdtesis Inductiva tenemos que existen r,m € N tal
que (ap11)" =0y I™=0.

Luego:
m-+r
(a1, Ay ey Ay Ay )™ = (I + {ay1) )" = Z I Ha, )
i=0
r—1
(a1,ag9, ..., Qp, Qpyg)™" =TT 4 me”*"(anﬂ)i + I"™{(ans1)"
=1
m+r—1 '
+ ) I )’ A (@)™
1=r+1
r—1 m—+4r—1
(a1, a2, ..., G, Qpyr)" " = 1™ z:fr_%amﬂ)Z + Z ™A 40)"
i=1 i=r+1
m+r—1
(a1, ag, ..., Ay, Qpi)™T" = Z I a, )
i=r+1

(a1, a2, ., @, @)™ = I Hana) ™ 4 I (a0 0)"™2 + - Hanga)™ 7

m4+r __
<a1aa27"'7an7an+l> = 0.
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Por lo tanto (ay,as, ..., an, a,y1) es un ideal nilpotente.

[]

Proposicién 1.24. Sea R un anillo. Si a no es unidad de R, entonces existe un ideal
maximal M de R tal que a € M.

Prueba. La demostracién puede ser vista en (Martinez, 1997; p.19). O]

Observacién 1.11.

(i) Ya que todo ideal maximal es un ideal primo entonces podemos decir que si a no
es unidad de un anillo R entonces existe un ideal primo P de R tal que a € P.

(ii) También se puede decir que, si a ¢ P, para cualquier P ideal primo de R, entonces
a es unidad de R.

Definicién 1.35 (Estructuras de mdédulos sobre un anillo). Sea R un anillo con-
mutativo con identidad (a.c.c.i), A un grupo abeliano y la aplicacién

A RxA — A
(r,a) +— 71-a

A junto con A lo llamaremos R-médulo A (o A es un R-mdédulo) si satisfacen las siguientes
propiedades:

(ml) r- (a1 +ag) =7-a;+r-as.
(m2) (r+m)-a=r-a+ry-a.
(m3) (ry-ra)-a=ry-(ry-a).
(m4) 1g-a=a.

cualesquiera que sean a,ai,a93 € A y r,r1,79 € R.

Definicién 1.36 (Homomorfismos de médulos). Sean M, N R-mdédulos. La aplica-
cion f : M — N es un homomorfismo de R-moddulos si para cada z,y € M, r € R se
cumple:

flx+y)=fl@)+ fly) v flro) =rf().

Definicién 1.37 (Filtraciones). Sea R un anillo conmutativo. Una filtracién en R es
una familia de ideales, {I,}nen, de R tales que

I=01)OoLDLD..DI1,D>... v I, ClLin

Si {I}nen, es una filtracién de R, diremos que R es un anillo filtrado.

Ejemplo 1.2. Sea R un anillo conmutativo, I un ideal de R, entonces {I"},cn, forma
una filtracién en R.

En efecto, denotamos R = I°. Evidentemente I"I™ = ["+™,
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Afirmacién: " C I", para todo n € N.

(i) Sin=1.
Sea x € I?, entonces & = x1y1 + Toys + ... + Ty, donde z;,1y; € I.
Como z;y; € I, x € I. Luego I? C I.

(ii) Supongamos que se cumple para n € N, "1 C I" (Hipétesis Inductiva)
Luego [""? =" c I"] = ["*L,

Esto quiere decir que se cumple para n + 1 probando asi la afirmacion.

Como I™ es un ideal y por la afirmacién, I™ C I, para todo n € N,
entonces I" cumple las condiciones (i) y (ii) de submdédulos.

Por lo tanto
I>DIPPo>P>..oI"D ...

es una filtracién de R.

e Estos tipos de filtraciones son llamadas “Filtracién I-adica de R”.



Capitulo 2
CONVERGENCIA DE SERIES

En este capitulo inicialmente estudiamos las series complejas, principales propiedades
y teoremas relacionados. También estudiamos las series de potencias con coeficientes
complejos, su relacion con las funciones holomorfas y en la seccion 2.1 describimos el
radio de convergencia para las funciones complejas holomorfas.

Definicién 2.1. Llamaremos sucesién de niimeros complejos a una aplicacion
z : N — C que asocia a cada ntimero natural n un nimero complejo z, llamado n-ésimo
término de la sucesién la cual denotaremos (2, )neny C C o simplemente (z,) C C.

Definicién 2.2. Sea (z,) C C, diremos que esta sucesién converge a z € C si

lim z, = z. Ademas de la definicion de sucesién convergente se puede deducir que:
n—oo

lim z, = z siy solo si para todo £ > 0, existe ny € N tal que |z, — 2| < &, para todo
n—oo
n > ng.

Observacién 2.1.
= Si existe este limite, este limite debe ser unico.

= Si no existe este limite se dice que la sucesion diverge.

Teorema 2.1. Sea (z,)CC con z, = z,+1iy, (n € N), ademds si z =z +1iy entonces

lim 2z, =2 siysolosi lim x, =2 y lim y, =y.
n—oo n—oo n—oo

Prueba. Para cada ¢ > 0, existe ng € N tal que para cada n > ny tenemos
|zn — 2| < &, utlizando las siguientes desigualdades:

|z — 2|+ yn —y| < |2 — 2] <€
|z, — 2| < |zn— 2| <e

|yn—x|§|zn—z|<€

24
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Obtenemos que lim z, =z y lim y, = y.
n—oo n—oo

Reciprocamente, dado € > 0, entonces tenemos que existe n; € N tal que para todo
n>ny, |, —x| <5 y existe ny € N tal que para todo n > ng, |z, — 2| < 5.

Tomamos un ng = max{ny,ns}, luego si n > ny tenemos que
g 3
Tn — 2| <5y |zn — 2| < 5.

En consecuencia |z, — z| < |z, — x| + |y, — y| < €.

A continuacién daremos la definicién de series de ntimeros complejos.

Definicién 2.3. Dada la sucesién (z,) C C, una serie infinita de nimeros complejos
o0

denotada por g z, se dice que converge a un numero complejo S si la sucesiéon de

n=0
N 0
sumas parciales Sy = E z, converge a S, escribimos en tal caso E Zp = S.
n=0 n=0

Teorema 2.2. Sea (z,) CC con z,=x,+iy, (n € N) y S =X +1iY € C, entonces

izn:S si y solo si ixn:X y iyn:Y.
n=0 n=0 n=0

N
Prueba. Sea Sy = Z z, = Xy + 1Yy, para todo NeN donde
N N "=

an:XN y Zyn:YN.

n=0 n=0

Luego tenemos
o0

Zzn:S si lim S,=S5

n—oo
n=0
lim X,, =X y limY, =Y (por teorema 2.1
n—oo

n—oo

es decir, an:X y iYn:Y.
n=0 n=0

Proposicién 2.1.

o
(i) Si la serie de nimeros complejos E 2z, converge entonces lim z, = 0.
n—o0
n=0

(ii) Los términos de una serie convergente son acotados. (Es decir, existe M > 0 tal
que |z,| < M, para todo n € N).
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Prueba.

(i) Sea z, =z, + iy, con Zzn:X—i-iYEC

n=0

Luego por el teorema tenemos Z X,=X vy Z Y, =Y, entonces

lim x, = lim y, = 0. Por lo tanto lim z, = 0.
n—00 n—00 n—oo

(ii) Es inmediato, pues de la parte (i) de la proposicién tenemos que lim z, = 0, luego
n—oo

(zn) C C es acotado.

]

Teorema 2.3. La convergencia absoluta de una serie de niimeros complejos implica la
convergencia de la serie.

[0.9]
Prueba. Como la serie Z |zn| es convergente y ademés |x,| < |z,] ¥ |yn| < |2al-
n=0 o0 o0
Por el criterio de comparacién de los nimeros reales tenemos que Z |zn] y Z Y|
n=0 n=0

son series convergentes.

Ya que la convergencia absoluta de una serie de ntimeros reales implica la convergen-
cia de la propia serie tenemos que:

Existen X,Y € R tales que ZXn:X y ZYn:Y.

n=0 n=0
o0
Finalmente por el teorema , Z Zn = X +1Y.
n=0
n
Observacion 2.2.
00 N
(i) Si S= Z Z, y Sy = Z Zn, pn Trepresentara la sucesién de restos de la serie

n=0 n=0
la cual es definida como py =5 — Sy.

N
(i) Si Sy = ZZ” y lim Sy =5, ademas S = Sy + pny lo que implica que “una
n—oo
n=0

serie converge a un numero S siy solo si la sucesion de restos tiende a cero”.
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2.1. Radio de convergencia

Antes de estudiar la serie de potencias convergentes, vamos a recordar la definicion
de funcion holomorfa. Es claro que, al tener una funciéon holomorfa , existe una estrecha
relacion con una serie de potencias convergentes en una regién de convergenvia y por ello
es imprescindible definir el concepto de radio de convergencia.

Definicién 2.4. Sea f una funcién con valores complejos definidas en un conjunto abierto
2 C C. Decimos que f es holomorfa en 2 si, para cada a € €2, existe un entorno U € N,
(U C Q) y una sucesion (¢,) C C tal que para cada z € U, la serie

converge a f(z).

A continuacion, mostramos una propiedad fundamental relacionada a radio de con-
b
vergencia relacionada a las funciones holomorfas.

Lema 2.1 (Lema de Abel). Sea una sucesién (c,) C C, entonces existe un R > 0
(R puede ser igual a co) tal que la serie

o0
E Cn2"”

n=0

converge (absolutamente) para |z| < R y diverge (absolutamente)para |z| > R.
Ademas la serie converge uniformemente en todo subconjunto compacto del disco
D(()’R) = {Z € C/’Z‘ < R}

Prueba. Dado el conjunto A= {7 >0/ (|c,|r" )nen €s una sucesién acotada }.
Es claro que A # (), puesto que 0 € A.

Caso 1: Si A es acotado.
Sea R = sup A y supongamos que |z| > R.

Afirmamos que (|c,]|2]" )nen DO esta acotado, pues de lo contrario |z] € A y luego por
definicién de supremo |z| < R lo cual es una contradiccién.
o0

Asi concluimos que chz" diverge (absolutamente) cuando |z| > R.

n=0
Ahora, si tenemos un subconjunto compacto K del disco D g g), entonces existe un p > 0
tal que K C D(O,p) - D(O,R)-

Como p < R (lo suficientemente cercano a R ), entonces existe r€ A tal que p<r <R.
Sea z € K arbitrario, entonces |z| < p < r. Asi tenemos la siguiente desigualdad

existe M >0 tal que |[c,||z|" < |en|p” < |en|r™ < M.

Luego |c,2"| <ep|p” < M(2)". Como £ <1 entonces M E (8)" < 00.
T
n=0
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o0

Aplicando el criterio de comparacion tenemos que chz” converge (absolutamente).

n=0

oo
Por lo tanto E cp 2" converge uniformemente en K.
n=0
oo

Anélogamente a la demostracion anterior podemos obtener que E cp2" converge

n=0
(absolutamente) para |z| < R.

Caso 2: Si A no es acotado.

Sea t > 0. Como A no es acotado entonces existe una sucesién acotada (|c,|r™ ),en tal
que 7 >t, esto implica que existe M > 0 tal que |c,[t" < |e,|r™ < M, luego t € A.

Ademds como 0 € A entonces RT U {0} C A, es decir, Rt U{0} = A.

Luego R se puede interpretar como infinito (R = sup A = 00).

o
Esto quiere decir que E ¢z converge (absolutamente), para todo z € C.
n=0
m
Observacién 2.3.
o0 oo
= R es llamado Radio de convergencia de la serie E c,2", es decir, g cn2" es
n=0 n=0
convergente en Do g).

o0
= Si E cp,2" converge (absolutamente), para todo z € C, entonces R = oo.

n=0

o0
= Si R =0 entonces E cp2" converge para z = 0.
n=0

o0
= Si E ¢,z es una serie de potencia con radio de convergencia R # 0, la serie se

nzo. . .

denomina “Serie de potencia convergente”.
o0
» Si D es un disco de centro 0 tal que D C D p), tenemos que E cp 2" converge
n=0

en D.

El radio de convergencia se puede determinar con la informacién que proporciona los
coeficientes de la serie de potencias. Veamos:

Sea (t,)nen una sucesién de ntimeros reales no negativos (¢, > 0).
Recordemos que un nimero ¢ € R es un punto de acumulacién de (¢,)nen si para cada

e > 0 existen infinitos indices n tal que |t,, —t| < e.

Una propiedad principal de los ntimeros reales (Teorema Bolzano-Weiertrass) nos
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afirma que cada sucesién acotada tiene al menos un punto de acumulacién. (observar la
figura)

— e H——— e e —

Figura 2.1: Puntos de acumulacién

Supongamos ahora que (f,),en €s una sucesién acotada de nimeros reales no
negativos y S el conjunto de los puntos de acumulacién de la figura [2.1] Es decir:

S ={peR/ pes punto de acumulacién de (¢,)nen }-
Definimos el limite superior de (¢,)n,en como A = lim sup(t,) = Sup S.

Algunas propiedades que tenemos de este limite superior son:

Proposicién 2.2. \ = lim sup(t,) es un punto de acumulacién de (¢,).

Prueba. Sea € > 0, entonces existe p €S tal que A — e < p, esto implica que existen
infinitos indices n tal que p—t, < |t, —p| <p+e— A, asi

A—e<t, (2.1.1)

Como pe S y A=supS, entonces p < A < XA+ ¢, luego existen infinitos indices n
tal que t, —p < |t, —p| < A+ —p, lo que implica que

tn < e+ A (2.1.2)

Por lo tanto de (2.1.1) y de (2.1.2) tenemos que existen infinitos indices n tales que
(A—¢) <tn, < (e+A), es decir que A es un punto de acumulacién de (¢,)nen.
[

Esta propiedad nos dice que A € S, lo que nos garantiza que

A = lim sup(t,) = Max S.

Proposicién 2.3. X es igual al lim sup(t,) siy solo si para cada & > 0 existen infinitos
indices n tales que A\ —e <t,, y ademas existen finitos indices n tales que ¢+ X\ <t,.

Prueba. Sea € > (0. Como A€S, entonces existen infinitos indices n tales que
A—e<t,<e+ A\

Ahora supongamos que existen infinitos indices n tales que ¢ + A < t,,, entonces existe
un conjunto infinito y acotado {¢,,,tn,, ...} tal que

e+ A<t (2.1.3)
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Luego existe un punto de acumulaciéon p donde t,; converge a p, aplicando el limite a la
desigualdad (2.1.3]) tenemos que A < e+ X\ < p y esto es una contradiccién, pues p € S.

Reciprocamente, Sea p €S y supongamos que p > .
Ahora tomemos un € = (p — \)/2 > 0, entonces por la hipdtesis existen finitos indices n
tales que (A +p)/2=A+¢e<t,.

Asi existen finitos indices n tales que (A+p)/2=p—¢ <t, <p+e lo que implica que
p ¢ S lo cual es una contradiccién.

Por lo tanto para todo p € S, p < A, es decir, A = Max S.
]

Proposicién 2.4. Sea (t,)n,en una sucesion acotada de niimeros no negativos, entonces

lim sup(t,) = lim (sup(tk)) :

N—0N\ >n

Prueba. Sea p €S arbitrario (p es punto de acumulacién de (t,)nen )-
Luego la sucesion (t,)nen tiene una subsucesion () tal que lim ¢, = =p
n—oo
Como k es una aplicacién estrictamente creciente entonces k() > n, para todo n € N.

Por la definicién de supremo tenemos t < sup(ty).
k>n

Tomando el limite a la desigualdad obtenemos p < lim (sup(tx)).
n—oo an

Como esto se cumple para cualquier p €.S entonces

lim sup(t,,) := Max S = lim (sup(tk)) :

N—00\ L>n

]

Proposicién 2.5. Sea (t,)nen una sucesién acotada de niimeros no negativos, entonces

lim sup(t,) = inf (sup(tk)) :

neN k>n

Prueba. Sea A, = {t,,tyi1,tni2,...}, para todo n € N.
Evidentemente A,, es acotado.

Ahora definimos la sucesion (S, ),en definida por S,, = sup A,, = sup(t;), para todo n€ N.
neN k>n

Como A,,1 C A,, para todo n €N, entonces S, 1 < 5,, para todo n € N. Lo que
significa que la sucesién (S, )nen es mondtona decreciente y ademds esta acotada.

Esto quiere decir que lim S,, = inf(S,).
n—00 neN

Por lo tanto lim <sup(tk)> = inf (sup(tk)>.

n—00 \ >n neN k>n
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Con estas dos propiedades anteriores el limite superior de una sucesién acotada (t,)nen
se puede expresar de tres maneras

lim sup(t,) == Max S = lim (sup(tk)) = inf (sup(tk)) .

n—00\ k>n neN k>n

Donde S es el conjunto de todos los puntos de acumulacién de (t,),en-

Por conveniencia, si la sucesién (t,)nen con t, > 0 no esta acotada superiormente defi-
nimos su limite superior como infinito (lim sup(t,) = o0).

Proposicién 2.6. Sean las sucesiones de nimeros reales (t,)nen, (Sn)nen con t,, s, > 0.
Si t=1lim sup(t,) y s=Iim sup(s,) entonces:

(i) Umsup(t, +s,) =t +s.
(i) Si t # 0, entonces lim sup(t,s,) = ts.
(iii) Si existe un ng € N tal que t, < s,, para todo n > ng, entonces t < s.

(iv) Siexiste lim t¢,, entonces t = lim ¢,.
n—oo n—oo

Prueba.

Las partes (i),(ii) y (iii) salen inmediatamente si reemplazamos a t y s con

t = lim (sup(tk)> y s= lim <sup(sk)).

n—oo k>n n—oo k>n
Luego aplicamos las propiedades de supremo y los limites clasicos de sucesiones.

(iv) Sea nlljgl@ t, = a, afirmamos que (¢, )nen tiene un tinico punto de acumulacion.

En efecto :
Sean « y [ puntos de acumulacién de (t,),en, entonces existen t,,,t,,, ... infinitos tales
que t,, — « y existen t,,,tn,,,... infinitos tales que t,,, — 3.

Luego por el teorema de Bolzano Weierstrass tenemos que a = a = f3.

Como (t,)nen tiene un solo punto de acumulacién entonces S = {a}, esto quiere decir
que t = Ilimsup(t,) = supS =a = lim t,.
n—0o0

]

La hipétesis de (ii) que dice que t # 0 esta hecho para permitir la posibilidad de que
S = 00 en cuyo caso ts es oo.

Si s# 00 y t# oo entonces lim sup(t,s,) = ts sin restricciones.

o0

Teorema 2.4. Sea g cp2" una serie de potencia con radio de convergencia R > 0,

n=0
entonces

1
ik

lim sup|c,|Y" = =
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Si R =0 entonces (|cn|1/")neN es una sucesion no acotada .

Si R = oo entonces lim sup|c,|'/" = 0.

Prueba. Sea A={r >0/ (|c,|r"),cy €s una sucesién acotada } donde el radio de con-
vergencia de la serie de potencia es R = sup A.

Caso 1. Supongamos que 0 < R < oo.

Sea un s arbitrario tal que 0 < s < R.

o
Esto quiere decir que la serie E |c,|s™ converge, entonces

=0
! C1/n
existe ¢ > 0 tal que |c,|s" < ¢, para todo n € N, luego |c,|Y™ < — y como
s
lfm ¢/™ =1 puesto que ¢ > 0.
n—oo
Luego tenemos que
1 cl/n 1
lim sup| co|Y™ < lim sup = -
s s
/ 1/n 1 .
Entonces [im sup| c,| < — para cualquier s < R.
s
Esto implica que
‘ 1/n 1
lim sup| c,|"'" < o5 (2.1.4)

Ahora si s > R (s arbitrario)

tenemos que Z |cn|s™ es divergente, luego por el criterio de la raiz

n=0
existe ng € N tal que para todo n > ng, (|c,|s")"/™ > 1, es decir, |c,|"/" > 1,
para todo n > ny.

Entonces lim sup|c,|'/™ > %, para cualquier s > R el cual implica que

1
lim sup|c,|Y™ > =

> = (2.1.5)

z n__ 1
Por lo tanto de (2.1.4) y (2.1.5)) tenemos lim sup|c,|'/™ = +.

Caso 2. S1 R=0.

Tenemos que para todo r > 0, (|c,|r")men €s una sucesién no acotada.

. . . I 1
Esto quiere decir que si tomamos un M > 0 arbitrario entonces <|C"|W) no esta
neN

acotada, es decir, existe n € N tal que |cn|ﬁ > 1, lo que implica que |c,|"" > M

Por lo tanto (|cn|1/”)nGN no esta acotado .

Caso 3. Si R = oo.
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Se sabe que A no esta acotado. Dado un e > 0 arbitrario, entonces existe un s € A tal

que s > %, luego existe M > 0 tal que |c,|s" < M, para todo n € N, lo que implica

1/n

que lim |c,|'" <1 < ¢, entonces existe ng € N tal que para todo n > ng, |c,|'" <e,
n—oo

es decir, lfim |c,|Y™ =0 y por proposicién (iv), lim sup|c,|'/™ = 0.
n—o0

2.2. Cociente de series de potencias formales con co-
eficientes complejos

Definicién 2.5. Una serie de potencias formal de T' con coeficientes complejos es una

expresion de la forma:
o0

ZanT" =ag+ T+ aT? + ...

n=0
La cual esta definida pricipalmente en aplicacién de sus coeficientes
{ao, a1, as,...} C C.

También podemos identificar las series formales como una funciéon A : N — C, donde
A(n) = a, que podremos denotar como f(T) = ag + a;T + ayT? + ..., cabe notar que
aqui f no es una aplicacion, sino una expresién formal.

Ejemplo 2.1. También podemos usar expresiones para las series formales como
2 + 3T + 773, que no entenderemos como un polinomio de grado 3, sino como una
representacion de la serie 2437 + 072+ 713 +07*+ ... donde a, = 0 para todo n > 3.

Denominaremos término constante de una serie compleja formal de potencias al coefi-
ciente ag.

2.2.1. Operaciones de series de potencias formales con coefi-
cientes complejos

Dadas las series

f=>aT"y g=> bT"
n=0 n=0

Definimos:
. f+g:chT" donde ¢, =a,+0b, vy
n=0

» fg= i d, T" donde d, = i a;ibn—;.
n=0 i=0
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Si @ es un nimero complejo, definimos
o
af = E (van,)T™.
n=0

Al igual que para los polinomios, con estas dos operaciones (suma y producto) se verifica
que las series complejas formales de potencias son conmutativas, asociativas y distributi-
vas.

Definicién 2.6. Dada una serie de potencias formal con coeficientes complejos

oo
f=2 aT"
n=0
llamaremos orden de f, al menor nimero natural r tal que a, sea diferente de cero y lo
denotaremos r = Ord(f).

Por tanto si tenemos, f=a, 7"+ ... vy g=0T°+ ... con a,,bs # 0 se verifica que
fg=ab, T +t.0.s.

De donde se deduce que
Ord(fg) = Ord(f) + Ord(g).

Observacién 2.4.

(i) El orden de una serie de potencias serd 0 si y solo si su término constante ag es
no nulo.

(ii) Diremos que el orden de una serie de potencia nula, donde todos los coeficientes
son cero, es infinito (co).

(iii) Dada una serie formal f diremos que la serie formal g es inversa de f si
fg=1.

Denotaremos ¢ = f~ 1.

Notemos por la observaciéon anterior que si f tiene inversa entonces su término constante
es diferente de cero, es decir, Ord(f) = 0.

La reciproca, también es verdadera, lo cual veremos a continuacion.

Teorema 2.5. Sea una serie formal f, si Ord(f) = 0 entonces existe una serie formal
g que es inversa de f.
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Prueba. Sea f = Z%T " considerando ay'f en lugar de f, reducimos el problema

n=0
al caso con término constante igual a 1.

Antes de proceder observemos que
1=1-T)1+T+T*+T°+..)
Entonces consideremos

f=1—h, donde h=—(a;T +aT?+...) y Ordh >1.

Para definir la inversa de (1 — h) intuitivamente podemos afirmar que
p=0—-h)"'=14+h+h+h+ ..

De este modo se nos plantea la interrogante, ; Es ¢ una serie de potencia formal
de T 7, para responder a esto consideremos la suma finita

1+h+h2+n+ ... +1™

que al ser un producto y suma finita de series de potencias formales con coeficientes
complejos es a su vez una serie de potencias formal y como el Ord(h) > 1, al anadir un
sumando de la forma h™*!, cuyo orden es estrictamente mayor que m, los m primeros
coeficientes no varian, caracteristica que se repite al anadir A2, y en general, al anadir
cualquier AP con p > m.

Asi al ir aumentando la cantidad de sumandos, notamos que el i-ésimo coeficiente queda
establecido una vez que pasemos por el sumando h?, por lo tanto podemos definir

o= i end™
n=0

o0

donde e,, es el n-ésimo término de E h'.

n=0

De todo lo anterior tenemos que

1—=hA+h+h+hr+.)=0-h)¢p=f¢=1

2.3. Campo de fracciones de series de potencias for-
males con coeficientes complejos

Consideremos ahora, el conjunto de todas las series complejas formales junto a las ope-
raciones de suma y producto que definimos, otorgandole asi una estructura de anillo.
Ahora podemos afirmar que dicho anillo es un Dominio de Integridad, es decir, no posee
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divisores de cero, por lo cual es posible definir un campo que contenga a dicho anillo.
Para definir este campo es necesario primero dar la nocién de cociente entre dos series
complejas formales cualesquiera.

(0@ o
Definicién 2.7. Dadas las series de potencias formales f = Z a, " 'y g= Z b, T".
n=0 n=0
Al igual que los nimeros racionales m/n son formadas por enteros m,n con n # 0

podemos definir cocientes de series formales como:

_ (M)
fla= o(T)

donde ¢(T') # 0. Dos cocientes f/g y fi/g1 se consideran iguales si fg; = f1g exacta-
mente con la misma condicién que se da en el caso de niimeros racionales.

Definicién 2.8. Definiremos la suma y el producto de cocientes de series formales de la
siguientes manera:

= f/g + p/a=(fq+gp)/(9q)
= f/g.p/a=(fp)/(99)

Con estas definiciones se verifican de forma inmediata las siguientes propiedades:

(i) Sea f una serie de potencias formal, entonces
f/r=.
(ii) Si f es una serie de potencias formal invertible, entonces
1/ f=f"
(iii) Sean f,g y h series de potencias formal, donde g # 0 y h # 0 entonces
(hf)/(hg) = f/g.

Observacion 2.5. Sea la serie compleja formal de potencias
f=anT™ + ap T 4 = Z a,T"

donde a,, # 0. Podemos reescribir f de la forma
f - (ame>g

donde ¢ es una serie de potencias formal con coeficientes complejos de orden igual a cero,
en consecuencia 1/f tiene la forma

1 1

1/f = .
1= gy
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Ya sabemos que — es una serie de potencias formal de orden igual a cero, podemos
g
escribir entonces De esta manera 1/f se expresa como

1 1 b 1 by
1/f = amlT_m + amle—l + amlefQ

_|_...

la cual es una serie de potencias formal con coeficientes complejos con una cantidad finita
de términos con potencias negativas de T', de esta manera se ve que un cociente de series
formales arbitrarias se puede ver como una serie de la forma

ijg_*f o +CT—1+co+c1T+c2T2+ =Y eI

C—m
f/g—ﬁ +

n=—m

Es fécil notar que f/g no es necesariamente una serie de potencias formal; para solventar
esto es conveniente ampliar la definicion de series de potencias formales con coeficientes
complejos de la siguiente manera:

f/g:¢zzanTn:ZanTn
nez —00

Donde existe un m € Z, tal que a, = 0 para todo n < m. Asi tenemos la siguiente
representacion alternativa
o0
o= Z a,T".
n=m

[e.e]
Ejemplo 2.2. Considerando ¢ = 5T 2+6iT 1 +1+6T+iT?+- - - = Z a,T", notemos
n=—2
que ¢ puede escribirse también de la forma:
G=0T3+5T2+6T ' +1+6T +il*+ - = Z a,T", pero es imposible darle a ¢
n=-—3

(o]
una representacion de la forma E a,T".

n=-—1

Del ejemplo anterior deducimos que cualquier serie de potencias formal tiene una can-
tidad infinita de representaciones simplemente anadiendo términos a la izquierda con
coeficiente nulo, y en caso de que ¢ fuese diferente de cero, existe un maximo nimero k

tal que ¢ = Z a,T".
n=k

Diremos entonces que el orden de ¢ es k, y analogamente a las series de potencias formales
inicialmente consideradas, se verifica también

Ord(¢ ¢1) = Ord(¢) + Ord(¢r).

Diremos que el orden de ¢ =0 es oc.
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2.4. Operaciones en el campo de fracciones de series
formales con coeficientes complejos

Dado que hemos redefinido el concepto de serie formal con coeficientes complejos, es ne-
cesario hacer pequenos ajustes a la definicion de sus operaciones para eliminar cualquier
ambiguedad posible.

Sean las series complejas formales

[o¢] o0
¢1 = Z anTn y ¢2 = Z bnTn
n=t n=j
donde 7 < j. Anadiendo los términos a la izquierda que fuesen necesarios podemos

(o)
escribir ¢g = E a, T" teniendo asi

n=t
[eS)

o 1+ Py = chT” donde ¢, = a,, + b,.

n=t

Notemos que podemos escribir

o =T 0 T"=Tf y ¢=T') b, T" =Ty
n=0 n=0

donde f y g son series formales clasicas, definimos entonces

¢ Py =T fg donde fg es producto usual de series formales.

w Si o #£0, ¢/ =T"7f/g donde f/g es cociente usual de series formales.

2.5. Composicion de Series de Potencias Formales

(e 9] oo

Sean las series de potencias formales f(7') = Z a, "y h(T) = Z ¢, T" con término
n=0 n=0
constante nulo (¢o = 0) entonces la composicién (foh) esta definida como

(foh)(T):= f(MT)):= foh:=ay+ ath+ axh?®+ .... donde h = h(T).
Esta serie formal esta bien definida, veamos :

Como ¢y = 0 entonces Ord(h™) > m, para todo m € N, puesto que Ord(h) > 1.

Tenemos:



CAPITULO 2. CONVERGENCIA DE SERIES 39

ah = o917 + o012 4 I8 4
ash? = vég)T2 + véQ)TB’ + vf)T4 +
B N R

amh™ = oWT™ 4 vfﬁle“ - v,(n"jr)QT"“r2 +

Ahora si le sumamos ay a estas expresiones tenemos:
ao + arth + ash? + azh® + ..amh™ = ag + 0T + (W + oS T2 + (0§ + 0P+
oNT3 + 4 (0 + 0@ T 4

Como vemos todos los coeficientes existen ya que son sumatorias finitas, es decir que
se pueden escribir de la siguiente manera:

aop + arh + ash® + ash?® + ...anmh™ = eg + 1T + eat? +esT3 + ... + e, T + ...
esta caracteristica no variard al sumarle a una expresién de la forma
1 DY, Gy o D™ 2 @y s RT3

Entonces (foh)(T) se puede expresar como una serie de potencia formal

(foh)(T) = ag + arh + ash?® + azh® + ...a,h™ + ...

=eg+eT +eot? +esT3+ ... +e, T™+ ...

Lo que quiere decir que (foh) esta bien definido.
¢ Qué sucede st el término constante cq es diferente de cero ?
Veamos el siguiente ejemplo:

Sea la serie de potencia formal f(T)=1+T+T?*+T°+ ....

Como observamos su término constante no es nulo y el Ord(f) =0 luego Ord(f™) = 0.
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Formando la composicion (fof)(T) =1+ f+ f2+ f>+... tenemos:

f=14+ T + T + T3 4.

+ U%Q)T + U§2)T2 + v:(f)T?’ +...

—_

2=

—_

2= + vg?’)T + Uég)TQ + v:(,,g)T3 +...

fr=1 + T . oI WM 4
Luego,
T+ f+ 2+ P4+ fm=14+m+ 1 +0 0 4 40T+ (14 0P+
o o2+ (40 ol o

Si sumamos las series de potencias formales fmTh, fm+2 fm+3  los coeficientes de
la nueva suma no se podrian controlar (es decir divergen ya que seria una suma infinita
de coeficientes).

Podemos calcular la composicién, suma y producto de series de potencias formales a
través de la aproximacion de estas series de potencias formales con polinomios. Para ello
daremos la siguiente definicién:

[e.e] o

Definicién 2.9. Sean f(T) = ZanT” y 9(T) = anT" dos series de potencias
n=0 n=0

formales. Diremos que f y ¢ son modTY (N > 1) congruentes y lo denotaremos

f=g(modT") si a, =b,, paratodo n=0,1,2,.... N — 1.

o

Proposicién 2.7. Sea f(T) = ZanT" una serie de potencias formal, entonces existe
n=0

un tinico polinomio P(T') de grado < N — 1 tal que f=P(modT").

Prueba. En efecto:

Si P(T)=ap+a,T+ayT?*+...4+an_1TN~! entonces P es un polinomio de grado < N —1
donde evidentemente f = P(modT").

Supongamos que existe otro polinomio de grado < N — 1, digamos Q.

Sea Q(T) =by+bT+bT?+...+by 1TV tal que f=Q(modT"), esto quiere decir
que a, =b,, para todo n=0,1,2,...., N — 1.

Luego Q(T) = ag+ a;T + axT? + ... + ay TNt = P(T).
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Proposicién 2.8. Sean f; = fo(modTV) y g1 = go(mod TV), entonces
(1) (fi +a1) = (f2 + g2)(mod T).
(ii) (fi91) = (fag2)(mod TN).

Prueba. Sean

AT) =) a,T", f(T) =) a;T", gi(T) =Y b, T" y gao(T) = > b1
n=0 n=0 n=0 n=0

Donde la suma y producto de estas series tienen las siguientes representaciones:

o0

fit o= (an+b,)T",
n=0
fat g2 =) (ay +b,)T"
n=0
figr = _d, T donde d, = apby s .
n=0 k=0
f292 = Z d;T" donde d; = ZGZbZ—k :
n=0 k=0

De la hipétesis por definicién tenemos que para cada n=0,1,..., N—1, se cumple que
a, =a; y b,=0>5), locual implica que

n n

U+ p=ai+b, y dn= by =Y aill ,=d; .
k=0 k=0

Como esto se cumple para todo n =0,1,..., N — 1, tenemos:
(fi+91) = (fo + g2)(modTV) 'y (figr) = (faga)(mod TV).

Proposicién 2.9. “ = ( )(modT")” es una relacién de equivalencia.
Prueba. Dados f(T) =Y a,T", g(T) =) b0,T" y h(T)=> c,T".
n=0 n=0 n=0

(i) Reflexividad:

Evidentemente, a,, = a,, paratodo n =0,1,2,.... N—1. Esdecir, f = f(modT").
(ii) Simetria:

Si f=g(modT"), entonces a, = b,, para todo n=0,1,2,.... N — 1.

Luego b, = a,, para todo n=0,1,2,..., N — 1.

Por lo tanto g = f(mod TV).
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(iii) Transitividad:
Sean f = g(modT™) v g= f(modT").
Tenemos a, =b, = ¢,, para todo n=0,1,2,..., N — 1.

Por lo tanto f = h(mod TV).

Proposiciéon 2.10. Sean fi, fo, hy, he series de potencias formales tales que h; y ho
tienen término constante igual a cero.

Si fi = falmodT™) y hy = hy(modT") entonces fiohi = fy0ho(modT™).

Prueba. De la proposicién sabemos que existen dos polinomios P; y P, de grado
< N —1 tales que f; = Pl(modTN) v fo = Py(modTN).

Para evitar el abuso de notaciéon de los médulos congruentes en la prueba, lo denota-
remos de la siguiente manera: fi =P, vy fo =

[que—})

Como f; = fo y por ser “ =7 una relacion de equivalencia tenemos por transitividad
P =hR.

Esto quiere decir que Py(T) = Py(T) = P(T) = ag + a;T + ... + ay TN L.

Ademas, como hi(7T') es una sfp con término constante nulo, entonces tenemos:

f1 Ohl(T) = agp+ ’U1T —+ ...+ UNflTN_l -+ UNTN -+ UN+1TN+1 + ...

P1 Ohl(T) =ag + UlT + ...+ UN_lTNil + ’U}kVTN —+ UE+1TN+1 + ...

Luego fiohy =P,ohy = Poh;.

De manera analoga obtenemos foohy = Pyohs = Pohs.

Como hy = ho, entonces existe un polinomio () de grado < N—1 talque hy = hy = Q.

Luego de proposicién [2.8}

POhl = Qq + (llhl + ...+ aN_lh]lV_l
Pohy =ag+ athy + ... + aN_lhéV_l

Es decir, Poh; = Pohy
Finalmente fioh; = Pohy = Pohy = fs0hs.

ag + alQ + ...+ aN_lQN”
ap+a1Q + ... +ay_ QN

O

Con estas propiedades podemos calcular los coeficientes de operaciones fundamentales
entre series de potencias formales reduciendo los calculos a operaciones polindémicas.

Definicién 2.10. Sean f y g series de potencias formales, diremos que f = ¢ si para
cada N € ZT, fi = fa(modTV).
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Proposicién 2.11. Si fi,fs y h son series de potencias formales tales que h tiene su
término constante igual a cero, entonces

(1) (fl +f2)0h = f10h+ ngh.
(i) (fif2)oh = (froh)(f20h).
(iii) Si Ord fo =0, (fi/f2)oh = (fioh)/(f20h).

Prueba. Sea un N € Z* arbitrario, entonces existen los polinomios P, Q, R de grados
< N —1 tales que f; = P(modT"), fo=Q(modT"), h= R(modT").

Luego aplicando las propiedades anteriores y las propiedades polinémicas tenemos:

(1) (fi+fa)oh=(P+Q)oR=(PoR)+ (QoR) = (fioh)+ (f20h) para cada N
entonces por definicion (f1 + fo)oh = (fioh) + (fa0h).

(i) (fife)oh=(PQ)oR=(PoR)(QoR)= (fioh)(fa0h) para cada N entonces por
definicién (f1fa)oh = (fioh)(feoh).
(iii) Si Ord f, = 0 entonces f, tiene inversa la cual es f; ' = 1/ fs.

Luego por la parte (ii) tenemos

(fi/f2)oh = (fifs ') oh = (fioh)(f; ' oh)
(fi/f2)oh = (fioh)(1/f20h) = (fioh)/(fa0h)

Proposicién 2.12. Sean f, g, h series de potencias formales donde g y h tienen términos
constantes igual a cero entonces fo(goh)=(fog)oh.

Prueba. Sea un N € ZT arbitrario.

Entonces existen los polinomios P, (), R de grados < N — 1 tales que
f=PmodTY), g=Q(modT"), h= R(modT").

Luego por la proposicién y las propiedades polindmicas tenemos
fo(goh)=Po(QoR)=(PoQ)oR=(fog)oh entonces fo(goh)= (fog)oh para
todo N € Z*. Por lo tanto fo(goh) = (fog)oh.

[



Capitulo 3

AUTOMORFISMOS DE
POLINOMIOS Y SERIES
FORMALES

En este capitulo, que constituye la parte central nuestro trabajo, buscaremos una ca-
racterizacion en los automorfismos de polinomios y, posteriormente, en series de potencias
formales.

3.1. Anillo de polinomios con coeficientes en un ani-
llo

Sea R a.c.c.i, denotaremos R[z] al conjunto de polinomios con indeterminada = y coefi-
cientes en R.

Recordemos que en la seccién definimos las series de potencias formales sobre ntme-
ros complejos, de esta manera definimos de forma mas general las series de potencias
formales si reemplazamos el conjunto de los niimeros complejos con sus operaciones de
suma y producto por R a.c.c.i, es decir,

o0
f= E a, " = ag + a1x + asx® + ...
n=0

es una serie de potencias formal (s.p.f) con indeterminada = y coeficientes en R.

o [o@)
Dos series de potencias formales f= E ax" 'y g= E b,x" son iguales si a; = b;, para

todo 7 € Nj.

También representaremos R|[[x]] al conjunto de series de potencias formales con indeter-
minada x y coeficientes en R.

Con las operaciones de suma y producto se verifican que R[z] y R[[z]] son a.c.c.i.

Definicién 3.1. Sea R un anillo conmutativo con identidad (a.c.c.i). Diremos que:

44
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(i) ¢ es R-endomorfismo de R[z] si ¢ es endomorfismo de R[z]| y para todo
re R, ¢(r)=r.

(ii) ¢ es R-automorfismo de R[z] si ¢ es automorfismo de R|x] y para todo
re R, ¢r)=r.

e Estas definiciones son andlogas para R[[z]] y R[[x1, Z2, ..., ,]].

Nota: {1,z,2% ...,2", ...} es Linealmente Independiente en R.

Proposicién 3.1 (Propiedad universal de anillos polinomios). Sea S un a.c.c.i.,
¢ : R — S un homomorfismo y sea t € S entonces existe un tnico f: R[z] — S
homomorfismo tal que para todo r € R se cumple f(r) = ¢(r), f(z) =t.

Prueba. Fijamos t € S y definimos:
f:R[z] — S
P = Z rix' s f(P) = Z Dot
i=0 i=0

Esta aplicacion se verifica inmediatamente que es un homomorfismo y ademas es unico.

Supongamos que existe otro homomorfismo ¢ : R[x] — S tal que para todo r € R,
o(r) =o(r) y olz) =t.

Batonces ¢(P) = Y ¢(r)elw)’ = Y o)t = f(P).

Observacién 3.1. Si S = R[z] vy ¢ = Idg : R — R]z] la aplicacién identidad, entonces
para cada t € S existe un unico f : R[z] — R[z]| endomorfismo tal que para todo r € R

se cumple f(r) =ry f(x)=t.
Es decir, f es un R-endomorfismo de R[z] tal que f(x)="1.

Luego denotaremos: f := f;, esto es,
para cada t € R[z| existe un unico endomorfismo

fi : R[z] = R[z]

tal que para todor € R, fi(r) =71y fi(z)=1.

Lema 3.1. Sea t € R[z|, r € R y w unidad de R, entonces
(a) f: es sobreyectiva si y solo si f,,4 es sobreyectiva si y solo si f,; es sobreyectiva.

(b) f; es inyectiva si y solo si f,,; es inyectiva si y solo si f,; es inyectiva.
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Prueba. Como t € R[z], r € R y w unidad de R, entonces
fi(@) = frp(z — 1) = fulu™'z) =t
frrt(x) = file +7r)=r+t
fut(x) = fi(ux) = ut

Estas propiedades las aplicaremos para demostrar las partes (a) y (b).

(a) Primero probaremos que para cualquier ¢ € R[z], r € R y w unidad de R,
si f; es sobreyectiva entonces f..; y fu son sobreyectivas. (3.1.1)

Para todo w € RJx], existe v = Z vz’ € R[z] tal que
=0

w = ft(Z Ui$i> = fr-i—t(Z vi(z — T)Z> = fm&(Z Ui(u_1$)i> .

Ahora supongamos que f,.; es sobreyectiva.

De (3.1.1) tomando a r+t¢ € R[z] y (—r) € R tenemos que, fuiy—r = fi €s

sobreyectiva.
Por lo tanto f; es sobreyectiva si y solo si f,..; es sobreyectiva.

Por otro lado, supongamos que f,; es sobreyectiva.

De (B.1.1) tomando a ut € R[z] y w ' unidad de R tenemos que fy-1(u) = f; €s

sobreyectiva.

Por lo tanto f; es sobreyectiva si y sélo si f,; es sobreyectiva.

(b) Probaremos que para cualquier ¢ € R[z], 7 € R y wu unidad de R,

si f; esinyectiva entonces f,.; y fu son inyectivas. (3.1.2)

En efecto, afirmamos que Nu(f.;) = {0}.

n
Veamos, si v = E vix' € Nu(fr4¢), entonces
i=0

i=0 i=0
Luego,

vo+ vz +7)+va(r+7)+ . o (r+r)"=0.

vo + v1(x 4+ r) + (términos de grado inferior a n) + v,2" = 0.

Asi, v, =0.



CAPITULO 3. AUTOMORFISMOS DE POLINOMIOS Y SERIES FORMALES 47

Luego nos queda
vo+vi(x+7)+va(r+7r)+ . +u, g (x+r)"=0.
vo + v1(x + ) + (términos de grado inferior a n — 1) + v, 12" ! = 0.

por ende, v, =v,_1 = 0.

Haciendo este proceso de forma iterativa obtenemos
Up = Upel = Up_o = ... =01 = vy = 0.

Por lo tanto f,,; es inyectiva.

Ahora afirmamos que Nu(f,;) = {0}.

Sea v = Zvixi € Nu(fu), entonces

=0

ft(Z vz(ux)z> = fut(Z Uﬂ’) =0.

i=0 i=0
Luego

vo + (vu)z + (vau®)2? + ... + (vu™)a™ = 0.

Vo = ViU = VU’ = ... = vu" = 0.
Como u esunidad de R, vy = v, = vy = ... = v, = 0, probamos asi la afirmacion.

Luego, se prueba de forma andloga a la parte (a), que si fr4y y fur son
inyectivas, de (3.1.2)) se tiene que f; es inyectiva en ambos casos.

Por lo tanto, f; es inyectiva si y solo si f,,; es inyectiva y f; es inyectiva si y solo
si fu es inyectiva.

[]

n
Observacién 3.2. Sea t = Z a;x" € R[z], el lema|[3.1{ nos dice que estudiar a f; es lo
i=0
mismo que estudiar a f;_,,. Es decir, sin pérdida de generalidad se puede trabajar con
ap = 0.

Sea t'=t—ag y aj unidad de R entonces es lo mismo trabajar con fy que con fa;1t,.

Observacién 3.3. Sean R a.c.c.i. y P, polinomios en R[x| de grados n y m respec-
tivamente. (Denotaremos grad(P) =n y grad(Q) =m).

Si R es un Dominio de Integridad entonces grad(PQ) = n + m.

Sean
P=ay + ajx + ax* + .. + ayz" con a, #0

Q=by + bz + byx®> + ... + byz™ con b, #0
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Luego PQ = agby + (aghy + a1bo)x + ... + (anby, )™ ™.

Como R es Dominio de Integridad, a, # 0 y b, # 0, entonces a,b,, # 0
lo que nos garantiza que grad(PQ) =n+ m.

e Si R no es un Dominio de Integridad a,b,, se podria anular y luego el grado de PQ
puede ser menor que m + n.

3.2. Automorfismos en anillos de polinomios

Teorema 3.1. Sea R un Dominio de Integridad, ¢ un R-endomorfismo de R]z].
(i) Si ¢ es sobreyectiva entonces ¢(x) = a+ br donde a,b € R con b invertible en R.
(ii) Si ¢ es sobreyectiva entonces ¢ es inyectiva.

(iii) Si ¢(x) = a+ bz donde a,b € R con b invertible en R entonces ¢ es sobreyectiva.

Prueba.
(i) Probaremos que grad(¢(z)) = 1.
Caso 1: Si grad(¢(z)) =0 o grad(é(x)) = —oc.
Tenemos ¢(z)=a € R (a es una constante), como ¢ es sobreyectiva entonces existe
t= Ztixi € Rlz] tal que
i=0

T =@(t) =to+ tia + tya® + ... + t,a™.

Luego grad(z) <0, lo cual es una contradiccion.

Caso 2: Si grad(¢(z)) =n > 2.
Como R es un Dominio de Integridad,
grad(a;¢'(x)) =in > 2, donde a; # 0, paratodo i € N (3.2.1)

Dado P € R|[z| arbitrario.

Si P=0, grad(P)= —oc.
Si P #0, existe m € Ny tal que grad(P)=m.

Luego,

P= ay + wmzx + ax? + ... + apx™ con a, #0
d(P)= ay + ao(x) + ad’(®) + ... + ao"(x)

Por grad(6(P)) = grad(an¢™(x)) £ 1.

Esto quiere decir que

grad(¢(P)) # 1, para cualquier P € R[z]. (3.2.2)
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Ya que ¢ es sobreyectiva, = = ¢(Q), para algin @) € R[z].
Luego por (3.2.2)): grad(x) = grad(¢(Q)) # 1, lo cual es una contradiccién.
Por lo tanto grad(¢(z))=1, es decir, ¢(x) = a+ bxr donde a,b €R con b # 0.

Como x € R[x] y ¢ es sobreyectiva, existen tg,11,ts,...,t, € R tal que

T =ty + t19(x) + tad(2)* + ... + ()"

x =ty +ti(a+bx)+ty(a+bx) + ... +t,(a+ bx)"

x = ( términos de grado inferior a n ) + t,b"z"
Luego t,b" =0 con b# 0 y como R es Dominio de Integridad, t, = 0.
De forma anéloga se puede deducir que t, =t3 = ... =1, =0, asi tenemos que
x =ty + tia + t1br. Esto implica que t; € R tal que t1b =1, es decir que

b es invertible en R.

(ii) Afirmacién. Para todo n € N, si Zti(a +br)" = 0 donde t;,a,b € R con
b # 0, entonces t; = 0. =
En efecto, probaremos por Induccién Matemaética.
Para n = 1:
Sea to+ti(a+bxr) =0, entonces ty+tia=0 y t1b=0.
Como R es Dominio de Integridad y b # 0 tenemos t; = 0.
Por lo tanto tg =1t; = 0.

Supongamos que la afirmacién se cumple para n € N (Hipdtesis Inductiva).

Veamos que se cumple para n + 1.
n+1

Sea Zti(a +bz)" = 0. Luego,

=0

D tilatbr) 4 tpp(a+br)t =0
=0

Z ti(a+bx)" + (términos de grado inferior a n+1) + t, 6" "+ = 0.
i=0

Entonces t,,10"" =0 donde "™ +#£0 y como R es Dominio de Integridad tenemos

tn+1 = 0
Por otro lado por la hipétesis inductiva tenemos to =t = ... =t, = 0.
Por lo tanto tg =t; = ... =t, = t,,1 = 0 probando asi la afirmacién.

Ahora, si ¢ es inyectiva basta probar que Nu(¢) = {0}.

En efecto, sea t = Ztixi € Nu(¢), entonces ¢(t) = Ztigbi(a:) = 0.
=0

=0
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Como ¢ es sobreyectiva, de (i) tenemos que Zti(a +bz)' = 0.

=0
Luego por la afirmacién ty =t = ... =t, =0, lo que implica que t = 0.

Por lo tanto ¢ es inyectiva.

(iii) De hipotesis tenemos que ¢(x) = a + br donde a,b € R con b invertible en R.
Como b es invertible podremos despejar x quedando asi, z = ¢(b~'(z — a)).

Sea t = Ztixi € R[z|, entonces
i=0

t= iti[é (b~ Mz - a))]i = (b(iti (b~ (z — a)]i>.

Luego existe r:Zti (b~ (z — a)]iER[:c] tal que ¢(r)=t, esto es, t€Im(e).
i=0
Por lo tanto ¢ es sobreyectiva.

Corolario 3.1.1. Sea R un D.I, ¢ un R-endomorfismo de R[z], entonces
¢ es R-automorfismo de R[x] siy solo si ¢(x) = a+ bxr donde a,b € R con b invertible
en R.

Prueba. Si ¢ es R-automorfismo de R[z], por el Teorema [3.1}(i) sale de inmediato.
Reciprocamente, si ¢(z) = a + bx donde a,b € R con b invertible en R.

Por el Teorema (iii) tenemos que ¢ es sobreyectiva.

Luego, por el Teorema [3.1}(ii) ¢ es inyectiva.

Por lo tanto ¢ es un R-automorfismo.

Lema 3.2. Sea R un a.c.c.i y dados hs, hs, ..., h, € R arbitrarios, si
(ha, h3, ..., hy)* = 0, para algiin k € N, entonces J(@+haz2+..+hyav) €8 SObreyectiva.

Prueba. Consideremos h = x + hgz® + ... + h,a" € R|x]
Probaremos por induccién sobre k.
(i) Si k=1.

Tenemos hs, hs, ..., hy € (ha, hs, ..., h,) =0, entonces h = x, luego f es
sobreyectiva, pues f;(z) = h.

(ii) Supongamos que el lema es verdad para k =n > 2 (Hipdtesis Inductiva).
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(iii) Veamos si se cumple para k =n + 1.
Tenemos que (hy, hs, ..., h,)" ™ = 0.

Para cada © = 2,3, ..., v.

W= a2t Z u;z’ donde wu;j € (ha, ha, ..., hy).

j=i+1
hih' = hia' + Y rya? donde 1y € (hy, hs, ..., hy)?.
j=i+1
Sea g = fu(x — hox® — ... — hya") = h — hoh® — ... — hyh"
n2 n3 Ty
g=— Zﬁjﬁj - Zngmj — .= Z T 27
j=3 j=4 j=v+1

Luego g = + ¢2x® + ... + gma™ donde g; € (ho, hs, ..., h,)%.
Esto implica que {(gs, g3, .., gm) C {(ha, hs, ..., h,)?. Por consiguiente

(92,03 s Gm)™ C (R, h, .., hy)?™ = (ha, hg, ..., BT ho, hs, . hy) =0,
asi tenemos (ga, g3, -, gm)" = 0.

Aplicando la Hipétesis Inductiva para k = n tenemos que f, es sobreyectiva.

Esto quiere decir que existen ag,ay,...,a, € R tal que

z = fylap+ a1z + a2 4 ...+ aqx®) = ag + a1g + asg® + ... + ang®
T = ag + arfu(w) + asfr(w)? + ... + aofr(w)® donde w =z — hox® — ... — hya”

z = fr(ag +a1w + asw? + ... + aw®).

Por lo tanto f;, es sobreyectiva.

n
Teorema 3.2. Sea R un a.c.ci. y t= Ztixi € Rjx], entonces
=0
f+ es sobreyectiva siy solosi t; es una unidad en R y t; es nilpotente, para todo i > 2.

k

Prueba. Si f; es sobreyectiva, entonces existe a = Z a;x" € R[] tal que = = fi(a),
i=0

T =ay+ at + a2t2 + ...+ aktk.

Sea un ideal primo P de R, arbitrario.

Tenemos que R:=% ={7=r+P /r€ R} esun D.I con identidad.
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Ya que
TR —
ro—

Palgs|

r)=T

es un homomorfismo, si tomamos la indeterminada y=1y € R[y], tenemos por la propie-
dad universal de anillos de polinomios que existe un 1inico homomorfismo

¢ :R[z] — Ry tal que o(r) =7 y o(z) =y.

Luego o
¢:Rlz] — Ry
Sr o Y
i=0 1=0

es un homomorfismo.

Asi, o(t) = to+T1y+Eay*+...+1,y", entonces existe un tnico f,) que es R-endomorfismo
de R[y] tal que fu@)(y) = @(¢).

Ademas,
k
y = p(x) =ap +arp(t) + ap(t)’ + ... + ae(t)* = f@m(z aﬁ-y") :
1=0

Por ende, f,) es sobreyectiva.

Como fou(y) = to+ iy +tay® + ... + ,y", por el Teorema (1) tenemos que #; es una
unidaden R y to=1t3=..=1%,=0=P.

Por otro lado tenemos que existe 7 € R tal que 7¢; = 1.

Entonces 1 — rt; € P, esto quiere decir que t; ¢ P, pues si t; € P,
1 =7ty + (1 —rt;) € P, por consiguiente P = R lo cual es una contradiccion.

Asf #; es una unidad en R (Observacién [L.11}(ii)).

Por otro lado, tenemos ts, 3, ...,t, € P, para cualquier P ideal primo en R.

Luego tg,t3,....,t, € ﬂ P = Rad(R), debido a la Proposicién |1.22¢(ii).

PCR ideal primo

Por lo tanto ts, 13, ...,1, son nilpotentes.

Reciprocamente, sea t = ty + t1x + tox® + ... + t,2" € R[z] con t; unidad de R y
to,t3,...,t, mnilpotentes.

Consideremos h = (t — to)t;' = x + hoa® + ... + h,a™ donde h; =t 't; es nilpotente,
para todo i = 2,3, ...,n.

Luego (hg, hs, ..., h,) es un ideal nilpotente debido a la Proposicién [1.23] es decir que
existe k € N tal que (hy, hs, ..., h,)* = 0.

Del lema , tenemos que fi = fi_, -1 es sobreyectiva.
Por lo tanto del lema 3.1} f; es sobreyectiva.
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Teorema 3.3. Sea R un a.c.ci. y t= Ztixi € R[z].
=0

(i) Si f; es sobreyectiva entonces f; es inyectiva.

(ii) Si f; es automorfismo si y solo si ¢; es una unidad en R y t; es nilpotente, para
todo 7 > 2.

Prueba.
(i) Si f; es sobreyectiva entonces por el Teorema , t; es una unidad en R.
Luego fu(w) = x + hoz® + ...+ h,a™ donde h = (t —to)t;' v hy =t 't;.

Afirmacién: Nu(f,) = {0}.

En efecto, sea U:Zvixi € Nu(fy), entonces
i=0
frn(v) =vg +v1h + ... + v,,A™ = 0.
vo + vy (7 + hox® + o hpa™) + v (T hor? L+ hpr™)™ =0

vo + v1x+ términos de grado superior = 0. Asi, vy = v; = 0.
Luego nos queda
Vo (2 + hox® 4+ oo+ hpt™)? o U@ A R L+ Ry2™)™ =0
vox?+4 términos de grado superior = 0. Asi, vy = v; = vy = 0.
Quedando asi
v3(z + how? + ..+ hp™)? 4 o A U (T hox® + L hp™)™ =0

De forma iterativa obtenemos vy = v; = v, = ... = v, = 0, es decir, v = 0,
probando asi la afirmacién.

De esta afirmacion fj, = f(tfto)tf es inyectiva.

Por lo tanto del lema [3.0] f; es inyectiva.

(ii) Si f; es automorfismo, f; es sobreyectiva y por el Teorema t; es una unidad en
R y t; es nilpotente, para todo ¢ > 2.

Reciprocamente, si t; es una unidad en R y t; es nilpotente, para todo 7 > 2, por el
Teorema [3.2 f; es sobreyectiva y por la parte (i), f; es inyectiva.

Por lo tanto f; es automorfismo.
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Observacién 3.4. Si h es un R-automorfismo de R[z]| entonces existe un t € R[x] tal
que h = f;.

En efecto, ya que h™! es sobreyectiva entonces =z = h~(t), para algin t € R[x], asf
h(z) =1t = fi(z).

Luego para cualquier w = Z w;r' € R[z], h(w) = Zwiti = fi(w).

i=0 i=0
Por lo tanto h = f;.

Teorema 3.4. Sean R, S anillos conmutativos con identidad, ¢ : R[x] — S[z] un
homomorfismo tal que ¢, : R — S es isomorfismo entonces existe unicamente un
¥ : Rlx] — S[z]| isomorfismo tal que para todo r€ R, ¥(r) = ¢(r) y ¢(z) = x.

Prueba. Denotaremos € = ¢,. Por hipétesis € : R — S es un isomorfismo definido
por C(r) = ¢(r), para todo r €R.

Adem4s existe un isomorfismo €71 : S — R.
Tenemos ¢ : R[x] — S[xz] homomorfismo, entonces €: R — S[x] es homomorfismo.
Como z € S[z|, por la Propiedad Universal de Anillos de Polinomios tenemos que:

Existe un dnico ¢ : R[x] — S[z] homomorfismo tal que para todo 7 € R,

b(r) =C(r) y () = (3.2.3)
Por otro lado como €' : S — R es isomorfismo, entonces C : S — R[x] es homomor-
fismo definido por C(b) = €71(b), para todo b € S.

Una vez més como z € S[z|, por la Propiedad Universal de Anillos de Polinomios tene-
mos que:

Existe un dnico p: S[z] — R|x] homomorfismo tal que para todo b € S,
p(b) = C(b) =€7'(b) v plz) ==
Luego, afirmamos que:
pop=Idgy) y Yop=Idgpy (3.2.4)

En efecto, dado P = Z a;x’ € Rlx].

p(Y(P)) = p(ZM%W(@) - P({ @(az‘)xi> = ZP(@(ai))Pi(x)
p(Y(P)) = Z@A(@(ai))aﬁi = a;x' = P.

Es decir, (pow)(P)= P € Rlz].
De forma analoga obtenemos (¢ 0p)(Q) = Q € S[z], probando asi la afirmacién.

Por lo tanto de (3.2.3)) y (3.2.4):
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Existe tnicamente un 1 : Rx] — S[z] isomorfismo tal que para todo r € R,

P(r)=o(r) y ()=
[l

Teorema 3.5. Sean R, S anillos conmutativos con identidad, ¢ : R[z] — S[z] un homo-
morfismo tal que ¢, : R — S es isomorfismo entonces existe un tinico S-endomorfismo
¢ de S[z] tal que

Es un diagrama conmutativo (es decir, p=¢' 01)). Ademads, ¢ es sobreyectivo (inyectivo)
si y solo si ¢ es sobreyectivo (inyectivo).

Prueba. De la hipétesis y por el teorema tenemos que:

Existe un unico isomorfismo ¢ : R[z] — S[z] tal que para todo r € R,

() =¢(r) v ¢(z) == (3.2.5)

Ademés, existe un tinico isomorfismo ' : S[z] — R[z].

Luego existe un homomorfismo ¢ = ¢ 0 1~' : S[z] — S[z], es decir,
¢ es un endomorfismo de S|[z]. (3.2.6)

La unicidad de ¢ se debe a la unicidad de ¢~

Ahora, probaremos que
¢'(b) = b, paratodo b€ S. (3.2.7)

En efecto, sea b € S, como ¢, : R — S es isomorfismo entonces existe r € R tal que
¢(r) =b.

Luego de (B.2.5): ¢(r) =b, r=9¢7'(b) € R, ¢(¢7'(b)) = ¢(~(b)).
Entonces b= (¢ o ™) (b), ¢'(b) =b.

Luego de (3.2.6) y (3.2.7) ¢’ es un R-endomorfismo de S|x].

También como ¢’ = ¢ 0 ¥~!, entonces ¢ = ¢ o0 1, es decir, el diagrama es conmutativo.

Ademads como 1) es biyectiva se prueba inmediatamente que:
¢ = ¢' 0 1) essobreyectiva (inyectiva) si y solosi ¢ = ¢ o 1! es sobreyectiva (inyectiva).
O
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Teorema 3.6. Sean R, S anillos conmutativos con identidad, ¢ = Ztixi € Slz] y
=0

¢ : Rlxr] — S[z] un homomorfismo tal que ¢, : R — S es isomorfismo y ¢(z) = t,

entonces se cumple:

(i) ¢ es sobreyectiva si y solo si t; es una unidad de S y t; es nilpotente, para todo
1> 2.

(ii) Si ¢ es sobreyectiva entonces ¢ es inyectiva.

Prueba. Debido a que t € S|x], por la observacién , existe un unico ¢,
S - endomorfismo de S[z] tal que ¢ (x) = t.

Por otro lado, por el teorema tenemos que existe un tnico ¢’ S-endomorfismo de
S[x] tal que ¢ = ¢' 09, donde 9 : R[x] — S|x] es isomorfismo con ¢ (z) = z, o también
v (x) = 2.
Afirmacién: ¢; = ¢'.
Sea r € S entonces
¢(r)=r=uwr) y @)= () =dx) =t =qpa).
Luego, sea P = Z bix' € S[z], ¢'(P) = Z bit' = Z 01 (b)) pl(x) = py(P).
i=0 i=0 =0
Demostramos asi la afirmacién.

Luego por los teoremas [3.2] y .5 tenemos:

(i) ¢ es sobreyectiva si y solo si ¢’ = ¢, es sobreyectiva si y solo si ¢; es una unidad
de S y t; es nilpotente, para todo i > 2.

(ii) ¢ es sobreyectiva si y solo si ¢’ = ¢, es sobreyectiva, entonces ¢’ = p; es inyectiva,
luego ¢ es inyectiva.

O

3.3. Anillo de series de potencias formales con coefi-
cientes en un anillo

3.3.1. Nociones topoldgicas para series formales

Sea R un a.c.c.i, suponiendo que podemos aplicar de manera andloga para R][[z]] la
Propiedad Universal del anillo de polinomios y obtener que los automorfismos ¢ sean de
la forma f; tal que ¢(z) = T.

Nos preguntamos si es posible caracterizar dichos automorfismos ¢, donde se exija al
coeficiente de x en T, que sea una unidad de R (como en R|x]).

Suponiendo que existe un ¥ R-endomorfismo de R[[z]] tal que ¢(z) = b+ z, para algin
beR.
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Esperamos que 1 sea un automorfismo de R[[z]].

Dado f = Zail’i € Rl[z]],

i=0
w(f) =1 (Z aixi> = Zai(b + )" = (ag + arb + agh® + ...) + (a1 + 2asb + 3azb* + ...)
i=0 =0

o0

+22(ag + 3agb + 6ab* + ...) + ... = Zrixi, con r; € R[[b]]
i=0

Para que los r; sean elementos en R tendremos que agregar la introducciéon de alguna
topologia en R o en R[[b]].

Las nociones topolégicas en estos anillos son necesarias para trabajar con los
R-endomorfismos en anillos de series formales.

Analizaremos lo necesario sobre las estructuras topolégicas en R, R|[x]], R[[x1, z2, ..., ]|
que se elegirdn en cada ocasién respectiva.

Definicién 3.2 (Grupos topolégicos). Sea G = (G, +) un grupo abeliano con alguna
topologia. Diremos que G es un grupo topolégico (con respecto a su topologia dada) si

g: GxG — G y h: G — G
(x,y) — x4y T — —x

son aplicaciones continuas (donde a G X G se le da la topologia producto).

Definicién 3.3 (Anillos topolégicos). Sea R = (R, +,.) un anillo con alguna topologi-
a. Diremos que R es un anillo topoldgico si

g: RxR — R y h: RxR — R
(z,y) — z—y (z,y) — zy

son aplicaciones continuas.

Proposiciéon 3.2. Sea GG un grupo topoldgico, a € GG, entonces la aplicacion traslacion

T.: G — G
r — a+x

es un homeomorfismo.
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Prueba.
(i) La aplicacién traslaciéon T_, es la aplicacién inversa de T,.

Sea x € G, (T,o0T_,)(x) =Tu(—a+2) =a—a+z =2z yde forma andloga se
verifica que (T_,0T,)(x) = x.

Asi concluimos que T, es biyectiva.

(ii) Como G es un grupo topoldgico, entonces la aplicacién

g: GxG@ — G
(z,y) — x4y

es continua.

Se sabe del Teorema [1.3}(vi) que la aplicacién

I,: G — GxG
x +— I, (x) = (a,)

es continua. As{ mismo por el Teorema [1.3}(iv) concluimos que T, = gol, es
continua.

De forma anéloga la funcién inversa T_, = gol_, es continua.

Por lo tanto T, es un homeomorfismo.

Nota:
(i) (Ta)_l =T,
(ii) Sea V un subconjunto de G, entonces T,(V)=a+V =V +a.

(iii) Como T, es homeomorfismo, si B € 7, por la continuidad de T,
T.(B)=B+aerT.

Proposicién 3.3. Sea G' un grupo topoldgico, x € G, entonces V € N, siy solo si
existe U € N tal que V=U + z.

Prueba. Si V € N, entonces Ve N,y y Ver.

Luego z €V, 0=T_,(zv)eT . (V)er, 0€(V—-2x)er.

Estoes U= (V —xz) € Ny, asi V=U +z, donde Ue Ny.
Reciprocamente, sea V= U 4 x, donde U & Ny, entonces 0 € (V —x) € 7,
r=T,0)eT,(V—-z)er. Luego z€(V—-z)+a=Ver.

Por lo tanto V' € N,).
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Proposicién 3.4. Sea GG un grupo topoldgico, entonces el conjunto
B:{ §—|—a/a€G, 5EN(0)}

es base para la topologia mas pequena sobre G que contiene a B.

Prueba.

(i) Como G es un abierto, entonces para cualquier z € G, G € N(y).
Luego usando la Proposiciéon tenemos que si x € (G, entonces existe un
0z € N(o) tal que G = 0, +z, es decir, existe B, =, +x € B talque z € B, = G.
Por lo tanto G = U B,.

zeG
(ii) Sean Vi =614+ a1 €B, Vo=0h+a€B y x€ViN.
Como Vj y V5, son abiertos entonces V) NV5 es abierto.
Yaque z € ViNV,, ViNnVae Ny, luego ViNVy =05+, donde d € N).
Por lo tanto V; NV, € B tal que z € Vi N V5.
e Como observamos, B cumple las condiciones (i) y (ii) del teorema lo que quiere decir
que B es una base de una topologia sobre GG. Esta topologia es la generada por la base
B ( denotada por 7(B) ) que la determinan inicamente los entornos de 0 en G, siendo

ademas la topologia mas pequena de todas la topologias que contienen a B.
m

Proposicién 3.5. Sea GG un grupo topoldgico con sus operaciones

g: GxG@ — G y h: G — G
(r,y) — x4y r — —x

Si Ue€ N entonces existe V€ N tal que V="~nrV) y g(VxV)CU.

Prueba. De la hipdtesis tenemos que U es un abierto tal que 0 € U.

Por la continuidad de g, ¢~ (U)={ (x,y) € G x G / x+y € U } es un abierto y ademds
(0,0) € g~'(U).

Como ¢ }(U) es un entorno de (0,0), en la topologfa producto existen abiertos Vi y
Va tales que (0,0) € Vi x Vo C g~ H(U).

Entonces 0 = h(0) € h(V;), es decir que h(V;) es un entorno abierto de 0, para cada
i=1,2. Ademas, g(V4 x V) C U.

Ahora si tomamos el conjunto V=V, N Vo N A(V)) NA(Vz), V es un abierto y también
se cumple:

0eV y h(V)=V. Como VCV, (i=1,2) entonces
gV xV)ycgWh xVa)CcU
Por lo tanto V'€ Ny tal que V=~h(V) vy g(V xV)CU.

7
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Observacién 3.5.

(i) Todo anillo topolégico es un grupo topolégico.
(ii) No todo grupo topoldgico es un espacio de Hausdorff.

(iii) Un grupo G con mas de un elemento, dotado con la topologia indiscreta es un grupo
topoldgico que no es de Hausdorft.

El lema siguiente aclara esta Observacién.

Lema 3.3. Sea G un grupo topoldgico y H la interseccién de todos los entornos de 0 en
(G, entonces:

(i) H es subgrupo de G.
(ii) H es la clausura de {0}.
(iii) G es de Hausdorft siy solo si H={0}.

Prueba.

(i) Evidentemente 0 € H, entonces H # ().

Sea z,y € H. Dado V € N(p), entonces por la Propiedad existe W€ N tal
que g(W x h(W)) C V.

Como W es un entorno de 0, entonces z,y € W.

Luego = —y = g(z,h(y)) € gW x h(W)) C V.

Asf tenemos que para todo V € Ny, z—y €V, esto quiere decir que z —y € H.
Por lo tanto H es subgrupo de G.

(ii) Sea z € {0}, entonces
0 €V, paratodo V € N, (3.3.1)

Dado U € N, U+ x € N(). De (3.3.1) tenemos 0 € U + =z, —x € U.
Luego —x € H, como H es un subgrupo de GG, entonces x € H. Asi {T} CH.

Sea x € H, entonces —x € H, esto quiere decir que:
Para todo U € Ny, —z €U (0e€ U+ ). (3.3.2)

Dado V € N(,. entonces existe Uy € Ny tal que V= U, + .

Luego por (3.3.2), 0 €Uy +x =V, asi para todo VEN,), 0V,
entonces = € {0}, y concluimos que H C {0}.

Por lo tanto H = {0}.
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(iii)

Sea G un espacio de Hausdorff y si = € {0}, entonces:
Para todo Ve Ny, 0 €V (3.3.3)

Supongamos que = #0. Como G es Hausdorff, entonces existen los entornos V &€
N v UeNgy talque UNV =10.

Luego de (3.3.3), 0 € UN V, lo cual es una contradiccién, pues U y V son

disjuntos. Esto quiere decir que x = 0.

Por lo tanto H = {0} = {0}.

Reciprocamente, sean z,y € G donde z#y. Tenemos, x—y ¢ {0} = H, entonces:
Existe U € Ny tal que z —y ¢ U. (3.3.4)

Como U € N, porla Proposicién, existe W e Ng) tal que g(W xh(W)) C U.
Luego W +x € N(z), W+ye N(y).

Afirmacién: (W +z)N (W +y) = 0.

Supongamos que existe un w € (W +z) N (W +y).

Entonces w =w; +x = wy +y, donde wy,wy € W.

T —y=wy—w; = g(wy, h(wy)) € g(W x h(W)) C U.

Luego = —y € U, lo cual contradice , probando asi la afirmacion.

Asi concluimos que para cada x # y, existen los entornos
Vi=WH+azeNy v Va=W4+yeNy talesque V3NV, =0.

Por lo tanto G es un espacio de Hausdorff.

Proposiciéon 3.6. Sea R un a.c.c.i, M un ideal de R, entonces el conjunto
B={M"+a/aec R,neNy} forma una base de alguna topologia de R.

Prueba. Veamos que B forma una base de alguna topologia:

(1)

(ii)

Sea x € R, entonces M™ + x € B, para algin ng € Nj.
Como 0e€ M™, z & M"™ + .

Luego existe V=M" +x € B tal que = €V, es decir, = € U V.
VeRB

Por lo tanto R = U V.
VeB

Sean M"+a€ B, M"+beB y xe€ (M"+a)N(M™+0b).

Sin pérdida de generalidad, supongamos m < n, entonces M" C M™,
M +a C M +a.

Por otro lado, © =y +a =y2 + b, donde y; € M", yo € M™.

Por consiguiente, a — b =y — y; € M™.

Luego M™ =M™+ (a —b), M™+a=M"+b, M*"+aCM"+a=M"+0b.
Por lo tanto x € (M" +a) N (M™ +b) =M"+a € B.
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Del Teorema se sabe que, efectivamente B es una base alguna topologia 7(B)
sobre R. 0

= Recordemos que {M"}, ey, forma una filtracién M-ddica (ver el Ejemplo

» Esta topologia que tiene a B como base (la topologia 7(B)) se denomina topologia
M-adica o M-Topologia.

» Denotaremos (R, M) para indicar que estamos considerando a R un anillo topolégico
con su topologia M-adica en R.

Proposicién 3.7. Sea R un a.c.c.i. con suideal M y B={ M"+a /a € R, n € Ny },
entonces R con su topologia M-4dica es un anillo topolégico.

Prueba.

(i) Sea la aplicacién: g RxR — R

(x,y) — glz,y)=z—vy

Dado (a,b) € R x R arbitrario y V un entorno bésico (arbitrario) de
g(a,b) =a—b.

Entonces V =M" + (a — b), para algin n € N.

Tomamos el conjunto U = (M™ + a) x (M™ + b).

Luego U es un abiertoen R x R y (a,b) € U, en consecuencia U € Nj,.
Sea z € g(U), entonces existe un (zg,yo) € U tal que z = g(zo,yo)-

Por consiguiente xg € M"™ +a, yo € M" 4+ b tal que z =y — yo.

Tenemos zg =mi +a, yo=mo+0b, con my, my € M",
z=x9— Yo = (my —mz)+ (a—0>) con my —my e M".

Por ende z € M"+ (a—0b) =V.

Luego existe U € N,y tal que g(U) C V.

Asi, por la Observacién (ii) concluimos que g es continua.
(ii) Sea la aplicacién

h: RxR — R
(,y) = h(z,y) =y

Dado (a,b) € R x R arbitrario y W un entorno basico de h(a,b) = ab.
Entonces W = M" + ab, para algin n € Nj.

Tomamos el conjunto U'= (M" +a) x (M" +0b). Como en (i), U’ € Np).
Sea z € h(U’), entonces existe un g,y € U’ tal que z = h(zo, o).

Por consiguiente xqg € M" +a, yo € M" +b tal que z = xgyo.

Tenemos zg =mq +a, yo=mo+b, con my,my € M",
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Z = XoYo = mimso + m1b+ ams + ab donde mimoy, mib, amy € M™.
Por ende z€ M" +ab=W.

Luego existe U’ € N, tal que h(U’") C W.

Asi, por la Observacién [1.3}(ii) concluimos que h es continua.

Por lo tanto, R con su topologia M-adica es un anillo topoldgico.

]

e Nos proponemos a encontrar una condicién necesaria y suficiente para que (R, M) sea
un espacio métrico.

Definicién 3.4. Sea R el anillo topolégico con su topologia M-adica.
Definimos la aplicacién

v: R — NoU{oo}

r — v(x)

donde:

00 SRR ﬂM" (M°:= R)

n €Np
v(xr) =

Sup{n e Ny Jr e M"} |si x ¢ ﬂM"

n € Ng

La aplicacion v es llamada *“ Aplicacion de orden en el anillo R ”.

Nota: Ya que M%:=R, entonces ﬂ M = ﬂM”

n € Ng neN

Proposiciéon 3.8. Sea R el anillo topoldgico con su topologia M-adicay H la interseccion

de todos los entornos de 0 en R, entonces H = ﬂM”
neN

Prueba. Sea x € H, entonces tenemos:
Para todo U € Ny, = € U. (3.3.5)

Si n € N, entonces 0 € M" y ademas M™ pertenece a la base de la topologia M-adica
sobre R, asi M" € N(g). Luego de(3.3.5, v € M", es decir, x € ﬂM"

neN

Reciprocamente, sea x € ﬂ M", entonces:
neN

Para todo n € N, x € M". (3.3.6)
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Dado U € N, entonces 0 € U, donde U esta en la topologia M-adica sobre R, es
decir, 0 € U= U U;, con U; = M" + q;. Luego —a; € M™, para algin i € I.
iel
Como n; € N, de tenemos que x € M™, asi x —a; € M™, xr € M" 4+ a; = U,
para algun ¢ € I, esto es, x € U U; =U. Luego z esta cualquier U entorno de 0 € R.
iel
Por lo tanto x € H.
m

Observacién 3.6.

» Si v(z) =00 entonces x € mM" y por el lema z € {0}.

neN

= Si v(x) es finito, esto es, v(z) = Sup{n € Ng/x € M"} =n/, entonces x € M"
y como n’ < n'+ 1 tenemos que x ¢ M" 1,

Lema 3.4. Dado (R, M), sean z,y € R, entonces:
(i) v(z +y) > min{v(z),v(y)}.

(ii) v(zy) = v(z) +o(y).

Prueba.
Caso 1: v(z) =v(y) = oc.
Tenemos z,y € ﬂ M" luego x +y, xy € ﬂ M".

neN neN

Por lo tanto v(z +y) = v(zy) = 0.
Caso 2: v(z) =00, v(y) =j € Ny.

x € ﬂM”, y € M? para algin j € Ny. Tenemos z +y € M/, xy € ﬂ M.
neN neN

Luego v(z +y) > j y v(zy) = co.

Caso 3: v(z) =n>j=wv(y), donde n,j € Ny.
Tenemos x € M", y € M/. Luego z+y € M/, zy € M.
Por lo tanto v(x +y) > j =min{n,j} y v(zy) >n+j.
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Observacién 3.7.

(i) El anillo de los polinomios R[z], donde R es un anillo conmutativo con identidad
con su ideal (x) = zR[z] es un anillo topolégico, es decir, (R[z], (z)) es un anillo
topolégico con su topologia (x)-adica.

(ii) El anillo de series formales R[[z]], donde R es un anillo conmutativo con identidad
con su ideal (z) = xR|[[z]] es también un anillo topoldgico, es decir, (R][[x]], (x)) es
anillo topolégico con su topologia (x)-ddica.

(iii) En los anillos topoldgicos R[z| y R][[x]] los entornos bésicos de 0 de sus topologias
(x)-adicas son los ideales

(x)" = a"R[z] = {a"f | f € Rz] {Z fir' € Rz /mEN},y

(o) = 2"R{la]) = {a"f / ] € Rllo {Zm € Rlla /fo:flz...zfn_lzo}

respectivamente.

Proposicién 3.9. (R][[z]], (z)) v (R[z],(x)) son espacios de Hausdorff.

Prueba. Sea f = Zfzx € ﬂ )", entonces f € (x)", para todo n € N.

neN
Luego para todo n €N, fy=fi=..= f,-1=0.

Esto quiere decir que f; =0, para todo i € Ny, entonces f = 0.

Por lo tanto

[(x)" = {0}

neN
y por la parte (iii) del lema [3.3| tenemos que (R][[z]], (x)) es de Hausdorff.

De forma analoga se prueba que (R[x], (x)) es espacio de Hausdorff.

» Ademds podemos ver que f =0 siysolosi v(f)=oc.

» Si f#0 entonces v(f)=Sup{neNy/fe€ (x)"} lacual llamaremos
“ Orden de f ” y la denotaremos:

v(f) == Ord(f).

Esta aplicacién de orden es una generalizacion del concepto de orden de una serie de
potencia formal vista anteriormente en el capitulo 2, definicién [2.6]
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Definicién 3.5. Dado la definicion de orden v en el anillo R, definimos:

d: RxR — R
(z,y) > d(z,y) =e Y

Denotaremos e~ := 0

Proposicién 3.10. d es una pseudométrica.

Prueba. Evidentemente d(z,z) =0 y d(z,y) > 0, para todo z,y € R.
v(xz) = v(—z), para todo = € R.
Luego d(x,y) = e ?@¥) = ¢~ = ((y, x), para todo z,y € R.

Afirmacién: Para todo z,y,z € R, d(z,2) < Max{d(z,y),d(y, )}
Veamos, = —z = (z—y) + (y — 2), luego de[3.4}

v(x = z) 2 minfo(z —y),v(y — 2)}

—o( — 2) < —min{o(z — y), o(y — 2)} = Maz{—v(z — y), ~o(y - 2)},

Por lo tanto e (=2 < Max{e‘”(”"_y), e~v=2)1,

Asi, queda probada esta afirmacion.

Sin pérdida de generalidad supongamos que d(z,y) < d(y, z), luego por la afirmacién
d(z,z) <d(y, z).

Luego, d(z,z) <d(z,z)+d(z,y) < d(z,y) + d(y, 2).

Por lo tanto d(z,y) = e *(*™% es una pseudométrica.

Proposicién 3.11. Sea R un a.c.c.i. y M ideal de R, entonces
a) (R,M) es de Hausdorff si y solo si d es una métrica.

b) Si (R, M) es de Hausdorff entonces su M-Topologia se puede definir con la métrica
d.

Prueba.

a) Supongamos que R es un espacio de Hausdorff entonces ﬂ M" = {0}.
neN
Dados z,y € R, sid(z,y) =0 entonces e "% = 0.
v(r —y) = 00, esto quiere decir que (z —y) € m M" = {0} entonces z =y.
neN
Reciprocamente, si x € ﬂ M" entonces v(z)=v(x —0) = 0.
neN
Como d es una métrica, d(z,0)=e

Por lo tanto ﬂ M" = {0}, asi del lema [3.3| concluimos que (R, M) es un espacio

neN

de Hausdorfl.

—0o0

=0, luego z = 0.
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b) Al ser (R, M) un espacio de Hausdorff nos garantiza que d es una métrica.
Ahora veremos que la topologia inducida por d es igual a la topologia de (R, M).

Definimos para cada a € R y n € Ny,
Sn(a) := Bg(a,e™)={x € R /d(x,a) <e ™ }.

Estos conjuntos de bolas abiertas determinan una base de la topologia inducida por
la métrica d, esta base la representaremos como S,. (ver la Observacion |1.5))

Afirmacién: Para todo n € Ny, M" = 5,,_1(0).

En efecto, si # € M", entonces de la Observacién 3.6, n <wv(z) y
—v(z) < —(n—1).

d(z,0) = e @ < e~ Juego x € S,_1(0). Asf concluimos que M" C S,_1(0).

Si € S,-1(0), entonces d(z,0) =e*® < e 1 luego n—1 < v(z),
n < v(x) (fijamos n).

Ahora supongamos que:
x ¢ M" (3.3.7)

Entonces v(z) = Sup{ n e Ny /2 € M" }.

Por la observacién , xr € M@

Por otro lado, de , x ¢ M™, para todo m > n.

Luego como n < v(x), = & M@ lo cual es una contradiccién.

Esto quiere decir que = € M", asi S,-1(0) C M", probando de esta manera la
afirmacion.

De la afirmacién, para cada a € R y n € Ny tenemos:

Mr+a = S,-1(0)+a

M'+a = {z+acR/x€S,_1(0)}={zr+acR/dx0)<e "}
Mi+a = {z+acR/e’@ <e DY ={yc R/ e W9 < e~ (n-1}
Mr+a = {yeR/d(y,a)<e ™ V}=5, (a)

Luego Bs={ M"+a/a € R, n € Ny} la cual es una base de la topologia M-adica.

Por lo tanto la topologia (R, M) se puede generar a partir de la base de la topologia

inducida por d.
O

Observacién 3.8.

(i) En (R, M) sus entornos basicos de z € R en su topologia M-adica son de la forma
M"™ + z. De la proposicién , una sucesion (z,)nen en R converge a = si y solo si

para todo k € Ny, existe s, € N tal que z,, —x € MF, para todo n > s.
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(ii) Sien (R,M) su topologia M-ddica es metrizable entonces de la observacién |1.7|una
sucesion (x,)nen en R es de Cauchy si y solo si:

para todo k € Ny, existe s, € N tal que z,, — z,, € M¥, para todo n,m > s;.

Lema 3.5. Sea S un a.c.c.i, b €S y (5, (b)) el anillo topolégico con la topologia
(b)-adica. Si (an)nen es una sucesion de Cauchy de (S, (b)) entonces existe una subsuce-

sién (¢p)nen de (an)nen tal que cn:Zmbi, para todo n€N donde r; € S.
=0

Prueba. Sea (a,)nen una sucesion de Cauchy en (S, (b)).

Para todo k € Ny, existe s, € Ny tal que a, — a,, € (b)¥*1, para todo n,m > sy.
Sin pérdida de generalidad ordenamos sg < 51 < s9 < ...

Luego para cada i€Ny, existe s; €Ny tal que a,,,, —a, € (bYT! ya que s;.1 > ;.

Entonces existe r;;; € S tal que a,, —as, = rig1 0L, para todo i € Ny.

Para i € N, sea ¢; =as, v 19 = as,-

6 = a5, = Qg +1rb = rog+nrb
Co = A5, = Qg + rob? = 1o+ 1r1b + rob?
Cn = a5, = a5, _, +1" = ro+rib+ .+ 0 b

n
Por lo tanto (¢,)nen = (as, Jnen es la subsucesién buscada tal que ¢, = Zribi, para
=0

todo n € N.
0

Observacion 3.9. Si el anillo topoldgico (.S, (b)) es un espacio de Hausdorff, entonces de
la proposicién |3.11] este espacio topoldgico es metrizable.

Si esta subsucesion (c¢,)nen s convergente entonces (a,)neny converge al mismo limite.
(Ver proposicion [1.9))

La notacién de este limite es

n o
lim E r;b' = g r;b'.
n— oo

i=0 i=0

Por lo tanto el limite de cualquier sucesién convergente de (S, (b)) es una serie de potencias
de b.
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Observacién 3.10. Si f = Zaﬂ;i € R][x]] entonces
i=0

f=ao+ax+ar® + ...+ ap 12"+ 2"(an + Qp1 T+ appor® + )

Es decir que para cualquier f € R[[z]], f = h+ ta™, para todo n € N, donde h € R[z]
y t € R][x]].

Lema 3.6. Si f =h+tz", donde h € R[x] y t € R[[z]], entonces
h+ z"Rlz] = (f + 2" R[[z]]) N R[z].

Prueba. Sea g € (h+2"R[z]), g=h+ux" = (f —ta") +ux”, donde u € R[z].
Luego g=f+ (u—t)z" € f+ 2"R|[z]] y ademés g € R[z].

Asi g € (f + 2" R[[z]]) N Rx].

Reciprocamente, si p € (f + 2" R][z]]) N R[z], p= (h+ ta™) + sa™, donde s € R[[z]] y
p € R[x], entonces p—h = (t+ s)z™ € (z"R][[z]]) N R[z] = 2" R]x].

Por lo tanto p € h + 2" R[x].
[

e La siguiente definicién que presentamos a continuacion es suficiente para explicar las
completaciones de anillos topoldgicos.

Definicién 3.6. Sea (R, M) un anillo topolégico de de Hausdorff, R* a.c.c.i con su ideal
M*. Decimos que (R*, M*) es una completacion de (R, M) si se cumple:

(i) (R*,M*) es espacio de Hausdorf.
(ii) R es subanillo de R*.

(iii) La topologia inducida sobre R por la M*-topologia en R* es equivalente a la
M-topologia en R.

(iv) Cada elemento de R* es el limite de una sucesién de Cauchy en R
(o también se dice que R es denso en R*).

(v) (R*,M*) es completo.

—

Si se cumple estas 5 propiedades escribiremos (R, M) = (R*, M*).

—

Ejemplo 3.1. Si R un a.c.c.i., entonces (R[z], (z)) = (R][z]], (x)).
Veamos:

Recordar que en (R[z],(z)), (z) =zR[z] y en (R][[z]],(z)), (x)=xR][z]].
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(i) Por la proposicién (R[z],(x)) v (R[[x]],(z)) son espacios de Hausdorff.

(ii) De manera trivial R[z] es subanillo de R[[x]].

(iii) Afirmacién: Dadas las bases

fr={a2"Rlx]+ f/f € R[x], n € Ny }
Bo={a"R[[z]] + f/ f € R[[z]], n € No }

de (R[z],(z)) v (R][[x]], (x)) respectivamente, entonces

RzIn|Jvi=JB: .

i€l ieJ
Vi€B2 Biep

En efecto:

Si g €R[z]N U Vi, entonces g € R[x] y se cumple que

viés,
g€ (2" R[z] + g), para cualquier n € Ny.

Sea B;,= 2™ R[z| + g, para algin ng € Ny (arbitrario fijo).
Luego g € B;, C UBi'

i€J
Biep

70

Reciprocamente, si h € UBi’ entonces h € (z" R[z] + f;) donde f; € R[z], para

el
B;ep
algin i € I.

Luego h € (x™R|[[z]] + fi) € B2 y ademds h € R[z].
Por lo tanto h € R[z] N U Vi, probando asi la afirmacién.

i€l
Vi€B2

Esta afirmacion quiere decir que los elementos de la topologia inducida sobre R|x]
por la (z)-topologia en R[[x]] son los mismos elementos de la (x)-topologia en R[z].

Por lo tanto esto implicara que sus respectivas topologias sean equivalentes.

Afirmacion: Dadas las bases
51 = {l’nR[l'] +f/f € R[I’], n e No}
Bo={a"R[[z]| + f/ f € R[[z]], n € No }

de (R[z], (z)) v (R][[z]], (x)) respectivamente, entonces [; = ([z)

| R[] "

En efecto:

Si (z"R[x]+ h) € 1, entonces h = h+0.2" € R[z].
Luego del lema , (h+ 2" R[z]) = (h+ 2" R[[z]]) N R[z] € (B2)

| R[]
Reciprocamente, si (f +2"R[[z]]) N R[z] € (B2)),,,, entonces
f=h+tx" € R[[z]], donde h € R[z] y t € R[[z]].
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Luego del lema (f + 2"R[[z]]) N R[z] = (h+ a2™R[z]) € (1, probando asi la

afirmacion.

Esta afirmacién quiere decir que los elementos de la base de la topologia inducida
sobre R[x] por la (z)-topologia en R[[z]] son los mismos elementos de la base de la
(x)-topologia en R[x].

Por lo tanto esto implicara que sus respectivas topologias sean equivalentes.

(iv) Veamos si cada elemento de R[[z]] es el limite de una sucesién de Cauchy en R[z].

Dado f = Zaixi € R[[z]] arbitrario.
i=0

Definimos para todo n € N, f, = Z a;r" € R[]

i=0
Afirmacién: (f,),en es una sucesion de (Rz], (x)) tal que f, — f.
Sea k € Ny arbitrario, sin > k = s;, entonces

f=fon=2""(anm +‘an+2x'+'an+3x2‘+'-J € (@)™ C (z)" C:<x>k'

Luego f — f. € (), asi f, — f.

De esta afirmacion (f,,)nen converge en (R][[z]], (z)), entonces (f,)nen €s una su-
cesién de Cauchy en (R][[z]], (z)), esto es:

Para cada k€N, existe s, €Ny tal que f, — f,n € 2*R[[z]], para todo n,m > s4.
y como fn - fm S R[l’], fn - fm S (Z’kRHl’H) ﬂR[l’] = ka[l’]
Luego (fn)nen es una sucesién de Cauchy en (R[z], (z)).

Por lo tanto, para todo f € R[[z]], existe una sucesién (f,)nen de Cauchy en R[z]
tal que f, — f.

(v) (R[[z]], (z)) es Completo.

Sea (F),)nen, una sucesion de Cauchy en R[[z]], entonces por el lema [3.5) tenemos
que existe una subsucesion (G, )nen, de (Fy)nen, tal que

G, = Z H;z', para todo n € Ny donde H; = Z hi ;2 € R][z]].
i=0 =0

Luego:

G, = H, + Hx + Hyx? + ...+ H,z"

00 00 00 00
. i1 1o .
Gn = E hOJ.’LJ + E th.’ﬂj—’_ + E h27jl’]+ + ...+ E hn,jxﬁn
J=0 J=0 Jj=0 J=0

Tenemos:

G, = ho,oﬂﬁ0 + (ho + hl,o)ﬂﬁ1 + (ho2 + hig + h2,0)5172 +

+(h0,n + hl,n—l 4+ -4 hmo)q}n + (hO,n-l-l + hl,n + -4 hn,1>xn+l 4.
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Esta sumatoria se puede escribir de la siguiente manera:

n—1 00 7 n
G, = Z Tz + P, ;2" donde Tj = Z hij—i y Pnj= Z P j—i-
J=0 j=0 i=0 i=0

Ahora definimos T = ZT]x] € R][x]].
§=0
Afirmacién: lim G, =T.

n— oo

En efecto, para cada k € N, sin > k entonces

T-G,= iTjaﬂ — i P a7
j=n 7=0

T—-G,= 2T+ Tz + Thiox® +...) + 2(Poo + Poaz + Poz? + ...)

T — G, € ()" C (z)*.

Como la afirmacién nos dice que la subsucesion (G, )nen, tiende a Ty se sabe
que (R[[z]], (z)) es de Hausdorff, entonces

lim F, =T

n— oo

Es decir que cada sucesién de Cauchy (F),)nen, en R[[x]] es convergente, luego el
espacio (R][[x]], (x)) es Completo.

Por lo tanto como cumple las cinco propiedades (R[[z]], (z)) es una completacién de

(R[z], (x)).

3.4. Automorfismos en anillos de series formales

En esta seccion, estudiamos las propiedades que existen en los R-endomorfismos de
R][[z]] y mostramos las condiciones necesarias y suficientes para los R-automorfismos en

R[],

El Teorema a continuacién, describe un resultado analogo a la Propiedad Universal de
Anillos de polinomios para las series formales.

Teorema 3.7. Sea R un a.c.ci, T = Zbixi € R[[z]] con k > 1, entonces existe un
i=k

unico ¢7 R-endomorfismo de R|[z]] tal que ¢7 <Z aw’) = Z a7y ¢g(x) =T,
i=0 i=0
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Prueba. Dado g = Zaqxq € R[[z]], denotemos g¢,(z) =a,x? y ¢,(T) = a,T°
q=0

Como Ord(7T) > 1 entonces Ord(T?) > ¢, luego Ord(g,(T)) >q 6 g,(T) =0.

Asi, definimos la sucesién (hy,)nen, de modo que h,, = Z 94(7), para todo n € Ny.

Afirmacién: (h,)nen, €s una sucesion de Cauchy en (R[[z]], (z)).

En efecto, para cada k € Ny existird un s, = k tal que si n,m > s (n > m)
entonces:

b, = By = Z gq(T) - qu(7> = m+1 (T) + gm+2<T) +o. Tt gmﬂ)(‘j) S <xm+1>7

g=0

para algin p € N, tal que n=m + p.

Luego h, — hy, € ()™ C(z)* =(x)*, probando de esta manera la afirmacién.

Como (hy)nen, €s una sucesiéon de Cauchy en (R[[z]], (x)), luego por el ejemplo 3.1}(v),
(hn)nen, €s convergente en R|[x]].

. . o ’ . ’ q
Si definimos ¢5(g) = lim h, = nl_1>moo<z(; a, T >
q:

n— oo

Recordemos que de la proposicién 3.9| (R[[x]], (z)) es un espacio de Hausdorff y el teorema
verifica la unicidad de este limite en (R][[z]], (z)) que nos garantiza la buena definicién
y la unicidad de ¢-.

Ademas se verifica que ¢g(r) =r, paratodo r € R y ¢g(x) =T.

Ahora probaremos que ¢5 es un endomorfismo de R[[z]].
En efecto, sean f = Z fir', g= Zgixi € R[[z]]

Denotemos  f,,(z Zfﬂ Yy gn(z Zgz

Luego,

Fro=S Ui ta) v fg—Zh:c con hi=3" fug.
=0 k+j=1

Ademas,

n n

(f+ (@) =Y (fi+ g)a" = ful@) + gu() ¥ (fg)alx) =) ha'.

1=0 =0
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Or(f)+ 6r(g) = lim folT)+ lim gu(T) = lim [fa(T) + (7))
SN +orlg) = Bm (F+0T)  =éo(f+g)

Por otro lado,

fn(SC) Qn(l') = (Z fz'SUZ) (Zgle> = Z}MCZ con h; = Z fkgja
i=0 0 i=0

i= ; k+j=i
para todo 0 < i < 2n.

2n n 2n
Como th = Z h T+ Z hT"
=0 =0

i=n+1

Tenemos f,(T) gu(T) = (f)u(T) = 3 AT

1=n+1
2n
Afirmacién: nl—l>moo<,2+1 hﬂ”) =0.

En efecto, dado un k € Ny, si n > k entonces n+ p > k, para todo p € Nj.

Luego TP € (z)"*P C (x)*, para todo p € Nj.

2n
> T =R T 4 T2 4 hg T € (),

i=n+1

probando asi esta afirmacion.

De esta afirmacion tenemos:

lim < Z hfﬁ) = nlimoo[fn(j')gn(j')]

n— 0o
1=n+1

m [(fg)n(T)] = 0.

— I
n— oo

Asi concluimos que 65(fg) = 6r(f) 63(g)

Por lo tanto ¢g es un R-endomorfismo de R[[z]].

Teorema 3.8. Sea R un a.c.ci, T = Z bir' € R[[z]] con k > 1, entonces
i=k
¢7 es sobreyectiva siy solosi k=1 y by es unidad de R.

Prueba. Supongamos que ¢g es sobreyectiva.

Como z € R|[z]], entonces existe un f = Zrixi € R[[z]] tal que x = ¢7(f).
i=0

74
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Esto quiere decir que ¢5(f) = E r TP = lim (E rﬂ") = 7.
n— oo
=0 i=0

Para 2 € N, existe nyg € N tal que para cada n > ny, Zrﬂi —z € (x)%
i=0

T0+T17—$+iri‘ﬁ :TOWLirlbixi_xdl_iﬁﬁ € {a)*

=2 i=k =2

ro — & + (ribpa® + b2 + ) 4 (términos de orden > 2) = Zgixi“. (3.4.1)
=0

Luego, si fuera k >1, en laigualdad de (3.4.1)), el coeficiente de “x” en ambos miembros
no coincidirian.

Por lo tanto k = 1.

Esto implica que rg =0 y rb; = 1, es decir que b, es una unidad de R.
Reciprocamente supongamos que k=1 y by es unidad de R.

Entonces T = Z b,z

i=1

Ahora dado un f :Zaixi € R[[z]], tenemos que demostrar la existencia de una se-

=0
rie de potencia g = Z; rix' € R[[z]] de modo que nlgn@(% ri‘J'Z> = f.

Para cada j €Ny, debe de existir un s; € N tal que para cada n > s; se cumpla que

i T — i a;x' € (z)’.
=0

i=0
(ro + T +1T? +...) — (ap + a1z + ap2® + ...) € (x).

De esta manera, si igualamos a 0 esta expresién (pues 0€ (x)?, para todo j €Ny ), pode-
mos encontrar los coeficientes de g los cuales son:

To = Qo
T = (Zlbl_l
ry = (az — riby)(b}) ™"

73 = (ag — ribg — 12(201b2))(b3) "

r; = [a; — rib; — ro(coeficientes de z' en T?)—r3(coeficientes de x% en T3)—...—
7;_1(coeficientes de 2% en T*1)](bi) L.
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Asi, encontramos la existencia de la serie de potencias formal g que garantiza que ¢g
sea sobreyectiva.
O

Lema 3.7. Sea R un a.c.c.i, T = Z bix' € R[[x]] donde k>1 y b #0,
i=k
¢7 un endomorfismo de R[[z]] tal que ¢5(r) =7, paratodor € R y ¢5(z) =T.

Si ¢ no es inyectiva entonces by es un divisor de 0 en R.

Prueba. Supongamos que ¢g no es inyectiva.

Esto quiere decir que existe una serie formal f = Z cix' € Nu(gy) tal que f # 0.
i=0

Luego o¢5(f) = Z T =co + Z ¢ T' = 0. Esto implica que ¢y = 0.

=0 =1

o0
Como Z ciz' # 0, entonces existe un ¢, # 0 tal que

i=1
e

f=cma™+ ™+ = E '

Luego,
or(f) = cnT" 4+ Cpp1 T + . =0,

Cm (D™ 4+ £.0.8) + Cpppr (B2 MR 4t 0.8) + ... = 0.
cmb’,fxmk +t.0s =0, estoes c,b" =0.

Como ¢, #0 y b # 0 tenemos que by es un divisor de 0 en R.

Corolario 3.11.1. Sea R un a.c.c.i con D.I, T = Zbimi € R[[z]] donde k> 1y
i=k
by # 0, ¢7 un endomorfismo de R[[z]] tal que ¢5(xz) =T, entonces ¢ es inyectiva.

Prueba. Por hipdtesis tenemos que b, # 0, como R es un Dominio Integridad entonces
b no es divisor de 0 en R y por el lema @7 es inyectiva.
]
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Teorema 3.9. Dado T = Z bix' € R[[z]] con k > 1, ¢g un R-endomorfismo de R[[z]]
i—k
tal que ¢g(z) = T, entonces

o7 es R-automorfismo de R[[z]] siysolosi k=1 y b; es unidad de R.

Prueba. Si ¢7 es R-automorfismo de R[[z]] entonces por el Teorema[3.8] k=1 y b
es unidad de R.

Reciprocamente, supongamos que k=1 y b; es unidad de R. Por el mismo teorema
3.8 ¢7 es sobreyectiva.

También tenemos que by # 0, entonces by no es divisor de 0 en R y por el lema 3.7, ¢+
es inyectiva.

Por lo tanto ¢g es R-automorfismo de R[[z]].

Observacién 3.11.

» Sean R a.c.c.i y T €R|[z]]. El conjunto R[T] :{ Zrﬁi /ri€ R, neN } es
i=0
un subanillo de R][[z]] generado por Ry 7.

» Si T eR[[z]] y S essubanillo de R[[z]] tal que R[T] C S, entonces TS es un ideal
de S generado por T". Ademés (S,7TS) es el anillo topolégico S con su topologia
TS - adica.

» Si TeR|[z]] ¥ ﬂ (T"R[T])={0}, entonces (R[T], TR[T]) es un espacio de Haus-

neN

dorff.

Proposicién 3.12. Sean R a.c.ci, T € R[[z]] y ¢ un R-endomorfismo de R|[z]] tal que
¢(x) =7T. Si S es un subanillo de R[[z]] tal que ¢(R[[z]]) C S, entonces

(i) La aplicacién ¢ : (R[[z]], (x)) — (S,TS) es continua.

(ii) Si f:ifixiER[[x]], entonces existe 1_1>m (i fi‘J”i) en (S,7S) y converge a
i=0 1=0
o(f).

Prueba.
(i) Necesitaremos de la siguiente afirmacion.
Afirmacién: ¢ ((z)*) = T%¢ (R[[z]]).
En efecto, si f € ¢({x)*), entonces existe h € R[[z]] tal que
f=¢(ha*) = p(h)p(x)* = T"é(h) € T* $(R[[z]]).
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Si feT*¢(R[[z]]), entonces para algin he R[[x]], f=T*¢(h)=0¢(z)*¢(h),
luego f = ¢(z*h) € ¢((x)*), probamos asf la afirmacién.

Veamos la continuidad de ¢. Dado g € R|[z]| arbitrario.

Para cada ¢(g) + T*S entorno de ¢(g) en (S, TS) escogemos g + (z)* que es
entorno de g en (R[[z]], (x)).

Luego de la afirmacién y como ¢(R|[[z]]) C S,

¢ (g9 +(@)*) = d(9) + ¢((2)*) = d(g) + T*o(R[[2]]) C ¢(g) + T*S.

Por lo tanto ¢ es continua.

(ii) Para cada k € N escogemos el mismo s, =k tal que si n > s;

FoS gt = 3 = a4 foa b st 4 ) € (@ C ()
=0

1=n+1

Luego, LH;(Z f> — f en (RIa]], x).
Ademas, (Z fio( ) Z fio(z)' = i £;7" vy como ¢ es continua
i=0

de (R[[z]],(x)) en (S,TS), entonces

¢(f) = lim ¢ (Z f:v) = lim (Z fT ) (S.79).

Observacién 3.12.

(i) En la Proposicién anterior, si le agregamos a la hipétesis la condicién

ﬂ (T"S) = {0}, es decir que (S,TS) es un espacio de Hausdorff, entonces

neN

para cualquier f € R[[z]], ¢(f) = lim (Z fZT> € S es unico.
i=0

(ii) En particular,dado T € R[[z]] v ¢ un R-endomorfismo de R][[z]] tal que ¢(x) =T
con ﬂ (T"R[[z]]) = {0}, entonces ¢ es unico.

neN

En efecto, supongamos que existe otro 1) R-endomorfismo de R[[z]] tal que

(@) =T y o(R[z]) C 5.
Dado f € R[[z]] arbitrario, por la proposicién [3.12] ¢ es continua, as
= lim (Zfl > (S,78S).

Ya que ¢(f)= lim (Z fﬂ") €S y este limite es tnico, por ser (S,7TS) un

n— oo
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espacio de Hausdorff, tenemos que ¥ (f) = ¢(f). Por lo tanto ¥ = ¢ = ¢5 y lo
llamaremos “Aplicacién sustitucién”.

Teorema 3.10. Sean R a.c.ci, T € R[[z]], S subanillo de R[[z]] tal que
R[T] € S. Silatopologia S-adica (S,TS) es un espacio de Hausdorff completo, entonces
existe tnicamente un ¢ R-endomorfismo de R[[z]] tal que ¢(x) =T y o(R[[z]]) C S.

Prueba. Dado f :Z fiz" € R[[z]] arbitrario. Definimos para esta serie de
i=0
potencias formal la sucesién en R[[z]], fn.(T) = Z f:T*, para todo n € N.

Afirmacién 1: (f,(7))nen es una sucesién de Cauchy en (S, TS).
En efecto, para cada k € Ny escogemos el mismo s, =k tal que si n,m > s,

elegimos sin pérdida de generalidad n > m > si), tenemos
g g

fn( ) fm Z szZ gl (fm—H + fm+27+ n fn m+1))

i=m+1

fo(T) = f(T) € T"HR[T] € T*R[T] € T*S, probando asf la afirmacién.

Ya que (5,7TS) es un espacio de Hausdorff y completo, entonces (f,(T))nen converge
en (S,T9) y su limite es tnico.

Esto nos garantiza la definicion de la aplicacion
¢: Blle]] — Sc R[]
f= Zfz — o(f) = lim f,(7)
Ademas, si f € ¢(R[[z]]), entonces existe algin g € R[[z]] tal que

f=0lg) = lim g.(T) € 5. Asi, o(R[z]}) C 5.

Ahora veamos si ¢ es un R-endomorfismo de R][z]] tal que ¢(x) =
(i) Si f=reR, fu(T)=r, asi ¢(r)= lim f,(T)=r.
n— oo

(ii) Si f=z€eR[z]], fu(T)=7T, asi ¢(z) = nl_1>moofn(‘3') =7

(iii) Sean f = Zfixi, g= Zgi:vi € R|[z]], entonces
i=0 i=0

o(f+g) = lm (f+9)u(T) = lim ¥ (fi+g)T" = lim [Z FiT + Zgz ]

=0

¢(f+9) = Hm [[o(T) +ga(T)] = lm fo(T) + lUm gu(T) = &(f) + ¢(g)-



CAPITULO 3. AUTOMORFISMOS DE POLINOMIOS Y SERIES FORMALES 80

(iv) Por otro lado, como fn(‘J'):Zf{Ii y gn(‘I):Zgi‘J'i, entonces
i=0

=0

(f9)n(T) = zn:hz‘(ﬁ, donde h; = Z frgs (0<r;s <mn).

=0 r4+s=1i

2n n 2n 2n
Ademés, fu(T)gn(T) =D hT =D hT + > hT = (fo)a(T) + > hT".
=0 =0

i=n-+1 i=n-+1

2n
Afirmacién 2: lim ( Zhﬂ”) =0 en (5,79).
n— oo
i=n+1

En efecto, para cada k € Ny escogemos el mismo s, = k tal que si n > s

2n

> 0T =T (hpsr + B2 T+ o+ b, T € TRIT] € TFR[T] € T3,
i=n+1
probando asi la afirmacién.

Luego,  lim [fo(T)ga(T) = (f9)a(T)] = 0. Asi,
¢(fg) = lm (fg)u(T) = lm [fo(T)gn(T)] = lim fo(T) Uim g, (T) = &(f) 6(g).

Para finalizar, ya que (5,7S) es un espacio de Hausdorff, por la observacién ob-
tenemos la unicidad de ¢.
O

Teorema 3.11. Sea R a.c.c.i, T € R[[z]] y S subanillo de R[[z]] tal que R[T] C S.
Si se cumple:

(i) (S,TS) es Hausdorff completo.

(ii) Cada elemento de S es el limite de una sucesiéon de Cauchy en (R[T], TR[T]).
Entonces existe unicamente un ¢ R-endomorfismo de R[[z]] tal que ¢(x) =T y
S = o(R[[z]))-

Reciprocamente si ¢ es un R-endomorfismo de R|[z]] tal que ¢(x) =T,
S = ¢(R[[z]]) ¥ ﬂ(‘J’”S) = {0}, entonces S es subanillo de R[[z]] tal que R[T] C S

neN
cumpliendo (i) y (ii).

Prueba. Sea S subanillo de R][x]] tal que R[T] C S que cumple (i) y (i).

Aplicando en (i) del teorema [3.10] tenemos que existe inicamente ¢ R-endomorfismo tal
que ¢(x)=T y G(R[x])) C 5.

También por la proposicién tenemos que ¢ es continua de (R[[z]], (x)) en (S,TS).
Solo faltarfa probar que S C ¢(R[[z]]).

En efecto, sea g € .S, entonces existe (f)nen sucesion de Cauchy en (R[T], TR[T]) tal
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que lim f, =g.
Del lema [3.5, existe (d,)nen subsucesion de (fy,)nen tal que dn:Zgi‘J’i

i=0

donde g; € R[T] = ¢(R[z]), es decir, que para cada i € Ny, existe h; € R[x] tal que
¢(hi) =g;.

Luego dn:Z d(hi)op(z)" = gzﬁ(Z hixi), para todo n € Ny.
i=0 i=0

Del ejemplo(iv),(v) se sabe que (Z hi:ci) es una sucesion de Cauchy en (R|[[z]], (z))
neN

i=0
que ademas es completo.

Entonces existe he€ R[[z]] tal que lim (Z hixi> = h.

n— oo\ 4
=0

Luego por la continuidad de ¢, lim d, = lim ¢ (Z hﬁ) =¢(h) € S.

Ya que (S,TS) es un espacio de Hausdorff y la subsucesién (d,,)nen de (fn)nen converge
a ¢(h) € S, entonces por la observacién 3.9, (fn)nen converge a ¢(h) € S, es decir,
g = ¢(h) € ¢(R[[z]]), probando asf que S C ¢(R[[z]]).

Por lo tanto S = ¢(R[[z]]).

Reciprocamente, si ¢ es R-endomorfismo de R[[z]] tal que ¢(z) =T, S=¢(R[[z]]) ¥
(S,TS) es de Hausdorff, pues ﬂ (7"S) = {0}.

neN

Ademds, por la proposicién [3.12] ¢ es continua de (R[[z]], (x
Evidentemente S es subanillo de R[[z]] v R[T]=¢(R[z]) C ¢(R][[z]])=S.

@

=
©

Q
N

(i) Sea (fn)nen una sucesién de Cauchy en (S, TS).
Luego por el lema existe (d,)nen subsucesion de (f,)nen tal que

do=2_ o(h)T =3 _é(h)e(x) = ¢ (Z ha:) , donde ¢(h;) €S = ¢(R[[z]).

Como vimos anteriormente, la sucesién (Z h,-a:i> es de Cauchy en (R][[z]], (z))
=0 neN
n— oo

n
y que ademds es completo, entonces existe he€ R[[z]] tal que lim (Z hixZ) =h
i=0

y por la continuidad de ¢ tenemos que
i dy = lim ¢ (Z h ) = o(h) € 5.

Finalmente, al ser (f,)nen una sucesiéon de Cauchy en el espacio de Hausdorff

(S,TS) y su subsucesién (d,)nen que converge en ¢(h)€.S, entonces por la obser-

vacién tenemos que lim f, = ¢(h) € S, es decir, (f,)nen s convergente en
n— oo

(S,TS).
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Por lo tanto (S,7S) es completo.

(ii) Sea g € S arbitrario, entonces existe h :Z hiz' € R[[z]] tal que ¢(h) = g.

n i=0
Del ejemplo , (Z hixi> es una sucesiéon de Cauchy en (R[[z]], (x)),
=0 ne

N

ademas lim ( g hi:pi) = h y por continuidad de ¢ tenemos que
n— oo
i=0
nl_i)m@( EO hi‘J'Z> = nl_l)moogb< EO hixl> =¢(h) =g.

Para concluir, <Z hi‘TZ) es una sucesiéon de Cauchy en (R[T], TR[T]),
i=0 neN
pues para todo keNj, existe spy=keN; tal que si n>m> sy,

=0 =0 i=m+1 i=m-+1

Observacién 3.13. Del teorema 3.11} si S= R[[z]] y cumple (i) y (ii), entonces existe
unicamente un ¢ R-endomorfismo sobreyectivo de R[[z]] tal que ¢(z) =T

Lema 3.8. Sea R a.c.ci, T= Zaixi € R[[z]] y ¥ un R-homomorfismo de R[z] en
i=0

R[[z]] tal que ¢¥(z) =7T.

Luego 1 es inyectiva siy solo si (T — ag) es regular en R[T].

Prueba. Sea (Z ri‘J'i> (T — ag) = 0, entonces ( (Z TZ-[Ei> (x — a0)> = 1(0).

=0 =0
n

Por la inyectividad de v tenemos Z rix’ | (z — ag) = 0.
=0

Afirmacién. (z — ag) es regular en R[z].

En efecto, supongamos que (z — ag) es divisor de 0 en R|x].

Por el Teorema de McCoy’s existe ¢ € R diferente de 0 tal que c(z — ap) = 0 y esto
implica que ¢ =0 siendo una contradiccion, probando asi la afirmacion.

n

Luego Z rat =0, z": T =1 (i r,-:vi) =1(0) =0.
=0 0

1=0 i i=
Por lo tanto (T — ag) es regular en R[J].

Reciprocamente, supongamos que (T — ag) es regular en R[T].
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Sea f= Z riz' € Nu(¢), tenemos:
=0

0=19(f) = Zrﬂi = Zﬂ‘[ao + (T —a)]' = pri(‘f—ao)i7

donde p; :er(g)aé_i €R, para 1 =0,1,...,n.

j=i
Afirmacién 1. p; =0, para i =0,1,....n.

En efecto, para ¢ = 0:

Ya que ZPz‘(T— ag)' =0, pp=— sz‘(q —ap)' = —(T — ao) ZPi(T —ag) "
=1 =1

i=0
Ademés Ord(T —ag) > 1, asi Ord(py) > 1 y como py € R deducimos que py = 0.
Ahora supongamos que p; =0, para ¢ =0,1,...,{. (Hipdtesis Inductiva).
Lueg(;, tenemos: .
0= ZPi(‘T —ag)’ = po+pi(T —ag) + ... + p(T —ao)' + sz'((f — ag)’
i=0 i i=l+1
0= (T —ap)"! Z pi(T —ag) ™ con (T — ap)™ regular en R[J], pues

i=1+1
(T — ap) es regular en R[T| (ver proposicién [1.12)).

Entonces 0 = Z pi(T = ao)™"t = pra + (T = ag) Z pi(T —ag)™'?
i=l+1 i=1+2

n
pry1 = —(T — ao) ZPi(T —ag)"7%. Asf Ord(p41) > 1 donde piy1 € R.
=142
De esta manera se concluye que p;.;= 0, asi probamos la afirmacién.

Afirmacién 2. r, ; =0, para i =0,1,...,n.

En efecto, para i = 0 es de inmediato pues de la Afirmacion 1:
n
0=np, :er(i)aé_" = Tp = Tn_o-
j=n
Ahora supongamos que r,_; =0, para i =0,1,...,m. (Hipétesis Inductiva).
Es decir, r, =711 = ... = T"ph_(m-1) = "n—m = 0.
n

j j—(n—m-—1)
nfmfl) )

Luego, la Afirmacién 1 nos dice que 0=p,_(m+1) = er(

j=n—m-—1

O=rpma1+Tn-m (nT_L;nTil)ao + Tp—m+1 (Z:Zﬁ}) a(2) +tot+Ty (n—:@—l) a6n+1 = Tn—(m+1),

asi hemos probado la afirmacion.

n
De la afirmacién 2, concluimos que f :Z r;' = 0. Por lo tanto, 1 es inyectiva. [
=0



CAPITULO 3. AUTOMORFISMOS DE POLINOMIOS Y SERIES FORMALES 84

Observacién 3.14. Sea ¢ un R-endomorfismo de R[[z]] tal que ¢(x) = T.

Podemos generalizar la observaciéon m y el lema si reemplazamos los anillos R[x] y
R[[z]] por los anillos R[T] y S = ¢ (R][[z]]).

Si f e S =o¢(R|]]), entonces f=¢ (i aixi), donde a; € R.
i—0
Luego:
f=0¢((ap+ arw + asx® + ... + ap_ 12" + 2™ (ay + Q1T + Apio® + ...))
f="(ao+arT+axT?+ ...+ ap 1T ) + ¢ (2™(ay + Gn1@ + Qpyiox® +...))

f=(ao+a1T+aT?+ ...+ a, 1T + T (ay, + Qpy1@ + apior® + ...)

Es decir que para cualquier f € S = ¢(R|[z]]), f = h+tT", para todo n € N, donde
heR[T| y tes.

Lema 3.9. Sea ¢ un R-endomorfismo inyectivo de R[[z]] tal que ¢(z) = 7.
Si f=h+tT", donde h€ R[T| y t € S =¢(R[z]]), entonces

(i) (7"S)N R[T] = T"R[T]
(ii) A+ T"R[T] = (f +T"S) N R[T].
Prueba.
(1) (7"9) N R[T] = [¢(x)"¢ (R[[z])] N ¢ (R[z]) = ¢ («"R[[z]]) N ¢ (R[z]).
Ya que ¢ es inyectiva tenemos:
(7"5) N R[T] = ¢ ((z"R[[z]]) N R[z]) = ¢ (z"R[z]) = T"¢ (R[z]) = T"R[T].
(ii) Sea ge (h+T"R[T]), g=h+uT" = (f —tT") +uT", donde u € R[T].
Luego g=f+ (u—1t)T" € f+T"S y ademds g € R[T].
Asi g e (f+T"S)N R[T].
Reciprocamente, si p € (f +T"S)NR[T], p=(h+tT") +sT", donde s €S y
p € R[T], entonces p—h = (t+s)T" € (T7"5) N R[T] = T"R[T].
Por lo tanto p € h+ T"R[T].

Teorema 3.12. Sea R a.c.ci y ‘J':ZaixiER[[x]], entonces
=0
existe un ¢ R-endomorfismo inyectivo de R[[z]] tal que ¢(z) = T siy solo si
(i) (T — ap) es regular en R[T].

—

(ii) Existe S subanillo de R[[z]] tal que (R[T],TR[T]) = (S,TS).
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Prueba.

(i) Ya que ¢y, es R-homomorfismo de R[z]| en R[[z]] tal que ¢(z) =T,
entonces por el lema (T — ap) es regular en R[T].

(ii) Ya que ¢ es inyectiva tenemos:

() (T"R[T]) = ) (6(2)"¢ (R[z]) = [ ] ¢ («"R[z]) = ¢(ﬂ x”R[w])

((T"R[T]) = 6({0}) = {0}.

Sea S=¢(R[[z]]), entonces S es subanillo de R[[z]] y ademéds R[T]=¢(R[z]) C S.

Usando la propiedad dada en la afirmacién de la proposicién y por la inyecti-
vidad de ¢ tenemos:

FHT@%=rHT%UMﬂ»ZfLNﬂRWm=¢<ﬂx”mﬂ>

() (T"S) = #({0}) = {0}.

Luego del teorema tenemos:

(1) (S,T95) es un espacio de Hausdorff completo.
(2) Cada elemento de S es el limite de una sucesién de Cauchy en (R[T], TR[T]).

Afirmacion. Dadas las bases

B ={T"R[T|+ f/feR[T],neNy}
52:{Tns+f/f€S,HENO}

de (R[T],TR[T]) v (S,TS) respectivamente, entonces

RIIN|JVi=JB:.

ieJ i€l
Viep2 B;ep

En efecto:

Evidentemente, si g€ R[T| N U Vi, g€R[T] v geT"R[T|+ g € b,

icJ
Vi€pB2
para cualquier n € Ny. Luego g € UBi‘
icl
B;ep1
Si he UBZ" entonces he (T"R[T] + f;) donde f; € R[T], para algin i € [.
il
Biep

Luego h €(T™S + f;) €y y ademés h € R[T].
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Por lo tanto h € R[T|N U Vi, probando asf la afirmacién.

icJ

Vi€B2
Esta afirmacién quiere decir que los elementos de la topologia inducida sobre R[T]
por la TS - topologfa en S son los mismos elementos de la TR[T] - topologia en R[T].
Esto implicara que sus respectivas topologias sean equivalentes.

Afirmacion: Dadas las bases
61 ={T"R[T|+ f/fe€R[T],neNy}
Po={T"S+f/feS neNy}

de (R[T],TR[T]) y (S,TS) respectivamente, entonces [, = ()

|r[7)
En efecto:

Si (T"R[T]+ h) € b1, entonces h =h+0.9" € R[T].
Luego del lema , (h+T"R[T]) = (h+ T"S) N R[T] € (B2)

|r[7]

Reciprocamente, si (f +7J"5) N R[T] € (B2)|,, entonces
f=h+tT"€ S, donde h € R[T] y t€S.
Luego del lema 3.9, (f+79"S) N R[T] = (h+T"R[T]) € Bi, probando asi la

afirmacion.

Esta afirmacion quiere decir que los elementos de la base de la topologia inducida
sobre R[T] por la (TS)-topologia en S son los mismos elementos de la base de la
(TR[T])-topologia en R[T].

Esto implicara que sus respectivas topologias sean equivalentes.

—

Por lo tanto, concluimos que (R[T], TR[T]) = (S,TS).

—

Reciprocamente, si existe S subanillo de R[[z]] tal que (R[T], TR[T]) = (S,TS) entonces
R[T)C S y (S,79) es Hausdorff completo.

Luego del teorema existe unicamente un ¢ R-endomorfismo de R[[z]] tal que
o) =T y (R|la]]) C 5.
Ahora vamos a demostrar que ¢ es inyectiva.
Sea f:aniENu(@, es decir, ¢(f) = lim (Z rﬁ’) =0eS.
=0

n— oo\ <
=0

De la hipétesis se sabe que la topologia inducida sobre S por la TR[T]-Topologia en R[T]
es equivalente a la TS-Topologia en S.

Luego para k € Ny, TFIR[T] € 7(6)) = 7(B2) | ppsy» €ntonces
R[T) N (T™S) € R[T) N | J Vi = T R[T], para algtin m € Ny (3.4.2)
icl
Vi€B2

n
Ya que meNy, entonces existe s,, €Ny tal que Z r;T'eT™S, para todo n > s,,.
i=0
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n

Ademds Z r, '€ R[T], luego de(3.4.2] Z 7 T'€ T R[T], para todo n > s,,.

i=0 =0

n n l l
10} (Z rixi) = Z r Tt = ghtl Z T = ¢ (ka Z r;xz> , para todo n > s,,.

1=0 1=0 =0 =0

Como (T — ag) es regular en R[T], por el lema Dlnp €8 inyectivo, asf

n l
ani = gFtl Zrz’-xi, para todo n > s,,. Luego ro=1r; = ..ry; = 0.
i=0 i=0
Esto implica que para todo k€Ny, r, = 0 y consecuentemente f= 0.

Por lo tanto ¢ es un R-endomorfismo inyectivo de R[[z]] tal que ¢(z) = T.

Teorema 3.13. Sea R a.c.ci y ‘J':ZaixiER[[x]].
i=0
Existe un ¢ R-automorfismo de R[[z]] tal que ¢(x) =T siy solo si

—

(T — ap) es regular en R[T| vy (R[T],TR[T)) = (R[[z]], TR[[z]])

Prueba. Supongamos que existe un ¢ R-automorfismo de R[[z]] tal que ¢(z) = T.
Luego por el teorema tenemos que (T — ag) es regular en R[T] y existe

S= ¢(R[[z]]) subanillo de R[[z]] tal que (R[TT’I\R[‘I]) =(S,789).

Ademds, por ser ¢ sobreyectiva, S = ¢(R][z]]) = R[[z]].

Por lo tanto (R[‘J’T,‘J?%[‘J’]) = (R[[z]], TR[[z]])-

—

Reciprocamente, si (R[T], TR[T]) = (R[[z]], TR[[z]]) entonces
(i) (R[[z]], TR[[z]]) es Hausdorff completo.
(ii) Cada elemento de R][[z]] es el limite de una sucesion de Cauchy en (R[T], TR[T]).

Luego, aplicando la observacién [3.13] existe inicamente un ¢ R-endomorfismo sobreyec-

tivo de R|[[z]] tal que ¢(x) =T.

También en la hipdtesis aplicamos el teorema [3.12, asi existe un ¢’ R-endomorfismo
inyectivo de R|[[z]] tal que ¢'(z) =T.

Ya que ¢ es tnico entonces ¢ = ¢’ es inyectivo.

Por lo tanto ¢ es un R-automorfismo de R][z]] tal que ¢(z) = T.



Capitulo 4

SERIES FORMALES EN VARIAS
INDETERMINADAS

En este capitulo estudiamos las series de potencias formales en varias indeterminadas
con coeficientes en un cuerpo. Mostramos también, las principales propiedades en estas
series de potencias con coeficientes en un anillo conmutativo con identidad general.

4.1. Anillos de Series de Potencias Formales en va-
rias indeterminadas

Sea R un a.c.c.i. Denotaremos
R((n)) = R[[Qfl,fﬂg, ,l‘n]]

al conjunto de las series de potencias formales (s.p.f) en las indeterminadas x1, zs, ..., z,
con coeficientes en R.

Cada elemento f € R(™) se puede expresar como una suma de polinomios homogéneos,
es decir,
o
f=Y P=PR+P+P+..
i=0
donde P; es un polinomio homogéneo de grado ¢ en las indeterminadas x4, xs, ..., z, con
coeficientes en R. Consideramos al polinomio cero como un polinomio de grado —oo.

Definicién 4.1. Sean las series formales f = Z P, g= Z Q; € R(™),
i=0

=0

(i) Diremos que f =g siysolosi P, =@, paratodo i € Ny.

(ii) Definiremos f+ g = Z(R + @Q;) como la suma de dos s.p.f.
i=0
(iii) Definiremos fg = Z (Z P]Ql_j) = Z ( Z P]Qk> como el producto de
i=0 \j=0 =0 \j+k=i

dos s.p.f.

88
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Con estas operaciones podemos probar que (R((”)), +, ) es un anillo conmutativo con
unidad a la cual llamaremos “El anillo de las series de potencias formales en in-
determinadas x,, x5, ..., ,, con coeficientes en R”.

Como R es un a.c.c.i, podemos observar que R y R[x1, 2, ..., 2,,] son subanillos de R((™),

Una s.f.p f € R también se puede representar de forma:
[e.e]
F=> ( > i, z‘nfl??i’?ZQQ---xZ")
i=0 \i1tig+...4in=i

77777

e Recordemos que un elemento f € R(™) es unidad (o invertible) en R(™) si existe
otro elemento g € R(™) tal que f.g=g.f =1.

Proposiciéon 4.1. Sea R a.c.ci, f = ZPi e R eg unidad en R(™) si y solo si
i=0

Py #0.

Prueba. Sea g = Z Q; € R™) ¢l elemento inverso de f.
i=0

Luego 1= f.g=PFPyQo+ (PQo+ PyQ1) + ..., entonces 1= FPyQo.

Por lo tanto P, # 0.

o0

Reciprocamente encontraremos un elemento ¢ = ZQi € K[z, 22, ...,2,]] que veri-
i=0
fique f.g = PoQo + (P1Qo + Q1) + ... = 1.

Igualando término por término:
PyQo =1
PiQo+ PyQ1 =0
PoQo+ PaQr+ ...+ PIQy 1+ Q=0

Como P, # 0 podemos encontrar los polinomios homogéneos de g de forma iterativa los
cuales serian: .
QO =P, 0

Q1 = —P, ' PQo

Qn = —F5 (PuQo+ Po1Qi 4 ... + PLQp 1)

Por lo tanto f es unidad.
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Observacién 4.1. Sea R a.c.c.i, se puede deducir:
(i) M= { f=Y P eR™/p= o} es un ideal de R(().
i=0
(ii) M es el ideal generado por las indeterminadas xi, 3, ..., T,, es decir,
M= (xl,a:g,...,xn)R((")) = (X1, Lo, ..., Tp).

(iii) Para cada k € N,
Mk:{f:Zpieg((n))/pozpl:P2:__,:Pk1:0}
=0

es la k-ésima potencia de M. Por convencién denotaremos M? := R((),

Proposicién 4.2. Sea R a.c.c.i, {x1,y,...,z,) es el tinico ideal maximal de R(™) y

ademas se cumple ﬂ (1, T2y ..., $n>k =0.
kEN

Prueba. Evidentemente se puede ver que (1, s, ..., x,) # R pues 1 ¢ (x1, 29, ..., 2,).
Sea I un ideal de R(™) tal que (zy,zs,...,2,) C I C R(™),

Supongamos (x1,Za, ..., T,) # I, entonces existe un f € I tal que [ & (x1,29,...,2,).
Esto quiere decir que f(0) # 0, lo que implica que f es unidad de R(™).

Asf existe g € R(™) tal que g.f =1 € I. Luego para todo g € R ¢g=1.¢9¢1I,
por lo tanto I = R((™) | es decir que (zy, s, ..., 7,) es un ideal maximal.

Ahora probemos la unicidad de (1, xa, ..., ).
Supongamos que existe otro ideal maximal M’ de R(().
Afirmamos que M’ C (1,29, ...,2,), en efecto :

Si no fuera asi existirfa un f € M’ tal que f ¢ (z1,x9,...,2,), entonces tenemos que
1eM.

Luego para todo g € R(™) g = 1.9 € M/, por lo tanto M} = R(™) 1o que es
un absurdo.

Como M’ es un ideal maximal y M’ C (xq,x9,...,2,), por definicién tenemos que
!
M = <l’1,l’2, ,Jln>

Finalmente probaremos que ﬂ (1, Tgy ..., 20)" = 0.
keN
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Dado [ = ZR- € m(xl,:z:Q, ..., x,)¥, entonces para todo k € N,
=0 keN
P():Pl:...:Pk,l:O.

Luego para todo k € Ny, P, =0, es decir f=0.

Por lo tanto ﬂ (z1, Ty .. 2)" = 0.
keN

Observacién 4.2.
(i) Como R(™) esa.c.ci y (xy,2s,...,2,) es su ideal respectivo, entonces
(R((")), (x1, T2, ..., xn>) representa el anillo topolégico R(™) con su topologia
(z1, 2, ..., T,)-4dica (ver la proposicién [3.7]).
(ii) Ya que ﬂ(l’l,l‘g, ..., x,)¥ =0, entonces por el lema
keN

es un espacio de Hausdorff. Ademés, por la proposicion
métrica en este espacio.

(R((n)), <$1, T2y uny $n>)

| se puede definir una

Proposicién 4.3. (R((”)), (x1, T2, ..., xn>) es un espacio métrico completo.

Prueba. Sea (f;)ien una sucesién de Cauchy en (R((")), (1,9, ..., xn>)

Dado ¢ € N, entonces existen k;, k;1 1 € N tales que para todo [,m,> k;
(1,m > ki respectivamente ), f; — fm € (T1,Ta, ..., Tn)".
Sin pérdida de generalidad escogemos k; < ki1, asi, fr,,, — fu, € (1, 22, ooy T )
Para cada ¢ € N, sean
fe. = Po+Pa+Po+...€ R™)
fris = Piio+ Pyig+ Pyig+ ... € R

oo
Lueg07 fk7;+1 - sz - Z(B—Fl,j - Pz) € <.T17I2, 7'Tn>z
§=0
Por consiguiente, P;; = FP;41;, para todo j=0,1,....,¢ —1; 1 € N.

Definimos la serie formal
f=Po+P+..+P;1+P;..=Fo+Pa1+...+Pi1)+ P € R()
Asi, f— fk:i = (Pi-l—l,i - Pz") + (Pi+2,i+1 — Pz',z‘+1) + ... € ($1,$2, .--,$n>i-

Es decir que existe f € R(™) tal que f — fi, € (x1,29,...,2,)%, para todo i € N.
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Luego lim fi, = f, por ende, la sucesién de Cauchy (f;)ien tiene una
1— OO

subsucesion (fx,)ien convergente en (R((”)), (x1, T2, ..., {L’n>) que es un espacio de
Hausdorff metrizable.

Por lo tanto (f;);en converge en (R((”)), (x1, 9, ..., xn>)

Observacién 4.3.
» De la definicién tenemos la aplicacién orden

v: RM) — Nyu{oco}
foo— ()

Donde:
o0 si f=0

v(f) =
Maz{m e Ny/feM™} ,si f#0

Si f # 0, entonces existe algin r € N tal que f=PF. +PFP. .1+ Po+ ...,
donde P, # 0.

Luego, dadoun f € (xy, z3, ..., x,)™ arbitrario. Supongamos que m > r, tenemos
f=P+Pi1+..+Pn+..€(xy,x9,...,2,)".
Esto quiere decir que P, = 0, lo cual es una contradiccién.

Asi, m <r, para todo f € (z1, %2, ..., x,)™.

Por lo tanto, v(f) = Mazx{m eNy / feM"} =r.

En conclusién:
Si f =0, entonces Ord(f) = oc.
Si f#0, entonces Ord(f)=r, donde f = P.+ P,y + ..., con P, #0.

Llamaremos a P, * Forma inicial de f 7.

f € R esunidad en R(™) iy solosi Ord(f) = 0.

v f € (xy,29, ..., 2,)™ siysolosi Ord(f)>m.

Proposicién 4.4. Sea R un Dominio de Integridad. Dados f,g € R(™) entonces se
cumple:

(i) Ord(f.g) = Ord(f)+ Ord(g).

(ii) Ord(f + g) > min{Ord(f),Ord(g)}.
Ademés, si Ord(f) # Ord(g) entonces Ord(f £ g) = min{Ord(f),Ord(g)}.
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Prueba.

(1)

(ii)

Dados f=) P g=) QiconB #0yQu#0.

Luego fg = Per + (Pr-‘rlQm + Per—i—l) + ) donde Per 7£ 0 por ser R
un D.I y ademas el grado de P,.Q,, es r + m.

Por lo tanto, Ord(f.g) =r+m = Ord(f)+ Ord(g).
Por el lema se sabe que Ord(f £ g) > min{Ord(f),Ord(g)}.

Teniendo a f y g establecidos como en la parte (i) tenemos que
Ord(f)=r y Ord(g) =m.

Sim>r, entonces ftg=P. +Pi1+ ..+ (Pt Qn)+ (Pni1 £ Qmi1) + ..
y como P, # 0 tenemos que Ord(f £ g) =r =min{Ord(f),Ord(g)}.

O
Proposicién 4.5. Si R es DI, entonces R(™) es un DI.
Prueba. Dados f,g € R\ {0}.
Esto quiere decir que existen r,m € Ny tales que Ord(f) =r y Ord(g) = m.
Luego como R es DI, Ord(f.g) =r+m, por lo tanto f.g # 0.
0

Observacién 4.4.

Dados aq, as, ..., o, € RU™) | escribiremos para cada i € Ny,

Pi(ag,ag,...;ap) = Z Ty, 0l Al ol € R(™)

-----

donde 7,

..... in

q

Luego el conjunto R|ay, @, ..., a,] = { Z Pi(ay,aq,...;00) /g € Ny } es un subani-
i=0

llo de R™) generado por R v oy, s, ..., (ty.

El ideal de Rag,as,...,ap] generado por aj,as,...,«, se pueden escribir de la
forma

q
(o, gy ooy ) Rl gy oy | = {ZB(%,CMQ, ) /q €N } ~
i=1
Luego para cada k € N,

kt+q
{aq, g,y ooy ) Rl g, ooy ] = { ZPi(al,ag, wn0y) /g €N }
i—=k

es la k-ésima potencia del ideal (g, ag, ..., a,).
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4.2. Homomorfismos de K-algebras

Recordemos que si K es un cuerpo, un algebra sobre K o también llamado K-algebra
con unidad es un anillo con unidad (A, +, ) cumpliendo que

(i) A es un espacio vectorial sobre K.

(ii) Paratodo A € Ky a,be A, Aab) = (Aa)b = a(Ab).

Un homomorfismo de K-algebras es una aplicacién entre dos K-édlgebras v : A — B
de manera que para todo a,b € A y A\ € K se cumple

Y(a+b) =(a) +p(b)
Y(ab) = ¥(a)y(b)
P(1a) =15

Y(Aa) = M(a)

Por ejemplo, si K es un cuerpo, el anillo de series formales en varias indeterminadas
K{[[z1,xa,...,x,]] es un K-élgebra.

Ademas, si la aplicacién 1) es un K-endomorfismo (unitario) de K[[x1, o, ..., Z,]], te-
nemos que para todo f,g € K[[x1,22,...,2,]] v A € K se cumple

f+g)=v(f)+¥(9)

W(
U(f9) = () (9)
E ) PNY(f) = 2 (f).

P(1) =

Esto quiere decir que cuando K es un cuerpo, un K-endomorfismo de K|z, za, ..., 2,
se puede ver también como un homomorfismo de K-élgebras.

e De ahora en adelante, si tenemos un cuerpo K, denotaremos los conjuntos de las
series formales de la siguiente manera

Ké(n)) = K[[Z’l, Ta, 7an
Kls(m)) = K[[ylv Y2, 7ym“

con sus respectivos ideales maximales

<:U1a L2, .-y xn>K;(n)) = <:E17 L2, 7:En>
(W1, Y2 - U ) KT 1= (00,02, Y-

((m))

e Dados ay,qo,...,a, € Ky 7. Sabemos que para cada i € N

Pi(xy, ...,z E Kiy . i@t 2" es un polinomio homogéneo de grado i en
i1+ tin=1

'
K[z, 29, ..., 2,]. También, ZPi(xl,...,xn) € K[z, 2, ..., Ty
i=0
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Luego, si aq, g, ..., q, € Ké(m)) sustituimos en  Pj(z1, ..., z,), tenemos

r

Pi(ag, ..., o) = Z kh,,,,,ina?a?...a;’l € K@S(m)) y ZPi(Oéla Q) € Ké(m))’
i+...+in=1 i=0

es decir que en K|z, 9, ..., x,] podemos sustituir las series formales ay, ..., a,.
oo

e Ahora veamos el siguiente caso, si f(xy,...,z,) = E Py(x1,...,x,) € K{(M),
i=0

{ Sera posible sustituir en una serie formal arbitraria las indeterminadas
Ti,...,T, por las series formales a;,as,...,, € Kz(/(m)) ?

. flag, ) = ZPi(al, ey @) € K™ estard bien definido ?
i=0

Supongamos que esté bien definido, veamos el siguiente ejemplo:

Sean aq, s, ..., € Ké(m)) tal que a; = ¢+ Zﬂ(yl, ey Ym) con ¢ € K\ {0}, para
i=1
algin i € {1,...,n}.

Si f(ag,ean)=1+clyi+c 22+ 3yl +... € K™ entonces,

f(alv e an) =1+ C_lOéi + 0_20422 —+ C_3Oé? 4+ ..
2

+ 2 + ..

c+ sz(yla 7ym)

i=1

c+ ZPz(ylv 7ym)

i=1

flag,..,a,) =(1+1+1+..)+g, donde Ord(g) > 1.

flag, . .ay,)=1+c?

Asi, 1+1+1+.. € K, lo cual es una contradiccién.

En general no siempre es posible efectuar esa sustitucion, pues el resultado no siem-
pre esta definido en K™,

e Antes de resolver esta pregunta, veamos la siguiente proposicion que serd de gran ayuda:

Proposicién 4.6. Dado el homomorfismo de K-algebras, entonces
W) (Ki(")), (1, ,xn>) — <K£(m)), (Y1, ...,ym>> es continua.

Prueba.

Afirmacion: Y ({(x1,....,2,)) C (Y1, e, Ym)-
En efecto, sea he€ ¥ ((z1,...,x,)), tenemos que existe un f € (xy,...,z,) tal que ¥(f) = h.

Ahora supongamos que ¥(f) & (y1, ..., ym), esto quiere decir que
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W(f)=Py+ P +...€ K\™ con Py #0,

entonces Y(f)=c+g, donde c€ K\ {0} v g€ (Y1, ..., Ym)-

Luego ¢(f —c¢) =g, donde g no es unidad en Ké(m)).

Pero como ¢ # 0 y f € (x1,...,x,), f — ¢ es unidad en Kg(g(”)), por ende, ¥(f — ¢)
es unidad en Ké(m)), lo cual es una contradiccion.

Por lo tanto h = ¢(f) € (y1, ..., ym), probando asi la afirmacion.

(n))

Veamos si ¢ es continua. Dado a € K arbitrario.

l

Para cada (a) + (y1,...,¥m)" entorno de 9(a) escogemos un a + (w1, ..., x,)! entorno

de a e K\™.

Para que v sea continua bastard con probar que
’QZ)(CL + <'1:17 "'7$n>l) C ,lvb(a) + <y1a "'7ym>l‘

Si h€¢(a+ (z1,..,2,)"), entonces existe f € (z1,...,x,)" tal que h =(a+ f).
Luego por la afirmacién, ¥(f) € ¢ ((x1, ..., zn)") C (Y1, oo, Ym)"-

Por lo tanto h = (a) +¥(f) € ¥(a) + (Y1, ..., Ym)"-

Proposicién 4.7. Sean ay, s, ..., € (Y1, ..., Ym), entonces existe unicamente un ho-
momorfismo de K-algebras ¢ : K{™ — K{™) tal que o(x;) = .

Prueba. Sea f = ZR- € KQ(C(”)). Definimos  f(aq, ag, ..., ) = Zﬂ(al,ag,...,an)7
i=0 =0
para todo ¢q € Nj.

Afirmacién 1: (fy(a1, a2, ..., o)), cy, €sunasucesion de Cauchy en <K§(m)), (Y1, ooy ym)>

En efecto, para cada [ € Ny escogemos el mismo ny = I.

Sea r,q > ng, sin pérdida de generalidad ponemos p>q¢>ng (g+1>1).

Luego fy(aq,aq,...,0n) — folon, g, ..., ) = ZPi(ozl,ozg, ey Q).

1=q+1
Como Ord(a;) > 1, entonces Ord (Pi(oq, o, ..., ap)) > i, asi,

Ord ( Z Pi(ay, ag, ...,an)> >q+1>1L
i=q+1

Esto quiere decir que f,(ai, ag, ..., o) — folar, ag, ..., o) € (u1, ...,ym>l, probando de
esta manera la afirmacion.
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Ya que (Ké(m)), (Y1 ey ym)> es un espacio de Hausdorff completo ( Ver la proposicién

y [4.3)), entonces la sucesién ( f,(ai, a9, ...,a5) )gen, converge a un tnico elemento

de Ké "™’ que denotaremos

q
flog, g, ..yap) == lm fi(oq,a9,...,0p,) = lim ZPZ-(al,ag,...,an) € K?S(m))
q— o0

n— oo
i=0
Esto nos garantiza la definicién de la aplicacion

P e COUNN e (L2
f — ¢(f) :f<0é1,a2,...,an)

Veamos si ¢ es un homomorfismo de K-dlgebras con ¢(z;) = .
(i) Si f=keK, f(a1,09,...,a,) =k, entonces

o(k) = lim f, (a1, a0,...;00) = k.

q—

q
(i) Si f=ua;€ Kg(c(”)), para todo i = 1,...,n, entonces ZB =P, = ;.
i=0

Luego fy(aq,aq,...,0) = Pi(ag,ag, ..., 0) = oy, asi,

¢(Iz) = lim fq(OébOéQ, ‘”70571) = Q.
q— 00

(iii) Sean f = Z P, g= Z Q; € K{"™) entonces
i=0 i=0

q

of +9) = lim > (P+Q)(on, )
1=0

q
¢(f +g) = ql~i>moo ;Pi(al,ag, ,O{n) + ZQi(aha?v "'7a/n)

1=0

o(f+9g) = quOOZPi(Ozl,ag, ey Q)+ qgmooZQ,-(al,ag, ey Q)
i=0 i=0
o(f +9) = o(f) + ¢(9).

(iv) Por otro lado, como fg = Z h;, donde h; = ZPTqS, entonces,
i=0

r4+s=i

q
(fg)q(ala Qg, '-~7an) - Z hz‘(Oél,O./Q, ...,O_/n).
i=0

Luego,

[folon, g, an)][gq (a1, o, .y )] =
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2q
[falaa, @z, o an)][gg(an, @z, ...y )] = Z hi(au, ag, ..., ay)
i=0

q 2q
[folon, g,y an)][gq(ar, o, .y )] = Zhi(al,&g, ey Q) Z hi(on, o, ..., o)
i=0

i=q+1

[folon, g, oy an)][gq (a1, o, ooy )] = (fg)g(01, gy ooy ) + Z hi(aq, ag, ..., ).

i=q+1

Afirmacién 2: lim Z hi(aq, g, ...;a,) =0 en (Ké(m)),@l,...,ym)).
q— ooZ pwe]

En efecto, para cada [ € N escogemos el mismo ng = .
Sea ¢ >ng (g+1>1).
Ya que Ord(a;) > i, para todo i = 1,...,n, entonces Ord(h;(ay, as,...,a,)) > i, asi,

2q
Ord( Zhi(al,ag, ...,an)> >qg+1>1.

1=q+1
2q
Luego E hi(ay, s, ..., ) € (Y1, ..., Ym)', probando asi la afirmacion.
i=q+1

De esta afirmacion concluimos:

o(fg) = qgmoo(fg)q(ozl,ag, ey Q) = [ lim f, (o, ag, ...,an)] l lim g,(on, g, ..., )

o(fg) = o(f)o(9).

(iv) ¢ es unico:
Supongamos que existe otro homomorfismo de K-dlgebras ¢ tal que v (z;) = «;, para
todo 1=1,...n

Dado f = ZR- € K:](c(”)). Para cada [ € N, siqg>1,
i=0
q
Ord(f—ZH) Ord(Z P>>q—|—1>l entonces f = lim ZP
q— 00 4
1=0 i=q+1

Sabemos de la proposicién [4.6] que 1) es continua, luego

W(f) = lim 9 ZP) —ql_l)InooZP ar, 0, ..., 0p) = lim fo(ag, ag, ..., o).

q—>OO q— o0

Como ¢(f) = lim f (a1, a9,...,0p) € Ky y este limite es tinico por ser
q— 00
<K§(m)), (y1, ,ym>> de Hausdorff, tenemos ¢(f) = &(f).

Por lo tanto ¢ = ¢.
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Observacién 4.5.

(i) Cuando este tipo de homomorfismo de K-algebras ¢ es unico lo denotaremos de la
forma @a, 00,00

(ii) La proposicién nos responde a la pregunta de inicio que para poder sustituir en
una serie formal arbitraria

33'1,... ZP T1y.0y T EK((n))

las indeterminadas x1, ..., x, por las series formales aq, s, ..., a, € Ké(m))

deberan de cumplir la condicién que estas estén en el ideal de maximal K@S(m)).

= La siguiente Proposiciéon nos dice que todo homomorfismo de K-algebras de K

en Kzg(m)) son del tipo @a; a9...ans Para algunos oy, ag, ...,y € (Y1, ..oy Y-

Proposicién 4.8. Si ¢ : K™ — K§<m)> es un homomorfismo de K-algebras, entonces
existen ai, g, ..., € (Y1, ..., Ym) tal que ¥ = Pu; an...an-

Prueba. Ya que xz; € (1, ...,x,), para todo i = 1,...,n, elegimos a; = ¥(x;).
Luego por la afirmacién de la proposicién 1.6, o; € Y((z1, ..., 2n)) C (Y1, ..., Ym)-

Ahora bastard probar que para cada f € K\, U(f) = barag....an(f)-

Sea f = ZP = lim ZP Luego por la continuidad de 1 tenemos

q— oo
=0

q q q
= I B | =i P)= lm Y Pas,az, ...z
(/) qimMQp(; ) q;moo;w() qimoo; (a1, @2, )

Como (Ké(m)), (Y1, ey ym>> es un espacio de Hausdorff, este limite es tnico.

Por lo tanto ¥(f) = ¢ay.as....an (f)-

Proposicion 4.9. Sea f € Ké(”)) YV 1,00, . 0 € (Y1, .o, Y ), entonces

Ord(¢ay as...an (f)) = Ord(f). min {Ord(c)}.

1<i<n
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Prueba. Sea Ord(f)=wv, entonces f=PFP,+ P,y + ..., donde P, #0 y

.....

i1 Fin=i
Luego,
Ord(Pi(ar, o, ..., ) > min{ Ord(al..air) /i1 + ... + i, =i }

Ord(Pi(oq, ag, ..., aun)) > mm{ ZijOrd(aj)/ W+ ..+i,=1 }

J=1
n

Como Z i;0rd(aj) > (i1 + ... + i) 1I§nj1’%1n{0rd(ozj)}, entonces

j=1

min{ ZijOrd(aj) Jir 4 . Fi, =1 } > q. 1r<njl’£1 {Ord(c;)}
J=1 o

Ord(P;(a1, o, ..., ) > v. min {Ord(«a;)}, paratodo i =wv,v+1,..

1<j<n

an (f)) > min{Ord(P;(a1, o, ..., )} > v. min {Ord(a;)}.

""" i>v 1<j<n

e De esta proposiciéon deducimos:

Ord(f) S Ord(¢a1,0!2 ..... Qn (f))
4.3. Isomorfismos de K-algebras

Proposicién 4.10. Si ¢4, as,..0, € un K-isomorfismo de K\ en K?S(m)), entonces

.....

Prueba. Ya que T = ¢o, a,..a, € K-isomorfismo, entonces existe un homomorfismo
de K-dlgebras T : Ké(m” — K™ tal que ToT ' =1Id.

Ademaés, T(f) € Ké(m)), luego por la proposicién ,

Ord(T(f)) < Ord(T™Y(T(f))) = Ord(f) < Ord(T(f)).

e Recordemos que si V' es un espacio vectorial sobre Ky vy, vs,...,v, € V son
K-linealmente independiente sobre V', escribiremos abreviadamente que vy, vg, ..., v, son
K-L.I sobre V' o simplemente K-L.I si no hay confusion.
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Proposicién 4.11. Sean ai, a9, ...;n € (U1, Ym)s Pon.cm...an e SRR K;(m”
el homomorfismo de K-algebras y L, Lo,..., L, las formas lineales de aq,aq, ..., a,
respectivamente.

Si @ay.a,...an €8 un K-isomorfismo, entonces Ly, Lo, ..., L,, son K-L.I sobre Ké(m)).

n

Prueba. Ya que ¢q, a,.. ., €s K-isomorfismo entonces

.....

Ord(o;) = Ord(¢a, as,...an(z)) = Ord(z;) = 1, para todo ¢ =1,...,n.

Luego «a; = L; + 3;, donde L; #0 y Ord(f;) > 2, para todo i = 1,...,n.
Supongamos que Ly, La, ..., L, son K linealmente dependiente (No trivial).

Tenemos que existe algin a;, # 0 tal que

a1l +aslo + ... + a,L, =0, donde a; € K (4.3.1)

Si escogemos la serie formal f = ayx1 + asxs + ... + ayx, € Kg(;(n)) y como a;, # 0,

entonces Ord(f) = 1.

Ademads, ¢a; a9, .an(f) = araq + ascs + ... + apoy,

,,,,,

77777

contradiccion.

Por lo tanto, L, Lo, ..., L, son K-L.I sobre Klg(m)).

e Recordemos que si V' es un K-e.v, con S = {vy,v9, ...} CV y
S" = {uy,ug,...,u,} C L(S), donde L(S) representa el subespacio vectorial de V' gene-
rado por S. Si S es K-L.I, entonces, n < m.

e Por ejemplo, si tenemos a Ké(m)) como un K-e.v, el ideal (yi,...,yn,) se puede ver
como un subespacio vectorial de Kz,(,(m)) generado por S ={y,...,ym}, pues, para todo
Ne K, fige K™, M. f+ge K™

Luego si uy, ug, ..., up € (Y1, ..., Ym) son vectores K-L.I, entonces n < m.

e Este ejemplo nos servira de apoyo para poder probar la siguiente proposicion:
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Proposicién 4.12. Si ¢, a, KM Ké(m)) es un K-isomorfismo, entonces

.....

n=rm.

Prueba. Tenemos que Ord(a;) = Ord(day.an....an (Ti)) = Ord(x;) = 1, para todo
1=1,...,n

Luego las formas iniciales de «; son
L; = apy1 + aioys + . + @GimYm € (Y1, .-+, Ym), para todo i =1,....,n
Ya que Ly, Lo, ..., L, son K-L.I sobre Ké(m)), entonces m < n.

Como ¢ !, o Ké(m)) — K™ es también un K-isomorfismo, obtenemos de forma
analoga que n < m.

Por lo tanto n = m.

Proposicién 4.13. Dado un homomorfismo de K-glgebras T : K\™ — k™).

(m)) ((n))

Si existe un homomorfismo de de K-algebras 1 : K?S — K37 tal que

Yol (x;) = x;, paratodoi=1,...,n
Toy(y;) = y;, para todo j =1,..,m

Entonces T es K-isomorfismo.

oo q
Prueba. Dados f = ZPi(xl,...,xn) = lim ZPZ-(wl, ) € KM y
q— o0 —

T
=0

b q
1= Q) = Jin Y Q) €
=0 i=0

Por la proposicion tenemos que ¥ y T son continuas, luego por las propiedades
de continuidad, ¥ oT y T o son continuas, entonces

(WoT)(f)= lim (poT) (ZP :cl,...,:cn)> = lim ZP voT(xy),....00T(x,))

q— oo q— oo
=0

(woT)(f ZP (21, .y ) = f.

Por otro lado,

(T'oy)(g) = lim (T'o¢) (Z Qi(ylv-"aym)) = quOOZQi(TO@D(yl)»-~-7T0¢(ym))

q— oo
=0

¢0T ZQ Y, -- 7ym =4g.



CAPITULO 4. SERIES FORMALES EN VARIAS INDETERMINADAS

Por lo tanto, T es un K-isomorfimo.

e [En las siguientes proposiciones asumiremos que m = n.

Proposicién 4.14. Sea L; = a;y1 + apy1 + ... + ainyn € Ké(n)), para todo i =1, ...

entonces Li, Lo, ..., L, son K-L.I sobre Ké(")) siy solo si Det(a;;)nxn # 0.

Prueba. De la hipétesis tenemos

Ly = anyr + ayz + ... + ainyy
Ly = anyr + agys + ...+ awyn

Ln = Ap1Y1 + Ap2Y2 + ... + AppYn

Luego
Ly hn
L
,2 = A. y'2 , donde A= (a;;) € K™
Ly, Yn

Primero supondremos que Ly, Lo, ..., L, son K-L.I. en K?S(")).
Dado el sistema de ecuaciones con incégnitas A, Ao, ..., A\, € K

CL11/\1 + 6L21)\2 + ... + anl)\n =0
(112)\1 + a22)\2 + ... + (InQ)\n =0
(o) .

aln)\l —+ agn)\g + ...+ a,m)\n =0

Este sistema (o) lo podemos escribir de la siguiente forma

A 0 aM]T1 o]l
Ao 0 Ao 0
At = | .|, entonces | A’ | | = .
An 0 An 0
a 0]’
Ao 0
A= , entonces [ A Ao A } A= [ 00 0 ]

103
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Luego,
Ly (7 (1
L

o M T =T A e a A P =0 0] ] =0
L, Yn Yn

Asf tenemos, A\ L; + XoLo+ ...+ M\, L, =0 y como Ly, Ls,..., L, son K-L.I. en Ké(”)’
entonces \; = 0, para todo i = 1,...,n, que es la tinica solucién del sistema (o).

Por lo tanto Det(A) = Det(A") # 0.

Reciprocamente, ahora supongamos que Det(A) # 0 y si se cumple:

Ly
Lo
[ )\1 )\2 )\n } . = 0, donde /\17/\27---7)\71 e K.
Ly
Probaremos que Ay = Xy = ... = A\, = 0. Tenemos
Y1 hn
[)\1 Ay oo /\n]A y_2 =0, entonces [bl by - bn} y_2 =0,
Yn Yn
donde[)\l /\2 )\n}A:[bl bQ bn] (bZEK)
Luego b1y; + bays + ... + by, = 0, entonces by =by = ... =b, =0.
Por consiguiente, [ Al A e A, }A: [ 00 --- 0 }

De esta manera nos queda el siguiente sistema de ecuaciones:

au)\l + (121/\2 + ...+ anl/\n =0

CL12>\1 + CLQQ)\Q + ...+ ang)\n =0
(8) .

a1n>\1 -+ agn)\g + ...+ ann)\n =0
que también lo podemos representar de forma matricial como

A 0
A A2 0

y ademds, de hipdtesis, Det(A") = Det(A) # 0.
An 0
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Entonces (f) tiene solucién tunica y es A; =0, para todoi=1,....,n

Por lo tanto Ly, Lo, ..., L, son K-L.I. sobre K?S(n)).

Observacion 4.6. Si Det(A) # 0, entonces A tiene en sus matrices filas y columnas
elementos no nulos. Esto quiere decir que si las formas lineales Ly, Lo, ..., L, son K-L.I
sobre Ké(n)), entonces L; # 0, para todo ¢ =1,...,n y por lo tanto Ord(L;) = 1.

Proposicién 4.15. Sean Ly, Lo, ..., L,, formas lineales en Ké(”)) que son K-L.I,
entonces ¢p, 1,1, K™ — K™ esun K-isomorfismo.

Prueba. Como las formas lineales L1, Lo, ..., L, son K-L.I sobre Ké(")), tenemos que
Ord(¢r, 1...L,(x;)) = Ord(L;) =1, paratodo i =1,....,n
Es decir, cada forma lineal L; se puede representar de la siguiente manera
Ly = any + anys + ... + a1aYn
Ly = ag1y1 + ays + ... + a2,y
Ln = Up1Y1 + Ap2Y2 + . + Gunln

donde en cada L; existe al menos un a;; # 0.

De estas formas lineales, tenemos la siguiente matriz de sus coeficientes
M = (a;j) € K™ que ademds por ser Li, Lo, ..., L, K-L.I, la proposicién nos dice
que Det(M) # 0.

Luego existe una matriz no nula M~ = (b;) € K™ talque M ' M = MM ' =1
(M es invertible ).

Ademés, Det(M™1) = Det 7 7 0, entonces la matriz M~ ! tiene en sus matrices
filas y columnas elementos no nulos.

Esto garantiza la existencia de las formas lineales

Lll = bll.fL'l —+ b12$2 + ...+ blnxn
LIQ = bzlxl —+ b22$2 + ...+ bgn$n

L;l = bnlxl + bngl’g + ...+ bnnxn

donde en cada L/ existe al menos un b;; # 0, es decir que Ord(L}) = 1, para todo
i=1,...,n

Como LY, L), ..., L, €(xy,...,x,), entonces existe un homomorfismo de K-dlgebras
(77, :Kg(,(n)) — K((") tal que ¥r 1

27’ 2’7

v (yi) = Lj, para todo i =1,...,n.
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Denotaremos 1T = ¢, 1,0, v 1'= Yy 1,1, Por la proposicién 4.13| para que T
sea un K-isomorfismo bastard con probar que (T"oT)(x;) = z; y (T oT")(y;) = v,
para todo i =1,...,n.

Dado 1 <3 <n.
T’(T(a:l)) = T/(LZ) = T,(ailyl + a;2Y2 + ...+ amyn) = ailL/l + aiQL’Q + ...+ amL;L

T'(T(z;)) = an(brizr + ... + b1p®p) + aio(borr + ... + bon@n) + ... + Qi (b1 + ... + b))
k=1 k=1 k=1 k=1

Como M.M~' =1, entonces tenemos

n
_Z _ )L i=y
Cz’j—klaikbkj—{ 0’ Z%j

Luego T'(T(z;)) =021+ ...+ 0.2 + ... + Lo, + ... + 0.2, = ;.
Anélogamente usando M~'.M = I obtenemos T(T"(y;)) = v;.

Por lo tanto T' = ¢, 1,... 1, es K-isomorfismo.

.....

]

Lema 4.1. Sea A un subanillo de K™ . A es denso en K™ si v solo si para cada
polinomio P € Klxy, o, ..., x,] homogéneo, existe una serie de potencias formal f € A
tal que P es forma inicial de f.

Prueba. Dado un polinomio homogéneo arbitrario P € K|xy, xs, ..., ,] de grado d.

(n))

Ya que A es denso en Kg(g(")), entonces P € K. ;E; = A, es decir que existe una sucesién

(fq)gen de A tal que ql_i)moo f,=P.

Tomando d+ 1 >0, tenemos que existe ¢y € N tal que para todo ¢ > qo,
fq —Pe <x1, vy iL‘n>d+1.

En particular f,, € A tal que Ord(f,, — P)>d+ 1.

Si fg, — P =0, el resultado es inmediato.

Si fqo — P #0, existe m>d+1 tal que f,, — P = Qum+ Qmt1+ ..., donde @; son
polinomios homogéneos de grado i y @Q,, # 0.

Jo=P+Qn+Qni1+.. ycomo grad(P)=d<d+1<m,
P es la forma inicial de f.

Por lo tanto existe un f = f,, € A donde P es su forma inicial.
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Recfprocamente, dado f € Kg(g(")), para que A sea denso en Kg(g(n)), bastara con de-
mostrar que f € A.

Si f =0, el resultado es inmediato. Supongamos ahora que f # 0.

Afirmacién: Para todo ¢ € N, existe f, € A tal que Ord(f — f;) > q.
En efecto, probaremos esta afirmacion por induccion.

Si ¢g=1, existe un m € Ny tal que f = P, + P,41 + ..., donde P, son polinomios
homogéneos de grado i y P, # 0.

Como P, es un polinomio homogéneo, de la hipdtesis tenemos que existe un f; € A tal
que P, es su forma inicial.

Luego f— fi = Qmi1 + Qmio+ ..., donde Q; =0 6 @Q; es polinomio homogéneo de
grado i. Asi Ord(f — fi) >m+1>1.

Supongamos que la afirmacién se cumple para ¢ € N, es decir que existe un f, € A tal
que Ord(f — f;) > q. (Hip6tesis Inductiva ).

Veamos si se cumple para ¢ + 1.
Si f— f, =0, laprueba de la afirmacién es inmediata.

Si f—f, #0, existe m > ¢ talque f—f, = G,,+Gpt1+..., donde G; son polinomios
homogéneos de grado i y G, # 0.

Luego de la hipdtesis tenemos que existe un h, € A tal que G, es su forma inicial.
Escogiendo un f,1; = f;, + hy € A tenemos:

f=fo1i=(—1f) —hy=Hp1 +Hpio+ ..., donde H; =0 6 H; es polinomio
homogéneo de grado .

Asl Ord(f — fg41) > m+1> g+ 1, probando de esta manera la afirmacion.
Esta afirmacién quiere decir que existe una sucesién (f,);en de A tal que para todo

qeN, f—f,€(x1,...,x,)? esdecir, lim f,=f.
q— oo

Por lo tanto f € A.

e En particular K [z, 9, ...,x,] es denso en K

Teorema 4.1. Sean «y, s, ...,a, € (Y1,Y2,...,Yn) con sus formas lineales respectivas
Li,Ls,...,L, K-L.I sobre Ké(n)), entonces gzﬁal,%m,an:Kg(g(”)) — Ké(")) es un
K-isomorfismo.

Prueba. De la hipdtesis tenemos, Ord(a;) > 1, para todo i = 1,...,n, entonces

a; = L; + B;, con Ord(B;) > 2, para todo i =1,...,n.
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Ya que Ly, Lo, ..., L, son K-L.I, por la observacion se cumple

Ord(L;) = grad(L;) = 1. (L; #0)

Luego Ord(a;) =1 para todo i =1,...,n. Ademads por la proposicién m
OLy Loy L - Kg(g(n)) — Ké(n)) es un K-isomorfismo.

(i) Probaremos que ¢a,.as...a, €S inyectiva, para esto es suficiente con probar que

Nu(¢a; as,..an) C {10}

.....

77777

Como f#0, f=PF.+ P41+ Pyo+ ..., donde P, # 0.

Esta serie formal lo escribiremos de la forma f = P. + h, donde P, # 0 y
Ord(h) > r+ 1.

Luego:
Por,on(f) = Pon,an (Pr) + Gay,.an (R), con Ord(@a, .0, (h)) > Ord(h) > 1 +1

,,,,,

i1+...+Fin=r
¢a1 ..... om(PT) = Z au ..... zn(Ll + Bl)il (Ln +Bn)zna con Ord(ﬁz) > 2
11+...+in=r
¢0¢1 ..... an (Pr) = Z Qiy .. in (Llll + 91)([1;" + Gn), con Ord(ﬁl) > ij
i1+...tin=r
ban.....an(Pr) = Z iy (L L 4 2 5, con Ord(z,,. ) >
i14...+ip=r

También, al ser Ly, ..., L, polinomios lineales homogéneos, ¢y,
linomio homogéneo. Luego,

-----

grad(ér, ..., (P)) = Ma:c{ Zz’j grad(L;) iy + ... +i, =1 } =r.
=1

-----
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(ii)

De esta prueba de inyectividad tenemos que para cualquier f € K, é(n)),

Ord ((bm,az ,,,,, an (f)) = Ord(f) (4.3.2)

la cual nos servird para probar la sobreyectividad de ¢q, as.....an-

Denotaremos, A = @a,. ... an<K§("))>.

Dado f € K[y1,¥2,..-,Yn] un polinomio homogéneo arbitrario.
De forma analoga como en la prueba de inyectividad obtenemos que

Q= qbzll Ly....1, (P) es un polinomio homogéneo en K|x1, s, ...,x,] y también

77777

..........

cial.

Luego por el lemad.1] A es denso en K\, es decir, 4 = K",

Afirmacién: A es cerrado en K™,

1111

77777

.....

Luego por [#3.2), Ord(f; — f;) = Ord(¢uy a...an(fi — f;)) > q, asi
fi—f € (X1, ey )9,

Entonces (f;)ien €s una sucesion de Cauchy en (Ké(n)), (x1, ,xn>> y como este

espacio es de Hausdorff y completo, existe unicamente una serie formal f € K™

tal que lim f; = f.
11— 00

..........

Pero lim ¢, o, (fi) = h. Asi por la unicidad del limite, h = ¢, .. o, (f) € A.
— o0

----------
(3

Por ende, A C A, probando de esta manera la afirmacion.

Usando esta afirmacién y por la densidad de A probada tenemos A = A = Ké(”)),

..........

.....
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Definicién 4.2. Sean aq, a9, ...,y € (Y1,Y2, -, Yn) Y Pay.as,.on - Ko KZS(")) el

homomorfismo de K-algebras.

Tenemos, o; = (any1 + ... + aijy; + ... + ainyp) + Z Pi(y1, 925 s Yn),
i=2
para todo i =1,...,n.

Oai

Luego representaremos oy
J

(0,...,0) = a;;, paratodo i,j7=1,2,...,n.

Asi denotaremos Jy(aq, as, ..., ) = Det {(L‘?(O, . O)) ) } = Det[(a;;)nxn]

9y
Es decir:
[ 59(0,..,0) §2(0,..,0) -+ §2(0,...,0) ]
822(0,...,0) 32(0,...,0) --- 522(0,...,0)
Jo(ay, ag, ..., ap) = Det
Jap, Jap, Oan,
| %22(0,..,0) 922(0,...,0) -+ %22(0,...,0) |

Teorema 4.2. Sean aq, g, ..., @y € (Y1,Y2, s Yn) Y Payas,..am - Ko Ké("))

homomorfismo de K algebras.
Gay.as...an €8 K-isomorfismo siy solo si Jy(aq, ag, ..., ay) # 0.

Prueba. Tenemos, «; = (a;1y1 + ... + ainyn) + Pi, donde Ord(f;) > 2,
para todoi=1,...,n.

Luego denotamos L; = a;1y; + ... + a;nyn, para todo ¢ =1,....,n, que son formas lineales
de o; y ademés Jo(ay, g, ..., o) = Det(a;j)nxn)-

Ya que @a,.0s,...0, €8 K-isomorfismo, entonces por la proposicién tenemos que
Ly, Lo, ..., L, son K-L.I y por la proposicién [4.14]

Jo(ar, g, ..., ap) = Det[(aij)nxn] # 0.

Reciprocamente, por la misma proposicion m, si Jo(ag,as,...,a,) # 0, entonces,
Ly, Ly, ..., L, son K-L.I, y finalmente por el teorema .1 ¢a, ..., €8 K-isomorfismo.
O

Del teorema [4.2] obtenemos un resultado descrito en el Corolario siguiente, el cual

caracteriza los automorfsmos de series de potencias formales en varias indeterminadas y
con coeficientes en un cuerpo.

Corolario 4.15.1. Sea K un cuerpo y g, s, ..., 0, € (X1, Ta, ..., Tp).

Goy.as....an €8 K-automorfismo de KX siy solo si Jo(ag, ag, ..., ap) # 0.
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(n))

Prueba. Como K es un cuerpo, @u,.a,...a, que es el automorfismo de K; , se puede
ver como un isomorfismo de K-algebras ¢q, as,. ., : K\ g,
Asi, usando el teorema [4.2] la prueba es inmediata.

O

Este resultado es muy importante, pues nos brinda informacién valiosa para los K-
automorfismos de las series de potencias formales con coeficientes en un cuerpo en varias
indeterminadas, cuando usemos los cuerpos K, conocidos como son los niimeros reales,
los niimeros complejos, los racionales, etc.



Conclusiones

Nuestro trabajo de tesis, estudié a los anillos conmutativos con identidad y nos preo-
cupamos en los automorfismos que se puedan construir ya sea en anillo de polinomios
y en anillo de series de potencias formales en una indeterminada con coeficientes en un
anillo.

Precisamos que estudiamos a los anillos conmutativos con identidad, pues si conside-
ramos anillos sin identidad la caracterizacion de los automorfismos cambia, esto no fue
de nuestro interés en la tesis.

En el caso de los automorfismos antes descrito, también utilizamos los anillos sin di-
visores de cero, esto es, los dominios de integridad.

También, nos planteamos la interrogante siguiente: si consideramos el anillo que sea un
cuerpo como serian los automorfismos en las series de potencias formales con coeficientes
en un cuerpo, pero esta vez en varias indeterminadas. La respuesta a esta pregunta, se
encuentra en el capitulo 4.
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