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RESUMEN

Unicidad de la solución de un PVI utilizando el teorema de

punto fijo con condición especial de Lipschitz

Melissa Kassandra, Ygnacio Ayala

Octubre - 2023

Asesor

T́ıtulo obtenido

: Mg. Willy David, Barahona Mart́ınez.

: Licenciada en Matemática.

En el presente trabajo de tesis, abordare el estudio del teorema de punto fijo con

una condición especial de Lipschitz con restricción, que nos garantice la unicidad de

la solución de un PVI considerando una contracción especial restringida. ¿Existe una

condición especial de Lipschitz con la cual el teorema de Picard es válido?

Para lograr nuestro objetivo seguiremos las ideas desarrolladas en [1], desarrollando

didacticamente cada una de las demostraciones que presenta dicho trabajo.

Palabras claves:

Teorema de punto fijo, Condición especial de Lipschitz , Teorema de Picard, Solu-

ción única de un PVI.
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ABSTRACT

Uniqueness of the solution of a PVI using the fixed point

theorem with Lipschitz’s special condition

Melissa Kassandra, Ygnacio Ayala

October - 2023

Adviser

Obtained

: Mg. Willy David, Barahona Mart́ınez.

: Graduate in Mathematics.

In this thesis work, I will address the study of the fixed point theorem with a special

Lipschitz condition with restriction, which guarantees the uniqueness of the solution of

a PVI considering a contraction restricted special. Is there a special Lipschitz condition

under which Picard’s theorem is valid?

To achieve our goal, we will follow the ideas developed in [1], didactically developing

each of the demonstrations presented in said work.

Keywords:

Fixed point theorem, Lipschitz’s special condition, Picard’s theorem, Unique solu-

tion of a PVI.
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Introducción

Un resultado fundamental para las ecuaciones diferenciales y el análisis matemático,

es el teorema de Picard. Este teorema nos permite garantizar la existencia y unicidad

de soluciones (EUS) a EDOs con condiciones iniciales espećıficas. La importancia del

teorema de Picard radica en varios aspectos:

Existencia de soluciones: El teorema de Picard asegura que, bajo ciertas condicio-

nes, una ecuación diferencial ordinaria tiene al menos una solución. Esto es esencial

para demostrar que los problemas de valor inicial(PVI) tienen solución, lo que es fun-

damental en aplicaciones en f́ısica, ingenieŕıa, economı́a y otras disciplinas.

Unicidad de soluciones: El teorema de Picard también garantiza que si una solución

existe, entonces es única en el intervalo especificado. Esto es esencial para asegurarse

de que no haya múltiples soluciones que satisfagan las mismas condiciones iniciales, lo

que simplifica el análisis y la solución de problemas.

Convergencia de métodos numéricos: En el contexto de la solución numérica de

ecuaciones diferenciales, el teorema de Picard es fundamental para demostrar la con-

vergencia del método de Euler o del método de Runge-Kutta. Esto permite garantizar

que a medida que se refina la discretización del problema, las soluciones numéricas

convergen a la solución exacta.

Base teórica para investigaciones posteriores: El teorema de Picard sienta las ba-

ses para investigaciones más avanzadas en el campo de las ecuaciones diferenciales.
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La teoŕıa de ecuaciones diferenciales y sistemas dinámicos se construye sobre estos re-

sultados fundamentales, lo que permite abordar problemas más complejos y abstractos.

Diversos trabajos proporcionan el estudio de los teoremas de punto fijo y sus apli-

caciones [3], las diferentes formas de presentar el teorema de Picard [4],[5], aśı como las

generalizaciones respectivas [6],[7]. Estos trabajos iniciales usaremos como instrumen-

tos que nos harán llegar a la meta (objetivo general) y de manera especial tomamos la

idea propuesta en [1]. La exposición detallada y didáctica de cada uno de los teoremas

será de gran utilidad tanto para los estudiantes de matemáticas y ciencias básicas como

para los investigadores interesados en abordar y mejorar el estudio presente.

El teorema de Picard con condiciones en lo pequeño o condiciones especiales se

refiere a una versión más generalizada del teorema de Picard con la cual garantizamos

la EUS de un PVI con condiciones menos restrictivas que las condiciones habituales de

continuidad y diferenciabilidad.

En lugar de requerir que los coeficientes de la ecuación diferencial sean continua-

mente diferenciables o incluso continuos, este teorema se aplica a situaciones donde los

coeficientes son menos regulares. Se utilizan condiciones en lo pequeño o condiciones

especiales para establecer la EUS.

Las condiciones en lo pequeño suelen incluir restricciones sobre la “pequeñez” de

los coeficientes o cómo vaŕıan localmente en función de la variable independiente o de

la solución. Estas condiciones pueden involucrar ĺımites, desigualdades, o propiedades

espećıficas de los coeficientes en un entorno local.

Por ejemplo, un teorema de Picard con condiciones en lo pequeño podŕıa establecer

que si los coeficientes de una ecuación diferencial son acotados en un intervalo pequeño

alrededor de un punto inicial, entonces existe y es única una solución en un intervalo

también pequeño alrededor de ese punto.
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1 Preliminares

El teorema de Picard proporciona un enfoque fundamental para garantizar la exis-

tencia y unicidad de soluciones de un PVI para una EDO. A lo largo del tiempo, se

han desarrollado variantes y nuevos enfoques para este estudio, especialmente en situa-

ciones más generales o cuando las condiciones del teorema de Picard no se cumplen. A

continuación, se mencionan algunas de estas variantes y enfoques:

1) Teorema de Picard-Lindelöf (Teorema de Existencia y Unicidad de Cauchy-Kowalevski):

Esta variante generaliza el teorema de Picard y se aplica a EDO de primer or-

den, con coeficientes continuamente diferenciables, para las cuales se garantiza la

EUS locales. Se utiliza para PVI más generales que no cumplen las condiciones

habituales del teorema de Picard.

2) Teorema de existencia de Peano: En lugar de requerir que los coeficientes de la

EDO sean continuamente diferenciables, el teorema de Peano establece la exis-

tencia de soluciones para coeficientes que son continuos, pero no necesariamente

diferenciables. Esto relaja las restricciones y se aplica en situaciones en las que

la regularidad de los coeficientes es menor.

3) Teorema de existencia y unicidad de Carathéodory: Este teorema se aplica a EDO

con coeficientes discontinuos o no necesariamente continuos. Establece condicio-

nes bajo las cuales aún se puede garantizar la EUS. Se basa en la noción de

soluciones “inclusas” y es especialmente útil en problemas con coeficientes no tan

regulares.

4) Teorema de punto fijo de Banach: En lugar de demostrar la EUS directamente,

el teorema de punto fijo de Banach se utiliza para establecer la existencia de

soluciones como un problema de punto fijo en un espacio métrico adecuado. Esto

se aplica a EDO abstractas y a menudo se utiliza en el contexto de sistemas

dinámicos.
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5) Teoŕıa de conjuntos convexos y compactos: En algunos casos, la teoŕıa de conjuntos

convexos y compactos se utiliza para garantizar la EUS de un PVI en espacios

de Banach. Esto se aplica a EDO en espacios funcionales, lo que permite tratar

problemas más abstractos y avanzados.

1.1. Definiciones Previas

Consideramos las siguientes definiciones y propiedades que nos permitiran abordar

nuestro trabajo:

Definición 1. (Métrica).

“Dado un conjunto X ̸= ∅ y la función d : X ×X −→ X , decimos que d es métrica

sobre X si y solo si se cumple : ∀x, y, z ∈ X”

i) Las distancias son no negativas y el único punto a distancia cero de x es el mismo

x.

x ̸= y =⇒ d(x, y) > 0

x = y =⇒ d(x, y) = 0

ii) La distancia es una función simétrica

d(x, y) = d(y, x)

iii) La distancia satisface la “desigualdad triangular”

d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y)

Ejemplo 1. Sea X = R, demuestre que d(x, y) = |x− y| es una métrica sobre X

i) Sea:

x ̸= y =⇒ d(x, y) = |x− y| > 0

x = y =⇒ d(x, y) = d(x, x) = |x− x| = |0| = 0

ii) La distancia es una función simétrica

d(y, x) = |y − x| = |x− y| = d(y, x)
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iii) La distancia satisface la desigualdad triangular

d(x, y) = |x− y| = |x− z + z − y| = |(x− z) + (z − y)|

Usando :

|x+ y| ≤ |x|+ |y|

d(x, y) ≤ |x− z|+ |z − y| = d(x, z) + d(z, y)

Entonces : d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) (desigualdad triangular)

Definición 2. (Espacio Métrico (e.m.)).

“ Un e.m. es un par (X, d) donde X es un conjunto no vaćıo y d es una función real

definida en X×X, llamada distancia o métrica, y que satisface los siguientes axiomas:”

i) d(x, y) ≥ 0, ∀x, y ∈ X y d(x, y) = 0 ⇔ x = y,

ii) d(x, y) = d(y, x) ∀x, y

iii) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) ∀x, y, z ∈ X

Ejemplo 2. (Espacio métrico discreto).

Dado un conjunto no vaćıo cualquiera X definimos la métrica discreta d en X mediante:

d(x, y)







1 x ̸= y

0 x = y

donde (X, d) es un espacio métrico

Definición 3. (Problema de Valor Inicial (PVI)).

Un PVI de una EDO de n−énesimo orden:

dny

dxn
= f(x, y, y′, . . . , yn−1)

Consiste en encontrar una solución de dicha ecuación diferencial en un intervalo I,
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que satisfaga en el punto x0 de I, las n condiciones siguientes:

y(x0) = y0

y′(x0) = y1

y′′(x0) = y2
...

yn−1(x0) = yn−1

Ejemplo 3. Demostrar que la función

ϕ(x) = senx− cosx

es solución del siguiente PVI:

d2y

dx2
+ y = 0

y(0) = −1

y′(0) = −1

i) ϕ′′(x) + ϕ′(x) = 0

donde:

ϕ′(x) = senx− cosx

ϕ′′(x) = −senx+ cosx

Sustituyendo en i)

−senx+ cosx) + (senx− cosx) = 0

0 = 0(identidad)

Luego, ϕ(x) es solución de la EDO:

d2y

dx2
+ y = 0

13



ii) ϕ′(0) = −1

sen(0)− cos(0) = −1

0− 1 = −1

−1 = −1

cos(0) + sen(0) = 1

1 + 0 = 1

1 = 1

ϕ′(0) = 1

Por (i) y (ii) la función ϕ es solución del PVI dado.

Definición 4. (Función de Lipschitz).

Sea f : A ⊂ R → R . Diremos que f es Lipschitz si ∃k ≥ 0 tal que:

|f(x)− f(y)| ≤ k|x− y| ∀x, y ∈ A

Ejemplo 4. Dada la función f(x) = 0, ∀x ∈ R, f es Lipschitz ya que

|f(x)− f(y)| = |c− c| = 0 ≤ 0|x− y|

donde k = 0

Definición 5. (Condición de Lipschitz).

Se dice que una función f : R2 −→ R satisface una condición de Lipschitz en D ⊂ R

y en la variable y si existe una constante L > 0 tal que :

|f(t, y1)− f(t, y2)| ≤ L|y1 − y2|

Teniendo en cuenta que (t, y1) y (t, y2) estan en D, la constante L recibe el nombre

de constante de Lipschitz para f.

Ejemplo 5. Mostrar que f(t, y) = t|y| satisface una condición de Lipschitz en

D = {(t, y)/1 ≤ y ≤ 4}
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Por cada par de puntos (t, y1), (t, y2) en D tenemos que:

|f(t, y1)− f(t, y2)| = |(t, |y1| − (t, |y2|| = |t|||y1| − |y2|| ≤ |t||y1 − y2|

|f(t, y1)− f(t, y2)| = |(t, |y1| − (t, |y2|| = |t|||y1| − |y2|| ≤ 2|y1 − y2|

donde 2 es la constante de Lipschitz

Tomando en cuenta que:

|y1| = |(y1 − y2) + y2| =⇒ |y1| − |y2| ≤ |y1 − y2|

|y2| = |(y2 − y1) + y1| =⇒ |y2| − |y1| ≤ |y2 − y1|

|y2| = |(y2 − y1) + y1| =⇒ −(|y1| − |y2|) ≤ |y1 − y2|

entonces :

||y1| − |y2|| ≤ |y1 − y2|

Definición 6. (Contracción).

“Una contracción o aplicación contractiva de un espacio métrico es una aplicación

matemática f de un e.m. (X, d) en śı mismo f : X −→ X con la propiedad de que

existe un número k < 1 y no negativo tal que para todo x, y en X:

d(f(x)− f(y)) ≤ kd(x, y)

”

El mı́nimo valor de k que satisface la relación anterior se llama constante de Lips-

chitz de f .

Ejemplo 6. Sea : f(x) = x2, definida en: f : [0; 1
4
] → R.

Demostrar que : k ∈ [0; 1⟩.

En efecto, utilizando la fórmula de contracción, tenemmos :

d(f(x)− f(y)) ≤ kd(x, y)

|f(x)− f(y)| ≤ k|x− y|

|x2 − y2| ≤ k|x− y|

15



|x− y| ≤ k

sabemos, que:

0 ≤ x ≤
1

4

0 ≤ y ≤
1

4

entonces :

0 ≤ x+ y ≤
1

2

Reemplazando en la fórmula de contracción se tiene que:

k =
1

2
.

Por lo tanto, f es una función contractiva.

Definición 7. (Función uniformemente continua).

Una función f : D −→ R es uniformemente continua, si ∀x, y ∈ D se cumple que

|f(x)− f(y)| < δ =⇒ |f(x)− f(y)| < ϵ

Ejemplo 7. La función: IdR : R −→ R (función identidad), es uniformemente conti-

nua.

En efecto, sea:

IdR : R −→ R

x −→ x

Para ϵ > 0 arbitrario pequeño, elegimos un δ = ϵ .

Sean x, y ∈ R donde : |x− y| < δ

entonces:

|f(x)− f(y)| = |x− y| < δ = ϵ

por lo tanto, tenemos que:

|f(x)− f(y)| < ϵ.

Definición 8. (Espacio métrico cuasiconvexo).

Un espacio métrico V es cuasiconvexo si existe una constante positiva C, tal que por

cada par de puntos x, y ∈ V , estos pueden estar unidos por un camino continuo con

una longitud no mayor que C veces la distancia entre esos dos puntos x, y ∈ V .
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Definición 9. (Punto fijo).

El número real x representa un punto fijo de g(x) si cumple que g(x) = x

Si deseamos hallar los puntos fijos de g(x) se debe resolver la ecuación g(x) = 0.

Ejemplo 8. Hallar los puntos fijos de g(x) = x2

Para hallar los puntos fijos de g, entonces resolvemos la ecuación x2 = x.

Aś, tenemos que : x2 − x = 0 , entonces x(x− 1) = 0 donde los puntos fijos son x = 0

y x = 1

Geométricamente, un punto fijo de una función es la intersección entre la gráfica de la

función y la recta y = x.

Definición 10. (Teorema de Picard).

Sea Ω ⊆ R × R
n localmente Lipschitz y continua respecto a la variable espacial y

(t0; x0) ∈ Ω, entonces: “

i. Existe α > 0 donde la ecuación diferencial.







ẋ = f(t, x)

x(t0) = x0

tiene una única solución definida en el intervalo ⟨t0 − α; t0 + α⟩.

ii. Para el α hallado en el item anterior, existe r > 0 tal que si

∥(t1, x1)− (t0, x0)∥ < r, (t1, x1) ∈ Ω

se cumple que la ecuación diferencial







ẋ = f(t, x)

x(t1) = x1

tiene una única solución definida en el intervalo ⟨t1 − α; t1 + α⟩.

”

Ejemplo 9. Consideremos la ecuación diferencial :

ẋ =
√

|x| = f(t, x) (1.1)
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Existe, una solución estacionaria x(t) = 0 y las soluciones tendrán que ser no

decrecientes, ya que ẋ es siempre mayor o igual a cero.

Dado que la derivada de la ráız tiende a infinito en cero, tenemos que:

∥f(t, x)− f(t, y)∥

∥x− y∥
=

∥
√

|x| −
√

|y|∥

∥x− y∥
(1.2)

tiende al infinito cuando x tiende a cero. Tomando y = 0, observamos que f no cumple

la condición de Lipschitz en x = 0.

Definimos la función x1 tal que :

x1(t) =







t2

4
si t ≥ 0

0 si t ≤ 0

Probaremos que : x1 es solución de (1.1)

Si t < 0 se cumple que x1(t) = 0, lo que es claro que es solución.

Si t ≥ 0 , x1(t) =
t2

4
, luego se demuestra que ẋ1 =

1
2
=

√
t2

4
es solución.

Por lo tanto, x1 y x(t) = 0 son soluciones de (1.1). Además se prueba que f no cumple

con la condición de Lipschitz, por lo tanto, no existe solución única.

Definición 11. (Teorema de punto fijo de Banach).

Si, en un e.m. X completo tenemos una función de X en X contractiva, es decir, existe

k < 1 tal que: d(f(x) − f(y)) ≤ kd(x, y) para cualquiera x, y ∈ X, entonces existe un

único punto fijo x0 ∈ X, es decir , que satisface f(x0) = x0”

1.2. Condición especial o condición en lo pequeño

Definición 12. (Función especial de Lipschitz). “Sean (X, dX) y (Y, dY ) dos es-

pacios métricos. Una función L : X → Y es de Lipschitz con condición especial si

existe un δ > 0 y un λ ≥ 0, tal que, para todo x, y ∈ X, dX(x, y) < δ, tenemos:”

dY (L(x), L(y)) ≤ λdX(x, y) (1.3)

donde la constante λ es llamada constante especial de Lipschitz de L en X.

De la definición anterior podemos concluir que, toda función especial de Lipschitz

es uniformemente continua, pero la rećıproca no siempre es válida.
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Ejemplo 10. “La función f : R −→ R definida por f(x) =
√

|x| es uniformemente

continua pero no Lipschitz con condicion especial ni localmente Lipschitz.”

Autores como Garrido y Jaramillo afirman que una función uniformemente continua

puede ser abordada como una función especial de Lipschitz o una función de Lipschitz

local.

Toda función de Lipschitz impĺıca una función especial de Lipschitz, pero la rećıpro-

ca no siempre se cumple [8].

Ejemplo 11. Cualquier aplicación es Lipschitz si, y solo si, es Lipschitz en las distan-

cias pequeñas y Lipschitz en las distancias grandes, además se sabe que toda aplicación

acotada f : (X, d) −→ (Y, d′), continua o no, es Lipschitz para grandes distancias.

En efecto:

Sea M > 0 un número real tal que el diámetro de f(x) es menor que M , entonces

d′(f(x), f(y)) ≤ (M/ϵ).d(x, y) siempre que d(x, y) ≥ ϵ.

Sin embargo la aplicación f : N −→ R definida por f(n) = n2 es Lipschitz en lo pe-

queño pero no Lipschitz. Además, esta aplicación es uniformemente continua y no es

Lipschitz para grandes distancias.

A partir de ese hecho, Garrido y Jaramillo definen un espacio métrico especial. El

e.m. especial determinado, es un espacio métrico con el conjunto de todas las funciones

de Lipschitz e igual al conjunto de todas las funciones especiales de Lipschitz. Uno de

los ejemplos de e.m. especial, es un e.m. cuasiconvexo.

Notación 1. Denotamos por Lip(X), LS(X), Liploc(X) y U(X), a los conjuntos de

funciones de valores reales en X que son Lipschitz, Lipschitz especial, localmente Lips-

chitz y uniformemente continua, respectivamente.

Además tenemos que

Lip(X) ⊆ LS(X) ⊂ Liploc(X) ∩ U(X).
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Por otro lado se observa, que no, se puede establecer una relación entre U(X) y

Liploc(X).

Con el siguiente ejemplo, mostramos que

LS(X) ̸= Liploc(X) ∩ U(X).

Ejemplo 12. Todo mapeo acotado f : (X, d) −→ (Y, d′), continuo o no, es Lipschitz

para grandes distancias.

En efecto, sea M > 0 un número real tal que el diámetro de f(x) es menor que M ,

entonces d′(f(x), f(y)) ≤ (M/ϵ).d(x, y) siempre que d(x, y) ≥ ϵ.

Definición 13. (Contracción con condición especial).

Sea una función f : (X, d) → (Y, p) se dice que es una contracción con con-

dición especial, si existe n > 0 y k ∈ [0; 1⟩ tal que para cada x, y ∈ X, se tienen

d(x, y) < r.

Tenemos:

p(f(x, f(y)) ≤ kd(x, y)

La contracción con condición especial de la condición de Lipschitz toma la constan-

te menor que 1, toda función de contracción es una contracción de condición especial

pero lo contrario no siempre es cierto.

Por ejemplo:

Consideremos la función g: N → R, donde g(n) =

(
1

2

)

n2, donde n ∈ N.

Sea la d(x, y) = |x− y| (distancia usual), d(n,m) < r =
1

2
, tenemos:

d(n,m)
︸ ︷︷ ︸

< r =
1

2

|n−m| <
1

2

Para un caso en particular se tiene que n = m, entonces

d(g(n), g(m)) = d(g(n), g(n)) = 0 . . . (∗)
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Como:

0 ≤ d(n,m)

0 ≤ kd(n,m)

Reemplazando en (∗):

d(g(n), g(m)) = d(g(n), g(n)) = 0 ≤ kd(n,m)

entonces se tiene:

d(g(n), g(m)) ≤ kd(n,m) (contracción en la condición especial en N)

Se tiene que la función g es una contracción por condición especial en N pero no es una

contracción en N.

Basándonos en los resultados de Garrido, Leung y Tang [7] dan condiciones nece-

sarias y suficientes sobre un subconjunto B de X tal que f |A es el Lipschitz para cada

función f que es Lipschitz especial en X [7].

Estamos interesados en descubrir la influencia de la condición Lipschitz especiales

sobre el teorema de Picard. Después de definir la contracción con condición especial

y sus caracteŕısticas debido a los teoremas del punto fijo. Los resultados se aplicarán

al desarrollar el teorema de Picard usando la contracción con condición especial. Uti-

lizaremos la desigualdad de Gronwall, para demostrar la unicidad en el teorema de

Picard.

Lema 1. (Desigualdad de Gronwall). Sea g y h dos funciones continuas positivas

de valor real en un intervalo [c; d] y g(c) ≥ 0, si g satisface

g(x) ≤ g(c) +

∫ x

c

h(t)g(t)dt (1.4)

para todo x ∈ [c; d], entonces:

g(x) ≤ g(c)e
∫
x

c
h(t)dt (1.5)

Demostración:

Si g(c) > 0, denotaremos

R(x) = g(c) +

∫ x

c

h(t)g(t)dt (1.6)
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derivando con respecto a x

R
′

(x) = h(x)g(x) (1.7)

Además de (1.6) se cumple :

R(c) = g(c) (1.8)

A continuación dividiremos a la ecuación (1.4) por R(x), obteniendo

g(x)

R(x)
≤ 1 (1.9)

Multiplicamos por h(x)
g(x)h(x)

R(x)
≤ h(x) (1.10)

Cambiamos la variable x por t y por (1.7)

R
′

(t)

R(t)
≤ h(t)

Integrando ambos lados de [c; x], tenemos

∫ x

c

R
′

(t)

R(t)
dt = ln(R(x))− ln(R(c)) ≤

∫ x

c

h(t)dt

Luego, por (1.8) se tiene:

ln(R(x)) ≤ ln(g(x)) +

∫ x

c

h(t)dt

aplicando la exponencial obtenemos:

eln(R(x)) ≤ eln(g(x))+
∫
x

c
h(t)dt

Finalmente de lo anterior y por (1.9) obtenemos

g(x) ≤ R(x) ≤ g(c)e
∫
x

c
h(t)dt

Para g(c) = 0, tenemos

g(x) ≤

∫ x

c

h(t)g(t)dt

y cuando g(c) > 0, se cumple

g(x) ≤ g(c)e
∫
x

c
h(t)dt

■
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2 Resultados previos

Proposición 1. Si la función f es acotada y Lipschitz en lo pequeño con k ∈ [0; 1⟩,

entonces f es Lipschitz.

Demostración:

Como f : X → Y es acotada, entonces d(f(x), f(y)) ≤ c, donde c > 0 ∀x, y ∈ X

Por otro lado, como f es Lipschitz en el pequeño, entonces ∃r > 0, tal que d(x, y) ≤ r,

entonces:

d(f(x), f(y)) ≤ kd(x, y) (2.1)

El objetivo es probar que f es Lipschitz , es decir d(f(x, f(y)) ≤ kd(x, y)∀x, y ∈ X

Para d(x, y) > r, tenemos:

d(f(x), f(y)) ≤ c =
c

r
r

≤
c

r
d(x, y)

≤ k1d(x, y)

Se demuestra que:

d(f(x), f(y)) ≤ k1d(x, y) ∀x, y ∈ X

entonces, f es Lipschitz. ■

Corolario 1. Sean (X, d) y (Y, p) e.m., si X es compacto y si la función F : X −→ Y

es contracción por condición especial entonces F es contracción.

Demostración:

Por hipótesis F es una contracción por condición especial, entonces F es lipschitziana

lo que implica que es F es continua. Además, si X es compacto y F : X −→ Y es una

función continua, entonces f(X) es compacto, es decir, F es acotado.

Finalmente F es acotado y F es lipschitziana por condición especial con k < 1

entonces por la proposición 1 se concluye que F es una contracción. ■
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Lema 2. Sean (X, d) y (Y, p) e.m., si X es compacto y si la función F : X −→ Y es

Lipschitz por condición especial entonces F es Lipschitz.

Demostración:

Demostraremos que f es continua. En efecto, como la función f : X → Y es lips-

chitziana por condicion especial entonces existe r > 0 y un k ∈ [0; 1⟩ tal que para cada

x, y ∈ X, d(x, y) < r, se tiene:

d(f(x), f(y)) ≤ kd(x, y)

Además, con x, y ∈ X y dado ϵ > 0 tomaremos r = δ =
ϵ

k
> 0, se cumple:

d(x, y) < δ ⇒ d(f(x), f(y)) ≤ d(x, y)
︸ ︷︷ ︸

< kδ

< k
( ϵ

k

)

= ϵ

Entonces:

∀ϵ > 0, ∃δ > 0, x, y ∈ X, d(x, y) < δ → d(f(x), f(y)) < ϵ

Tenemos que f es uniformemente continua, es decir, que f es continua.

Por demostrar que f es compacta

Supongamos que C = {Ai}i∈I un cubrimiento abierto de f(x) en Y , es decir:

f(x) ⊆
⋃

i∈I

Ai

Consecuentemente,

X ⊆ f−1

(
⋃

i∈I

Ai

)

=
⋃

f−1
i∈I(Ai)

Entonces, B = {f−1(Ai)}i∈I es un cubrimiento abierto de X. Por hipótesis, X es

compacto por lo tanto, existe un subcubrimiento finito, es decir,

X ⊆
n⋃

i=1

f−1(Ai) = f−1(
n⋃

i=1

Ai)

Consecuentemente:

f(x) ⊆
n⋃

i=1

Ai
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lo cual implica que existe un subcubrimiento finito de f(x), entonces f es compacto.

Como f es continua y X es compacto entonces f es acotado.

Por otro lado, si la función es acotada y Lipschitz por condición especial con

k ∈ [0; 1⟩ entonces f es Lipschitz.

Además, por i) y ii) tenemos que f es acotada y f es Lipchitz por condición espe-

cial, entonces f es Lipschitz. ■

Las relaciones entre una contracción con condoción especial y la función con sus

puntos fijos se discutirán en el Lema y teorema siguiente.

2.1. Resultados a tomar en cuenta

Lema 3. “Sea (X, d) un espacio métrico y x0 ∈ X . Sea f : X −→ X es una contrac-

ción por la condición especial y f(x0) = x0 , entonces existe un δ positivo tal que” :

f(B(x0, δ) ⊆ B(x0, δ)

Demostración:

Sea f una contracción por condición especial, existe un k ∈ [0; 1⟩ tal que

d(f(m), f(n)) ≤ kd(m,n) (2.2)

Además existe un δ ≥ 0 tal que :

d(m,n) ≤ δ (2.3)

para cada m,n ∈ X.

Dado y ∈ F (B(x0, δ)) entonces, existe un x ∈ (B(x0, δ) tal que

y = f(x)

luego, por la condición :

f(x0) = x0
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d(y, x0) = d(f(x), f(x0)) (2.4)

Además, por (2.2) y (2.3) obtenemos:

d(f(x), f(x0)) ≤ kd(x, x0)

d(f(x), f(x0)) ≤ d(x, x0)

d(f(x), f(x0)) < δ (2.5)

de (2.4) y (2.5)

d(y, f(x0)) < δ

es decir :

y ∈ B(x0, δ).

■

La rećıproca del lema anterior, no siempre se cumple.

En efecto :

Sea X = (0, 2) con la métrica definida por :

d(u, v) = |u− v| para todo u, v ∈ X

Consideremos la función F : (0, 2) −→ R , tal que

F (x) =
x− 1

3

Entonces, sean x, y ∈ (0, 2)

∣
∣
∣F (x)− F (y)

∣
∣
∣ =

∣
∣
∣
x− 1

3
−
y − 1

3

∣
∣
∣

|F (x)− F (y)| =
1

3
|x− y|

|F (x)− F (y)| ≤
2

3
|x− y|

Además, |x−y| < 2 para cada x, y ∈ (0, 2) , es decir F es una contracción por condición

especial.
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Luego, consideremos δ = 2 y x0 = 1 , entonces :

F (B(1, 2)) = (−1
3
, 2
3
) ⊆ B(1, 2).

Aśı, tenemos que no siempre se cumple la igualdad. Por lo tanto, la rećıproca del

lema, no siempre es cierta.

Teorema 1. “Dado (X, d) un e.m. completo y x0 ∈ X . Sea F : X −→ X es una

contracción en lo pequeño con constante r tal que :

B(x0, r) ⊆ B(x0, r)

Entonces existe u ∈ B(x0, r) como punto fijo de F . Además, sea u ∈ B(x0, r) entonces

u es un único punto fijo de F en B(x0, r)”

Demostración:

Sea F una contracción por condición especial, existe k ∈ [0; 1 > y r > 0 para cada

m,n ∈ X con d(m,n) < r se tiene:

d(f(m), f(n)) ≤ kd(m,n)

Definimos :

x1 = f(xo) y xp = f(xp−1) para cada p ∈ N, p > 1 .

Por la hipótesis se tiene:

xp ∈ B(xo, r), ∀p ∈ N

luego, tenemos :

d(xp+1, xp) = d(f(xp, f(xp−1)) ≤ kd(xp, xp−1) ≤ kpd(x1, x0) ≤ kpr

= d(f(xp, f(xp−1)) ≤ kd(f(xn−1), f(xn−2))

= d(f(xp, f(xp−1)) ≤ k2d(xn−1, xn−2)

= d(f(xp, f(xp−1)) ≤ k2d(f(xn−2), f(xn−3))

= d(f(xp, f(xp−1)) ≤ k3d(xn−2, xn−3)

Continuando el proceso se cumple :

d(xn+1, xn) ≤ knd(x1, x0) < knr.

■
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Como corolario, para n ≥ p tenemos un r ∈ N, con n = p+ r.

Por lo tanto :

d(Xn, Xp) : d(Xp+r, Xp) < r(kp+r−1 + kp+r−2 + ...+ kp) ≤ rkp
∞∑

i=0

ki

Sea k ∈ [0; 1⟩ , la sucesión (xn) es de Cauchy en X. La completitud de X implica

la existencia de v ∈ X tal que (xp) converge de v en X .

Desde que, xp ∈ B(xo, r) para cada p , entonces v ∈ B(x0, r). De la hipótesis : f(v) ∈

B(xo, r) se tiene:

d(v, f(v)) ≤ d(v, xpo) + d(xpo, xo+1) + d(xpo+1, f(v)) ≤ (1 + k)d(v, xpo) + d(xpo, xpo+1)

< (1 + k)ε+ 2ε = (k + 3)ε

Significa que v es un punto fijo de la función F . Además , sea w ∈ B(xo, r) con

f(w) = w, entonces :

d(w, v) = d(f(w), f(v)) ≤ kd(v, w)

con k ∈ [0; 1⟩, entonces d(w, v) = 0, se tiene que : w = v ■

Antes de desarrollar el teorema de Picard usando Lipschitz con condición especial,

consideremos que por cada (x, y), (x, y∗) ∈ R
2 la métrica anterior estándar usual en R

2

con d((x, y)(x, y∗)) < r es igual a |y − y∗| < r.

Definición 14. Sea V ⊆ R
2 = {(x, y) : x, y ∈ R}

Una función f : V → R dice que es Lipschitz por condición especial en la segunda

componente de V , si existe un r > 0 y k ≥ 0 tal que por cada (x, y), se tiene:

(x,
∗

y) ∈ V, |y −
∗

y| < r, tal que

|f(x, y)− f(x,
∗

y)| ≤ k|y −
∗

y| (2.6)

Definición 15. Sea V ⊆ R
2 = {(x, y) : x, y ∈ R}

Una función f : V −→ R es una contracción por condición especial en la segunda

componente V , si existe un r > 0 y k ∈ [0, 1⟩ tal que por cada (x, y), (x,
∗

y) ∈ V, |y−
∗

y| <

r, se tiene :

|f(x, y)− f(x,
∗

y)| ≤ k|y −
∗

y| (2.7)

Consideremos el PVI 





“
dy

dx
= f(x, y)

y(x0) = y′′0

(2.8)
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Con f una función continua de valor real en su dominio, el teorema de Picard

sigue siendo válido, si la condición de Lipschitz se reemplaza por una contracción en

el pequeño. Lo importante en la demostración es elegir el valor de α > 0 tal que la

sucesión construida (ϕn) satisfaga:

|ϕn+1(x)− ϕn(x)| < r para cada |x− x0| < α para cada n.

La función f es distinto de cero en el dominio.
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3 Problema principal

Teorema 2. Sea D ⊆ R
2 un dominio,(x0, y0) un punto interior de D y f : D −→ R.

Si la función f es continua en D satisface la contracción por condición especial en la

segunda componente en D, entonces existe un positivo α una función única.

ϕ : |x0−α, x0 + α| −→ R, tal que ϕ es una solución del PVI en (2.8) en |x0−α, x0 + α|.

Demostración:

Sea (x0; y0) un punto interior de D, entonces existen números positivos a, b ∈ R tal

que:

E = {(x; y) ∈ R
2 : |x− x0| ≤ a, |y − y0| ≤ b} ⊆ D (3.1)

Sea f continua en E y E es compacto, entonces |f | alcanza su máximo. Tomamos:

M = máx{|f(x; y)| : (x; y) ∈ E}

Sea F una contracción por condición especial en el segundo componente en D. existe

un r > 0 y k ∈ [0; 1⟩ tal que para todo (x; y), (x;
∗

y) ∈ D, donde d
(

(x; y), (x;
∗

y)
)

< r,

se tiene:

|f(x; y)− f(x;
∗

y)| ≤ k|y −
∗

y| (3.2)

Tomar α = mı́n

{

a,
b

(b+M)
,
r

M
,

r2

(r + 1)k

}

.

Definimos: ϕ(x0) = y0 con

ϕn(x) = y0+

∫ x

x0

f(t, ϕn−1(t))dt, x ∈ [x0 − α, x0 + α] para n = 1, 2, 3 . . . (3.3)

Usando el método de inducción se prueba que para cada |x− x0| < α, tenemos:

(i) |ϕn(x0)− y0| ≤

∫ x

x0

|f(t, ϕn−1(t))|dt ≤M |x− x0| ≤Mα ≤ b para n = 1, 2, . . .

(3.4)

(ii) |ϕn+1(x)− ϕn(x)| ≤
knM |x− x0|

n+1

(n+ 1)!
≤ b

(k|x− x0|)
n

n!
para cada n (3.5)

De (3.4) y considerando que k ∈ [0, 1⟩ y α < 1, usando el método de inducción,

podemos deducir que para cada |x− x0| < α y para cada n

|ϕn+1(x)− ϕn(x)| ≤
knM |x− x0|

n+1

(n+ 1)!
≤Mααn ≤Mα < r (3.6)
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consideremos que:

|ϕ1(x)− ϕ0(x)| ≤

∫ x

x0

|f(t, ϕ0(t))|dt ≤M |x− x0|

|ϕ2(x)− ϕ1(x)| ≤

∫ x

x0

|f(t, ϕ1(t))− f(t, ϕ0(t))|dt

≤

∫ x

x0

k|ϕ1(t)− ϕ0(t)|dt

≤

∫ x

x0

kM |t− x0|dt

≤ kM
1

2
|x− x0|

2

supongamos que la fórmula se cumple para n = m, es decir:

|ϕm+1(x)− ϕm(x)| ≤
kmM |x− x0|

m+1

(m+ 1)!
(3.7)

Por lo tanto:

|ϕm+2(x)− ϕm+1(x)| ≤

∫ x

x0

|f(t, ϕm+1(t))− f(t, ϕm(t))|dt

≤

∫ x

x0

k|ϕm+1(t)− ϕm(t)|dt

≤

∫ x

x0

k
kmM |t− x0|

m+1

(m+ 1)!
dt

= k
kmM |x− x0|

m+2

(m+ 2)!
=
km+1M |x− x0|

m+2

(m+ 2)!

el método de inducción se cumple para cada n además, para cada |x− x0| < α y para

cada n tenemos .

|ϕn+1(x)− ϕn(x)| ≤
knM |x− x0|

n+1

(n+ 1)!
≤ b

(k|x− x0|)
n

(n)!
≤ b

(kα)n

n!
(3.8)

por lo tanto:

|ϕn+1(x)−ϕ0(x)| =

∣
∣
∣
∣
∣

n∑

i=o

ϕi+1(x)− ϕi(x)

∣
∣
∣
∣
∣
≤

n∑

i=o

b
(k|x− x0|)

i

(i)!
≤

n∑

i=o

b
(kα)i

(i)!
(3.9)

Sea la serie
n=∞∑

n=o

(kα)n

(i)!

es convergente a través de Weierstrass se comprueba que la sucesión (ϕn(x)) converge

uniformemente a un función ϕ en [x0 − α, x0 + α] para cada n , ϕn es continua en
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[x0 − α, x0 + α].

Además:

ĺım
n→∞

∫ x

x0

ϕn(t)dt =

∫ x

x0

ĺım
n→∞

ϕn(t)dt (3.10)

Por lo tanto, para cada x ∈ |x0 − α, x0 + α|

ϕ(x) = ĺım
n→∞

ϕn+1(x) = y0 + ĺım
n→∞

∫ x

x0

f(t, ϕn(t))dt

= y0 +

∫ x

x0

ĺım
n→∞

f(t, ϕn(t))dt

Esto significa que:

ϕ(x) = y0 +

∫ x

x0

f(t, ϕ(t))dt (3.11)

Para cada x ∈ [x0 − α, x0 + α].

Sea f es continua, entonces ϕ es diferenciable en [x0 − α, x0 + α]

Ademas ϕ(x0) = y0, esto significa que ϕ es una solución de PVI (2.8) en [x0−α, x0+α]

Unicidad

Sea ϕ y ψ dos soluciones del PVI (2.8) en [x0 − α, x0 + α].

ϕ(x) = y0 +

∫ x

x0

f(t, ϕ(t))dt (3.12)

ψ(x) = y0 +

∫ x

x0

f(t, ψ(t))dt (3.13)

para cada x ∈ |x0 − α, x0 + α|

|ϕ(x)− ψ(x)| =

∣
∣
∣
∣

∫ x

x0

f(t, ϕ(t))dt

∫ x

x0

−f(t, ψ(t))dt

∣
∣
∣
∣
≤

∫ x

x0

k|ϕ(t)− ψ(t)|dt (3.14)

Usando la desigualdad de Gronwall con g(x) = |ϕ(x) − ψ(x)| y h(x) = k para cada

x ∈ [x0, x0 + α], obtenemos: 0 ≤ |ϕ(x)− ψ(x)| ≤ 0. Por lo tanto tenemos:

ϕ(x) = ψ(x) para cada x ∈ [x0, x0 + α]

Del mismo modo para cada x ∈ [x0 − α, x0]

Por lo tanto, ψ = ϕ en [x0 − α, x0 + α] ■

Observación: El teorema 2 sigue siendo válido si la condición de contracción por

condición especial en la segunda componente en D es reemplazado por la contracción

por condición especial.
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3.1. Resultado principal

Teorema 3. Sea a, b ∈ R y D = {(x, y) ∈ R
⊭ : a < x < b, y ∈ R} . Sea (x0, y0)

un punto interior de D y f : D −→ R es una función continua en D y satisface la

contracción con condición especial en la segunda componente en D, entonces existe una

única función ϕ como la solución del PVI en (2.8) en (a, b) . Además sea a = −∞ y

b = +∞ entonces la solución única ϕ del PVI en (2.8) existe en ⟨−∞,∞⟩.

Demostración:

Del teorema 2 tenemos que existe un α0 > 0, una solución única φ0 del PVI en (2.8)

en (x0 − α, x0 + α)

i) Considerando x1 = x0 − α y y1 = φ0(x0 − α0), es claro que (x1, y1) es un punto

interior de D. Por el teorema 2 existe un α1 > 0 y una solución única φ1 en

[x0 − α, x0 + α] del problema de valor inicial.






dy

dx
= f(x, y)

y(x1) = y1

(3.15)

i) Tomando x2 = x0 + α y y2 = φ0(x0 + α0), es claro que (x2, y2) es un punto

interior de D. Por el teorema 2 existe un α2 > 0 y una solución única φ2 en

[x0 + α0, x0 + α0 + α2]






dy

dx
= f(x, y)

y(x2) = y2

(3.16)

Continuando tenemos αk > 0, k ∈ N.

x2k+1 = x2k−1 + α2k−1, x2k = x2(k−1) + α2(k−1), k = 1, 2, 3, . . .

(i) Una solución única φ1 en [x0 − α0 − α1, x0 − α0]

(ii) Soluciones únicas φ2k, k ∈ N,
[

x0 +
k−1∑

i=0

α2i, x0 +
k∑

i=0

α2i

]

(iii) φ2k+1, k ∈ N,
[

x0 − α0 −
k∑

i=0

α2i+1, x0 + α0 +
k−1∑

i=0

α2i+1

]

33



Tenemos una solución única φ donde

φ(x) =







φ0(x), x ∈ [x0 − α0, x0 + α0]

φ1(x), x ∈ [x0 − α0 − α1, x0 − α0]

φ2k(x), x ∈
[

x0 +
∑k−1

i=0 α2i, x0 +
∑k

i=0 α2i

]

para algún k ∈ N

φ2k+1(x), x ∈
[

x0 − α0 −
∑k

i=0 α2i+1, x0 + α0 +
∑k−1

i=0 α2i+1

]

para algúnk ∈ N

φ(x0) = y0

Para cada k = 1, 2, 3 . . .

[

x0 − α0 −

k∑

i=1

α2i−1, x0 + α0 +
k∑

i=1

α2i

]

⊆

[

x0 − α0 −

k+1∑

i=1

α2i−1, x0 + α0 +
k+1∑

i=1

α2i

]

Sea ak = x2k−1 y bk = x2k, k = 1, 2, 3, . . .

Tenemos:

ĺım
k→∞

ak = a ĺım
k→∞

bk = b

■
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4 Conclusiones y/o Sugerencias

El Teorema 2 ha presentado un teorema de punto fijo que implica una contracción

en un dominio reducido. La demostración del Teorema de Picard desarrollado se

encuentra en el Teorema 3, donde se construye una sucesión de funciones de

manera similar a la aproximación de Picard. Es crucial encontrar un valor α que

garantice, que la condición de contracción siga cumpliéndose para cada valor de

n.

El teorema de Picard tiene varias variantes y se pueden utilizar enfoques alter-

nativos para abordar la EUS de PVI en diferentes situaciones, con diferentes

niveles de regularidad en los coeficientes. Estas perspectivas ampĺıan la utilidad

de la teoŕıa de ecuaciones diferenciales y son fundamentales para dar solución a

una diversidad de problemas prácticos y teóricos de las matemáticas y ciencias

aplicadas.

El teorema de Picard es fundamental tanto en matemáticas como en ciencias apli-

cadas, ya que establece de manera sólida la existencia y unicidad de soluciones

en ecuaciones diferenciales. Esta base esencial es crucial para la modelización y

resolución de problemas en diversas disciplinas.

El teorema de Picard con condiciones en lo pequeño o condiciones especiales es

una generalización del teorema de Picard clásico que permite lidiar con coeficien-

tes de ecuaciones diferenciales menos regulares, utilizando restricciones locales

o condiciones espećıficas para asegurar la EUS. Esto es útil en situaciones en

las que los coeficientes no cumplen las condiciones habituales de continuidad o

diferenciabilidad.
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