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Resumen

Para cualquier módulo M sobre un anillo conmutativo A con unidad,

el espectro primo SpecA(M) de M es la colección de todos los submódulos

primos. En esta tesis, se describe una forma de topologizar SpecA(M) con la

topología de Zariski, que es análoga a la definida para el espectro primo de A,

y se estudian algunas propiedades de este espacio topológico.

Palabras clave: anillos, espacio espectral, espectro maximal, espec-

tro primo, ideal maximal, ideal primo, módulos, submódulo maximal, submó-

dulo primo, topología de Zariski.
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Abstract

For any module M over a commutative ring A with unity, the prime

spectrum SpecA(M) of M is the collection of all prime submodules. In this

thesis, it is described a way to topologize SpecA(M) with the Zariski topology,

which is analogous to the defined for the prime spectrum of A, and some

properties of this topological space are studied.

Keywords: rings, spectral space, maximal spectrum, prime spec-

trum, maximal ideal, prime ideal, modules, maximal submodule, prime submo-

dule, Zariski topology.
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Introducción

En la geometría algebraica y el álgebra conmutativa, la topología de

Zariski es una topología definida por una familia de variedades algebraicas que

satisface los axiomas de los conjuntos cerrados de una topología. Esta topología

fue introducida por Oscar Zariski,∗ como una topología sobre el conjunto de

valoraciones de un cuerpo de funciones algebraicas (cf. [27]).

La colección de todos los ideales primos de un anillo conmutativo

con unidad es llamado espectro primo. En [1], y un mejor tratado en [5], se

construye una topología sobre el espectro primo, llamada topología de Zariski,

donde un conjunto cerrado es la colección de ideales primos que contienen a

un ideal dado. Esta topología, ofrece una forma geométrica de interpretar las

propiedades algebraicas de un anillo, utilizando el lenguaje de la topología.

Sean K un cuerpo algebraicamente cerrado y n un número natural.

Sea K[x1, . . . , xn] el anillo de polinomios en n indeterminadas x1, . . . , xn. El

teorema de los ceros de Hilbert, establece una correspondencia biyectiva entre las

variedades algebraicas irreducibles de Kn y el espectro primo de K[x1, . . . , xn],

en que a los łpuntosž {(a1, . . . , an)} de Kn le corresponden los ideales maximales

⟨x1 − a1, . . . , xn − an ⟩ de K[x1, . . . , xn] (véase en [15]). Esto, a su vez, permite

generalizar la topología de Zariski en el espectro primo de K[x1, . . . , xn] hacia la

topología de Zariski en el espectro primo de un anillo conmutativo con unidad.

Debido a la importancia obtenida al asociar a cada anillo su espectro

primo, una idea natural es extender la topología de Zariski hacia un łespectro

primož de un módulo sobre un anillo conmutativo con unidad. El primer paso

para conseguir esto, fue dado por John Dauns. En [11], se introduce el concepto

de submódulo primo de un módulo sobre un anillo, como una generalización

del concepto de ideal primo de un anillo. Posteriormente, en [8], [9], [20] y [21],

se estudian varias propiedades de los submódulos primos de módulos sobre un

∗
Oscar Zariski nació el 24 de abril de 1899 en Kobryn, Bielorrusia; y falleció el 4 de

julio de 1986 en Brooklyn, Estados Unidos de América. Creador de la llamada topología de

Zariski, fue uno de los matemáticos más importantes del siglo XX (texto extraído y editado
de [22]).
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anillo conmutativo con unidad. La colección de todos los submódulos primos

es llamado espectro primo. En la literatura, la primera generalización de la

topología de Zariski para módulos definidos sobre un anillo conmutativo con

unidad, fue dado por T. Duraivel. En [13], se introduce una topología en el

espectro primo de un módulo, que continua siendo llamada topología de Zariski,

la cual generaliza la topología de Zariski definida sobre del espectro primo de

un anillo. En [10], se estudia el espectro primo de un módulo desde el punto de

vista de los espacios espectrales. Actualmente, existen otras generalizaciones de

la topología de Zariski definidas en el espectro primo de un módulo sobre un

anillo conmutativo con unidad (véase, por ejemplo, [10] y [19]). El propósito

principal de esta tesis es disertar sobre la topología dada en [13], así como de

algunas propiedades de la misma.

La clase de submódulos primos, así como la topología de Zariski

definida sobre el conjunto de ellos hacen parte de una línea de investigación

activa, teniendo mucho impacto dentro del álgebra conmutativa, y en casos

más generales dentro del álgebra no conmutativa (véase, por ejemplo, [2] y [7]).

Esta tesis está organizada en cuatro capítulos. Para su lectura, se

asume que el lector tenga conocimientos sobre teoría de grupos y anillos, álgebra

lineal y topología general, así como de conjuntos parcialmente ordenados.

En el Capítulo 1, se hace una revisión sobre la teoría necesaria para

el desenvolvimiento de los capítulos subsecuentes. Este capítulo abarca tres

secciones distribuidos de la siguiente manera: en la Sección 1.1, se describe

la teoría de anillos conmutativos con unidad, en el que se enfatiza el estudio

sobre los ideales maximales y los ideales primos. Asimismo, se estudia algunas

operaciones con ideales. En la Sección 1.2, se enfoca sobre la teoría de módulos

sobre anillos conmutativos con unidad, en el que se destaca el estudio de algunas

operaciones con submódulos. En la Sección 1.3, se diserta sobre topología

general, haciendo un estudio sobre base de un espacio, continuidad, compacidad,

irreducibilidad, conexidad y los axiomas de separación T0 y T1.

En el Capítulo 2, se desenvuelve los resultados principales del es-

pectro primo de un anillo conmutativo con unidad, dotado de la topología

de Zariski. Una característica interesante de la topología de Zariski en un

anillo conmutativo con unidad es que el espectro primo siempre es compacto

y T0, pero rara vez es T1. Sin embargo, se dan las condiciones necesarias y

suficientes en un anillo, para que su espectro primo sea T1. También, se discuten

condiciones para que su espectro primo sea irreducible o conexo.

J. Villanueva
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En el Capítulo 3, se estudia la teoría de los submódulos primos.

Asimismo, se establece el teorema fundamental de los submódulos primos. El

propósito de este capítulo es presentar propiedades interesantes acerca de los

submódulos primos, los cuales serán útiles para generalizar la topología de

Zariski en el espectro primo de un anillo hacia la topología de Zariski en el

espectro primo de un módulo. Una diferencia entre el espectro primo de un

anillo y el espectro primo de un módulo es que en el primero caso, se tiene lo

siguiente: łpara cualquier anillo conmutativo con unidad, su espectro primo es

no vacío si, y solamente si, el anillo es no cerož. Entretanto, para un módulo

señalar que: łpara cualquier módulo sobre un anillo conmutativo con unidad,

su espectro primo es no vacío si, y solamente si, el módulo es no cerož, no es

necesariamente verdad.

Finalmente, en el Capítulo 4, se define una topología en el espectro

primo de un módulo. Esta es una generalización de la topología de Zariski en

el espectro primo de un anillo. Además, se probará algunos resultados que son

válidos en el espectro primo de un anillo. Se investigará este espacio topológico

desde el punto de vista de espacios espectrales. Para terminar este capítulo,

se determinarán condiciones para que el espectro primo de un módulo sea un

espacio espectral.

Ciudad Universitária, 23 de febrero de 2024.

J. Villanueva



Notaciones y terminología

Salvo mención contraria, a lo largo de esta tesis, se utilizará las

seguintes notaciones y terminología básica.

El símbolo Z denotará el conjunto de los números enteros; el símbolo

N0 denotará el conjunto de los números enteros no negativos. Además, N

denotará el conjunto de los números enteros positivos. El conjunto de los

números racionales se indicará con el símbolo Q, y el conjunto de los números

reales se indicará con el símbolo R.

El símbolo ⊂ significará łes un subconjunto dež; el símbolo ⊊ será

reservado para denotar una inclusión estricta. Por lo tanto, para los conjuntos

X y Y , la expresión X ⊊ Y , significa que X ⊂ Y y X ̸= Y .

El símbolo □ se utilizará para indicar el final de una demostración.

El cardinal de un conjunto X, será denotado por |X |.

Se hace la distinción entre familia y un conjunto. Los paréntesis

( ), como en (aλ)λ∈Λ, se utilizará para denotar una familia indexada por el

conjunto Λ; aquí aλ se considera como situado en la łposiciónž etiquetada por

λ. Formalmente, esto es una función de Λ en algún conjunto A tal que aλ ∈ A,

para todo λ ∈ Λ. Por otro lado, las llaves { }, como en {x1, . . . , xn} o {x ∈ X :

la afirmación P (x) es verdadera}, se utilizará para indicar conjuntos.

xiv



Capítulo 1

Nociones preliminares

En este capítulo, se consideran la teoría y resultados necesarios para

el desenvolvimento de esta tesis. Por conveniencia del lector, se escribirá algunas

demostraciones relevantes.

Para un estudio más detallado sobre teoria de anillos conmutativos y

módulos, véase [1], [4], [5], [6], [18], [24] y [25]. En cuanto a la teoria de espacios

topológicos, véase [12], [14], [16], [23] y [26].

1.1 Anillos

En esta sección, se define lo que es un anillo. Se relacionará dos

anillos, a través de un homomorfismo entre ellos. También, se consideran

algunos de los conceptos elementales que tienen que ver con anillos, como ideal

e ideales primos. Asimismo, se estudiará algunas operaciones con ideales.

1.1.1 Anillos y homomorfismos de anillos

Un anillo es una estructura algebraica formado por un conjunto y

dos operaciones internas, que satisfacen ciertos axiomas.

Definición 1.1. Sea A un conjunto donde están definidas dos operaciones

internas: adición (+) y multiplicación ( · ). La terna (A,+, · ) es un anillo, si

satisface las siguientes condiciones:

(i) (A,+) es un grupo abeliano;

(ii) para todos a, b y c en A, a · (b · c) = (a · b) · c;

(iii) para todos a, b y c en A, a · (b+ c) = a · b+ a · c y (a+ b) · c = a · c+ b · c.

Si un anillo (A,+, · ) satisface la siguiente condición:

1
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(iv) existe un elemento 1A ∈ A tal que a · 1A = a = 1A · a, para todo a ∈ R,

se dice que (A,+, · ) es un anillo con unidad.

Se denotará por 0A el elemento neutro aditivo del grupo (A,+). Es

claro que

a · 0A = 0A,

para todo a en A.

Si un anillo (A,+, · ) satisface la siguiente condición:

(v) para todos a y b en A, a · b = b · a, se dice que (A,+, · ) es un anillo

conmutativo.

Si un anillo conmutativo (A,+, · ) satisface la siguiente condición:

(vi) para todos los elementos a y b de A tales que a · b = 0A, se tenga que

a = 0A o b = 0A, se dice que (A,+, · ) es un anillo sin divisores de cero.

Si (A,+, · ) es un anillo conmutativo, con unidad 1A ̸= 0A y sin

divisores de cero, se dice que (A,+, · ) es un dominio de integridad.

Si (A,+, · ) es un anillo conmutativo y con unidad 1A ≠ 0A satisfa-

ciendo la siguiente condición:

(vii) para todo a en A \ {0A}, existe a−1 en A tal que a · a−1 = 1A, se dice que

(A,+, · ) es un cuerpo.

Ejemplo 1.1. Sea A = {a} un conjunto unitario. En A se definen las opera-

ciones internas + y · de la seguinte forma:

a + a = a y a · a = a.

La terna (A,+, · ) es un anillo conmutativo con unidad 1A = 0A = a y se

denomina anillo cero.

Observación 1.1. Sea (A,+, · ) un anillo conmutativo con unidad. Si 1A = 0A,

entonces A = {0A}. En efecto, si a ∈ A, entonces

a = a · 1A = a · 0A = 0A

y, por lo tanto, A = {0A}.

Por el Ejemplo 1.1 y la Observación 1.1, los anillos ceros A propor-

cionan la única situación en la que 1A = 0A.

Por un abuso de notación, se suele escribir A simplemente, en vez

de (A,+, · ), y se dice łA es un anillož (para distinguir de łA es un conjuntož).

J. Villanueva
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Asimismo, cuando no hay confusión respecto a la operación interna · que se

está considerando, se denotará el producto a · b simplemente por ab.

Para cada elemento a en un anillo A, se define inductivamente la

potencia n-ésima de a como

a1 = a y an+1 = an · a,

para todo n ∈ N. Si A es un anillo con unidad, se denota a0 := 1A.

1.1.1.1 Homomorfismo de anillos

Un homomorfismo de anillos es una función entre anillos que preserva

las estructuras de ambos anillos.

Definición 1.2. Sean (A,+A, ·A) y (B,+B, ·B) anillos. Una función f : A −→

B se dice que es un homomorfismo (o homomorfismo de anillos), si satisface

las siguientes condiciones:

(i) para todos a y b en A, f (a +A b) = f (a) +B f (b);

(ii) para todos a y b en A, f (a ·A b) = f (a) ·B f (b).

Si un homomorfismo f : A −→ B, donde A y B son anillos con

unidad, satisface la siguiente condición:

(iii) f (1A) = 1B, se dice que f lleva la unidad en la unidad.

Se define el núcleo de f , denotado por ker f , como la imagen inversa

de {0B} por f , es decir,

ker f = f−1(0B).

Si f : A −→ B es un homomorfismo de anillos biyectivo, se dice que

f es un isomorfismo (o isomomorfismo de anillos). Asimismo, se dice que A y

B son isomorfos como anillos, denotado por A ∼= B, si existe un isomorfismo

f : A −→ B.

Todos los anillos ceros son isomorfos entre sí. Más precisamente, dos

anillos ceros son isomorfos (bajo un único isomorfismo). De esta forma, existe

un único anillo que consta de un solo elemento, salvo isomorfismo.

Si f : A −→ B es un isomorfismo de anillos, la función f−1 : B −→ A,

también, es un isomorfismo.

Cuando existe la necesidad de especificar las estructuras de los

anillos A y B, un homomorfismo f : A −→ B, se acostumbra escribir f :

(A,+A, ·A) −→ (B,+B, ·B).

J. Villanueva
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La condición (i) de la Definición 1.2, implica que f : (A,+A) −→

(B,+B) es un homomorfismo de grupos abelianos. De esta forma todas las

propiedades de homomorfismo de grupos abelianos son válidas para un homo-

morfismo de anillos.

A lo largo de esta tesis, la palabra łanillož significará un anillo

conmutativo con unidad, es decir, un anillo que satisface las condiciones (i) a

(v) de la Definición 1.1. Asimismo, la palabra łhomomorfismož significará un

homomorfismo que lleva la unidad en la unidad, es decir, un homomorfismo

que satisface las condiciones (i), (ii) y (iii) de la Definición 1.2.

Sean (A,+A, ·A) y (B,+B, ·B) anillos. Se dice que B es un subanillo

de A si B es un subconjunto de A, +A|B×B = +B, ·A|B×B = ·B y 1B = 1A. En

este caso la inclusion ιB : B −→ A es un homomorfismo de anillos inyectivo.

Nota 1.1. Un anillo A tiene varias propiedades con respecto a la manipulación

de expresiones que involucran adición y multiplicación. Cuando se considera

apenas una de las operaciones internas, muchas de esas propiedades son similares

a las propiedades de los grupos y cuyas demostraciones, también, son similares.

Asimismo, existen otras propiedades envolviendo las dos operaciones internas,

que son fáciles de demostrar. Se supondrá el conocimiento y la veracidad de

tales propiedades, por ejemplo, los resultados

am+n = am · an,

para m y n en N0 y todo a en A, y el binomio de Newton

(a + b)n =

n∑

i=0

(
n

i

)
an−ibi,

para todos a y b en A y todo n en N0.

1.1.2 Ideales y anillo cociente

Un ideal de un anillo es un subgrupo con respecto a la adición, y

es absorbente con respecto a la multiplicación. El concepto de ideal es una

generalización del conjunto de múltiplos de un número entero. Los ideales

constituyen la subestructura más importante de un anillo.

Definición 1.3. Sean A un anillo e I un subconjunto no vacío de A. Se dice

J. Villanueva
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que I es un ideal de A si las siguientes condiciones son satisfechas:

(i) para todos x y y en I, x + y ∈ I;

(ii) para todo x en I y todo a en A, ax ∈ I.

Ejemplo 1.2. Si A es un anillo, entonces {0A} y A son ideales de A. Estos

ideales se denominan ideales triviales de A. En particular, si A = {0A}, se tiene

que A es el único ideal de A.

Ejemplo 1.3. Si f : A −→ B es un homomorfismo de anillos, entonces el

núcleo de f es un ideal de A.

Definición 1.4. Sean A un anillo e I un ideal de A. Se dice que I es un ideal

propio, si este es un subconjunto propio de A.

Ejemplo 1.4. Si A es un anillo no cero, entonces {0A} es un ideal proprio de

A.

Observación 1.2. Sea A un anillo. Si I es un ideal de A tal que 1A ∈ I,

entonces I = A. En efecto, como I es un ideal y 1A ∈ I, dado a ∈ A, se tiene

que a = a · 1A ∈ I. Luego, a ∈ I, y así I = A.

Un elemento u de un anillo A es llamado unidad (o elemento in-

vertible) si existe u′ en A tal que u · u′ = 1A. El elemento u′ es único con la

propiedad mencionada, y se denota por u−1.

Observación 1.3. Sea A un anillo. Si I es un ideal de A y u es una unidad

de A tal que u ∈ I, entonces I = A. En efecto, como I es un ideal y u ∈ I, se

tiene que 1A = u · u−1 ∈ I. Luego, 1A ∈ I. Por lo tanto, por la Observación 1.2,

I = A.

Observación 1.4. Si A es un anillo no cero, entonces A es un cuerpo si, y

solamente si, los únicos ideales de A son los triviales.

El siguiente resultado, sigue inmediatamente de la Definición 1.3.

Proposición 1.1. Sean A un anillo e I un subconjunto de A. Las siguientes

condiciones son equivalentes:

(1) I es un ideal de A;

(2) (i) I es no vacío;

(ii) para todos x y y en I y todo a en A, x + ay ∈ I ;

(3) (i) 0A ∈ I ;

(ii) para todos x y y en I y todo a en A, x + ay ∈ I.

J. Villanueva
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1.1.2.1 Anillo cociente

Sea A un anillo. Dado un ideal I de A, se define una relación de

equivalencia ∼I en A por

a ∼I b si a− b ∈ I,

llamada congruencia módulo I.

La clase de equivalencia módulo I del elemento a ∈ A, se denota por

[a ], es decir,

[a ] = {b ∈ A : b ∼I a} = {a + x : x ∈ I}.

Se define el conjunto cociente de A por el ideal I como el conjunto

de todas las clases de equivalencia módulo I de los elementos de A, y se denota

por A/I. Así,

A/I = {[a ] : a ∈ A}.

Al conjunto A/I, de modo natural, se dota de una estructura de

anillo, con las operaciones heredadas de A, de la siguiente manera:

[a ] + [b ] := [a + b ] y [a ] · [b ] := [ab ],

para todos a y b en A. Este nuevo anillo (A/I,+, ·) se denomina anillo cociente

de A por I; su elemento cero es [0A ], su elemento identidad es [1A ] y el opuesto

de una clase [a ] es [−a ].

Observación 1.5. Sea A un anillo. Si I es un ideal A, entonces A/I es cero

si, y solamente si, I = A.

Ejemplo 1.5. Sea A un anillo. Sean I y J ideales de A tales que I ⊂ J . El

conjunto

J/I = {[a ] : a ∈ J},

es un ideal del anillo cociente A/I.

Observación 1.6. Sea A un anillo. Si I y J son ideales de A tales que I ⊂ J ,

entonces

(A/I)/(J/I) ∼= A/J.

Existe una conexión muy importante entre los homomorfismos de ani-

llos, ideales y anillos cocientes, este es el llamado teorema de la correspondencia

para anillos.

J. Villanueva
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Teorema 1.1 (Teorema de la correspondencia). Sean A un anillo e I un ideal

de A. La función

θ : {J : J es un ideal de A e I ⊂ J} −→ {J : J es un ideal de A/I}

J 7−→ J/I

es biyectiva.

Demostración. Véase en [24, Observación 2.39]. □

1.1.3 Operaciones con ideales

En esta subsección, se estudiará ciertas operaciones en anillos, las

cuales serán utilizadas a lo largo de esta tesis.

1.1.3.1 Intersección de ideales

Proposición 1.2. Sea A un anillo. Si (Iλ)λ∈Λ es una familia indexada de

ideales de A, entonces
⋂

λ∈Λ Iλ es un ideal de A.

Demostración. Si Λ = ∅, la intersección es A el cual es un ideal de A.

Supóngase ahora que Λ ̸= ∅. Como 0A ∈ Iλ, para todo λ ∈ Λ, se tiene

que 0A ∈
⋂

λ∈Λ Iλ. Sean ahora x, y ∈
⋂

λ∈Λ Iλ y a ∈ A. Para finalizar la

demostración, se mostrará que x+ay ∈
⋂

λ∈Λ Iλ. En efecto, como x, y ∈
⋂

λ∈Λ Iλ,

se tiene que x, y ∈ Iλ, para todo λ ∈ Λ. Sea µ ∈ Λ. Teniendo en vista que

x, y ∈ Iµ y siendo Iµ un ideal de A, concluyese que x + ay ∈ Iµ. Puesto que

µ ∈ Λ es arbitrário, se obtiene que x+ay ∈
⋂

λ∈Λ Iλ. Esto muestra que
⋂

λ∈Λ Iλ

es un ideal de A. □

Ideal generado por un conjunto

Sean A un anillo y H un subconjunto de A. Sea H la familia de

todos los ideales de A que contienen a H. Tenga en cuenta que H ̸= ∅, ya que

A ∈ H. Se define el ideal de A generado por H, denotado por ⟨H ⟩, como la

intersección de todos los ideales pertenecientes a la familia H, es decir,

⟨H ⟩ =
⋂

I∈H

I.

De esta forma, ⟨H ⟩ es un ideal de A (por la Proposición 1.2) y H ⊂ ⟨H ⟩. Más

aún, ⟨H ⟩ es el menor ideal de A que contiene a H.

J. Villanueva
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Si H = ∅, se tiene que ⟨H ⟩ = {0A}. Si H = {h1, . . . , hn}, para algún

n ∈ N, se suele escribir simplemente ⟨h1, . . . , hn ⟩, en vez de ⟨{h1, . . . , hn}⟩.

En particular, ⟨1A ⟩ = A (por la Observación 1.2).

Proposición 1.3. Sea A un anillo. Si H es un subconjunto no vacío de A,

entonces

⟨H ⟩ =

{
n∑

i=1

aihi : n ∈ N, ai ∈ A, hi ∈ H, 1 ≤ i ≤ n

}
.

Demostración. Sea H la familia de todos los ideales de A que contienen a

H. Considere el conjunto

I0 =

{
n∑

i=1

aihi : n ∈ N, ai ∈ A, hi ∈ H, 1 ≤ i ≤ n

}
.

Es claro que H ⊂ I0, pues h = 1A · h =
∑1

i=1 1Ah ∈ I0, para todo h ∈ H. A

continuación se mostrará que I0 es un ideal de A. De hecho, sean x, y ∈ I0

y a ∈ A. Entonces, existen m,n ∈ N, ai, bj ∈ A y hi, h
′
j ∈ H, para todos los

índices i, j ∈ N tales que 1 ≤ i ≤ m y 1 ≤ j ≤ n, con

x =

m∑

i=1

aihi y y =

n∑

j=1

bjh
′
j.

Luego,

x + ay =

m+n∑

k=1

ckh̃k,

donde

ck =




ak, si 1 ≤ k ≤ m;

abk−m, si m + 1 ≤ k ≤ m + n;

y

h̃k =




hk, si 1 ≤ k ≤ m;

h′
k−m, si m + 1 ≤ k ≤ m + n.

Como ck ∈ A y h̃k ∈ H, para todo k ∈ N tal que 1 ≤ k ≤ m + n, sigue que

x+ay ∈ I0. Esto muestra que I0 es un ideal de A. Por lo tanto, I0 ∈ H, y así

⟨H ⟩ ⊂ I0. (1.1.1 (1))

J. Villanueva
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Para establecer la inclusión contraria, sea I ∈ H un elemento arbitrário. Se

mostrará que I0 ⊂ I. En efecto, dado z ∈ I0, existen s ∈ N, a′i ∈ A y h′′
i ∈ H,

para todo i ∈ N tal que 1 ≤ i ≤ s, con

z =

s∑

i=1

a′ih
′′
i .

Teniendo en vista que a′i ∈ A y h′′
i ∈ H ⊂ I, para todo i ∈ N tal que 1 ≤ i ≤ s;

y siendo I un ideal, sigue que z ∈ I. Esto muestra que I0 ⊂ I, para todo I ∈ H.

De esta forma,

I0 ⊂ ⟨H ⟩. (1.1.1 (2))

Por lo tanto, de (1.1.1 (1)) y (1.1.1 (2)), ⟨H ⟩ = I0. □

Corolario 1.1. Sean A un anillo y H un subconjunto de A. Si H =

{h1, . . . , hn}, para algún n ∈ N, entonces

⟨h1, . . . , hn ⟩ =

{
n∑

i=1

aihi : ai ∈ A, 1 ≤ i ≤ n

}
.

Demostración. Sea H la familia de todos los ideales de A que contienen a

H. Considere el conjunto

In =

{
n∑

i=1

aihi : ai ∈ A, 1 ≤ i ≤ n

}
.

Dado k ∈ {1, . . . , n}, si n = 1 se tiene que h1 = 1A · h1; y si n > 1, hk =∑n
i=1 δikhi, donde

δik =




1A, si i = k;

0A, si i ≠ k.

Luego, hk ∈ In y, por lo tanto, H está contenido en In. A continuación se

mostrará que In es un ideal de A. De hecho, sean x, y ∈ In y a ∈ A. Entonces,

existen ai, bi ∈ A, para todo i ∈ N tal que 1 ≤ i,≤ n, con

x =

n∑

i=1

aihi y y =

n∑

i=1

bihi.

J. Villanueva
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Luego,

x + ay =

n∑

i=1

aihi +

n∑

i=1

(abi)hi =

n∑

i=1

(ai + abi)hi,

y así x + ay ∈ In. Esto muestra que In es un ideal de A. Por lo tanto, In ∈ H,

y así

⟨H ⟩ ⊂ In. (1.1.2 (1))

Por otro lado, por la Proposición 1.3, todo elemento de In pertenece a ⟨H ⟩, es

decir,

In ⊂ ⟨H ⟩. (1.1.2 (2))

Por lo tanto, de (1.1.2 (1)) y (1.1.2 (2)), ⟨H ⟩ = In. □

Definición 1.5. Sean A un anillo y x ∈ A. El ideal ⟨x⟩ se denomina ideal

principal de A generado por x.

Dados un anillo A y x ∈ A, por el Corolario 1.1, se tiene

⟨x⟩ = {ax : a ∈ A}.

En particular,

⟨0A ⟩ = {a · 0A : a ∈ A} = {0A}.

Nótese que ⟨x⟩ = ⟨−x⟩, para todo x ∈ A.

Un dominio de integridad en el que todos los ideales son principales

es llamado dominio de ideales principales.

Observación 1.7. Si A es un anillo, entonces

A/⟨0A ⟩ ∼= A.

Observación 1.8. Sea A un anillo. Sean I y J ideales de A tales que I ⊂ J .

Si J = ⟨a⟩, para algún a ∈ A, entonces J/I = ⟨ [a ]⟩. En particular, si A es

un dominio de ideales principales, por el teorema de la correspondencia para

anillos, A/I es un dominio de ideales principales.

Ejemplo 1.6. El anillo Z es un dominio de ideales principales. Más preci-

samente, todo ideal de Z es de la forma ⟨n⟩, para algún número entero no

negativo n.

J. Villanueva
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Sea n un número entero no negativo. El anillo cociente de Z por

⟨n⟩, se denota Zn y es llamado anillo de los enteros módulo n. Así,

Zn = Z/⟨n⟩.

Para todo entero positivo n, se tiene que Zn = {[a ] : 0 ≤ a ≤ n− 1}.

Además, Zn es un cuerpo si, y solamente si, n es un número primo. También,

Zn es un dominio de integridad si, y solamente si, n es un número primo.

Ejemplo 1.7. Sean s ∈ N, p1, . . . , ps números primos positivos diferentes y

k1, . . . , ks números enteros positivos. Sea n = pk11 · · · pkss . El conjunto de ideales

de Z que contienen a ⟨n⟩ es

{⟨pm1

1 · · · pms

s ⟩ : mi ∈ Z, 0 ≤ mi ≤ ki, 1 ≤ i ≤ s}.

En efecto, si I es un ideal de Z tal que ⟨n⟩ ⊂ I, existe m ∈ N tal que

I = ⟨m⟩. Entonces, m divide pk11 · · · pkss . Luego, m = pm1

1 · · · pms
s , para algunos

m1, . . . ,ms ∈ Z tales que 0 ≤ mi ≤ ki, para todo i ∈ N tal que 1 ≤ i ≤ s.

Así, I = ⟨pm1

1 · · · pms
s ⟩. Por otro lado, todo ideal de la forma ⟨pm1

1 · · · pms
s ⟩ con

mi ∈ Z y 0 ≤ mi ≤ ki, para todo i ∈ N tal que 1 ≤ i ≤ s, contiene ⟨n⟩.

Ejemplo 1.8. Sean s ∈ N, p1, . . . , ps números primos positivos diferentes y

k1, . . . , ks números enteros positivos. Considérese el anillo cociente Zn, donde

n = pk11 · · · pkss . El conjunto de ideales del anillo cociente Zn es

{〈[
pm1

1 · · · pms

s

]〉
: mi ∈ Z, 0 ≤ mi ≤ ki, 1 ≤ i ≤ s

}
.

En efecto, por el Ejemplo 1.7, el conjunto de ideales de Z que contienen a ⟨n⟩

es

{⟨pm1

1 · · · pms

s ⟩ : mi ∈ Z, 0 ≤ mi ≤ ki, 1 ≤ i ≤ s}.

Consecuentemente, por el teorema de la correspondencia para anillos, el con-

junto de ideales de Zn es

{〈[
pm1

1 · · · pms

s

]〉
: mi ∈ Z, 0 ≤ mi ≤ ki, 1 ≤ i ≤ s

}
.

1.1.3.2 Unión de ideales

En general, la unión de una familia de ideales no es un ideal. Por

ejemplo, H := ⟨2⟩ ∪ ⟨3⟩ no es un ideal de Z; ya que 2 y 3 pertenecen a H,

J. Villanueva
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pero 5 no está en H. Entretanto, si la familia es totalmente ordenada la unión

de la familia es también un ideal.

Proposición 1.4. Sea A un anillo. Si (Iλ)λ∈Λ es una familia indexada no vacía

de ideales totalmente ordenada de A, entonces
⋃

λ∈Λ Iλ es un ideal de A.

Demostración. Dado un elemento µ ∈ Λ fijo, se tiene que 0A ∈ Iµ y, por

lo tanto, 0A ∈
⋃

λ∈Λ Iλ. Sean ahora x, y ∈
⋃

λ∈Λ Iλ y a ∈ A. Para finalizar la

demostración, se mostrará que x+ay ∈
⋃

λ∈Λ Iλ. En efecto, como x, y ∈
⋃

λ∈Λ Iλ,

existen κ, µ ∈ Λ tales que x ∈ Iκ y y ∈ Iµ. Siendo (Iλ)λ∈Λ una familia indexada

totalmente ordenada, existe η ∈ {κ, µ} tal que Iκ ⊂ Iη e Iµ ⊂ Iη. Luego,

x, y ∈ Iη. Teniendo en vista que Iη es un ideal de A, concluyese que x+ay ∈ Iη.

Por lo tanto,

x + ay ∈
⋃

λ∈Λ

Iλ.

Esto muestra que
⋃

λ∈Λ Iλ es un ideal de A. □

1.1.3.3 Suma de ideales

Sean A un anillo y (Iλ)λ∈Λ una familia indexada de ideales de A. Se

define la suma
∑

λ∈Λ Iλ de la familia (Iλ)λ∈Λ, como el ideal de A generado por⋃
λ∈Λ Iλ, es decir,

∑

λ∈Λ

Iλ =

〈
⋃

λ∈Λ

Iλ

〉
.

Si Λ = ∅, entonces
∑

λ∈Λ Iλ = ⟨∅⟩ = ⟨0A ⟩. Si Λ = {1, . . . , n}, para

algún n ∈ N, se suele escribir simplemente
∑n

i=1 Ii, en vez de
∑

λ∈{1,...,n} Iλ.

En particular, para n = 2 se acostumbra escribir I1 + I2, en vez de
∑2

i=1 Ii.

Dados dos ideales I y J de un anillo de A, se dice que su suma I + J

es directa, denotado por I ⊕ J , si I ∩ J = ⟨0A ⟩.

Proposición 1.5. Sea A un anillo. Si (Iλ)λ∈Λ es una familia indexada no vacía

de ideales de A, entonces

∑

λ∈Λ

Iλ =

{
n∑

i=1

cλi
: n ∈ N, λi ∈ Λ, cλi

∈ Iλi
, 1 ≤ i ≤ n

}
.

Demostración. Sea H la familia de todos los ideales de A que contienen a
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H :=
⋃

λ∈Λ Iλ. Considere el conjunto

I =

{
n∑

i=1

cλi
: n ∈ N, λi ∈ Λ, cλi

∈ Iλi
, 1 ≤ i ≤ n

}
.

Dado λ ∈ Λ fijo, cλ =
∑1

i=1 cλ ∈ I, para todo cλ ∈ Iλ. Es decir, Iλ ⊂ I, para

todo λ ∈ Λ y, por lo tanto, H ⊂ I. A continuación se mostrará que I es un ideal

de A. De hecho, sean x, y ∈ I y a ∈ A. Entonces, existen m,n ∈ N, λi, µj ∈ Λ,

cλi
∈ Iλi

y cµj
∈ Iµj

, para todos los índices i, j ∈ N tales que 1 ≤ i ≤ m y

1 ≤ j ≤ n, con

x =

m∑

i=1

cλi
y y =

n∑

j=1

cµj
.

Luego,

x + ay =

m+n∑

k=1

dk,

donde

dk =




cλk

, si 1 ≤ k ≤ m;

acµk−m
, si m + 1 ≤ k ≤ m + n.

Como dk ∈ Iλk
, para todo k ∈ N tal que 1 ≤ k ≤ m + n, sigue que x + ay ∈ I.

Esto muestra que I es un ideal de A. Por lo tanto, I ∈ H, y así

⟨H ⟩ ⊂ I. (1.1.3 (1))

Por otro lado, por la Proposición 1.3, todo elemento de I pertenece a ⟨H ⟩, es

decir,

I ⊂ ⟨H ⟩. (1.1.3 (2))

Por lo tanto, de (1.1.3 (1)) y (1.1.3 (2)), ⟨H ⟩ = I. □

Corolario 1.2. Sea A un anillo. Si n ∈ N e I1, . . . , In son ideales de A,

entonces
n∑

i=1

Ii =

{
n∑

i=1

ci : ci ∈ Ii, 1 ≤ i ≤ n

}
.

Demostración. Sea H la familia de todos los ideales de A que contienen a
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H :=
⋃n

i=1 Ii. Considere el conjunto

Jn :=

{
n∑

i=1

ci : ci ∈ Ii, 1 ≤ i ≤ n

}
.

Dado k ∈ {1, . . . , n}, sea ck ∈ Ik. Si n = 1, se tiene que k = 1 y c1 =
∑1

i=1 ci; y

si n > 1, ck =
∑n

i=1 ci, donde

ci =




ck, si i = k;

0A, si i ≠ k.

Luego, ck ∈ Jn, para todo ck ∈ Ik. Es decir, Ik ⊂ Jn, para todo k ∈ {1, . . . , n}

y, por lo tanto, H ⊂ Jn. A continuación se mostrará que Jn es un ideal de A.

De hecho, sean x, y ∈ Jn y a ∈ A. Entonces, existen ci, di ∈ Ii, para todo i ∈ N

tal que 1 ≤ i ≤ n, con

x =

n∑

i=1

ci y y =

n∑

i=1

di.

Luego,

x + ay =

n∑

i=1

ci +
n∑

i=1

adi =
n∑

i=1

(ci + adi).

Como ci + adi ∈ Ii, para todo i ∈ N tal que 1 ≤ i ≤ n, concluyese que

x + ay ∈ Jn. Esto muestra que Jn es un ideal de A. Por lo tanto, Jn ∈ H, y

así

⟨H ⟩ ⊂ Jn. (1.1.4 (1))

Por otro lado, por la Proposición 1.5, todo elemento de Jn pertenece a ⟨H ⟩, es

decir,

Jn ⊂ ⟨H ⟩. (1.1.4 (2))

Por lo tanto, de (1.1.4 (1)) y (1.1.4 (2)), ⟨H ⟩ = Jn. □

Ejemplo 1.9. Sean A un anillo e I un ideal de A. Si a es un elemento de A

y [a ] es su clase de equivalencia módulo I, entonces ⟨ [a ]⟩ = (⟨a⟩ + I )/I. En

efecto, como a ∈ ⟨a⟩ ⊂ ⟨a⟩ + I, sigue que [a ] ∈ (⟨a⟩ + I )/I y, por lo tanto,

⟨ [a ]⟩ ⊂ (⟨a⟩ + I )/I. Para establecer la inclusión contraria, sea α ∈ (⟨a⟩ + I )/I.

Entonces, existen x ∈ ⟨a⟩ y y ∈ I tales que α = [x + y ]. Como [y ] = [0A ]
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y x = ra, para algún r ∈ A, se tiene que α = [x ] + [y ] = [ra ] = [r ] · [a ].

Luego, α ∈ ⟨ [a ]⟩. Esto implica que (⟨a⟩ + I )/I ⊂ ⟨ [a ]⟩. Por lo tanto, ⟨ [a ]⟩ =

(⟨a⟩ + I )/I.

1.1.3.4 Producto de ideales

Sea A un anillo. Si I y J son ideales de A, se define el producto de I

por J , denotado por IJ , como el ideal de A generado por {ab : a ∈ I, b ∈ J},

es decir,

IJ = ⟨{ab : a ∈ I, b ∈ J}⟩.

Proposición 1.6. Sea A un anillo. Si I y J son ideales de A, entonces

IJ =

{
n∑

i=1

aibi : n ∈ N, ai ∈ I, bi ∈ J, 1 ≤ i ≤ n

}
.

Demostración. Sea H la familia de todos los ideales de A que contienen a

H := {ab : a ∈ I, b ∈ J}. Considere el conjunto

K =

{
n∑

i=1

aibi : n ∈ N, ai ∈ I, bi ∈ J, 1 ≤ i ≤ n

}
.

Es claro que H ⊂ K, pues ab =
∑1

i=1 ab ∈ K, para todos a ∈ I y b ∈ J . A

continuación se mostrará que K es un ideal de A. De hecho, sean x, y ∈ K

y a ∈ A. Entonces, existen m,n ∈ N, ai, a
′
j ∈ I y bi, b

′
j ∈ J , para todos los

índices i, j ∈ N tales que 1 ≤ i ≤ m y 1 ≤ j ≤ n, con

x =

m∑

i=1

aibi y y =

n∑

j=1

a′jb
′
j.

Luego,

x + ay =

m+n∑

k=1

a′′kb
′′
k,

donde

a′′k =




ak, si 1 ≤ k ≤ m;

aa′k−m, si m + 1 ≤ k ≤ m + n;

J. Villanueva



Sección 1.1: Anillos
16

y

b′′k =




bk, si 1 ≤ k ≤ m;

b′k−m, si m + 1 ≤ k ≤ m + n.

Como a′′k ∈ I y b′′k ∈ J , para todo k ∈ N tal que 1 ≤ k ≤ m + n, sigue que

x + ay ∈ K. Esto muestra que K es un ideal de A. Por lo tanto, K ∈ H, y así

⟨H ⟩ ⊂ K. (1.1.5 (1))

Por otro lado, por la Proposición 1.3, todo elemento de K pertenece a ⟨H ⟩, es

decir,

K ⊂ ⟨H ⟩. (1.1.5 (2))

Por lo tanto, de (1.1.5 (1)) y (1.1.5 (2)), ⟨H ⟩ = K. □

1.1.4 Ideales maximales e ideales primos

En esta subsección, se estudiará los conceptos de ideal maximal e

ideal primo, los cuales son fundamentales para las aplicaciones de la teoría de

anillos a la geometría algebraica. En particular, los ideales primos forman la

clase más importante de ideales en la teoría de anillos.

1.1.4.1 Ideales maximales

En esta subsubsección, se define el concepto de ideal maximal en un

anillo.

Definición 1.6. Sea A un anillo. Se dice que el ideal m de A es un ideal

maximal, si m es un elemento maximal, con respecto a la inclusión, del conjunto

de ideales propios de A.

El siguiente teorema, caracteriza los ideales maximales en términos

de la estructura de su anillo cociente.

Teorema 1.2. Sea A un anillo. Si m es un ideal de A, entonces m es un ideal

maximal de A si, y solamente si, A/m es un cuerpo.

Demostración. Véase en [24, Lema 3.3]. □

Corolario 1.3. Si A un anillo, entonces ⟨0A ⟩ es un ideal maximal de A si, y

solamente si, A es un cuerpo.
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Demostración. Es inmediato del Teorema 1.2 y de la Observación 1.7. □

Corolario 1.4 ([24, Ejercicio 3.4]). Sea A un anillo. Si I y m son ideales de A

tales que I ⊂ m, entonces m es un ideal maximal de A si, y solamente si, m/I

es un ideal maximal de A/I.

Demostración. Por la Observación 1.6, se tiene que (A/I)/(m/I) ∼= A/m.

Ahora, el resultado sigue del Teorema 1.2. □

Corolario 1.5. Sea A un anillo. Si I es un ideal propio de A, entonces M es

un ideal maximal de A/I si, y solamente si, existe un único ideal maximal m

de A tal que I ⊂ m y M = m/I.

Demostración. Es inmediato del teorema de la correspondencia para anillos

y del Corolario 1.4. □

Ejemplo 1.10. Todo ideal maximal de Z es de la forma ⟨p⟩, para algún

número primo positivo p. En efecto, para un número no negativo p, se tiene

que Zp es un cuerpo si, y solamente si, p es un número primo. Luego, para

un número no negativo p, por el Teorema 1.2, se tiene que ⟨p⟩ es un ideal

maximal de Z si, y solamente si, p es un número primo.

El siguiente teorema muestra que todo anillo no cero siempre posee

al menos un deal maximal. Como muchos teoremas de existencia general, la

prueba se basa en el Lema de Zorn. Sin embargo, en muchos anillos especíőcos,

los ideales maximales pueden ser encontrados, independientemente del Lema

de Zorn.

Teorema 1.3 (Krull [1, Teorema 1.3]). Todo anillo no cero, posee al menos

un ideal maximal.

Demostración. Sean A un anillo no cero y Σ el conjunto de ideales propios

de A. Como A es un anillo no cero, por el Ejemplo 1.4, el conjunto Σ es

no vacío. Asimismo, Σ es parcialmente ordenado respecto a la relación de

inclusión. Ahora, si Ω es un conjunto totalmente ordenado no vacío de Σ, por

la Proposición 1.4, J :=
⋃

I∈Ω I es un ideal de A. Puesto que I ̸= A, para todo

I ∈ Ω, por la Observación 1.2, 1A ̸∈ I, para todo I ∈ Ω. Así, 1A ̸∈ J y, por lo

tanto, J ∈ Σ. Además, es claro que J es una cota superior para Ω. Entonces,

por el Lema de Zorn, Σ tiene un elemento maximal, es decir, existe un ideal

maximal de A. □
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Corolario 1.6 ([1, Corolario 1.4]). Sea A un anillo. Si I es un ideal propio de

A, entonces existe un ideal maximal de A conteniendo a I.

Demostración. Como I ̸= A, por la Observación 1.5, el anillo cociente A/I

no es cero. Entonces, por el Teorema 1.3, existe un ideal maximal M de A/I.

Luego, por el Corolario 1.5, existe un único ideal maximal m de A tal que

I ⊂ m y M = m/I. □

Un anillo que posee un único ideal maximal es llamado anillo local.

El espectro maximal de un anillo

Definición 1.7. Sea A un anillo. Se define el espectro maximal de A, denotado

por Max(A), como el conjunto de todos los ideales maximales de A.

Expresado en forma conjuntista,

Max(A) = {m : m es un ideal maximal de A}.

Observación 1.9. Si A es un anillo, entonces Max(A) = ∅ si, y solamente

si, A = {0A}. En efecto, supóngase inicialmente que Max(A) = ∅. Luego, si

A es un anillo no cero, por el Teorema 1.3, existe un ideal maximal m de A

y, por lo tanto, Max(A) ̸= ∅, una contradicción. Esto muestra que A = {0A}.

Reciprocamente, si A es un anillo cero, entonces A no posee ideales propios y,

por lo tanto, no existe ideales maximales. Esto implica que Max(A) = ∅.

Ejemplo 1.11. Sea A un anillo. Si I es un ideal propio de A, entonces

Max(A/I) = {m/I : m ∈ Max(A) e I ⊂ m}.

En efecto, esto sigue del Corolario 1.5.

Ejemplo 1.12. El espectro maximal de Z es

Max(Z) = {⟨p⟩ : p es un número primo positivo}.

En efecto, esto sigue del Ejemplo 1.10.

Ejemplo 1.13. Sean s ∈ N, p1, . . . , ps números primos positivos diferentes y

k1, . . . , ks números enteros positivos. Si n = pk11 · · · pkss , entonces

Max(Zn) = {⟨ [pi ]⟩ : 1 ≤ i ≤ s}.
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En efecto, por el ejemplos 1.7 y 1.10, el conjunto de ideales maximales de Z

que contienen a ⟨n⟩ es {⟨pi ⟩ : 1 ≤ i ≤ s}. Luego, por el Ejemplo 1.11 y por la

Observación 1.8, concluyese que Max(Zn) = {⟨ [pi ]⟩ : 1 ≤ i ≤ s}.

1.1.4.2 Ideales primos

En esta subsubsección, se define el concepto de ideal primo en un

anillo.

Definición 1.8. Sea A un anillo. Se dice que el ideal propio p de A es un ideal

primo, si para todos a y b en A tales que ab ∈ p, se tenga que a ∈ p o b ∈ p.

Teorema 1.4. Sea A un anillo. Si p es un ideal propio de A, entonces p es un

ideal primo de A si, y solamente si, para todos ideales I y J de A tales que

IJ ⊂ p, se tenga que I ⊂ p o J ⊂ p.

Demostración. Supóngase inicialmente que p es un ideal primo de A. Sean

I y J ideales de A tales que IJ ⊂ p e I ̸⊂ p. Se probará que J ⊂ p. En efecto,

como I ̸⊂ p, existe a ∈ I tal que a /∈ p. Ahora, dado b ∈ J , se tiene que

ab ∈ IJ ⊂ p y, por lo tanto, ab ∈ p. Como p es un ideal primo, sigue que b ∈ p.

Por lo tanto, J ⊂ p.

Reciprocamente, sean a y b en A tales que ab ∈ p. Entonces, ⟨a⟩⟨b⟩ =

⟨ab⟩ ⊂ p. Luego, por la hipótesis, sigue que ⟨a⟩ ⊂ p o ⟨b⟩ ⊂ p. Como a ∈ ⟨a⟩

y b ∈ ⟨b⟩, concluyese que a ∈ p o b ∈ p. Esto muestra que p es un ideal primo

de A. □

El siguiente teorema, caracteriza los ideales primos en términos de

la estructura de su anillo cociente.

Teorema 1.5. Sea A un anillo. Si p es un ideal de A, entonces p es un ideal

primo de A si, y solamente si, A/p es un dominio de integridad.

Demostración. Véase en [24, Lema 3.23]. □

Corolario 1.7 ([24, Observación 3.25 (i)]). Todo ideal maximal es un ideal

primo.

Demostración. En efecto, si m es un ideal maximal de un anillo A, por el

Teorema 1.2, A/m es un cuerpo y, por lo tanto, un dominio de integridad.

Luego, por el Teorema 1.5, m es un ideal primo de A. □
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Corolario 1.8 ([1, pág. 3]). Si A es un anillo, entonces ⟨0A ⟩ es un ideal primo

de A si, y solamente si, A es un dominio de integridad.

Demostración. Es inmediato del Teorema 1.5 y de la Observación 1.7. □

Corolario 1.9 ([24, Lema 3.28]). Sea A un anillo. Si I y p son ideales de A

tal que I ⊂ p, entonces p es un ideal primo de A si, y solamente si, p/I es un

ideal primo de A/I.

Demostración. Por la Observación 1.6, se tiene que (A/I)/(p/I) ∼= A/p.

Ahora, el resultado sigue del Teorema 1.5. □

Corolario 1.10. Sea A un anillo. Si I es un ideal propio de A, entonces P es

un ideal primo de A/I si, y solamente si, existe un único ideal primo p de A

tal que I ⊂ p y P = p/I.

Demostración. Es inmediato del teorema de la correspondencia y del

Corolario 1.9. □

Ejemplo 1.14. Todo ideal primo no zero de Z es de la forma ⟨p⟩, para algún

número primo positivo p. En efecto, para un número no negativo p, se tiene

que Zp es un dominio de integridad si, y solamente si, p es un número primo.

Luego, para un número no negativo p, por el Teorema 1.5, se tiene que ⟨p⟩ es

un ideal primo de Z si, y solamente si, p es un número primo.

Proposición 1.7. Sea A un anillo. Si I es un ideal propio de A, entonces

existe un ideal primo de A conteniendo a I.

Demostración. Como I es un ideal propio de A, por el Corolario 1.6, existe

un ideal maximal m de A tal que I ⊂ m. Por otro lado, por el Corolario 1.7, m

es un ideal primo, y esto finaliza la demostración. □

Conjunto multiplicativamente cerrado

Definición 1.9. Sean A un anillo y S un subconjunto de A. Se dice que S es

un conjunto multiplicativamente cerrado de A si las siguientes condiciones son

satisfechas:

(i) 1A ∈ S;

(ii) para todos r y s en S, rs ∈ S.

Ejemplo 1.15. Sea A un anillo. Si x es un elemento de A, entonces

S = {xn : n ∈ N0}
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es un conjunto multiplicativamente cerrado de A.

Teorema 1.6 ([24, Teorema 3.44]). Sean A un anillo e I un ideal de A. Si

S es conjunto multiplicativamente cerrado de A tal que I ∩ S = ∅, entonces

existe un ideal primo p de A tal que I ⊂ p y p ∩ S = ∅.

Demostración. Sea Σ el conjunto de ideales J de A tales que I ⊂ J y

J ∩ S = ∅. Como I es un ideal de A tal que I ⊂ p y p ∩ S = ∅, el conjunto Σ

es no vacío. Asimismo, Σ es parcialmente ordenado respecto a la relación de

inclusión. Ahora, si Ω es un conjunto totalmente ordenado no vacío de Σ, por la

Proposición 1.4, K :=
⋃

J∈Ω J es un ideal de A. Teniendo en cuenta que I ⊂ J ,

para todo J ∈ Ω, sigue que I ⊂ K. Por otro lado, puesto que J ∩ S = ∅, para

todo J ∈ Ω, se tiene que

K ∩ S =

(
⋃

J∈Ω

J

)
∩ S =

⋃

J∈Ω

(J ∩ S) = ∅

y, por lo tanto, K ∈ Σ. Además, es claro que K es una cota superior para Ω.

Entonces, por el Lema de Zorn, existe un elemento maximal p en Σ.

Se afirma que p es un ideal primo de A. En efecto, como p∩S = ∅ y

1A ∈ S (ya que S es un conjunto multiplicativamente cerrado de A), sigue que

1A /∈ p y, por lo tanto, p es un ideal propio de A. Ahora, sean x y y en A tales que

x /∈ p y y /∈ p. Se probará que xy /∈ p. Como I ⊂ p ⊊ p+⟨x⟩ e I ⊂ p ⊊ p+⟨y ⟩,

por la maximalidad de p en Σ, se tiene que (p+⟨x⟩)∩S ̸= ∅ y (p+⟨y ⟩)∩S ≠ ∅.

Entonces, existen a, b ∈ A y u, v ∈ p tales que r := u+ax ∈ S y s := v+by ∈ S.

Utilizando nuevamente el hecho que S es un conjunto multiplicativamente

cerrado de A, sigue que

rs = (u + ax)(v + by) = [uv + (by)u + (ax)v] + (ab)(xy)

pertenece a S. Como uv+(by)u+(ax)v ∈ p y p∩S = ∅, concluyese que xy /∈ p.

Esto muestra que p es un ideal primo de A tal que I ⊂ p y p ∩ S = ∅. □

El espectro primo de un anillo

Definición 1.10. Sea A un anillo. Se define el espectro primo de A, denotado

por Spec(A), como el conjunto de todos los ideales primos de A.

Expresado en forma conjuntista,

Spec(A) = {p : p es un ideal primo de A}.
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Observación 1.10. Si A es un anillo, entonces Max(A) ⊂ Spec(A). En efecto,

si A es un anillo cero, por la Observación 1.9, Max(A) = ∅ ⊂ Spec(A). Ahora,

si A es un anillo no cero, el resultado es consecuencia inmediata del Corolario

1.7.

Observación 1.11. Si A es un anillo, entonces Spec(A) = ∅ si, y solamente si,

A = {0A}. En efecto, supóngase inicialmente que Spec(A) = ∅. Luego, si A es

un anillo no cero, por la Proposición 1.7, existe un ideal primo p de A tal que

⟨0A ⟩ ⊂ p y, por lo tanto, Spec(A) ̸= ∅, una contradicción. Esto muestra que

A = {0A}. Reciprocamente, si A es un anillo cero, entonces A no posee ideales

propios y, por lo tanto, no existe ideales primos. Esto implica que Spec(A) = ∅.

Ejemplo 1.16. Sea A un anillo. Si I es un ideal propio de A, entonces

Spec(A/I) = {p/I : p ∈ Spec(A) e I ⊂ p}.

En efecto, esto sigue del Corolario 1.10.

Ejemplo 1.17. El espectro primo de Z es

Spec(Z) = Max(Z) ∪· {⟨0⟩}.

En efecto, esto sigue de los ejemplos 1.12 y 1.14, y de los corolarios 1.3 y 1.8.

Ejemplo 1.18. Sean s ∈ N, p1, . . . , ps números primos positivos diferentes y

k1, . . . , ks números enteros positivos. Si n = pk11 · · · pkss , entonces

Spec(Zn) = Max(Zn).

En efecto, por el ejemplos 1.7 y 1.14, el conjunto de ideales primos de Z que

contienen a ⟨n⟩ es {⟨pi ⟩ : 1 ≤ i ≤ s}. Luego, por el Ejemplo 1.16 y por la

Observación 1.8, concluyese que Spec(Zn) = {⟨ [pi ]⟩ : 1 ≤ i ≤ s}. Así, por el

Ejemplo 1.13, Spec(Zn) = Max(Zn).

El radical de un ideal

Definición 1.11. Sean A un anillo e I un ideal de A. Se define el radical del

ideal I, denotado por rad I, como el conjunto de todos los elementos a en A

tales que an pertenezca a I, para algún entero positivo n.

Expresado en forma conjuntista,

rad I = {a ∈ A : an ∈ I, para algún n ∈ N}.
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Lema 1.1 ([24, Lema 3.46]). Sea A un anillo. Si I es un ideal de A, entonces

rad I es un ideal de A conteniendo a I.

Demostración. Es claro que I ⊂ rad I, pues a = a1 ∈ I, para todo a ∈ I; es

decir, a ∈ rad I, para todo a ∈ I. A continuación se mostrará que rad I es un

ideal de A. En efecto, sean x, y ∈ rad I y a ∈ A. Entonces, existen m,n ∈ N

tales que xm ∈ I y yn ∈ I. Luego, por el binomio de Newton,

(x + ay)m+n−1 =

m+n−1∑

i=0

(
m + n− 1

i

)
xm+n−1−iaiyi.

Ahora, para cada i ∈ {0, 1, . . . ,m + n− 1}, se tiene lo siguiente: si i ≤ n− 1

entonces n− 1− i ≥ 0, y si i ≥ n entonces i− n ≥ 0. Luego,

u :=

n−1∑

i=0

(
m + n− 1

i

)
xn−1−iaiyi

y

v :=

m+n−1∑

i=n

(
m + n− 1

i

)
xm+n−1−iaiyi−n

son elementos de A. Como

(x + ay)m+n−1 = uxm + vyn,

concluyese que (x + ay)m+n−1 ∈ I, ya que xm y yn pertenecen al ideal I. Así,

rad I es un ideal de A. □

La siguiente proposición da una definición alternativa del radical de

un ideal.

Proposición 1.8. Sea A un anillo. Si I es un ideal de A, entonces el radical

de I es la intersección de todos los ideales primos de A que contienen a I.

Demostración. Sea P la familia de todos los ideales primos de A que con-

tienen a I. Sea a un elemento de rad I. Entonces, existe n ∈ N tal que an ∈ I.

Ahora, si p ∈ P, entonces an ∈ p. Siendo p es un ideal primo, sigue que a ∈ p

y, por lo tanto, a ∈
⋂

p∈P p. Esto muestra que

rad I ⊂
⋂

p∈P

p. (1.1.6 (1))
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Para establecer la inclusión contraria, sea a ∈
⋂

p∈P p. Entonces, a ∈ p, para

todo ideal p ∈ P. Se probará que a ∈ rad I. En efecto, procediendo por el

absurdo, supóngase que a /∈ rad I. Considere el conjunto multiplicativamente

cerrado S = {an : n ∈ N0} de A. Como a /∈ rad I, entonces am /∈ I, para todo

m ∈ N0. Así, I ∩S = ∅. Por lo tanto, por el Teorema 1.6, existe un ideal primo

q de A tal que I ⊂ q y q ∩ S = ∅. Esto implica que q ∈ P y, por lo tanto,

a ∈ q ∩ S, contradiciendo el hecho que q ∩ S = ∅. Esto muestra que

⋂

p∈P

p ⊂ rad I. (1.1.6 (2))

Por lo tanto, de (1.1.6 (1)) y (1.1.6 (2)), rad I =
⋂

p∈P p. □

Corolario 1.11. Sea A un anillo. Si I es un ideal de A, entonces rad I ⊂ p,

para todo ideal primo p que contiene a I.

Demostración. Sea p un ideal primo de A que contiene I. Por la Proposición

1.8, se tiene que rad I es la intersección de todos los ideales primos de A que

contienen a I y, por lo tanto, rad I ⊂ p. □

Corolario 1.12. Sea A un anillo. Si I es un ideal propio de A, entonces rad I

es un ideal propio de A.

Demostración. Como I es un ideal propio de A, por la Proposición 1.7,

existe un ideal primo p de A conteniendo a I. Luego, por el Corolario 1.11,

rad I ⊂ p ⊊ A y, por lo tanto, rad I es un ideal propio de A. □

Un ideal I de un anillo A, se dice que es un ideal radical si coincide

con su radical, es decir, si rad I = I.

Proposición 1.9. Todo ideal primo de un anillo es radical. En particular,

todo ideal maximal de un anillo es radical.

Demostración. Sea p un ideal primo de un anillo A. Por el Lema 1.1, p ⊂ rad p.

Por otro lado, por el Corolario 1.11, se tiene que rad p ⊂ p. Por lo tanto,

rad p = p, es decir, p es un ideal radical.

Ahora, si m un ideal maximal de A, por el Corolario 1.7, m es un

ideal primo de A. Luego, por lo visto anteriormente, m es un ideal radical. □
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El nilradical de un anillo

Un elemento x de un anillo A es llamado nilpotente, si existe n en N

tal que xn = 0A. Por ejemplo, en todo anillo A, 0A es un elemento nilpotente,

pues 01A = 0A.

En un dominio de integridad A, el único elemento nilpotente es 0A.

Entretanto, en el anillo Z4 = {[0], [1], [2], [3]}, los elementos nilpotentes son

[0] y [2].

Observación 1.12. Sea A un anillo A. Si x es un elemento nilpotente de A,

entonces 1A−x es una unidad en A. En efecto, siendo x un elemento nilpotente

de A, existe n ∈ N tal que xn = 0A. Como

1A = 1A − xn = (1A − x)
n−1∑

i=0

xi,

concluyese que 1A − x es una unidad en A.

Definición 1.12. Sean A un anillo e I un ideal de A. Se define el nilradical

de A, denotado por ℵA, como el conjunto de todos los elementos nilpotentes de

A.

Expresado en forma conjuntista,

ℵA = {a ∈ A : an = 0A, para algún n ∈ N}.

Observación 1.13. El nilradical de un anillo A es el radical del ideal ⟨0A ⟩.

En particular, el nilradical de A es un ideal de A.

La siguiente proposición da una definición alternativa del nilradical

de un anillo.

Proposición 1.10. El nilradical de un anillo A es la intersección de todos los

ideales primos de A.

Demostración. Como todo ideal primo de A contiene el ideal ⟨0A ⟩, por la

Proposición 1.8, sigue que rad⟨0A ⟩ es la intersección de todos los ideales primos

de A. Entretanto, por la Observación 1.13, se tiene que ℵA = rad⟨0A ⟩, y esto

finaliza la demostración. □
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1.2 Módulos

En esta sección, se define lo que es un módulo. Se relacionará dos

módulos, a través de un homomorfismo entre ellos. También, se estudiará una

subestructura llamada submódulo. Asimismo, se estudiará algunas operaciones

con submódulos.

1.2.1 Módulos y homomorfismos de módulos

Un módulo sobre un anillo es una generalización del concepto de

espacio vectorial sobre un cuerpo, donde los correspondientes escalares son los

elementos del anillo.

Definición 1.13. Sea A un anillo. Un módulo sobre A o un A-módulo es una

cuaterna (M,+, A, · ), donde (M,+) es un grupo abeliano y · : A×M −→ M

es una operación externa, satisfaciendo las siguientes condiciones:

(i) para todo a en A, y, para todos m y n en M , a · (m + n) = a ·m + a · n;

(ii) para todos a y b en A, y, para todo m en M , (a + b) ·m = a ·m + b ·m;

(iii) para todos a y b en A, y, para todo m en M , (ab) ·m = a · (b ·m);

(iv) para todo m en M , 1A ·m = m.

Ejemplo 1.19. Sean A un anillo y M = {m} un conjunto unitario. En M

se definen una operación interna + y una operación externa · de la seguinte

forma:

m +m = m y a ·m = m,

para todo a en A. La cuaterna (M,+, A, · ) es un A-módulo y se denomina

A-módulo cero.

Por un abuso de notación, se suele escribir M simplemente, en vez

de (M,+, A, · ), y se dice łM es un A-módulož (para distinguir de łM es un

conjuntož). Asimismo, cuando no hay confusión respecto a la operación externa

· que se está considerando, se denotará el producto escalar a ·m simplemente

por am.

Ejemplo 1.20. Sea K un cuerpo. Todo K-espacio vectorial es un K-módulo.
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Ejemplo 1.21. Todo anillo es un módulo sobre sí mismo, donde la operación

externa es la multiplicación del anillo. Es decir, si A es un anillo entonces A es

un A-módulo.

Ejemplo 1.22. Todo grupo abeliano (G,+), es un Z-módulo con la operación

externa ·, definida de la seguinte forma:

n · g =





ng, si n > 0;

0G, si n = 0;

(−n)g, si n < 0;

para todo g en G y n ∈ Z. Más aún, · : Z × G −→ G es la única operación

externa que convierte a (G,+) en un Z-módulo.

Ejemplo 1.23. Sea A un anillo y sea (Mλ)λ∈Λ una familia indexada no vacía

de A-módulos. El producto cartesiano
∏

λ∈ΛMλ es un A-módulo, con las

operaciones de adición y multiplicación por escalar, definidas de la siguiente

manera:

(mλ)λ∈Λ + (nλ)λ∈Λ = (mλ + nλ)λ∈Λ,

a(mλ)λ∈Λ = (amλ)λ∈Λ,

para todos (mλ)λ∈Λ, (nλ)λ∈Λ ∈
∏

λ∈ΛMλ y a ∈ A. Este nuevo A-módulo es

llamado el producto directo de la familia (Mλ)λ∈Λ; su elemento cero es (0Mλ
)λ∈Λ

y el opuesto de una familia (mλ)λ∈Λ es (−mλ)λ∈Λ.

Si Λ = {1, . . . , s}, para algún s ∈ N, se suele escribir simplemente∏s
i=1Mi, en vez de

∏
λ∈{1,...,s}Mλ. En particular, para n = 2 se acostumbra

escribir M1 ×M2, en vez de
∏2

i=1Mi.

Nota 1.2. Las condiciones de la Definición 1.13, tienen varias propiedades

con respecto a la manipulación de expresiones que involucran adición y multi-

plicación escalar, muchas de ellas similares a las propiedades de los espacios

vectoriales, cuyas demostraciones, también, son similares. Se supondrá el cono-

cimiento y la veracidad de tales propiedades, por ejemplo, el resultado

0A ·m = 0M , para todo m en M .
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1.2.1.1 Homomorfismo de módulos

Un homomorfismo de módulos es una generalización del concepto de

transformación lineal, en particular, conserva las estructuras de ambos módulos.

Definición 1.14. Sea A un anillo. Sean (M,+M , A, ·M ) y (N,+N , A, ·N ) A-

módulos. Una función f : M −→ N se dice que es un homomorfismo (o

homomorfismo de módulos), si satisface las siguientes condiciones:

(i) para todos m y m′ en M , f (m +M m′) = f (m) +N f (m′);

(ii) para todos a en A y m en M , f (a ·M m) = a ·N f (m).

Se define el núcleo de f , denotado por ker f , como la imagen inversa

de {0N} por f , es decir,

ker f = f−1(0N ).

Si f : M −→ N es un homomorfismo de A-módulos biyectivo, se

dice que f es un isomorfismo. Asimismo, se dice que M y N son isomorfos

como módulos, denotado por M ∼= N , si existe un isomorfismo f : M −→ N .

Todos los A-módulos ceros son isomorfos entre sí. Más precisamente,

dos A-módulos ceros son isomorfos (bajo un único isomorfismo). De esta forma,

existe un único A-módulo que consta de un solo elemento, salvo isomorfismo.

Si f : M −→ N es un isomorfismo de A-módulos, la función f−1 :

N −→ M , también, es un isomorfismo.

Cuando existe la necesidad de especificar las estructuras de los A-

módulos M y N , un homomorfismo f : M −→ N , se acostumbra escribir

f : (M,+M , A, ·M ) −→ (N,+N , A, ·N ).

Observación 1.14. Las condiciones de la Definición 1.14, tienen varias

propiedades con respecto a la manipulación de expresiones que involucran

adición y multiplicación escalar, muchas de ellas similares a las propiedades de

las transformaciones lineales, cuyas demostraciones, también, son similares. Se

supondrá el conocimiento y la veracidad de tales propiedades, por ejemplo, los

resultados

f (0M ) = 0N

y

f (m−m′) = f (m)− f (m′), para todos m y m′ en M .
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1.2.2 Submódulos y módulo cociente

Un submódulo de un módulo sobre un anillo es un subgrupo con

respecto a la adición, y es absorbente con respecto a la multiplicación escalar.

El concepto de submódulo es una generalización de la noción de subespacio

vectorial. Los submódulos constituyen la subestructura más importante de un

módulo sobre un anillo.

Definición 1.15. Sea A un anillo. Sean M un A-módulo y N un subconjunto

no vacío de M . Se dice que N es un submódulo de M si las siguientes condiciones

son satisfechas:

(i) para todos m y n en N , m + n ∈ N ;

(ii) para todo m en N y todo a en A, am ∈ N .

Ejemplo 1.24. Sea A un anillo. Si M es un A-módulo, entonces {0M} y M

son submódulos de M . Estos submódulos se denominan submódulos triviales de

M . En particular, si M = {0M}, se tiene que M es el único submódulo de M .

Ejemplo 1.25. Sea A un anillo. Si f : M −→ N es un homomorfismo de

A-módulos, entonces el núcleo de f es un submódulo de M .

Si M es un A-módulo, se denotará por SA(M) al conjunto de sub-

módulos de M .

Ejemplo 1.26. Sea A un anillo. Los submódulos de A considerado como

módulo sobre sí mismo, son los ideales de A. Es decir,

SA(A) = {I : I es un ideal de A}.

Ejemplo 1.27. Sea K un cuerpo. Si V es un K-espacio vectorial, los submó-

dulos de V son los subespacios vectoriales de V . Es decir,

SK(V ) = {W : W es un subespacio vectorial de V }.

Definición 1.16. Sea A un anillo. Sean M un A-módulo y N un submódulo

de M . Se dice que N es un submódulo propio si este es un subconjunto propio

de M .

Ejemplo 1.28. Sea A un anillo. Si M es un A-módulo no cero, entonces

⟨0M ⟩A es un submódulo propio de M .
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El siguiente resultado, sigue inmediatamente de la Definición 1.16.

Proposición 1.11. Sea A un anillo. Sean M un A-módulo y N un subconjunto

de M. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) N es un submódulo de M ;

(2) (i) N es no vacío;

(ii) para todos m y n en N y todo a en A, m + an ∈ N ;

(3) (i) 0M ∈ N ;

(ii) para todos m y n en N y todo a en A, m + an ∈ N.

1.2.2.1 Módulo cociente

Sean A un anillo y M un A-módulo. Dado un submódulo N de M ,

se define una relación de equivalencia ∼N en M por

m ∼N n si m− n ∈ N,

llamada congruencia módulo N .

La clase de equivalencia del elemento m ∈ M , se denota por [m ], es

decir,

[m ] = {n ∈ M : n ∼N m} = {m + x : x ∈ N}.

Se define el conjunto cociente de M por el submódulo N como el

conjunto de todas las clases de equivalencia de elementos de M , y se denota

por M/N . Así,

M/N = {[m ] : m ∈ M}.

Al conjunto M/N , de modo natural, se dota de una estructura de

A-módulo, con las operaciones heredadas de M , de la siguiente manera:

[m ] + [n ] := [m + n ] y a · [m ] := [am ],

para todos m,n ∈ M y a ∈ A. Este nuevo módulo (M/N,+, A, ·) se denomina

A-módulo cociente de M por N ; su elemento cero es [0M ] y el opuesto de una

clase [m ] es [−m ].

La aplicación natural

π : M −→ M/N

m 7−→ [m ]
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es un homomorfismo sobreyectivo con ker π = N , el cual es llamado proyección

canónica.

Ejemplo 1.29. Sean A un anillo e I un ideal de A. El conjunto cociente A/I

es un A-módulo con las operaciones

[x ] + [y ] := [x + y ] y a · [x ] := [ax ],

para todos x, y, a ∈ A.

Observación 1.15. Sean A un anillo y M un A-módulo. Si N es un submódulo

de M , entonces M/N es un A-módulo cero si, y solamente si, N = M .

Ejemplo 1.30. Sean A un anillo y M un A-módulo. Sean N y K submódulos

de M tales que N ⊂ K. El conjunto

K/N = {[m ] : m ∈ K},

es un submódulo del A-módulo cociente M/N .

A continuación se enuncia, sin su demostración, el teorema funda-

mental de los homomorfismos para módulos, el cual es un resultado importante

en la teoría de módulos. Este teorema establece un isomorfismo entre módulos

y módulos cociente, a partir de un homomorfismo sobreyectivo.

Teorema 1.7 (Teorema fundamental de los homomorfismos). Sea A un anillo.

Sean M y N dos A-módulos. Si f : M −→ N es un homomorf ismo sobreyectivo,

entonces existe un único isomorf ismo f : M/ ker f −→ N tal que f = f ◦ π,

donde π : M −→ M/ ker f es la proyección canónica.

La construcción del isomorfismo cuya existencia afirma el teorema

fundamental de los homomorfismos, se puede expresar mediante el siguiente

diagrama conmutativo:

M N

M/ ker f

π

f

f
	

Observación 1.16. Sean A un anillo y M un A-módulo. Si N y K son

submódulos de M tales que N ⊂ K, entonces

(M/N)/(K/N) ∼= M/K.
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Existe una conexión muy importante entre los homomorfismos de

módulos, submódulos y módulos cocientes, este es el llamado teorema de la

correspondencia para módulos.

Teorema 1.8 (Teorema de la correspondencia). Sea A un anillo. Sean M un

A-módulo y N un submódulo de M. La función

Θ : {K ∈ SA(M) : N ⊂ K} −→ SA(M/N)

K 7−→ K/N

es biyectiva.

Demostración. Véase en [24, Ejercicio 6.24]. □

Ejemplo 1.31. Sea A un anillo. Si I es un ideal de A, entonces

SA(A/I) = {J/I : J es un ideal de A e I ⊂ J} = SA/I(A/I).

En efecto, la primera igualdad es consecuencia del teorema de la correspon-

dencia para módulos y del Ejemplo 1.26; mientras que la segunda igualdad

es consecuencia del teorema de la correspondencia para anillos y del Ejemplo

1.26.

1.2.3 Operaciones con submódulos

En esta subsección, se estudiará ciertas operaciones en módulos sobre

anillos, las cuales serán utilizadas a lo largo de esta tesis.

1.2.3.1 Intersección de submódulos

Proposición 1.12. Sean A un anillo y M un A-módulo. Si (Nλ)λ∈Λ es una

familia indexada de submódulos de M, entonces
⋂

λ∈ΛNλ es un submódulo de

M.

Demostración. Si Λ = ∅, la intersección es M el cual es un submódulo

de M . Supóngase ahora que Λ ̸= ∅. Como 0M ∈ Nλ, para todo λ ∈ Λ,

se tiene que 0M ∈
⋂

λ∈ΛNλ. Sean ahora m,n ∈
⋂

λ∈ΛNλ y a ∈ A. Para

finalizar la demostración, se mostrará que m+ an ∈
⋂

λ∈ΛNλ. En efecto, como

m,n ∈
⋂

λ∈ΛNλ, se tiene que m,n ∈ Nλ, para todo λ ∈ Λ. Sea µ ∈ Λ. Teniendo

en vista que m,n ∈ Nµ y siendo Nµ un submódulo de M , concluyese que
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m+an ∈ Nµ. Puesto que µ ∈ Λ es arbitrário, se obtiene que m+an ∈
⋂

λ∈ΛNλ.

Esto muestra que
⋂

λ∈ΛNλ es un submódulo de M . □

Submódulo generado por un conjunto

Sea A un anillo. Sean M un A-módulo y X un subconjunto de M .

Sea X la familia de todos los submódulos de M que contienen a X. Tenga en

cuenta que X ̸= ∅, ya que M ∈ X. Se define el submódulo de M generado

por X, denotado por ⟨X ⟩A, como la intersección de todos los submódulos

pertenecientes a la familia X, es decir,

⟨X ⟩A =
⋂

N∈X

N.

De esta forma, ⟨X ⟩A es un submódulo de A (por la Proposición 1.12) y

X ⊂ ⟨X ⟩A. Más aún, ⟨X ⟩A es el menor submódulo de M que contiene a X.

Si X = ∅, se tiene que ⟨X ⟩A = {0M}. Si X = {x1, . . . , xn},

para algún n ∈ N, se suele escribir simplemente ⟨x1, . . . , xn ⟩A, en vez de

⟨{x1, . . . , xn}⟩A.

Proposición 1.13. Sean A un anillo y M un A-módulo. Si X es un subconjunto

no vacío de M, entonces

⟨X ⟩A =

{
s∑

i=1

aixi : s ∈ N, ai ∈ A, xi ∈ X, 1 ≤ i ≤ s

}
.

Demostración. Sea X la familia de todos los submódulos de M que contienen

a X. Considere el conjunto

N0 =

{
s∑

i=1

aixi : s ∈ N, ai ∈ A, xi ∈ X, 1 ≤ i ≤ s

}
.

Es claro que X ⊂ N0, pues x = 1A · x =
∑1

i=1 1A · x ∈ N0, para todo x ∈ X.

A continuación se mostrará que N0 es un submódulo de M . De hecho, sean

m,n ∈ N0 y a ∈ A. Entonces, existen r, s ∈ N, ai, bj ∈ A y xi, x
′
j ∈ X, para

todos los índices i, j ∈ N tales que 1 ≤ i ≤ r y 1 ≤ j ≤ s, con

m =

r∑

i=1

aixi y n =

s∑

j=1

bjx
′
j.
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Luego,

m + an =

r+s∑

k=1

ckx̃k,

donde

ck =




ak, si 1 ≤ k ≤ r;

abk−r, si r + 1 ≤ k ≤ r + s;
y x̃k =




xk, si 1 ≤ k ≤ r;

x′k−r, si r + 1 ≤ k ≤ r + s.

Como ck ∈ A y x̃k ∈ X, para todo k ∈ N tal que 1 ≤ k ≤ r + s, sigue que

m + an ∈ N0. Esto muestra que N0 es un submódulo de M . Por lo tanto,

N0 ∈ X, y así

⟨X ⟩A ⊂ N0. (1.2.1 (1))

Para establecer la inclusión contraria, sea N ∈ X un elemento arbitrário. Se

mostrará que N0 ⊂ N . En efecto, dado p ∈ N0, existen t ∈ N, a′i ∈ A y x′′i ∈ X,

para todo i ∈ N tal que 1 ≤ i ≤ t, con

p =

t∑

i=1

a′ix
′′
i .

Teniendo en vista que a′i ∈ A y x′′i ∈ X ⊂ N , para todo i ∈ N tal que 1 ≤ i ≤ t;

y siendo N un submódulo, sigue que p ∈ N . Esto muestra que N0 ⊂ N , para

todo N ∈ X. De esta forma,

N0 ⊂ ⟨X ⟩A. (1.2.1 (2))

Por lo tanto, de (1.2.1 (1)) y (1.2.1 (2)), ⟨X ⟩A = N0. □

Corolario 1.13. Sea A un anillo. Sean M un A-módulo y X un subconjunto

de M. Si X = {x1, . . . , xs}, para algún s ∈ N, entonces

⟨x1, . . . , xs ⟩A =

{
s∑

i=1

aixi : ai ∈ A, 1 ≤ i ≤ s

}
.

Demostración. Sea X la familia de todos los submódulos de M que contienen

a X. Considere el conjunto

Ns =

{
s∑

i=1

aixi : ai ∈ A, 1 ≤ i ≤ s

}
.
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Dado k ∈ {1, . . . , s}, si s = 1 se tiene que x1 = 1A·x1; y si s > 1, xk =
∑s

i=1 δikxi,

donde

δik =




1A, si i = k;

0A, si i ≠ k.

Luego, xk ∈ Ns y, por lo tanto, X está contenido en Ns. A continuación se

mostrará que Ns es un submódulo de M . De hecho, sean m,n ∈ Ns y a ∈ A.

Entonces, existen ai, bi ∈ A, para todo i ∈ N tal que 1 ≤ i,≤ s, con

m =

s∑

i=1

aixi y n =

s∑

i=1

bixi.

Luego,

m + an =

s∑

i=1

aixi +

s∑

i=1

(abi)xi =

s∑

i=1

(ai + abi)xi,

y así m + an ∈ Ns. Esto muestra que Ns es un submódulo de M . Por lo tanto,

Ns ∈ X, y así

⟨X ⟩A ⊂ Ns. (1.2.2 (1))

Por otro lado, por la Proposición 1.13, todo elemento de Ns pertenece a ⟨X ⟩A,

es decir,

Ns ⊂ ⟨X ⟩A. (1.2.2 (2))

Por lo tanto, de (1.2.2 (1)) y (1.2.2 (2)), ⟨X ⟩A = Ns. □

Ejemplo 1.32. Sean p y q dos números primos positivos diferentes. El conjunto

de los submódulos del Z-módulo Zpq es

SZ(Zpq) =
{
⟨ [0]⟩

Z
, ⟨ [p ]⟩

Z
, ⟨ [q ]⟩

Z
,Zpq

}
.

En efecto, esto sigue inmediatamente de los ejemplos 1.8 y 1.31.

1.2.3.2 Unión de submódulos

En general, la unión de una familia de submódulos no es un sub-

módulo. Por ejemplo, H := ⟨2⟩ ∪ ⟨3⟩ no es un submódulo del Z-módulo Z.

Entretanto, si la familia es totalmente ordenada la unión de la familia es

también un submódulo.

Proposición 1.14. Sean A un anillo y M un A-módulo. Si (Nλ)λ∈Λ es una
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familia indexada de submódulos totalmente ordenada de M, entonces
⋃

λ∈ΛNλ

es un submódulo de M.

Demostración. Dado un elemento µ ∈ Λ fijo, se tiene que 0M ∈ Nµ y,

por lo tanto, 0M ∈
⋃

λ∈ΛNλ. Sean ahora m,n ∈
⋃

λ∈ΛNλ y a ∈ A. Para

finalizar la demostración, se mostrará que m+ an ∈
⋃

λ∈ΛNλ. En efecto, como

m,n ∈
⋃

λ∈ΛNλ, existen κ, µ ∈ Λ tales que m ∈ Nκ y n ∈ Nµ. Siendo (Nλ)λ∈Λ

una familia indexada totalmente ordenada, existe η ∈ {κ, µ} tal que Nκ ⊂ Nη

y Nµ ⊂ Nη. Luego, m,n ∈ Nη. Teniendo en vista que Nη es un submódulo de

M , concluyese que m + an ∈ Nη. Por lo tanto,

m + an ∈
⋃

λ∈Λ

Nλ.

Esto muestra que
⋃

λ∈ΛNλ es un submódulo de M . □

1.2.3.3 Suma de submódulos

Sea A un anillo. Sean M un A-módulo y (Nλ)λ∈Λ una familia inde-

xada de submódulos de M . Se define la suma
∑

λ∈ΛNλ de la familia (Nλ)λ∈Λ,

como el submódulo de M generado por
⋃

λ∈ΛNλ, es decir,

∑

λ∈Λ

Nλ =

〈
⋃

λ∈Λ

Nλ

〉

A

.

Si Λ = ∅, entonces
∑

λ∈ΛNλ = ⟨∅⟩A = ⟨0M ⟩A. Si Λ = {1, . . . , s}, pa-

ra algún s ∈ N, se suele escribir simplemente
∑s

i=1Ni, en vez de
∑

λ∈{1,...,s}Nλ.

En particular, para n = 2 se acostumbra escribir N1 +N2, en vez de
∑2

i=1Ni.

Dados dos submódulos N y K de un A-módulo M , se dice que su

suma N +K es directa, denotado por N ⊕K, si N ∩K = ⟨0M ⟩A.

Se dice que N es un sumando directo propio de M , si N es un

submódulo propio de M y existe un submódulo K de M tal que M = N ⊕K.

Por ejemplo, todo subespacio propio de un espacio vectorial V sobre un cuerpo

K es un sumando directo de V .

Proposición 1.15. Sean A un anillo y M un A-módulo. Si (Nλ)λ∈Λ es una

familia indexada no vacía de submódulos de M, entonces

∑

λ∈Λ

Nλ =

{
s∑

i=1

mλi
: s ∈ N, λi ∈ Λ, mλi

∈ Nλi
, 1 ≤ i ≤ s

}
.
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Demostración. Sea X la familia de todos los submódulos de M que contienen

a X :=
⋃

λ∈ΛNλ. Considere el conjunto

N =

{
s∑

i=1

mλi
: s ∈ N, λi ∈ Λ, mλi

∈ Nλi
, 1 ≤ i ≤ s

}
.

Dado λ ∈ Λ fijo, mλ =
∑1

i=1mλ ∈ N , para todo mλ ∈ Nλ. Es decir, Nλ ⊂ N ,

para todo λ ∈ Λ y, por lo tanto, X ⊂ N . A continuación se mostrará que N

es un submódulo de M . De hecho, sean m,n ∈ N y a ∈ A. Entonces, existen

r, s ∈ N, λi, µj ∈ Λ, mλi
∈ Nλi

y mµj
∈ Nµj

, para todos los índices i, j ∈ N

tales que 1 ≤ i ≤ r y 1 ≤ j ≤ s, con

m =

r∑

i=1

mλi
y n =

s∑

j=1

mµj
.

Luego,

m + an =

r+s∑

k=1

nk,

donde

nk =




mλk

, si 1 ≤ k ≤ r;

amµk−r
, si r + 1 ≤ k ≤ r + s.

Como nk ∈ Nλk
, para todo k ∈ N tal que 1 ≤ k ≤ r+ s, sigue que m+ an ∈ N .

Esto muestra que N es un submódulo de M . Por lo tanto, N ∈ X, y así

⟨X ⟩A ⊂ N. (1.2.3 (1))

Por otro lado, por la Proposición 1.13, todo elemento de N pertenece a ⟨X ⟩A,

es decir,

N ⊂ ⟨X ⟩A. (1.2.3 (2))

Por lo tanto, de (1.2.3 (1)) y (1.2.3 (2)), ⟨X ⟩A = N . □

Corolario 1.14. Sean A un anillo y M un A-módulo. Si s ∈ N y N1, . . . , Ns

son submódulos de M, entonces

s∑

i=1

Ni =

{
s∑

i=1

mi : mi ∈ Ni, 1 ≤ i ≤ s

}
.
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Demostración. Sea X la familia de todos los submódulos de M que contienen

a X :=
⋃s

i=1Ni. Considere el conjunto

Ps =

{
s∑

i=1

mi : mi ∈ Ni, 1 ≤ i ≤ s

}
.

Dado k ∈ {1, . . . , s}, sea mk ∈ Nk. Si s = 1, se tiene que k = 1 y m1 =
∑1

i=1mi;

y si s > 1, mk =
∑s

i=1mi, donde

mi =




mk, si i = k;

0M , si i ≠ k.

Luego, mk ∈ Ps, para todo mk ∈ Nk. Es decir, Nk ⊂ Ps, para todo k ∈

{1, . . . , s} y, por lo tanto, X ⊂ Ps. A continuación se mostrará que Ps es

un submódulo de M . De hecho, sean m,n ∈ Ps y a ∈ A. Entonces, existen

mi, ni ∈ Ni, para todo i ∈ N tal que 1 ≤ i ≤ s, con

m =

s∑

i=1

mi y n =

s∑

i=1

ni.

Luego,

m + an =

s∑

i=1

mi +

s∑

i=1

ani =

s∑

i=1

(mi + ani).

Como mi + ani ∈ Ni, para todo i ∈ N tal que 1 ≤ i ≤ s, concluyese que

m + an ∈ Ps. Esto muestra que Ps es un submódulo de M . Por lo tanto,

Ps ∈ X, y así

⟨X ⟩A ⊂ Ps. (1.2.4 (1))

Por otro lado, por la Proposición 1.15, todo elemento de Ps pertenece a ⟨X ⟩A,

es decir,

Ps ⊂ ⟨X ⟩A. (1.2.4 (2))

Por lo tanto, de (1.2.4 (1)) y (1.2.4 (2)), ⟨X ⟩A = Ps. □

1.2.3.4 Submódulos extendidos

En general, no se puede definir el producto de dos submódulos.

Entretanto, se puede definir el producto IN , donde I es un ideal de A y N es

un submódulo de un A-módulo M . Este producto será llamado de submódulo
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extendido de I por N .

Definición 1.17. Sean A un anillo y M un A-módulo. Si N es un submódulo

de M e I es un ideal de A, se define el submódulo extendido de I por N , denotado

por IN , como el submódulo de M generado por {an : a ∈ I, n ∈ N}.

Expresado en forma conjuntista,

IN = ⟨{an : a ∈ I, n ∈ N}⟩A.

En particular, si I = ⟨a⟩ para algún elemento a de A, se denotará

el submódulo extendido IN simplemente por aN .

Proposición 1.16. Sean A un anillo y M un A-módulo. Si N es un submódulo

de M e I es un ideal de A, entonces

IN =

{
s∑

i=1

aini : s ∈ N, ai ∈ I, ni ∈ N, 1 ≤ i ≤ s

}
.

En particular, IN es un submódulo de N.

Demostración. Sea F el conjunto de todos los submódulos de M que contie-

nen a {an : a ∈ I, n ∈ N}. Considere el conjunto

K0 =

{
s∑

i=1

aini : s ∈ N, ai ∈ I, ni ∈ N, 1 ≤ i ≤ s

}
.

Es claro que {an : a ∈ I, n ∈ N} ⊂ K0, pues an =
∑1

i=1 an, para todos a ∈ I

y n ∈ N . A continuación se mostrará que K0 es un submódulo de M . De hecho,

sean m,n ∈ K0 y a ∈ A. Entonces, existen r, s ∈ N, ai, bj ∈ I y mi, nj ∈ N ,

para todos los índices i, j ∈ N tales que 1 ≤ i ≤ r y 1 ≤ j ≤ s, con

m =

r∑

i=1

aimi y n =

s∑

j=1

binj.

Luego,

m + an =

r+s∑

k=1

ckm̃k,
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donde

ck =




ak, si 1 ≤ k ≤ r;

abk−r, si r + 1 ≤ k ≤ r + s;
y m̃k =




mk, si 1 ≤ k ≤ r;

nk−r, si r + 1 ≤ k ≤ r + s.

Como ck ∈ I y m̃k ∈ N , para todo k ∈ N tal que 1 ≤ k ≤ r + s, sigue que

m + an ∈ K0. Esto muestra que K0 es un submódulo de M . Por lo tanto,

K0 ∈ F, y así

IN ⊂ K0. (1.2.5 (1))

Para establecer la inclusión contraria, sea p ∈ K0. Entonces, existen t ∈ N,

a′i ∈ I y n′
i ∈ N , para todo i ∈ N tal que 1 ≤ i ≤ s, con

p =

t∑

i=1

a′in
′
i.

Teniendo en vista que p =
∑t

i=1 1A(a
′
in

′
i) y a′in

′
i ∈ {an : a ∈ I, n ∈ N}, para

todo i ∈ N tal que 1 ≤ i ≤ t, por la Proposición 1.13, sigue que p ∈ IN . Esto

muestra que

K0 ⊂ IN. (1.2.5 (2))

Por lo tanto, de (1.2.5 (1)) y (1.2.5 (2)), IN = K0. □

Corolario 1.15. Sean A un anillo y M un A-módulo. Si N es un submódulo

de M y a es un elemento de A, entonces

aN = {an : n ∈ N}.

En particular, 0AN = ⟨0M ⟩A y 1AN = N.

Demostración. Considere el conjunto

K = {an : n ∈ N}.

Se probará que aN = K. En efecto, dado m ∈ aN , por la Proposición 1.16,

existen s ∈ N, xi ∈ ⟨a⟩ y ni ∈ N , para todo i ∈ N tal que 1 ≤ i ≤ s, con

m =

s∑

i=1

xini.
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Como xi ∈ ⟨a⟩, existe yi ∈ A tal que xi = ayi, para todo i ∈ N tal que

1 ≤ i ≤ s. Luego,

m =

s∑

i=1

(ayi)ni =

s∑

i=1

a(yini) = a
s∑

i=1

yini.

Puesto que, n′ =
∑s

i=1 yini ∈ N , sigue que m = an′ y, por lo tanto, m ∈ K.

Esto muestra que

aN ⊂ K. (1.2.6 (1))

Para establecer la inclusión contraria, sea m ∈ K. Entonces, m = an, para

algun n ∈ N . Teniendo en vista que an =
∑1

i=1 an y a ∈ ⟨a⟩, utilizando

nuevamente la Proposición 1.16, se tiene que m ∈ aN . Esto muestra que

K ⊂ aN. (1.2.6 (2))

Por lo tanto, de (1.2.6 (1)) y (1.2.6 (2)), aN = K.

Para finalizar la demostración, en los casos particulares de a = 0A y

b = 1A, se utilizará lo visto anteriormente. En estos casos, se tienen

0AN = {0A · n : n ∈ N} = {0M}

y

1AN = {1A · n : n ∈ N} = {n : n ∈ N} = N. □

Corolario 1.16. Sea A un anillo, considerado como un módulo sobre sí mismo.

(1) Para todo ideal I de A, IA ⊂ I.

(2) Para todo elemento a de I, aA ⊂ I.

Demostración. Inicialmente, se probará el ítem (1). Dado x ∈ IA, por la

Proposición 1.16, existen s ∈ N, ai ∈ I y xi ∈ A, para todo i ∈ N tal que

1 ≤ i ≤ s, con

x =

s∑

i=1

aixi.

Como I es un ideal de A, sigue que x =
∑s

i=1 aixi ∈ I. Por lo tanto, IA ⊂ I.

Ahora, se probará el ítem (2). Por el ítem (1), aA = ⟨a⟩A ⊂ ⟨a⟩ ⊂ I.

Por lo tanto, aA ⊂ I. □

Corolario 1.17. Sean A un anillo y M un A-módulo. Sean N y K submódulos
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de M tales que N ⊂ K. Si I y J son ideales de A tales que I ⊂ J, entonces

IN ⊂ JK.

Demostración. Dado m ∈ IN , por la Proposición 1.16, existen s ∈ N, ai ∈ I

y ni ∈ N , para todo i ∈ N tal que 1 ≤ i ≤ s, con

m =

s∑

i=1

aini.

Como N ⊂ K e I ⊂ J , sigue que ai ∈ J y ni ∈ K, para todo i ∈ N tal que

1 ≤ i ≤ s. Luego, utilizando nuevamente la Proposición 1.16, concluyese que

m ∈ JK y, por lo tanto, IN ⊂ JK. □

Corolario 1.18. Sean A un anillo y M un A-módulo. Si N es un submódulo

de M e I es un ideal de A, entonces

IN =
∑

a∈I

aN.

Demostración. Dado m ∈ IN , por la Proposición 1.16, existen s ∈ N, ai ∈ I

y ni ∈ N , para todo i ∈ N tal que 1 ≤ i ≤ s, con

m =

s∑

i=1

aini.

Como mai := aini ∈ aiN , para todo i ∈ N tal que 1 ≤ i ≤ s, por la Proposición

1.15, sigue que m =
∑s

i=1mai ∈
∑

a∈I aN . Esto muestra que

IN ⊂
∑

a∈I

aN. (1.2.7 (1))

A seguir, se establecerá la inclusión contraria. En efecto, por el Corolario 1.17,

se tiene que aN ⊂ IN , para todo a ∈ I. Luego,

∑

a∈I

aN ⊂ IN. (1.2.7 (2))

Por lo tanto, de (1.2.7 (1)) y (1.2.7 (2)), IN =
∑

a∈I aN . □

Corolario 1.19. Sean A un anillo y M un A-módulo. Si N es un submódulo
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de M e (Iλ)λ∈Λ es una familia indexada no vacía de ideales de A, entonces

(
∑

λ∈Λ

Iλ

)
N =

∑

λ∈Λ

IλN.

Demostración. Dado a ∈
∑

λ∈Λ Iλ, por la Proposición 1.5, existen s ∈ N,

λi ∈ Λ y cλi
∈ Iλi

, para todo i ∈ N tal que 1 ≤ i ≤ s, con

a =

s∑

i=1

cλi
.

Luego, dado un elemento arbitrário n en N ,

an =

(
s∑

i=1

cλi

)
n =

s∑

i=1

cλi
n.

Como cλi
n ∈ Iλi

N , para todo i ∈ N tal que 1 ≤ i ≤ s, por la Proposición 1.15,

an =
∑s

i=1 cλi
n ∈

∑
λ∈Λ IλN . Esto muestra que

{
an : a ∈

∑

λ∈Λ

Iλ, n ∈ N

}
⊂
∑

λ∈Λ

IλN

y, esto implica que

〈{
an : a ∈

∑

λ∈Λ

Iλ, n ∈ N

}〉

A

⊂
∑

λ∈Λ

IλN,

es decir, (
∑

λ∈Λ

Iλ

)
N ⊂

∑

λ∈Λ

IλN. (1.2.8 (1))

A seguir, se establecerá la inclusión contraria. En efecto, se tiene que Iµ ⊂∑
λ∈Λ Iλ, para todo µ ∈ Λ. Entonces, por el Corolario 1.17, IµN ⊂

(∑
λ∈Λ Iλ

)
N ,

para todo µ ∈ Λ. Luego,

∑

λ∈Λ

IλN ⊂

(
∑

λ∈Λ

Iλ

)
N. (1.2.8 (2))

Por lo tanto, de (1.2.8 (1)) y (1.2.8 (2)),
(∑

λ∈Λ Iλ
)
N =

∑
λ∈Λ IλN . □
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1.2.3.5 Ideal cociente

Utilizando los submódulos extendidos, se puede definir el ideal

cociente de dos submódulos. Este concepto, será esencial para generalizar

el concepto de variedades en el espectro primo de un anillo, hacia variedades

sobre el espectro primo de un módulo sobre un anillo.

Definición 1.18. Sean A un anillo y M un A-módulo. Si N y K son submó-

dulos de M , se define el ideal cociente de N por K, denotado por (N :A K),

como el conjunto de todos los elementos a en A tales que N contiene a aK.

Expresado en forma conjuntista,

(N :A K) = {a ∈ A : aK ⊂ N}.

Lema 1.2. Sean A un anillo y M un A-módulo. Si N y K son submódulos de

M, entonces (N :A K) es un ideal de A.

Demostración. Como 0AK = ⟨0M ⟩A ⊂ N (cf. Corolario 1.15), se tiene que

0A ∈ (N :A K). Sean ahora x, y ∈ (N :A K) y a ∈ A. Para finalizar la

demostración, se mostrará que x + ay ∈ (N :A K). Así, se mostrará que

(x + ay)K ⊂ N . En efecto, como x, y ∈ (N :A K), se tiene que xK ⊂ N y

yK ⊂ N . Luego, dado un elemento arbitrário m en K, por el Corolario 1.14,

(x + ay)m = xm + y(am) ∈ xK + yK ⊂ N.

Entonces, (x+ay)m ∈ N , para todo m ∈ K, y así se obtiene que (x+ay)K ⊂ N .

Por lo tanto, x + ay ∈ (N :A K). Esto muestra que (N :A K) es un ideal de

A. □

En el caso especial en que N = ⟨0M ⟩A, el ideal cociente

(
⟨0M ⟩A :A K

)
= {a ∈ A : aK = ⟨0M ⟩A}

= {a ∈ A : am = 0M , para todo m ∈ K}

es llamado el anulador de K, y se denota por AnnA(K).

Ejemplo 1.33. Si A es un anillo e I es un ideal de A, entonces (I :A A) = I.

En efecto, dado a ∈ (I :A A), se tiene que aA ⊂ I. Como a = a · 1A ∈ aA,
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concluyese que a ∈ I y, por lo tanto,

(I :A A) ⊂ I. (1.2.9 (1))

Para establecer la inclusión contraria, suponga que a ∈ I. Entonces, por el ítem

(2) del Corolario 1.16, aA ⊂ I, lo que implica que a ∈ (I :A A). Esto muestra

que

I ⊂ (I :A A). (1.2.9 (2))

Por lo tanto, de (1.2.9 (1)) y (1.2.9 (2)), (I :A A) = I.

Ejemplo 1.34. Si A es un anillo e I es un ideal de A, entonces (J/I :A A/I) =

J , para todo ideal J de A conteniendo a I. En efecto, sea J un ideal arbitrário

de A conteniendo a I. Dado a ∈ (J/I :A A/I), se tiene que a(A/I) ⊂ J/I.

Como [a ] = [a · 1A ] = a · [1A ] ∈ a(A/I),∗ concluyese que [a ] ∈ J/I y, por lo

tanto, a ∈ J . Esto muestra que

(J/I :A A/I) ⊂ J. (1.2.10 (1))

Para establecer la inclusión contraria, suponga que a ∈ J . Entonces, a · [x ] =

[a · x ] ∈ J/I, para todo x ∈ A; es decir, a(A/I) ⊂ J/I, lo que implica que

a ∈ (J/I :A A/I). Esto muestra que

J ⊂ (J/I :A A/I). (1.2.10 (2))

Por lo tanto, de (1.2.10 (1)) y (1.2.10 (2)), (J/I :A A/I) = J .

Ejemplo 1.35. Considérese el Z-módulo M = Z × Z y, para cada a ∈ N,

sea Na = ⟨ (a, 0)⟩
Z
. El ideal cociente de Na por M es ⟨0⟩. En efecto, dado

x ∈ (Na :Z M), se tiene que xM ⊂ Na. En particular, x(0, 1) ∈ ⟨ (a, 0)⟩
Z
.

Luego, existe y ∈ Z tal que (0, x) = y(a, 0) = (ya, 0) y, por lo tanto, x = 0. Esto

muestra que (Na :Z M) = ⟨0⟩.

Proposición 1.17. Sean A un anillo y M un A-módulo. Si N y K son

submódulos de M tales que N ⊂ K, entonces (N :A K) = AnnA(K/N).

Demostración. Dado a ∈ (N :A K), se tiene que aK ⊂ N . Luego, si m ∈ K

entonces am ∈ N y, por lo tanto, a[m ] = [am ] = [0M ].† Entonces, a[m ] = [0M ],

∗El símbolo [a ], denota a la clase de a ∈ A en el A-módulo cociente A/I.
†El símbolo [m ], denota a la clase de m ∈ M en el A-módulo cociente K/N .
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para todo m ∈ K. Es decir, a ∈ AnnA(K/N). Esto muestra que

(N :A K) ⊂ AnnA(K/N). (1.2.11 (1))

Para establecer la inclusión contraria, sea a ∈ AnnA(K/N). Entonces, [am ] =

a[m ] = [0M ], para todo m ∈ K. Esto implica que am ∈ N , para todo m ∈ K,

es decir, aK ⊂ N . Por lo tanto, a ∈ (N :A K). Esto muestra que

AnnA(K/N) ⊂ (N :A K). (1.2.11 (2))

Por lo tanto, de (1.2.11 (1)) y (1.2.11 (2)), (N :A K) = AnnA(K/N). □

El ideal cociente, posee varias propiedades interesantes. A continua-

ción se muestran algunas de estas propiedades. En lo que sigue de esta tesis, se

hará uso frecuente de tales propiedades.

Proposición 1.18. Sean A un anillo y M un A-módulo. El ideal cociente,

satisface las siguientes propiedades:

(1) Si N y K son submódulos de M tales que N ⊂ K, entonces (K :A N ) = A.

(2) Si N y K son submódulos de M tales que N ⊂ K, entonces N ̸= K si, y

solamente si, (N :A K) ̸= A.

(3) Si N es un submódulo de M, entonces N = M si, y solamente si,

(N :A M) = A.

(4) Si N y P son submódulos de M tales que N ⊂ P, entonces (N :A K) ⊂

(P :A K), para todo submódulo K de M.

(5) Si P y K son submódulos de M tales que P ⊂ K, entonces (N :A K) ⊂

(N :A P ), para todo submódulo N de M.

(6) Si (Nλ)λ∈Λ es una familia de submódulos de M, entonces
(⋂

λ∈ΛNλ :A K
)

=
⋂

λ∈Λ(Nλ :A K), para todo submódulo K de M.

(7) Si N y K son submódulos de M, entonces AnnA(K) ⊂ (N :A K).

(8) Si N y K son submódulos de M tales que N ⊂ K, entonces AnnA(K) ⊂

AnnA(N).

(9) Si N es un submódulo de M, entonces AnnA(N)N = ⟨0M ⟩A.

(10) Si N es un submódulo de M e I es un ideal de A, entonces I ⊂ (IN :A N ).

(11) Si N es un submódulo de M y m es un ideal maximal de A tal que

mN ̸= N, entonces (mN :A N) = m.

(12) Si N y K son submódulos de M, entonces (N :A K)K ⊂ N.

(13) Si N es un submódulo de M e I es un ideal de A, entonces (IN :A N )N =
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IN.

(14) Si N es un submódulo de M y a es un elemento de A, entonces

(aN :A N)N = aN.

(15) Si N y K son submódulos de M, entonces ((N :A K)K :A K) = (N :A K).

(16) Sean N y K submódulos de M. Si I es un ideal de A, entonces I ⊂

(N :A K) si, y solamente si, (IK :A K) ⊂ (N :A K).

(17) Sean N y K submódulos de M. Si a es un elemento de A, entonces

a ∈ (N :A K) si, y solamente si, (aK :A K) ⊂ (N :A K).

Demostración. Inicialmente, se probará el ítem (1). Dado a ∈ A, por la

Proposición 1.16, se tiene que aN ⊂ N . Como N ⊂ K, sigue que aN ⊂ K.

Entonces, a ∈ (K :A N) y, por lo tanto, A ⊂ (K :A N). Luego, (K :A N) = A.

Para el ítem (2), supóngase inicialmente que N ̸= K. Procediendo

por el absurdo, si (N :A K) = A entonces 1A ∈ (N :A K). Luego, por el

Corolario 1.15, K = 1AK ⊂ N ⊊ K, lo cual es una contradicción. Por lo

tanto, (N :A K) ̸= A. Recíprocamente, supóngase que (N :A K) ̸= A. Luego,

si N = K, por el ítem (1), se tendría que A = (N :A K) ⊊ A, lo que sería un

absurdo; es decir, N ̸= K.

El ítem (3) es consecuencia inmediata del ítem (2), considerando

K = M .

Para el ítem (4), sea K un submódulo arbitrário de M y supóngase

que a ∈ (N :A K). Entonces, aK ⊂ N . Como N ⊂ P , sigue que aK ⊂ P y,

por lo tanto, a ∈ (P :A K). Esto muestra que (N :A K) ⊂ (P :A K).

Para el ítem (5), sea N un submódulo arbitrário de M y supóngase

que a ∈ (N :A K). Entonces, aK ⊂ N . Como P ⊂ K, por el Corolario 1.17,

sigue que aP ⊂ aK y, por lo tanto, aP ⊂ N . Luego, a ∈ (N :A P ). Esto

muestra que (N :A K) ⊂ (N :A P ).

Para el ítem (6), sea K un submódulo arbitrário de M . Si Λ = ∅,

por el ítem (1), se tiene
(⋂

λ∈ΛNλ :A K
)
= (M :A K) = A =

⋂
λ∈Λ(Nλ :A K).

Supóngase ahora que Λ ̸= ∅. Sea µ ∈ Λ. Como
⋂

λ∈ΛNλ ⊂ Nµ, por el ítem (4),(⋂
λ∈ΛNλ :A K

)
⊂ (Nµ :A K). Siendo µ ∈ Λ arbitrário, concluyese que

(
⋂

λ∈Λ

Nλ :A K

)
⊂
⋂

λ∈Λ

(Nλ :A K). (1.2.12 (1))

Para establecer la inclusión contraria, suponga que a ∈
⋂

λ∈Λ(Nλ :A K).

Entonces, a ∈ (Nλ :A K), para todo λ ∈ Λ; es decir, aK ⊂ Nλ, para todo λ ∈ Λ.
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Luego, aK ⊂
⋂

λ∈ΛNλ, lo que implica que a ∈
(⋂

λ∈ΛNλ :A K
)
. Esto muestra

que
⋂

λ∈Λ

(Nλ :A K) ⊂

(
⋂

λ∈Λ

Nλ :A K

)
. (1.2.12 (2))

Por lo tanto, de (1.2.12 (1)) y (1.2.12 (2)),

(
⋂

λ∈Λ

Nλ :A K

)
=
⋂

λ∈Λ

(Nλ :A K).

A seguir, se probará el ítem (7). Como ⟨0M ⟩A ⊂ N , por el ítem (4),

se tiene
(
⟨0M ⟩A :A K

)
⊂ (N :A K); es decir, AnnA(K) ⊂ (N :A K).

Ahora, se probará el ítem (8). Como N ⊂ K, por el ítem (5), se

tiene
(
⟨0M ⟩A :A K

)
⊂
(
⟨0M ⟩A :A N

)
; es decir, AnnA(K) ⊂ AnnA(N).

Para el ítem (9), sea m ∈ AnnA(N)N . Por la Proposición 1.16,

existen s ∈ N, ai ∈ AnnA(N ) y ni ∈ N , para todo i ∈ N tal que 1 ≤ i ≤ s, con

m =

s∑

i=1

aini.

Como ai ∈ AnnA(N) y ni ∈ N , se tiene que aini = 0M , para todo i ∈ N tal

que 1 ≤ i ≤ s. Luego, m = 0M y, por lo tanto, AnnA(N)N = ⟨0M ⟩A.

Para el ítem (10), sea a ∈ I. Por el Corolario 1.17, se tiene que

aN ⊂ IN . Entonces, a ∈ (IN :A N) y, por lo tanto, I ⊂ (IN :A N).

Ahora, se procederá a probar el ítem (11). Por el ítem (10), se

tiene que m ⊂ (mN :A N). Como m es un ideal maximal de A, sigue que

(mN :A N) = m o (mN :A N) = A. Teniendo en vista que mN ̸= N , por el

ítem (2), concluyese que (mN :A N) ̸= A y, por lo tanto, (mN :A N) = m.

Para el ítem (12), sea m ∈ (N :A K)K. Por la Proposición 1.16,

existen s ∈ N, ai ∈ (N :A K) y mi ∈ K, para todo i ∈ N tal que 1 ≤ i ≤ s,

con

m =

s∑

i=1

aimi.

Como ai ∈ (N :A K), se tiene que aiK ⊂ N , para todo i ∈ N tal que 1 ≤ i ≤ s.

Luego, por el Corolario 1.14,

m =

s∑

i=1

aimi ∈
s∑

i=1

aiK ⊂ N.
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Entonces, m ∈ N y, por lo tanto, (N :A K)K ⊂ N .

A continuación, se probará el ítem (13). Por el ítem (12), se tiene

(IN :A N)N ⊂ IN. (1.2.13 (1))

A seguir, se establecerá la inclusión contraria. Por el ítem (10), se tiene I ⊂

(IN :A N). Luego, por el Corolario 1.17, concluyese

IN ⊂ (IN :A N)N. (1.2.13 (2))

Por lo tanto, de (1.2.13 (1)) y (1.2.13 (2)), (IN :A N)N = IN .

El ítem (14) es consecuencia inmediata del ítem (13), considerando

I = ⟨a⟩.

A continuación, se procederá a probar el ítem (15). Por el ítem (12),

se tiene (N :A K)K ⊂ N . Luego, por el ítem (4), concluyese

((N :A K)K :A K) ⊂ (N :A K). (1.2.14 (1))

Por otro lado, por el ítem (10), se tiene que

(N :A K) ⊂ ((N :A K)K :A K). (1.2.14 (2))

Por lo tanto, de (1.2.14 (1)) y (1.2.14 (2)), ((N :A K)K :A K) = (N :A K).

Seguidamente, se probará el ítem (16). Suponiendo que I ⊂ (N :A K),

por el Corolario 1.17, se tiene que IK ⊂ (N :A K)K. Luego, por el ítem (4),

(IK :A K) ⊂ ((N :A K)K :A K). Por otro lado, por el ítem (15), se tiene

que ((N :A K)K :A K) = (N :A K). Por lo tanto, (IK :A K) ⊂ (N :A K).

Recíprocamente, supóngase que (IK :A K) ⊂ (N :A K). Entretanto, por el

ítem (10), I ⊂ (IK :A K). Consecuentemente, I ⊂ (N :A K).

Finalmente, el ítem (17) es consecuencia inmediata del ítem (16),

considerando I = ⟨a⟩. □

Ejemplo 1.36. Sean p y q dos números primos positivos diferentes. Considérese

el Z-módulo M = Zpq. Los ideales cocientes de los submódulos de M por M

son

(⟨ [0]⟩
Z
:Z M) = ⟨pq ⟩, (pM :Z M) = ⟨p⟩,

(qM :Z M) = ⟨q ⟩, (M :Z M) = Z.
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En efecto, por el Ejemplo 1.32, los submódulos del Z-módulo M son ⟨ [0]⟩
Z
,

⟨ [p ]⟩
Z

= pM , ⟨ [q ]⟩
Z

= qM y M . Ahora, por el ítem (3) de la Proposición

1.18, (M :Z M) = Z. Por otro lado, por el ítem (11) de la Proposición 1.18,

(pM :Z M) = ⟨p⟩ y (qM :Z M) = ⟨q ⟩. Finalmente, por la Proposición 1.17 y

por el Ejemplo 1.33, (⟨ [0]⟩
Z
:Z M) = AnnZ(Z/⟨pq ⟩) = (⟨pq ⟩ :Z Z) = ⟨pq ⟩.

1.2.4 Clases de módulos y submódulos

En esta subsección, se estudiará ciertas clases de módulos y submó-

dulos, las cuales serán utilizadas a lo largo de esta tesis.

1.2.4.1 Módulos sin torsión

Definición 1.19. Sean A un dominio y M un A-módulo. Se dice que M es

sin torsión, si para cualesquiera a ∈ A y m ∈ M tales que am = 0M , se tenga

que a = 0A o m = 0M .

Ejemplo 1.37. Todo espacio vectorial sobre un cuerpo es sin torsión.

1.2.4.2 Módulos fieles

Definición 1.20. Sean A un anillo y M un A-módulo. Se dice que M es un

A-módulo fiel si AnnA(M) = ⟨0A ⟩.

Ejemplo 1.38. Sea p un número primo positivo. El Z-módulo M = Zp × Z

es fiel. En efecto, dado a ∈ AnnZ(M), se tiene que am = ([0], 0), para todo

m ∈ M . En particular, a([0], 1) = ([0], 0). Luego, ([0], a) = ([0], 0) y, por lo

tanto, a = 0. Esto muestra que AnnZ(M) = ⟨0⟩.

1.2.4.3 Módulos simples

Definición 1.21. Sean A un anillo y M un A-módulo no cero. Se dice que

M es un A-módulo simple si los únicos submódulos de M son los submódulos

triviales.

1.2.4.4 Módulos finitamente generados

Definición 1.22. Sean A un anillo y M un A-módulo. Se dice que un submó-

dulo N de M es finitamente generado si existe un subconjunto finito X de M

tal que N = ⟨X ⟩A.
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Si X = {m1, . . . ,ms}, para algún s ∈ N, se dice que N es generado

por m1, . . . ,ms y que estos elementos forman un conjunto generador de N .

Se dice que N es cíclico si es generado por un solo elemento.

Ejemplo 1.39. Si A es un anillo, entonces el A-módulo A es finitamente

generado. En efecto, A = ⟨1A ⟩.

Ejemplo 1.40. Sea p un número primo positivo. El Z-módulo M = Zp × Z

es finitamente generado. En efecto, dado ([x ], y) ∈ M , se tiene que ([x ], y) =

x([1], 0) + y([0], 1). Esto muestra que M = ⟨ ([1], 0), ([0], 1)⟩
Z
.

1.2.4.5 Submódulos maximales

Definición 1.23. Sean A un anillo y M un A-módulo. Se dice que el submódulo

M de M es un submódulo maximal, si M es un elemento maximal, con respecto

a la inclusión, del conjunto de submódulos propios de M .

La definición de submódulo maximal es una generalización del con-

cepto de ideal maximal. Esto es consecuencia, del siguiente resultado.

Proposición 1.19. Sea A un anillo. Si m es un subconjunto propio de A,

entonces m es un ideal maximal de A si, y solamente si, m es un submódulo

maximal del A-módulo A.

Demostración. En efecto, es solo observar que la Definición 1.23, es la misma

que la dada para ideales maximales (Definición 1.7). □

Proposición 1.20. Sean A un anillo e I un ideal propio de A. Si J es un

subconjunto propio de A/I, entonces J es un ideal maximal de A/I si, y

solamente si, J es un submódulo maximal del A-módulo A/I.

Demostración. Supóngase inicialmente que J es un ideal maximal de A/I.

En particular, J es un ideal propio de A/I y, por lo tanto, por el Ejemplo 1.31,

J es un submódulo propio del A-módulo A/I. Sea ahora K un submódulo

propio de A/I tal que J ⊂ K. Ahora, utilizando nuevamente el Ejemplo 1.31,

se tiene que K es un ideal propio de A/I. Luego, como J es un ideal maximal

de A/I, concluyese que K = J . Esto muestra que J es un submódulo maximal

del A-módulo A/I.

Recíprocamente, supóngase que J es un submódulo maximal del

A-módulo A/I. En particular, J es un submódulo propio del A-módulo A/I y,

por lo tanto, por el Ejemplo 1.31, J es un ideal propio de A/I. Sea ahora K un
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ideal propio de A/I tal que J ⊂ K. Ahora, utilizando nuevamente el Ejemplo

1.31, se tiene que K es un submódulo propio del A-módulo A/I. Luego, como

J es un submódulo maximal del A-módulo A/I, concluyese que K = J . Esto

muestra que J es un ideal maximal de A/I. □

A diferencia de los anillos no cero, en el Capítulo 3, se verá que un

módulo no cero no necesariamente tiene submódulos maximales. Sin embargo,

los módulos no cero finitamente generados tienen por lo menos un submódulo

maximal.

Teorema 1.9 (Krull [4, Proposición 3, pág. A VIII.49]). Sean A un anillo y

M un A-módulo finitamente generado. Si N es un submódulo propio de M,

entonces existe un submódulo maximal de M conteniendo a N.

Demostración. Sea Σ el conjunto de submódulos propios de M que contienen

a N . Como N es un submódulo propio de M que contiene el mismo, el conjunto

Σ es no vacío. Asimismo, Σ es parcialmente ordenado respecto a la relación

de inclusión. Ahora, si Ω es un conjunto totalmente ordenado no vacío de Σ,

por la Proposición 1.14, K :=
⋃

P∈Ω P es un submódulo de M . Teniendo en

cuenta que N ⊂ P , para todo P ∈ Ω, sigue que N ⊂ K. Por otro lado, puesto

que M es finitamente generado, existe un conjunto generador m1, . . . ,ms de

M , para algún s ∈ N. Se afirma que K ̸= M . En efecto, si K = M , para cada

i ∈ {1, . . . , s}, existiría Pi ∈ Ω tal que mi ∈ Pi. Siendo Ω un conjunto totalmente

ordenado, existiría j ∈ {1, . . . , s} tal que Pi ⊂ Pj, para todo i ∈ {1, . . . , s}. De

esta forma, se tendría que, mi ∈ Pj, para todo i ∈ {1, . . . , s}, lo que implicaría

que Pj = M , contradiciendo el hecho que Pj es un subconjunto propio de M .

Así, K ≠ M y, por lo tanto, K ∈ Σ. Además, es claro que K es una cota

superior para Ω. Entonces, por el Lema de Zorn, existe un elemento maximal

M en Σ. De hecho, M es un submódulo maximal de M , ya que si Q es un

submódulo propio de M tal que M ⊂ Q, entonces N ⊂ Q y, por lo tanto,

Q ∈ Σ. De esta forma, por la maximalidad de M, concluyese que Q = M. Esto

muestra que M es un submódulo maximal de M conteniendo a N . □

Proposición 1.21. Sean A un anillo y M un A-módulo. Si M es un submódulo

de M, entonces M es un submódulo maximal de M si, y solamente si, M/M

es un A-módulo simple.

Demostración. Supóngase, inicialmente, que M es un submódulo maximal
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de M . Entonces, M ̸= M y, por lo tanto, M/M ≠ ⟨ [0M ]⟩A.‡ Además, por

el teorema de la correspondencia para módulos, concluyese que los únicos

submódulos de M/M son ⟨ [0M ]⟩A y M/M. Esto muestra que M/M es un

módulo simple.

Recíprocamente, supóngase que M/M es un A-módulo simple.

Entonces, M/M ≠ ⟨ [0M ]⟩A y los únicos submódulos de M/M son ⟨ [0M ]⟩A y

M/M. Como M/M ≠ ⟨ [0M ]⟩A, sigue que M ≠ M. Ahora, si N es un submó-

dulo propio de M tal que M ⊂ N , por el teorema de la correspondencia para

módulos, concluyese que N = M, es decir, M es un submódulo maximal. □

Corolario 1.20. Sean A un anillo y M un A-módulo. Si M es un submódulo

maximal de M, entonces los A-módulos A/(M :A M) y M/M son isomorfos.

En particular, A/(M :A M) es un A-módulo simple.

Demostración. Como M es un submódulo maximal de M , por la Proposición

1.21, M/M es un A-módulo simple. Luego, fijado un elemento m ∈ M \M, se

tiene que M/M = ⟨ [m ]⟩A.§ Ahora, considérese la aplicación natural

f : A −→ M/M.

a 7−→ a[m ]

La función f es un homomorfismo de A-módulos sobreyectivo con ker f =

AnnA(M/M). En efecto, para probar que f es un homomorfismo de A-módulos,

sean a, b y x elementos de A. Por la definición de f , se tiene que

f (a + xb) = (a + xb)[m ] = [(a + xb)m ] = [am + x(bm)] = a[m ] + x(b[m ])

= f (a) + xf (b),

es decir, f es un homomorfismo de A-módulos.

Ahora, se procederá a probar que ker f = AnnA(M/M). De hecho, si

z ∈ ker f entonces z[m ] = f(z) = [0M ] y, por lo tanto, z ∈ AnnA
(
⟨ [m ]⟩A

)
=

AnnA(M/M). Esto muestra que

ker f ⊂ AnnA(M/M). (1.2.15 (1))

Para establecer la inclusión contraria, sea z ∈ AnnA(M/M). Entonces, z[n ] =

[0M ], para todo n ∈ M . En particular, f (z) = z[m ] = [0M ], es decir, z ∈ ker f .

‡El símbolo [0M ], denota a la clase de 0M ∈ M en el A-módulo cociente M/M.
§El símbolo [n ], denota a la clase de n ∈ M en el A-módulo cociente M/M.
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Esto muestra que

AnnA(M/M) ⊂ ker f. (1.2.15 (2))

Por lo tanto, de (1.2.15 (1)) y (1.2.15 (2)), ker f = AnnA(M/M).

A continuación, se probará que f es sobreyectiva. Para esto, sea

w ∈ M un elemento arbitrário. Entonces, existe c ∈ A tal que [w ] = c[m ], es

decir, f (c) = [w ], y así f es sobreyectiva.

Por lo visto anteriormente y utilizando el teorema fundamental

de los homomorfismos, concluyese que A/AnnA(M/M) ∼= M/M. Por otro

lado, por la Proposición 1.17, se tiene que (M :A M) = AnnA(M/M), y así

A/(M :A M) ∼= M/M. En consecuencia, A/(M :A M) es un A-módulo simple.

□

El espectro maximal de un módulo

Definición 1.24. Sean A un anillo y M un A-módulo. Se define el espec-

tro maximal de M , denotado por MaxA(M), como el conjunto de todos los

submódulos maximales de M .

Expresado en forma conjuntista,

MaxA(M) = {M : M es un submódulo maximal de M}.

Ejemplo 1.41. Sea A un anillo. Si M = {0M}, entonces MaxA(M) = ∅.

En efecto, como M es un A-módulo cero, entonces M no posee submódulos

propios y, por lo tanto, no existe submódulos maximales. Esto implica que

MaxA(M) = ∅.

Ejemplo 1.42. Para cualquier anillo A, por la Proposición 1.19, se tiene que

MaxA(A) = Max(A).

Ejemplo 1.43. Para cualquier anillo A, por la Proposición 1.20 y por el

Ejemplo 1.42, se tiene que

MaxA(A/I) = Max(A/I) = MaxA/I(A/I),

para todo ideal I de A.

Ejemplo 1.44. Sean p y q dos números primos positivos diferentes. En el
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Z-módulo M = Zpq, se tiene

MaxZ(M) = {pM, qM}.

En efecto, por el Ejemplo 1.32, los submódulos propios de M son ⟨ [0]⟩
Z
, pM

y qM . Ahora, como ⟨ [0]⟩
Z
⊊ pM ⊊M , sigue que ⟨ [0]⟩

Z
no es un submódulo

maximal de M . Por otro lado, como pM ̸⊂ N , para todo N ∈ {⟨ [0]⟩
Z
, qM},

concluyese que pM es un submódulo maximal de M . Analogamente, se tiene que

qM ̸⊂ K, para todo K ∈ {⟨ [0]⟩
Z
, pM} y, por lo tanto, pM es un submódulo

maximal de M . Consecuentemente, MaxZ(M) = {pM, qM}.

1.2.4.6 Módulos locales

Definición 1.25. Sean A un anillo y M un A-módulo. Se dice que M es

un A-módulo local si existe un submódulo maximal que contenga todos los

submódulos propios de M .

La definición de módulo local es una generalización del concepto de

anillo local.

Observación 1.17. Sean A un anillo. Si M es un A-módulo local, entonces

M posee un único submódulo maximal. La recíproca no es verdadera.

Proposición 1.22. Sea A un anillo. Si M es un módulo finitamente generado

que posee un único submódulo maximal, entonces M es un módulo local.

Demostración. Sea M el único submódulo maximal de M , y sea N un

submódulo propio de M . Como M es finitamente generado, por el Teorema

1.9, N ⊂ M. Esto muestra que M es un módulo local. □

1.3 Espacios topológicos

En esta sección, se define lo que es un espacio topológico. También, se

consideran algunos de los conceptos elementales que tienen que ver con espacios

topológicos, como conjuntos abiertos y cerrados. Asimismo, se estudiará las

funciones continuas y algunas clases de espacios topológicos.
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1.3.1 Topología

Un espacio topológico es una estructura matemática que generaliza

el concepto de espacio métrico, donde es posible extender formalmente las

nociones de continuidad y compacidad, entre otras.

Definición 1.26. Sean X un conjunto y P(X) el conjunto de partes de X.

La familia T⊂P(X) se dice una topología en X, si satisface las siguientes

condiciones:

(i) ∅ y X pertenecen a T;

(ii) para todos los elementos U y V de T, U ∩ V ∈ T;

(iii) para toda familia (Uλ)λ∈Λ de elementos de T,
⋃

λ∈Λ Uλ ∈ T.

Definición 1.27. El par ordenado (X,T), formado por un conjunto X y una

topologia T en X es llamado espacio topológico.

Cuando no hay ambigüedad respecto a la topología T que se está

considerando, se denotará el espacio topológico (X,T) simplemente por X y

se dirá łX es un espaciož (para distinguir de łX es un conjuntož).

Los elementos de los espacios topológicos se denominan puntos. Los

elementos de T se denominan conjuntos abiertos en el espacio topológico

(X,T).

Si U es un conjunto abierto del espacio topológico (X,T), se acos-

tumbra decir simplemente que U es un conjunto abierto de X.

Ejemplo 1.45. Sea X cualquier conjunto. La familia T = P(X) es una

topología en X y se denomina topología discreta. La familia T = {∅, X} es

también una topología en X y se denomina topología indiscreta (o topología

trivial).

Ejemplo 1.46. Si X = ∅, se tiene que P(X) = {∅}. Logo, T = {∅} es

la única topología en X. En este caso, la topología discreta coincide con la

topología indiscreta.

Ejemplo 1.47. Si X = {x}, se tiene que P(X) = {∅, X}. Logo, T= P(X)

es la única topología en X. En este caso, la topología discreta coincide con la

topología trivial.

Ejemplo 1.48. Sea T la colección de los subconjuntos G de R tales que para

todo x ∈ G, existe un número real εx > 0 con (x−εx, x+εx) ⊂ G. La familia T
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es una topología del conjunto R y se denomina topología euclidiana (o topología

usual).

Ejemplo 1.49. Sean (X,T) un espacio topológico y Y un subconjunto de

X. La familia TY := {U ∩ Y : U ∈ T} es una topología en Y y se denomina

topología induzida (o topología relativa) en Y .

Definición 1.28. Sean (X,T) un espacio topológico y Y un subconjunto de

X. El espacio topológico (Y,TY ) se denomina subespacio de (X,T).

1.3.1.1 Conjuntos cerrados

En esta subsubsección, se estudiará el concepto de conjunto cerrado

y algunas propiedades de esta clase de conjuntos.

Definición 1.29. Sea (X,T) un espacio topológico. Un subconjunto C de X

se dice que es un conjunto cerrado en el espacio topológico (X,T), si X \C es

un conjunto abierto en el espacio topológico (X,T).

La familia de conjuntos cerrados de un espacio topológico (X,T)

tiene propiedades similares a aquellas satisfechas por la familia T.

Teorema 1.10 ([23, Teorema 17.1.]). Sea (X,T) un espacio topológico. La

familia de conjuntos cerrados de X satisface las siguientes propiedades:

(1) ∅ y X son conjuntos cerrados;

(2) para toda familia de conjuntos cerrados (Cλ)λ∈Λ de X, la intersección⋂
λ∈ΛCλ es un conjunto cerrado;

(3) para todos los conjuntos cerrados C y D de X, la unión C ∪ D es un

conjunto cerrado.

Demostración. Inicialmente, se probará el ítem (1). Como X \∅ = X ∈ T,

∅ es un conjunto cerrado. También, como X \X = ∅ ∈ T, se tiene que X es

un conjunto cerrado.

Ahora se probará el ítem (2). Sea (Cλ)λ∈Λ una familia de conjuntos

cerrados de X. Entonces, para cada λ ∈ Λ, Uλ := X \ Cλ ∈ T. De esta forma,

(Uλ)λ∈Λ es una familia de elementos de T. Luego,
⋃

λ∈Λ Uλ ∈ T. Como

X \
⋂

λ∈Λ

Cλ =
⋃

λ∈Λ

(X \ Cλ) =
⋃

λ∈Λ

Uλ,

concluyese que
⋂

λ∈ΛCλ es un conjunto cerrado.
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Finalmente, se probará el ítem (3). Sean C y D conjuntos cerrados

de X. Entonces, U := X \C y V := X \D son elementos de T y, por lo tanto,

U ∩ V ∈ T. Entretanto, como

X \ (C ∪D) = (X \ C) ∩ (X \D) = U ∩ V,

concluyese que C ∪D es un conjunto cerrado. □

Si un conjunto posee una familia de subconjuntos satisfaciendo las

tres propiedades del Teorema 1.10, entonces existe una única topología cuyos

cerrados coinciden con dicha familia. De forma precisa, se tiene el siguiente

resultado.

Teorema 1.11 ([12, Ejercicio 5.5]). Sean X un conjunto y P(X) el conjunto

de partes de X. Si la familia C⊂P(X) satisface las siguientes condiciones:

(C1) ∅ y X pertenecen a C;

(C2) para toda familia (Cλ)λ∈Λ de elementos de C,
⋂

λ∈ΛCλ ∈ C;

(C3) para todos los elementos C y D de C, C ∪D ∈ C;

entonces T= {X \ C : C ∈ C} es una topología en X. Además, T es la única

topología en X tal que C es la familia completa de conjuntos cerrados.

Demostración. Se probará las condiciones (i), (ii) y (iii) de la Definición

1.26. Inicialmente, se probará la condición (i). De hecho, por la condición (C1),

X ∈ C. Luego, ∅ = X \X ∈ T. Utilizando nuevamente la condición (C1), se

tiene que ∅ ∈ C. Entonces, X = X \∅ ∈ T.

Ahora se probará la condición (ii). Sean U y V elementos de T.

Entonces, existen elementos C y D de C tal que U = X \ C y V = X \ D.

Siendo C y D son elementos de C, por la condición (C3), C∪D ∈ C. Entretanto,

como

U ∩ V = (X \ C) ∩ (X \D) = X \ (C ∪D),

concluyese que U ∩ V ∈ T.

Finalmente, se probará la condición (iii). Sea (Uλ)λ∈Λ una familia de

elementos de T. Entonces, para cada λ ∈ Λ, existe Cλ ∈ C tal que Uλ = X \Cλ.

De esta forma, (Cλ)λ∈Λ es una familia de elementos de C. Luego, por la

condición (C2),
⋂

λ∈ΛCλ ∈ C. Como

⋃

λ∈Λ

Uλ =
⋃

λ∈Λ

(X \ Cλ) = X \
⋂

λ∈Λ

Cλ,
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concluyese que
⋃

λ∈Λ Uλ ∈ T.

Esto muestra que T es una topología en X y, por la definición de

T, C es la familia completa de conjuntos cerrados.

Para la unicidad, sea T
′ una topología en X tal que C es la familia

completa de conjuntos cerrados. Se probará que T
′ = T. En efecto, sea U ∈ T

′.

Como C es la familia completa de conjuntos cerrados en la topología T
′, sigue

que X \ U ∈ C. Luego, por definición de T, U = X \ (X \ C) ∈ T. Esto

muestra que T
′ ⊂ T. Para la inclusión contrária, sea U ∈ T. Entonces, por

definición de T, U = X \ C, para algún C ∈ C. Siendo C la familia de todos

los conjuntos cerrados en la topología T
′, concluyese que U ∈ T

′. Esto muestra

que T ⊂ T
′. En consecuencia, T′ = T. □

1.3.1.2 Clausura de un conjunto

En esta subsubsección, se estudiará el concepto de cierre de un

conjunto y algunas de sus propiedades.

Definición 1.30. Sea (X,T) un espacio topológico. Si A es un subconjunto de

X, se define la clausura (o cierre) de A, denotado por A, como la intersección

de todos los conjuntos cerrados que contienen a A.

Proposición 1.23. Sea X un espacio topológico. El cierre de un subconjunto

A de X, satisface las siguientes propiedades:

(1) A ⊂ A;

(2) A es el menor conjunto cerrado de X que contiene a A;

(3) A es cerrado si, y solamente si, A ⊂ A. En este caso, A = A.

Demostración. El ítem (1) es consecuencia inmediata de la definición de

cierre de A.

Ahora, se probará el ítem (2). Por el ítem (C2) del Teorema 1.10,

sigue que A es un conjunto cerrado de X. Ahora, por el ítem (1), A ⊂ A. De

esta forma, si C es un conjunto cerrado de X que contiene a A, se tiene que

A ⊂ C, es decir, A es el menor conjunto cerrado de X que contiene a A.

Finalmente, se probará el ítem (3). Supóngase inicialmente que A es

cerrado. Como A ⊂ A, por el ítem (2), concluyese que A ⊂ A. Recíprocamente,

supóngase que A ⊂ A. Por otro lado, por el ítem (1), A ⊂ A. Entonces, A = A.

Entretanto, por el ítem (2), A es cerrado. Esto implica que A es cerrado. La

parte final del ítem (3) es clara. □
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1.3.2 Base de una topología

Especificar una topología, se simplifica dando solo suficientes con-

juntos abiertos para łgenerarž todos los conjuntos abiertos. Esta familia łmás

pequeñaž de abiertos es llamada base.

Definición 1.31. Sea (X,T) un espacio topológico. Una familia de abiertos

B ⊂ T se dice que es una base de la topología T si todo conjunto abierto de

X es unión de elementos de B.

B también se denomina base para el espacio (X,T) y sus elementos

son llamados abiertos básicos de la topología T.

Como B es una base para el espacio (X,T), cada unión de abiertos

de B pertenece T. Por lo tanto, una base del espacio (X,T) determina

completamente la topología T.

Ejemplo 1.50. Sea (X,T) un espacio topológico. La familia T es una base

para el espacio (X,T).

Teorema 1.12 ([12, Teorema 2.2]). Sean X un espacio topológico y B = {Uλ :

λ ∈ Λ} una familia de conjuntos abiertos de X. Las siguientes condiciones son

equivalentes:

(1) B es una base para el espacio X ;

(2) para cada conjunto abierto G de X y cada x en G, existe un índice λ de

Λ tal que x ∈ Uλ ⊂ G.

Demostración. Se probará que (1) implica (2) y (2) implica (1). Inicialmente,

se probará que (1) implica (2). Para esto, sean G un conjunto abierto de X

y x un elemento en G. Como B es una base para el espacio X, existe un

subconjunto no vacío M de Λ tal que G =
⋃

µ∈M Uµ. Como x ∈ G, existe

λ ∈ M tal que x ∈ Uλ ⊂ G.

Ahora se probará que (2) implica (1). Sea G un conjunto abierto de

X. Para cada x en G, existe un índice λx de Λ tal que x ∈ Uλx
⊂ G. Entonces,

G =
⋃

x∈G

{x} ⊂
⋃

x∈G

Uλx
⊂ G

y, por lo tanto,

G =
⋃

x∈G

Uλx
.
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Esto muestra que B es una base para el espacio X. □

1.3.3 Funciones continuas

En esta subsección, se relacionan dos espacios topológicos, a través

de una función contínua entre ellos.

Definición 1.32. Sean (X,T(X)) y (Y,T(Y )) espacios topológicos. Una

función f : X −→ Y se dice que es continua si, para cada conjunto abierto V

de Y , f−1(V ) es un conjunto abierto de X.

Cuando existe la necesidad de especificar las topologías de los

espacios X y Y , una función continua f : X −→ Y , se acostumbra escribir

f : (X,T(X)) −→ (Y,T(Y )).

Teorema 1.13 ([23, Teorema 18.2 (d)]). Sean X, Y espacios topológicos y

f : X −→ Y. Si f es continua y A es un subespacio de X, entonces la función

restricción f |A : A −→ Y es continua.

Demostración. Sea V un conjunto abierto de Y . Como f es continua, f−1(V )

es un conjunto abierto de X. Entretanto, siendo f |A
−1

(V ) = f−1(V ) ∩ A,

concluyese que f |A
−1

(V ) es un conjunto abierto de A. Por lo tanto, f |A es

continua. □

Teorema 1.14. Sean X, Y espacios topológicos y f : X −→ Y. Las siguientes

condiciones son equivalentes:

(1) f es continua;

(2) para cada conjunto cerrado D de Y , f−1(D) es un conjunto cerrado de X ;

(3) si B = {Vλ : λ ∈ Λ} es una base para el espacio Y, entonces f−1(Vλ) es

un conjunto abierto de X, para todo λ ∈ Λ.

Demostración. Se probará que (1) implica (2), (2) implica (3) y (3) implica

(1). Inicialmente, se probará que (1) implica (2). Para esto, sea D un conjunto

cerrado de Y . Entonces, Y \D es un conjunto abierto de Y . Como f es continua

y f−1(Y \D) = X \ f−1(D), sigue que X \ f−1(D) es un conjunto abierto de

X. Por lo tanto, f−1(D) es un conjunto cerrado de X.

Ahora se probará que (2) implica (3). De hecho, sea λ ∈ Λ un

elemento fijo arbitrário. Como Y \Vλ es un conjunto cerrado de Y , se tiene que

f−1(Y \ Vλ) es un conjunto cerrado de X. Siendo f−1(Y \ Vλ) = X \ f−1(Vλ),

concluyese que f−1(Vλ) es un conjunto abierto de X.
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Finalmente, se probará que (3) implica (1). En efecto, sea V un

conjunto abierto de Y . Como B = {Vλ : λ ∈ Λ} es una base para el espacio Y ,

existe un subconjunto no vacío M de Λ tal que V =
⋃

µ∈M Vµ. Como f−1(Vµ)

es un conjunto abierto de X, para todo µ ∈ M y f−1(V ) =
⋃

µ∈M f−1(Vµ),

sigue que f−1(V ) es un conjunto abierto de X. Por lo tanto, f es continua. □

Definición 1.33. Sean (X,T(X)) y (Y,T(Y )) espacios topológicos. Una

función biyectiva f : X −→ Y se dice que es un homeomorfismo si f y f−1 son

contínuas.

1.3.4 Funciones abiertas y cerradas

Una función entre dos espacios topológicos, se dice que es abierta

(respectivamente, cerrado), cuando mapea conjuntos abiertos (respectivamente,

cerrados) en conjuntos abiertos (respectivamente, cerrados). De forma precisa,

se tiene las siguientes definiciones.

Definición 1.34. Sean (X,T(X)) y (Y,T(Y )) espacios topológicos. Una

función f : X −→ Y se dice que es abierta si, para cada conjunto abierto U de

X, f (U) es un conjunto abierto de Y .

Definición 1.35. Sean (X,T(X)) y (Y,T(Y )) espacios topológicos. Una

función f : X −→ Y se dice que es cerrada si, para cada conjunto cerrado C

de X, f (C) es un conjunto cerrado de Y .

1.3.5 Clases de espacios topológicos

En esta subsección, se estudiará ciertas clases de espacios topológicos,

las cuales serán utilizadas a lo largo de esta tesis.

1.3.5.1 Espacios compactos

Definición 1.36. Sean (X,T) un espacio topológico y S un subconjunto de

X. Se dice que la familia (Uλ)λ∈Λ de subconjuntos de X es un recubrimiento

de S si

S ⊂
⋃

λ∈Λ

Uλ.

En la Definición 1.36, si S = X y la familia (Uλ)λ∈Λ es un recubri-
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miento de X, se tiene

X =
⋃

λ∈Λ

Uλ.

Definición 1.37. Sean (X,T) un espacio topológico y S un subconjunto de

X. Sean (Uλ)λ∈Λ un recubrimiento de S y M un subconjunto no vacío de Λ.

Si (Uµ)µ∈M es un recubrimiento de S, se dice que (Uµ)µ∈M es un subrecubri-

miento de (Uλ)λ∈Λ. Si M es un conjunto finito, se dice que (Uµ)µ∈M es un

subrecubrimiento finito de (Uλ)λ∈Λ.

Definición 1.38. Sea (X,T) un espacio topológico. Se dice que un recubri-

miento (Uλ)λ∈Λ de X es un recubrimiento abierto de X si (Uλ)λ∈Λ es una familia

de conjuntos abiertos de X.

Definición 1.39. Sea (X,T) un espacio topológico. Se dice que (X,T) es

compacto si, todo recubrimiento abierto de X, admite un subrecubrimiento

finito.

Se dice que un subconjunto K de un espacio topológico (X,T) es

un subconjunto compacto de X si el espacio (K,TK) es compacto.

Definición 1.40. Sea (X,T) un espacio topológico. Se dice que un recubri-

miento {Uλ}λ∈Λ de X es un recubrimiento abierto básico de X si {Uλ}λ∈Λ es

una familia de conjuntos abiertos básicos de X.

Nótese el hecho trivial de que si un espacio topológico es compacto,

entonces todo recubrimiento abierto básico admite un subrecubrimiento finito.

El siguiente teorema afirma que la compacidad no sólo implica esta propiedad,

sino que también está implícita en ella.

Teorema 1.15 ([26, Teorema E., pág. 112]). Un espacio topológico X es

compacto si, y solamente si, cualquier recubrimiento abierto básico de X

admite un subrecubrimiento finito.

Demostración. Sea B = {Uλ : λ ∈ Λ} una base para el espacio X. Supóngase,

inicialmente, que X sea compacto y sea (Uµ)µ∈M un recubrimiento abierto

básico de X, donde M es un subconjunto de Λ. En particular, (Uµ)µ∈M es un

recubrimiento abierto de X. Como X es compacto, existe un subconjunto F

de M tal que (Uη)η∈F es un subrecubrimiento finito de (Uµ)µ∈M .

Ahora, se procederá a mostrar la recíproca. Sea (Vγ)γ∈Γ un recubri-

miento abierto de X. Siendo B una base para el espacio X, para cada γ ∈ Γ,
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existe Λγ ⊂ Λ tal que

Vγ =
⋃

λγ∈Λγ

Uλγ
.

Como (Vγ)γ∈Γ es un recubrimiento de X, se tiene que

X =
⋃

γ∈Γ

Vγ =
⋃

γ∈Γ



⋃

λγ∈Λγ

Uλγ


 =

⋃

δ∈∆

Uδ,

donde ∆ :=
⋃

γ∈Γ Λγ. Luego, (Uδ)δ∈∆ es un recubrimiento abierto básico de X.

Entonces, por la hipótesis, existen n ∈ N y δ1, . . . , δn ∈ ∆ tales que

X =

n⋃

i=1

Uδi.

Para cada i ∈ {1, . . . , n}, existe γi ∈ Γ tal que δi ∈ Λγi (ya que δi ∈ ∆).

Teniendo en vista que Uδi ⊂
⋃

λγi
∈Λγi

Uλγi
, sigue que

X =

n⋃

i=1

Uδi ⊂
n⋃

i=1




⋃

λγi
∈Λγi

Uλγi


 =

n⋃

i=1

Vγi ⊂ X,

y, por lo tanto,

X =

n⋃

i=1

Vγi.

Consecuentemente,
(
Vγi

)n
i=1

es un subrecubrimiento finito de {Vγ}γ∈Γ, es decir,

X es compacto. □

Lema 1.3 ([23, Lema 26.1.]). Sea X un espaço topológico. Si K es un subcon-

junto de X, entonces K es compacto si, y solamente si, cualquier recubrimiento

de K, por conjuntos abiertos de X, admite un subrecubrimiento finito.

Demostración. Supóngase, inicialmente, que K sea compacto y sea (Uλ)λ∈Λ

un recubrimiento de K por conjuntos abiertos de X, es decir,

K ⊂
⋃

λ∈Λ

Uλ.
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Luego,

K ⊂

(
⋃

λ∈Λ

Uλ

)
∩K =

⋃

λ∈Λ

(Uλ ∩K) ⊂ K

y, por lo tanto,

K =
⋃

λ∈Λ

(Uλ ∩K).

Entonces, la familia (Uλ ∩ K)λ∈Λ es un recubrimiento de K. Siendo Uλ un

conjunto abierto en X, sigue que cada Uλ ∩K es un conjunto abierto en K,

para todo λ ∈ Λ. Por lo tanto, (Uλ ∩K)λ∈Λ es un recubrimiento abierto de K.

Como K es compacto, existen n ∈ N y λ1, . . . , λn ∈ Λ tales que

K =

n⋃

i=1

(Uλi
∩K).

Esto implica que

K ⊂
n⋃

i=1

Uλi
,

pues Uλi
∩K ⊂ Uλi

, para todo entero i tal que 1 ≤ i ≤ n. Consecuentemente,

(Uλi
)ni=1 es un subrecubrimiento finito de (Uλ)λ∈Λ.

Reciprocamente, sea (Vλ)λ∈Λ un recubrimiento abierto de K, es decir,

K =
⋃

λ∈Λ

Vλ.

Por la definición de topologia induzida, para cada λ ∈ Λ, existe Uλ abierto en

X tal que Vλ = Uλ ∩K. Luego,

K =
⋃

λ∈Λ

(Uλ ∩K) ⊂
⋃

λ∈Λ

Uλ,

pues Uλ ∩K ⊂ Uλ, para todo λ ∈ Λ. Entonces,

K ⊂
⋃

λ∈Λ

Uλ

y así la familia (Uλ)λ∈Λ es un recubrimiento de K por conjuntos abiertos de X.
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Por la hipótesis, existen n ∈ N y λ1, . . . , λn ∈ Λ tales que

K ⊂

n⋃

i=1

Uλi
.

Luego,

K ⊂

(
n⋃

i=1

Uλi

)
∩K =

n⋃

i=1

(Uλi
∩K) =

n⋃

i=1

Vλi
⊂ K,

y, por lo tanto,

K =

n⋃

i=1

Vλi
.

Consecuentemente, (Vλi
)ni=1 es un subrecubrimiento finito de (Vλ)λ∈Λ. □

Teorema 1.16. Sea X un espaço topológico. Si K es un subconjunto de X,

entonces K es compacto si, y solamente si, cualquier recubrimiento de K, por

conjuntos abiertos básicos de X, admite un subrecubrimiento finito.

Demostración. Sea B = {Uλ : λ ∈ Λ} una base para el espacio X. Supóngase

inicialmente que K sea compacto y sea (Uµ)µ∈M un recubrimiento de K por

conjuntos abiertos básicos de X, donde M es un subconjunto de Λ. En particular,

(Uµ)µ∈M es un recubrimiento de K conjuntos abiertos de X. Como K es

compacto, por el Lema 1.3, existe un subconjunto F de M tal que (Uη)η∈F es

un subrecubrimiento finito de (Uµ)µ∈M .

Reciprocamente, sea (Vγ)γ∈Γ un recubrimiento de K por conjuntos

abiertos de X. Siendo B una base para el espacio X, para cada γ ∈ Γ, existe

Λγ ⊂ Λ tal que

Vγ =
⋃

λγ∈Λγ

Uλγ
.

Como {Vγ}γ∈Γ es un recubrimiento de K, se tiene que

K ⊂
⋃

γ∈Γ

Vγ =
⋃

γ∈Γ



⋃

λγ∈Λγ

Uλγ


 =

⋃

δ∈∆

Uδ,

donde ∆ :=
⋃

γ∈Γ Λγ. Luego, (Uδ)δ∈∆ es un recubrimiento de K por conjuntos

abiertos básicos de X. Entonces, por la hipótesis, existen n ∈ N y δ1, . . . , δn ∈ ∆
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tales que

K ⊂
n⋃

i=1

Uδi.

Para cada i ∈ {1, . . . , n}, existe γi ∈ Γ tal que δi ∈ Λγi (ya que δi ∈ ∆).

Teniendo en vista que Uδi ⊂
⋃

λγi
∈Λγi

Uλγi
, sigue que

K ⊂
n⋃

i=1

Uδi ⊂
n⋃

i=1




⋃

λγi
∈Λγi

Uλγi


 =

n⋃

i=1

Vγi,

y, por lo tanto,

K ⊂

n⋃

i=1

Vγi.

Consecuentemente,
(
Vγi

)n
i=1

es un subrecubrimiento finito de (Vγ)γ∈Γ. Por lo

tanto, por el Lema 1.3, se tiene que K es compacto. □

1.3.5.2 Espacios T0

Definición 1.41. Sea (X,T) un espacio topológico. Se dice que (X,T) es

T0 o espacio de Kolmogorov si, dados dos puntos distintos cualesquiera x y y

del espacio X, existe un conjunto abierto U tal que x ∈ U y y ̸∈ U , o y ∈ U y

x ̸∈ U .

Ejemplo 1.51. Si X = ∅ o X = {x}, entonces el espacio X es trivialmente

un espacio T0.

Ejemplo 1.52. Si X es un espacio topológico dotado de la topología trivial,

entonces X es un espacio T0 si, y solamente si, |X | ≤ 1. En efecto, supóngase

inicialmente que X es un espacio T0. Si |X | > 1, existirían dos puntos distintos

x y y en el espacio X. Siendo X el único conjunto abierto no vacío de X, esto

contradice el hecho de X ser un espacio T0. Así, |X | ≤ 1. Reciprocamente,

supóngase que |X | ≤ 1. Entonces, por el Ejemplo 1.51, concluyese que X es

un espacio T0.

Proposición 1.24 ([14, Ejercicio 1.5.A.]). Un espacio topológico X es T0 si,

y solamente si, para cualquier par de puntos distintos x y y del espacio X,

{x} ≠ {y}.

Demostración. Si X es vacío o unitário, entonces el resultado es trivialmente

verdadero. De esta forma, se puede asumir que X posee más de un ponto.
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Supóngase, inicialmente, que X es T0 y sean x y y dos puntos distintos

del espacio X. Como X es T0, existe un conjunto abierto U tal que x ∈ U y

y ̸∈ U o y ∈ U y x ̸∈ U . Se probará que {x} ≠ {y}. En efecto, procediendo por

el absurdo, supóngase que {x} = {y}. Si x ∈ U y y ̸∈ U , entonces y ∈ X \ U

y, por lo tanto, x ∈ {x} = {y} ⊂ X \ U , una contradicción. Ahora, si y ∈ U

y x ̸∈ U , entonces x ∈ X \ U y, por lo tanto, y ∈ {y} = {x} ⊂ X \ U , lo que

también acarrea una contradicción. Consecuentemente, {x} ≠ {y}.

Ahora, se procederá a mostrar la recíproca. Sean x y y dos puntos

distintos del espacio X. Entonces, {x} ̸= {y}, es decir, {x} ̸⊂ {y} o {y} ̸⊂

{x}. Si {x} ̸⊂ {y}, entonces x /∈ {y}, pues en caso contrario se tendría que

{x} ⊂ {y}, lo cual sería una contradicción. Luego, existe un conjunto cerrado

C conteniendo a {y} tal que x /∈ C. Esto implica que x ∈ X \ C y y /∈ X \ C.

Ahora, si {y} ̸⊂ {x}, entonces y /∈ {x}, pues en caso contrario se tendría que

{y} ⊂ {x}, lo cual sería una contradicción. Así, existe un conjunto cerrado D

conteniendo a {x} tal que y /∈ D. Esto implica que y ∈ X \D y x /∈ X \D.

Por lo tanto, X es T0. □

1.3.5.3 Espacios T1

Definición 1.42. Sea (X,T) un espacio topológico. Se dice que (X,T) es

T1 o espacio de Fréchet, si dados dos puntos distintos cualesquiera x y y del

espacio X, existen conjuntos abiertos U y V tales que x ∈ U y y ̸∈ U , y y ∈ V

y x ̸∈ V .

Claramente, todo espacio topológico T1 es un espacio T0.

Ejemplo 1.53. Si X = ∅ o X = {x}, entonces el espacio X es trivialmente

un espacio T1.

Proposición 1.25 ([14, pág. 37]). Un espacio topológico X es T1 si, y solamente

si, para cualquier punto x del espacio X, {x} es un conjunto cerrado.

Demostración. Si X es vacío o unitário, entonces el resultado es trivialmente

verdadero. De esta forma, se puede asumir que X posee más de un ponto.

Supóngase, inicialmente, que X es T1 y sea x un punto del espacio

X. Como X es T1, para cada punto y en X distinto de x, existe un conjunto

abierto Uy tal que y ∈ Uy y x ̸∈ Uy. Sea

U :=
⋃

y∈X\{x}

Uy.
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Como x ̸∈ Uy, para todo y ∈ X \ {x}, se tiene que x ̸∈ U . Luego, U = X \ {x}.

Más aún, siendo Uy un conjunto abierto de X, para todo y ∈ X \ {x}, se tiene

que Uy es un conjunto abierto de X. Consecuentemente, {x} es un conjunto

cerrado de X.

Ahora, se procederá a mostrar la recíproca. Sean x y y dos puntos

distintos del espacio X. Como {x} y {y} son conjuntos cerrados de X, sigue

que Uy := X \ {x} y Ux := X \ {y} son conjuntos abiertos de X. Más aún,

x ∈ Ux y y ̸∈ Ux, y y ∈ Uy y x ̸∈ Uy. Por lo tanto, X es T1. □

1.3.5.4 Espacios irreducibles

Definición 1.43. Sea (X,T) un espacio topológico. Se dice que (X,T) es

irreducible o hiperconexo si X es no vacío y, para cualquier descomposición

X = C1 ∪ C2 con conjuntos cerrados C1 y C2 de X, se tiene que X = C1 o

X = C2.

Se dice que un subconjunto Y de un espacio topológico (X,T) es

un subconjunto irreducible de X si el espacio (Y,TY ) es irreducible.

Ejemplo 1.54. Si X = {x}, entonces el espacio X es trivialmente un espacio

irreducible.

Lema 1.4 ([5, pág. 94]). Sea X un espaço topológico. Si Y es un subconjunto

de X, entonces Y es irreducible si, y solamente si, para cualquier par de

conjuntos cerrados C1 y C2 de X tales que Y ⊂ C1 ∪ C2, Y ⊂ C1 o Y ⊂ C2.

Demostración. Supóngase, inicialmente, que Y sea irreducible y sean C1 y

C2 conjuntos cerrados de X tales que Y ⊂ C1 ∪ C2. Luego,

Y ⊂ (C1 ∪ C2) ∩ Y = (C1 ∩ Y ) ∪ (C2 ∩ Y ) ⊂ Y

y, por lo tanto, Y = (C1 ∩ Y ) ∪ (C2 ∩ Y ). Siendo Y irreducible, concluyese que

Y = C1 ∩ Y o Y = C2 ∩ Y . Esto implica que, Y ⊂ C1 o Y ⊂ C2.

Reciprocamente, sea Y = D1∪D2 una descomposición por conjuntos

cerrados D1 y D2 de Y . Por la definición de topologia induzida, existen

C ′
1 y C ′

2 cerrados en X tales que D1 = C ′
1 ∩ Y y D2 = C ′

2 ∩ Y . Luego,

Y = (C ′
1 ∩ Y ) ∪ (C ′

2 ∩ Y ) = (C ′
1 ∪ C ′

2) ∩ Y . Entonces, Y ⊂ C ′
1 ∪ C ′

2. En

consecuencia, por la hipótesis, Y ⊂ C ′
1 o Y ⊂ C ′

2. Esto implica que

Y ⊂ C ′
1 ∩ Y ⊂ Y o Y ⊂ C ′

2 ∩ Y ⊂ Y.
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Por lo tanto, Y = D1 o Y = D2. Consecuentemente, Y es irreducible. □

Ejemplo 1.55. Sea X un espacio topológico. Si x es un punto de X, por el

Lema 1.4, {x} es un subconjunto irreducible de X.

Proposición 1.26 ([5, Proposición 2, pág. 95]). Sea X un espaço topológico.

Si Y es un subconjunto de X, entonces Y es irreducible si, y solamente si, Y

es irreducible.

Demostración. Supóngase, inicialmente, que Y sea irreducible y sean C1 y

C2 conjuntos cerrados de X tales que Y ⊂ C1 ∪C2. Entretanto, por el ítem (1)

de la Proposición 1.23, Y ⊂ Y . Luego, Y ⊂ C1 ∪ C2. Como Y es irreducible,

por el Lema 1.4, Y ⊂ C1 o Y ⊂ C2. Siendo C1 y C2 conjuntos cerrados de X,

por el ítem (2) de la Proposición 1.23, se tiene que Y ⊂ C1 o Y ⊂ C2. Por lo

tanto, utilizando nuevamente el Lema 1.4, concluyese que Y es irreducible.

Reciprocamente, supóngase que Y sea irreducible y sean D1 y D2

conjuntos cerrados de X tales que Y ⊂ D1 ∪D2. Siendo D1 y D2 conjuntos

cerrados de X, se tiene que D1 ∪D2 es un conjunto cerrado de X. Luego, por

el ítem (2) de la Proposición 1.23, Y ⊂ D1 ∪D2. Como Y es irreducible, por el

Lema 1.4, Y ⊂ D1 o Y ⊂ D2. Por otro lado, por el ítem (1) de la Proposición

1.23, Y ⊂ Y . Entonces, Y ⊂ D1 o Y ⊂ D2. Por lo tanto, utilizando nuevamente

el Lema 1.4, concluyese que Y es irreducible. □

Proposición 1.27. Sea X un espacio topológico. Si X es no vacío, entonces

X es irreducible si, y solamente si, para todos los conjuntos abiertos no vacíos

U y V de X se tiene que U ∩ V es no vacío.

Demostración. Supóngase inicialmente que X es irreducible. Sean U y V

conjuntos abiertos no vacíos de X. Procediendo por el absurdo, si U ∩ V = ∅,

entonces X = X \ (U ∩ V ) = (X \ U) ∪ (X \ V ). Como X \ U y X \ V son

conjuntos cerrados de X, y siendo X irreducible, se tiene que X = X \ U

o X = X \ V . Por lo tanto, U = ∅ o V = ∅, lo cual es una contradicción.

Consecuentemente, U ∩ V ≠ ∅.

Ahora, se procederá a mostrar la recíproca. Sean C1 y C2 conjuntos

cerrados de X tales que X = C1 ∪ C2. Luego, ∅ = X \ (C1 ∪ C2) = (X \ C1) ∩

(X \C2). Como X \C1 y X \C2 son conjuntos abiertos de X, por la hipótesis,

se tiene que X \ C1 = ∅ o X \ C2 = ∅. Por lo tanto, X = C1 o X = C2, es

decir, X es irreducible. □
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Corolario 1.21. Sea X un espacio topológico. Si X es no vacío, entonces X

es irreducible si, y solamente si, para todos los conjuntos abiertos básicos no

vacíos U y V de X se tiene que U ∩ V es no vacío.

Demostración. Sea B = {Uλ}λ∈Λ una base de X. Supóngase, inicialmente,

que X sea irreducible. Dados µ y η en Λ tales que Uµ y Uη son no vacíos, por

la Proposición 1.27, se tiene que Uµ ∩ Uη ≠ ∅.

Ahora, se procederá a mostrar la recíproca. Sean V y W conjuntos

abiertos no vacíos de X. Entonces, existen x ∈ V y y ∈ W . Siendo B una

base de X, por el Teorema 1.12, existen λx y λy en Λ tales que x ∈ Uλx
⊂ V

y y ∈ Uλy
⊂ W . Como Uλx

y Uλy
son abiertos básicos no vacíos de X, por la

hipótesis, Uλx
∩ Uλy

es no vacío. Teniendo en vista que Uλx
∩ Uλy

⊂ V ∩W ,

concluyese que V ∩W es no vacío. Por lo tanto, por la Proposición 1.27, se

tiene que X es irreducible. □

Teorema 1.17 ([5, Proposición 4, pág. 95]). Sean X, Y espacios topológicos y

f : X −→ Y. Si Z es un subconjunto irreducible de X y f es continua, entonces

f (Z) es un subconjunto irreducible de Y.

Demostración. Sean C1 y C2 conjuntos cerrados de Y tales que f(Z) ⊂

C1 ∪ C2. Luego,

Z ⊂ f−1(f (Z)) ⊂ f−1(C1 ∪ C2) = f−1(C1) ∪ f−1(C2)

y, por lo tanto, Z ⊂ f−1(C1) ∪ f−1(C2). Como f : X −→ Y es contínua, por el

Teorema 1.14, f−1(C1) y f−1(C2) son conjuntos cerrados de X. Además, siendo

Z irreducible, por el Lema 1.4, concluyese que Z ⊂ f−1(C1) o Z ⊂ f−1(C2).

Esto implica que, f(Z) ⊂ f(f−1(C1)) o f(Z) ⊂ f(f−1(C2)) y, por lo tanto,

f(Z) ⊂ C1 o f(Z) ⊂ C2. Consecuentemente, utilizando nuevamente el Lema

1.4, se tiene que f (Z) es irreducible. □

1.3.5.5 Espacios conexos

Definición 1.44. Sea (X,T) un espacio topológico. Se dice que (X,T) es

conexo si, para cualquier descomposición X = U1 ∪ U2 con conjuntos abiertos

disjuntos U1 y U2 de X, se tiene que X = U1 o X = U2.

En el caso de que el espacio (X,T) no sea conexo, se dice que es

disconexo.

Se dice que un subconjunto Y de un espacio topológico (X,T) es

un subconjunto conexo de X, si el espacio (Y,TY ) es conexo.
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Proposición 1.28. Un espacio topológico X es disconexo si, y solamente si,

existen conjuntos cerrados disjuntos C1 y C2 de X tales que X = C1 ∪ C2 con

C1 y C2 diferentes de X.

Demostración. Supóngase inicialmente que X es disconexo. Entonces, existen

conjuntos abiertos disjuntos U1 y U2 de X tales que X = U1 ∪ U2 con U1 y

U2 diferentes de X. Luego, X = X \ (U1 ∩ U2) = (X \ U1) ∪ (X \ U2). Se

tiene que X \ U1 y X \ U2 son conjuntos cerrados de X, X \ U1 = U2 ≠ X y

X \ U2 = U1 ̸= X. Además, (X \ U1) ∩ (X \ U2) = X \ (U1 ∪ U2) = ∅.

Reciprocamente, supóngase que existen conjuntos cerrados disjuntos

C1 y C2 de X tales que X = C1 ∪ C2 con C1 y C2 diferentes de X. Luego,

X = X \ (C1 ∩C2) = (X \C1)∪ (X \C2). Como X \C1 y X \C2 son conjuntos

abiertos de X, X \ C1 = C2 ≠ X y X \ C2 = C1 ≠ X, concluyese que X es

disconexo. □

Proposición 1.29. Un espacio topológico X es conexo si, y solamente si, los

únicos subconjuntos de X que son abiertos y cerrados son ∅ y X.

Demostración. Se probará que X es disconexo si, y solamente si, X contiene

un subconjunto abierto y cerrado diferente de ∅ y X.

Supóngase, inicialmente, que X es disconexo. Entonces, por la Pro-

posición 1.28, existen conjuntos cerrados disjuntos C1 y C2 de X tales que

X = C1 ∪ C2 con C1 y C2 diferentes de X. Como C2 es un conjunto cerrado,

se tiene que C1 = X \ C2 es un conjunto abierto. Además, siendo X = C1 ∪ C2

y C2 ≠ X, sigue que C1 ̸= ∅.

Reciprocamente, supóngase que existe un subconjunto abierto y

cerrado Y diferente de ∅ y X. Luego, X = Y ∪ (X \ Y ). Como Y es un

conjunto abierto, sigue que X \ Y es un conjunto cerrado. También, como

Y ̸= ∅, se tiene que X \ Y ≠ X. Por lo tanto, siendo Y ∩ (X \ Y ) = ∅, por la

Proposición 1.28, concluyese que X es disconexo. □

Teorema 1.18 ([23, Teorema 23.5.]). Sean X, Y espacios topológicos y f :

X −→ Y. Si X es conexo y f es continua, entonces f (X) es conexo.

Demostración. Procediendo por el absurdo, supóngase que f (X) es disconexo.

Entonces, existen conjuntos abiertos disjuntos V1 y V2 de f(X) tales que

f (X) = V1 ∪ V2 con V1 y V2 diferentes de f (X). Por la definición de topologia

induzida, existen U1 y U2 abiertos en Y tales que V1 = U1 ∩ Y y V2 = U2 ∩ Y .
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Luego, f(X) = (U1 ∩ Y ) ∪ (U2 ∩ Y ) = (U1 ∪ U2) ∩ Y . Como f : X −→ Y es

contínua, f−1(U1) y f−1(U2) son conjuntos abiertos de X. Además,

f−1(U1) ∩ f−1(U2) = f−1(U1) ∩ f−1(U2) ∩ f−1(Y ) = f−1(U1 ∩ U2 ∩ Y )

= f−1(V1 ∩ V2)

= f−1(∅)

= ∅.

Ahora, como

X ⊂ f−1(f (X)) = f−1(U1 ∪ U2) ∩ f−1(Y ) = f−1(U1) ∪ f−1(U2) ⊂ X,

sigue que X = f−1(U1) ∪ f−1(U2). Por otro lado, se tiene f(f−1(V1)) = V1

y f(f−1(V2)) = V2, pues V1 y V2 son subconjuntos de f(X). De esta forma,

f−1(U1) = f−1(V1) ̸= X y f−1(U2) = f−1(V2) ̸= X, ya que V1 ≠ f(X) y

V2 ̸= f(X). De esta forma, concluyese que X es disconexo, contradiciendo la

hipótesis, y esto finaliza la demostración. □

1.3.5.6 Espacios conexos por caminos

El conjunto [0, 1] siempre será considerado dotado de la topología

induzida por la topología usual de R.

Definición 1.45. Sea (X,T) un espacio topológico. Se dice que dos puntos x

y y del espacio X están conectados por un camino en X si existe una función

continua γ : [0, 1] −→ X tal que γ(0) = x y γ(1) = y.

Se dice que (X,T) es conexo por caminos si dos puntos cualesquiera

x y y del espacio X están conectados por un camino en X.

Existe una relación entre los espacios conexos y conexos por caminos

que es la siguiente: łTodo espacio conexo por caminos es conexož (cf. [12,

Teorema 5.3, pág.115]), pero la recíproca no es verdadera en general (cf. [12,

Ejemplo 4, pág.115]).

Teorema 1.19 ([12, 5.2, pág. 115]). Un espacio topológico X es conexo por

caminos si, y solamente si, existe un ponto y0 en X tal que para todo punto x

en X, x y y0 están conectados por un camino en X.

Demostración. Supóngase, inicialmente, que X es conexo por caminos. Sea

y0 en X un elemento fijo en X. Como X es conexo por caminos, dado un
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punto x en X, existe una función continua γx : [0, 1] −→ X tal que γx(0) = x y

γx(1) = y0.

Reciprocamente, supóngase que la condición suficiente sea satisfecha,

y sean x y y dos puntos cualesquiera del espacio X. Entonces, existen funciones

continuas f, g : [0, 1] −→ X tales que f (0) = x, f (1) = y0, g(0) = y y g(1) = y0.

Considérese γ : [0, 1] −→ X, definida por

γ(t) =




f (2t), si 0 ≤ t ≤ 1

2 ;

g(2− 2t), si 1
2 < t ≤ 1.

Se tiene que γ(0) = f (0) = x y γ(1) = g(0) = y. Se afirma que γ es continua. En

efecto, sea C un conjunto cerrado de X. Como f |[0,1/2] es continua (cf. Teorema

1.13), sigue que

f
∣∣
[0,1/2]

−1
(C) = γ−1(C) ∩ [0, 1/2] (1.3.1 (1))

es un conjunto cerrado en [0, 1/2] y, por lo tanto, cerrado en [0, 1] (ya que

[0, 1/2] es un conjunto cerrado en [0, 1]). También, siendo g|[1/2,1] continua (cf.

Teorema 1.13) y γ(1/2) = f (1) = y0 = g(1), concluyese que

g
∣∣
[1/2,1]

−1
(C) = γ−1(C) ∩ [1/2, 1] (1.3.1 (2))

es un conjunto cerrado en [1/2, 1] y, por lo tanto, cerrado en [0, 1] (ya que [1/2, 1]

es un conjunto cerrado en [0, 1]). Ahora, de (1.3.1 (1)) y (1.3.1 (2)), se tiene que

γ−1(C) = γ−1(C)∩ ([0, 1/2]∪ [1/2, 1]) = f
∣∣
[0,1/2]

−1
(C)∪g

∣∣
[1/2,1]

−1
(C). (1.3.1 (3))

Como f |[0,1/2]
−1

(C) y g|[1/2,1]
−1

(C) son conjuntos cerrados en [0, 1], de (1.3.1 (3)),

concluyese que γ−1(C) es un conjunto cerrado en [0, 1]. Luego, por el Teorema

1.14, γ es continua. □

J. Villanueva



Capítulo 2

La topología de Zariski en el

espectro primo de un anillo

En este capítulo, se estudia una topología definida en el espectro

primo de un anillo. Para su desenvolvimiento, se seguirá la secuencia de algunos

ejercicios propuestos en [1, Capítulo 1], así como de [5, Capítulo 2, Sección 4];

sin embargo, en algunos casos, con otras notaciones.

2.1 Variedad de un ideal

En esta sección, se define lo que es la variedad de un subconjunto

de un anillo, los cuales serán los conjuntos cerrados en la topología de Zariski.

Definición 2.1. Sea A un anillo. Para cada subconjunto E de A, se define

la variedad de E, denotada por V (E), como el conjunto de todos los ideales

primos de A que contienen a E.

Expresado en forma conjuntista,

V (E) = {p ∈ Spec(A) : E ⊂ p}.

Ejemplo 2.1. Para cualquier anillo cero A, V (A) = ∅. En efecto, si A = {0A},

por la Observación 1.11, se tiene que Spec(A) = ∅. Luego, V (A) = ∅.

Proposición 2.1. Sea A un anillo.

(1) Si E y F son subconjuntos de A tales que E ⊂ F, entonces V (F ) ⊂ V (E).

(2) Si E es un subconjunto de A, entonces V (E) = V (⟨E ⟩).

(3) Si I es un ideal de A, entonces I es un ideal propio de A si, y solamente

si, V (I) ̸= ∅.
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(4) Si I es un ideal de A tal que V (I) = Spec(A), entonces I ⊂ ℵA.

(5) Si I es un ideal de A, entonces V (I) = V (rad I).

(6) Si I y J son ideales de A, entonces V (I) ⊂ V (J) si, y solamente si,

rad J ⊂ rad I.

(7) Si a es un elemento de A, entonces V (⟨a⟩) = V
(〈

ak
〉)
, para todo entero

positivo k.

(8) Si I es un ideal de A, entonces

V (I) =
⋂

a∈I

V (⟨a⟩).

Demostración. Inicialmente, se probará el ítem (1). Si V (F ) = ∅ no hay

nada a probar. Ahora, si V (F ) ̸= ∅, dado p ∈ V (F ), se tiene que F ⊂ p.

Como E ⊂ F , sigue que E ⊂ p y, por lo tanto, p ∈ V (E). Consecuentemente,

V (F ) ⊂ V (E).

Seguidamente, se probará el ítem (2). Como E ⊂ ⟨E ⟩, por el ítem

(1), se tiene que V (⟨E ⟩) ⊂ V (E). Si V (E) = ∅, la inclusión contraria es clara.

Ahora, si V (E) ̸= ∅, sea p ∈ V (E). Entonces, E ⊂ p. Siendo ⟨E ⟩ el menor

ideal de A que contiene E, concluyese que ⟨E ⟩ ⊂ p. Luego, p ∈ V (⟨E ⟩) y, esto

implica que V (E) ⊂ V (⟨E ⟩). Por lo tanto, V (E) = V (⟨E ⟩).

Para el ítem (3), supóngase inicialmente que I es un ideal propio de

A. Entonces, por la Proposición 1.7, existe un ideal primo p de A tal que I ⊂ p.

Luego, p ∈ V (I). Reciprocamente, supóngase que existe p ∈ V (I). Entonces,

I ⊂ p ⊊ A. Esto muestra que I es un ideal propio de A.

A seguir, se probará el ítem (4). Como V (I) = Spec(A), se tiene que

I ⊂ p, para todo ideal primo p de A y, por lo tanto, I ⊂
⋂

p∈Spec(A) p. Luego,

por la Proposición 1.10, I ⊂ ℵA.

Ahora, se procederá a probar el ítem (5). Si I = A es claro. Suponga,

ahora, que I ̸= A. Por el Lema 1.1, se tiene que I ⊂ rad I. Luego, por el ítem (1),

V (rad I) ⊂ V (I). Para establecer la inclusión contraria, sea p ∈ V (I), es decir,

I ⊂ p. Entonces, por el Corolario 1.11, rad I ⊂ p. Por lo tanto, p ∈ V (rad I) y,

esto implica que V (I) ⊂ V (rad I). Consecuentemente, V (I) = V (rad I).

Para el ítem (6), supóngase inicialmente que V (I) ⊂ V (J). Entonces,⋂
p∈V (J) p ⊂

⋂
q∈V (I) q. Como rad J =

⋂
p∈V (J) p y rad I =

⋂
q∈V (I) q (cf. Pro-

posición 1.8), concluyese que rad J ⊂ rad I. Recíprocamente, supóngase que

rad J ⊂ rad I. Luego, por el ítem (1), V (rad I) ⊂ V (rad J). Entretanto, por

el ítem (5), se tiene que V (I) = V (rad I) y V (J) = V (rad J). Por lo tanto,
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V (I) ⊂ V (J).

A continuación, se probará el ítem (7). Como ak = ak−1 · a ∈ ⟨a⟩,

sigue que
〈
ak
〉
⊂ ⟨a⟩. Luego, por el ítem (1), se tiene que V (⟨a⟩) ⊂ V

(〈
ak
〉)

.

Si
〈
ak
〉
= A, la inclusión contraria es clara. Ahora, si

〈
ak
〉
̸= A, sea p ∈

V
(〈

ak
〉)

. Entonces,
〈
ak
〉
⊂ p. Como ak ∈

〈
ak
〉
, sigue que ak ∈ p y, siendo p

un ideal primo, concluyese que a ∈ p. Luego, ⟨a⟩ ⊂ p y, por lo tanto, p ∈ V (⟨a⟩).

Esto implica que V
(〈

ak
〉)

⊂ V (⟨a⟩). Consecuentemente, V (⟨a⟩) = V
(〈

ak
〉)

.

Finalmente se probará el ítem (8). Si I = A, entonces V (I) ⊂⋂
a∈I V (⟨a⟩). Caso contrario, dado p ∈ V (I), se tiene que I ⊂ p. Como

⟨a⟩ ⊂ I, para todo a ∈ I, concluyese que ⟨a⟩ ⊂ p, para todo a ∈ I. Esto

implica que p ∈ V (⟨a⟩), para todo a ∈ I. Por lo tanto, p ∈
⋂

a∈I V (⟨a⟩). Esto

muestra que

V (I) ⊂
⋂

a∈I

V (⟨a⟩). (2.1.1 (1))

Para establecer la inclusión contraria, supóngase que
⋂

a∈I V (⟨a⟩) ̸= ∅ (si⋂
a∈I V (⟨a⟩) = ∅ no hay nada a probar). Sea p ∈

⋂
a∈I V (⟨a⟩). Entonces,

p ∈ V (⟨a⟩), para todo a ∈ I; es decir, ⟨a⟩ ⊂ p, para todo a ∈ I. Luego,

I =
⋃

a∈I⟨a⟩ ⊂ p; lo cual implica que p ∈ V (I). Esto muestra que

⋂

a∈I

V (⟨a⟩) ⊂ V (I). (2.1.1 (2))

Por lo tanto, de (2.1.1 (1)) y (2.1.1 (2)), V (I) =
⋂

a∈I V (⟨a⟩). □

Por el ítem (2) de la Proposición 2.1, se tiene que

{V (E) : E es un subconjunto de A} = {V (I) : I es un ideal de A}.

Así, es suficiente considerar los conjuntos V (I), donde I es un ideal en A.

De ahora en adelante, a menos que se indique lo contrario, en lo

restante de esta sección, se asume que todos los anillos son no ceros.

Se definirá la topología de Zariski en el espectro primo de un anillo

A, considerando las variedades V (I) como sus conjuntos cerrados.

Teorema 2.1 ([5, pág. 98]). Sea A un anillo. Las variedades de los subconjuntos

de A, satisfacen las siguientes propiedades:

(1) V (⟨0A ⟩) = Spec(A) y V (A) = ∅.
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(2) Para toda familia de ideales (Iλ)λ∈Λ de A,

⋂

λ∈Λ

V (Iλ) = V

(
⋃

λ∈Λ

Iλ

)
= V

(
∑

λ∈Λ

Iλ

)
.

(3) Para todos los ideales I y J de A,

V (I) ∪ V (J) = V (IJ) = V (I ∩ J).

Demostración. Inicialmente, se probará el ítem (1). Como ⟨0A ⟩ ⊂ p, para

todo p ∈ Spec(A), se tiene que Spec(A) ⊂ V (⟨0A ⟩) y, por lo tanto, V (⟨0A ⟩) =

Spec(A). Por otro lado, por el ítem (3) de la Proposición 2.1, V (A) = ∅.

Ahora, se probará el ítem (2). Sea (Iλ)λ∈Λ una familia de ideales de

A. Por el ítem (2) de la Proposición 2.1, se tiene que

V

(
⋃

λ∈Λ

Iλ

)
= V

(
∑

λ∈Λ

Iλ

)
.

A seguir, se mostrará que
⋂

λ∈Λ V (Iλ) = V
(∑

λ∈Λ Iλ
)
. Si Λ = ∅, se tiene⋂

λ∈Λ V (Iλ) = Spec(A) y V
(∑

λ∈Λ Iλ
)

= V (⟨0A ⟩). Luego, por el ítem (1),⋂
λ∈Λ V (Iλ) = V

(∑
λ∈Λ Iλ

)
. Supóngase ahora que Λ ̸= ∅. Si

⋂
λ∈Λ V (Iλ) = ∅,

se tiene que
⋂

λ∈Λ V (Iλ) ⊂ V
(∑

λ∈Λ Iλ
)
. Caso contrario, si

⋂
λ∈Λ V (Iλ) ̸= ∅,

sea p ∈
⋂

λ∈Λ V (Iλ). Entonces, p ∈ V (Iλ), para todo λ ∈ Λ; es decir, Iλ ⊂ p,

para todo λ ∈ Λ. Luego,
∑

λ∈Λ Iλ ⊂ p, lo que implica que p ∈ V
(∑

λ∈Λ Iλ
)
.

Esto muestra que
⋂

λ∈Λ

V (Iλ) ⊂ V

(
∑

λ∈Λ

Iλ

)
. (2.1.2 (1))

Para establecer la inclusión contraria, sea µ ∈ Λ. Como Iµ ⊂
∑

λ∈Λ Iλ, por el

ítem (1) de la Proposición 2.1, V
(∑

λ∈Λ Iλ
)
⊂ V (Iµ). Siendo µ ∈ Λ arbitrário,

concluyese que

V

(
∑

λ∈Λ

Iλ

)
⊂
⋂

λ∈Λ

V (Iλ). (2.1.2 (2))

Por lo tanto, de (2.1.2 (1)) y (2.1.2 (2)),

⋂

λ∈Λ

V (Iλ) = V

(
∑

λ∈Λ

Iλ

)
.
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Esto completa la prueba del ítem (2).

Finalmente, se probará el ítem (3). Sean I y J ideales de A. Por

el ítem (1) de la Proposición 2.1, V (IJ) ⊃ V (I ∩ J), V (I ∩ J) ⊃ V (I) y

V (I ∩ J) ⊃ V (J). Luego,

V (I) ∪ V (J) ⊂ V (I ∩ J) ⊂ V (IJ). (2.1.3 (1))

Para finalizar la demostración del ítem (3), se mostrará que V (IJ) ⊂ V (I) ∪

V (J). Si IJ = A no hay nada a probar. Ahora, si IJ ≠ A, sea p ∈ V (IJ).

Entonces, IJ ⊂ p. Como p es un ideal primo, sigue que I ⊂ p o J ⊂ p. Esto

implica que p ∈ V (I) o p ∈ V (J). Luego, p ∈ V (I) ∪ V (J). Esto muestra que

V (IJ) ⊂ V (I) ∪ V (J). (2.1.3 (2))

Por lo tanto, de (2.1.3 (1)) y (2.1.3 (2)),

V (I) ∪ V (J) = V (IJ) = V (I ∩ J). □

2.2 La topología de Zariski en el

Spec(A)

Sea A un anillo. En virtud del Teorema 2.1, la familia

ζ(A) = {V (I) : I es un ideal de A}

satisface los axiomas para conjuntos cerrados de una topología en el espectro

primo de A (cf. Teorema 1.11). Más precisamente, la familia

T(A) = {ω(I) : I es un ideal de A},

donde

ω(I) = Spec(A) \ V (I),

es una topología en el espectro primo de A, que es llamada topología de Zariski

relativa a A.
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2.2.1 Una base para la topología de Zariski en el

Spec(A)

En esta subsección, se define una base para la topología de Zariski

en el espectro primo de un anillo A.

Para cada a ∈ A, sea ω(a) := ω(⟨a⟩). En particular, ω(0A) = ∅ y

ω(1A) = Spec(A). Nótese que

ω(a) = {p ∈ Spec(A) : a /∈ p}.

Teorema 2.2 ([5, pág. 99]). Sea A un anillo. La familia B(A) = {ω(a) : a ∈ A}

es una base para la topologia de Zariski en el Spec(A).

Demostración. Dado U un abierto de Spec(A), existe un ideal I de A tal que

U = Spec(A) \ V (I). Por el ítem (8) de la Proposición 2.1,

Spec(A) \ V (I) = Spec(A) \
⋂

a∈I

V (⟨a⟩).

Entonces,

U = Spec(A) \
⋂

a∈I

V (⟨a⟩) =
⋃

a∈I

(Spec(A) \ V (⟨a⟩)) =
⋃

a∈I

ω(a).

Por lo tanto, B(A) es una base para la topología de Zariski en el Spec(A). □

Frecuentemente, se hará el uso de la base B(A) para Spec(A). Ade-

más de las propiedades usuales, los abiertos básicos del Spec(A), poseen otras

propiedades interesantes. Para tener una mejor idea de algunas de estas pro-

piedades, se tiene el siguiente resultado.

Proposición 2.2 ([1, Ejercicio 17 (i) a (iv), pág. 12]). Sea A un anillo. Los

abiertos básicos del espectro primo de A, satisfacen las siguientes propiedades:

(1) Si a y b son elementos de A, entonces ω(a) ∩ ω(b) = ω(ab).

(2) Si a es un elemento de A, entonces ω(a) = ∅ si, y solamente si, a es

nilpotente.

(3) Si a es un elemento de A, entonces ω(a) = Spec(A) si, y solamente si, a es

una unidad.

(4) Si a y b son elementos de A, entonces ω(a) = ω(b) si, y solamente si,

rad⟨a⟩ = rad⟨b⟩.
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Demostración. Inicialmente, se probará el ítem (1). Por el ítem (3) del

Teorema 2.1, se tiene que

ω(a) ∩ ω(b) = (Spec(A) \ V (⟨a⟩)) ∩ (Spec(A) \ V (⟨b⟩))

= Spec(A) \ (V (⟨a⟩) ∪ V (⟨b⟩))

= Spec(A) \ V (⟨a⟩⟨b⟩)

= Spec(A) \ V (⟨ab⟩)

= ω(ab).

Ahora, se probará el ítem (2). Supóngase inicialmente que ω(a) = ∅.

Entonces, Spec(A) = V (⟨a⟩). Luego, por el ítem (4) de la Proposición 2.1, se

tiene que ⟨a⟩ ⊂ ℵA. Entretanto, como a ∈ ⟨a⟩, concluyese que a es nilpotente.

Recíprocamente, supóngase que a es nilpotente. Entonces, por la Proposición

1.10, a ∈ p, para todo ideal primo p de A. Por lo tanto, p ∈ V (⟨a⟩), para

todo ideal primo p de A. En consecuencia, Spec(A) ⊂ V (⟨a⟩) y, por lo tanto,

Spec(A) = V (⟨a⟩) o, equivalentemente, ω(a) = ∅.

A seguir se probará el ítem (3). Supóngase inicialmente que ω(a) =

Spec(A). Entonces, V (⟨a⟩) = ∅. Luego, por el ítem (3) de la Proposición 2.1,

se tiene que ⟨a⟩ = A. Así, 1A ∈ ⟨a⟩ y, por lo tanto, existe b ∈ A tal que

ab = 1A. Es decir, a es una unidad. Recíprocamente, supóngase que a es una

unidad. Como a ∈ ⟨a⟩, por la Observación 1.3, concluyese que ⟨a⟩ = A. En

consecuencia, por el ítem (1) del Teorema 2.1, V (⟨a⟩) = V (A) = ∅. Esto

implica que ω(a) = Spec(A).

Finalmente, se probará el ítem (4). Nótese que ω(a) = ω(b) si, y

solamente si, V (⟨a⟩) = V (⟨b⟩). Entretanto, por el ítem (6) de la Proposición

2.1, V (⟨a⟩) = V (⟨b⟩) si, y solamente si, rad⟨a⟩ = rad⟨b⟩. Esto muestra que

ω(a) = ω(b) si, y solamente si, rad⟨a⟩ = rad⟨b⟩. □

2.3 Propiedades topológicas del

Spec(A)

En esta sección, se presentan las principales propiedades topológicas

del espectro primo de un anillo.
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Teorema 2.3 ([1, Ejercicio 17 (v), pág. 12]). Para todo anillo A, Spec(A) es

compacto.

Demostración. Sea (ω(aλ))λ∈Λ un recubrimiento abierto básico de Spec(A).

Entonces,

Spec(A) =
⋃

λ∈Λ

ω(aλ) =
⋃

λ∈Λ

(Spec(A) \ V (⟨aλ ⟩)) = Spec(A) \
⋂

λ∈Λ

V (⟨aλ ⟩)

y, por lo tanto,
⋂

λ∈Λ V (⟨aλ ⟩) = ∅. Entretanto, por el ítem (2) del Teorema

2.1,

V

(
∑

λ∈Λ

⟨aλ ⟩

)
=
⋂

λ∈Λ

V (⟨aλ ⟩) = ∅.

Por lo tanto, por el ítem (3) de la Proposición 2.1,
∑

λ∈Λ⟨aλ ⟩ = A. Teniendo

en vista que 1A ∈ A, existen n ∈ N, x1, . . . , xn ∈ A y λ1, . . . , λn ∈ Λ tales que

1A =
∑n

i=1 xiaλi
. Luego, por el Corolario 1.2, 1A ∈

∑n
i=1⟨aλi

⟩. En consecuencia,

por la Observación 1.2,
∑n

i=1⟨aλi
⟩ = A. De esta forma, por el ítem (1) del

Teorema 2.1, V
(∑n

i=1⟨aλi
⟩
)
= V (A) = ∅. Ahora, utilizando nuevamente el

ítem (2) del Teorema 2.1, se tiene

Spec(A) = Spec(A) \ V

(
n∑

i=1

⟨aλi
⟩

)
= Spec(A) \

n⋂

i=1

V (⟨aλi
⟩)

=

n⋃

i=1

(Spec(A) \ V (⟨aλi
⟩))

=

n⋃

i=1

ω(aλi
).

Esto muestra que (ω(aλi
))ni=1 es un subrecubrimiento finito de {ω(aλ)}λ∈Λ.

Consecuentemente, por el Teorema 1.15, Spec(A) es compacto. □

El siguiente resultado generaliza el Teorema 2.3.

Teorema 2.4 ([5, Proposición 12, pág. 101]). Sea A un anillo. Para todo

a ∈ A, ω(a) es un subconjunto compacto. En particular, el espacio Spec(A) es

compacto.

Demostración. Sea a ∈ A y sea (ω(aλ))λ∈Λ un recubrimiento de ω(a) por
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conjuntos abiertos básicos de Spec(A). Entonces,

Spec(A) \ V (⟨a⟩) = ω(a) ⊂
⋃

λ∈Λ

ω(aλ) =
⋃

λ∈Λ

(Spec(A) \ V (⟨aλ ⟩))

= Spec(A) \
⋂

λ∈Λ

V (⟨aλ ⟩)

y, por lo tanto,
⋂

λ∈Λ V (⟨aλ ⟩) ⊂ V (⟨a⟩). Entretanto, por el ítem (2) del

Teorema 2.1,

V

(
∑

λ∈Λ

⟨aλ ⟩

)
=
⋂

λ∈Λ

V (⟨aλ ⟩) ⊂ V (⟨a⟩).

Por lo tanto, por el ítem (6) de la Proposición 2.1, rad⟨a⟩ ⊂ rad
∑

λ∈Λ⟨aλ ⟩.

Teniendo en vista que a ∈ rad⟨a⟩, sigue que a ∈ rad
∑

λ∈Λ⟨aλ ⟩. Así, existe

k ∈ N tal que ak ∈
∑

λ∈Λ⟨aλ ⟩. Entonces, existen n ∈ N, x1, . . . , xn ∈ A y

λ1, . . . , λn ∈ Λ tales que ak =
∑n

i=1 xiaλi
. Luego, por el Corolario 1.2, ak ∈∑n

i=1⟨aλi
⟩. En consecuencia,

〈
ak
〉
⊂
∑n

i=1⟨aλi
⟩. De esta forma, por los ítems

(1) y (7) de la Proposición 2.1, se tiene V
(∑n

i=1⟨aλi
⟩
)
⊂ V

(〈
ak
〉)

= V (⟨a⟩).

Ahora, utilizando nuevamente el ítem (2) del Teorema 2.1, se tiene

ω(a) = Spec(A) \ V (⟨a⟩) ⊂ Spec(A) \ V

(
n∑

i=1

⟨aλi
⟩

)

= Spec(A) \

n⋂

i=1

V (⟨aλi
⟩)

=

n⋃

i=1

(Spec(A) \ V (⟨aλi
⟩))

=

n⋃

i=1

ω(aλi
).

Esto muestra que (ω(aλi
))ni=1 es un subrecubrimiento finito de (ω(aλ))λ∈Λ.

Consecuentemente, por el Teorema 1.16, ω(a) es un subconjunto compacto.

Finalmente, como ω(1A) = Spec(A), se tiene que el espacio Spec(A)

es compacto. □

Sean A un anillo y Y un subconjunto de Spec(A). Se denotará la
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intersección de todos los elementos en Y por F(Y ), es decir,

F(Y ) =
⋂

p∈Y

p.

Por la Proposición 1.2, F(Y ) es un ideal de A y F(∅) = A.

Proposición 2.3 (Adaptado de [5, Proposición 11, pág. 99]). Sea A un anillo.

(1) Si I es un ideal de A, entonces F(V (I)) = rad I.

(2) F(Spec(A)) = ℵA.

(3) Si p es un ideal primo de A, entonces F(V (p)) = p.

(4) Si I es un ideal de A y Y es un subconjunto de Spec(A), entonces I ⊂ F(Y )

si, y solamente si, Y ⊂ V (I).

(5) Si a es un elemento de A y Y es un subconjunto de Spec(A), entonces

a ∈ F(Y ) si, y solamente si, Y ⊂ V (⟨a⟩).

(6) Si Y es un subconjunto de Spec(A), entonces V (F(Y )) = Y .

(7) Si Y es un subconjunto de Spec(A), entonces Y es cerrado si, y solamente

si, V (F(Y )) = Y.

Demostración. El ítem (1) es consecuencia inmediata de la Proposición 1.8

y de la definición de V (I). Asimismo, el ítem (2) es consecuencia inmediata de

la Proposición 1.10 y de la definición de Spec(A).

A seguir, se probará el ítem (3). Por la Proposición 1.9, se tiene que

rad p = p. El resultado ahora sigue del ítem (1).

Ahora, se probará el ítem (4). Si Y = ∅ el resultado es claro, así

considérese Y ≠ ∅. Supóngase inicialmente que I ⊂ F(Y ) y sea p ∈ Y .

Entonces, I ⊂ p y, por lo tanto, p ∈ V (I). Esto muestra que Y ⊂ V (I).

Recíprocamente, supóngase que Y ⊂ V (I) y sea p ∈ Y . De esta forma, p ∈ V (I).

Luego, I ⊂ p, para todo p ∈ Y . Por lo tanto, I ⊂ F(Y ).

El ítem (5) es un caso particular del ítem (4), considerando I = ⟨a⟩.

A continuación, se probará el ítem (6). Supóngase, inicialmente,

que p ∈ V (F(Y )). Entonces, F(Y ) ⊂ p. Sea ahora P la familia de todos los

conjuntos cerrados que contienen a Y . Dado un elemento arbitrário C ∈ P,

se tiene que C es un conjunto cerrado y Y ⊂ C. Entonces, existe un ideal I

de A tal que C = V (I) y Y ⊂ V (I). Luego, p ∈ V (I) = C. Esto muestra que

p ∈ C, para todo C ∈ P. De esta forma, p ∈ Y . Por lo tanto, V (F(Y )) ⊂ Y .

Para establecer la inclusión contraria, sea p ∈ Y . Entonces, F(Y ) ⊂ p. Luego,

p ∈ V (F(Y )). Esto muestra que Y ⊂ V (F(Y )). Entretanto, como V (F(Y )) es
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cerrado, por el ítem (2) de la Proposición 1.23, concluyese que Y ⊂ V (F(Y )).

Consecuentemente, V (F(Y )) = Y .

Finalmente, se probará el ítem (7). Supóngase inicialmente que Y

es cerrado. Entonces, por el ítem (3) de la Proposición 1.23, Y = Y . Luego,

por el ítem (6), V (F(Y )) = Y . Recíprocamente, supóngase que V (F(Y )) = Y .

Ahora, utilizando nuevamente el ítem (6), concluyese que Y = Y . Entonces,

por el ítem (3) de la Proposición 1.23, Y es cerrado. □

Proposición 2.4 ([1, Ejercicio 18 (ii) y (iii), pág. 13]). Sean A un anillo. El

cierre de un punto de p ∈ Spec(A), satisface las siguientes propiedades:

(1) {p} = V (p);

(2) si q ∈ Spec(A), entonces q ∈ {p} si, y solamente si, p ⊂ q.

Demostración. Inicialmente, se probará el ítem (1). Por el ítem (6) de la

Proposición 2.3, se tiene que V (p) = V (F({p})) = {p}.

Ahora, se probará el ítem (2). Por el ítem (1), se tiene que {p} = V (p).

Por otro lado, para un ideal primo q de A, se tiene que q ∈ V (p) si, y solamente

si, p ⊂ q. Esto implica que q ∈ {p} si, y solamente si, p ⊂ q. □

Teorema 2.5 ([5, Corolario 6, pág. 101]). Sea A un anillo. Si p ∈ Spec(A),

entonces el conjunto {p} es cerrado si, y solamente si, p es un ideal maximal.

Demostración. Supóngase, inicialmente, que {p} es cerrado. Sea I un ideal

propio de A tal que p ⊂ I. Entonces, por el ítem (1) de la Proposición 2.1,

V (I) ⊂ V (p). Entretanto, por el ítem (1) de la Proposición 2.4, V (p) = {p}.

Siendo el conjunto {p} cerrado, por el ítem (3) de la Proposición 1.23, se

tiene que {p} = {p}. Entonces, V (I) ⊂ {p}. Por otro lado, como I es un ideal

propio de A, por el ítem (3) de la Proposición 2.1, V (I) ̸= ∅. En consecuencia,

V (I) = {p}. Esto implica que, p ∈ V (I) o, equivalentemente, I ⊂ p. Por lo

tanto, I = p. Esto muestra que p es un ideal maximal.

Recíprocamente, supóngase que p es un ideal maximal. Dado un

ideal primo q ∈ {p}, por el ítem (2) de la Proposición 2.4, se tiene que p ⊂ q.

Como p es un ideal maximal, concluyese que q = p. Esto implica que q ∈ {p}

y, por lo tanto, {p} ⊂ {p}. Consecuentemente, utilizando nuevamente el ítem

(3) de la Proposición 1.23, {p} es cerrado. □

Teorema 2.6 ([1, Ejercicio 18 (iv), pág. 13]). Para todo anillo A, Spec(A) es

un espacio T0.
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Demostración. Sean p1 y p2 dos elementos en Spec(A) tales que p1 ≠ p2.

Entonces, existen i, j ∈ {1, 2} tales que pi ̸⊂ pj. Luego, pj ̸∈ V (pi) y, por

lo tanto, pj ∈ ω(pi). Como pi ̸∈ ω(pi), concluyese que Spec(A) es un espacio

T0. □

Teorema 2.7 ([1, Ejercicio 11, pág. 44]). Sea A un anillo. Las siguientes

condiciones son equivalentes:

(1) Spec(A) es un espacio T1;

(2) todo ideal primo de A es un ideal maximal;

(3) Spec(A) = Max(A).

Demostración. Se probará que (1) implica (2), (2) implica (3) y (3) implica

(1). Inicialmente, se probará que (1) implica (2). En efecto, supóngase que

Spec(A) es un espacio T1 y sea p un ideal primo de A. Entonces, por la

Proposición 1.25, {p} es un conjunto cerrado de Spec(A) y, por lo tanto, por el

Teorema 2.5, p es un ideal maximal.

Ahora se probará que (2) implica (3). De hecho, si todo ideal primo

de A es un ideal maximal de A, entonces Spec(A) ⊂ Max(A). Como Max(A) ⊂

Spec(A) (cf. Observación 1.10), concluyese que Spec(A) = Max(A).

Finalmente, se probará que (3) implica (1). En efecto, supóngase

que Spec(A) = Max(A) y sean p un punto de Spec(A). Esto implica que p es un

ideal maximal de A. Entonces, por el Teorema 2.5, {p} es un conjunto cerrado

de Spec(A). Por lo tanto, por la Proposición 1.25, Spec(A) es un espacio T1. □

Ejemplo 2.2. Si n es un número entero mayor o igual a 2, entonces Spec(Zn) es

un espacio T1. En efecto, por el Ejemplo 1.18, se tiene que Max(Zn) = Spec(Zn).

Luego, por el Teorema 2.7, se tiene que Spec(Zn) es un espacio T1.

Ejemplo 2.3. El espacio Spec(Z) no es T1. En efecto, por el Ejemplo 1.17, se

tiene que Max(Z) ̸= Spec(Z). Luego, por el Teorema 2.7, se tiene que Spec(Z)

no es un espacio T1.

Proposición 2.5. Sea A un anillo. Sean p y q puntos de Spec(A). Las siguientes

condiciones son equivalentes:

(1) V (p) = V (q);

(2) {p} = {q};

(3) p = q.

Demostración. Se probará que (1) implica (2), (2) implica (3) y (3) implica

(1). Inicialmente, se probará que (1) implica (2). En efecto, por el ítem (1) de
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la Proposición 2.4, se tiene que V (p) = {p} y V (q) = {q}. Como V (p) = V (q),

sigue que {p} = {q}.

Ahora se probará que (2) implica (3). De hecho, supóngase que

{p} = {q}. Entretanto, siendo Spec(A) un espacio T0 (cf. Teorema 2.6), por la

Proposición 1.24, concluyese que p = q.

Finalmente, es claro que (3) implica (1). □

Teorema 2.8 ([1, Ejercicio 19, pág. 13]). Para todo anillo A, Spec(A) es

irreducible si, y solamente si, ℵA es un ideal primo.

Demostración. Supóngase inicialmente que Spec(A) es irreducible. Sean a

y b dos elementos en A tales que a /∈ ℵA y b /∈ ℵA. Entonces, por el ítem

(2) de la Proposición 2.2, ω(a) ̸= ∅ y ω(b) ̸= ∅. Siendo Spec(A) irreducible,

por el Corolario 1.21, ω(a) ∩ ω(b) ̸= ∅. Entretanto, por el ítem (1) de la

Proposición 2.2, ω(ab) = ω(a) ∩ ω(b). Luego, ω(ab) ̸= ∅. En consecuencia,

utilizando nuevamente el ítem (2) de la Proposición 2.2, ab /∈ ℵA. Esto muestra

que ℵA es un ideal primo.

Recíprocamente, supóngase que ℵA es un ideal primo. Sean ω(a) y

ω(b) conjuntos abiertos básicos no vacíos de Spec(A). Entonces, por el ítem (2)

de la Proposición 2.2, a /∈ ℵA y b /∈ ℵA. Como ℵA es un ideal primo, se tiene

que ab /∈ ℵA y, por lo tanto, utilizando nuevamente el ítem (2) de la Proposición

2.2, concluyese que ω(ab) ̸= ∅. Entretanto, por el ítem (1) de la Proposición

2.2, ω(ab) = ω(a) ∩ ω(b). Luego, ω(a) ∩ ω(b) ̸= ∅. Consecuentemente, por el

Corolario 1.21, Spec(A) es irreducible. □

Ejemplo 2.4. Si A es un dominio de integridad, entonces Spec(A) es irreducible.

En particular, Spec(Z) es irreducible. En efecto, si A es un dominio de integridad,

por el Corolario 1.8, ⟨0A ⟩ es un ideal primo de A. Luego, por la Proposición 1.10,

ℵA = ⟨0A ⟩. Entonces, por el Teorema 2.8, se tiene que Spec(A) es irreducible.

El siguiente resultado generaliza el Teorema 2.8, considerando Y =

Spec(A).

Teorema 2.9 ([5, Proposición 14, pág. 102]). Sea A un anillo. Si Y es un

subconjunto de Spec(A), entonces Y es irreducible si, y solamente si, F(Y ) es

un ideal primo.

Demostración. Supóngase inicialmente que Y es irreducible. Sean a y b dos

elementos en A tales que ab ∈ F(Y ). Entonces, por el ítem (5) de la Proposición
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2.3, Y ⊂ V (⟨ab⟩). Entretanto, por el ítem (3) del Teorema 2.1, V (⟨ab⟩) =

V (⟨a⟩) ∪ V (⟨b⟩). Luego, Y ⊂ V (⟨a⟩) ∪ V (⟨b⟩). Como Y es irreducible, por el

Lema 1.4, Y ⊂ V (⟨a⟩) o Y ⊂ V (⟨b⟩). En consecuencia, utilizando nuevamente

el ítem (5) de la Proposición 2.3, a ∈ F(Y ) o b ∈ F(Y ). Esto muestra que F(Y )

es un ideal primo.

Recíprocamente, supóngase que F(Y ) es un ideal primo. Entonces,

por el ítem (1) de la Proposición 2.4, V (F(Y )) = {F(Y )}. Por otro lado, por el

ítem (6) de la Proposición 2.3, V (F(Y )) = Y . Luego, Y = {F(Y )}. Ahora, por

el Ejemplo 1.54 y por la Proposición 1.26, se tiene que {F(Y )} es irreducible,

es decir, Y es irreducible. Por lo tanto, utilizando nuevamente la Proposición

1.26, concluyese que Y es irreducible. □

Teorema 2.10. Sea A un anillo. Si Y es un subconjunto de Spec(A), entonces

Y es un subconjunto cerrado irreducible si, y solamente si, Y = V (p), para

algún ideal primo p de A.

Demostración. Supóngase inicialmente que Y es un subconjunto cerrado

irreducible. Como Y es cerrado, por el ítem (7) de la Proposición 2.3, V (F(Y )) =

Y . Ahora, siendo Y irreducible, por el Teorema 2.9, F(Y ) es un ideal primo.

Recíprocamente, supóngase que existe un ideal primo p de A tal que

Y = V (p). En particular, Y es un conjunto cerrado. También, por el ítem (3)

de la Proposición 2.3, se tiene que F(Y ) = F(V (p)) = p. Ahora, siendo p un

ideal primo de A, por el Teorema 2.9, concluyese que V (p) = Y es irreducible,

y esto finaliza la demostración. □

Sea Y un subconjunto cerrado irreducible de un espacio topológico

X. Un punto genérico de Y es un punto ξ de Y tal que Y = {ξ}.

A continuación, se probará que todo subconjunto cerrado irreducible

de Spec(A) tiene un único punto genérico.

Teorema 2.11 (Adaptado de [5, Ejercicio 9 (a), pág. 142]). Sea A un anillo.

Todo subconjunto cerrado irreducible de Spec(A) tiene un único punto genérico.

Demostración. Sea Y un subconjunto cerrado irreducible de Spec(A). Por el

Teorema 2.10, existe un ideal primo p de A tal que Y = V (p). Luego, por el

ítem (1) de la Proposición 2.4, Y = {p}, es decir, p es un punto genérico de Y .

Ahora, la unicidad sigue inmediatamente de la Proposición 2.5. □
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Un elemento e de un anillo A es llamado idempotente, si e2 = e. Por

ejemplo, en todo anillo A, 0A y 1A son elementos idempotentes, pues

02A = 0A · 0A = 0A y 12A = 1A · 1A = 1A.

En un dominio de integridad A, los elementos idempotentes son

0A y 1A. Entretanto, en el anillo Z6 = {[0], [1], [2], [3], [4], [5]} los elementos

idempotentes son [0], [1], [3] y [4].

Lema 2.1. Sea A un anillo A. Si e es un elemento idempotente de A, entonces

1A − e es un elemento idempotente de A. Además, si e es diferente de 0A y 1A,

entonces 1A − e es diferente de 0A y 1A.

Demostración. Como e es un elemento idempotente, se tiene que e2 = e.

Luego,

(1A − e)2 = 1A − 2e + e2 = 1A − e.

Esto muestra que 1A − e es un elemento idempotente de A. Ahora, si e ≠ 0A

entonces 1A − e ̸= 1A (en caso contrario, e = 0A, una contradicción). También,

si e ≠ 1A entonces 1A − e ≠ 0A (en caso contrario, e = 1A, una contradicción),

y esto finaliza la demostración. □

Lema 2.2. Sea A un anillo A. Si e es un elemento idempotente de A, entonces

A = ⟨e⟩ ⊕ ⟨1A − e⟩.

Demostración. Como 1A = e + (1A − e) ∈ ⟨e⟩ + ⟨1A − e⟩, sigue que A =

⟨e⟩ + ⟨1A − e⟩. Se probará ahora que ⟨e⟩ ∩ ⟨1A − e⟩ = ⟨0A ⟩. En efecto, si

z ∈ ⟨e⟩∩⟨1A − e⟩, entonces existen x y y en A tales que z = xe y z = y(1A−e).

Siendo e un elemento idempotente, se tiene que e2 = e. Luego,

z = xe = xe2 = (xe)e = [y(1A − e)]e = ye− ye2 = ye− ye = 0A

y, por lo tanto, ⟨e⟩∩⟨1A − e⟩ = ⟨0A ⟩. Esto muestra que A = ⟨e⟩⊕⟨1A − e⟩. □

Teorema 2.12 ([5, Corolario 2, pág. 104]). Para todo anillo A, Spec(A) es

conexo si, y solamente si, solo los elementos idempotentes en A son 0A y 1A.

Demostración. Se probará que Spec(A) es disconexo si, y solamente si, A

contiene un elemento idempotente diferente de 0A y 1A.

Supóngase inicialmente que Spec(A) es disconexo. Entonces, por la

Proposición 1.28, existen conjuntos cerrados disjuntos C1 y C2 de Spec(A) tales
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que Spec(A) = C1 ∪ C2 con C1 y C2 diferentes de Spec(A). Es decir, existen

ideales I y J de A tales que C1 = V (I) y C2 = V (J). Como V (I) = C1 ≠ ∅ y

V (J) = C2 ≠ ∅, por el ítem (3) de la Proposición 2.1, I y J son ideales propios

de A. Por el ítem (3) del Teorema 2.1, se tiene que V (IJ) = V (I) ∪ V (J) =

Spec(A). Luego, por el ítem (4) de la Proposición 2.1, se tiene IJ ⊂ ℵA. También,

por el ítem (2) del Teorema 2.1, se tiene V (I+J) = V (I)∩V (J) = C1∩C2 = ∅.

Entonces, por el ítem (3) de la Proposición 2.1, I + J = A. Por lo tanto,

existen elementos x en I y y en J tales que x + y = 1A. Teniendo en vista

que xy es nilpotente (ya que xy ∈ IJ ⊂ ℵA), existe n ∈ N tal que (xy)n = 0A.

Por otro lado, por el binomio de Newton, 1A = (x + y)n = xn + yn + axy,

para algún elemento a ∈ A. Así, xn + yn = 1A − axy. Teniendo en vista

que axy es nilpotente, por la Observación 1.12, xn + yn es una unidad de A.

Consecuentemente, existe un elemento u en A tal que

u(xn + yn) = 1A. (2.3.1)

Se afirma que e := uxn es un elemento idempotente de A diferente de 0A y 1A.

En efecto, por (2.3.1),

e = uxn = (uxn)[(u(xn + yn)] = (uxn)2 + u2(xy)n = e2 + u2 · 0A = e2.

Esto muestra que e es un elemento idempotente de A. Finalmente, se mostrará

que e es un elemento diferente de 0A y 1A. De hecho, si e = 0A, por (2.3.1),

uyn = 1A, y así y es una unidad. Esto implica que J = A, una contradicción.

Ahora, si e = 1A entonces x es una unidad y, por lo tanto, I = A, una

contradicción.

Recíprocamente, supóngase que existe un elemento idempotente e

en A diferente de 0A y 1A. Entonces, por el Lema 2.1, 1A − e es un elemento

idempotente de A diferente de 0A y 1A. Luego, e and 1A−e no son unidades. Por

lo tanto, por el ítem (3) de la Proposición 2.1, V (⟨e⟩) ̸= ∅ y V (⟨1R − e⟩) ̸= ∅.

Por otro lado, por el Lema 2.2, A = ⟨e⟩ ⊕ ⟨1A − e⟩. En consecuencia, por los

ítems (1) y (2) del Teorema 2.1, se tiene que

∅ = V (A) = V (⟨e⟩ + ⟨1A − e⟩) = V (⟨e⟩) ∩ V (⟨1A − e⟩);
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y por los ítems (1) y (3) del Teorema 2.1,

Spec(A) = V (⟨0A ⟩) = V (⟨e⟩ ∩ ⟨1A − e⟩) = V (⟨e⟩) ∪ V (⟨1A − e⟩).

Esto muestra que, Spec(A) es disconexo. □

Ejemplo 2.5. Si A es un dominio de integridad, por el Teorema 2.12, se tiene

que Spec(A) es conexo. En particular, Spec(Z) es conexo.

Ejemplo 2.6. Por el Teorema 2.12, se tiene que Spec(Z6) no es conexo.

Teorema 2.13. Si A es un anillo local, entonces Spec(A) es conexo por caminos.

Demostración. Sea m el único ideal maximal de A. Se probará que para

cualquier punto p en Spec(A), existe un camino conectando p con m. En efecto,

dado un ideal primo p en A, considérese γ : [0, 1] −→ Spec(A), definida por

γ(t) =




p, si 0 ≤ t < 1;

m, si t = 1.

A continuación se mostrará que γ es continua. De hecho, dado a ∈ A, se

probará que γ−1(ω(a)) es un conjunto abierto. Para esto, serán considerados

los siguientes casos: a /∈ m y a ∈ m.

Primero, supóngase que a /∈ m. Entonces, γ(1) = m ∈ ω(a). Por otro

lado, por el Corolario 1.6, se tiene que p ⊂ m y, por lo tanto, a /∈ p. Luego,

γ(t) = p ∈ ω(a), para todo número real t tal que 0 ≤ t < 1. Esto implica que

t ∈ γ−1(ω(a)), para todo t en [0, 1]. En consecuencia, γ−1(ω(a)) = [0, 1], el cual

es un conjunto abierto de [0, 1].

Ahora, supóngase que a ∈ m. Entonces, γ(1) = m /∈ ω(a) y, por

lo tanto, 1 /∈ γ−1(ω(a)). Para finalizar la demostración, se considerarán los

siguientes subcasos: a ∈ p y a /∈ p. Si a ∈ p, entonces γ(t) = p /∈ ω(a), para

todo número real t tal que 0 ≤ t < 1. Esto implica que t /∈ γ−1(ω(a)), para

todo t en [0, 1). En consecuencia, γ−1(ω(a)) = ∅, el cual es un conjunto abierto

de [0, 1]. En el otro caso, si a /∈ p, entonces γ(t) = p ∈ ω(a), para todo número

real t tal que 0 ≤ t < 1. Esto implica que t ∈ γ−1(ω(a)), para todo t en [0, 1).

En consecuencia, γ−1(ω(a)) = [0, 1), el cual es un conjunto abierto de [0, 1].

Por lo tanto, por el Teorema 1.14, γ es continua. Así, por el Teorema

1.19, Spec(A) es conexo por caminos. □
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Así como en el caso de un anillo local, para un dominio de integridad,

se tiene también que su espectro primo es conexo por caminos (esto a la vez

proporciona otra prueba del Ejemplo 2.5). Para su demostración, se utilizará

un artificio similar al de la prueba del primero.

Teorema 2.14. Si A es un dominio, entonces Spec(A) es conexo por caminos.

Demostración. Como A es un dominio, ⟨0A ⟩ es un ideal primo de A. Se

probará que para cualquier punto p en Spec(A), existe un camino conectando

p con ⟨0A ⟩. En efecto, dado un ideal primo p en A, considérese γ : [0, 1] −→

Spec(A), definida por

γ(t) =




p, si t = 0;

⟨0A ⟩, si 0 < t ≤ 1.

A continuación se mostrará que γ es continua. De hecho, dado a ∈ A, se

probará que γ−1(ω(a)) es un conjunto abierto. Para esto, serán considerados

los siguientes casos: a = 0A y a ≠ 0A.

Primero, supóngase que a = 0A. Entonces, γ−1(ω(a)) = γ−1(∅) = ∅,

el cual es un conjunto abierto de [0, 1].

Ahora, supóngase que a ̸= 0A. Entonces, a /∈ ⟨0A ⟩ y, por lo tanto,

γ(t) = ⟨0A ⟩ ∈ ω(a), para todo número real t tal que 0 < t ≤ 1. Luego,

(0, 1] ⊂ γ−1(ω(a)). Para finalizar la demostración, se considerarán los siguientes

subcasos: a /∈ p y a ∈ p. Si a /∈ p, entonces γ(0) = p ∈ ω(a). Esto implica que

0 ∈ γ−1(ω(a)) y, por lo tanto, γ−1(ω(a)) = [0, 1], el cual es un conjunto abierto

de [0, 1]. En el otro caso, si a ∈ p, entonces γ(0) = p /∈ ω(a). Esto implica que

0 /∈ γ−1(ω(a)) y, por lo tanto, γ−1(ω(a)) = (0, 1], el cual es un conjunto abierto

de [0, 1].

Consecuentemente, por el Teorema 1.14, γ es continua. Así, por el

Teorema 1.19, Spec(A) es conexo por caminos. □
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Capítulo 3

Submódulos primos

Este capítulo está dedicado a estudiar la teoría de los submódulos

primos, que es una generalización del concepto de ideales primos de un anillo.

Los submódulos primos son los principales personajes, para se obtener una

generalización de la topologia de Zariski en el espectro primo de un anillo. El

propósito de este capítulo es presentar algunas propiedades interesantes y útiles

de los submódulos primos. Para su desenvolvimiento, se seguirá principalmente

los resultados de [8], [9], [17] y [19], así como de teoría complementar de [3],

[18] y [24].

3.1 Teoría general de los submódulos

primos

En esta sección, se define el concepto de submódulo primo y se

muestran algunas de sus propiedades básicas, así como una caracterización del

mismo.

3.1.1 Submódulos primos

Definición 3.1. Sean A un anillo y M un A-módulo. Se dice que el submódulo

propio P de M es un submódulo primo si, para cualesquiera a ∈ A y m ∈ M

tales que am ∈ P, se tenga que a ∈ (P :A M) o m ∈ P.

Ejemplo 3.1. Considérese el Z-módulo M = Z× Z. El submódulo principal

P = ⟨ (1, 0)⟩
Z

es un submódulo primo. En efecto, por el Ejemplo 1.35, se tiene

que (P :Z M) = ⟨0⟩. Sean ahora a ∈ Z y (x, y) ∈ M tales que a(x, y) ∈ P
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y a /∈ (P :Z M). Se probará que (x, y) ∈ P. De hecho, como P = ⟨ (1, 0)⟩
Z

y

(ax, ay) ∈ P, entonces (ax, ay) = w(1, 0) = (w, 0), para algún w ∈ Z. Luego,

ay = 0. Teniendo en vista que a ≠ 0 (ya que a /∈ (P :Z M) = ⟨0⟩), concluyese

que y = 0. Por lo tanto, (x, y) = (x, 0) = x(1, 0) ∈ P. Esto muestra que P es un

submódulo primo del Z-módulo M .

La definición de submódulo primo es una generalización del concepto

de ideal primo. Esto es consecuencia, del siguiente resultado.

Proposición 3.1. Sea A un anillo. Si p es un subconjunto propio de A,

entonces p es un ideal primo de A si, y solamente si, p es un submódulo primo

del A-módulo A.

Demostración. Por el Ejemplo 1.33, (p :A A) = p. Ahora, es solo observar

que la Definición 3.1, es la misma que la dada para ideales primos (Definición

1.8). □

Proposición 3.2. Sean A un anillo e I un ideal propio de A. Si J es un

subconjunto propio de A/I, entonces J es un ideal primo de A/I si, y solamente

si, J es un submódulo primo del A-módulo A/I.

Demostración. Supóngase inicialmente que J es un ideal primo de A/I. En

particular, J es un ideal propio de A/I y, por lo tanto, por el Ejemplo 1.31, J

es un submódulo propio del A-módulo A/I. Sean ahora a ∈ A y [b ] en A/I ∗

tales que a · [b ] ∈ J y [b ] /∈ J . Como [a ] · [b ] = [a · b ] = a · [b ], sigue que

[a ] · [b ] ∈ J . Siendo J un ideal primo de A/I y [b ] /∈ J , se tiene que [a ] ∈ J .

Ahora, por el Ejemplo 1.31, existe un ideal J de A conteniendo a I tal que

J = J/I. Entretanto, por el Ejemplo 1.34, se tiene que J = (J :A A/I). De

esta forma, como [a ] ∈ J , concluyese que a ∈ J = (J :A A/I). Esto muestra

que J es un submódulo primo del A-módulo A/I.

Recíprocamente, supóngase que J es un submódulo primo del A-

módulo A/I. En particular, J es un submódulo propio del A-módulo A/I y,

por lo tanto, por el Ejemplo 1.31, J es un ideal propio de A/I. Sean ahora

[a ] y [b ] en J tales que [a ] · [b ] ∈ J y [b ] /∈ J . Como a · [b ] = [a · b ] = [a ] · [b ],

sigue que a · [b ] ∈ J . Siendo J un submódulo primo del A-módulo A/I, se

tiene que a ∈ (J :A A/I). Utilizando nuevamente el Ejemplo 1.31, se tiene que

existe un ideal J de A conteniendo a I tal que J = J/I. Luego, por el Ejemplo

∗El símbolo [a ], denota a la clase de a ∈ A en el conjunto cociente A/I.

J. Villanueva



Sección 3.1: Teoría general de los submódulos primos
95

1.34, concluyese que (J :A A/I) = J y, por lo tanto, a ∈ J . En consecuencia,

[a ] ∈ J . Esto muestra que J es un ideal primo de A/I. □

Proposición 3.3 (Adaptado de [8, Resultado 1]). Sean A un dominio y M

un A-módulo sin torsión. Si P es un sumando directo propio de M, entonces P

es un submódulo primo y (P :A M) = ⟨0A ⟩.

Demostración. Como P es un sumando directo propio de M , P es un sub-

módulo propio de M y existe un submódulo P′ de M tal que M = P⊕ P′.

Inicialmente, se probará que (P :A M) = ⟨0A ⟩. En efecto, sea

a ∈ (P :A M); es decir, aM ⊂ P. Por lo tanto, an ∈ P, para todo n ∈ M .

En particular, am′ ∈ P, donde m′ es un elemento fijado en P′ \ {0M} (si

P′ \ {0M} = ∅, se tendría que P = M , contradiciendo el hecho de P ̸= M).

Entonces, am′ ∈ P ∩ P′ = ⟨0M ⟩A y, por lo tanto, am′ = 0M . Entretanto,

siendo M sin torsión y m′ ̸= 0M , concluyese que a = 0A. Esto implica que

(P :A M) = ⟨0A ⟩.

Para finalizar la demostración, se probará ahora que P es un sub-

módulo primo de M . Sean r ∈ A y m ∈ M tales que rm ∈ P y r ̸∈ (P :A M).

Se mostrará que m ∈ P. De hecho, como m ∈ M = P ⊕ P′, existen p ∈ P y

p′ ∈ P′ tales que m = p + p′ y, por lo tanto, rp′ = rm + (−r)p ∈ P. De esta

forma, rp′ ∈ P ∩ P′ = ⟨0M ⟩A. Entonces, rp′ = 0M . Entretanto, siendo M sin

torsión y r ̸= 0A (ya que r ̸∈ (P :A M) = ⟨0A ⟩), se tiene que p′ = 0M . Luego,

m = p + 0M = p y, por lo tanto, m ∈ P. Esto muestra que P es un submódulo

primo de M . □

Ejemplo 3.2 ([8, Resultado 1]). Sean K un cuerpo y V un K-espacio vectorial

no cero. Si S es un subespacio propio de V , entonces S es un submódulo primo

y (S :K V ) = ⟨0K ⟩. En efecto, como S es un subespacio propio de V , sigue

que S es un sumando directo propio de V . Teniendo en vista que V es sin

torsión, por la Proposición 3.3, concluyese que S es un submódulo primo y

(S :K V ) = ⟨0K ⟩.

A seguir, se establece el teorema fundamental de los submódulos

primos, el cual es una caracterización de los submódulos primos. Este teorema

da como resultado varios corolarios que establecen algunas propiedades básicas

de submódulos primos.

Teorema 3.1 ([17, Lema 1]). Sean A un anillo y M un A-módulo. Si P es un

submódulo de M, entonces P es un submódulo primo de M si, y solamente si,

(P :A M ) es un ideal primo de A y el A/(P :A M )-módulo M/P es sin torsión.
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Demostración. Suponiendo que P es un submódulo primo de M , en parti-

cular, se tiene que P ̸= M . Entonces, por el ítem (2) de la Proposición 1.18,

(P :A M) ̸= A. Para finalizar la demostración que (P :A M) es un ideal primo

de A, sean a y b en A tales que ab ∈ (P :A M ) y a ̸∈ (P :A M ). Se mostrará que

b ∈ (P :A M). En efecto, como ab ∈ (P :A M), se tiene que (ab)M ⊂ P y, por

lo tanto, (ab)m ∈ P, para todo m ∈ M . En particular, a(bm′) = (ab)m′ ∈ P,

donde m′ es un elemento fijado en M \P. Entretanto, como P es un submódulo

primo y a ̸∈ (P :A M ), concluyese que bm′ ∈ P. Ahora, utilizando nuevamente

el hecho de P ser un submódulo primo y teniendo en vista que m′ ̸∈ P, sigue

que b ∈ (P :A M). Esto muestra que (P :A M) es un ideal primo de A.

A continuación, se mostrará que el A/(P :A M)-módulo M/P es

sin torsión. En efecto, como (P :A M) es un ideal primo, el anillo cociente

A/(P :A M ) es un dominio. Ahora, sean a ∈ A y m ∈ M tales que a[m] = [0M ].†

Como a[m] = [am], sigue que [am] = [0M ] y, por lo tanto, am ∈ P. Siendo P

un submódulo primo, concluyese que a ∈ (P :A M) o m ∈ P; es decir, a = 0A

o [m] = [0M ]. Esto muestra que el A/(P :A M)-módulo M/P es sin torsión.

Finalmente, se procederá a mostrar la recíproca. Supóngase que

(P :A M) es un ideal primo de A y el A/(P :A M)-módulo M/P es sin

torsión. Em particular, se tiene que (P :A M) ̸= A. Entonces, por el ítem

(2) de la Proposición 1.18, P ̸= M . Para finalizar la demostración que P es

un submódulo primo de M , sean a ∈ A y m ∈ M tales que am ∈ P. Se

mostrará que a ∈ (P :A M) o m ∈ P. En efecto, como am ∈ P se tiene que

a[m] = [am] = [0M ] y, por lo tanto, a[m] = [0M ]. Como M/P es sin torsión,

sigue que a = 0A o [m] = [0M ]; es decir, a ∈ (P :A M) o m ∈ P. Esto muestra

que P es un submódulo primo de M . □

Observación 3.1 ([9, pág. 3744]). Si P es un submódulo primo de un A-

módulo M , por el Teorema 3.1, se tiene que (P :A M) es un ideal primo de A.

Sin embargo, la recíproca no es necesariamente cierto. En efecto, considérese el

Z-módulo M = Z× Z y, para cada entero a tal que a > 1, sea Na = ⟨ (a, 0)⟩
Z
.

Se tiene que el ideal cociente (Na :Z M) = ⟨0⟩ es primo (cf. Ejemplo 1.35).

Entretanto, Na no es un submódulo primo de M ya que a(1, 0) = (a, 0) ∈ Na,

pero a /∈ (Na :Z M) y (1, 0) /∈ Na.

Proposición 3.4 ([8, Proposición 2], [19, Corolario 1.2]). Sean A un anillo y

†Los símbolos a y [m], denotan a la clase de a ∈ A en el anillo cociente A/(P :A M) y a
la clase de m ∈ M en el A/(P :A M)-módulo cociente M/P, respectivamente.
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M un A-módulo. Si P es un submódulo de M tal que (P :A M) es un ideal

maximal de A, entonces P es un submódulo primo de M.

Demostración. Como (P :A M) es un ideal maximal, se tiene que (P :A M)

es un ideal primo y A/(P :A M ) es un cuerpo. Luego, M/P es un A/(P :A M )-

espacio vectorial y, por lo tanto, sin torsión. Consecuentemente, por el Teorema

3.1, P es un submódulo primo de M . □

Proposición 3.5 ([8, Proposición 4]). Sean A un anillo y M un A-módulo. Si

M es un submódulo maximal de M, entonces (M :A M) es un ideal maximal

de A y M es un submódulo primo de M.

Demostración. Como M es un submódulo maximal de M , por el Corolario

1.20, A/(M :A M ) es un A-módulo simple. Entonces, por la Proposición 1.21, se

tiene que (M :A M ) es un submódulo maximal de A. Luego, por la Proposición

1.19, (M :A M) es un ideal maximal de A. Finalmente, por la Proposición 3.4,

sigue que M es un submódulo primo de M . □

Corolario 3.1 ([8, Corolario, pág. 63]). Sean A un anillo y M un A-módulo

finitamente generado. Si N es un submódulo propio de M, entonces existe un

submódulo primo de M conteniendo a N.

Demostración. Como M es un A-módulo finitamente generado y N es un

submódulo propio de M , por el Teorema 1.9, existe un submódulo maximal

M de M tal que N ⊂ M. Por otro lado, por la Proposición 3.5, M es un

submódulo primo, y esto finaliza la demostración. □

3.1.2 El espectro primo de un módulo

Definición 3.2. Sean A un anillo y M un A-módulo. Se define el espectro

primo de M , denotado por SpecA(M ), como el conjunto de todos los submódulos

primos de M .

Expresado en forma conjuntista,

SpecA(M) = {P : P es un submódulo primo de M}.

Observación 3.2. Si M es un módulo sobre un anillo A, entonces MaxA(M ) ⊂

SpecA(M ). En efecto, si MaxA(M ) = ∅ es claro; y si MaxA(M ) ̸= ∅, el resultado

es consecuencia inmediata de la Proposición 3.5.
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Ejemplo 3.3. Sea A un anillo. Si M = {0M}, entonces SpecA(M) = ∅. En

efecto, como M es un A-módulo cero, entonces M no posee submódulos propios

y, por lo tanto, no existe submódulos primos. Esto implica que SpecA(M ) = ∅.

Ejemplo 3.4. Para cualquier anillo A, por la Proposición 3.1, se tiene que

SpecA(A) = Spec(A).

Ejemplo 3.5. Para cualquier anillo A, por la Proposición 3.2 y por el Ejemplo

3.4, se tiene que

SpecA(A/I) = Spec(A/I) = SpecA/I(A/I),

para todo ideal I de A.

Ejemplo 3.6. Sea K un cuerpo. Si V es un K-espacio vectorial, por el Ejemplo

3.2, concluyese que SpecK(V ) = ∅ o

SpecK(V ) = {S : S es un subespacio propio de V }.

Más aún, dimK V = 0 si, y solamente si, SpecK(V ) = ∅; y dimK V = 1 si, y

solamente si, SpecK(V ) = {⟨0V ⟩
K
}. En particular, SpecK(K) = {⟨0K ⟩

K
}.

Ejemplo 3.7. Sean p y q dos números primos positivos diferentes. En el

Z-módulo M = Zpq, se tiene

SpecZ(M) = {pM, qM}.

En particular, SpecZ(M) = MaxZ(M). En efecto, por el Ejemplo 1.32, los

submódulos propios de M son ⟨ [0]⟩
Z
, pM y qM . Ahora, como p · [q ] =

[pq ] = [0] ∈ ⟨ [0]⟩
Z
, pero p ̸∈ ⟨pq ⟩ = (⟨ [0]⟩

Z
:Z M) (por el Ejemplo 1.36) y

[q ] ̸∈ ⟨ [0]⟩
Z
, concluyese que ⟨ [0]⟩

Z
no es un submódulo primo de M . Por lo

tanto, SpecZ(M ) ⊂ {pM, qM}. Luego, por el Ejemplo 1.44 y por la Observación

3.2, se tiene que

{pM, qM} = MaxZ(M) ⊂ SpecZ(M) ⊂ {pM, qM}.

Consecuentemente, SpecZ(M) = {pM, qM} = MaxZ(M).

En el Ejemplo 3.3, se vio que todo módulo cero no posee submódulos
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primos. Entretanto, existen otros ejemplos no triviales, como se mostrará en la

Sección 3.2.

3.1.3 Módulos primos

Definición 3.3. Sea A un anillo y M un A-módulo no cero. Se dice que M es

módulo primo si ⟨0M ⟩A es un submódulo primo de M .

Ejemplo 3.8. Todo dominio de integridad, considerado como módulo sobre si

mismo, es un módulo primo.

Ejemplo 3.9. Todo espacio vectorial no cero es un módulo primo. En efecto,

esto sigue inmediatamente del Ejemplo 3.6.

Proposición 3.6. Sean A un anillo y M un A-módulo no cero. Las siguientes

condiciones son equivalentes:

(1) M es módulo primo;

(2) AnnA(M) = AnnA(N), para todo submódulo no cero N de M ;

(3) si a ∈ A y m ∈ M son tales que am = 0M , entonces aM = ⟨0M ⟩A o

m = 0M .

Demostración. Se probará que (1) implica (2), (2) implica (3) y (3) implica

(1). Inicialmente, se probará que (1) implica (2). Para esto, sea N un submódulo

no cero arbitrário de M . Por el ítem (8) de la Proposición 1.18,

AnnA(M) ⊂ AnnA(N). (3.1.1 (1))

Para establecer la inclusión contraria, sea a ∈ AnnA(N). Entonces, am =

0M , para todo m ∈ N . Como N ≠ ⟨0M ⟩A, existe n ∈ N \ {0M}. Luego,

an = 0M ∈ ⟨0M ⟩A. Siendo M un módulo primo y n ̸= 0M , concluyese que

a ∈
(
⟨0M ⟩A :A M

)
= AnnA(M). Esto muestra que

AnnA(N) ⊂ AnnA(M). (3.1.1 (2))

Por lo tanto, de (3.1.1 (1)) e (3.1.1 (2)), AnnA(M) = AnnA(N).

Ahora se probará que (2) implica (3). De hecho, sean a ∈ A y m ∈ M

tales que am = 0M y m ̸= 0M . Siendo m ̸= 0M , ⟨m⟩A ≠ ⟨0M ⟩A. Luego, por (2),

AnnA(M) = AnnA
(
⟨m⟩A

)
. Como am = 0M , concluyese que a⟨m⟩A = ⟨0M ⟩A.
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Entonces, a ∈ AnnA
(
⟨m⟩A

)
y, por lo tanto, a ∈ AnnA(M). En consecuencia,

aM = ⟨0M ⟩A.

Finalmente, se demostrará que (3) implica (1). En efecto, sean a ∈ A

y m ∈ M tales que am ∈ ⟨0M ⟩A y m ̸= 0M . Como am = 0M , por (3), se tiene

que aM = ⟨0M ⟩A; y, por lo tanto, a ∈
(
⟨0M ⟩A :A M

)
. Esto muestra que ⟨0M ⟩A

es un submódulo primo de M , es decir, M es un módulo primo. □

3.2 Existencia del SpecA(M)

Para cualquier anillo A, se tiene que A es un anillo no cero si, y

solamente si, Spec(A) ̸= ∅ (cf. Observación 1.11) o Max(A) ̸= ∅ (cf. Observación

1.9). Sin embargo, para un A-módulo M no siempre es cierto que si M es un

A-módulo no cero entonces SpecA(M) ̸= ∅ o MaxA(M) ̸= ∅. En el Ejemplo

3.10, se exhibe un módulo no cero cuyo espectro primo y maximal es vacío.

3.2.1 El p-módulo de Prüfer

Considérese el Z-módulo Q/Z. Dado un número primo positivo p,

sea

Z(p∞) :=

{
α ∈ Q/Z : α =

[
m

pn

]
, para algunos m ∈ Z y n ∈ N0

}
.

Lema 3.1. Sea p un número primo positivo. El conjunto Z(p∞) es un submó-

dulo del Z-módulo Q/Z.

Demostración. Se tiene que [0] ∈ Z(p∞). Sean ahora α, β ∈ Z(p∞) y a ∈ Z.

Entonces, existen m, r ∈ Z y n, s ∈ N0 tales que α = [m/pn ] y β = [r/ps ].

Luego,

α + aβ =

[
m

pn

]
+

[
ar

ps

]
=

[
m

pn
+

ar

ps

]
=

[
mps + arpn

pn+s

]
∈ Z(p∞).

Esto muestra que Z(p∞) es un submódulo de Q/Z. □

El Z-módulo Z(p∞), es llamado p-módulo de Prüfer.
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Lema 3.2. Sea p un número primo positivo. El p-módulo de Prüfer, satisface

las siguientes propiedades:

(1) Si α ∈ Z(p∞) \ {[0]}, entonces existen m ∈ Z \ {0} y n ∈ N con (m, p) = 1

tales que α = [m/pn ].

(2) Si α = [m/pn ] ∈ Z(p∞) con n ∈ N y (m, p) = 1, entonces existe a ∈ Z tal

que [1/pn ] = aα.

Demostración. Inicialmente, se probará el ítem (1). Dado α ∈ Z(p∞) \ {[0]},

existen m ∈ Z y n ∈ N0 tales que α = [m/pn ]. Como α ≠ [0], entonces m ̸= 0.

Luego, existen k ∈ N0 y b ∈ Z \ {0} tales que m = pkb y (b, p) = 1. También,

siendo α ̸= [0], concluyese que n ≠ 0 y k < n; en caso contrario,

α =

[
pkb

pn

]
=
[
pk−nb

]
= [0],

lo cual seria una contradicción. Poniendo, s = n− k ∈ N, se obtiene

α =

[
pkb

pk+s

]
=

[
b

ps

]
.

Ahora, se probará el ítem (2). Como (m, p) = 1, se tiene (m, pn) = 1.

Luego, por el teorema de Bézout, existen a, b ∈ Z tales que am + bpn = 1. Por

lo tanto,
1

pn
−

am

pn
= b.

Esto implica que [
1

pn

]
=

[
am

pn

]
= a

[
m

pn

]
= aα. □

Para cada n ∈ N0, sea

Gp,n :=

{
α ∈ Z(p∞) : α =

[
m

pn

]
, para algún m ∈ Z

}
.

Por definición, se tiene

Z(p∞) =
⋃

n∈N0

Gp,n. (3.2.1)

Proposición 3.7 (Adaptado de [24, Ejemplo 7.10 (i) y (iii)] y [9, Ejemplo,

pág. 3745]). Sea p un número primo positivo. Para todo n ∈ N0, el conjunto

Gp,n satisface las siguientes propiedades:

(1) Si m ∈ Z es tal que (m, p) = 1, entonces
[
m/pn+1

]
̸∈ Gp,n.
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(2) Gp,n es un submódulo propio de Z(p∞) generado por [1/pn ].

(3) Gp,n ⊊ Gp,n+1.

(4)
(
Gp,n :Z Z(p∞)

)
= ⟨0⟩.

Demostración. Inicialmente, se probará el ítem (1). Suponiendo, por el ab-

surdo, que
[
m/pn+1

]
∈ Gp,n, existirá a ∈ Z tal que

[
m/pn+1

]
= [a/pn ]. Esto

implica que existe b ∈ Z tal que

m

pn+1
−

a

pn
= b;

a su vez, esto implica que m = bpn+1 + ap = p(bpn + a), lo cual es una

contradicción con la hipótesis (m, p) = 1. Por lo tanto,
[
m/pn+1

]
̸∈ Gp,n.

Ahora, se probará el ítem (2). Por definición, se tiene que Gp,n =

⟨ [1/pn ]⟩
Z
. Ahora, por el ítem (1),

[
1/pn+1

]
∈ Z(p∞) \Gp,n. Esto muestra que

Gp,n es un submódulo propio de Z(p∞).

A seguir se probará el ítem (3). Como [1/pn ] =
[
p/pn+1

]
∈ Gp,n+1,

por el ítem (2), se tiene que Gp,n = ⟨ [1/pn ]⟩ ⊂ Gp,n+1. Por otro lado, por el

ítem (1),
[
1/pn+1

]
∈ Gp,n+1 \Gp,n, y esto finaliza la prueba del ítem (3).

Finalmente, se probará el ítem (4). Suponiendo, por el absurdo, que(
Gp,n :Z Z(p∞)

)
≠ ⟨0⟩ existirá a ∈

(
Gp,n :Z Z(p∞)

)
\{0}. Entonces, aZ(p∞) ⊂

Gp,n. Como a ≠ 0, existen k ∈ N0 y m ∈ Z\{0} tales que a = pkm y (m, p) = 1.

Considerando α =
[
1/pk+n+1

]
∈ Z(p∞), se obtiene

aα =

[
pkm

pk+n+1

]
=

[
m

pn+1

]
∈ aZ(p∞) ⊂ Gp,n

y, por lo tanto, aα ∈ Gp,n. Entretanto, como (m, p) = 1, por el ítem (1), aα =[
m/pn+1

]
̸∈ Gp,n, y esto es una contradicción. Por lo tanto,

(
Gp,n :Z Z(p∞)

)
=

⟨0⟩. □

Proposición 3.8 ([24, Ejemplo 7.10 (ii)]). Para todo número primo positivo

p,

SZ(Z(p∞)) = {Gp,n : n ∈ N0} ∪ {Z(p∞)}.

Demostración. Sea H un submódulo propio de Z(p∞). Si H = ⟨ [0]⟩
Z
, en-

tonces H = Gp,0. Supóngase ahora H ̸= ⟨ [0]⟩
Z
. Entonces, existe α ∈ H \ {[0]}.

Por el ítem (1) del Lema 3.2, existen m ∈ Z y n ∈ N con (m, p) = 1 tales

que α = [m/pn ]. Luego, por el ítem (2) del Lema 3.2, existe a ∈ Z tal que

[1/pn ] = aα. Esto implica que [1/pn ] ∈ H; a su vez, esto implica que Gp,n ⊂ H.
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Teniendo en vista que H es un submódulo propio de Z(p∞), esto acarrea que el

conjunto {i ∈ N : Gp,i ⊂ H} es finito. Si este no fuera el caso, para cada j ∈ N,

existiría nj ∈ N con nj ≥ j y Gp,nj
⊂ H, lo cual implicaría que Gp,j ⊂ H

(ya que, Gp,j ⊂ Gp,nj
, en virtud del ítem (3) de la Proposición 3.7), y así⋃

j∈N0
Gp,j ⊂ H, conduciendo a la contradicción de que H = Z(p∞) (en vista

de (3.2.1)). Poniendo k := max{i ∈ N : Gp,i ⊂ H}, se tiene que Gp,k ⊂ H. De

hecho, se mostrará que Gp,k = H. En efecto, suponiendo, por el absurdo, que

Gp,k ≠ H existirá β ∈ H \Gp,k. Nuevamente, utilizando el ítem (1) del Lema

3.2, existen r ∈ Z y s ∈ N con (r, p) = 1 tales que β = [r/ps ]. Nótese que

s > k, en caso contrario, se tendría β = r[1/ps ] ∈ Gp,s ⊂ Gp,k, lo cual sería una

contradicción con el hecho de β ̸∈ Gp,k. Por otro lado, utilizando el ítem (2)

del Lema 3.2, existe b ∈ Z tal que [1/ps ] = bβ. Esto implica que [1/ps ] ∈ H; a

su vez, esto implica que Gp,s ⊂ H, lo cual contradice la maximalidad de k. Por

lo tanto, Gp,k = H, y esto finaliza la demostración. □

Ejemplo 3.10 ([9, Ejemplo, pág. 3745]). Sea p un número primo positivo.

El espectro primo y maximal del p-módulo de Prüfer es vacío. En efecto, por

la Proposición 3.8 y por el ítem (2) de la Proposición 3.7, el conjunto de los

submódulos propios de Z(p∞) es {Gp,n : n ∈ N0}.

Ahora, para cada n ∈ N0, se tiene que p
[
1/pn+1

]
= [1/pn ] ∈ Gp,n,

pero p ̸∈
(
Gp,n :Z Z(p∞)

)
y
[
1/pn+1

]
̸∈ Gp,n (en virtud de los ítems (4) y

(1) de la Proposición 3.7, respectivamente). Esto muestra que Gp,n no es un

submódulo primo, para todo n ∈ N0. Por lo tanto, SpecZ(Z(p∞)) = ∅.

Por otro lado, por el ítem (3) de la Proposición 3.7, se tiene que

Gp,n ⊊ Gp,n+1 ⊊ Z(p∞), para todo n ∈ N0. Esto muestra que Gp,n no es un

submódulo maximal, para todo n ∈ N0. Consecuentemente, MaxZ(Z(p∞)) = ∅.

3.2.2 El espectro del cuerpo de fracciones de un

dominio

En esta subsección, se estudiará el espectro primo y maximal del

cuerpo de fracciones de un dominio de integridad. Inicialmente se presenta el

siguiente lema, el cual generaliza el primer resultado de [9, Teorema 1].

Lema 3.3. Sean K un cuerpo y A un subanillo de K. El A-módulo K, satisface

las siguientes propiedades:

(1) Si a es un elemento diferente de cero perteneciente a A, entonces aK = K.
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(2) Si N es un submódulo propio de K, entonces (N :A K) = ⟨0A ⟩.

(3) Si A no es un cuerpo, entonces MaxA(K) = ∅.

Demostración. Inicialmente, se probará el ítem (1). Sea a um elemento

diferente de cero de A. Por la Proposición 1.16, se tiene que

aK ⊂ K. (3.2.2 (1))

Para establecer la inclusión contraria, sea m ∈ K. Como K es un cuerpo y

a ≠ 0A = 0K , existe a−1 ∈ K tal que a · a−1 = 1K . Entonces, m = 1A ·m =

1K ·m =
(
a · a−1

)
·m = a ·

(
a−1 ·m

)
∈ aK. Esto muestra que

K ⊂ aK. (3.2.2 (2))

Por lo tanto, de (3.2.2 (1)) y (3.2.2 (2)), aK = K.

Ahora, se probará el ítem (2). Procediendo por el absurdo, supóngase

que (N :A K) ̸= ⟨0A ⟩. Entonces, existe c ∈ (N :A K) \ {0A} y, por lo tanto,

por el ítem (1), se tiene que K = cK ⊂ N ; lo cual implica que N = K,

contradiciendo el hecho de N ≠ K. Consecuentemente, (N :A K) = ⟨0A ⟩.

Finalmente, se probará el ítem (3). De hecho, procediendo por el

absurdo, supóngase que exista un submódulo maximal M de K. Luego, por la

Proposición 3.5, se tendría que (M :A K) es un ideal maximal de A. Entretanto,

por el ítem (2), se tiene que (M :A K) = ⟨0A ⟩. Por otro lado, como A no

es un cuerpo, por el Corolario 1.3, ⟨0A ⟩ no es un ideal maximal de A, una

contradicción. En consecuencia, MaxA(K) = ∅. □

Teorema 3.2 ([9, Teorema 1]). Sea A un dominio de integridad que no sea

un cuerpo. Si K es el cuerpo de fracciones de A, entonces el A-módulo K tiene

MaxA(K) = ∅ y SpecA(K) = {⟨0K ⟩A}.

Demostración. Nótese que MaxA(K) = ∅ es un caso particular del ítem (3)

del Lema 3.3.

Ahora, se mostrará que SpecA(K) = {⟨0K ⟩A}. Como K es un A-

módulo sin torsión y ⟨0K ⟩A es un sumando directo propio de K, por la Pro-

posición 3.3, ⟨0K ⟩A es un submódulo primo de K. Para mostrar que ⟨0K ⟩A
es el único submódulo primo de K, supóngase lo contrario y sea P un sub-

módulo primo de K tal que P ≠ ⟨0K ⟩A. Entonces, por el ítem (2) del Lema

3.3, (P :A K) = ⟨0A ⟩. Siendo P un submódulo no cero, existe α ∈ P \ {0K}.

Poniendo α = a/b, donde a y b son elementos de A diferentes de cero, se
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tiene que a = bα ∈ P. Por otro lado, teniendo en vista que P ≠ K, existe

y ∈ A \ {0A} tal que 1/y ̸∈ P; en caso contrario, para todo y ∈ A \ {0A}, se

tendría que 1/y ∈ P y, esto implicaría que x/y = x(1/y) ∈ P, para todo x ∈ A,

es decir, K ⊂ P, y así P = K, lo cual sería una contradicción. De esta forma,

se tiene que (ay)1/y = a ∈ P, pero ay ̸∈ (P :A K) y 1/y ̸∈ P. Esto contradice

el hecho que P es un submódulo primo. Por lo tanto, SpecA(K) = {⟨0K ⟩A}. □

Corolario 3.2 ([9, Corolario, pág. 3746]). El Z-módulo Q tiene MaxZ(Q) = ∅

y SpecZ(Q) = {⟨0⟩
Z
}.

Demostración. Esto es un caso particular del Teorema 3.2. □

3.3 Submódulos primos de la forma IN

En esta sección, se considerará submódulos extendidos IN de un

A-módulo M , que son submódulos primos de M , donde I es un ideal de A y

N es un submódulo de M .

Proposición 3.9 (Adaptado de [8, Proposición 2, segunda parte]). Sean A un

anillo y M un A-módulo. Si N es un submódulo de M y m es un ideal maximal

de A tal que mN ≠ N, entonces mN es un submódulo primo de M.

Demostración. Como N es un submódulo de M y m es un ideal maximal

de A tal que mN ̸= N , por el ítem (11) de la Proposición 1.18, se tiene que

(mN :A N) = m. Luego, (mN :A N) es un ideal maximal. Por lo tanto, por la

Proposición 3.4, concluyese que mN es un submódulo primo de M . □

A continuación se enuncia, sin su demostración, una propiedad del

determinante de una matriz sobre un anillo, el cual es un resultado de la teoría

de Álgebra lineal sobre anillos conmutativos.

Teorema 3.3 ([3, Teorema 1.7 (a)]). Sea A un anillo. Si A es una matriz

cuadrada de orden n con entradas en A, entonces

A adj(A) = adj(A)A = det(A)In,

donde In es la matriz identidad de orden n.
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Teorema 3.4 ([18, Teorema 75]). Sean A un anillo y M un A-módulo

finitamente generado por n elementos. Si I es un ideal de A y a ∈ (IM :A M ),

entonces existe x ∈ I tal que (an + x)M = ⟨0M ⟩A.

Demostración. Como M es finitamente generado por n elementos, existe un

conjunto generador m1, . . . ,mn de M . Puesto que a ∈ (IM :A M ), se tiene que

aM ⊂ IM . Entonces, am ∈ IM , para todo m ∈ M . En particular, ami ∈ IM ,

para todo i ∈ N tal que 1 ≤ i ≤ n. Luego, para cada i ∈ {1, . . . , n}, existen

aij ∈ I, 1 ≤ j ≤ n, tales que ami =
∑n

j=1 aijmj. Llevando todo a la izquierda,

obtenemos las siguientes igualdades:

n∑

j=1

(aδij − aij)mj = 0M , 1 ≤ i ≤ n, (3.3.1 (1))

donde

δij =




1A, si i = j;

0A, si i ̸= j.

Las igualdades de (3.3.1 (1)), implican que

[aδij − aij ]n×n[mj ]n×1 = [0M ]n×1. (3.3.1 (2))

Colocando A := [aδij − aij ]n×n y multiplicando a la izquierda por la adjunta

de la matriz A en la ecuación (3.3.1 (2)), se obtiene

[0M ]n×1 = adj(A)[0M ]n×1 = adj(A)
(
A[mj ]n×1

)

= (adj(A)A)[mj ]n×1.
(3.3.1 (3))

Entonces, por la ecuación (3.3.1 (3)) y por el Teorema 3.3, se tiene que

[0M ]n×1 =
(
det(A)[δij ]n×n

)
[mj ]n×1 = [det(A)δij ]n×n[mj ]n×1 = [det(A)mi]n×1.

Por lo tanto, det(A)mi = 0M , para todo i ∈ N tal que 1 ≤ i ≤ n, es decir,

det(A)M = {0M}. Por otro lado, se tiene que

det(A) = det
(
a[δij ]n×n − [aij ]n×n

)
= an +

n∑

k=1

cka
n−k,

donde c1, . . . , cn son los coeficientes del polinomio característico de la
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matriz [aij ]n×n, los cuales pertenecen a I. De esta forma, considerándose

x =
∑n

k=1 cka
n−k ∈ I, sigue que det(A) = an + x, y esto finaliza la demostra-

ción. □

Proposición 3.10 (Adaptado de [8, Proposición 8]). Sean A un anillo y M

un A-módulo. Si N es un submódulo de M finitamente generado e I es un

ideal radical de A, entonces (IN :A N) = I si, y solamente si, AnnA(N) ⊂ I.

Demostración. Supóngase inicialmente que (IN :A N) = I. Entretanto, por

el ítem (7) de la Proposición 1.18, se tiene que AnnA(N) ⊂ (IN :A N). Luego,

AnnA(N) ⊂ I.

Recíprocamente, supóngase que AnnA(N ) ⊂ I. Sea a elemento de A

que está en (IN :A N). Como N es finitamente generado, existe un número

finito de generadores. Poniendo n al número de generadores de N , por el

Teorema 3.4, existe x ∈ I tal que an + x ∈ AnnA(N ) y, por lo tanto, an + x ∈ I

(pues AnnA(N) ⊂ I). Entonces, an ∈ I + ⟨x⟩A = I. Por lo tanto, a ∈ rad I y

esto implica que a ∈ I, ya que I es un ideal radical. Luego, (IN :A N) ⊂ I.

Finalmente, por el ítem (10) de la Proposición 1.18, se tiene que I ⊂ (IN :A N ).

Por lo tanto, (IN :A N) = I; y esto finaliza la demostración. □

Corolario 3.3 (Adaptado de [8, Corolario 3]). Sean A un anillo y M un

A-módulo. Si N es un submódulo de M finitamente generado y m es un ideal

maximal de A conteniendo a AnnA(N), entonces mN es un submódulo primo

de M.

Demostración. Como m es un ideal maximal, por la Proposición 1.9, m es

un ideal radical. Ahora, siendo N un submódulo de M finitamente generado

y AnnA(N) ⊂ m, por la Proposición 3.10, se tiene que (mN :A N) = m. Por

otro lado, como m ̸= A, por el ítem (2) de la Proposición 1.18, se obtiene

que mN ̸= N . Luego, teniendo en vista que m es un ideal maximal, por la

Proposición 3.9, concluyese que mN es un submódulo primo de M . □

Corolario 3.4 ([8, Corolario 3, segunda parte]). Sea A un anillo. Si M es un

A-módulo fiel finitamente generado, entonces mM es un submódulo primo de

M, para todo ideal maximal m de A.

Demostración. Sea m un ideal maximal de A. Como M es un A-módulo

fiel, se tiene que AnnA(M) = ⟨0A ⟩ ⊂ m. Luego, utilizando el hecho de M ser

finitamente generado, por el Corolario 3.3, concluyese que mM es un submódulo

primo de M . □
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Capítulo 4

La topología de Zariski en el

espectro primo de un módulo

En este capítulo, se define una topología en el espectro primo de un

módulo. Esta es una generalización de la topología de Zariski en el espectro

primo de un anillo. Además, se probará algunos resultados que generalizan

los existentes en el espectro primo de un anillo. Para su desenvolvimiento, se

seguirá principalmente los resultados de [10] y [13], en algunos casos con un

enfoque diferente.

4.1 Variedad de un submódulo

Definición 4.1. Sean A un anillo y M un A-módulo. Si N es un submódulo

de M , se define la variedad de N , denotada por VA(N), como el conjunto de

todos los submódulos primos P de A tales que (N :A M) ⊂ (P :A M).

Expresado en forma conjuntista,

VA(N) = {P ∈ SpecA(M) : (N :A M) ⊂ (P :A M)}.

Ejemplo 4.1. Sea A un anillo. Para cualquier A-módulo cero M , VA(M ) = ∅.

En efecto, si M = {0M}, por el Ejemplo 3.3, se tiene que SpecA(M ) = ∅. Luego,

VA(M) = ∅.

Ejemplo 4.2. Sea A un anillo. Si M es un A-módulo tal que SpecA(M) = ∅,

entonces VA(N) = ∅, para todo submódulo N de M .

Proposición 4.1. Sean A un anillo y M un A-módulo.
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(1) Si N y K son submódulos de M tales que (N :A M ) ⊂ (K :A M ), entonces

VA(K) ⊂ VA(N).

(2) Si N y K son submódulos de M tales que N ⊂ K, entonces VA(K) ⊂

VA(N).

(3) Si N y K son submódulos de M tales que (N :A M ) = (K :A M ), entonces

VA(N) = VA(K).

(4) Si P y Q son submódulos primos de M tales que VA(P) = VA(Q), entonces

(P :A M) = (Q :A M).

(5) Si M es finitamente generado y N es un submódulo de M, entonces N es

un submódulo propio de M si, y solamente si, VA(N) ̸= ∅.

Demostración. Inicialmente, se probará el ítem (1). Si VA(K) = ∅ no hay

nada a probar. Ahora, si P ∈ VA(K) se tiene que (K :A M ) ⊂ (P :A M ). Como

(N :A M) ⊂ (K :A M), se tiene que (N :A M) ⊂ (P :A M). Esto implica que

P ∈ VA(N). Consecuentemente, VA(K) ⊂ VA(N).

A seguir, se probará el ítem (2). En efecto, como N ⊂ K, por el

ítem (4) de la Proposición 1.18, (N :A M ) ⊂ (K :A M ). Luego, por el ítem (1),

VA(K) ⊂ VA(N).

A continuación, se procederá a probar el ítem (3). Como (N :A M ) =

(K :A M), se tiene que (N :A M) ⊂ (K :A M) y (K :A M) ⊂ (N :A M). Luego,

por el ítem (1), concluyese que VA(K) ⊂ VA(N) y VA(N) ⊂ VA(K), es decir,

VA(N) = VA(K).

Ahora, se procederá a probar el ítem (4). Como VA(P) = VA(Q),

se tiene que P ∈ VA(Q) y Q ∈ VA(P) (ya que P ∈ VA(P) y Q ∈ VA(Q)).

Luego, (Q :A M) ⊂ (P :A M) y (P :A M) ⊂ (Q :A M). Esto implica que

(P :A M) = (Q :A M).

Finalmente se probará el ítem (5). Supóngase inicialmente que N un

submódulo propio de M . Como M es finitamente generado, por el Corolario

3.1, existe un submódulo primo P de M tal que N ⊂ P. Luego, por el ítem (4)

de la Proposición 1.18, (N :A M) ⊂ (P :A M). Esto implica que P ∈ VA(N).

Reciprocamente, supóngase que existe P ∈ VA(N ). Entonces, por el ítem (2) de

la Proposición 1.18, (N :A M) ⊂ (P :A M) ⊊ A y, por lo tanto, (N :A M) ̸= A.

Así, utilizando nuevamente el ítem (2) de la Proposición 1.18, concluyese que

N es un submódulo propio de M . □

De ahora en adelante, a menos que se indique lo contrario, en lo

restante de este capítulo, se asume que todos los módulos definidos sobre los
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anillos conmutativos con unidad son tales que su espectro primo es no vacío.

Se definirá la topología de Zariski en el espectro primo de un A-

módulo M , considerando las variedades VA(N) como sus conjuntos cerrados.

Teorema 4.1 ([13, Proposición 1.1]). Sean A un anillo y M un A-módulo.

Las variedades de los submódulos de M, satisfacen las siguientes propiedades:

(1) VA

(
⟨0M ⟩A

)
= SpecA(M) y VA(M) = ∅.

(2) Para toda familia de submódulos (Nλ)λ∈Λ de M,

⋂

λ∈Λ

VA(Nλ) = VA

(
∑

λ∈Λ

(Nλ :A M)M

)
.

(3) Para todos los submódulos N y P de M,

VA(N) ∪ VA(P ) = VA(N ∩ P ).

Demostración. Inicialmente, se probará el ítem (1). Por definición, se tiene

que VA

(
⟨0M ⟩A

)
⊂ SpecA(M). Para establecer la inclusión contraria, sea P ∈

SpecA(M). Entonces, por el ítem (7) de la Proposición 1.18, se tiene que(
⟨0M ⟩A :A M

)
= AnnA(M ) ⊂ (P :A M ) y, por lo tanto, P ∈ VA

(
⟨0M ⟩A

)
. Luego,

SpecA(M) ⊂ VA

(
⟨0M ⟩A

)
. Por lo tanto, VA

(
⟨0M ⟩A

)
= SpecA(M).

También, por el ítem (3) de la Proposición 1.18, si existiera un

submódulo primo P en VA(M ) se tendría que A = (M :A M ) ⊂ (P :A M ) ⊊ A,

lo que sería un absurdo; es decir, VA(M) = ∅.

Ahora, se probará el ítem (2). Sea (Nλ)λ∈Λ una familia de

submódulos de M . Si
⋂

λ∈Λ VA(Nλ) = ∅ es claro que
⋂

λ∈Λ VA(Nλ) ⊂

VA

(∑
λ∈Λ(Nλ :A M)M

)
. Caso contrario, supóngase que P ∈

⋂
λ∈Λ VA(Nλ).

Entonces, P ∈ VA(Nλ), para todo λ ∈ Λ; es decir, (Nλ :A M ) ⊂ (P :A M ), para

todo λ ∈ Λ. Por lo tanto, por el Corolario 1.17, (Nλ :A M)M ⊂ (P :A M)M ,

para todo λ ∈ Λ, lo que implica que
∑

λ∈Λ(Nλ :A M)M ⊂ (P :A M)M . Luego,

por los ítems (4) y (15) de la Proposición 1.18,

(
∑

λ∈Λ

(Nλ :A M)M :A M

)
⊂ ((P :A M)M :A M) = (P :A M).
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Así, P ∈ VA

(∑
λ∈Λ(Nλ :A M)M

)
. Esto muestra que

⋂

λ∈Λ

VA(Nλ) ⊂ VA

(
∑

λ∈Λ

(Nλ :A M)M

)
. (4.1.1 (1))

Para establecer la inclusión contraria, supóngase que VA

(∑
λ∈Λ(Nλ :A M)M

)
̸=

∅ (si VA

(∑
λ∈Λ(Nλ :A M)M

)
= ∅, no hay nada a probar). Sea P ∈

VA

(∑
λ∈Λ(Nλ :A M)M

)
. Entonces,

(∑
λ∈Λ(Nλ :A M)M :A M

)
⊂ (P :A M).

Por otro lado, para cada µ ∈ Λ, se tiene que (Nµ :A M )M ⊂
∑

λ∈Λ(Nλ :A M )M .

Luego, por los ítems (15) y (4) de la Proposición 1.18,

(Nµ :A M) = ((Nµ :A M)M :A M) ⊂

(
∑

λ∈Λ

(Nλ :A M)M :A M

)
.

Como
(∑

λ∈Λ(Nλ :A M)M :A M
)
⊂ (P :A M), sigue que (Nµ :A M) ⊂ (P :A

M), lo cual implica que P ∈ VA

(
Nµ

)
. Siendo µ ∈ Λ arbitrário, concluyese que

P ∈
⋂

λ∈Λ VA(Nλ). Esto muestra que

VA

(
∑

λ∈Λ

(Nλ :A M)M

)
⊂
⋂

λ∈Λ

VA(Nλ). (4.1.1 (2))

Por lo tanto, de (4.1.1 (1)) y (4.1.1 (2)),

⋂

λ∈Λ

VA(Nλ) = VA

(
∑

λ∈Λ

(Nλ :A M)M

)
.

Finalmente, se probará el ítem (3). Sean N y P submódulos de M .

Por el ítem (2) de la Proposición 4.1, VA(N ) ⊂ VA(N∩P ) y VA(P ) ⊂ VA(N∩P ).

Luego,

VA(N) ∪ VA(P ) ⊂ VA(N ∩ P ). (4.1.2 (1))

Para establecer la inclusión contraria, suponga que VA(N ∩ P ) ̸= ∅ (si VA(N ∩

P ) = ∅, no hay nada a probar). Sea P ∈ VA(N ∩P ). Entonces, (N ∩P : M ) ⊂

(P : M). Luego, por el ítem (6) de la Proposición 1.18,

(N : M)(P : M) ⊂ (N : M) ∩ (P : M) ⊂ (P : M).

Como (P : M ) es un ideal primo, por el Teorema 1.4, concluyese que (N : M ) ⊂
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(P : M) o (P : M) ⊂ (P : M). Esto implica que P ∈ VA(N) o P ∈ VA(P ).

Luego, P ∈ VA(N) ∪ VA(P ). Esto muestra que

VA(N ∩K) ⊂ VA(N) ∪ VA(K). (4.1.2 (2))

Por lo tanto, de (4.1.2 (1)) y (4.1.2 (2)),

VA(N) ∪ VA(K) = VA(N ∩K). □

Ejemplo 4.3. Para cualquier anillo A, VA(I) = V (I), para todo ideal I de

A. En efecto, sea I un ideal arbitrário de A. Si I = A, por el ítem (1) del

Teorema 4.1 y por el ítem (1) del Teorema 2.1, se tiene que VA(A) = ∅ y

V (A) = ∅, respectivamente. Em particular, VA(A) = V (A). Ahora, si I ⊊ A,

por los ejemplos 1.33 y 3.4, se tiene que

VA(I) = {p ∈ SpecA(A) : (I :A A) ⊂ (p :A A)} = {p ∈ Spec(A) : I ⊂ p}

= V (I).

Ejemplo 4.4. Si A es un anillo e I un ideal de A, entonces VA(J/I) =

VA/I(J/I), para todo ideal J de A conteniendo a I. En efecto, sea J un ideal

arbitrário de A conteniendo a I. Si J = A, por el ítem (1) del Teorema 4.1

y por el ítem (1) del Teorema 2.1, se tiene que VA(A/I) = ∅ y V (A/I) = ∅,

respectivamente. Por otro lado, por el Ejemplo 4.3, V (A/I) = VA/I(A/I). Así,

VA(A/I) = VA/I(A/I). Supóngase ahora que J ⊊ A. Dado P ∈ VA(J/I), se

tiene que P ∈ SpecA(A/I) y (J/I :A A/I) ⊂ (P :A A/I). Por el Ejemplo 3.5,

P ∈ SpecA/I(A/I) y P = p/I, donde p es un ideal primo de A conteniendo a I.

Como (J/I :A A/I) ⊂ (P :A A/I) = (p/I :A A/I), por el Ejemplo 1.34, J ⊂ p y,

por lo tanto, J/I ⊂ P. Entretanto, por el Ejemplo 1.33, J/I = (J/I :A/I A/I) y

P = (P :A/I A/I). Luego, (J/I :A/I A/I) ⊂ (P :A/I A/I), y así P ∈ VA/I(J/I).

Esto muestra que

VA(J/I) ⊂ VA/I(J/I). (4.1.3 (1))

Para establecer la inclusión contraria, suponga que P ∈ VA/I(J/I). Entonces,

P ∈ SpecA/I(A/I) y (J/I :A/I A/I) ⊂ (P :A/I A/I). Por el Ejemplo 3.5,

P ∈ SpecA(A/I). Como (J/I :A/I A/I) ⊂ (P :A/I A/I), por el Ejemplo 1.33,

J/I ⊂ P. Luego, por el ítem (4) de la Proposición 1.18, (J/I :A A/I) ⊂ (P :A
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A/I), y así P ∈ VA(J/I). Esto muestra que

VA/I(J/I) ⊂ VA(J/I). (4.1.3 (2))

Por lo tanto, de (4.1.3 (1)) y (4.1.3 (2)), VA(J/I) = VA/I(J/I).

4.2 La topología de Zariski en el

SpecA(M)

Sean A un anillo y M un A-módulo. En virtud del Teorema 4.1, la

familia

ζA(M) = {VA(N) : N es un submódulo de M}

satisface los axiomas para conjuntos cerrados de una topología en el espectro

primo de M (cf. Teorema 1.11). Más precisamente, la familia

TA(M) = {ωA(N) : N es un submódulo de M},

donde

ωA(N) = SpecA(M) \ VA(N),

es una topología en el espectro primo de M , que es llamada topología de Zariski

relativa a M .

Por el ítem (1) del Teorema 4.1,

ωA

(
⟨0M ⟩A

)
= ∅ y ωA(M) = SpecA(M). (4.2.1)

El espacio topológico
(
SpecA(M ),TA(M )

)
se estudia desde el punto

de vista del espacio espectral.

La definición de topología de Zariski sobre el espectro primo de un

módulo es una generalización del concepto de topología de Zariski sobre el

espectro primo de un anillo. Esto es consecuencia, del siguiente resultado.

Proposición 4.2. Para todo anillo no cero A,

(
SpecA(A),TA(A)

)
=
(
Spec(A),T(A)

)
.
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Demostración. Por el Ejemplo 3.4, SpecA(A) = Spec(A). Ahora, por el

Ejemplo 4.3,

ωA(I) = SpecA(A) \ VA(I) = Spec(A) \ V (I) = ω(I),

para todo ideal I de A. Entonces, TA(A) = T(A). □

Proposición 4.3. Sea A un anillo no cero. Para todo ideal propio I de A,

(
SpecA(A/I),TA(A/I)

)
=
(
SpecA/I(A/I),TA/I(A/I)

)

=
(
Spec(A/I),T(A/I)

)
.

Demostración. Sea I un ideal propio de A. Por el Ejemplo 3.5, SpecA(A/I) =

SpecA/I(A/I). Ahora, por el Ejemplo 4.4,

ωA(J ) = SpecA(A) \ VA(J ) = SpecA/I(A/I) \ VA/I(J ) = ωA/I(J ),

para todo ideal J de A/I. Entonces, TA(A/I) = TA/I(A/I). Esto muestra la

primera igualdad de la proposición, en cuanto la segunda igualdad es un caso

particular de la Proposición 4.2. □

Lema 4.1 ([10, Resultado 3]). Sean A un anillo y M un A-módulo. Para todo

submódulo N de M,

VA(N) = VA

(
(N :A M)M

)
.

Demostración. Sea N un submódulo de M . Para la familia {N}, por el ítem

(2) del Teorema 4.1, se tiene

VA(N) = VA

(
(N :A M)M

)
. □

Proposición 4.4. Sea A un anillo. Si M es un A-módulo, entonces

ζA(M) = {VA(IM) : I es un ideal de A}.

Demostración. Sea ζA := {VA(IM) : I es un ideal de A}. Por el Lema 4.1,

ζA(M) ⊂ ζA. (4.2.2 (1))

Para establecer la inclusión contraria, suponga que C ∈ ζA. Entonces, C =

VA(IM ), para algun ideal I de A. Como IM es un submódulo de M , sigue que

J. Villanueva



Sección 4.3: Relacionando los espacios SpecA(M) y Spec
(
A/AnnA(M)

)
115

C ∈ ζA(M). Esto muestra que

ζA ⊂ ζA(M). (4.2.2 (2))

Por lo tanto, de (4.2.2 (1)) y (4.2.2 (2)), ζA(M) = ζA. □

Ejemplo 4.5. Sea A un anillo. Si M es un A-módulo tal que SpecA(M ) = {P},

entonces TA(M) es la topología trivial (cf. Ejemplo 1.47). En este caso, si N

es un submódulo de M , entonces VA(N) = ∅ o VA(N) = {P} = SpecA(M).

Ejemplo 4.6. Sea K un cuerpo. Si M es un K-espacio vectorial no cero,

entonces TK(M) es la topología trivial. En efecto, si S es un subespacio

vectorial propio de M , por el Ejemplo 3.2, se tiene que (S :K M) = ⟨0K ⟩ =

(W :K M), para todo subespacio vectorial propio W de M . Esto implica que

VK(S) = SpecK(M), para todo subespacio vectorial propio S de M . Luego,

TK(M) = {∅, SpecK(M)}.

Ejemplo 4.7. Sean p y q dos números primos positivos diferentes. La topología

de Zariski relativa al Z-módulo M = Zpq es la topología discreta. En efecto,

por los ejemplos 1.32 y 3.7, se tiene que

SZ(M) =
{
⟨ [0]⟩

Z
, pM, qM,M

}
y SpecZ(M) = {pM, qM}.

Ahora, por el Ejemplo 1.36, concluyese que VZ(pM ) = {pM} y VZ(qM ) = {qM}.

Luego, TZ(M) = {∅, {pM}, {qM}, SpecZ(M)}.

4.3 Relacionando los espacios SpecA(M)

y Spec
(
A/AnnA(M)

)

Sean A un anillo y M un A-módulo. De ahora en adelante, el espacio

topológico
(
SpecA(M),TA(M)

)
será denotado, simplemente, por SpecA(M).

También, si I es un ideal de A conteniendo a AnnA(M), se denotará por I al

ideal I/AnnA(M) de A/AnnA(M), es decir, I := I/AnnA(M).

Si P es un submódulo primo de M , por el Teorema 3.1, (P :A M ) es

un ideal primo de A. Además, como AnnA(M) ⊂ (P :A M) (por el ítem (7) de

la Proposición 1.18), por el Corolario 1.9, concluyese que (P :A M) es un ideal
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primo de A/AnnA(M). De esta forma, se tiene bien definidas las aplicaciones

naturales
Φ : SpecA(M) −→ Spec(A)

P 7−→ (P :A M)

y

Ψ : SpecA(M) −→ Spec
(
A/AnnA(M)

)
.

P 7−→ (P :A M)

En particular, si A es un anillo no cero y M = A, se tiene que Φ es la fun-

ción identidad y Ψ(p) = p, para todo p ∈ Spec(A). En este caso, Φ es un

homeomorfismo y, por el teorema de la correspondencia, Ψ es biyectiva.

Se mostrará que las aplicaciones naturales Φ y Ψ son continuas.

Lema 4.2 (Adaptado de [13, Proposición 1.2]). Sean A un anillo y M un

A-módulo. Para todo ideal I de A, Φ−1(V (I)) = VA(IM).

Demostración. Sea I un ideal de A. Si Φ−1(V (I)) = ∅ es claro que

Φ−1(V (I)) ⊂ VA(IM). Caso contrario, supóngase que P ∈ Φ−1(V (I)). En-

tonces, (P :A M) = Φ(P) ∈ V (I), es decir, I ⊂ (P :A M). Luego, por el

ítem (16) de la Proposición 1.18, (IM :A M) ⊂ (P :A M), lo cual implica que

P ∈ VA(IM). Esto muestra que

Φ−1(V (I)) ⊂ VA(IM). (4.3.1 (1))

Para establecer la inclusión contraria, supóngase que VA(IM ) ̸= ∅ (si VA(IM ) =

∅, no hay nada a probar). Sea P ∈ VA(IM ). Entonces, (IM :A M ) ⊂ (P :A M ).

Luego, por el ítem (16) de la Proposición 1.18, I ⊂ (P :A M) y, por lo tanto,

Φ(P) = (P :A M) ∈ V (I). Es decir, P ∈ Φ−1(V (I)). Esto muestra que

VA(IM) ⊂ Φ−1(V (I)). (4.3.1 (2))

Por lo tanto, de (4.3.1 (1)) y (4.3.1 (2)), Φ−1(V (I)) = VA(IM). □

Proposición 4.5 ([13, Proposición 1.2]). Sean A un anillo y M un A-módulo.

La aplicación natural Φ : SpecA(M) −→ Spec(A) es continua.

Demostración. Sea C un conjunto cerrado en Spec(A). Entonces, C = V (I),

para algún ideal I de A. Luego, por el Lema 4.2, Φ−1(C) = Φ−1(V (I)) = VA(IM ),

es decir, Φ−1(C) es un cerrado en SpecA(M ). Entonces, por el Teorema 1.14, la

aplicación natural Φ es continua. □
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A continuación, se estudiará una condición suficiente bajo el cual

la aplicación natural Ψ es sobreyectiva. Para demostrar este resultado, se

enunciará el siguiente lema sin demostración.

Lema 4.3 ([9, Lema, pág. 3746]). Sean A un anillo y M un A-módulo no cero

finitamente generado. Si p es un ideal primo de A conteniendo a AnnA(M),

entonces existe un submódulo primo P de M tal que (P :A M) = p.

Proposición 4.6 ([10, Proposición 3.5 (1)]). Sean A un anillo y M un A-

módulo. Si M es un módulo finitamente generado, entonces la aplicación natural

Ψ : SpecA(M) −→ Spec
(
A/AnnA(M)

)
es sobreyectiva.

Demostración. Sea P un elemento arbitrário en Spec
(
A/AnnA(M )

)
. Enton-

ces, por el Ejemplo 1.16, existe un ideal primo p de A conteniendo a AnnA(M )

tal que P = p/AnnA(M). Como M es finitamente generado, por el Lema

4.3, existe un submódulo primo P de M tal que (P :A M) = p. Por lo tanto,

Ψ(P) = (P :A M) = p = P , y esto finaliza la demostración. □

A continuación, se estudiará algunas propiedades elementales de la

aplicación natural Ψ, las cuales fueron extraídas de [10, Teorema 3.6] y [13,

pág. 27 y Lema 1.3].

Proposición 4.7. Sean A un anillo y M un A-módulo. La aplicación natural

Ψ : SpecA(M) −→ Spec
(
A/AnnA(M)

)
, satisface las siguientes propiedades:

(1) Para todo ideal I de A conteniendo a AnnA(M), Ψ−1
(
V
(
I
))

= VA(IM).

(2) Para todo submódulo N de M,

Ψ−1
(
V
(
(N :A M)

))
= VA(N) y Ψ−1

(
ω
(
(N :A M)

))
= ωA(N).

(3) Si Ψ es sobreyectiva, entonces

Ψ
(
VA(N)

)
= V

(
(N :A M)

)
y Ψ

(
ωA(N)

)
= ω

(
(N :A M)

)
,

para todo submódulo N de M.

Demostración. Inicialmente, se probará el ítem (1). Sea I un ideal de A con-

teniendo a Ann(M). Si Ψ−1
(
V
(
I
))

= ∅ es claro que Ψ−1
(
V
(
I
))

⊂ VA(IM).

Caso contrario, supóngase que P ∈ Ψ−1
(
V
(
I
))

. Entonces, (P :A M) = Ψ(P) ∈

V
(
I
)
, es decir, I ⊂ (P :A M). Como AnnA(M) ⊂ I, por el teorema de la

correspondencia para anillos, I ⊂ (P :A M). Luego, por el ítem (16) de la
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Proposición 1.18, (IM :A M) ⊂ (P :A M), lo cual implica que P ∈ VA(IM).

Esto muestra que

Ψ−1
(
V
(
I
))

⊂ VA(IM). (4.3.2 (1))

Para establecer la inclusión contraria, supóngase que VA(IM ) ̸= ∅ (si VA(IM ) =

∅, no hay nada a probar). Sea P ∈ VA(IM ). Entonces, (IM :A M ) ⊂ (P :A M ).

Luego, por el ítem (16) de la Proposición 1.18, I ⊂ (P :A M) y, por lo

tanto, I ⊂ (P :A M). De esta forma, Ψ(P) = (P :A M) ∈ V
(
I
)
, es decir,

P ∈ Ψ−1
(
V
(
I
))

. Esto muestra que

VA(IM) ⊂ Ψ−1
(
V
(
I
))
. (4.3.2 (2))

Por lo tanto, de (4.3.2 (1)) y (4.3.2 (2)), Ψ−1
(
V
(
I
))

= VA(IM).

Para el ítem (2), sea N un submódulo arbitrário de M . Por el ítem

(7) de la Proposición 1.18, se tiene que AnnA(M) ⊂ (N : M). Luego, por el

ítem (1),

Ψ−1
(
V
(
(N :A M)

))
= VA

(
(N :A M)M

)
. (4.3.3 (1))

Por otro lado, por el Lema 4.1,

VA

(
(N :A M)M

)
= VA(N). (4.3.3 (2))

Por lo tanto, de (4.3.3 (1)) y (4.3.3 (2)), Ψ−1
(
V
(
(N :A M)

))
= VA(N). Ahora,

como

Ψ−1
(
Spec

(
A/AnnA(M)

)
\ V
(
(N :A M)

))
= SpecA(M)\Ψ−1

(
V
(
(N :A M)

))
,

concluyese que

Ψ−1
(
ω
(
(N :A M)

))
= SpecA(M) \ VA(N) = ωA(N).

Finalmente, se probará el ítem (3). Sea N un submódulo arbitrário

de M . Por el ítem (2), se tiene que

Ψ−1
(
V
(
(N :A M)

))
= VA(N) y Ψ−1

(
ω
(
(N :A M)

))
= ωA(N).

Entonces, por la sobreyectividad de Ψ, concluyese que

V
(
(N :A M)

)
= Ψ

(
Ψ−1

(
V
(
(N :A M)

)))
= Ψ

(
VA(N)

)
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y

ω
(
(N :A M)

)
= Ψ

(
Ψ−1

(
ω
(
(N :A M)

)))
= Ψ

(
ωA(N)

)
. □

Teorema 4.2 ([13, pág. 27]). Sean A un anillo y M un A-módulo. La aplicación

natural Ψ : SpecA(M) −→ Spec
(
A/AnnA(M)

)
es continua.

Demostración. Sea C un conjunto cerrado en Spec(A/AnnA(M)). Entonces,

C = V
(
I
)
, para algún ideal I de A conteniendo a AnnA(M ). Luego, por el ítem

(1) de la Proposición 4.7, Ψ−1(C) = Ψ−1
(
V
(
I
))

= VA(IM ), es decir, Ψ−1(C) es

un cerrado en SpecA(M). Entonces, por el Teorema 1.14, la aplicación natural

Ψ es continua. □

A continuación, se estudiará las condiciones bajo las cuales Ψ es

abierta, cerrada u homeomorfa.

Teorema 4.3 ([10, Teorema 3.6]). Sean A un anillo y M un A-módulo. Si

la aplicación natural Ψ : SpecA(M) −→ Spec
(
A/AnnA(M)

)
es sobreyectiva,

entonces Ψ es una aplicación cerrada y abierta.

Demostración. Sea C un conjunto cerrado en SpecA(M). Entonces, C =

VA(N), para algún submódulo N de M . Como la aplicación natural Ψ es

sobreyectiva, por el ítem (3) de la Proposición 4.7,

Ψ(C) = Ψ
(
VA(N)

)
= V

(
(N : M)

)
,

es decir, Ψ(C) es un cerrado en Spec
(
A/AnnA(M)

)
. Esto muestra que la

aplicación Ψ es cerrada.

Ahora, sea U un conjunto abierto en SpecA(M). Entonces, U =

ωA(N), para algún submódulo N de M . Luego, utilizándose nuevamente el

ítem (3) de la Proposición 4.7, concluyese que

Ψ(U) = Ψ
(
ωA(N)

)
= ω

(
(N :A M)

)
,

es decir, Ψ(U) es un abierto en Spec
(
A/AnnA(M)

)
. Esto muestra que la

aplicación Ψ es abierta. □

Corolario 4.1 ([10, Corolario 3.7]). Sean A un anillo y M un A-módulo.

La aplicación natural Ψ : SpecA(M) −→ Spec
(
A/AnnA(M)

)
es biyectiva si, y

solamente si, Ψ es un homeomorfismo.

Demostración. Es inmediato del Teorema 4.3 □
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4.4 Propiedades topológicas del

SpecA(M)

En esta sección, se presentan algunas propiedades de la topología de

Zariski en el espectro primo de un módulo sobre un anillo.

4.4.1 Una base para la topología de Zariski en el

SpecA(M)

En esta subsección, se define una base para la topología de Zariski

en el espectro primo de un A-módulo, que es similar a la base de la topología

de Zariski en el espectro primo de A, donde A es un anillo no cero.

Para cada a ∈ A, sea ωA(a) := ωA(aM). En particular, por el

Corolario 1.15 y por la ecuación (4.2.1),

ωA(0A) = ∅ y ωA(1A) = SpecA(M). (4.4.1)

Nótese que ωA(a) = ω(a), para todo a ∈ A.

De ahora en adelante, a menos que se indique lo contrario, en lo

restante de este capítulo, el símbolo [a ], denotará a la clase de a en el anillo

cociente A/AnnA(M).

El siguiente resultado generaliza el Teorema 2.2.

Teorema 4.4 ([10, Proposición 4.3]). Sean A un anillo y M un A-módulo. La

familia BA(M) = {ωA(a) : a ∈ A} es una base para la topologia de Zariski en

el SpecA(M).

Demostración. Dado U un abierto de SpecA(M), existe un ideal I de A tal

que U = SpecA(M ) \VA(IM ). Por otro lado, por el Corolario 1.18 y por el ítem

(14) de la Proposición 1.18,

IM =
∑

a∈I

aM =
∑

a∈I

(aM :A M)M.
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Luego, por el ítem (2) del Teorema 4.1,

VA(IM) = VA

(
∑

a∈I

(aM :A M)M

)
=
⋂

a∈I

VA(aM).

Entonces,

U = SpecA(M) \
⋂

a∈I

VA(aM) =
⋃

a∈I

(SpecA(M) \ VA(aM)) =
⋃

a∈I

ωA(a).

Por lo tanto, BA(M) es una base para la topología de Zariski en el SpecA(M).

□

Así como en el caso de la topología de Zariski en el espectro primo

de un anillo, los abiertos básicos del SpecA(M), poseen otras propiedades

interesantes, mostradas en los próximos dos resultados.

Proposición 4.8 ([10, Proposición 4.1]). Sean A un anillo y M un A-módulo.

Sea Ψ : SpecA(M) −→ Spec
(
A/AnnA(M)

)
la aplicación natural. Para todo

a ∈ A,

(1) Ψ−1(ω([a ])) = ωA(a);

(2) Ψ(ωA(a)) ⊂ ω([a ]);

(3) si Ψ es sobreyectiva, entonces Ψ(ωA(a)) = ω([a ]).

Demostración. Inicialmente, se probará el ítem (1). Dado a ∈ A, se tiene

que

Ψ−1(ω([a ])) = Ψ−1
(
Spec

(
A/AnnA(M)

)
\ V (⟨ [a ]⟩)

)

= SpecA(M) \ Ψ−1(V (⟨ [a ]⟩)).
(4.4.2 (1))

Por otro lado, por el Ejemplo 1.9, ⟨ [a ]⟩ = ⟨a⟩ + AnnA(M). Luego, por el ítem

(1) de la Proposición 4.7, sigue que

Ψ−1(V (⟨ [a ]⟩)) = Ψ−1
(
V
(
⟨a⟩ + AnnA(M)

))

= VA((⟨a⟩ + AnnA(M))M).
(4.4.2 (2))

Entretanto, por el Corolario 1.19 y por el ítem (9) de la Proposición 1.18, sigue

que

(⟨a⟩ + AnnA(M))M = ⟨a⟩M + AnnA(M)M = aM + ⟨0M ⟩A = aM. (4.4.2 (3))
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Por lo tanto, de (4.4.2 (1)), (4.4.2 (2)) y (4.4.2 (3)), concluyese que

Ψ−1(ω([a ])) = SpecA(M) \ VA((⟨a⟩ + AnnA(M))M) = SpecA(M) \ VA(aM)

= ωA(a).

Ahora, se probará el ítem (2). Por el ítem (1), se tiene que Ψ(ωA(a)) =

Ψ
(
Ψ−1(ω([a ]))

)
⊂ ω([a ]), para todo a ∈ A.

Finalmente, se probará el ítem (3). Como Ψ es sobreyectiva, por

el ítem (1), se tiene que Ψ(ωA(a)) = Ψ
(
Ψ−1(ω([a ]))

)
= ω([a ]), para todo

a ∈ A. □

Corolario 4.2 ([10, Corolario 4.2]). Sean A un anillo y M un A-módulo. Para

todos los elementos a y b de A, ωA(ab) = ωA(a) ∩ ωA(b).

Demostración. Sean a y b elementos de A. Por el ítem (1) de la Proposición

4.8, se tiene que Ψ−1(ω([ab ])) = ωA(ab). Entretanto, por el ítem (1) de la

Proposición 2.2, ω([ab ]) = ω([a ]) ∩ ω([b ]). Entonces,

ωA(ab) = Ψ−1(ω([ab ])) = Ψ−1(ω([a ]) ∩ ω([b ])) = Ψ−1(ω([a ])) ∩ Ψ−1(ω([b ])).

Ahora, utilizando nuevamente el ítem (1) de la Proposición 4.8, concluyese que

ωA(ab) = Ψ−1(ω([a ])) ∩ Ψ−1(ω([b ])) = ωA(a) ∩ ωA(b). □

4.4.2 Compacidad y conexidad de SpecA(M)

En esta subsección, se dan condiciones para que el espectro primo

de un módulo sea compacto, así como conexo.

Lema 4.4 ([13, Lema 1.3]). Sean A un anillo y M un A-módulo. Sea

Ψ : SpecA(M) −→ Spec
(
A/AnnA(M)

)
la aplicación natural. Si M es

finitamente generado, entonces para cualquier cubrimiento abierto {Wλ}λ∈Λ

de SpecA(M), existe un cubrimiento abierto {W ′
λ}λ∈Λ del Spec(A/AnnA(M))

tal que Ψ−1(W ′
λ) = Wλ, para todo λ ∈ Λ.

Demostración. Sea {Wλ}λ∈Λ un cubrimiento abierto de SpecA(M ). Entonces,

para cada λ ∈ Λ, existe un submódulo Kλ de M tal que Wλ = ωA(Kλ). Sea

W ′
λ := ω

(
(Kλ : M)

)
, el cual es un conjunto abierto de Spec(A/AnnA(M )). Por
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el ítem (2) de la Proposición 4.7, se tiene

Ψ−1(W ′
λ) = Ψ−1

(
ω
(
(N :A M)

))
= ωA(N) = Wλ.

A continuación, se mostrará que {W ′
λ}λ∈Λ es un cubrimiento abierto de

Spec(A/AnnA(M)). Suponiendo, por el absurdo, que Spec(A/AnnA(M)) ̸=⋃
λ∈ΛW

′
λ, existirá un ideal primo p ∈ Spec(A/AnnA(M)) \

⋃
λ∈ΛW

′
λ, donde p

es un ideal primo de A conteniendo a AnnA(M). Una vez que p es un ideal

propio de A, por el Corolario 1.6, existe un ideal maximal m de A tal que

p ⊂ m. Más aún, como AnnA(M) ⊂ p, se sigue que AnnA(M) ⊂ m. Siendo M

un A-módulo finitamente generado, por el Corolario 3.3, mM es un submódulo

primo de M . En particular, se tiene que mM es un submódulo propio y, por lo

tanto, por el ítem (11) de la Proposición 1.18, (mM : M) = m. Por otro lado,

teniendo en vista que p ̸∈
⋃

λ∈ΛW
′
λ o, equivalentemente, p ̸∈ W ′

λ, para todo

λ ∈ Λ, se tiene que p ∈ V
(
(Kλ : M)

)
, para todo λ ∈ Λ. De esta forma, fijado

µ ∈ Λ, concluyese que

(Kµ : M) ⊂ p ⊂ m = (mM : M)

y, por lo tanto, (Kµ : M) ⊂ (mM : M). Ahora, por el teorema de la corres-

pondencia para anillos, (Kµ : M) ⊂ (mM : M), es decir, mM ∈ VA(Kµ). Esto

implica que mM ̸∈ Wλ, para todo λ ∈ Λ, o sea mM ̸∈
⋃

λ∈ΛWλ. Entonces,

mM ∈ SpecA(M )\
⋃

λ∈ΛWλ. Por lo tanto, {Wλ}λ∈Λ no es un cubrimiento abier-

to de SpecA(M ), lo cual contradice la aserción. Consecuentemente, {W ′
λ}λ∈Λ es

un cubrimiento de Spec(A/AnnA(M)), y esto termina la prueba del lema. □

El siguiente resultado generaliza el Teorema 2.3.

Teorema 4.5 ([13, Teorema 1.4]). Sean A un anillo y M um A-módulo. Si M

es finitamente generado, entonces SpecA(M) es compacto.

Demostración. Seja {Wλ}λ∈Λ un cubrimiento abierto de SpecA(M). Siendo

M un A-módulo finitamente generado, por el Lema 4.4, existe un cubrimiento

abierto {W ′
λ}λ∈Λ de Spec(A/AnnA(M )) tal que Ψ−1(W ′

λ) = Wλ, para todo λ ∈

Λ, donde Ψ : SpecA(M ) −→ Spec
(
A/AnnA(M )

)
es la aplicación natural. Como

Spec(A/AnnA(M )) es compacto (cf. Teorema 2.3), existen n ∈ N y λ1, . . . , λn ∈
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Λ tales que
{
W ′

λi

}n
i=1

es un cubrimiento abierto de Spec(A/AnnA(M )), es decir,

Spec(A/AnnA(M)) =

n⋃

i=1

W ′
λi
.

Entonces,

SpecA(M) = Ψ−1
(
Spec(A/AnnA(M))

)
= Ψ−1

(
n⋃

i=1

W ′
λi

)
=

n⋃

i=1

Ψ−1
(
W ′

λi

)

=

n⋃

i=1

Wλi
.

Esto muestra que {Wλi
}
n
i=1 es un cubrimiento abierto de SpecA(M) y, por lo

tanto, SpecA(M) es compacto. □

El siguiente resultado generaliza el Teorema 4.5.

Teorema 4.6 ([10, Teorema 4.4]). Sean A un anillo y M um A-módulo. Si

la aplicación natural Ψ : SpecA(M) −→ Spec
(
A/AnnA(M)

)
es sobreyectiva,

entonces ωA(a) es un subconjunto compacto, para todo a ∈ A. En particular,

SpecA(M) es compacto.

Demostración. Sea a ∈ A y sea {ωA(aλ)}λ∈Λ un recubrimiento de ωA(a) por

conjuntos abiertos básicos de SpecA(M), es decir,

ωA(a) ⊂
⋃

λ∈Λ

ωA(aλ).

Siendo Ψ sobreyectiva, por el ítem (3) de la Proposición 4.8, se tiene que

ω([a ]) = Ψ(ωA(a)) ⊂ Ψ

(
⋃

λ∈Λ

ωA(aλ)

)
=
⋃

λ∈Λ

Ψ(ωA(aλ)) =
⋃

λ∈Λ

ω([aλ ]).

Como ω([a ]) es un subconjunto compacto de Spec
(
A/AnnA(M )

)
(cf. Teorema

2.4), existen n ∈ N y λ1, . . . , λn ∈ Λ tales que

ω([a ]) ⊂
n⋃

i=1

ω([aλi
]).
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Luego, por el ítem (1) de la Proposición 4.8, concluyese que

ωA(a) = Ψ−1(ω([a ])) ⊂ Ψ−1

(
n⋃

i=1

ω([aλi
])

)
=

n⋃

i=1

Ψ−1(ω([aλi
])) =

n⋃

i=1

ωA(aλi
).

Esto muestra que {ωA(aλi
)}

n
i=1 es un subrecubrimiento finito de {ωA(aλ))}λ∈Λ.

Consecuentemente, por el Teorema 1.15, ωA(a) es un subconjunto compacto.

Finalmente, como ωA(1A) = SpecA(M), se tiene que SpecA(M) es

compacto. □

Lema 4.5. Sean A un anillo y M um A-módulo. Si U y V son subconjuntos

abiertos compactos de SpecA(M ), entonces existen n ∈ N y a1, . . . , an ∈ A tales

que

U ∩ V =

n⋃

i=1

ωA(ai).

Demostración. Si U ∩V = ∅, se tiene que U ∩V = ωA(0A). Supóngase ahora

que U ∩ V es no vacío. Como BA(M) = {ωA(a) : a ∈ A} es una base para la

topologia de Zariski en SpecA(M), existen subconjuntos no vacíos ΛU y ΛV de

Λ tales que U =
⋃

λ∈ΛU
ωA(aλ) y V =

⋃
λ∈ΛV

ωA(aλ). Por la compacidad de U y

V , existen m,n ∈ N y λU
1 , . . . , λ

U
m, λ

V
1 , . . . , λ

V
n ∈ Λ tales que

U =

m⋃

i=1

ωA

(
aλU

i

)
y V =

n⋃

j=1

ωA

(
aλV

j

)
.

Luego, por el Corolario 4.2,

U ∩ V =

m⋃

i=1

n⋃

j=1

(
ωA

(
aλU

i

)
∩ ωA

(
aλV

j

))
=

m⋃

i=1

n⋃

j=1

ωA

(
aλU

i
aλV

j

)
,

y esto finaliza la demostración. □

Teorema 4.7 ([10, Teorema 4.6]). Sean A un anillo y M un A-módulo. Si

la aplicación natural Ψ : SpecA(M) −→ Spec
(
A/AnnA(M)

)
es sobreyectiva,

entonces U ∩ V es un subconjunto compacto, para todos los subconjuntos

abiertos compactos U y V de SpecA(M).

Demostración. Sean U y V dos subconjuntos abiertos compactos de
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SpecA(M). Sea {Wλ}λ∈Λ un recubrimiento abierto de U ∩ V , es decir,

U ∩ V ⊂
⋃

λ∈Λ

Wλ.

Por outro lado, por el Lema 4.5, existen n ∈ N y a1, . . . , an ∈ A tales que

U ∩ V =

n⋃

i=1

ωA(ai). (4.4.3 (1))

Por lo tanto,

ωA(ai) ⊂
⋃

λ∈Λ

Wλ,

para todo i ∈ N tal que 1 ≤ i ≤ n. Como Ψ es sobreyectiva, por el Teorema 4.6,

cada ωA(ai) es un subconjunto compacto. Entonces, por el Lema 1.3, existen

ni ∈ N y λi
1, . . . , λ

i
ni

∈ Λ tales que

ωA(ai) ⊂

ni⋃

ki=1

Wλi
ki

. (4.4.3 (2))

Luego, de (4.4.3 (1)) y (4.4.3 (2)), se tiene que

U ∩ V ⊂

n⋃

i=1

ni⋃

ki=1

Wλi
ki

.

Esto muestra que
{
Wλi

ki

}ni,n

ki=1,i=1
es un subrecubrimiento finito de {Wλ}λ∈Λ.

Consecuentemente, por el Lema 1.3, U ∩ V es un subconjunto compacto. □

El siguiente resultado relaciona la conexidad entre los espacios

SpecA(M) y Spec
(
A/AnnA(M)

)
, donde M es un A-módulo.

Teorema 4.8 ([10, Corolario 3.8]). Sean A un anillo y M um A-módulo. Si

la aplicación natural Ψ : SpecA(M) −→ Spec
(
A/AnnA(M)

)
es sobreyectiva,

entonces SpecA(M ) es conexo si, y solamente si, Spec
(
A/AnnA(M )

)
es conexo.

Demostración. Supóngase inicialmente que SpecA(M ) es conexo. Como Ψ es

sobreyectiva, Ψ(SpecA(M)) = Spec
(
A/AnnA(M)

)
. Entretanto, por el Teorema

4.2, Ψ es continua. Luego, por el Teorema 1.18, Spec
(
A/AnnA(M)

)
es conexo.

Reciprocamente, supóngase que Spec
(
A/AnnA(M )

)
es conexo. Pro-

cediendo por el absurdo, supóngase que SpecA(M ) es disconexo. Entonces, por
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la Proposición 1.29, existe un subconjunto abierto y cerrado Y en SpecA(M)

diferente de ∅ y SpecA(M ). Como Ψ es sobreyectiva, por el Teorema 4.3, Ψ(Y )

es un subconjunto abierto y cerrado en Spec
(
A/AnnA(M)

)
. Ahora, siendo

Y ≠ ∅, sigue que Ψ(Y ) ̸= ∅. Para completar la prueba, basta demostrar

que Ψ(Y ) ̸= Spec
(
A/AnnA(M)

)
, de modo que Spec

(
A/AnnA(M)

)
es dis-

conexo, contradiciendo la condición suficiente. En efecto, siendo Y abierto,

Y = ωA(N), para algún submódulo N de M . Luego, utilizando nuevamente el

hecho que Ψ es sobreyectiva, por el ítem (3) de la Proposición 4.7, se tiene que

Ψ(Y ) = ω
(
(N :A M)

)
. Por lo tanto, si Ψ(Y ) = Spec

(
A/AnnA(M)

)
, entonces

V
(
(N :A M)

)
= ∅; de modo que (N :A M) = A/AnnA(M) (por el ítem (3)

de la Proposición 2.1), es decir, (N :A M) = A. Así, por el ítem (3) de la Pro-

posición 1.18, N = M . En consecuencia, por (4.2.1), Y = ωA(M) = SpecA(M),

lo cual es imposible ya que Y es un subconjunto propio de SpecA(M). Por lo

tanto, Ψ(Y ) es un subconjunto propio de Spec
(
A/AnnA(M)

)
, y esto finaliza

la demostración. □

Los siguientes tres resultados fueron realizados conjuntamente entre

M. Santiago y el autor.

Lema 4.6. Sean A un anillo y M un A-módulo. Para todo a ∈ A,

ωA(a) = {P ∈ SpecA(M) : a /∈ (P :A M)}.

Demostración. Sea a ∈ A y ωA := {P ∈ SpecA(M) : a /∈ (P :A M)}. Como

ωA(a) = ∅ si, y solamente si, SpecA(M) = VA(aM), por el ítem (17) de la

Proposición 1.18, se tiene que ωA(a) = ∅ si, y solamente si, ωA = ∅.

Supóngase ahora que ωA(a) ̸= ∅. Dado P ∈ ωA(a), se tiene que

P /∈ VA(aM), es decir, (aM :A M) ̸⊂ (P :A M). Luego, por el ítem (17) de la

Proposición 1.18, a /∈ (P :A M ), lo cual implica que P ∈ ωA. Esto muestra que

ωA(a) ⊂ ωA. (4.4.4 (1))

Para establecer la inclusión contraria, sea P ∈ ωA. Entonces, a /∈ (P :A M).

Luego, utilizando nuevamente el ítem (17) de la Proposición 1.18, se tiene

que (aM :A M) ̸⊂ (P :A M). Esto muestra que P /∈ VA(aM) y, por lo tanto,

P ∈ ωA(a). Esto muestra que

ωA ⊂ ωA(a). (4.4.4 (2))
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Por lo tanto, de (4.4.4 (1)) y (4.4.4 (2)), ωA(a) = ωA. □

El siguiente resultado generaliza el Teorema 2.13.

Teorema 4.9. Sea A un anillo. Si M es un A-módulo local, entonces SpecA(M )

es conexo por caminos.

Demostración. Sea M el único submódulo maximal de M . Se probará que

para cualquier punto P en SpecA(M ), existe un camino conectando P con M. En

efecto, dado un submódulo primo P en M , considérese γ : [0, 1] −→ SpecA(M ),

definida por

γ(t) =




P, si 0 ≤ t < 1;

M, si t = 1.

A continuación se mostrará que γ es continua. De hecho, dado a ∈ A, se

probará que γ−1(ωA(a)) es un conjunto abierto. Para esto, serán considerados

los siguientes casos: a /∈ (M :A M) y a ∈ (M :A M).

Primero, supóngase que a /∈ (M :A M ). Entonces, γ(1) = M ∈ ωA(a).

Como M es un A-módulo local, se tiene que P ⊂ M. Luego, (P :A M ) ⊂ (M :A

M) y, por lo tanto, a /∈ (P :A M). Así, γ(t) = P ∈ ωA(a), para todo número

real t tal que 0 ≤ t < 1. Esto implica que t ∈ γ−1(ωA(a)), para todo t en [0, 1].

En consecuencia, γ−1(ωA(a)) = [0, 1], el cual es un conjunto abierto de [0, 1].

Ahora, supóngase que a ∈ (M :A M ). Entonces, γ(1) = M /∈ ωA(a) y,

por lo tanto, 1 /∈ γ−1(ωA(a)). Para finalizar la demostración, se considerarán los

siguientes subcasos: a ∈ (P :A M) y a /∈ (P :A M). Si a ∈ (P :A M), entonces

γ(t) = P /∈ ωA(a), para todo número real t tal que 0 ≤ t < 1. Esto implica

que t /∈ γ−1(ωA(a)), para todo t en [0, 1). En consecuencia, γ−1(ωA(a)) = ∅, el

cual es un conjunto abierto de [0, 1]. En el otro caso, si a /∈ (P :A M ), entonces

γ(t) = P ∈ ωA(a), para todo número real t tal que 0 ≤ t < 1. Esto implica que

t ∈ γ−1(ωA(a)), para todo t en [0, 1). En consecuencia, γ−1(ωA(a)) = [0, 1), el

cual es un conjunto abierto de [0, 1].

Por lo tanto, por el Teorema 1.14, γ es continua. Así, por el Teorema

1.19, SpecA(M) es conexo por caminos. □

Así como en el caso de un módulo local, para un módulo primo, se

tiene también que su espectro primo es conexo por caminos. Este resultado

generaliza el Teorema 2.14. Para su demostración, se utilizará un artificio

similar al de la prueba del Teorema 4.9.
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Teorema 4.10. Sea A un anillo. Si M es un A-módulo primo, entonces

SpecA(M) es conexo por caminos.

Demostración. Como M es un módulo primo, ⟨0M ⟩A es un submódulo primo

de M . Se probará que para cualquier punto P en SpecA(M), existe un camino

conectando P con ⟨0M ⟩A. En efecto, dado un submódulo primo P en M ,

considérese γ : [0, 1] −→ SpecA(M), definida por

γ(t) =




P, si t = 0;

⟨0M ⟩A, si 0 < t ≤ 1.

A continuación se mostrará que γ es continua. De hecho, dado a ∈ A, se

probará que γ−1(ωA(a)) es un conjunto abierto. Para esto, serán considerados

los siguientes casos: a ∈ AnnA(M) y a /∈ AnnA(M).

Primero, supóngase que a ∈ AnnA(M). Entonces, a ∈ (γ(t) :A M),

para todo t en [0, 1]. Luego, γ(t) /∈ ωA(a), para todo t en [0, 1]. Esto implica

que t /∈ γ−1(ωA(a)), para todo t en [0, 1]. En consecuencia, γ−1(ωA(a)) = ∅, el

cual es un conjunto abierto de [0, 1].

Ahora, supóngase que a /∈ AnnA(M ). Entonces, γ(t) = ⟨0A ⟩ ∈ ωA(a),

para todo número real t tal que 0 < t ≤ 1. Luego, (0, 1] ⊂ γ−1(ω(a)). Para

finalizar la demostración, se considerarán los siguientes subcasos: a /∈ (P :A M )

y a ∈ (P :A M). Si a /∈ (P :A M), entonces γ(0) = P ∈ ωA(a). Esto implica

que 0 ∈ γ−1(ωA(a)) y, por lo tanto, γ−1(ωA(a)) = [0, 1], el cual es un conjunto

abierto de [0, 1]. En el otro caso, si a ∈ (P :A M), entonces γ(0) = P /∈ ωA(a).

Esto implica que 0 /∈ γ−1(ωA(a)) y, por lo tanto, γ−1(ωA(a)) = (0, 1], el cual es

un conjunto abierto de [0, 1].

Consecuentemente, por el Teorema 1.14, γ es continua. Así, por el

Teorema 1.19, SpecA(M) es conexo por caminos. □

4.4.3 Subconjuntos cerrados irreducibles de

SpecA(M) y sus puntos genéricos

Sean A un anillo y M un A-módulo. Sea Y un subconjunto de

SpecA(M ). Se denotará la intersección de todos los elementos en Y por FA(Y ),

es decir,

FA(Y ) =
⋂

P∈Y

P.
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Por la Proposición 1.12, FA(Y ) es un submódulo de M y FA(∅) = M .

Proposición 4.9 (Adaptado de [10, Proposición 5.1]). Sean A un anillo y

M un A-módulo. Un subconjunto Y de SpecA(M), satisface las siguientes

propiedades:

(1) (FA(Y ) :A M) =
⋂

P∈Y (P :A M);

(2) si N es un submódulo de M tal que Y ⊂ VA(N), entonces (N :A M) ⊂

(FA(Y ) :A M);

(3) (FA(Y ) :A M) = F(Φ(Y )), donde Φ : SpecA(M) −→ Spec(A) es la aplica-

ción natural;

(4) VA(FA(Y )) = Y ;

(5) Y es cerrado si, y solamente si, VA(FA(Y )) = Y.

Demostración. Inicialmente, se probará el ítem (1). Por el ítem (6) de la

Proposición 1.18, se tiene que

(FA(Y ) :A M) =

(
⋂

P∈Y

P :A M

)
=
⋂

P∈Y

(P :A M).

Seguidamente, se probará el ítem (2). Dado P ∈ Y , se tiene que

P ∈ VA(N) y, por lo tanto, (N :A M) ⊂ (P :A M). Puesto que P ∈ Y es

arbitrário, por el ítem (1), se obtiene que (N :A M) ⊂ (FA(Y ) :A M).

Ahora, se probará el ítem (3). Se tiene que F(Φ(Y )) =
⋂

p∈Φ(Y ) p.

Ahora, dado p ∈ Φ(Y ), existe P ∈ Y tal que p = Φ(P) = (P :A M). Entonces,

por el ítem (1), (FA(Y ) :A M) ⊂ (P :A M) = p. Como p ∈ Φ(Y ) es arbitrário,

concluyese que

(FA(Y ) :A M) ⊂ F(Φ(Y )). (4.4.5 (1))

Para establecer la inclusión contraria, sea P ∈ Y . Entonces, (P :A M ) = Φ(P) ∈

Φ(Y ) y, por lo tanto, F(Φ(Y )) ⊂ (P :A M). Como P ∈ Y es arbitrário, por el

ítem (1), concluyese que

F(Φ(Y )) ⊂ (FA(Y ) :A M). (4.4.5 (2))

Por lo tanto, de (4.4.5 (1)) y (4.4.5 (2)), (FA(Y ) :A M) = F(Φ(Y )).

A continuación, se probará el ítem (4). Supóngase inicialmente que

P ∈ VA(FA(Y )). Entonces, (FA(Y ) :A M) ⊂ (P :A M). Sea ahora P la familia

de todos los conjuntos cerrados que contienen a Y . Dado un elemento arbitrário

C ∈ P, se tiene que C es un conjunto cerrado y Y ⊂ C. Entonces, existe un
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submódulo N de M tal que C = VA(N) y Y ⊂ VA(N). Luego, por el ítem

(2), (N :A M) ⊂ (FA(Y ) :A M). Por lo tanto, (N :A M) ⊂ (P :A M), es decir,

P ∈ VA(N) = C. Esto muestra que P ∈ C, para todo C ∈ P. De esta forma,

P ∈ Y . Por lo tanto, VA(FA(Y )) ⊂ Y . Para establecer la inclusión contraria,

sea P ∈ Y . Entonces, FA(Y ) ⊂ P. Luego, por el ítem (4) de la Proposición 1.18,

(FA(Y ) :A M) ⊂ (P :A M). Esto implica que, P ∈ VA(FA(Y )). Esto muestra

que Y ⊂ VA(FA(Y )). Entretanto, como VA(FA(Y )) es cerrado, por el ítem (2)

de la Proposición 1.23, concluyese que Y ⊂ VA(FA(Y )). Consecuentemente,

VA(FA(Y )) = Y .

Finalmente, se probará el ítem (5). Supóngase inicialmente que Y es

cerrado. Entonces, por el ítem (3) de la Proposición 1.23, Y = Y . Luego, por

el ítem (4), VA(FA(Y )) = Y . Recíprocamente, supóngase que VA(FA(Y )) = Y .

Ahora, utilizando nuevamente el ítem (4), concluyese que Y = Y . Entonces,

por el ítem (3) de la Proposición 1.23, Y es cerrado. □

El siguiente resultado generaliza la Proposición 2.4.

Proposición 4.10 ([10, Proposición 5.2 (1) y (2)]). Sean A un anillo y M

un A-módulo. El cierre de un punto P ∈ SpecA(M), satisface las siguientes

propiedades:

(1) {P} = VA(P);

(2) si Q ∈ SpecA(M), entonces Q ∈ {P} si, y solamente si, (P :A M) ⊂

(Q :A M).

Demostración. Inicialmente, se probará el ítem (1). Por el ítem (4) de la

Proposición 4.9, se tiene que VA(P) = VA(FA({P})) = {P}.

Ahora, se probará el ítem (2). Por el ítem (1), se tiene que {P} =

VA(P). Por otro lado, para un submódulo primo Q de M , se tiene que Q ∈ VA(P)

si, y solamente si, (P :A M) ⊂ (Q :A M). Esto implica que Q ∈ {P} si, y

solamente si, (P :A M) ⊂ (Q :A M). □

El siguiente resultado generaliza la condición suficiente del Teorema

2.10.

Corolario 4.3. Sean A un anillo y M un A-módulo. Si P es un submódulo

primo de M, entonces VA(P) es irreducible.

Demostración. Como P es un submódulo primo, por el ítem (1) de la Pro-

posición 4.10, VA(P) = {P}. Ahora, por el Ejemplo 1.55 y por la Proposición

1.26, se tiene que {P} es irreducible, es decir, VA(P) es irreducible. □
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El siguiente resultado generaliza el Teorema 2.5.

Teorema 4.11 ([10, Proposición 1, fe de erratas]). Sean A un anillo y M

un A-módulo. Si P ∈ SpecA(M) y p := (P :A M), entonces el conjunto {P}

es cerrado si, y solamente si, p es un elemento maximal de Φ(SpecA(M)) y

Φ−1(p) = {P}, donde Φ : SpecA(M) −→ Spec(A) es la aplicación natural.

Demostración. Supóngase inicialmente que {P} es cerrado. Se probará

primero que p es un elemento maximal de Φ(SpecA(M)). Para ello, sea

q ∈ Φ(SpecA(M)) tal que p ⊂ q. Entonces, existe Q ∈ SpecA(M) tal que q =

Φ(Q) = (Q :A M). Luego, (P :A M) ⊂ (Q :A M) y, por lo tanto, Q ∈ VA(P).

Entretanto, por el ítem (1) de la Proposición 4.10, VA(P) = {P}. Siendo el

conjunto {P} cerrado, por el ítem (3) de la Proposición 1.23, se tiene que

{P} = {P}. Entonces, VA(P) = {P}. Esto implica que, Q = P. Por lo tanto,

q = (Q :A M ) = (P :A M ) = p. Esto muestra que p es un elemento maximal de

Φ(SpecA(M)).

A continuación se mostrará que Φ−1(p) = {P}. En efecto, Φ(P) =

(P :A M) = p. Ahora, si Q ∈ Φ−1(p), se tiene que (Q :A M) = Φ(Q) = p =

(P :A M). Entonces, Q ∈ VA(P) = {P} y, por lo tanto, Q = P. Consecuente-

mente, Φ−1(p) = {P}.

Finalmente, se procederá a mostrar la recíproca. Supóngase que

p es un elemento maximal de Φ(SpecA(M)) y Φ−1(p) = {P}. Se mostrará

que VA(P) = {P}. En efecto, es claro que {P} ⊂ VA(P). Ahora, si Q ∈

VA(P), entonces p = (P :A M) ⊂ (Q :A M) = Φ(Q). Como p es un elemento

maximal de Φ(SpecA(M)), concluyese que Φ(Q) = (Q :A M) = p. Esto implica

que Q ∈ Φ−1(p) = {P} y, por lo tanto, VA(P) ⊂ {P}. Así, VA(P) = {P}.

Luego, por el ítem (1) de la Proposición 4.10, {P} = {P}. Consecuentemente,

utilizando nuevamente el ítem (3) de la Proposición 1.23, {P} es cerrado. □

Teorema 4.12 ([10, Proposición 5.4]). Sean A un anillo y M un A-módulo.

Sea Y es un subconjunto de SpecA(M).

(1) Si FA(Y ) es un submódulo primo de M, entonces Y es irreducible.

(2) Si Y es irreducible, entonces (FA(Y ) :A M) es un ideal primo de A.

Demostración. Inicialmente, se probará el ítem (1). En efecto, si FA(Y ) es un

submódulo primo, por el Corolario 4.3, VA(FA(Y )) es irreducible. Entretanto,

por el ítem (4) de la Proposición 4.9, VA(FA(Y )) = Y . Luego, Y es irreducible.

Por lo tanto, por la Proposición 1.26, Y es irreducible.
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Ahora, se probará el ítem (2). De hecho, por la Proposición 4.5,

se tiene que la aplicación natural Φ : SpecA(M) −→ Spec(A) es continua. De

esta forma, como Y es irreducible, por el Teorema 1.17, Φ(Y ) es irreducible.

Entonces, por el Teorema 2.9, F(Φ(Y )) es un ideal primo de A. Por otro lado,

por el ítem (3) de la Proposición 4.9, F(Φ(Y )) = (FA(Y ) :A M ), y esto finaliza

la demostración. □

En la demostración del Teorema 4.12, se utilizó el Teorema 2.9,

cuya generalización natural de este resultado sería: łSean A un anillo y M um

A-módulo. Si Y es un subconjunto de SpecA(M), entonces Y es irreducible si,

y solamente si, FA(Y ) es un submódulo primo de M ž. Desafortunadamente,

la condición necesaria de esta afirmación no es verdadera en general. En el

siguiente ejemplo, se muestra un A-módulo M y un subconjunto irreducible Y

de SpecA(M) tal que FA(Y ) no es un submódulo primo de M .

Ejemplo 4.8 ([10, Ejemplo 2]). Sea p un número primo positivo. Considérese

el Z-módulo finitamente generado fiel M = Zp × Z (cf. ejemplos 1.38 y 1.40).

El Z-módulo M satisface las siguientes propiedades:

(i) ⟨ ([0], 0)⟩
Z

no es un submódulo primo de M y
(
⟨ ([0], 0)⟩

Z
:Z M

)
= ⟨0⟩;

(ii) P := Zp × ⟨0⟩ es un submódulo primo de M y (P :Z M) = ⟨0⟩;

(iii) pM es un submódulo primo de M y (pM :Z M) = ⟨p⟩.

En efecto, por el Ejemplo 1.38, se tiene que
(
⟨ ([0], 0)⟩

Z
:Z M

)
= ⟨0⟩.

Ahora, como p([1], 0) = ([0], 0) ∈ ⟨ ([0], 0)⟩
Z
, p /∈

(
⟨ ([0], 0)⟩

Z
:Z M

)
y ([1], 0) /∈

⟨ ([0], 0)⟩
Z
, concluyese que ⟨ ([0], 0)⟩

Z
no es un submódulo primo de M , y esto

prueba el ítem (i).

Para el ítem (ii), dado a ∈ (P :Z M), se tiene que aM ⊂ P. En

particular, a([0], 1) ∈ P. Luego, existe x ∈ Z tal que ([0], a) = ([x ], 0) y,

por lo tanto, a = 0. Esto muestra que (P :Z M) = ⟨0⟩. Sean ahora n ∈ Z

y ([z ], w) ∈ M tales que n([z ], w) ∈ P y n /∈ (P :Z M). Se probará que

([z ], w) ∈ P. De hecho, como ([nz ], nw) ∈ P, entonces ([nz ], nw) = ([u ], 0),

para algún u ∈ Z. Luego, nw = 0. Teniendo en vista que n ̸= 0, concluyese

que w = 0. Por lo tanto, ([z ], w) = ([z ], 0) ∈ P. Esto muestra que P es un

submódulo primo de M .

Como M es un Z-módulo fiel finitamente generado, por el Corolario

3.4, pM es un submódulo primo de M (ya que ⟨p⟩ es un ideal maximal de Z).

Además, siendo pM = ⟨ [0]⟩ × ⟨p⟩, se tiene que pM ̸= M . Luego, por el ítem

(11) de la Proposición 1.18, (pM :Z M) = ⟨p⟩. Esto prueba el ítem (iii).
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Ahora, por el ítem (ii), VZ(P) = SpecZ(M). Luego, por el Corolario

4.3, Y := SpecZ(M) es irreducible. Como P y pM son submódulos primos de

M (por los ítems (ii) y (iii)), se tiene que FA(Y ) ⊂ P∩ pM = ⟨ ([0], 0)⟩
Z

y, por

lo tanto, FA(Y ) = ⟨ ([0], 0)⟩
Z
, el cual no es un submódulo primo (por el ítem

(i)).

El siguiente resultado generaliza el Teorema 2.10.

Teorema 4.13 ([10, Teorema 5.7]). Sean A un anillo y M un A-módulo. Si

Y es un subconjunto de SpecA(M) y la aplicación natural Ψ : SpecA(M) −→

Spec
(
A/AnnA(M)

)
es sobreyectiva, entonces Y es un subconjunto cerrado

irreducible si, y solamente si, Y = VA(P), para algún submódulo primo P de

M.

Demostración. Supóngase inicialmente que Y es un subconjunto cerra-

do irreducible. Como Y es cerrado, por el ítem (5) de la Proposición 4.9,

VA(FA(Y )) = Y . Ahora, siendo Y irreducible, por el ítem (2) del Teorema

4.12, (FA(Y ) :A M) es un ideal primo de A. Luego, por el Corolario 1.9,

(FA(Y ) :A M) es un ideal primo de A/AnnA(M). Como Ψ es sobreyectiva,

existe P ∈ SpecA(M) tal que (FA(Y ) :A M) = Ψ(P) = (P :A M). Entonces,

por el teorema de la correspondencia para anillos, (FA(Y ) :A M) = (P :A M).

Luego, por el ítem (3) de la Proposición 4.1, VA(FA(Y )) = VA(P), es decir,

Y = VA(P).

Recíprocamente, supóngase que existe un submódulo primo P de

M tal que Y = VA(P). En particular, Y es un conjunto cerrado. También,

por el Corolario 4.3, se tiene que VA(P) es irreducible, y esto finaliza la

demostración. □

El siguiente resultado generaliza el Teorema 2.11, salvo unicidad.

Teorema 4.14. Sean A un anillo y M un A-módulo. Si la aplicación natural Ψ :

SpecA(M ) −→ Spec
(
A/AnnA(M )

)
es sobreyectiva, entonces todo subconjunto

cerrado irreducible de SpecA(M) tiene un punto genérico.

Demostración. Sea Y un subconjunto cerrado irreducible de SpecA(M ). Como

Ψ es sobreyectiva, por el Teorema 4.13, existe un submódulo primo P de M

tal que Y = VA(P). Luego, por el ítem (1) de la Proposición 4.10, Y = {P}, es

decir, P es un punto genérico de Y . □
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4.4.4 SpecA(M) como un espacio espectral

Para cualquier anillo A, Spec(A) es siempre un espacio T0 (cf. Teore-

ma 2.6). Sin embargo, para un A-módulo M , no siempre es verdad que SpecA(M )

sea un espacio T0. De hecho, si M es un A-módulo tal que SpecA(M) = {P},

entonces la topología de Zariski en SpecA(M ) es la topología trivial (cf. Ejemplo

4.5). Para tal módulo M , SpecA(M) es un espacio T0 (cf. Ejemplo 1.51). Por

otro lado, si M es un espacio vectorial sobre un cuerpo K, entonces SpecA(M ) es

un espacio T0 si, y solamente si, dimKM ≤ 1. En efecto, por el Ejemplo 3.6, se

tiene que dimKM ≤ 1 si, y solamente si, | SpecA(M) | ≤ 1. Ahora, el resultado

sigue del hecho que la topología de Zariski en SpecA(M ) es la topología trivial

(cf. Ejemplo 4.6) y del Ejemplo 1.52. Por lo tanto, a diferencia del caso de

Spec(A), SpecA(M) no es necesariamente un espacio T0, para cada módulo

M . Esta es una de las diferencias más significativas entre estos dos espacios

topológicos.

Teorema 4.15 ([10, Teorema 6.1]). Sean A un anillo y M un A-módulo. Las

siguientes condiciones son equivalentes:

(1) SpecA(M) es un espacio T0;

(2) si P y Q son puntos de SpecA(M) tales que VA(P) = VA(Q), entonces

P = Q;

(3) para todo p ∈ Spec(A),
∣∣Φ−1(p)

∣∣ ≤ 1, donde Φ : SpecA(M) −→ Spec(A) es

la aplicación natural;

(4) la aplicación natural Ψ : SpecA(M) −→ Spec
(
A/AnnA(M)

)
es inyectiva.

Demostración. Se probará que (1) implica (2), (2) implica (3), (3) implica

(4) y (4) implica (1). Inicialmente, se probará que (1) implica (2). En efecto,

supóngase que SpecA(M) es un espacio T0 y sean P y Q puntos de SpecA(M)

tales que VA(P) = VA(Q). Entonces, por el ítem (1) de la Proposición 4.10,

{P} = {Q}. Luego, como SpecA(M) es un espacio T0, por la Proposición 1.24,

P = Q.

Ahora se probará que (2) implica (3) por contraposición. De hecho,

supóngase que exista un punto p en Spec(A) tal que
∣∣Φ−1(p)

∣∣ > 1. Entonces,

existen P y Q en SpecA(M) tales que P ̸= Q, Φ(P) = p y Φ(Q) = p. Luego,

(P :A M) = (Q :A M). Por lo tanto, por el ítem (3) de la Proposición 4.1,

VA(P) = VA(Q).

A continuación, se probará que (3) implica (4). Supóngase que
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∣∣Φ−1(p)
∣∣ ≤ 1, para todo p ∈ Spec(A). Sean ahora P y Q dos puntos en

SpecA(M) tales que Ψ(P) = Ψ(Q). Entonces, (P :A M) = (Q :A M). Luego,

por el teorema de la correspondencia para anillos, (P :A M) = (Q :A M). En

consecuencia, P y Q pertenecen a Φ−1(q), donde q := (P :A M). Por lo tanto,

por la hipótesis,
∣∣Φ−1(q)

∣∣ = 1, y esto implica que P = Q.

Finalmente, se demostrará que (4) implica (1). En efecto, supóngase

que Ψ es inyectiva y sean P y Q dos puntos de SpecA(M ) tales que {P} = {Q}.

Entonces, por el ítem (1) de la Proposición 4.10, VA(P) = VA(Q). Luego, por

el ítem (4) de la Proposición 4.1, (P :A M) = (Q :A M). En consecuencia,

Ψ(P) = (P :A M) = (Q :A M) = Ψ(Q) y, siendo Ψ inyectiva, concluyese que

P = Q. Por lo tanto, por la Proposición 1.24, SpecA(M) es un espacio T0. □

A diferencia del Teorema 4.14, cuando el espectro primo de un

módulo es un espacio T0, se obtiene una generalización del Teorema 2.11.

Corolario 4.4 ([10, pág. 428]). Sean A un anillo y M un A-módulo.

Si SpecA(M) es un espacio T0 y la aplicación natural Ψ : SpecA(M) −→

Spec
(
A/AnnA(M )

)
es sobreyectiva, entonces todo subconjunto cerrado irredu-

cible de SpecA(M) tiene un único punto genérico.

Demostración. Sea Y un subconjunto cerrado irreducible de SpecA(M ). Como

Ψ es sobreyectiva, por el Teorema 4.14, existe un submódulo primo P de M tal

que Y = {P}. Ahora, para demostrar la unicidad, sea Q un submódulo primo

de M tal que Y = {Q}. Entonces, {P} = {Q}. Como SpecA(M ) es un espacio

T0, por la Proposición 1.24, P = Q. □

El siguiente resultado generaliza el Teorema 2.7.

Teorema 4.16 ([10, Proposición 2, fe de erratas]). Sean A un anillo y M un A-

módulo. El espacio SpecA(M ) es T1 si, y solamente si, (P :A M ) es un elemento

maximal de Φ(SpecA(M)) y Φ−1((P :A M)) = {P}, para todo P ∈ SpecA(M),

donde Φ : SpecA(M) −→ Spec(A) es la aplicación natural.

Demostración. Supóngase inicialmente que SpecA(M ) es un espacio T1 y sea

P un punto de SpecA(M ). Entonces, por la Proposición 1.25, {P} es un conjunto

cerrado. Luego, por el Teorema 4.11, (P :A M) es un elemento maximal de

Φ(SpecA(M)) y Φ−1((P :A M)) = {P}.

Reciprocamente, supóngase que (P :A M) es un elemento maximal

de Φ(SpecA(M)) y Φ−1((P :A M)) = {P}, para todo punto P de SpecA(M).
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Entonces, por el Teorema 4.11, {P} es un conjunto cerrado, para todo punto P

de SpecA(M). Luego, por la Proposición 1.25, SpecA(M) es un espacio T1. □

Sea X un espacio topológico. Se dice que X es un espacio espectral,

si existe un anillo A tal que los espacios X y Spec(A) sean homeomorfos.

Teorema 4.17 (Adaptado de [10, Teorema 6.5]). Sean A un anillo y M un

A-módulo. Si la aplicación natural Ψ : SpecA(M) −→ Spec
(
A/AnnA(M)

)
es

sobreyectiva, las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) SpecA(M) es un espacio espectral;

(2) SpecA(M) es un espacio T0;

(3) Ψ es inyectiva;

(4) Ψ es un homeomorfismo.

Demostración. Se probará que (1) implica (2), (2) implica (3), (3) implica

(4) y (4) implica (1). Inicialmente, se probará que (1) implica (2). En efecto,

supóngase que SpecA(M) es un espacio espectral. Entonces, existe un anillo

A tal que los espacios X y Spec(A) sean homeomorfos. Como Spec(A) es un

espacio T0 (cf. Teorema 2.6), sigue que SpecA(M) es un espacio T0.

Ahora se probará que (2) implica (3). De hecho, si SpecA(M) es un

espacio T0, por el Teorema 4.15, Ψ es inyectiva.

A continuación, se probará que (3) implica (4). Si la aplicación

natural Ψ es inyectiva, entonces Ψ es biyectiva. Luego, por el Corolario 4.1, Ψ

es un homeomorfismo.

Finalmente, se demostrará que (4) implica (1). En efecto, siendo

Ψ un homeomorfismo y Spec
(
A/AnnA(M)

)
un espacio T0 (cf. Teorema 2.6),

concluyese que SpecA(M) es un espacio T0. □
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