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Resumen

En este trabajo, presentamos el concepto de anillo de valuacién y estudiamos sus
principales propiedades.
Ademas, presentamos un resultado muy importante sobre la existencia de anillos
de valuaciéon que contienen un anillo dado. Como consecuencia de la teoria de ani-
llos de valuacion, presentaremos diversas aplicaciones, principalmente relacionadas
a extensiones de cuerpos.
Palabras clave: Anillos de valuacién, anillos locales, extensiones de cuerpos, cuer-

pos de funciones.
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Abstract

In this paper, we present the concept of valuation ring and study its main proper-
ties. In addition, we present a very important result about the existence of valuation
rings that contain a given ring. As a consequence of the valuation ring theory, we

will present various applications, mainly related to field extensions.

Keywords: Valuation rings, local rings, field extensions, function fields.



Introduccion

Los anillos de valuacién representan un interesante y relevante tema dentro del
Algebra. Estas estructuras algebraicas despiertan el interés debido a sus propiedades

Unicas y aplicaciones en diversas areas del conocimiento.

Un anillo de valuaciéon puede obtenerse a partir de una funcién cuyo dominio es
un cuerpo, la cual asigna a cada elemento un valor en un conjunto ordenado, el cual
puede ser, por ejemplo, el conjunto de los niimeros enteros. Esta funcién de valuacion
mide el tamano relativo de los elementos del anillo, lo que resulta fundamental en

el estudio de propiedades algebraicas y aritméticas.

El concepto de anillos de valuacion encuentra sus raices en la teoria de ntime-
ros, especificamente en la busqueda de extensiones de cuerpos y la clasificacion de
campos valuados completos. Ademas, estos anillos encuentran aplicaciones en la
geometria algebraica, teoria de cuerpos, ecuaciones diferenciales y otras areas de las

matematicas.

En esta investigacion, nos adentraremos en la teoria de anillos de valuacién, ex-
plorando sus fundamentos, caracteristicas y propiedades principales. Ademas, abor-
daremos ejemplos, destacando sus implicaciones en la resolucién de problemas ma-

tematicos y su influencia en el desarrollo de otras ramas de la Matematica.

En el estudio de los anillos de valuacion, podemos apreciar la elegancia y pro-
fundidad del Algebra, asi como la versatilidad y aplicabilidad de estas estructuras
matematicas. La comprension de este tema nos abrird las puertas para abordar des-
affos matematicos mas complejos y, al mismo tiempo, nutrira nuestra capacidad para

analizar y resolver problemas en contextos tedricos y practicos.

Este trabajo estara organizado de la siguiente forma: en el Capitulo 1 presen-
tamos definiciones y resultados previos necesarios para la posterior comprensién de

los anillos de valuacion; en el Capitulo 2 estudiaremos precisamente los anillos de

VI



Introduccion VII

valuacion dando a conocer su definicién, algunos resultados importantes, pero sobre
todo el teorema de existencia de anillos de valuacion; en el Capitulo 3 presentamos
algunas aplicaciones correspondientes a los anillos de valuacion, precisamente fun-
damentados en el teorema de existencia de anillos de valuacién. Asi, para nuestro
objetivo planteado, primero definiremos los anillos de valuacion y demostramos la
existencia de los anillos de valuacién. Finalmente mostramos algunas aplicaciones

sobre nuestros resultados, asi como también proyectos a futuro sobre el tema.



Capitulo I
Preliminares

En este capitulo daremos a conocer un breve y resumido repaso sobre las herramien-
tas principales y necesarias que se deben conocer para tener un mejor entendimiento

de los anillos de valuacion y con ello sus diversas aplicaciones.

1.1. Anillos

Definicién 1.1. Decimos que A es un anillo (conmutativo unitario), si es un con-

Junto con dos operaciones binarias (adicion y multiplicacion)
+,tAxA—= A

que cumple las siguientes condiciones; para todo a,b,c € A
1)a+(b+c)=a+ (b+c)
2) a+b=b+a
3) Eziste 0 € A tal que 0+ a = a.
4) Eziste —a € A tal que a + (—a) = 0.
Del 1) al 4) decimos que (A, +) es un grupo abeliano.
5) a(be) = (ab)c.
6) Existe 14 € A tal que 1a-a=a-14 = a.

7) a(b+ c¢) = ab + ac.
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8) (a+b)c=ac+ be.
10) ab=ba
Por simplicidad denotaremos 1 = 14 cuando el anillo A estd sobreentendido.
Proposicion 1.2. Si A es un anillo y a € A entonces se cumple:
1) 0a = a0 = 0.
2) (=1)(=a) = (=a)(-1) = a.
3) (=1)a=a(-1) = —a.
4) El 1 es inico.
Ejemplo 1.3. 1) Z, Q, R y C son anillos conmutativos unitarios.
2) Dadon € Z, n > 1, tenemos que Z", Q", R" y C" son anillos conmutativos.

3) Siz,y €R conx <y entonces C*(z,y) es un anillo conmutativo unitario.
Donde C*°(z,y) es el conjunto de funciones reales infinitamente diferenciables

en el intervalo (x,y).

1.1.1. Subanillos

Ahora veremos la difiniién y resultados sobre subanillos.

Definicién 1.4. Sea A un anillo, un subanillo S es un subconjunto S C A tal que

S es un anillo bajo las operaciones de A, donde 1g = 14.

Proposicién 1.5. Dado S C A subconjunto, S es subanillo si cumple lo siguiente
1) 1e€S.
2) a,b e S entoncesa—b e S.
3) a,b € S entonces ab € S.

Ejemplo 1.6. 1) Tenemos que Z C Q C R C C.

2) Sixy,€ R con x <y, entonces para todo k € Z, k >0, C*™(x,y) y C*(x,y)

son subanillos de C*(x,v).
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1.2. Ideales

Ahora veremos na definicién y resultados sobre ideales.

Definicién 2.7. Sea A un anillo. Decimos que un ideal I de A es un subconjunto

I C A tal que cumple lo siguiente:

1) I es un subgrupo aditivo de A.

2) Para todo a € A yi € I, entonces ai € 1.
Ademds, si I # A decimos que I es un ideal propio.

Definicién 2.8. Sea I un ideal de A. Decimos que I es un ideal primo, si [ C A y
para x,y € A: xy € I entoncesx € I oy € 1.

Definicién 2.9. Sea I un ideal de A. Decimos que I es un ideal mazximal, si I C A
y para todo J ideal de A: I C J implica J =1 o J = A.

Definicién 2.10. Sea A un anillo ; decimos que el ideal generado por un elemento

1 estd dado por:

(1) ={ai: ac€ A}

Definicién 2.11. Sea I un ideal de A. Decimos I que es un ideal principal, si exviste

a € A tal que I es generado por a.

Definicién 2.12. Sea A un anillo; decimos que A es dominio integral si no tiene

divisores de cero; es decir si:
ab =0 entoncesa=00b=0

Proposicion 2.13. Sea A un anillo e I un ideal propio de A, tenemos que I es

primo si y solo si A/I es dominio integral.

Definicién 2.14. Decimos que K es un cuerpo; si es un conjunto no vacio con las
operaciones de adicion y multiplicacion que cumplen con las siguientes condiciones;

para todo a,b,c € K.
1) a+(b+c)=a+ (b+c)

2)a+b=b+a
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3) Existe 0 € K tal que 0+ a = a.
4) Eziste —a € K tal que a + (—a) = 0.
Del 1) al 4) decimos que (K, +) es un grupo abeliano.
5) a(bc) = (ab)c.
6) Erxiste 1 € K tal quel-a=a-1=a.
7) ab = ba.
8) Para todo a € K existe a* € K tal que aa™' = a 'a = 1.
Del 5) al 8) decimos que (K*;-) es un grupo abeliano. Nota K* = K — {0}.

9) a(b+c) = ab+ ac.

Proposiciéon 2.15. Sea A un anillo e I un ideal propio de A, tenemos que I es

mazximal si y solo si A/l es un cuerpo.

Proposiciéon 2.16. Sea A un anillo e I un ideal propio de A; tenemos que si I es

maximo entonces es maximal.

Proposicion 2.17. Sea un anillo A e I un ideal propio de A; tenemos que si I es

maximal entonces I es primo.
Teorema 2.18. Sea A # () anillo, se tiene que al menos un ideal es mazimal.

Definicién 2.19. Sea A un anillo; I y J ideales de A; decimos que I + J estd dado
por: I+ J:={i+j: i€l jeJ}

Teorema 2.20. Sea I y J ideales de A; entonces I + J es un ideal de A.
Teorema 2.21. La interseccion de ideales es un ideal.

Definicién 2.22. Sean A, B anillos; dada la aplicacion f : A — B es homomorfis-

mo de anillos si para todo ay,ay € A se cumple lo siguiente :
1) flar+ az) = fa1) + f(az).
2) flaraz) = f(a1)f(az).
3) (1) =1.
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Definicién 2.23. Sea f : A — B un homomorfimos de anillos; definimos el nicleo
de f (Ker(f)) como

Ker(f):={acA: f(a)=0}

Teorema 2.24. Sea ¢ : A — S un homomorfismo de anillos, entonces el Kerp es
un ideal de A.

Teorema 2.25. Sea A un anillo, tenemos que A es un campo si y solo si sus Unicos
ideales son {0} y A.

Ejemplo 2.26. Sea A un anillo y ay,as, -+ ,a, € A entonces:
<a17a27"' ,an) = {131@1 + ToQg + -+ XTply 1 X € A}

es un ideal de A.

1.3. Anillo local

Ahora veremos la definicién y resultados sobre anillo local.

Definicién 3.27. Sea A un anillo, se dice que A es un anillo local si posee un unico

ideal maximal.

Proposicion 3.28. Los siguientes enunciados son equivalentes a la definicion an-

terior.

1) Si la suma de dos elementos cualesquiera de A que no seas unidades no es

tampoco una unidad.
2) Sia un elemento que pertenece a A, entonces a o 1 — a es una unidad.

3) Si una suma finita es una unidad, entonces alguno de sus sumandos serd uni-
dad.

Proposicién 3.29. Sea A un anillo y I # A un ideal de A que cumple que para
cada v € A — 1 es una unidad en A, entonces A es un anillo local y I su ideal

mazximal.

Proposicion 3.30. Sea A un anillo y I un ideal mazimal de A tal que cada elemento

de 1+ I es una unidad en A; entonces A es un anillo local.
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Ejemplo 3.31. §i C' es un cuerpo y n € Z, n > 0, entonces el anillo cociente
Clz]/ < " > es local y su ideal mazimal son las clases representadas por polinomios

con término constante nulo.

1.4. Extensiones Integrales

Ahora veremos la definicion y resultados sobre extensiones integrales.

Definiciéon 4.32. Sea A un anillo, S un subanillo de A. Sea x € A, se dice que x es
integral sobre S, si x es una raiz de un polinomio monico con coeficientes en S. Es
decir, © satisface una ecuacion de la forma " + a1z" tasx™ ? + - +a, = 0 onde
a; € S.

Observacién 4.33. Todo elemento de S es integral sobre S.

Definicién 4.34. Sea A un anillo; decimos que un A-mddulo a la izquierda es un

grupo abeliano (M;+) on aplicacion:
Ax M — M
(r,x) = rx
para todo r,s € A; para todo x,y € M, que cumple lo siguiente:
1) r(sz) = (rs)x
2) (r+s)xr =rz+ sx
3) r(x+y)=re+ry
4) 1z ==x

Definicién 4.35. Sea A-mddulo M ; decimos que es finitamente generado si existe
un subconjunto S C M tal que
(S) =M

donde (S) :={ayx1 + - apx,: neNagecAz, €S 1<i<n}
Proposicion 4.36. Los siguientes enunciados son equivalentes.

1) Six € A es integral sobre S.
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2) Slz| es un mddulo finitamente generado.

3) S|x] C R, donde R es un subanillo de A, tal que se tiene que R es un S-médulo

finitamente generado.
4) Eziste un S[x]-mddulo M que se genera finitamente como un mddulo S.

Corolario 4.37. Sea el conjunto R de elementos de A que son integrales sore S, es

un subanillo de A que contiene a S.
Definicién 4.38. El anillo R anterior se llamard clausura integral de S en A.

Definicién 4.39. Si R = S, entonces decimos que S es integralmente cerrado en

A.

Corolario 4.40. Si se tiene que S C A C R son anillos; ademds si A es inte-
gral sobre S y R es extension sobre A; entonces R es extension integral sobre S

(transitividad de a extension integral).

Teorema 4.41. Si S C A dominios integrales, ademds A es integral sobre S, en-
tonces A es un cuerpo si y solo si S es un cuerpo.

Demostracion. Ver [2]

Ejemplo 4.42. Sea S =7 y A = Q. Si un nimero racional x = P s integral sobre

Z, donde p,q no tienen factor comin, tenemos que
pn_i_alpn—lq_i_”__'_anqn =0

donde a; son enteros racionales.

Por tanto, q divide p", por tanto q = £1, por tanto x € 7Z.

1.5. Dominio Integralmente Cerrado

Ahora veremos la definicion y resultados sobre dominio integralmente cerrado.

Definicién 5.43. Decimos que un dominio integralmen es integralmente cerrado, si

es integralmente cerrado en su campo de fracciones.

Proposicion 5.44. Sea D un dominio integral, entonces decimos que los siguientes

enunciados son equivalentes:
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1) D es integramente cerrado.
2) D, es integralmente cerrado para cada ideal primo p.

3) D, es integralmente cerrado para cada ideal mazimal m.

Demostracion. Ver [2]

Ejemplo 5.45. Z es integralmente cerrado.

1.6. Cuerpo de Funciones de una Variable

Ahora veremos la definicion y resultados sobre un cuerpo de funciones de una

variable.

Definicién 6.46. Tenemos que K/k es una extension de campo, decimos que K
es un campo de funcion de una variable sobre k si K/k es finitamente generado y

ademas de grado de transcendencia 1.

Observacién 6.47. Se tiene un caso importante, cuando K = k(x) donde x es
transcendental sobre k, es decir, cuando K/k puede ser generado por un solo ele-

mento. Dicho campo de funcion se le llamard racional sobre k.

Definicién 6.48. Sea r(z) € k(z) funcion racional, la cual podemos expresar como

p(x)

r(z) = —=; donde p,q son polinomios coprimos en k|x].

q()
El valor grado (r) := méx{grado(p), grado(q)} se le llamara grado de r(z).
Teorema 6.49. Si r(x) € k(x) es una funcion racional no constante, entonces la

extension k(x)/k(r(x)) es finita de grado igual a grado(r).

Demostracion. Ver [2]

1.7. Extensiones Algebraicas de Cuerpos

Ahora veremos la definicién y resultados sobre extensiones algebraicas de cuer-

pos.

Definicién 7.50. Tenemos que K un cuerpo. Si K es un subcuerpo de un cuerpo
C, entonces también decimos que C' es un cuerpo de extension de K. Ahora, sea K

un subcuerpo de un cuerpo C, se dice que un elemento x € C' es algebraico sore K,
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st existen elementos ag, aq, -+ ,a, € K no todos iguales a cero, tales que cumplen
lo siguiente:

ap + a1 + axr* + -+ a,z" =0

Definicién 7.51. Diremos que una extension C' de K es extension algebraica de

cuerpos si a todo elemento de C' es algebraico sobre K.

Proposicién 7.52. Si C' es una extension finita sobre K, entonces C' es algebraica
sobre K.



Capitulo II

Anillos de valuacion

2.1. Hipotesis y consideraciones

Definicién 1.1. Sea K un campo. Decimos que un subanillo O C K es un anillo
de valoracion (abr. VR) de K si:

1. O#K,
2. Para todo x € K \ O, tenemos 7' € O.

En caso de que k sea un subcampo de K, decimos que O es un VR de K/k si
ademds k C O. El conjunto de anillos de valoracién de K (resp. de K/k) se denotara
por Y (resp. Xk k). Nétese que un VR O de K es en particular un dominio con

campo fraccionario K.

Proposicién 1.2. Para O € Y, el conjunto P = O\ O* = {x € O | 27" ¢ O}
es un ideal mazximal distinto de cero de O. En particular, O es un anillo local y P
es su unico ideal mazimal. También nos referiremos al par (O, P) como un VR de
K. El anillo cociente O/P es, por lo tanto, un campo, llamado campo residual. Si
O € Yk, entonces el campo k se incrusta isomorficamente en O/P bajo la funcion

cociente.

Prueba: Para empezar, si P fuera {0}, O seria un campo, necesariamente igual
a K, lo cual es una contradiccién. Sean x € Py y € P. Entonces zy ¢ O, de
lo contrario, para alguna z € O, tendriamos zyz = 1 y x también tendria una
inversa en O. Esto prueba que zy € P. Sean entonces x,y € P\ {0}. Entonces, o
bien y/z € O o bien z/y € O, y podemos suponer, por simetria, que se cumple la

primera opcién. Por lo tanto, x —y = x(1 —y/x) = xt, cont =1 —y/x € O. Por lo

10
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tanto, en vista de lo que acabamos de ver, tenemos © — y € P. Estas verificaciones
muestran que P es un ideal. Como P es, por definicién, el conjunto de elementos no
invertibles de O, deducimos que P es el tinico ideal maximal de O, lo que implica
que O es un anillo local. Finalmente, sea O un VR de K/k, entonces k£ C O. Dado
que k es un campo, tenemos k* = k\ {0} C O*, de donde kN P = {0}, lo que prueba

la ultima afirmacion.

Definicién 1.3. Sea x € K. Decimos que x tiene un cero en P (0o en O) six € P,
y que tiene un polo en P si x=' € P. Finalmente, decimos que = es reqular en O si
x € 0.

Observacion 1.4. FEsta definicion ya anticipa la idea de ver los elementos de K
como funciones en Y. Sea O € Y. Sea oo un simbolo (asociado a O) y definamos
un mapa ¢ : K — (O/P)U{oc} enviando x € O a su clase mddulo P, y x € K \ O
1

S

O\ O* = P; esto dice que ¢ es un "homomorfismo’ (en un sentido mds amplio)

(es decir, x con un polo en P) a co. Observa que si x € K \ O, entonces x~

si en (O/P)U{oo} adoptamos las reglas usuales a £ 0o = oo cuando a € O/P,
ya-o00o =o0 sia#0,1/0 =00, 1/oo = 0. Por otro lado, co £ 0o y 0 - 00
no estan definidos. La funcion o se llama un lugar de K. Reciprocamente, no es
dificil verificar que se puede obtener un VR O de K partiendo de un ’lugar’, es
decir, de un "homomorfismo’ (en un sentido mds amplio) ¢ - K — K U{oc}, donde

K es un campo; en tal situacion, se pone O = ¢ *(K). Por esta razén, vamos a

ocasionalmente llamar a O en si mismo un ’lugar de K.
Proposicién 1.5. El conjunto P C K determina la VR O € Y.

Prueba. Sean O, 0’ dos elementos en X/, que tienen el mismo ideal maximal

1 1
P.Seax € O\ O'. Entonces — € O', y de hecho, — estd en el ideal maximal de O,
X x

1 1
que es P (de lo contrario, (T) = x estarfa en O’. Pero entonces 1 =z -~ € P, lo
x

x
cual es imposible.

Proposiciéon 1.6. 5i O € Yk, entonces O es integralmente cerrado en K. En

particular, si O € Xk, O contiene la clausura algebraica de k en K.

Prueba. Sea © € K, x integral sobre O, entonces existen aq,...,a, € O tales

que 2"+ a2 ' +...4+a, = 0. Si z no pertenece a O, tenemos — € O por definicién.
x

a
") muestra que z € O, lo cual

Ny G2
Pero entonces la ecuaciéon z = —(a; + — + ... + —
x e
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es absurdo. Por lo tanto, x € O en cualquier caso, demostrando la primera parte.
Si, por otro lado, O es un VR de K/k, entonces contiene k. Dado que un elemento
de K que es algebraico sobre k es automaticamente integral sobre k, obtenemos la
parte restante de la declaracion.

Un corolario importante de esta proposicion se refiere a los campos de funciones

de una variable, los cuales discutimos superficialmente antes.

Proposicion 1.7. Si K es un campo de funcion en una variable sobre el campo
algebraicamente cerrado k, y si (O, P) € Xk, entonces el campo residual O/P es

isomorfo a k bajo la inclusion natural k — O.

Prueba. En lo que sigue identificaremos tacitamente k con su imagen isomérfica
en O/P . Supongamos ahora que existe z € O tal que la imagen T de x en O/P
no estd en k, y por lo tanto es trascendental sobre k. Entonces f(Z) # 0 para todo
polinomio distinto de cero f € k[X].

De manera equivalente, f(x) ¢ P para cualquier polinomio de este tipo, de donde
k(x) seria contenido en O. Pero K/k(z) es algebraico, porque K/k tiene grado de
trascendencia 1 por supuesto. (Nétese, de hecho, que x es trascendental sobre k, ya
que T lo es; o bien tenga en cuenta que f(z) = 0 implica f(x) € P, que no es el

caso). Por lo tanto, K seria integral sobre O y llevaria a O = K, una contradiccién.

Observacion 1.8. 1. Si k no es algebraicamente cerrado, un argumento similar

produce que O/ P es algebraica sobre k y, de hecho, una extension finita de k.

2. Tenga en cuenta que la conclusion no se cumple en general para los campos de
funcion de variedades algebraicas, concretamente para los campos de extension
K/k con grado de trascendencia finito. (Considere por ejemplo K = k(X,Y)
y O la VR de K que consta de las funciones racionales cuyo denominador no

es divisible por X.)

Observacion 1.9 (Anillos de valoracién y puntos geométricos). . Se sigue que los
elementos de un campo de funcion K/k pueden verse como funciones con valores en
Py (k) = kU{oo}, cuyo dominio es el conjunto X, de VR de K/k: siz € K, el valor
de x(0) serd oo six ¢ O, o la clase de x en el campo residual O/P de lo contrario.
(Tenga en cuenta que tal clase coincide con el inico elemento a € k tal que x—a € P.
De esta manera, los elementos de k C K dan lugar a funciones constantes.) De esta
manera, los VR se ven como puntos. Este punto de vista coincide con el habitual

cuando K = k(t) es el campo de funciones racionales sobre k, se muestra que los VR
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corresponden precisamente a los puntos de Pi(k)). Incluso cuando K es el cuerpo
de funciones de una curva, existe una interpretacion geométrica de los anillos de
valoracion como puntos. Para tomar un ejemplo, suponga que K = k(z,y), donde
F(z,y) = 0 es una ecuacion irreducible sobre k. Si O es un VR de K/k que contiene
x,y, y sia,b € k son las clases respectivas de x,y modulo P, luego tomando la clase
de F(x,y) en O/P se encuentra F(a,b) = F(x(0),y(0)) = 0, de modo que O
‘corresponde’ al punto (a,b) € k* sobre la curva plana F = 0 asociada a K. En las
aplicaciones del Teorema 3.16 veremos como en general la geometria de los puntos
siempre proviene de una VR adecuada, de la manera que acabamos de ilustrar. Sin
embargo, hay que tener en cuenta que esta correspondencia no es biyectiva para
campos de funciones generales. Es ’casi’ biyectiva (hasta en un ndmero finito de
casos, en un sentido que se aclarard mds adelante) en el caso de curvas. Vea a

continuacion para obtener mds informacion sobre esto.

2.2. Algunos ejemplos significativos

Ejemplo 2.10. K = Q. Sea O € ¥qg. Entonces P := PN Z es un ideal de Z, que
es primo porque P es primo. Si tuviéramos P = {0}, entonces cada entero distinto
de cero seria invertible en O; pero entonces O contendria Q, una contradiccion. Por
lo tanto, P es un ideal mazximal de 7, generado por un niumero primo p: P = pZ.
Entonces los enteros coprimos con p son invertibles en O y deducimos que O contiene
la localizacion Zp = {% ca€Z,bel\ P}. Sea entonces © € O\ Zp; entonces
existiria una potencia positiva p" de p con p"x € Zp C OF, lo cual es inconsistente,
porque p'x € p"O C P. Por lo tanto, O = Zp. Reciprocamente, inmediatamente
vemos que Zp es una VR para cada primo p. Esto describe todas las posibilidades
para una VR de Q. Permitanos observar que el campo residual O/P es F,, si P
corresponde al primo p. El lugar correspondiente envia un numero racional v a su
clase de residuo maodulo p si el denominador de r es primo con p, y envia r a 00

(00,) en caso contrario.

Observacion 2.11. Los numeros racionales pueden verse como funciones cuyo do-
minio es Spec(Z) (es decir, el conjunto de ideales primos de 7). El "valor’ del nimero
ractonal x en el ideal primo distinto de cero pZ serd la clase de x en I, st x € Zy,)
y oo en caso contrario. El valor de x en el ideal cero (también llamado el punto

genérico en este contexto) es simplemente x. Aqui, el espacio objetivo cambia de-
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pendiendo del punto, lo cual es una diferencia importante con el caso de campos de
funcion (ver el siguiente ejemplo), donde dicho punto de vista devuelve la nocion

habitual de funcion.

Ejemplo 2.12. K = k(z), donde x es trascendental sobre k. Sea O € X .

1. Supongamos que empezamos con x € O, entonces O 2 klx|. Argumentando
como en el caso K = Q (con klx] en lugar de Z) uno encuentra que O es un
anillo localizado k[x]p, donde P es un ideal mazimal de k[z], por lo tanto, asociado
biyectivamente a un polinomio monico irreducible p(x) € klx]|. Esto produce una
primera lista de VR de k(z)/k.

Si O esta asociado al polinomio p(x), el campo residual es klx)p/(p(x)) = k[z]/(p(z)),
que es una extension algebraica de k, de grado deg p . Si p es una raiz de p(x) en
alguna extension campo de k, el campo residual es isomorfo a k(p) (sobre k); el lugar
asociado ¢ = pp envia r(x) a r(p) (= oo sip es un polo der).

Supongamos ahora que O no contiene x. Entonces y = 2=+ € O y en realidad
y € P (ya que y ' = x ¢ O). Por otro lado (como hemos visto antes) P N k[y]
es un ideal mazimal de kly|, necesariamente generado por y, y O coincide con el
anillo localizado k[yl,). Tal anillo consiste en las funciones racionales de la forma
r(y) = a(y)/b(y) donde a,b son polinomios y b(0) # 0. El campo de residuos ahora
es klyl/(y) = k.

Para leer esto en términos de x, pongamos d = max(deg a, deg b); entonces
podemos escribir r(y) = a(z™)/b(z™") = A(x)/B(z) donde A(x) = 2%a(z™") y
B(z) = z%(z™") son polinomios; observemos que ya que b(0) # 0, deg B = d,
mientras que en cualquier caso deg A < d. En conclusion, O consta de las fun-
ciones racionales sin polo en el infinito, a saber, de la forma A(x)/B(x) donde
deg B > deg A. El lugar asociado envia una funcion a su valor en oo. Esta unica

VR, sumada a la anterior lista, completa la clasificacion.

Observacién 2.13. .

i) Supongamos, por ejemplo, que k es algebraicamente cerrado. Entonces los idea-
les mazimales de k[x] estdn asociados biyectivamente a los polinomios x — «,
a € k, y por tanto a los elementos a € k. Por lo tanto, la clasificacion muestra
que los VR correspondientes corresponden a los puntos de k (en la primera lis-
ta) mds el VR asociado a 0o. En otras palabras, los VR corresponden a puntos

de Pi(k). Un lugar ¢ = @g asociado a un punto Q € P, envia el elemento
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r(z) € k(z) a o(r) = r(Q), donde r(Q) debe leerse como 0o si @ es un polo

de r.

Las extensiones finitas de Q o k(z) se considerardn a continuacion (los VR

correspondientes amplian los del campo base).

it) Para K = k(z1,...,x,), con x; algebraicamente independiente sobre k, la
clasificacion ya es mucho mds dificil para n = 2. A nuestro conocimiento, no

ha sido formulado para n > 2.

Ejemplo 2.14. K = k((z)). Este campo (que es el campo fraccionario del anillo
formal de la serie de potencias k[[x]], y se llama el campo de ’Laurent series’) tiene
un grado de trascendencia infinito sobre k, lo que hace que sea prdcticamente im-
posible una clasificacion general 4itil de los VRs de K/k. Por otro lado, eziste un
solo VR que contiene k[[z]]. De hecho, k[[x]] tiene un tinico ideal primo P # {0},
generado por x, y este ideal es en realidad mazximal. El VR es, como arriba, el anillo
localizado, que ahora es el todo anillo: O = k[[x]|(wy) = k[[z]], y el lugar correspon-

diente se asigna a una serie en k((x)) su valor en 0 (valor que es 0o si la serie no
estd en k|[[x]]).

Ejemplo 2.15. Sea D un subconjunto no vacio conexo abierto de C y sea K el
campo de funciones meromorficas en D. Ademds, sea zo € D. Entonces el conjunto
O = O,, de las funciones en K que son regqulares en zy es un VR de C. De hecho,
O es un anillo diferente a K y si una funcion f € K no es en O, entonces tiene un
polo en zy y por lo tanto 1/f € O. El ideal mazimal P se compone de las funciones
en K que se anulan en zo y O/P = C. (En esta situacion no es cierto que todos los
VRs de K sean del tipo anterior.)

2.3. Existencia y extensiones de anillos de valua-

o »

cion

El siguiente resultado sera crucial en lo que sigue.

Teorema 3.16. Sea K un campo, A C K un subanillo y sea I # {0} un ideal propio
de A. Entonces eziste un VR (O, P) de K tal que AC O y I C P.

Prueba. Ordenemos por inclusién los anillos B D A en K tales que IB # B
(observando que A esté entre ellos). Cada cadena (es decir, un subconjunto total-

mente ordenado) tiene un elemento maximal, dado por la unién: de hecho, la unién
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U de los anillos de la cadena es un subanillo de K que contiene A. Si tuviéramos

n

IU = U, entonces 1 tendria la forma Zwiui, w; € I, u; € U. Pero entonces, to-
i=1

mando como B un anillo en la uniéon que contiene todas las u;, tendriamos I B = B,

una contradiccion.

Por lo tanto, por el lema de Zorn, existe tal anillo O maximal bajo inclusién;
contiene A y mostremos ahora que tiene las otras propiedades en la declaracion. Sea
z € 0,z =1 (méd IO). Decimos que el anillo O = Oz '] es tal que IO # O:

n
en efecto, de lo contrario tendriamos una igualdad 1 = E w;u;x” " para elementos
i=1

n
w; € I, u; € O y para un m suficientemente grande. Entonces ™ = Zwiui y por
=1

n
lo tanto 1 = (1 — 2™) + Zwiui € 10, contra la suposicion de que 10 # O.
i=1
Entonces, por maximalidad, tenemos O = O y por lo tanto x es invertible en O.

Sea ahora u € K\ O, de modo que O[u] contenga a O propiamente; por maximalidad

tenemos 1 € IO[ul, es decir, 1 = Z piu', para p; € 10 adecuado. Podemos suponer
i=0
ademds que m (que debe ser > 0) es minimo para las expresiones de este tipo.

Haciendo © = 1 — py tenemos z = 1 (mdd I0); entonces = es invertible en O y

m
tenemos entonces una igualdad 1 = g (pix ' = g viu', donde también los
i=1 i=1
v; = pix~ ! estan en J0.
Queremos mostrar que v~ ' € O: si esto no se cumple, como antes obtendriamos
n
elementos o; € 10 tales que 1 = E oju~’, donde de nuevo podemos suponer que
=1
n es minimo. Demostremos que estas tiltimas dos expresiones (para u y para u™ ")

son incompatibles, asumiendo por simetria que m > n. Multiplicando la segunda

n
igualdad por u™ obtenemos u™ = Zajum’j y por tanto, sustituyendo u™ en la

Jj=1
m—1 n
anterior, obtenemos 1 = E viu'+ E Umo;u™ 7. Sin embargo, esta es una ecuacién
i=1 j=1

del primer tipo, donde se disminuye el exponente méaximo de u, lo que produce la

contradiccion requerida por la minimalidad de m.

Resumiendo, hemos demostrado que v € O o bien v~ € O. Dado que IO # O y

como [ es distinto de cero, O esté estrictamente contenido en K (porque I K = K)
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y por lo tanto es un VR de K que contiene A. Finalmente, si existe z € I\ P, x seria
invertible en O y por tanto IO contendrfa z - 2~' = 1, contradiccién que prueba que

I C P,y el teorema.

Observacion 3.17. 1. La condicion de que el ideal I en el teorema es distinto

de cero no puede ser omitida, como se ilustra con la eleccion A = K.

2. La dltima parte (crucial) de la prueba puede parecer un poco artificial; estd

1, que muestran respectiva-

mspirada en las dos relaciones basicas para w y u~
mente que u~" y u son integrales sobre 10. Si quisiéramos usar el hecho (no
probado aqui) de que tales elementos integrales forman un subanillo, podriamos
obtener de inmediato la contradiccion 1 = uu™t € I0, simplificando un poco

el argumento.
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Aplicaciones del Teorema de
existencia y extensiones de anillos

de valuacion

3.1. Primera aplicacién

Sea K = k(z1,...,x.) (r > 1) una extensién de k que es propia (es decir,
diferente de k) y finitamente generada, y sea J el ideal determinado por (z1, ..., ;)
en k[X1,...,X,]. Entonces, si (&1,...,&,) € k" es un cero de J, existe un VR (O, P)
de K/k tal que z; — &; estd en P.

Previo a la prueba de esta afirmacion, recordemos que aqui J es el ideal que
consiste en las f(X) tales que f(&) = 0, es decir, J es el nicleo del homomorfismo
o k[Xy, ..., X, — K[z, ..., z,) que asigna X; a x;. Un cero de J es, por definicién,

un cero comun de todos los polinomios en J.

En cuanto a la demostracion, apliquemos el Teorema 3.16 tomando A = k[z1, ..., x,
yI={f(z1,...,2.): fE€k[X,..., X0], f(&,...,&) =0}
Se verifican los supuestos: seguramente [ es un ideal, contiene x; —&;, 1 =1,...,r,

y en particular es distinto de cero (porque A # k). Si tuviéramos I = A, entonces una
igualdad 1 = f(xy,...,z,) cumpliria con f siendo un polinomio nulo en (&1,...,&,).
Ahora, en la igualdad f(X;,...,X,) — 1 € J, pero entonces, ya que (£,...,&.) es
un cero de J, obtendriamos f(&1,...,&,) — 1 =0, una contradiccién.

Sea entonces (O, P) un VR de K como en la conclusién del teorema, a saber,
que contiene A y tal que I C P; entonces, en vista del hecho de que z; — & € I,

tenemos la afirmacion.

18
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3.2. Segunda aplicacion

.Sea K = k(z,y) un campo de funcién en una variable sobre k, y supongamos que
F(z,y) = 0 para algtin polinomio irreducible F' € k[X,Y]. Entonces, si F'(a,b) =0
para algin (a,b) € k?, existe un VR (O, P) de K/k con x —a,y — b € P.

Este enunciado es un corolario facil de la primera aplicacién. De hecho, sea
J C k[X,Y] el ideal determinado por (z,y). Como F es irreducible y como x o y
es trascendental sobre k por supuesto, J debe ser generado por F'y, por lo tanto,
(a,b) es un cero de J, lo que produce la afirmacion.

Observacion . En estos dos enunciados vemos como los puntos geométricos (&1, . . ., &)
(en el primer caso) y (a,b) (en el segundo) corresponden a la VR adecuada. (Esta
correspondencia significa que P N k[xy, ..., x| es el ideal maximal generado por los
x; — &, asociado a (&1,...,&,).)

También se debe recordar que estos VRs no estan determinados tunicamente
por el punto . Sin embargo, en el caso de las curvas y sus campos de funciones,
esta correspondencia es esencialmente biyectiva (es decir, con un nimero finito de

excepciones).

3.3. Tercera aplicacién

Sea K/k una extensién de campo y sea x € K un elemento trascendente sobre
k. Entonces x admite al menos un cero y al menos un polo (en VRs adecuados de
K/E).

Como prueba, establezcamos en el Teorema 3.16 A = k[z], [ = xA. Dado que x
es trascendente sobre k, I es distinto de cero y propio. Entonces la conclusion del
teorema asegura la existencia de un VR (O, P) de K que contiene A y tal que z € P,
lo que dice que z tiene un cero en O . Considerando 1/x en lugar de = obtenemos

la parte restante.

3.4. Cuarta aplicacién

. Si K es una extensién trascendente de k, existen infinitas VRs de K/k.
De hecho, sea x € K trascendental sobre k; entonces existen infinitas VRs (O, P)

de k(z)/k. (Existe un VR de este tipo para cada polinomio moénico irreducible;
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existen infinitos polinomios de este tipo, porque una clausura algebraica de un campo
no puede ser un campo finito). Ahora basta con extender a K cada uno de estos
VRs, tomando por ejemplo A = k[z|, I = PN A en el Teorema 3.16.

3.5. Quinta aplicacion

Sea A un subanillo de un campo K. Entonces la clausura integral A en K es la
interseccién de los VRs de K que contienen a A.

Para una demostracion, sea B el clausura integral en cuestién (es decir, el con-
junto de elementos de K que son integrales sobre A). Sea x € B y sea (O, P) un
VR de K que contiene a A; como z es integral sobre A, es a fortiori integral sobre
O y por lo tanto esta en O . Esto prueba la mitad de la afirmacién.

' no es invertible en A[y]

Por el contrario, sea x € K \ B. Entonces y = =~
(porque de lo contrario tendriamos ¥ = y' € Aly] = A[z™], lo que darfa una
ecuacién integral para x sobre A). Por lo tanto, y se encuentra en un ideal maximal
I de Aly|. Ciertamente, I es distinto de cero (contiene y) y, por lo tanto, podemos
aplicar el Teorema 3.16 (con A[y] en lugar de A), obteniendo la existencia de un
VR (O, P) de K con Aly] C O y I C P. Si tuviéramos x € O, tendriamos también
1 = yr € I0 C P, una contradiccién. Por lo tanto, z ¢ O y x no estd en la
interseccidn en cuestion, concluyendo el argumento.

Observacién . Tenga en cuenta que este resultado implica directamente que el
cierre integral de un subanillo de un campo es en si mismo un subanillo.

Ejemplo. El anillo Z es la interseccién de los VRs de Q ) y, de hecho, Z es
integralmente cerrado (como se deduce facilmente de la factorizacién unica). De
manera similar, el anillo de enteros algebraicos (es decir, los nimeros algebraicos
integrales sobre Z) en un campo numérico K coincide con la interseccién de los VRs
de K.

Otros ejemplos ocurren dentro de los campos de funciones; por ejemplo, el anillo
polinomial k[z] es la interseccién de esos VRs de k(z)/k que contienen x. (Aqui todo
depende de la eleccién, no candnica, del generador z, al contrario del caso de Q.)

Observacién . Si A es local con el ideal maximal M, la conclusién de la aplicacién
E se mantiene incluso si limitamos la interseccién a aquellos VRs (O, P) de K con
ACOyMCP.

La primera parte de la demostracién permanece sin cambios. En cuanto a la
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segunda parte, se puede proceder de manera similar: se comienza observando que

~! no es invertible en A[y]/M[y]. (De lo contrario,

si x € K\ B entonces y = x
tendriamos 1 = m(y) +(y)y,m € Mlyl,l(y) € Alyl, de donde 1 = mo+11(y)y, mo €
M, li(y) € Aly]; pero 1 —my € A* y por lo tanto y seria invertible en Afy], y
como antes x serfa integral sobre A, una contradiccién.) Entonces M[y| + yAly]
estd contenido en un ideal maximal I de Aly] y ahora la prueba puede concluirse

exactamente como arriba.

3.6. Sexta aplicacién

Si un algebra K /k finitamente generada es un campo, entonces es una extension
finita. La declaracion es una de las varias versiones equivalentes del célebre Nulls-
tellensatz de Hilbert. A continuacién, presentamos una discusién y otros enfoques
para una prueba del teorema de Hilbert.

Para probar la afirmacién anterior, escribamos K := k[zy, ..., x,,]. Si la conclu-
sién no se cumple, sean z1,. ..,z una base de trascendencia para K/k, con r > 0.
Cada uno entre z1, ..., x,, entonces satisface una ecuacion algebraica no trivial con
coeficientes en A := k[z1,...,2:]. Sea f(z1,...,2) € A\ {0} el producto de los
coeficientes principales de tales m polinomios.

Sea entonces I un ideal maximal de A distinto de cero, que no contenga a f. (Tal
ideal existe, y es aqui donde usamos la condiciéon r > 0: basta con tomar un ideal
maximal de A que contenga z;f + 1, que tiene grado positivo y por lo tanto no es
invertible. Alternativamente, si &, ..., &, son elementos en una extension algebraica
k' de k y tales que f(&,...,&.) # 0, basta tomar como I el conjunto de elementos
de A que se anulan en (&,...,&.); I no contiene f, es distinto de cero - porque
r > 0y los & son algebraicos sobre k - y es maximal porque A/I es isomorfo a
k&, &l =k, &)

Ahora sea, como en el Teorema 3.16, (O, P) un VR de K con A C Oy I C P.
Como I no contiene f, vemos que P tampoco contiene f (porque de otro modo
P contendria I + (f), que es igual a A ya que [ es maximal). Observa que, para
i =1,...,m, x; satisface una ecuacién sobre A con un coeficiente principal f. Por
lo tanto, como f es invertible en O (porque f no estd en P, como hemos visto),
cada x; es integral sobre O. Pero O es integralmente cerrado y, por tanto, z; € O

para todo ¢ = 1,...,m, luego O contiene k[xy,...,z,] = K, una contradiccién que
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finalmente prueba la afirmacion.

Proposicién 6.1. Si L/K es una extension de campo y (O, P) es un VR de L que
no contiene K, entonces (ONK,PNK) es un VR de K.

Prueba . Sea AON K si x € K, entonces x € O, y por lo tanto x € A, o
vt € ONK = A. Esto muestra que A es un VR de K. Si ahora z € A\ A*, tenemos
r=00z"¢O0,loque implica que z € P. Por lo tanto, A\ A* C P. Finalmente,
siz € PN K, entonces © € A; por otro lado, = no puede estar en A*, porque ™' no

estd en O. Esto prueba la implicacién opuesta.

Proposicién 6.2. Sea L/K una extensidn de campo y sean (O, P), (O', P") VR en
K, L respectivamente, tales que O C O' y P C P'. Entonces O = O0'NK.

Prueba. La inclusion O C O' N K es clara. Sea ahora v € O'N K, = ¢ O.
Entonces yz~' € Py por lo tanto y € P’, lo cual contradice el hecho de que . = y !
se encuentra en O'. Asi, tenemos una contradiccién que prueba la inclusién opuesta

y el reclamo.

Observacién 6.3. Observa que la suposicion O C O’ implica P’ N O C P; sin
embargo, que P C P’ no es automdtico: por ejemplo, sea K = Q, L = Q(x), y sea
(O, P) cualquier VR de Q, siendo (O', P') el VR correspondiente al polinomio x.
Tenemos P'NQ = {0}.



Conclusiones

En el presente trabajo, hemos desarrollado la teoria de anillos de valuacién,
presentando ejemplos concretos. Ademas, en dicho desarrollo, hemos establecido di-
versos resultados, aplicaciones e interpretaciones importantes, entre lo que podemos

destacar:

= Hemos obtenido el Teorema de extension de anillos de valuacion, en el cual
se establece que dado un subanillo de un cuerpo, siempre existe un anillo de

valuacion conteniendo al subanillo dado.

= Hemos dado una interpretacion geométrica al Teorema de extension de anillos
de valuacién, la cual nos dice que, dada una extension de cuerpos finitamen-
te generada, hay una correspondencia entre puntos geométricos y anillos de

valuacién.

= Hemos obtenido una de las versiones del Teorema de los Ceros de Hilbert, el

cual es un resultado de mucha importancia en la Geometria Algebraica.

= Hemos establecido algunas conexiones entre anillos de valuacion y el concepto

de extensiones integrales de anillos.

= Hemos establecido que todo anillo de valuacién es un anillo local, el cual es un
tipo de anillo de mucha relevancia en la Geometria Algebraica, especialmente

en la teoria de esquemas.
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